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INTRODUCCION:

La asignatura Matematicas II aporta los conocimientos basicos de Analisis y Op-
timizacion cldsica que son necesarios en los estudios en Economia (L.E.) y Administra-
cion y Direccion de Empresas (L.A.D.E.). En éstas, como en las demds Matematicas de
ambas licenciaturas se proporcionan al estudiante los conocimientos basicos, mante-
niendo un adecuado equilibrio conceptual/practico.

Esta publicacion recoge los problemas planteados en los exdmenes de Matemati-

cas II en las distintas convocatorias comprendidas entre los afios 2006 y 2010.

TEMARIO:
1. TOPOLOGIA DE R". LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIO-
NES REALES DE VARIAS VARIABLES REALES.

1.1.- Distancia euclidea en R". Bolas abiertas. Conjuntos abiertos, cerrados, aco-

tados y compactos.

1.2.- Funcién real de varias variables reales. Grafico de una funcion. Curvas de
nivel. Limites y continuidad de una funcién. Propiedades. Funciones continuas elemen-
tales. Composicion de funciones continuas.

2. CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES REALES DE VA-
RIAS VARIABLES REALES.

2.1.-Derivadas parciales. Interpretacion geométrica. Funcidon derivable. Propie-
dades. Derivadas parciales de orden superior. Teorema de Schwartz. Derivabilidad de

funciones compuestas. Regla de la cadena.

2.2.- La diferencial. Interpretacion geométrica. Funcion diferenciable. Funciones
de clase C*. Relaciones entre diferenciabilidad, derivabilidad y continuidad. Aproxima-

cion del valor de la funcidon mediante la diferencial.

2.3.- Formula de Taylor. Aproximacion del valor de la funciéon mediante la for-

mula de Taylor.



3. OPTIMIZACION CIASICA DE FUNCIONES REALES DE UNA O
DOS VARIABLES REALES.

3.1.- Extremos locales y globales de una funcion. Condiciones necesarias y sufi-
cientes para la determinacion de extremos locales incondicionados. Condiciones necesa-
rias y suficientes para la determinacion de extremos locales condicionados. Multiplica-

dores de Lagrange.

3.2.- Extremos locales y globales de una funcion relativos a un conjunto.

4. FUNCIONES IMPLICITAS Y HOMOGENEAS.

4.1.- Funcién definida implicitamente. Interpretacion geométrica. Funcion
implicita global y local. Teorema de la funcidon implicita. Derivabilidad de la funcion

implicita.

4.2.- Funcién homogénea. Propiedades. Teorema de Euler.

REFERENCIAS BIOGRAFICAS BASICAS:
"Matematicas para el Andlisis Economico". Sydsaeter y Hammond, Ed. Prentice

Hall, 1991.

REFERENCIAS BIOGRAFICAS BASICAS COMPLEMENTARIAS:
"Matematicas para Economistas". Grafe, J, Ed. Mc Graw-Hill, 1991.

OBSERVACIONES:

Es fundamental en primer lugar que el estudiante adquiera los conocimientos
conceptuales sobre la asignatura para poder realizar posteriormente los examenes que
aqui se recogen. Una vez realizado este trabajo practico, el estudiante podra comparar
sus respuestas a las diferentes preguntas con las soluciones que a continuacion se le
ofrecen.

Como recomendacion se le sugiere al estudiante que trabaje por temas.



EXAMEN DE MATEMATICAS II.
ECONOMIA. JUNIO DE 2006

1.-Sea f(x,y) _NXTY .

1)  Hallar y representar D, el dominio de f.

1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto
(0,0).

ii1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto

(1,2).

2.- Sabiendo que f eC'(R*) y geC'(R), hallar las funciones derivadas parciales de

primer orden de las siguientes funciones:

i) Z=$/22x—_zy~
X +y +1

i) z=cos(2xy+e).

iii) z:ng(x—;zj+f(x2+3y,y3).
vy +1 e

2
3.-Sea h= g)f%j? donde g es una funcion homogénea de grado 2y g € C'(R).

1) (Es huna funcién homogénea?, ;de qué grado?
i) Si g(4)=2y g'(4)=1, ;para qué valores de k define la ecuacion A(x,y)—k=0
implicitamente una funcion y = ¢@(x) en torno al punto (2,1)? Para esos valores de

k calcular ¢'(2).

4.- Se considera la funcién f(x,y)=x-y" y el conjunto
A={(x,y)eR*/x*+1y* <9, x<1}.

1)  Calcular los extremos locales de frelativos a int(4), fr(4) y 4.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.



EXAMEN DE MATEMATICAS II.
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2006

2
NI
1.- Sea f(x,y):yT—i-%.

1)  Hallar y representar D, el dominio de f.

11) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto

(0,1).

iii) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto

(1,2).

2.- Sabiendo que f € C'(IR?), hallar las funciones derivadas parciales de primer orden
de las siguientes funciones:

1) z=x"yIn(2+x* +y%).
i) z=/f00’sin(p)+f(x*, ).

i) z= \/f(x2 —y*,2xy),donde f(x,y)=0 V(x,y)eR’.

i) Calcular aeR para que la funcion f(x,y)=+/x" +* g(éj sea homogénea sa-

biendo que , g € C'(R) es una funcién homogénea de grado 2. Con el valor encon-
trado de a ;cual es el grado de homogeneidad de f?

i1) Se considera la funcién f(x,y)=(y—2x)(x+y)(y—-3)
a) (Define la ecuacion f(x,y)=0 una funcién implicita y =@(x) en torno a los
puntos (0,0) y (-3,3)?
b) Encontrar un punto (x,,y,) tal que la ecuacion f(x,y)=0 defina una funcién

implicita y = ¢(x) en torno al punto (x,,y,). Razonar la respuesta.

4.- Se considera la funcion f(x,y)=x+y y el conjunto

A={(x,y)eR’ /x>0, y>0, 1<x*+y* <4}.



1)  Calcular los extremos locales de frelativos a int(4), fr(4) y A.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.



EXAMEN DE MATEMATICAS II.
ECONOMIA. JUNIO DE 2007

1.-Sea f(x,) _Nx -y

X+y
1)  Hallar y representar el dominio de f.

1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en los puntos

(0,0)y (1,0).
ii1) Calcular el valor aproximado de f(0'97,0'02)— f(1,0) a través de la diferencial

de f'en (1,0).

2.- Sabiendo que f € C'(IR?), hallar las funciones derivadas parciales de primer orden

de las siguientes funciones:

1) z=sin(xy —e""’z) .
i) z=xy +x"+y.

iii) z=In(f(x’y*, x> +)).

3.-Sea f(x,¥)=g(x,y)+xy° donde geC'(R?) esuna funcion homogénea de grado 4
1) (Es funa funcion homogénea?, ;de qué grado?
i) Si g(2,1)=g,(2,1)=-2,; define la ecuaciéon f(x,y)=0 implicitamente una fun-

cion y = @(x) en torno al punto (2,1)? En caso afirmativo calcular ¢'(2).

4.- Se considera la funcién f(x,y) = xy y el conjunto
A={(x,y)eR*/x<-y" +1, x+y>1}.

1)  Calcular los extremos locales de frelativos a 4.

1) Calcular, si existen, los extremos globales de f relativos a A4.



EXAMEN DE MATEMATICAS II.
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2007

e
1.-Sea f(x,y)=

Jr-»

i)  Calcular y representar el dominio de f ;Es abierto?, ;cerrado?, jacotado? y ;com-

pacto?.

1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en los puntos

(0,0)y (0,1).
ii1) Calcular el valor aproximado de f(0'02,0'98)— f(0,1) a través de la diferencial de

fen (0,1).

2.- Sabiendo que f eC'(R*) y geC'(R), hallar las funciones derivadas parciales de

primer orden de las siguientes funciones:

i) z=("+3xy+ Sy)e)‘zy2 .
i) z=cos(¥/x’ —y)+In(x+?).

i) z:f(xz+y2,y3)+g(x3y+3x2).

3.-Sea f(x,y)=x"g(x,y) donde g eC'(R*) es una funcion homogénea de grado 2.
1) (Es funa funcion homogénea?, ;de qué grado?
i) Si g(LL0)=0y g,(1,0)=7, ¢ define la ecuacion f(x,y)=0 implicitamente una

funcién y = @(x) en torno al punto (2,0)? En caso afirmativo, calcular ¢'(2).

4.- Se considera la funcion f(x,y)=x"+»" y el conjunto
A={(x,y)eR*/y>x>—1, y<3}.
1)  Calcular los extremos locales de frelativos a 4.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.



EXAMEN DE MATEMATICAS II.
ECONOMIA. JUNIO DE 2008

2
1.- Sea la funcion f(x, y) =X

1)  Encuentra y representa el dominio de la funcion.

i1) (Es fcontinua, derivable, diferenciable en (0,0)?, ;existe el limite de la funcién en
este punto?

iii) (Es f continua, derivable, diferenciable en (1,0)?, ;existe el limite de la funcion en

este punto?

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

i) z=x"ycos(x—y°)

ii) z=In (i]
Xy

i) z= x;—yh(xz,(x— )%, siendo h e C'(R?) .
y

2
3.- Se considera la funcién f(x,y) = (x—%} +° y el conjunto

A={(x,y)eR’*/y*—x<1,y* +x<1}.

Calcula todos los extremos locales de f en A. Calcula, si existen, max f(x) vy

min f(x).

xeAd

4.-Sea f(x,y)=x"g(x’,xy),donde geC'(R?).

1)  Sila funcién g es homogénea de grado 1, jes fhomogénea?, ;de que grado?

i1) Sabiendo que g(1,2)=0 y 2:(2,4)=2, (podemos asegurar que la ecuacion
f(x,y) =0define una funcién implicita ¢(x) =y en torno al punto (1,2)? En caso

afirmativo, calcula ¢'(l).



EXAMEN DE MATEMATICAS II
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2008

2

1-Sea f(x,y)=-2

1) Encuentra y representa el dominio de la funcion. ;Es abierto?

1) (Es f continua, derivable, diferenciable en (1,1)?, ;existe el limite de la funcién
en este punto?

ii1)  (Es fcontinua, derivable, diferenciable en (1,0)?, ;existe el limite de la funcién

en este punto?

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

i) z=x"+ 1 +sin(In(x)) .
y

ii) z=ln(«/x2 +y).

i)y z=e" f(x%,x*—y?), siendo f € C'(R?).

3.- Sean la funcion f(x,y)=y-x y el conjunto
A={(x,y)eR*/x* +(y-1)*<1,x< y, x> —y}. Calcula todos los extremos locales de f

en A. Calcula, si existen, los extremos globales de f'en 4.

4- Sea f(x,y)=e”+g(x,y), donde geC'(R*), g es homogénea de grado 3 y
g(0,1)=-1, g,(0,2)=4. ;Define la ecuacion f(x,y)=0 una funciéon implicita

¥ =¢@(x) en torno al punto (0,1)? En caso afirmativo, calcula ¢'(0).



EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. JUNIO DE 2009

oy Y
1.- Sea la funciéon f(x,y) = ﬁ
x(x =)

1)  Encuentra y representa el dominio de la funcion; ;es abierto, cerrado, acotado,

compacto?

i1) ¢Existe lim f(x,y)?

(x.)(0.0)
iii) ¢Es fcontinua, derivable, diferenciable en (1,-1)? En caso afirmativo, calcula la di-

ferencial en dicho punto y el valor aproximado de £(0'99,-0'98).

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

i) z=In(x++/x"—y).

.. 2 2 X

1) z=(x" -3y )cos(—).
Yy

iii) z=f((f(x,y))’,»),siendo feC'(R*).

3-Sea A={(x,y)eR’ /X" +)y <4, x<-y+2} y f(x,y)=—xp.
1)  Calcula los extremos locales de f'en A.

i1) Calcula los extremos globales de f'en 4.

f(x,2x)
y

4.—Sea h(x,y) = ,donde f eC'(R’) es homogénea de grado 2.

1)  ¢Esla funciébn /4 homogénea?, ;de qué grado?
i1) Sabiendo que f(1,2)=1 y f»(1,2)=1, calcula keR para que la ecuacién
h(x,y)—k =0 defina una funcién implicita y = ¢(x) en torno al punto (1,1). Para

el valor de k encontrado, calcula ¢'(1).

-10-



EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2009

1.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

JG -1 .

1) z=
y+2
. ln(y—xz)
1) z=—-—7—.
y=2

2

iii) z=xf[y, a ),siendo feC'(RY).

X=)y

. In(y - x°)
2.- Sea la funcion f(x,y) = —2
y—

i)  Encuentra y representa el dominio de la funcién; ;es abierto, cerrado, acotado,
compacto?

i1) Estudia la continuidad, derivabilidad, diferenciabilidad y la existencia del limite de
la funcién f'en los puntos (0,2) y (0,1).

i) Calcula, si existe, df (0,1)(A,,h,).

3-Sea A={(x,»)eR*/x*+y <4, x>y} y f(x,y)=y—x". Calcula los extremos

locales y globales de f'en A.

2

4— Seah(x,y) = xf( y,x—j, donde f e C'(R%).
x—y

1)  Sifes homogénea de grado 3, ;es la funcion 4 homogénea?, ;de qué grado?
i1) Sabiendo que f{0,2)=8 y f,(0,2) =24 , ;define la ecuacion A(x,y)—1=0 una fun-

cion implicita y = @(x) en torno al punto (1,0)? Calcula, si existe, @'(1).

-11-



EXAMEN DE MATEMATICAS II
ECONOMIA. JUNIO DE 2010

1.-Sea f(x,y) :ﬂ

xX=y
Hallar y representar el dominio D de la funcién. (Es D abierto, cerrado, acotado,
compacto?
Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f'en (0,0).
Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f'en (-2,2).
Calcular el valor aproximado de f(-1°98,1°99) a través de la diferencial de f en el

punto (-2,2).

2
2.- Sean f(x,y)=x2+(y—%] , A:{(x,y)e]Rz/x2 Sy,lSyS4}. Calcular los ex-

tremos locales y globales de frelativos al conjunto 4.

3.- Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

)
ii)

iii)

z=ln\/xy+y2

z = sen(y*x —3xy)

z=f(x3—y2,x3y2)g(x\/;) donde feC'(R*), geC'(R).

Sea la funcion f(x,y) = y* —2 . Define la ecuaciéon f(x,y) =0 una funcién implici-

ta de la forma y=¢(x) en torno al punto (1,\/5 ) En caso afirmativo, calcula

P ().

3 3

Sea la funcion f(x, y)zxzh(y—,x—J con heC'(R*) y homogénea de grado 2.
Xy

(Es funa funcion homogénea? Si la respuesta es afirmativa, indica su grado.

-12-



EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. FEBRERO DE 2006

1.- Sea la siguiente funcion:

Flay) =YDy

xX=y
1)  Calcular y representar D, el dominio de f.

i1) Indicar razonadamente si D es abierto, cerrado o compacto.

ii1) Estudiar la existencia de limite, continuidad y derivabilidad de fen los puntos (1,1)

y (2,1).

iv) (Es f diferenciable en (2,1)? En caso afirmativo, aproximar el valor de /{2°05,0°9)

— 2.

2 2
2.-Sea f(x,y)= x_g(x_] , siendo geC'(R) homogénea de grado 3 y g(2)=2.
y oy

i)  (Esfhomogénea?, ;de qué grado?
ii) Calcular g'(2) aplicando la formula de Euler a la funcion f'en el punto (2,2).

ii1) Comprobar que la ecuacion flx,y)=4 define implicitamente alrededor del punto

(2,2) la funcion y=¢(x); calcular ¢'(2).

2
3.- Sean A={(x,y)eR2/y2—xSl;y2+xS1} y f(x,y)=(x—%) + . Calcular los

extremos locales de f'en el conjunto A4; calcular asimismo los extremos globales de f'en

A.

-13-



EXAMEN DE MATEMATICAS II
LADE. JUNIO DE 2006

X-y

1.- Sea la funcién f(x,y) = .
(" + )" + )

i)  Hallar el dominio de f'y representarlo. ;Es este dominio cerrado?, ;y abierto?, ;y
compacto?
i1)  Estudiar la continuidad de f'en (1,1). Hallar f1(1,1).

iii) Estudiar la existencia de limite y la continuidad de f'en (0,0).

2.- Hallar las derivadas de primer orden de las siguientes funciones:
_sen(x+y)
cos(x—y)

i) f(x,y)= ln(\/x3 —yzx)

iii) z=g(x—y,x*y), donde geC'(R).

D fxy)

3.- Sea F(x,y)= %, donde f, geC'(R?), f'y g son homogéneas de grado 3 y 2 res-
g,y

pectivamente, y g(x,)=0 V(x,y)eR?.

1)  Aplicando la definicion, probar que F es homogénea y decir su grado.
i1) Sabiendo que f(1,1)=0y fi1(1,1)=5, ;define la ecuacion F(x,y)=0 a la variable y co-
mo funcién implicita de x (y=¢@(x)) en torno al punto (2,2)? En caso afirmativo,

calcular ¢'(2).
4.-Sean A= {(x,y) eR*/ X+ <2,(x-1) +y* > 2} y la funcion f(x,y)=x-y.

Calcular los extremos locales de la funcion f'en el conjunto 4; calcular asimismo los ex-

tremos globales de f'en 4.

-14-



EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. ENERO DE 2007

-1
1-Sea f(x,y)= al .
(y—l)\/y—ler2

1) Halla el dominio de la funcion fy represéntalo. ;Es abierto?

1) Estudia la existencia del limite de f'en (1,1).
ii1) Estudia la continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de f'en (1,2). Aproxima, si
es posible, el valor de f(1°01,1°98).

2.- Calcula las funciones derivadas parciales de primer orden de las siguientes funcio-

nes:

D f(ey)=sen((x-y)e’).

i)  f(x,y)=¢ cosy+3*Iny.
i) foy)=3x*+y".

iv)  z=f(x+3,y-2)g(x?), siendo feC'(R*) y geC'(R).

3.- Sea F(x,y)=xy" + f(x* —»*,xy), donde feC'(R?). Se sabe que f es una funcion

homogénea de grado 2 y que f{0,1)=1, £1(0,1)=0y £2(0,1)=2.

1)  (Es Fhomogénea?, ;de qué grado?

i1) Calcula F(2,2) y F2(2,2).

iii) Sea G(x,y)=F(x,y)-k. {Para qué valores de k& define la ecuacion G(x,y)=0 a y como

funcion implicita de x, y =¢(x), en torno al punto (1,1)? Para esos valores de &k

calcula ¢'(1).

4- Sean el conjunto A={(x,y)eR’/x¥’<y,x-y>-2} 'y la funcién

fGp)=(x=1"+y.
1)  Calcula los extremos locales de f'en A.

i1) Calcula los extremos globales de fen A.

-15-



EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. JUNIO DE 2007.

2

1.-Sea f(x,y) =322
X +y

1) Halla el dominio de la funcién f'y represéntalo. ;Es abierto, cerrado, acotado, com-
pacto?
i1) Estudia la existencia del limite, continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de f
en (0,0) y (2,1).
1i1) Aproxima, si es posible, f{1°98,1°05) por medio de la diferencial de f'en (2,1).
I 0'06 0'3 9'46

1'98,1'05) 2 —+———=——
/ ) 5 50 25 50

2.-Calcula las funciones derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

) fny)=yx-1
i) f(x,y)=sen® [fj
y

iii) £ (x,y)=In31+x>+)°

iv) z= (% x*)g(?), siendo feC' (R?) y geC\(R).

3.-Sea geC'(R) homogénea de grado 2 donde g(1)#0. Sea la siguiente funcion

Sx,y)= yg(ij—xg (ZJ
y X

1)  (Esfhomogénea?, ;de qué grado?
i1) ¢Define la ecuacion f{x,y)-g(x)+g(y)=0 a la variable y como funcién implicita de x,

y=¢(x), en torno al punto (1,1)? Calcula ¢'(1).

4.- Sean el conjunto A= {(x,y)eR*/x+y>1,x"+y* <1} ylafuncién f(x,y)=x1".
1)  Calcula los extremos locales de f'en A.

i1) Calcula los extremos globales de f'en A.

-16-



EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. FEBRERO DE 2008

1.-Sea f(x,y) :@ .
X =y
1) Hallar y representar el dominio D de la funcion. ;(Es D abierto, cerrado, acotado,
compacto?
i1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de
en (2,0). Hallar £,(2,0).
iii) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de f

en (2,4).

iv) Sea f(x,y)=+/4x>+5y" . (Es fderivable en (0,0)?

2.- Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

) oze senxy

=
Cos y
2

i) z=In(xy).
i) z=e?® 1 2yg (x—] ,siendo f,geC'(R).
y

iv) z=f(xp’,h(x")),siendo f eC'(R?), heC'(R).

2
X

3.-Sea F(x,y)=xy’ +g( j, donde g € C'(R) es homogénea de grado 3y g(1)=-1,
y

g'h=-3.

1) (Es F homogénea?, ;de qué grado?

i1) Calcular F(1,1)y F(2,2).

i1) ¢Define la ecuacion F(x,y)=0 una funcién implicita y =¢(x) en torno al punto

(1,1)? En caso afirmativo, calcular ¢'(1).

4-Sea f(x,y)=xy".Si A={(x,y)eR*/x*+y* <1, y* +2x>1},

1) Hallar los extremos locales de f'en 4.
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1) Hallar los extremos globales de f'en A.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. JUNIO DE 2008

1-Sea f(x,y) =2—Vy_x2

2 2 "

1) Hallar y representar el dominio D de la funciéon. jEs D abierto, cerrado, acota-
do, compacto?

1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de
f en (1,1). Hallar, si existen, £, (1,1) y £, (11).
1i1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de

f en (0,4). Hallar, si existen, f,(0,4) y f,(0,4).

iv)  Aproximar, si es posible, el valor de f(0'02,3'99).

2.- Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

2
X

1) z= =
ycosx

1) z=In\x+2y.

i) z=(x—2y)e" .

iv) z:fil_zy,«/y2—1J+g(x—:2],siendo feC(RY), geC'(R).
€

X

/(-2

3.-Sea g(x,y) = ,siendo f eC'(R*) homogénea de grado 3.

i) (Es g homogénea?, ;de qué grado?
i) Si f(1,0)=0y f,(1,0)=0, ;define la ecuacion g(x,y)=0 ala variable y como

funcién implicita de x, y = @(x), en torno al punto (1,1) ? En caso afirmativo, cal-

cular @'(1).
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4.- Sea f(x,y):x2+(y—1)2 junto con A:{(x,y)e]R2 x <y, x—y2—2}.

1) Hallar los extremos locales de f" en 4.

11) Hallar los extremos globales de f en 4.
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. FEBRERO DE 2009

=
1.-Sea f(x,y)=e>".

a) Hallar y representar el domino D de la funcién. ;Es D abierto, cerrado, acotado o

compacto?

b) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (O, 0) .

¢) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (2, 1) .

3 3
2.- Sea g(x,y):h[ny—yz,); Ty ], donde & eCl(Rz) es una funcion homogénea

de grado 2.
a) ;Es g homogénea?, ;de qué grado?
b) Existe algun valor para h(l,l), de manera que la ecuacion g(x,y)—x"—y> =0 defi-

na una funcion implicita en un entorno del punto (1,1)? En caso afirmativo, calcula

p'(D).

3.- Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

i) z=In§2xy+)".

3.2
il) z=sin Al )
2x+1

iii) z=)f(x-y,3x), donde feC'(R?).

iv) z:f(x3+2y,g(x2y)),donde [eC(R?), geC'(R).

4.- Calcula los extremos locales y globales de la funcion f(x,y) = xy, relativamente al

conjunto A={(x,y)eR2 :x2+yS6,x+yZO}.
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. JUNIO DE 2009

1.-Sea f(x,y)=

x—1
wx
a) Hallar y representar el domino D de la funcién. ; Es D abierto, cerrado acotado o

compacto?

b) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (1, 0) .
¢) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (2, 1) .
d) Calcular el valor aproximado de f (1.98,1.03) a través de la diferencial de f en el

punto (2,1).

2.- Sea g(x,y) una funcién homogénea de grado 2 tal que g €C' (Rz), g(L3)=2,y

g.(1,3)=5. Calcula g(3,9).g,(3.9).y g,(3.9).

a) ;Es g homogénea?, ;de qué grado?

2
) (-1
b) Sea f(x,y) :%(zy). Estudiar si la ecuacion f(x,y)=0 define a y como
e

funcién implicita de x, y =@(x), en un entorno de (1,1) y de (0,0). Calcula si existen

'y ¢'0).

3.- Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

i) z:ln£3izj.
y

ii) z=cos’ (x3 + 3xy2) .
iii) z=f(x"y,5¢""), donde fC'(R?).

iv) z=g(x’=2y)h(y’x), donde geC'(R?), heC'(R).
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4.- Calcula los extremos locales y globales de la funcion f(x,y) = (x—2)2 +y°, relati-

vamente al conjunto 4 = {(x,y) eR?:x<3,2x<3y,3x> yz} .
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. FEBRERO DE 2010

2 2
J -2
1.- Sea la funcion f(x,y) =Y ¥ ~=

1) Hallar y representar el dominio D de la funcion. {Es D un conjunto abierto, cerrado,
acotado, compacto?
i1) ¢Existe el limite de f'en (1,1)?

iii) ¢Es fcontinua, derivable, diferenciable en (0,2)?
2.- Sea la funciéon f(x,y)=13/x’ + )" . Estudiar la derivabilidad de f'en el punto (0,0).
3.- Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

xX+y
X=Yy

) z=In

ii) z=sen’(xe”)
iii) z= x3y2g(%), siendo g eC'(R).

iv) z:f(xy,g(xz,yz)),siendo f,geCl(Rz).

4.- Sean f(x,y)=xy, Yy el conjunto A={(x,y)eR2 cx+y’ <, x—y+120}. Hallar

los extremos locales y globales de f relativamente al conjunto 4.

5.- Sea f(x,y)=x(x>+y"—4), Estudiar si la ecuacién f(x,y)=0 define a y como

funcién implicita de x, y = ¢(x), en torno a los puntos (\/5 ,\/5), (0,2) y (2,0). Calcular,

si es posible, go'(\/z).

4.



EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. JUNIO DE 2010

wx
(x-y)*

1) Hallar y representar el dominio D de la funcién. jEs D un conjunto abierto, cerrado,

1.- Sea la funcién f(x,y) =

acotado, compacto?
i1) Estudiar la existencia del limite de f'en el punto (0,0).
ii1) ¢Es f continua, derivable, o diferenciable en (1,0)?, ;existe el limite de la funcidon en

este punto?

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:
i) f(x,y)=cos’ (i—);j .

i) f(x.y)=mn(2x").

iii) z=(g(e”)) . siendo g <C'(R).

iv) z:yzf(x2,2«/x—y),siendo feCl(]Rz).

3.- Hallar los maximos y minimos locales y globales de f (x, y) =x° +( y—2)2 en el

conjunto A:{(x,y)e]R2 :ys4x,y32,y2x}.

4.-Sea f(x,y)=g(x,»)x’, donde geC' (Rz) es una funcion homogénea de grado 2.

i) (Es fhomogénea?, ;de qué grado?
ii) Sabiendo que f(2,4)=64, hallar f(1,2).

ii1) Comprobar que f cumple el Teorema de Euler.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. JUNIO DE 2006

1.-Sea f(x,y)=Y"Y

1)  Hallar y representar D, el dominio de f.

i1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto
(0,0).

ii1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto

(1,2).

Solucién:

) Dz{(x,y)eRz/xZ—y, X# y}

b 4

i) El punto (0,0)gD, lo cual implica que f no es continua ni diferenciable en el punto
(0,0).

El limite lo estudiaremos mediante sucesiones.

(o, =000 ol

luego no existe el limite de f'en el punto (0,0).

= {\/Z}neN —>®©

neN

. 11 e

Nota: la sucesion {(—,—j} ¢ D por lo tanto no puede ser utilizada para el estu-

nn
neN

dio.

iii) (1,2) eint(D).
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Continuidad de f'en el punto (1,2): dado que la funcién fes el cociente de dos fun-
ciones continuas en el punto (1,2) y el denominador es distinto de cero en ese
punto, podemos concluir que la funcién f'es continua el punto (1,2).

Limite de fen el punto (1,2): al ser f continua en el punto (1,2) entonces existe el
limite en dicho punto y ademas coincide con el valor de la funcién en el mismo, es

decir

lim _ f(x,0)=f(1,2)=—/3.

(x)—(1.2)
Diferenciabilidad de f en el punto (1,2): realizamos el céalculo de las funciones de-
rivadas parciales de f'en un entorno del punto (1,2)

-y

of 2 —x—3y
D

) +\/x+

of 2 _ 3x+y
oy = ( —y) 2y ity

Ambas derivadas parciales son continuas en el punto (1,2) por ser el cociente de

funciones continuas en ese punto con denominador distinto de cero. Por lo tanto se sa-
tisface la condicién suficiente que nos permite afirmar que la funcién f es diferenciable en el

punto(1,2).

2.- Sabiendo que f eC'(R*) y geC'(R), hallar las funciones derivadas parciales de
primer orden de las siguientes funciones:

2x—y

1 z=3——
) x2+y2+1

i) z=cos(2xy+e).

iii) z:Lg( )+f(x +37,7°).

vy +1
Solucion:
) z=3 2x_2y
X +y +1
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2 + Y +1)=2x(2x - )
(x> + 7 +1) —2x* +2y% +2xp+2

oz _ _
ax(x’y)_ 5 2 - 5 >
33 # 3%+ +1)%3 #
x +y +l1 x +y +1

—(x*+y" +1)=2y(2x—y)
(x> +y* +1)° —x*+y’ —dxy—1

@(xay): 5 2 = 5 >
33 # 37+ 1) 3 #
xT+y +1 P+ +1

i) z=cos(2°xy+ exzyz) .

% (x,7) = —(2°y+2x% " )sin(2 xy +e) .

g—; (x,y)=—(°x+ 2x2ye"2y2 )sin(2° xy + e" Y.

i) z=—2 g(x:2j+f(x2+3y,y3)-
y +1 e

02 =2 fx=2) (= (x=2) 2 Y9y =
-2 (352) (S0 e fe o

e(2 4+ e

Oz _ 4y x=2 2 3 2 2 3
% (1) = 552 1307 43 B 3,

2
3.-Sea h= %j? donde g es una funcion homogénea de grado 2y g € C'(R).

1) (Es huna funcién homogénea?, ;de qué grado?
i) Si g(4)=2y g'(4)=1, ;para qué valores de k define la ecuacion A(x,y)—k =0
implicitamente una funciéon y = ¢@(x) en torno al punto (2,1)? Para esos valores de

k calcular ¢'(2).

Solucién:

i) El dominio de la funcién s es D ={(x,y)eR*/x# y}, D es un cono.
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_g(Pxy) _g(Px’y) _t°g(x’y) _Pg(x*y) _
)= ey =) =) a- =t"h(x,y) Vt>0.

Entonces, la funcion 4 es homogénea de grado o =5.

h(tx,ty

Definimos la funcion H(x,y)=h(x,y)—k y aplicamos el Teorema de la Funcién
Implicita a la funcion H en el punto (2,1), veamos si se satisfacen las condiciones
suficientes.

a) HQ2,D)=h2,1)-k =%4)—k =2—k,entonces H(2,1)=0<=k=2.

Por lo tanto a partir de ahora para que se cumpla el primer apartado
H(x,y)=h(x,y)-2.

b) Veamos si H(x,y)=h(x,y)-2eC'(B(2,1) .

Examinemos sus derivadas parciales de primer orden.

oH _oh 208 () -y)—g(x’y)
E(xay)_a(xay)_ (x_y)z '

X' Px-y)+g(x"y)
(x—y)°

OH _Oh -
@@w @mw

Las derivadas parciales de primer orden de la funcion H son continuas en un entor-
no del punto (2,1) porque estan formadas por operaciones con funciones continuas

y el denominador no se anula.

Por lo tanto podemos concluir que H(x,y) e C'(B(2,1)).

OH _4g'D+g@) _
C) 5(2,1)—f—6¢0

Concluyendo que para k=2 la ecuacion h(x,y)—k =0define una funcién impli-
cita y = ¢@(x) en torno al punto (2,1).

Ademas se cumple:

oH

e Sk W |
Moy 63
oy

229



4.- Se considera la funcién f(x,y)=x—y* y el conjunto

)

A={(x,y)eR*/x*+1y> <9, x<1}.

Calcular los extremos locales de frelativos a int(4), fr(4) y 4.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.

Solucion:

Extremos locales de frelativos al interior de 4:

0
ﬁl (x,y)=1#0
X
Condiciones necesarias: al no cumplirse las condiciones necesa-

%(x,y) =-2y

rias podemos concluir que no existen extremos locales de frelativos a int(4).

Extremos locales de frelativos a fr(4):

fr(A)={(x,y)eR*/x*+y*=9,-3<x<1}uU

U{(x, ) eR* /x=1,-242 <y <2421 U{(1,-242),(1,-2+/2)} =T, LT, UT,.

e En el tramo de circunferencia 7, = {(x,y) e R’ /x* +* =9, -3<x <1}

g, ) =x"+y’=9.
L',(x,y,/l)z)c—y2 +/’t(x2 +y2 -9).
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Condiciones necesarias:

(3’0)¢A7 iz%l.
_1
L (x,y,A)=1+24x=0 (-3,0)e 4, 1_6_

L(x,y,A)="2y+21y=0;=
(6, A)=-2y+2y (—%;%QJEA,E:L
‘C/l(xaya/l):xz +y2_9:O

como el punto (3,0) no pertenece a la frontera lo rechazamos por lo tanto los can-

£)(4-8)

- 30ly |1
didatos en este tramo son (3,0, 6)’ ( ) 5

Condiciones suficientes:

22 0 2x % 0 -6
1
A3,0,9=[0 —2+21 2y 0 % 0]=60>0.
22y Of 30l |6 0 0
b 76

Luego (-3,0)es un maximo local relativo a fr(A).

24 0 2x 2 0 -1
A(—%,@,ljz 0 2424 2y =0 0 +35=-70<0
2x 2y 0f_1AB5 ) -1 VB5 0
27 27
L 1 v35 - :
uego| —-,=>= | €s un minimo local relativo a fr(A).
24 0 2x 2 0 -1
A(—%,—@,lj: 0 —2+21 2y =0 0 —35=-70<0
2c 2y 0f_1 AB5 ) 1 =35 0
27 27
1 35 . :
Luego —5>~"5 | s unminimo local relativo a fr(A).
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e En el tramo de larecta 7, = {(x,y) e R* /x =1, 22 < y< 2x/§}
g(x,y)=x-1

L(x,y,A)=x—y"+A(x—-1)

Condiciones necesarias:

L(x,y,A)=1+1=0

L(x,y,A)==2y=0:=(1,00e 4, 1=-1

L, (x,y,A)=x-1=0

el tnico candidato en este tramo es (1,0,—1).

Condiciones suficientes:

0 0 1 0 0 1
ALO0,-D=l0 -2 0 =lo -2 o[=2>0.
L N |

Luego (1, 0) es un maximo local relativo a fr(A).

e En los puntos de corte 7} = {(1, —2\/5), {, —2\/5)}
Estos puntos hay que estudiarlos por curvas de nivel.

Mediante las curvas de nivel f(x,y)=k < x—y*> =k concluimos que los puntos

(1,—2\/5 ), (1,—2\/5 ) no son extremos relativos a la fr(A).

Extremos locales de frelativos a A:

Tenemos que ver utilizando las curvas de nivel si los extremos relativos a la fr(A)

son también extremos relativos a A.

Concluyendo que (1,0) es un maximo local relativo a A, (-3,0) no es extremo re-

lativo a A, [—%,@j y [—%,—@j son minimos locales relativos a A.

Como f'es una funcién continua y A es un conjunto compacto, sabemos que existen
los extremos globales de fen A y, como los extremos globales son extremos loca-

les, y dado que:
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N |—

f(-3,0)=-3, f(_%,gjzf(_

Podemos deducir que:

35
,—T}—%{, £(1,0)=1

N |—

(1,0) es un maximo global de f'en Ay (— >

,ﬁj , [—%,—@] son minimos

globales de f'en A.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2006

1.- Sea f(x,y):—\'yx_l+%.

1)  Hallar y representar D, el dominio de f.

i1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto

(0,1).
ii1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en el punto

(1,2).

Solucién:

i) D={(x,y)eR*/x=0,

y|21}.

Sisssiiop
O

(0.1)

v

(O’_l)

i) (0,1)gD lo cual implica que f no es continua ni diferenciable en el punto (0,1).

Veamos la existencia del limite mediante sucesiones.

{(%,H 1)}@; S5O,1) y

n

neN
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i)

luego no existe el limite de f'en el punto (0,1).

(1,2)eint(D).

Continuidad de f en el punto (1,2): dado que la funcién f estd formada por opera-
ciones con funciones continuas cuyos denominadores no se anulan en el punto
(1,2), podemos concluir que la funcion f'es continua el punto (1,2).

Limite de f'en el punto (1,2): al ser f continua en el punto (1,2) entonces existe el
limite en dicho punto y ademas coincide con el valor de la funcion en el mismo, es

decir

lim f(x,y)=f1,2)=~3+1.
(x7)>(1.2)

Diferenciabilidad de f'en el punto (1,2): realizamos el calculo de las funciones de-

rivadas parciales de primer orden de f'en un entorno del punto (1,2).

S oy Nl
ax(xay)_ xz
2)2/ .
2 -1
gl(x,y)zy_z_;ﬁL_%,
Yooxy' -1y

Como existen las derivadas parciales de primer orden de la funcién f en el punto
(1,2), podemos concluir que fes derivable en ese punto. Ademas las derivadas par-
ciales de f'son continuas en un entorno del punto (1,2), por estar formadas por ope-
raciones de funciones continuas con denominadores distintos de cero, pudiendo

concluir que f'es diferenciable en el punto (1,2).

2.- Sabiendo que f € C'(R?), hallar las funciones derivadas parciales de primer orden

de las siguientes funciones:

i)

z=x"yIn(2+x* +y%).
z= f(xp?,sin(xp) + f(x*, ).

z=\f(x*—»*.2xp), donde f(x,y)20 V(x,y)eR>.
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Solucién:

i)

i)

z=x"yIn(2+x* +y%).

o4 2 2 2x 2 2 2 x2

22 (x,9)=2xyIn2+ x>+ ) +—=X —(x*y) =2xy| nQ2+x* +y*)+—E2—|.
ax( »)=2xyIn( o) 2+szryz( ) y( ( ) 2+x2+y2]
Oz ()c,y):)c2 ln(2+x2+y2)+—2y (xzy):x2 ln(2+xz+y2)+—2y2 .
oy 2+x7+y° 2+x°+y°

z= f(x,sin(x) + £ (x*, ).

% (x,») = fi(x*,sin(xy))y* + f,(xy°,sin(xy))y cos(xp) + f;(x*, y)2x .

g—; (x,¥) = (7, sin(xy))2yx + £, (xp*,sin(xy))x cos(xy) + f5(x*, y).

2=\ -y 2x9).

0z (x,y) = 2xf, (X" = %, 2x9) + 231, (x° — ¥, 2xp) _ (=2, 2000) + 3, (82 —y2,2xy).
. 2@ -y 2m) N )

)= Z2AC7 = 20) + 2 (7 )7 20) _ ph O =y 20) (-5 2)
2{f (" -y, 2x7) VI =5 2)

oz
oy (x,y

Calcular @ € R para que la funcion f(x,y) =+x* +y° g(éj sea homogénea sa-

biendo que , g € C'(R) es una funciéon homogénea de grado 2. Con el valor encon-

trado de a jcudl es el grado de homogeneidad de f?

Se considera la funcion f(x,y) =(y—2x)(x+y)(y—3)
a) /Define la ecuacion f(x,y)=0 una funcion implicita y =¢(x) en torno a los

puntos (0,0) y (-3,3)?
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b) Encontrar un punto (x,,y,) tal que la ecuacion f(x,y)=0 defina una funcién

implicita y = @(x) en torno al punto (x,,y,). Razonar la respuesta.

Solucidn:

i) En primer lugar debemos examinar el valor de a para que se cumpla

f(x,ty)=t"f(x,y) Vt>0.

f(tx,ty) =+J£’x° +t”y”g(¢j.

Ixty

Si a =2 y teniendo en cuenta que g es homogenéa de grado 2 tenemos:

flte,t0) = (6 + yﬂg( ! ] =1J(* + ") g (L) =2 +)7)g [Lj =17 f(x,y)

txy Xy Xy

Luego para a =2 f'es homogenéa de grado o =-3

ii.a) Aplicamos el Teorema de la Funcion Implicita a la funcion fen los puntos (0,0) y
(-3.3).
e 1(0,0)=0.
f(-3,3)=0.
e Veamos si f(x,y)eC'(B(0,0)) y f(x,y) e C'(B(-3,3)).

Examinemos las derivadas parciales de primer orden de la funcion f.

T () =204 D)=+ (=20 -3).

%(x,y) =(x+»)(-3)+(-2x)(y-3)+(y-2x)(x+y).

Tanto la funcidn f como sus derivadas parciales de primer orden son funciones po-
lindmicas por lo tanto son funciones continuas en todo R* y particularmente en

B(0,0) y en B(-3,3), concluyendo  que f(x,y)eC'(B(0,0))
y f(x,y) € C'(B(-3,3)).

e 7 0.0)=
5 00 =0.
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of _
5 (33 =0.

No se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcion Implicita, por lo tanto en

principio no se sabe si la ecuacién f(x,y)=0 define una funcion implicita
y=@(x) en torno a los puntos (0,0) y (-3,3).
Haremos un analisis grafico, considerando la curva de nivel cero de la funcion f .

fo={(x ) eR* y =20} U{(x,») e R* [y =—x} U{(x,y) e R*/ y = 3}.

/

(0,0)

(-3.3)

v

En el punto (0,0): 4 B(0) y B(0)/V x e B(0) 3!y € B(0) satisfaciendo f(x,y)=0 ,
por tanto la ecuacion f(x,y)=0 no define una funcidon implicita y =¢@(x) en
torno al punto (0,0).

En el punto (-3,3):
AB(-3) y B(3)/V x € B(-3) 3!y € B(3) satisfaciendo f(x,y)=0, por tanto la
ecuacion f(x,y)=0 no define una funcion implicita y = @(x) en torno al punto (-

3,3).

Ii.b) Para que la ecuacion f(x,y)=0 defina una funcion implicita y = @(x) en torno al
punto (x,,),) tiene que ocurrir : Vx € B(x,,¢) 3y e B(y,,¢)/ f(x,y)=0.
Para cualquier punto (x,,y,) que cumpla f(x,,y,) =0 excepto los puntos (0,0) ,
(—3,3) y (%,3) , para los que vemos graficamente que la ecuacion f(x,y)=0 no

define una funcién implicita y = ¢(x) en torno a esos puntos, se satisfacen las con-

diciones del Teorema de la Funcion Implicita.

Luego como respuesta nos servird por ejemplo el punto (1,3).
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4.- Se considera la funcién f(x,y)=x+y y el conjunto

i)

A={(x,y)eR’ /x>0, y>0, 1<x*+y* <4}.

Calcular los extremos locales de frelativos a int(4), fr(4) y 4.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.

Solucidn:

Extremos locales de frelativos al interior de 4:

» . SGey)=1#0 . .
: u -
Condiciones necesarias: al no cumplirse las condiciones necesa

L(x,y)=1#0

rias podemos concluir que no existen extremos locales de frelativos a int(A4).

Extremos locales de frelativos a fr(4):

fr(A)={(x,y)eR*/x=0, 1<y<2}U{(x,y)eR*/y=0, 1<x<2}U

U{(x, ) eR*/x*+y" =1, 0<x<1, 0<y<lju
U{(x, ) eR* /X +y" =4, 0<x<2, 0<y<2}U
w{(1,0),(2,0),(0,1),(0,2)} =
=NulLLul,UT, JI..

e Eneltramo 7, = {(x,y) e R*/x=0, 1<y<2}

glx,y)=x.
L(x,y,A)=x+y+A(x).
Condiciones necesarias:

L(x,y,A)=1+1=0

= no se cumplen las condiciones necesarias .
L(x,y,A)=1#0
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Luego, no existen extremos relativos a la fr(A) en este tramo.

e Enel tramo 7, = {(x,y)eR*/y=0, 1<x<2}
g(x,y)=y.

L(x,y,A)=x+y+A(y).

Condiciones necesarias:

L(x,y,A)=1#0
= no se cumplen las condiciones necesarias
L,(x,y,A)=1+1%0

Luego, no existen extremos relativos a la fr(A) en este tramo.

e En el tramo de circunferencia 7, = {(x,y) e R* /x> +y> =1, 0<x<1, 0<y<l1}
g(x,y)=x"+y" —1.
Ly, A)=x+y+A(x>+y* =1).

Condiciones necesarias:

L.(x,y,A)=1+21x=0 (% %)“ P

b b 2 .
L, (x,y,4)=1+24y=0 =

-1 -1
L,(x,y,A)=x+y*~1=0 (ﬁ»ﬁj“-
-1 -1
como el punto | —,—= | no pertenece a la frontera lo rechazamos, por lo tanto el
punto (73 75 J o P

unico candidato a extremo en este tramo es el punto (L,L,_—l) .
NGNS

2

Condiciones suficientes:

24 0 2x ~2 0 %
A(ﬁ,%,%): 0 21 2y -0 -2 %:4\/%0.
2x 2y O[LL—_I) 2 2
2'22) e 2

2

Luego ( ) es un maximo local relativo a fr(A).

&
S

e En el tramo de circunferencia 7, = {(x,y) e R*/x* +)* =4, 0<x<2, 0<y<2}
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glx,y)=x"+y"—4.
E(x,y,/l):x+y+l(x2 +y2 -4).

Condiciones necesarias:

L (x,y,1)=1+2Ax=0
(524 2.2 ed, A=-

1
Ly(x,y,;t)=1+2/1y=o — 242

(—2,—2)e 4.

El(x,y,/l):x2+y2 -4=0

el punto (—\/5 , —\/5) no pertenece a la frontera, luego lo rechazamos como candi-

dato a extremo, por lo tanto el Unico candidato en este tramo es el punto

1
Noley _j.
( 22
Condiciones suficientes:

0 242

24 0 2x _ﬁ
A(ﬁ,ﬁﬁ]: 0 24 2y = 0 —ﬁ 2/2|=8J2>0
a2y 0(\/5\/2_#) NN

N2

Luego (\/5 ,ﬁ ) es un maximo local relativo a fr(A).

e En los puntos de corte 75 = {(1,0),(2,0),(0,1),(0,2)}
Los puntos de corte hay que estudiarlos graficamente con curvas de nivel.
Mediante las curvas de nivel f(x,y)=k < x+y=k concluimos que los puntos

(1,0) y (0,1) son minimos locales relativos a la fr(A) y los puntos (2,0) y (0,2) no

son extremos relativos a la fr(A).

Extremos locales de frelativos a A:

Utilizando nuevamente las curvas de nivel tenemos que averiguar si los extremos
locales relativos a la fr(A) son también extremos locales relativos a A.
Observando el grafico concluimos que los puntos (1,0) y (0,1) son minimos locales

relativos a A, el punto (\/5,\/5) es un maximo local relativo A y el punto

(L Lj no es extremo relativo a A.

V272
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i) Como fes una funcion continua y A es un conjunto compacto, sabemos que existen
los extremos globales de fen A y, como los extremos globales son extremos loca-

les, deducimos del apartado anterior que:
El punto (JE ,\/5 ) es un maximo global de fen A.

Los puntos (1,0) y (0,1) son minimos globales de f'en A.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. JUNIO DE 2007

1.- Sea f(x,y):—\'xz_yz.

xX+y

1)  Hallar y representar el dominio de f.

i1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en los puntos

(0,0)y (1,0).
1i1) Calcular el valor aproximado de f(0'97,0'02)— £(1,0) a través de la diferencial de

fen (1,0).

Solucidn:

) D={(x,))eR*/x’ 2y, x#-y}={(x,y)eR*/|x]2|y

, X#—y}.

A

v

i) El punto (0,0)¢D, lo cual implica que f no es continua ni diferenciable en el punto
(0,0).

Fl limite lo estudiaremos mediante sucesiones.

R VR S L

neN

Tomando la sucesion:

tenemos:

-43-



{f (‘%0)} = = ol

neN

Luego, no existe el limite de f'en el punto (0,0).

(1,0)eint(D).

Continuidad de f'en el punto (1,0): f'es una funcion continua en el punto (1,0) por-
que estd formada por el cociente de dos funciones continuas en un entorno del
punto (1,0) con el denominador distinto de cero.

Limite de fen el punto (1,0): al ser f continua en el punto (1,0) entonces existe el
limite en dicho punto y ademas coincide con el valor de la funcion en el mismo, es

decir

I = f(1,0)=1.
im S 63) = 1(1,0)

Diferenciabilidad de f'en el punto (1,0): realizamos el calculo de las funciones de-
rivadas parciales de f'en un entorno del punto (1,0)
2X(X+y) _ .X,'Z _yz
P (5= Y Ly
ox (x+y) (x+3)’ %" =’
—2y(x+
y(2 J;)_ /xz_yz 2
D ()= XY - pEa
b - 2 - .
& (x+) (x+y)x* -y

Ambas derivadas parciales son continuas en el punto (1,0), por ser el cociente de

funciones continuas en ese punto con denominador distinto de cero, por lo tanto se sa-
tisface la condicién suficiente que nos permite afirmar que la funcién f es diferenciable en el

punto (1,0).

11)) Dado que f'es diferenciable en el punto (1,0) se satisface:
_2 I LA
df(l, 0) (h,k)y=nh pw (1,0)+k o 1,0).

Luego, considerando (4,k)=(0'97,0'02)—(1,0) =(—0'03,0'02) tenemos que
£(0'97,0'02)- £(1,0) = dﬁ]ﬂo)(—0'03,0'02) =
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= —0@3%(1,0%0’02%(1,0) =-0'03(0)+0'02(—1)=—0'02.

2.- Sabiendo que f e C'(R?), hallar las funciones derivadas parciales de primer orden
de las siguientes funciones:

1) z= sin(xy—exyz) .

i) z=xy+x*+y.

iii) z=In(f(x’y*,x* +)).

Solucidn:

1) z=sin(xy —e"yz) .
Z (x,y) = (y=»%e” )eos(y—e™).

2—;(% ¥)=(x—2xye” ) cos(xy —e”).

i) z=xy" +x’+y.

Z (x,7) =37y +

& (1,3) =26y + .
oy 2Jx* +y

i) z=In(f(x’y*,x>+)).

2 Ly, x"+ )37y + £,(x°y°, 5 +9)2x
E (x,y) =2 : .
ox F(y 3 +y)

& (y )= AEY? 2+ )20y + (Y0 + )
oy F(Fy* X +y) '
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3.-Sea f(x,y)=g(x,y)+xy’ donde geC'(R”) esuna funcion homogénea de grado 4

1) (Es funa funcion homogénea?, ;de qué grado?

i) Si g(2,1)=g,(2,1)=-2, {, define la ecuacion f(x,y)=0 implicitamente una fun-
cion y = @(x) en torno al punto (2,1)? En caso afirmativo calcular ¢'(2).

Solucion:

) f(w)=glp)+t'xy’ =t'g(x,y) +1'x" =" (g(x, )+ ") =1" f(x, ) Vt>0.
Luego, la funcidn f'es homogénea de grado o =4.

i) Veamos si se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcion Implicita para la

funcién f'en el punto (2,1):
a) f(2,)=g2,)+2=-2+2=0.
b) Veamossi f e€C'(B(2,1)).

Examinemos sus derivadas parciales de primer orden.

Lo =gn+y.

af _ 2
ay (an’)—gz(X,J’)+3xy .

Como g eC'(R*) sus derivadas parciales son continuas en todo R*, luego por
operaciones con funciones continuas, también feC'(R’), por lo tanto
feC(B2.1).

0) %(2,1):g2(2,1)+6.

Para calcular g,(2,1), aplicamos el Teorema de Euler:
2g,(2,1)+1g,(2,1)=4g(2,1)=-8.
4+g,21)=-8

g,2,)=-4.

Luego, %(2,1):g2(2,1)+6:2¢0.

Se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcion Implicita, con lo la ecua-

cion f(x,y) =0 si define implicitamente una funcién y = @(x) en torno al punto
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(2,1). Ademas, como la funcion f'es diferenciable en el punto (2,1) entonces la fun-

cion ¢ también lo es en el punto x =2 y se cumple:

o

¢'(2):_ﬁ:_;1:l
Pony 2%
63/ b

Siendo %(2,1):g1(2,1)+1=—2+1 =-1.

4.- Se considera la funcién f(x,y)=xy y el conjunto

i)

A={(x,y)eR*/x<—y*+1, x+y>1}.

Calcular los extremos locales de frelativos a A.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.

Solucion :

Extremos locales de frelativos al interior de 4:

o - filey)=y=0
Condiciones necesarias: (0,0)e 4.

fr(x,y)=x=0

Entonces podemos concluir que no existen extremos locales de frelativos a int(A).

Extremos locales de frelativos a fr(4):

fr(A)={(x,y)eR*/x=—y>+1, 0<x<1}uU
Ui, y)eR* /x+y=1, 0<x<1}U{(1,0),(0,)}=T, LT, UT,.
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e Eneltramo 7, = {(x,y) e R*/x=—y"+1, 0<x <1}
g(x,y)=x+y"-1=0.

L(x,y,A)=xy+Ax+y" =1).

Condiciones necesarias:

L(x,y,2)=y+A=0 3 LjeA, a=-L
L(x,y,4)=x+21y=0 =
L,(x,y,A)=x+y>—-1=0

eEneltramo 7, ={(x,y) e R*/x+y=1, 0<x<1}
g(x,y)=x+y—-1=0.
L(x,y,A)=xy+A(x+y-1).

Condiciones necesarias:

L(x,y,A)=y+41=0

L,(x,0,A)=x+A=0 :{%,%}m,z:—%.
L (x,y,A)=x+y—-1=0

e Puntos de corte 7; = {(1,0),(0,1)}

Extremos locales de frelativos a A:

Teniendo en cuenta las curvas de nivel obtenemos:

Los puntos (1,0) y (0,1) son minimos locales relativos a A.

El punto (%,%j no es extremo local relativo a A.

El punto (% ) es un maximo local relativo a A.

1L
b

NE]
Como f'es una funcion continua y A es un conjunto compacto, sabemos que existen

los extremos globales de fen A y, como los extremos globales son extremos loca-

les, y ademas:

f(l,O):f(O,l):O,f(%,%]=% y f(

= > —

%) W34

WMo
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Entonces, podemos concluir que en los puntos (1,0) y (0,1) se alcanza el minimo

global de f'en A y el punto (%,—) se alcanza el méaximo global de f'en A.

1
3
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2007

1.-Sea f(x,y)=—u

Ny =x
1)  Calcular y representar el dominio de f ;Es abierto?, ;cerrado?, ;acotado? y ;com-

pacto?.

1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en los puntos

(0,0)y (0,1).
ii1) Calcular el valor aproximado de f(0'02,0'98)— f(0,1) a través de la diferencial de

fen (0,1).

Solucion:

i) D={(x,y)eR*/y>x’}.

v

fr(D)={(x,y)eR*/y=x}, fr(D)ND # @ luego, D es un conjunto abierto y no
cerrado.

Ademas A ¢>0/D c B((0,0),g) luego, D no es acotado.

Concluyendo también que D no es compacto por ser abierto y no acotado.

i) El punto (0,0)¢D, lo cual implica que f'no es continua,derivable ni diferenciable en
el punto (0,0).

FEl limite lo estudiaremos mediante sucesiones.

0l 0.0 y{r(0d)l =]~ .
{( n)}neN—) y{ ( n)}neN \/E . " ”

Luego, no existe el limite de f'en el punto (0,0).
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i)

(0,1)eint(D).

Continuidad de fen el punto (0,1): f'es una funcién continua en el punto (0,1) por-
que esta formada por el cociente de dos funciones continuas en un entorno del
punto (0,1) con el denominador distinto de cero.

Limite de fen el punto (0,1): al ser f continua en el punto (0,1) entonces existe el
limite en dicho punto y ademas coincide con el valor de la funcion en el mismo, es

decir

lim f(x,y)=f(0,1)=1.
oim S 63)=70.1)

Diferenciabilidad de f'en el punto (0,1): realizamos el célculo de las funciones de-

rivadas parciales de f'en un entorno del punto (0,1)

yew y_x2 + 2x : e .
2 _ Xy _ xy
T (x.y)= WX e m)rael T p-1.
ox y—x (y—xz)é ox
xe¥\/y—x’ 1 —c"” X

0 2\y—x 2xe¥(y—x")—e¥ 0 1
al(an’): 2 4 = (y )3/ = al(oal):__‘
g yox 2Ay-2")" Y 2

Luego, f'es derivable en el punto (0,1) y las derivadas parciales de primer orden son
funciones continuas en un entorno del punto (0,1), por ser el cociente de funciones
continuas en ese punto con denominador distinto de cero, por tanto se satisfacen las

condicidnes suficientes que nos permite afirmar que la funcién f es diferenciable en el punto

(0,1).

£(0'02,0'98) - f(0,1) = df(O,l)(O'Oz’_O'Oz) =

—_Nn' g -0 g —_ N -0 (_l)_ '
=0'0250(0,1)=0'02.5-(0,1) =0'02()~0'02( - =0'03..
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2.- Sabiendo que f eC'(R*) y geC'(R), hallar las funciones derivadas parciales de
primer orden de las siguientes funciones:

i) z=(@’ +3xy+5y)e"3y2 .

i) z=cos(}/x’ —y)+In(x+y?).

iii) z=f(x+y", 1) +g(x’y+3x%).

Solucidn:

) z=(7 +3xy+5y)e"3y2 .
& _ x}yz 2 2 xayz _
ax(x,y)—(2x+3y)e +3x7ye"” (x +3xy+5y)=

=e (2x+3y+3x*y* (x> +3xp+5y)).

g—;(x,y) = (3x+5)e"3y2 +2yx3€x3y2 (x> +3xy+5y) = e Bx+5+2yx° (x> +3xy+5y)).

i) z=cos(ix*—y)+In(x+ ).
& 0n)==sinGly’ -

Z (o) =sin@f - )
3

2x n 1 .
Y —yy x+y
2y

1 + 7 -
JG?—y)t X+

i) z=f(x*+y, ") +g(x’y+3x%).
Z (x,7) = i(x* +37, )20+ g (2 y+3x")3x"y+ 6).

2—;(x,y>=ﬁ(x2 02+ (7 + 35 p)3y + gy +3x0)x

3.-Sea f(x,y)=x"g(x,y) donde g e C'(R*) es una funcién homogénea de grado 2.
1) (Es funa funcion homogénea?, ;de qué grado?
i) Si g(L0)=0y g,(1,0)=7, ¢, define la ecuacion f(x,y)=0 implicitamente una

funcién y = @(x) en torno al punto (2,0)? En caso afirmativo, calcular ¢'(2).
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i)

Solucién :

Vi>0: f(tow) = £xig( ) = PR g(x, y) = 152 g(x, 1) =1 f(x, ).

Luego, f'es una funcion homogénea de grado « = 4.

Veamos si se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcidon Implicita para la

funcién f'en el punto (2,0):

a) f(2,0)= f(2(1,0)=2"f(1,0)=16(1g(1,0) = 0.
b) Veamossi f e C'(B(2,0)).

Examinemos sus derivadas parciales de primer orden.

T (5,3 = 2xg (6,1 + 8, (60

%(x, )= g2 (6 )5

Como geC'(R*) sus derivadas parciales son continuas en todo R”, luego por
operaciones con funciones continuas, también feC'(R’), por lo tanto

feC'(B(2,0))
¢) %(2, 0)=4g,(2,0).

Para calcular g,(2,0), aplicamos que, como g es homogenéa de grado 2, entonces

g, es homogenéa de grado 1, por tanto:

8,(2,0) = g,(2(1,0)) = 4g,(1,0) = 14..
o

Luego, 5(2,0) =4g,(2,0)=56#0

Se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcion Implicita, con lo la ecua-

cion f(x,y) =0 si define implicitamente una funciéon y =@(x) en torno al punto

(2,0). Ademas, como la funcion f'es diferenciable en el punto (2,0) entonces la fun-

cion ¢ también lo es en el punto x =2 y se cumple:

o

P'(2)=~ :
o
EY (2,0

Para calcular %(2, 0) aplicamos el Teorema de Euler:
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o of _ 94 _
25 20+05-2.0)=4/(2,0)= 72 (2,0)=0.

7 (2.0
Por tanto ¢'(2) = _gx— =0.
y

4.- Se considera la funcién f(x,y)=x"+y" y el conjunto

A={(x,y)eR*/y>x>—1, y<3}.
1)  Calcular los extremos locales de frelativos a 4.

i1) Calcular, si existen, los extremos globales de frelativos a 4.

Solucién :

A
(-23) -~ 0,3~~_23)

/// /// ~ \\
/ / N \
s AN
+ 4 A N
1~ N8 v
/ B i \
,I | 7/ \}\ \
| (0§0)
|

\ 2 2
v\ V2 (0-1)\/5 /7
AN /

\ N / //
\ N 7/
AN ~N // /
\\ \\\ - //
~ - -

~N—_—

1) Extremos locales de frelativos al interior de 4:

. S y)=2y=0 ,
Condiciones necesarias: (0,0) eint(A4).
S, (x,y)=2x=0
Condiciones suficientes:
S, y)=2.
ﬂy(x9y) = fyx(‘xﬁy) = O :
Sl 3)=2.
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1+(0,0)  £,,(0,0)
1,:(0,0) £,,(0,0)

(0,0) es un minimo local de frelativo a 4.

20

=4>0y f.(0,00=2>0 luego el punto

Hf(oao)z
0 2

Extremos locales de frelativos a fr(4):

fr(A)={(x,y)eR*/y=x"-1,-2<x<2}U
Ul ) e R y=3,-2<x <24 U{(-2,3),(2,3)} = [, UT, UT,,

e Eneltramo 7, = {(x,y)eR*/y=x"-1,-2<x<2}
g(x,y):y—x2+1:O.
E(x,y,/l)zxz+y2+/’t(y—x2+1).

condiciones necesarias:

(0,-)eAd, 1=2.
L (x,y,A)=2x-2Ax=0
- _ 1 1 -
L,(x,y. ) =2y+1=01= ( N ZjeA, A=l
L,(x,y,A)=y-x>+1=0 | .
—,—=~|ed, A=1.
&)

eEneltramo 7, = {(x,y) e R*/y=3,-2<x<2}
glx,y)=y-3=0.
L(x,y,2)=x"+y>+A(y-3).
Condiciones necesarias:
L (x,y,A)=2x=0
L(x,y,4)=2y+A=0;=(0,3)e 4, 1=-6.
L, (x,y,A)=y-3=0

e En los puntos de corte tramo 7, ={(-2,3),(2,3)}

Extremos locales de frelativos a A:

Analizamos todos estos candidatos segun el grafico de las curvas de nivel:
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En el punto (0,-1) la funcién falcanza un maximo local relativo a A.

Los puntos(—L —l) y (L —l) no son extremos (ni maximo ni minimo) locales

J2' 2 J2' 2
de frelativos a A.
El punto (0,3) tampoco es un extremo local relativo a A.

Los puntos (-2,3) y (2,3) son maximos locales de frelativos a A.

Como f'es una funcién continua y A es un conjunto compacto, sabemos que existen
los extremos globales de fen A y, como los extremos globales son extremos loca-
les, y ademas:

f(0,-)=1, f(-2,3)=13, f(2,3)=13, f(0,0)=0.
Entonces, podemos concluir que en los puntos (-2,3) y (2,3) se alcanza el maximo

global de f'en A y en el punto (0,0) se alcanza el minimo global de fen A.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. JUNIO DE 2008

2
1.- Sea la funcién f(x,y) =YX

1)  Encuentra y representa el dominio de la funcion.

1) (Es fcontinua, derivable, diferenciable en (0,0)?, ;existe el limite de la funcion en
este punto?

ii1) (Es f continua, derivable, diferenciable en (1,0)?, ;existe el limite de la funcion en

este punto?

Solucion:

i) D:{(x,y)eRz/x2+y20/\x¢y}

i) Como (0,0)¢ D, no tiene sentido estudiar la continuidad, la derivabilidad ni la dife-

renciabilidad en (0,0). Pero (0,0) € fr(D), podemos estudiar la existencia de limite:

{(170)}@, {(#(ﬂ}%(am y f(l,ojz”—”zul
n n n 1/n

(o)) s () S

Por tanto, no existe el limite de f'en (0,0).

S
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. 11 . . .
Nota: La sucesion {(—,—]} no esta en el dominio, por lo tanto no puede ser utili-
nn

zada para el estudio.

i) (1,0) eintD.
Diferenciabilidad de f'en el punto (1,0): calculamos las derivadas parciales

B (o)

2x* + —xy—
f.(x, )= r Ty = vy para x¢y,x2+y>0

(x=y) Vi +y(x=y)

L (=) ()

2yx*+y x+y+2x°
S, (x,y) = > = - . para
(x~) 24 +y (x-)

x#y,x+y>0

Luego, existe un entorno del punto (1,0) en el cual las derivadas parciales f, y f,

existen y son continuas (por operaciones con funciones continuas y los denomina-
dores no se anulan en el entorno), luego f es diferenciable en el punto (1,0) y, por

tanto, también es derivable y continua en (1,0) y, por ser continua:

3 i = £(1,0)=1
(x,y}i%,o)f (x,y)=f(1,0)

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simpli-

ficando el resultado:

z=x"ycos(x— ")

i) z=In (ij
Xy

i) z= x;—yh(xz,(x— 1)°), siendo % e C'(R?).
y

Solucidn:

En los tres casos, el ejercicio pide una aplicacion sencilla de la Regla de la Cadena
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i) z=x"ycos(x—y%).

Z—Z =2xycos(x—y*)—x*ysin(x - y*).
x

2_2 =2 cos(x—yz) + 2x2y2 sin(x —yz) .

xX+y

i) z=""2h(x*,(x-»)"), donde heC'(R?).
y

a 1 2 3 2 3 2 2 3
8_)26:5/1@ (=) )+"2+—yy(2xhl<x =2+ 30— ) (P, (x = ))).

8 2 3 + 2 2 3
é:—ﬁh(x (x—) )+x2—;(—3(x—y) I (x*,(x=))).
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2
3.- Se considera la funcién f(x,y) = (x—%} +° y el conjunto

A={(x,y)eR’/y*—x<1,y* +x<1}.

Calcula todos los extremos locales de f'en 4. Calcula, si existen, max f(x)y miAp f(x).

Solucidn:

A Lo

. y \C
(1.0Y 32,0y "

\
»
»
]

Casis

(empezamos por dibujar el recinto, que es fundamental para resolver el problema)

Extremos locales de frelativos al interior de 4:

Zl(x,y):Zx—3:O 3
Condiciones necesarias: © (x,y)=|=,0|e 4.
o P 2
—(x%,y)=2y=0
Oy
Puesto que (ver dibujo), el punto no esta en el recinto, luego podemos concluir que

fno posee extremos en el interior de 4.

Extremos locales de frelativos a fr(4):

e En el tramo de frontera (de 4) de ecuacién: g'(x,y)=y" —x—1=0

Construimos la funcion lagrangiana siguiente y buscaremos los puntos que anulan
las dos derivadas de ésta y que, claro esta, se encuentran sobre este tramo de fronte-

ra.
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2
E(x,y,/”t):(x—%j +y2 +/1(y2 —x-1)

Ex(xayal)zzx_3_/1:() (_I’O)EA’X’:_S
L,(x,3,2)=2y+24y =01 = (1,ﬁ)¢A

L,(x,y,A)=y"—x-1=0 (1,—\/5)95A

Retiramos los puntos (1, NG ) y (1,—\/5 ) de nuestro estudio por no encontrarse en el
recinto. Viendo la trayectoria de las curvas de nivel (dibujo al empezar el problema
donde se ven dibujadas las circunferencias) se puede concluir que, en el punto (-

1,0), la funcién alcanza un maximo local relativo a A.

e En el tramo de frontera (de 4) de ecuacion g°(x,y) =" +x—-1=0
De nuevo, construimos la funcion lagrangiana correspondiente y buscaremos los
puntos que anulan las dos derivadas de ésta y que, ademas, se encuentran sobre este

segundo tramo de frontera.

2
E(x,y,ﬂ)z(x—%) +y2 4—2,(y2 +x-1)

L(x,y,A)=2x-3+1=0
L (x,y,A)=2y+24y=0(1,0)e 4,4 =1
L,(x,y,A)=y"+x-1=0

Una vez mas, viendo la trayectoria de las curvas de nivel se puede concluir que, en

el punto (1,0), la funcién alcanza un minimo local relativo a 4.

¢ En los puntos de corte de los dos tramos de frontera: (0,1) y (0,-1).

Observando que las curvas de nivel de la funcion f'son circunferencias centradas en
el punto (3/2,0) y que estan asociadas a valores cada vez mayores segiin se incre-
menta el radio de éstas, es claro que en los puntos (0,1) y (0,-1) no se alcanza nin-
gun valor extremo local relativo a 4 (la curva de nivel que los contiene a ambos es-
tablece dos “zonas” dentro del conjunto en cualquier entorno de los puntos: una
donde la funcién toma valores mayores que en ellos y otra donde toma valores me-

nores).
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Extremos globales de fen 4:

La funcion es continua y el recinto es acotado y cerrado (es decir, compacto). Por
lo tanto, tenemos la seguridad de que existen en el recinto puntos donde la funcion
alcanza su maximo valor y puntos donde alcanza su minimo valor (éstos, globales).
Los puntos(-1,0) y (1,0) que hemos encontrado como maximo y minimo local res-
pectivamente, son los Uinicos candidatos a tener en cuenta como extremos globales.

Por lo tanto:

max f(1)= £(-1,0) =2
min f(x) = /(1,0) = %

4.- Sea f(x,y)=x"g(x*,xy),donde geC'(R?).

1)  Sila funcién g es homogénea de grado 1, ;es fhomogénea?, ;de que grado?

i1) Sabiendo que g(1,2)=0 y 22(2,4)=2, ;podemos asegurar que la ecuacion
f(x,y)=0define una funcion implicita ¢(x)=y en torno al punto (1,2)? En caso
afirmativo, calcula ¢'(1).

Solucion:

) v>0:

_ 2 2 2.2 2.2 .2 222 2 4
f(tx,ty) = (tx) g((tx) ,txty) =t'x g(t x°,t xy) =t"xt g(x ,xy) =t f(x,y).

Luego, f'es homogénea de grado 4.

i) Veamos si se cumplen las condiciones del Teorema de la Funcion Implicita:

a)f(1,2)=2(1,2)=0

b) Las derivadas parciales de f'son:

[i06,3) = 2xg (5", xp) + 7 | 2xg, (7, x0) + yg, (x, 19) |
L) =xg, (3%, xp)

Como geC' (Rz), sus derivadas parciales son continuas en R”, luego, por ope-

raciones con funciones continuas, también f € C' (Rz) .
) /,(12)=g,(1,2)
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Para calcular g,(1,2), aplicamos que, como g es homogénea de grado 1, entonces

g, es homogénea de grado 0, por tanto:

2,2,4)=2"g,(1,2)=g,(1,2)

Luego, £,(1,2)=g,(2,4)=2+#0

Se cumplen las condiciones del teorema de la funcidon implicita, con lo cual la
ecuacion f(x,y)=0 si define implicitamente una funcién y =¢@(x) en torno al
punto (1,2). Ademas:

ACY)

p'()= 7.2)

Para calcular f,(1,2) aplicamos el teorema de Euler:

L1A,2)+2£,1,2)=4f(1,2)=0 = f(L,2)=-2f,(1,2)=-4

Por tanto:

A2 o A4

p'(1)= 0 2
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. SEPTIEMBRE DE 2008

2

1.-Sea f(x,y)=-2

1) Encuentra y representa el dominio de la funcion. jEs abierto?

i) (Es f continua, derivable, diferenciable en (1,1)?, ;existe el limite de la funcion
en este punto?

1i1) (Es f continua, derivable, diferenciable en (1,0)?, ;existe el limite de la funcién

en este punto?

Solucidn:

) D={(x,y)eR’/x#y}.

Como la frontera de D es la recta x=y (fr(D)n D =), entonces D es abierto.

i) (1,1)gD, por tanto, en este punto no tiene sentido estudiar la continuidad, derivabi-

lidad ni diferenciabilidad. S6lo podemos estudiar la existencia de limite:

{(1,1 +lj} — (L1)
n neN
1Y 1 2 ]
1 1—(14'”) - —4+2
flLI+— = = n_n = -2
n neN 1

n n neN neN
1
{(1+—,1J} —>(1,1)
n neN

neN
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i)

= {l}neN - 1

neN

ot

Por tanto, no existe el limite de la funcion en el punto (1,1).

S \»—‘|S [ —

(1,0)eint(D). Calculamos las funciones derivadas parciales:

2_
ix,y):u

ox (x—y)*

0 4 x-2x

D () =2 X220

y (x=»)

Ambas son cocientes de polinomios y los denominadores no se anulan en un entor-
of of .

no del punto (1,0), luego, a—(x, V) 'y a—(x, y) son continuas en un entorno de

X y

(1,0), con lo cual, f'es diferenciable en (1,0) y, por tanto, f es continua y derivable

en (1,0). Por ser continua en (1,0):

lim  f(x,y)=f(1,0)=1.

(x,)—>(1,0)

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

i) z=x"+ 1 +sin(In(x)).
y

i) z= ln(«/xz +y) .
iii) z=e" f(x%,x" —1?), siendo f € C'(R?).
Solucion:
) & =2x+ lcos(ln(x)) .

ox X

oz__1

G
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i) —= .
) ox X +y
0z _ 1
oy 2x*+y)

iii) 2—Z=2xye"2yf(x2,x3 ) +e"” [fol(xz,x3 — ) +3x° £, (%%, % —yz)].
x

2_; =2 (0 =) e 2 (P2 - ).

3.- Sean la funcion f(x,y)=y-x y el conjunto
A={(x,y)eR* /x> +(y—-1)> <1,x< y, x> —y}. Calcula todos los extremos locales de f

en A. Calcula, si existen, los extremos globales de f'en 4.

Extremos locales en el interior de A4:

Condicion necesaria:

Y (5, y)=-2x=0
Ox
g(x,y) =1%0
oy

Por tanto, no existen extremos en el interior de 4.

Extremos locales en la frontera de 4.
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Tenemos 3 tramos de frontera:
gny)=x"+(y-1"-1=0

g (x,y)=x-y=0

g (xy)=x+y=0

y los puntos de corte: (0,0), (-1,1) y (1,1).

e Tramo g'(x,y)=x>+(y—1)’-1=0:

L6y, A)=y=x"+ A" +(y=1) 1)

(0,0) € 4.
(0,2) e 4.
L(x,y,A)=-"2x+2Ax=0 B
L (x,y,A)=1+2A(y-1)=0; = ERE) & A.
‘C/I(xaya/l):xz—i_(y_l)z_l:o
e
2 2

e Tramo g’(x,y)=x—-y=0:

L(x,y,A)=y=x"+Ax~Y)
L(x,y,A)=-2x+1=0
L (x,y,4)=1-4=0 :(%,%)efl.
L (x,y,A)=x-y=0

e Tramo g°(x,y)=x+y=0:

L(x,y,A)=y—x"+A(x+y)
L(x,y,A)==2x+1=0
L (x,y,4)=1+1=0 3(—%,%]614.
L,(x,y,A)=x+y=0

Por tanto, los candidatos a extremos en la frontera son: (0,0), (0,2), (%,%), (—l,lJ ,

(-L 1)y (1,1).
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Teniendo en cuenta las curvas de nivel, se deduce que (0,0), (-1,1) y (1,1) son minimos

locales, (0,2) es maximo local, y (%,%) y (—%,%j no son extremos de f'en 4.

Como f'es continua y 4 es compacto, sabemos que existen los extremos globales de f'en

A. Por tanto, como sélo existe un maximo local, (0,2) es el maximo global:
manf(x) = £(0,2)=2.

Y, como en los tres minimos locales la funcion vale lo mismo, todos seran minimos

globales:
min f(x) = f(0,0)=f(L,D) = f(-1L1)=0.

4.-Sea f(x,y)=¢"+g(x,y),donde geC'(R*), ges homogénea de grado 3 y
g2(0,1)=-1, g,(0,2)=4. ;Define la ecuacion f(x,y) =0 una funcion implicita

v =@(x) en torno al punto (0,1)? En caso afirmativo, calcula ¢'(0).

Solucion:

Aplicamos el teorema de la funcion implicita:

1- £(0,)=¢"+g(0,1)=1-1=0.

2- f eC'(B(0,1)). Calculamos las derivadas parciales de f:
Sl p)=ye” +g,(x,y)

L y)=xe” +g,(x,y)

como g € C'(R?), también f e C'(R?).

3- £,(0,1)=g,(0,1)=-3=0.

Aplicamos el toerema de Euler a la funcién g:

3g(0,1)=0g,(0,1)+1g,(0,1) = g,(0,1)=-3.

Como se cumplen las condiciones del teorema, podemos afirmar que la ecuacion
f(x,y)=0 sidefine una funcién implicita y = ¢(x) en torno al punto (0,1). Ademas,

Ao 2

9'(0)= o 3
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Si(xy)=ye” +g,(x,y)
£0,1)=1+g,(0,1) =1+1=2.
Como g es homogénea de grado 3, g; es de grado 2, luego:

£(0.2) = g,(2(0,1)) =2 g,(0.1)
4=4g,0.)=g(0.n=1
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. JUNIO DE 2009

__y
VX(x=y)

1)  Encuentra y representa el dominio de la funcidn; ;es abierto, cerrado, acotado,

1.- Seala funcién f(x,y) =

compacto?

i1) ¢Existe lim f(x,y)?

(x.)->(0.0)
ii1) ¢Es fcontinua, derivable, diferenciable en (1,-1)? En caso afirmativo, calcula la di-

ferencial en dicho punto y el valor aproximado de £(0'99,-0'98).

Solucion:
) D={(x,y)eR*/x(x—y)>0} =

={(x,y)eR* /x>0, x—y>0}U{(x,y)eR’/x<0,x—y <0}

v

@)

N
___________,:_________>
N

fr(D)={(x,y) eR*/x=0} U{(x,y) eR*/ x = y}
El dominio es un conjunto abierto, no cerrado (no contiene a ningun punto de la

frontera), no acotado y no compacto.

i) Calculamos el ( l)iII(IO o f(x,y) por sucesiones, ya que el punto (0,0)g D :

11 11
{(—,—)} — (0,0) pero no es valida porque {(—,—)} zD.
nn neN n-n neN
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i)

{(l,oj} —(0,0) y f(l,0j=o —" 0.
N n

n

1 n—»0 1

ot 11y, 1 e
{( n’nj}%ﬁ“)’“) e f NN

Como hemos encontrado dos sucesiones que convergen al punto (0,0) cuyas ima-
genes convergen a numeros diferentes, entonces no existe el limite de f'en el punto

(0,0).

El punto (1,—-1) € int(D) y podemos calcular las derivadas parciales:

2x-y)y
25(x = Yy x(x = )

[x(x — Y
e y)+2\/x(x—y) 2x—y

£5(x,y) = -
= x(x - y) 2(x = y)x(x— )

En el punto (1,—-1):

fl(xay) =

3
,-1)=——=
A ) 4\/5

3
S 1,-1) = N
Como existen ambas derivadas parciales en (1,-1), entonces f es derivable en el
punto (1,-1). Ademas, en los puntos de D las funciones f (x,y) y f,(x,y) son
continuas porque estan formadas por operaciones con funciones continuas y el de-
nominador no se anula, por tanto, f'es diferenciable en (1,—1), luego también conti-
nua en (1,-1). Por altimo,

3 3
df ,=1)(h, b)) = f,(L,=Dh + f,(L,=1)h, =——h h,
if (1,=1)(h,h,) = {(,=Dh, + f,(1,=1) N +4\/5

£(0'99,-0'98) — f(1,-1) = df (1,-1)(—0'01,0'02) = 003 =

NP
003 1 397

NN N

=-0'7018.

£(0'99,-0'98) =
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2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

i) z=In(x++/x"—y).

. 2 2 X

i) z=(x" -3y )cos(—j.
y

iii) z=f((f(x,y))’,»),siendo feC'(R*).

Solucion:

X

62_1+\/x2—y 1

B i g

. 0z X 5 o[ x)1

i) —=2xcos| — |—(x" =3y )sin| — |—.
Ox y yJ)y
1674 X 2 24 . X X
—:—6yc0s(—j+(x -3y )s1n(—j—2.
y y yJ)y

0 2
i) a— =21 ((f (5 ) ) S (5 ) £ (5, 7).

X

82 3 2
e =2£((fC, ) ) f (e 0) [, 0) + L(F(x, )7, ).

3.-Sea A={(x,y)eR"/x" +y <4, x<—-y+2} y f(x,y)=—xy.

1)  Calcula los extremos locales de f'en A.

i1) Calcula los extremos globales de f'en A4.
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Solucion:
i)  Notar que se satisfacen las hipdtesis de los teoremas que proporcionan las condici-

ones necesarias y suficientes para extremos locales condicionados e incondiciona-

dos ( f € C*(R*)).

Extremos locales de fen el interior de A4:

fi(x,y)==-y=0
Condiciones necesarias: ~ = (0,0) € int(A4).

L(y)=-x=0

Condiciones suficientes: H ,(x,y) :‘ Lo ‘ =-1<0

Por tanto, el punto (0,0) no es un extremo local de f.

Extremos locales de fen la frontera de 4:

eTramo x’ +y’ —4=0:
Ly, A)=—xy+A(x*+y" —4).

~N2,\2) ¢ 4

2,2y e 4.
(—~2.72) € 4.
(—~/2,~V2) e 4.

L(x,y,A)=-y+2Ax=0
L(x,y,A)==x+24y=0 ;=
Eﬂ(x,y,/l):x2 +y°—4=0

e Tramo x+y—-2=0:
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L(x,y,A)=—xy+Ax+y-2).
L(x,y,A)==-y+1=0
L(x,y,A)==x+1=0 r=>()eAd
L(x,y,A)=x+y-2=0

Por tanto, los puntos candidatos a extremos locales de f en A4 son (ﬁ,—ﬁ),
(—V2,42), (—v2,-V2), (1,1), (2,0) y (0,2).

Realizando el estudio de las curvas de nivel de la funcién, podemos concluir que
los puntos (2,0) y (0,2) no son extremos de f en 4; (\/5, —\/E) y (—\/5, \/E) son
maximos locales relativos a 4 y (—\/5, —\/5) y (1,1) son minimos locales relativos

aAd.

Como f'es una funcion continua y 4 es compacto, existen los extremos globales de
fen A.
El maximos global se alcanza en los puntos (\/5 , —ﬁ) y (—\/E , \/5), siendo

max f(x)=2; y el minimo global se alcanza en el punto (—\/5, —\/5), siendo

xed

min f(x)=-2.
xed
,2x°
4.- Sea h(x,y) = M, donde f e C'(R”) es homogénea de grado 2.
y
1)  (Eslafuncion 4 homogénea?, ;de qué grado?
i1) Sabiendo que f(1,2)=1 y f»(1,2)=1, calcula keR para que la ecuacién
h(x,y)—k =0 defina una funcién implicita y = ¢(x) en torno al punto (1,1). Para
el valor de k& encontrado, calcula ¢'(1).
Solucion:
_ Cxv,t2x7) ,2x°
) Vs 00 k(o) = L 2) LSO02Y) sy

y

luego, & es homogénea de grado 3.
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i)

Sea H(x,y)=h(x,y)—k. Aplicamos el teorema de la funcion implicita a la fun-
cion H(x,y) en el punto (1,1):

- HL)=h(L)-k=f(1,2)-k=1-k=0=k=1.

2.- Calculamos las derivadas parciales de H:

p/AC2 2x%) + 4xf, (xy, 2x%)
; :
00020 = [y, 26)

H2(xay)=h2(xay) 2
Y

Hl(x’y): hl(x’y)

Como f e C'(R"), las funciones H,(x,y) y H,(x,y) son continuas en un entorno
del punto (1,1) porque estan formadas por operaciones con funciones continuas y
el denominador no se anula, por tanto, H € C'(B(1,1)).
3-H,(L)=h, (L) =1(1,2)- f(1,2).

Como f'es homogénea de grado 2, aplicando el teorema de Euler:

2f(L2)=f(1,2)+2f£,(1,2)=2= f(1,2)+2= f(1,2) =0.

Luego, H,(1,1) = f/(1,2) - f(1,2) =—-1#0.
Por tanto, para k=1 la ecuacién h(x,y)—k =0 define una funcion implicita

y =¢@(x) en torno al punto (1,1). Para calcular ¢'(1):

o HdH __ Adh _ ~
p'(l)= A hz(l,l)_4’ yaque A (L1)=f(1,2)+4f,(1,2)=4.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
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1.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones, simplifi-

cando el resultado:

JGE=1)° .

y+2

1) z=

y In(y - x")
i) z= .
y—2

2
X

iii) z= xf( ¥, J siendo f e C'(R?).

X=y

Solucidn:
Oz B 2
ox 3y+2)x-1

o Je-

i)

v (y+2)
. Oz —2x
i —= ; .
ox (y—-x)y-2)
-2
4 ; —ln(y—xz)
0z _y-x
oy (y-2)

i) %:f(y, a ]+xf2(y, a ]x(x—Z)z/)'
Ox x—y x=y) (x=y)

S O i e )
oy \x-y) T -y ) - )
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2.- Sea la funcién f(x,y) =

In(y - x")

y=2
1)  Encuentra y representa el dominio de la funcidn; ;es abierto, cerrado, acotado,
compacto?
i1) Estudia la continuidad, derivabilidad, diferenciabilidad y la existencia del limite de
la funcidn f'en los puntos (0,2) y (0,1).
1) Calcula, si existe, df'(0,1)(h,,h,).
Solucion:
) D={(x»)eR/y—x">0,y=2}.
D es abierto (no contiene a ningun punto de su frontera), no es cerrado, no es aco-
tado y, por tanto, no es compacto.
N ry
.“‘ D ',,'
R (-
: Y =2
1O
i) El punto (0,2) ¢ D y, por tanto, la funcién no es continua, derivable ni diferencia-

ble en este punto. So6lo se puede estudiar la existencia del limite de la funcion:

1
{(—,2)} « D, luego esta sucesion no es valida.
n neN

(021)) ooy
n neN
Inf 2+—
1 " 1
{f(o,2+_j} ) {1(2_j} S
n neN 1 n neN

24+ —=2

n neN

Por tanto, no existe el limite de la funcion fen el punto (0,2).
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El punto (0,1)eintD, podemos calcular las derivadas parciales:

O Lo -0
ox (y—x)H)y-2) Ox

— —In(y - x°)
of y—x of
—(x,y)= - —(0,1)=-1
Oy (y-2) oy

Luego, fes derivable en (0,1).

Ademas, en los puntos de D las funciones —(x,y) y —(x,y) son funciones
X oy

continuas porque estan formadas por operaciones con funciones continuas y el de-

nominador no se anula en D. Por tanto, f'es diferenciable en el punto (0,1) y, como

consecuencia, también es continua en (0,1) y existe el limite de f'en (0,1) y vale

lim f(x,y)= f(0,1)=0.

(x,y)—>(0.1)

iif) Como f'es diferenciable en (0,1), existe df'(0,1)(h,,h,) y es:

df (0,1)(h,, h,) = ZL(O,I)h1 + g(o,l)@ =—h,.
X

oy

3.-Sea A={(x,y)eR’/x’+y’<4,x>y} vy f(x,y)=y—x". Calcula los extremos

locales y globales de f'en A.

Solucion:
Notar que se satisfacen las hipdtesis de los teoremas que proporcionan las condiciones

necesarias y suficientes para extremos locales condicionados e incondicionados

(f eC'R)).
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Extremos locales de fen el interior de A4:

0
ai(x,w —2x=0
Condiciones necesarias: o
of
—(x,y)=1%0
oy

Luego, la funcién no tiene extremos en el interior de 4.

Extremos locales de fen la frontera de 4:

eTramo g'(x,y)=x"+y" —4=0:
L(x,y,A)=y—x +Ax"+y —4)
L (x,y,A)=-2x+2Ax=0
L (x,y,A)=1+22y=0 =2x(-1+4)=0=>
L:A(x,y,/i):x2 +y°—4=0

x=0=y==2.

3
X=t—-.

1
A=l=y=——
2 2
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V151
Los puntos que se obtienen son: 1 (—,——j c A.

eTramo g’(x,y)=x—y=0:
L(x,y,A)=y=x +Ax~y)
L(x,y,A)==2x+1=0

11
L (x,y,A)=1-2=0 3(—,—)6/1.
L(x,y,A)=x-y=0

E

2 2

&1}

Luego, los candidatos a extremos locales son los puntos: (0,-2), [ -——

(1 lj y los puntos de corte (\/5,\/5) y (—\/5,—\/5).

272
Por el estudio de las curvas de nivel, podemos concluir que (0,-2) y (\/5 ,\/5) no

11 .
son extremos locales de f'en 4. El punto (,j es un maximo local y los puntos

2 2

Jis 1 .

(,_] y (—\/5,—\/5) son minimos locales de f'en 4.
2 2

Como f es continua en 4 conjunto compacto, entonces existen el maximo y el

b

11
minimo global de f'en 4. Como sélo existe un maximo local, el punto ( j es el
22

maximo global, es decir,

max £ (x) f(l lj 1
xf(x)=f|——|=—.
xed 2 2 4
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Como hay dos minimos locales, calculamos las imagenes:

f(ﬁ,_l]:_%z-ms y 2= -2=3.414,

2 2

15 1
luego el punto [f—J es el minimo global.
2 2

2

4.- Sea h(x,y) = xf(y,x—j, donde f eC'(R?).
x—y

1)  Sifes homogénea de grado 3, ;es la funcion # homogénea?, ;de qué grado?
i1) Sabiendo que f{0,2)=8 y f,(0,2) =24 , ;define la ecuacion A(x,y)—1=0 una fun-

cion implicita y = ¢(x) en torno al punto (1,0)? Calcula, si existe, @'(1).

Solucién:

i) Vt>0:h(tx,ty)=txf(ty, X j:txf(ly,t al jzt“xf(y, a jth(x,y).
x—1ty xX—y xX—y

Luego, / es homogénea de grado 4.

i) Aplicamos el teorema de la funcion implicita a la funcion definida por
G(x,y)=h(x,y)—1 en el punto (1,0):
l.- G(1,0)=h(1,0)-1= £(0,1)-1=0.

Para calcular f{0,1), como f'es homogénea de grado 3 :

8= £(0,2)=23 £(0,1)=8£(0,1)= f(0,1)=1.

2.- G(x,y)=h(x,y)—1e C'(B(1,0)). Calculemos las derivadas parciales de G y es-

tudiemos la continuidad de sus derivadas en un entorno de (1,0):

x° ¥ ) x(x=2y)
Gl(x,y)=hl(x,y)=f(y, J+xf2(y,x_yj

x=y (x-y)
x’ x’ X
G, (x, ) = hy(x,y) =X(fl(y,—J+f2(y, j zj.
x—y x=y)(x=-y)
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1 2 .7 . . .
Como f e€C (R"), la funcion G posee derivadas parciales continuas en un entorno

del punto (1,0), ya que son operaciones con funciones continuas y el denominador

no se anula en un entorno de (1,0) .

3.- G,(1,0) =1, (1,0) = £,(0,1) + £,(0,1).
Para calcular f,(0,1), como fes homogénea de grado 3, entonces fi es homogénea
de grado 2 :
24 = £(0,2)=2"£(0,1) =4£(0,1) = £(0,1)=6.
Ahora, por el teorema de Euler:
X (6, 0) + 3, (6, y) =3f(x,y) = £,(0,1)=3/£(0,1) =3.
Luego, G,(1,0) = 4,(1,0) = £,(0,1) + £,(0,1)=9#0.

Por tanto, la ecuacion G(x,y)=h(x,y)—1=0 si define una funcion implicita

y=@(x) en torno al punto (1,0). Ademas,

- GO0 hLO 4
P= G,(1,0) k(1,00 9

Para calcular G,(1,0): G,(1,0) =/, (1,0) = f(0,1)+ £,(0,1)=1+3=4.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
ECONOMIA. JUNIO DE 2010

1.-Sea f(x,y)= %

1)  Hallar y representar el dominio D de la funcioén. jEs D abierto, cerrado, acotado,
compacto?

1)  Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f'en (0,0).

ii1) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f'en (-2,2).

iv) Calcular el valor aproximado de f(-1°98,1°99) a través de la diferencial de f en el

punto (-2,2).

Solucién:
i) D:{(x,y)e]Rz/yZO;x—y;tO}

D no es cerrado, puesto que los puntos del

tramo de frontera {(x,y)eR’/x=7y,y >0} no / ‘
pertenecen a D. Por lo tanto, tampoco es compacto. Y /
D no es abierto (por ejemplo (1,0) es un punto de la /

“
frontera que pertenece al conjunto).

v

Ademas, D tampoco es acotado. (0,0)

i) (0,0)¢ D, por tanto, en este punto no tiene sentido estudiar la continuidad, derivabi-
lidad ni diferenciabilidad. S6lo podemos estudiar la existencia de limite,

(0,1/m)}  —(0,0), {(01/n)} <Dy

1
o)) -+

neN

Por tanto, no existe el limite de la funcion en el punto (0,0).

i) (=2,2) eint(D). Calculamos las derivadas parciales:
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-
(x—y)

S, y)=

1
(x—=1)+y
fy(x,y)zz\/; _ x+y

-y’ 2y(x-y)

Luego, existe un entorno del punto (-2,2) en el cual las funciones derivadas parcia-

les f, yf, existen y son continuas (por operaciones con funciones continuas y los

denominadores no se anulan en el entorno), luego f es diferenciable en el punto

(—2,2) vy, por tanto, también es derivable y continua en (-2,2). Por ser continua

en (-2,2):

lim  f(x,y)=/(-2,2)= 2

(x.)>(-2,2) 4

iv) f(=1'98,1'99) = f(-2,2)+df, ,,(0'02,-0'01),

df;52(0'02,-0'01) = 0'02,(~2,2)=0'01/,(-2,2) :#,

F(-1'98,1'99) = £(=2,2) +df;_,,,(0'02,-0'01) = —@— : Oglﬁ - Tﬁ '

2
2.- Sean f(x,y)=x2+(y—%j , A:{(x,y)eRZ/xzéy,ISy£4}. Calcular los ex-

tremos locales y globales de frelativos al conjunto 4.

Solucion: A
///’—~ \\\
i - ==
(_254)/ A P D \(2 4)
/ Vs / \
I AN
" A// RN AR
Loy N
I Voo
VoW // //// //
A
\\( Q]\’l \\‘// S/ /
\ \\\\ 7 s /‘
\\ ~_1L - /// L




Notar que se satisfacen las hipdtesis de los teoremas que proporcionan las condici-

ones necesarias y suficientes para extremos locales condicionados e incondiciona-

dos ( f € C*(R?)).

Extremos locales de fen el interior de A4:

g(x, y) =2x=0
. . Ox 3
Condiciones necesarias: = (O,—] e A

0 3
Flen=2r=3)-o

2 0
Condiciones suficientes: Hf (0,3/2)= ‘O 2‘ =4>0y f,(0,3/2)=2>0

Por tanto, el punto (0,3/2) es un minimo local de f'en A.

Extremos locales de fen la frontera de 4:

eTramo g'(x,y)=y—x"=0:

2
3
E&JJJ=f+(y—E)+ﬂW—X5

L(x,y,A)=2x-2Ax=0

3 x=0=y=0.
L(x,y,A)=2y——|+4A=0;,=22x(1-1)=0=
’ 2 A=1=y=1x==I.

L, (x,y,4) :y—x2 =0

(0,0) ¢ 4.
Los puntos que se obtienen son: § (—1,1) € 4.

(1L1) e 4.
eTramo g'(x,y)=y—1=0:

2
L',(x,y,ﬂu)zx2 +(y—%j + Ay —1)

L(x,y,A)=2x=0

Ey(x,y,ﬂ)zZ(y—%j+ﬂ=0 =(0,1)e 4

L(x,y,A)=y—-1=0
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eTramo g'(x,y)=y—-4=0:
%

E(x,y,ﬂ)=x2+(y—5j +A(y —4)

£.(x,y,2)=2x=0

3
[,y(x,y,/I)=2(y—Ej+/1=0 =(0,4)e 4

L(x,y,A)=y—-4=0

Por tanto, los puntos candidatos a extremos locales de f'son (0,1), (0,4) y los vérti-
ces (-1,1), (1,1), (-2,4) y (2,4).

Mediante el estudio de las curvas de nivel, podemos concluir que los puntos (0,1),
(0,4), (-1,1) y (1,1) no son extremos de f relativos a A. Los puntos (-2,4) y (2,4) son

maximos locales de frelativos a 4.

Como f es continua en 4 conjunto compacto, entonces existen el maximo y el
minimo global de f'en 4. Como s6lo existe un minimo local, el punto (0,3/2) es el

minimo global de f'en 4, es decir,

xed

min f(x) =f(0,§j:0.

Como hay dos maximos locales, calculamos las imagenes:

1(-24)= "= 1 (2:4)

Luego, los dos puntos (-2,4) y (2,4) son maximos globales de f'en 4.

3.- Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

1) z=In\/xy+y’

i1) z = sen(y*x —3xy)

iii) z:f(x3—y2,x3y2)g(xﬁ) donde feC'(R?), geC'(R).
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Solucién:

i)
Y
%_ 2xy+y° B 1
Ox \/xy+y2 2(x+y)
x+2y
0z _ 2xy+y’ o x+2y
Y xy+)? 2(xy+y7)
.. 0z
i) —=(y"-3y)cos(y’x—3xy)
ox
0z 5
— =(2xy—3x)cos(y"x—3xy)
oy
iii)
%_[32f3—232 3522 3.2 3.2 \/’
=[G -0 30 A0 -y Je (v )+
W rg (1) £ =72
oz _ 3 2 3.2 3 3.2 3.2
5—[—2yf1(x -y, x Y )+2xyf(x =y Xy )}g(x\/;)+
X
=g () f (=37 )
2\/} ( )
4.-

i) Seala funcién f(x,y) = y* —2 . Define la ecuacién f(x,y)=0 una funcién implici-
ta de la forma y=¢(x) en torno al punto (1,\/5 ) En caso afirmativo, calcula

P ().
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3 3

ii) Sea la funcion f(x,y)=x"h {y_,x_j con heC'(R*) y homogénea de grado 2.
Xy

(Es funa funcion homogénea? Si la respuesta es afirmativa, indica su grado.

Solucion:
i)  Aplicamos el teorema de la funcion implicita a la funcion fen el punto (1,& ) :
L- f(142)=2-2=0.
2.- feC'(R?), porque es una funcién polinémica.
3- £(142) %02
Derivando: f,(x,y)=2y= f, (1,&) =22 #0.
Por tanto, la ecuacion f(x,y)=0 si define una funciéon implicita de la forma

y =@(x) en torno al punto (1, V2 ) . Ademas,

CAAN2) 0
£AN2) 22

yaque f;(x,y)=0, V(x,y)eR’.

P1)= =0

i)
3.3 3.3 3 3
Vr>0:f(rx,zy)=r2x2h(” X J:ﬁ%(ﬁy—,ﬁx_j:
Ix ty X b%
3 3 3 3
=22 () h(y—,x—j = °%%h (y—,x—j = 1°f(x, 7).
X )y x )y

Por tanto, f es homogénea de grado 6.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. FEBRERO DE 2006

1.- Sea la siguiente funcion:

Flpy =YD

1)  Calcular y representar D, el dominio de f.

i1) Indicar razonadamente si D es abierto, cerrado o compacto.

1i1) Estudiar la existencia de limite, continuidad y derivabilidad de f'en los puntos (1,1)
y (2,1).

iv) (Es fdiferenciable en (2,1)? En caso afirmativo, aproximar el valor de £{2°05,0°9)

—f2,1).

Solucién:

i) D={(x)eR¥ (x-1)y>0, x-y=0}

N\
y (Ll)% 1)
L &

i) fr(D)={(x,y)eR*/x=1}U{(x,)eR*/ y=0} U{(x,y) e R’/ x=y,x[0,1]}.

D no es un conjunto abierto porque contiene puntos de la frontera y tampoco es ce-
rrado porque no contiene a todos los puntos de fr(D).
D no es acotado porque no existe una bola de radio finito, que contenga a D y por

lo tanto tampoco es compacto por no ser acotado ( o por no ser cerrado).

iii) (1,1) es punto de acumulacion del dominio, por lo tanto tiene sentido preguntarse

por el limite en dicho punto:
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Consideremos por ejemplo la sucesion dentro del dominio {(l+l,lj} - (L1
n

neN

y veamos su imagen:

G I SR (R

neN
Como no existe el limite de la sucesion imagen, el limite de f en el punto (1,1) no
existe.

(1,1)eD, lo que quiere decir que f no es continua, derivable y diferenciable en

(1,1).

Punto (2,1):
J(x=1)y es continua en el punto (2,1) por ser composicion de funciones conti-

nuas, donde la cantidad subradical es no negativa en dicho punto.
Al ser f un cociente de funciones continuas con denominador no nulo en el punto
(1,2), f es continua en dicho punto.

La continuidad de fen (1,2) implica que

fly)=f2,1)=1.

(x, y)—>(2 1)

Aplicando las reglas del calculo diferencial se tiene,

y(x-y) G-y

2{(x-1)y
(x=y)’

(- 1)(x y)
+JG-Dy
2
i) =& yf2<2,1>=§

(—)2

ji(x:y)_ Yfl(zal):__

Lo cual quiere decir que f es derivable en el punto (2,1), es decir, existen las deri-

vads parciales de f en el punto (1,2).
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iv) feC'(B(2,1)), lo que quiere decir que f posee derivadas parciales continuas en un

entorno del punto (2,1) (una bola por ejemplo). Por tanto f es diferenciable en (1,2)
y tiene sentido hablar de la diferencial en este punto:
1 3
af 2,0)(h, ) = f,(2, Dk + f,(2,1)h, = _Ehl +5h2 :
fQ+h,1+h)-f(2,1)=df (2,1)(h,h,), de donde:
0'05 3(-0'1

2105019 f2,1) = ——=+=——==-0,175.

2 2
2.- Sea f(x,y)= X g[x—j , siendo geC'(R) homogénea de grado 3 y g(2)=2.
y y
1)  (Esfhomogénea?, ;de qué grado?
ii) Calcular g'(2) aplicando la formula de Euler a la funcion f'en el punto (2,2).

iv) Comprobar que la ecuacion flx,y)=4 define implicitamente alrededor del punto

(2,2) la funcidon y=¢(x); calcular ¢'(2).

Solucién:

Notar que Dom f es un cono.

X X

t2x2 t2x2 2 2
i) V0 setiene que f(tx,1y) = g( j:t[ jﬁg( j:t“f(x,y).
y ty Y y

f es homogénea de grado 4

i) Calculando las derivadas parciales de f en el punto (2,2):
2x (x*) 2x (X ,
fi(x,) =—g(—]+—2g (—] y £i(2,2)=4+4¢'(2)
y y Y y
X (X)) xt (X
f(x, )= ——28(—}—35"(—] y £(2,2)=-2-2¢'(2)
Y Y Y y
y aplicando Euler:
¥ (X 2x (x*) 2x° (¥ (X)) Xt (X
4 —g|—||=x| —g| — |+—5&|— ||tV ——=g| —|-=¢&|—
y y Y y y Y y y y Y

en el punto (2,2):
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i)

16=8+8g'(2)-4—4g'(2)
16=4+4g'(2)
g'(2)=3.

Apliquemos el teorema de la funcion implicita a la funcion F(x,y)=f(x,y)-4 en torno

al punto (2,2) (podemos elegir una bola B((2,2),r) , para algin r>0, por ejemplo):

a) F(2,2)-4=2g(2)-4=0.

b) F es continua en un entorno de (2,2) por ser suma, producto, composicion y

division de funciones continuas, con denominador no nulo, en un entorno del punto

(2,2).

c) F(x,y)= _x_z g {x—zj _x_;* g'(x—zJ es continua en un entorno del punto (2,2),
y y) v y

argumentando como antes (notar que g’'(x) es continua en R por hipotesis).

d) F(2,2)=-g(2)-2g'(2)=-8=0

Por tanto, la ecuacion f{x,y)=4 en torno al punto (2,2) define a la variable y como

funcién implicita de x . Haciendo y=¢(x) se tiene:

_ F(2,2) __4+4g’(2)
22 -8

9'(2)= =2.

2
3.- Sean A:{(x,y)eRz/yz—xél;yz+x£1} y f(x,y):(x—%j +y*. Calcular

los extremos locales de f'en el conjunto 4; calcular asimismo los extremos globales de f

en 4.

Solucidn:

Notar que se verifican las hipotesis de los teoremas que dan condiciones necesarias y

suficientes para la existencia de extremos locales. Todas las funciones envueltas son de

clase C

Extremos de fen Int(A)
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g(x,y)sz—3:0

g}‘ (x,y)z(%,Oje_fA
L (x,y)=2y=0
oy

Por tanto f no posee extremos en el Int(A).

Extremos de fen fr(A).

Buscando los extremos condicionados en cada trozo de frontera:

eg'(x,y)=y"+x-1:

3Y 4 2 a0
L(x,y,/?,):(x—a) +y +/”L(y +x—1)

L(x,y,A)=2x-3+1=0
L,(x,y,A)=2y+24y=0 (1,0)e 4,A=1
L,(x,y,A)=y"+x-1=0

2 0 1 2.0 1
A1,0,)=[0 2424 2y =0 4 ol=—4
I 2y 0 1 00

(1,0,1)

Asi que, (1,0) es un minimo local de f condicionado a fr(A) ( o local relativa a fr(A)).

°g’(x,y)=y" —x-1:
2
E(x,y,/”t):(x—%j +y° +/'t(y2 —x—l)

(-1,0)e 4,A=-5
L (x,y,A)=2y+24y=0 =

L(x,y,A)=2x-3-1=0 {
‘Cl(xaya/l):yz -x—1=0

2 0 -l 2 0 -1
A(-1,0,-5)=]0 2421 2y =0 -8 0[=8
-1 2y 0 -1 0 0

(-1,0,-5)

Por tanto, (-1,0) es un maximo de f condicionadoa a fr(A).
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Estudiando las curvas de nivel de f:

Podemos concluir que :

(1,0) es un minimo local y (-1,0) es un méximo local de f relativo a A.

Al ser f una funcion continua y A un conjunto compacto, por el el teorema de Wiers-
trass, existen los extremos globales de f relativo a A y por supuesto, deben coincidir con
los anteriores.

(1,0) es minimo global , f(1,0)= 1/4 y (-1,0) es un maximo global, f(-1,0)= 25/4.
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1.- Seala funcién f(x,y)=

EXAMEN DE MATEMATICAS II
LADE. JUNIO DE 2006

x-y
(4 +y)

1)  Hallar el dominio de f'y representarlo. ;Es este dominio cerrado?, ;y abierto?, ;y
compacto?

1)  Estudiar la continuidad de f'en (1,1). Hallar £,(1,1).

ii1) Estudiar la existencia de limite y la continuidad de f'en (0,0).

Solucion:

D:{(x,y)eRz/)cz+y2 #0 A x2+y¢0}

i)
= {(x,y) eR’/y= —xz} =R’ —{(x,y)/y = —xz}
fr(D)={(x,y)eR*/ x* +y =0}

D no es cerrado porque no contiene a todos los

puntos de la frontera, es decir fi(D) z D

Es abierto porque no contiene puntos de la frontera, es decir D fr(D) =9

D no es acotado porque no existe una bola de radio finito, que contenga a D y por
lo tanto tampoco es compacto por no ser acotado ( o por no ser cerrado).

1) Notar que f es una funcidn racional, (cociente de polinomios) y el punto (1,1) no
anula el denominador, por lo tanto, por propiedades de las funciones continuas, se
tiene que f'es continua en (1,1).

Aplicando las reglas del céalculo de derivadas se tiene:
(5.7) (x* +yH)(x* er)—(x—y)[bc(x2 + )+ 2x(x? +y2)] (L) 1
X,y)= ) =—.
‘f; y (x2 + y2 )2 (x2 + y)2 y .f; 4
i)  (0,0) es punto de acumulacion del dominio. Por lo tanto, tiene sentido preguntarse

por el limite de f en dicho punto. Para estudiar la existencia del limite en dicho
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punto, consideremos, por ejemplo, la sucesion x, =(l,OJ—>(O, 0) (dentro del
n

dominio de '),

1
La imagen de la sucesion f(x,) = f (l,Oj = IA =n’ — 0 no converge y por lo
n A )
tanto, / no tiene limite en el punto (0,0) .

Como el punto (0,0) no estd en el dominio, f no es continua en (0,0).

2.- Hallar las derivadas de primer orden de las siguientes funciones:

D)

_sen(x+y)

/) cos(x —y)

i) f(xy)= ln(«/x3 - yzx)

iii) z=g(x—y,x’y), donde geC'(R).

Solucién:

Aplicando las reglas de la derivacion del calculo diferencial, se obtiene:

_ cos(x + y)cos(x — y)+sin(x — y)sin(x + y)

/i) cos’(x—y)
_ cos(x+ y)cos(x— y)—sin(x— y)sin(x + y)
falxy)= cos’(x—)
_ 3x2 _ yZ
S y) = EYRE (0 =)
[ y) ==
X —y'x

eeei Oz

iii) =8 (x=», X’ )+ g,(x—y,x’y)3x’y
82 3 3 3
5=—gl(x—y,x N+g(x—y,xy)x
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3.- Sea F(x,y)=

ACH ; , donde f, ge CI(RZ), /'y g son homogéneas de grado 3 y 2 res-

b

pectivamente, y g(x,)=0 V(x,y)eR>.

1)  Aplicando la definicion, probar que F es homogénea y decir su grado.
i1) Sabiendo que f{(1,1)=0y fi(1,1)=5, ;define la ecuacion F(x,y)=0 a la variable y co-
mo funcidn implicita de x (y=@(x)) en torno al punto (2,2)? En caso afirmativo,
calcular ¢'(2).
Solucion:
3
i) Vi>0: F(t,ty)= S p) = tzf(x’y) =tF(x,y)
gltx,ty)  t°g(x,y)
Asi que F es homogénea de grado 1.
i) Apliquemos el teorema de la funcion implicita a la funcion F(x,y)=0 en torno al

punto (2,2) (podemos elegir una bola B((2,2),r) , para algun r>0, por ejemplo):

2) F.2)=1 322 _ 2’ £(1,1)
2(2,2) 22,2

=0 (f'es homogénea de grado 3).
b) F es continua en todo R* , en particular en un entorno de (2,2) por ser cociente

de funciones continuas con denomiador no nulo ( por hipétesis, f,geC'(R?) y

g(xy)#0 V(xy)eR?)

¢) F,(x,y) = S (x, )& (x, ) — 8, (X, ») f (%, y)

2 es continua en todo R? | en particu-
g (x,y)

lar en un entorno de (2,2), por ser operaciones aritméticas de funciones conti-

nuas con denomiador no nulo.

d) Fv2(2’ 2) — f‘2(2’ 2)g(25 22) — & (25 Z)f(27 2) —_ 20
g (2,2) g(2,2)

£(2,2)=2" f(1,1)=0 (f es homogénea de grado 3).

£(2,2)=2"£,(1,1) =20 (f; es homogénea de grado 2).
Aplicando Euler:
3/(2,2)=2/,(2,2)+2£,(2,2)=0=40+2£,(2,2) = £,(2,2) =-20.
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Por tanto, la ecuacion F(x,y)=0 define a y como funcién implicita de x ( hagamos
y=@(x) ) en torno al punto (2,2) y se tiene :

F(22)=12:282.)-2(2.2/2.2) 20
g(22) g(2.2)

con lo cual

_FRQ2)_,

9'(2)= F(2.2)

4.- Sean A={(x,y)eR*/x* +y* <2,(x=1)" +)” 22} y la funcién fixy)=x-y.

Calcular los extremos locales de la funcion f'en el conjunto 4; calcular asimismo los ex-

tremos globales de f'en 4.

Solucion:

VI 2)

v

7

2 (12712)

Notar que se verifican las hipdtesis de los teoremas que dan condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de extremos locales (condicionados e incondicionados).

Todas las funciones envueltas son de clase C

i) Extremos de fen Int(A):

o

—(x,y)=1%0
ax(x »)

Y (x,3)=-1%0
oy
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Por tanto ' no posee extremos en el Int(A), porque las derivadas parciales de f no

se anulan en Int(A).

Extremos de fen fr(A):

eEn el trozo de arco sobre la circunferencia g'(x, y) = x> + y> —2=0:

[,(x,y,l):x—y+}t(x2 +y2—2)

L(x,y,A)=1+2Ax=0
L,(x,y,A)=-1+21y=0

L,(x,y,A)=x"+)y"=2=0 (1,-DeA4
) 20 0 2x 1 0 =2

2x 2y 0(71’1%] -2 2 0

1
-L)ed, A==
_Jeunean=2

=-8

Asi que ,(-1,1) es minimo local de f sobre fr(A) ( o local relativo a fr(A)).

e En el trozo de arco sobre la circunferencia g°(x,y) = (x—1)* + > —=2=0:

,C(x,y,/i):x—y+/l((x—1)2 +y2—2)

1

=-8

‘Cx(xaya/l)zl'i_z;i(x_l):o (OI)EA/l_
Lnn)=-ts2ay=0 =] ODEAE=
Lryd)=(r—1Y 4y 20| (2-De4
2 0 2x-2 10 -2
2x-2 2y 0 {011] 2 2 0
2

Asi que, (0,1) es minimo local de f sobre fr(A) ( o local relativo a fr(A) ).

Un estudio de las curvas de nivel de f, permite concluir que:
(-1,1) es un minimo local de f relativo a fr(A) y a A.

(0,1) es un minimo local de f relativo a fr(A), pero no a A.

147 1 47 .
Yy E'-7 pertenecientes

En los puntos de interseccion ( >

son maximos locales relativo a A.
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ii) Al ser f una funcién continua en un compacto A, existen los extremos globales
de fen A (por el teorema de Wierstrass) y las curvas de nivel permiten con-

cluir que :

f(-1,1)=-2 (minimo global).

f[i ﬁ]ﬂ

272 2

, maximo global).
25 5 ( global)

f(l _ﬁ}uﬁ
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. ENERO DE 2007

-1
1.- Sea f(x,y)= al .
(y—l)«/y—ler2

1) Halla el dominio de la funcion fy represéntalo. ;Es abierto?

i1) Estudia la existencia del limite de f'en (1,1).
1i1) Estudia la continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de f'en (1,2). Aproxima, si
es posible, el valor de f(1°01,1°98).

Solucidn:

i) D:{(x,y)eRz/y;&l,y—l+x2>0}.

fr(D)={(x,y)eR*/y=1 0 y-1+x* =0}

El dominio de f esta formado por los puntos del plano que no anulan el denomina-
dor y hacen la cantidad subradical positiva. Notar que D es un conjunto abierto
porque coincide con su interior 6 porque no contiene a ninguno de los puntos de la

frontera.

&
.

72

Yy,

i) (1,1)gD, pero es un punto de acumulacion del dominio. Consideremos, por ejem-

plo las siguientes sucesiones dentro del dominio y sus respectivas imagenes:
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{(1,1+1j} -1y {f(LHlj} ={0},., >0
nj)l nJ) en

1 1)} 1.1 1
I+—,1+— -1 y {f(l+—,l+—j} R e — -1
{( n n neN n n neN ﬂ 1 + ,%2 + % neN

Como hemos encontrado dos sucesiones diferentes, de puntos del dominio, que se
acercan a (1,1) y tales que sus imagenes convergen hacia niimeros distintos, no

existe el limite de f'en el punto (1,1).

iii) f es una funcién continua en (1,2) por ser producto, composicion y cociente de
funciones continuas en un punto en que el denominador no se anula y la cantidad
subradical se mantiene positiva.

Para ver si es derivable, calculamos las derivadas parciales

(y_l)m_x(x—l)(y—l)

Jy=1+x°

5()‘::);): 2
((y—l)\/y—1+x2)

—(x—1 —1+x? Il S

% (x ){«/y +Xx +2 —y_“_sz

(x,y)=

oy ((y—l)\/y—1+x2)2

of 1 of

Y evaluando, se obtiene —(1,2)=— vy 8—(1, 2)=0, es decir existen en el
y

ox 2

punto (1,2), luego f* es derivable en ese punto. Ademas, las derivadas parciales son
funciones continuas en un entorno del punto (1,2) ( las parciales son suma, pro-
ducto, composicion y cociente de funciones continuas en un entorno en los que el
denominador no se anula y la cantidad subradical se mantiene positiva ).

Al ser fdiferenciable en (1,2), podemos realizar la aproximacion por la diferencial
o

NG

_I g _
df(l’ 2)(h17 hz) - ax (1’ 2)hl + ay (1’ 2)h2

Y por lo tanto
0,01

£1'01,1'98) = £(1,2)+df (1,2)(0'01,-0'02) = R
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2.- Calcula las funciones derivadas parciales de primer orden de las siguientes funcio-

nes:

D S(ny)=sen((x-p)e’).

i)  f(x,y)=e" cosy+y*Iny.
i) fle,py)=3x +y".

iv)  z=f(x+3,y-2)g(xp?), siendo feC'(R*) y geC'(R).

Solucidn:
Un célculo con las reglas de la derivacion se obtiene:
i) f(xy)=sin((x-y)e")

L 1,) = (& + (6= D) os((x-1)e")

Zl(x, y)=—e"cos((x - y)e")
i

i) f(x,y)=¢" cosy+y*Iny

g(x, y)= 2xe” COS y
ox

A

—(x,y) — " siny+2ylny+y
oy

i) f(x,y)=3x"+y’°

0 x?
al(x,y)=ﬁ
x V(X +)7)

of y’

V) z=f(x+3,y-2)g(x°),feC' (R’ y geC'(R).

%(x,y) = fi(x+3,y-2)g(x*)+ f(x+3,y-2)g'(xp*)y’

-103-



2—;(36, y)=fo(x+3,y-2)g(xy*)+ f(x+3,y-2)g (xy*)2xy

3.- Sea F(x,y)=xy"+ f(x*—y*,xy), donde feC'(R?). Se sabe que f es una funcion

homogénea de grado 2 y que f{0,1)=1, £1(0,1)=0y £2(0,1)=2.

1)  (Es Fhomogénea?, ;de qué grado?

i1) Calcula F(2,2) y F2(2,2).

iii) Sea G(x,y)=F(x,y)-k. {Para qué valores de k define la ecuacion G(x,y)=0 a y como

funcion implicita de x, y =¢@(x), en torno al punto (1,1)? Para esos valores de &k

calcula ¢'(1).

Solucidn:

Notar que Dom F es R?, que un cono.

) Fl)=t'x’+ [ =0y, Cap) =t +£ f (3 =y, ) =

=t'F(x,y), por tanto, ' es homogenea de grado 4.

i)  F(2,2)=16+£0,4) y como f es homogenea de grado 2, {0,4)=4°A(0,1)=16; se obti-
ene, F(2,2)=32.

Fy(x,p) =3xy" =2y (x* = y*,x0) + xf, (X" = %, xp)
F,(2,2)=24—4£(0,4)+2£,(0,4)

Como f; y f> son homogeneas de grado 1:

/1(0,4)=411(0,1)=0
/2(0,4)=41>(0,1)=8

con lo cual F,(2,2)=24-4f,(0,4)+2£,(0,4)=40
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iii) Apliquemos el teorema de la funcién implicita a la funciéon G(x,y) en torno al
punto (1,1):
1- G(1,1)=F(1,1)-k=1+f0,1)-k=2-k=0 = k=2.
2- G(x,y)=F(x,y)-2 es continua en un entorno del punto (1,1):

Al ser feC'(R?), que quiere decir que f posee derivadas parciales continuas en el plano,
entonces f diferenciable en todo R*. Y por tanto continua en R*. Como G es suma, pro-

ducto y composiciéon de funciones continuas en el plano, G es continua en todo R?, en

particular en cualquier entorno del punto (1,1).

3- G,(x,y)=F(x,y)=3xy" =2yf,(x* = y*,xp) + xf, (x> —y*,xy) es continua en

un entorno del punto (1,1):

fi(x,y) v f2(x,y) son continuas en R* porque feC'(R?). Argumentando como antes, se

demuestra que es continua en cualquier entorno de (1,1).
4- G,(,)=F 1,1 = (1/2)°F5(2,2)-5#0 (F»es homogenea de grado 3).

Por lo tanto podemos asegurar que para k-2, la ecuacion G(x,y) =0 define a la variable y

como funcidn implicita de x en torno al punto (1,1), (hagamos y = ¢(x) ) , con lo cual se

tiene:

o G@Gh 3
o= G,(Ll) 5

G (x,y)=y"+ £,(x* =y, xp)2x+ f,(x* =y, xp)y
G, (L) =1+2/(0,1)+ £,(0,1) =3
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4.- Sean el conjunto A={(x,y)eR’/x’<y,x-y>-2} 'y la funcién

SOy =(x=D"+y.
1)  Calcula los extremos locales de f'en 4.

i1) Calcula los extremos globales de f'en 4.

Solucion:

Notar que se verifican las hipotesis de los teoremas que proporcionan las condiciones

necesarias y suficientes para el calculo de los extremos locales de f en A. De hecho

feC'(R?). En el interior de A no hay extremos, como puede verse en el dibujo o usando

las condiciones necesarias:

fi(x,y)=2x-2=0
fr(x,y)=1#0

(no se obtienen puntos que anulen ambas derivadas parciales).
Busquemos los extremos en la frontera de A:
En el tramo paréabolico (g1(x,y)=x’—y € C}(R?)):
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L(x,y,A)=(x=1)*+y+Ax*—y)
L(x,y,A)=2x-2+2Ax=0 -
£y(x,y,/1)=l—i:0 (E,Zj,izl.
E/l(x,y,/i)zx2 -y=0

En el segmento (g2(x,y)=x—y+2eC*(R?)):

L, y,)=(x=1)+y+A(x—y+2)

L(x,y,A)=2x-24+1=0
L (x,y,4)=1-4=0 (%,%j,ﬂz .
L,(x,y,A)=x-y+2=0

Del estudio de las curvas de nivel, se desprende que:

11 - -
(E’Zj minimo local y los puntos (1,1) y (2,4) son maximos locales de /' en A,

. 12
mientras que (EGJ no es extremo.

iii) Como f es continua y A es un compacto, por el teorema de Wierstrass,

max f(X) y min f(x), existen.
xeA xeAd

. . . 11 .. .
Las curvas de nivel permiten concluir que (E,Z] es minimo global , siendo

11 1 .
f (E’ZJT y los puntos (1,1) y (2,4) son maximos globales porque

AL 1)=A2,4)=5.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. JUNIO DE 2007

1.-Sea f(x,y)= Vr-y”

X'+ y
1) Halla el dominio de la funcién f'y represéntalo. ;Es abierto, cerrado, acotado,
compacto?
i1) Estudia la existencia del limite, continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de

Sfen (0,0) y (2,1).
iii)  Aproxima, si es posible, f{1°98,1°05) por medio de la diferencial de fen (2,1).

Solucion:

) E:{(x,y)eR/x—yzZO,x2+y¢0}

SrE)={(x,y)eR /X’ +y=0, 0<x<1jU{(x,y)eR /x—y* =0}

-
L

E no es cerrado porque no contiene a todos los puntos de fr(E). Tampoco es abierto
porque contiene algunos puntos de la frontera. E no es acotado porque no existe una
bola de radio finito, que contenga a E y por lo tanto tampoco es compacto por no ser

acotado ( o por no ser cerrado).
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i) (0,0)gE, pero es un punto de acumulacion de E. Por lo tanto tiene sentido pregun-

tarse por el limite de f en (0,0). Consideremos ,por ejemplo, la sucesion dentro del

dominio {(l,OJ}&)(O, 0) y estudiemos su imagen:
n

La sucesion imagen no es convergente, por lo tanto no existe el limite de f en (0,0).

Como el punto (0,0) no estd en el domonio de E, f no puede ser continua, derivable o

diferenciable en este punto.
e f es continua en (2,1) por ser composicion y cociente de funciones continuas en el
punto (2,1) ( la cantidad subradical es no negativa y el denomnador no se anula en dicho

punto).

Aplicando las reglas de derivacion, se obtiene ( notar que (2,1) es punto interior de E ):

2

x4y —2XW

fx(x,y)=2“x_y2 p
(x*+)
__3
con f (2,1)= 0
y(x* +y) 2
— e X -y
Sy =—E
(x*+)
6
con fy(2,1)=—z
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Como existen las derivadas parciales de fen (2,1), f es derivable en (2,1).

Argumentando com antes ( propiedades de las funciones continuas), se observa que las
derivadas parciales son continuas en un entorno del punto (2,1), lo que nos permite

afirmar que f es diferenciable en (2,1).

iii) Como f es diferenciable en (2,1), podemos aproximar, f{1°98,1°05) por medio de la

diferencial:

Sxth,y+k)= f(x,y)+df (x, y)(h, k)

£(2-0'02,1+0'05) = £ (2,1) + £.(2,1)(=0'02) + f,(2,1)(0'05)

081105y = L, 0/06_0'3_9'46
5 50 25 50

2.— Calcula las funciones derivadas parciales de primer orden de las siguientes funcio-

nes:

) flny)=+yx-1

i) f(x,y)=sen® [1]
y

iii) £ (x,y)=In31+x>+)°

iv) z=/0*x)g(?), siendo feC (R?) y geC'(R).

Solucidn:

Un calculo con las reglas de la derivacion se obtiene:

) f(x) =4y x-1
fi(x’y)zy—z
2yy*x—1
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X
o, y) ===
yx—1

i) f(x,y)=sin® [fj
y

fi(X, y) = gSil’l {iJ CcoS (ﬁj
Yy y y
fz(xa y)= _2—)26Si1’1 (ﬁj cos (ij
Yy y y

i) f(x,y)=Il+x*+y°
2x
3RA+ x>+ %) 3 2x

%/1+x2+y2 B 3(1+x" +y7)

Si(x, )=

2y

33A+x% + ) 2
fr(x, )= = T
J1+x*+y° 3(1+x"+7)

V) z=/(%x")g(»*), feC'(R) y geC'(R).

z, =2x£,(y*,x)g(y?)

z, =20/(0%,x)g (") + 20/ (07, x)g (")

3.—Sea geC'(R) homogénea de grado 2 donde g(1)#0. Sea la siguiente funcion

f(x,y)= yg(fj—xg (ZJ
y X

1)  (Esfhomogénea?, ;de qué grado?
i1) ¢Define la ecuacion f{x,y)-g(x)+g(y)=0 a la variable y como funcién implicita de x,

y=¢(x), en torno al punto (1,1)? Calcula ¢'(1).

-111-



Solucién:

Notar que Dom f, es un cono.

Si >0 se tiene

ly tx y X
ol 2o
y X

por tanto, / es homogenea de grado 1.

Hagamos H(x,y)=f(x,y)—g(x)+2(v)=yg (ij -Xxg ( Y ) —-g(x)+g(y). Apliquemos el
y

X

teorema de la funcion implicita a la funcion H(x,y) en torno al punto (1,1):
1= H(1,1)=A1,1)—g(1)+g(1)=g(1)-g(1)—g(1)+g(1)=0

2— H(x,y)=f(x,y)—g(x)+g(y) es continua en un entorno del punto(1,1) :

Como geC'(R), H(x.y) es suma, producto y composicion de funciones continuas

entorno al punto (1,1). Por propiedades de las funciones continuas, H(x,y) es conti-

nua en un entorno del punto(1,1)

3— H,(x,y) es continua en un entorno de (1,1).:

H,(x,y)= g(ij—ig'(ﬁ)—g'(ljjtg'(y) y como geC'(R) ( g'(x) es continua
Y,y y X

en R), argumentando como antes deducimos que H»(x,y) es continua en un entorno

de (1,1).

4= H,1LD)=g)-g'D-g'M+g'H=g)-g'1).
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g es homogénea de grado 2, por el teorema de Euler, se desprende que :

l-g')=2-g(1)

y por tanto, H,(1,1)=-g(1)#0.

Con lo cual, la ecuacion H(x,y)=f(x,y)—g(x)+g(y)=0 define a la variable y como

funcién imlicita de x en torno al punto (y =@(x)) .

De donde, ¢'(1) =— ]I:]Il ((1’ i)) =— _‘2(3) =1

Hl(x,y)=g'(£j—g(1]+lg'(zj—g'(x)
y x) x b

H(@LD=g'D-gD+g'DH-g'DH)=g'D-g)=g0).

4.— Sean el conjunto 4 ={(x,y)eR*/x+y>1,x"+y* <1} ylafuncion f(x,y)=xp".
1)  Calcula los extremos locales de f'en A4.

i1) Calcula los extremos globales de fen A.

Solucidn:
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i) Notar que se verifican las hipodtesis de los teoremas que proporcionan las condicio-

nes necesarias y suficientes para el calculo de los extremos locales de fen A. De

hecho fe CA(R?).

Extremos en Int(A):

fHxy)=y"=0

fo(x )’)=2xy:0}:>(x’0)€‘4:>(1’0)-

El tnico punto de la forma (x,0) en A es (1,0), pero no esta en el interior de A. Por

lo tanto, nohay extremos locales de f relativo a Int(A).

Extremos en fr(A) ( relativo a fr(A) ):

En el trozo de arco, sobre la circunferencia g;(x,y)=x*+"—1=0:

L(x,y,A)= xy2 + ﬂb(x2 + y2 —-1)

L(x,y,A)=y"+2Ax=0
L,(x,y,A)=2xy+24y =0, (1,0) e 4, (-1,0) ¢ 4, (%’\/g]efl,
L,(x,y,A)=x"+y"=1=0

(%,_\Ejg 4, [_%,\Ejm cta [—%—\E] ¢ A

En el segmento sobre la recta g>(x,y)=x+y—1=0

L(x,y,A)= xy2 +A(x+y-1)

£x(x,y,/1)=y2+/1=0 -
[,y(x,y,/i)=2xy+/1:0 (E,EJEA,(I,O)EA.
L (x,y,A)=x+y—-1=0
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Quedandonos sdlo con los puntos que estan en A y utilizando las curvas de nivel,

podemos concluir que :

Los puntos (1,0) y (0,1) son minimos locales relativos a fr(A) y a A.

(%,%) es maximo local relativo a fr(A) pero no a A.

L, \/Z .es maximo local relativo a fr(A) y a A.
V3'N3

ii) f es una funcion continua en el compacto A. Por ¢l teorema de Wierstrass existen los

extremos globales de fen A:

De las curvas de nivel se desprende que los puntos (1,0) y (0,1) son minimos globales

. 1|2 1 2] 243
de f (f{(1,0)=f(0,1)=0) y un maximo global en —,\/: con —,\/: =—
(1.0)=A0,1)=0) y : [ﬁ J /(ﬁ J 5
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1.-

i)

EXAMEN DE MATEMATICAS II
LADE. FEBRERO DE 2008
Sea f(x, y):—“xfz__yl.

Hallar y representar el dominio D de la funcion. (Es D abierto, cerrado, acotado,

compacto?

1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de f

en (2,0). Hallar £,(2,0).

ii1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de f

en (2,4).

iv) Sea f(x,y)=+/4x>+5y" . (Es fderivable en (0,0)?

Solucidn:

i)

D={(x,y)eR*/x*>1, x> # y}.

fr(D)={(x,y)eR*/|x|21 A x* =y} U{(x,0)eR*/x==%1}

D esta formado por los puntos de que hacen la cantidad subradical no negativa y
que no anulan el denominador.

El dominio de f no es un conjunto abierto porque contiene puntos de la frontera, no
es cerrado porque algunos puntos de la frntera no portenecen al conjunto, no es aco-
tado porque no existe una bola de radio finito que lo contenga, y no es compacto

porque no es cerrado ni acotado.

e

4
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i) Notese que f es continua en (2,0) , por ser cociente de funciones continuas, en un

punto donde el denominador no se anula y la cantidad subradical es no negativa.

Notar que (2,0)eint(D). Un cdlculo con las reglas de derivacion nos permite obte-

ner:

MEZD) g
= A B

(x* —y)?

[ y)= AN

(x" =)

Ambas derivadas parciales existen en el punto (2,0). Por lo tanto f es derivable en
(2,0).

Las derivadas parciales son funciones continuas en un entorno del punto (2,0), por
ser suma, producto, composicién y cociente de funciones continuas, no se anulan
denominadores, ni las cantidades subradicales envueltas son negativas en (2,0). Esto
nos permite asegurar que f es diferenciable en (2,0) y por tanto continua en (2,0), lo

cual implica la existencia del limite en (2,0):

lim f(x,y)=f(2,0)=£

(x.9)->(2.0) 4

y setiene, f(2,0)= %

i) (2,4)¢D, pero es punto de acumulacion del dominio, por lo tanto, tiene sentido

preguntarse por el limite de f en (2,4). Consideremos, por ejemplo, la sucesion

{(2, 4 —lJ} — (2,4) y calculemos su imagen :
R neN

{f(zaé"_lj} = Ll :{\/gn}neN&)oo
" nen | 444~
nJ neN
La sucesioén imagen es no convergente y por lo tanto el limite de f en (2,4) no exis-

te.
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Al no estar el punto (2,4) en el dominio, la funcién no es continua , ni derivable, ni

diferenciable.

Iv) Al tratar de calcular las derivadas parciales de f aplicando las reglas del calculo di-
ferencial, vemos que es imposible sustituir el punto (0,0) para evaluar las derivadas.
Por lo tanto, esto nos dice que debemos derivar por la definicion. Notar que el pun-

to (0,0) es punto interior del dominio de f.
of 3 4x

—(xy) =
ox J4x? +5y7

y es imposible sustituir el punto (0,0).

Recurriendo a la definicidn se tiene:

2/
h>0,lm—=2
h

_ F o "
¥ (0,0)= tim L0 SO0 _ i oI _ . 20| |77 ,
ox h—>0 h -0 h h—0 | |
h<0,lim = = -2

lo que nos dice que el limite no existe y que f no es derivable en (0,0).

Similarmente para otra derivada parcial se tiene:

V5|
h 1 — =
8f(00)_1 fO.N=f0.0) . J BRCILI et vs
haO h M:_\/g
h

h <0, lim
h—0

h—0 h h—0

2.— Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

senxy

1) z= =
Cos y
i) z=In(x/y).

2
i) z=e"®" +2yg ("—j ,siendo f,geC'(R).
y

iv) z=f(xy*,h(x*)), siendo feC'(R*), heC'(R).

Solucidn:

Aplicando las reglas de la derivacion se obtiene:
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) oz sin xy

=
cosy

0z _ ycosxy

ox cosy’

0z _ xcosxycosy’ +2ysin y’sinxy

5 cos’ y°

i) z=In(x/y).

e 1
ox x

oz _ 1
ay 2y

2
X

iii) z=exf(2y)+2yg( J,f,geCI(R)
y

Oz x°

2
—=f(2y)e’ +4xg ( ]
ox y

2 2 2
%:2fo(2y)exf(2y)+2g(x_j_2x gv(x_j
y y) ¥

iv) z=f(x%h(xY), F eC(R?), heC'(R)
d

ai =" /10 h(x*) + 2x0'(x) f (0 h(x))

oz
P 2xyf, (xy*, h(x*))
Y

2
X

3.- Sea F(x,y)zxy2+g[ ], donde geC'(R) es homogénea de grado 3 vy
y

g)=-1, g')=-3.
i) ¢Es F homogénea?, ;de qué grado?
1) Calcular F(1,1)y F(2,2).
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v) (Define la ecuacion F(x,y)=0 una funcion implicita y = ¢(x) en torno al punto
(1,1)? En caso afirmativo, calcular ¢'(1).
Solucion:

Notar que Dom F es un cono.

. . £*x° 2
i) Sir>0, entonces F(tx,ty) =txy° + g{ Z;C ] =rxy’+tg {x—j =£F(x,y)
y

con lo cual ¥ es homogénea de grado 3.
i) FO,1)=1+g(1)=0 y como F es homogenea, F(2,2)=0 tambien

iii) Aplicamos el teorema de la funcion implicita en torno al punto (1,1):
1- F(1,1)=0.
2—- FeC'(B(L,1):
Computando las derivadas parciales y por aplicar propiedades de las funciones con-
tinuas, es facil ver que las derivadas parciales de F son funciones continuas en un
entorno del punto (1,1), en particular en una bola del punto (1,1). Esto quiere decir

que F e C'(B(L1))

2 2
3- 8—F(x,y) = 2xy—x—2g'(x—j y a—F(l,l) =2-g'(1)=5=0.

y y y oy
Por lo tanto, la ecuacion F{(x,y)=0 define a la variable y como funcién implicita de

x en torno al punto (1,1) . Haciendo y = ¢(x), obtiene:

o'(l)= —% =1 donde hemos calculado F{(1,1) aplicando el teorema de Euler:
LA

3FALD)=F L)+ F0D)= F1,1)=-F11)=-5.
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4.-Sea f(x,y)=xy".Si A={(x,y)eR* /X" +y* <1, y* +2x =1},
1) Hallar los extremos locales de f'en 4.

1) Hallar los extremos globales de f'en A.

Solucidn:

(1/74,-1/

Notar que se verifican las hipotesis de los teoremas que proporcionan las condiciones

necesarias y suficientes para el calculo de los extremos locales de f en A. De hecho

feC(RY)

i) Extremos en Int(A):

fl(x,y)=y2=0}:y:0
£ y) =23y =0

Por tanto los puntos de la forma (x,0) que pertenecen al segmento que une a los
puntos (1/2,0) y (1,0) son candidatos a extremos locales relativos a Int(A) .

El hessiano no nos da informacién en dichos puntos, pues:

Ju(sy)  fi(x,p)
Su(xy)  fn(x,y)

0 2y
2y 2x

2

|H , (x, )| =
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se anula en los puntos de la forma (x,0) ,

H ,(x, y)‘ =0. Pero utilizando las curvas

de nivel, vemos que son puntos de minimo local y global.

Extremos en fr(A) ( relativos a fr(A) ):

e En el trozo de arco sobre la circunferencia g(x, y) = x>+ y* —1=0:
La funcion Lagrangiana es:
L(x,y,A)=xy" + Ax>+y* =1)
L (x,y,A)=y"+2Ax=0
L,(x,y,A)=2xy+24y=0;=2y(x+1)=0

{y:O:x:il
L. (x,y,A)=x"+y"-1=0

x=-4

De x =—A , sustituyendo en la primera ecuacion, se obtiene y* —2x° =0, que nos
conduce al sistema:
2 2 _
x); +—y22x_ 1_:00} =>x= i% =>y==
Resolviendo el sistema anterior, se obtienen los puntos:
(1,0)e4
(-1,0)¢4

ot

3

-

5SS
.

m
A

Sls &l

G- &l
St
:

-

Sl B

-

ol N~
R
s

e Extremos sobre el trozo parabolico g(x, y) = y* +2x—1=0

La funcién Lagrangiana es:

L(x,y, )= xy2 + /l(y2 +2x-1)
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L.(x,y,A)=y"+24=0
L,(x,y,A)=2xy+24y=0,=2y(x+1)=0

{y=0:>x:1/2
L. (x,y,A)=y"+2x-1=0

x=-1

De x =—A , sustituyendo en la primera ecuacion se obtiene y* —2x =0, que nos
lleva al sistema:

Y =2x=0

5 :>x=l:>y:iL
y +2x-1=0 4 2

Resolviendo el sistema anterior, se obtienen los puntos:

(l,OjeA
2

1 1
—,——=|e 4
[4 V2 j
Un estudio de las curvas de nivel nos permite concluir que:

(1/2,0) y (1,0) son minimos locales relativos a la fronteray a A

(0,1) y (0,—1) son minimos relativos a la frontera y a A.

( ! \/5] y ( ! \/5] son maximos locales relativos a la fronteray a A

5E)NETE

1 1 1 1 . .
—,—= 1| y | —,——=| son maximos relativos a la frontera, perono a A
(4 V2 j (4 V2 j

Los puntos de la forma (x,0) que pertenecen al segmento que une a los puntos (1/2,0) y

(1,0) son minimo locales de fen A.

ii) A es un conjunto compacto y f es continua en A. Por el teorema de Wierstarss exis-

ten los extremos globales, max f(x) eta min f(x)
xed xed

De nuevo, haciendo uso de las curvas de nivel, se tiene que:

1 2 1 2
| —=,—= —,——— | son maximos globales de fen A.
[@ fs} y(ﬁ @J :
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Todos los puntos de la forma (x,0) que pertenecen al segmento que une a los puntos

(1/2,0) y (1,0), incluido los extremos son minimos globlales de f en A.
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EXAMEN DE MATEMATICAS Il
LADE. JUNIO DE 2008

5"

1.-Sea f(x,) =2—Vy2_x

1) Hallar y representar el dominio D de la funcion. (Es D abierto, cerrado, acota-

do, compacto?

1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de
f en (1,1). Hallar, si existen, £, (1,1) y £, (L1).

1i1) Estudiar la diferenciabilidad, derivabilidad, continuidad y existencia de limite de

f en (0,4). Hallar, si existen, f,(0,4) y f,(0,4).

iv)  Aproximar, si es posible, el valor de f(0'02,3'99).

Solucidn:

i) El dominio es el conjunto D = {(x,y) eR* : X<y, x’+y° = 2} que se representa

en la figura.

El interior es:
Int(D) = {(x,y) eR* X’ <y, X +y* # 2}.
La frontera es:

Fr(D)z{(x,y)e]R2 s x’ =y}u{(x,y)e]R2 xXT <y, X+ :2}.
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El conjunto no es abierto porque hay puntos de su frontera que pertenecen al conjunto
(los de la parabola). Ni es cerrado porque hay puntos de su frontera que no pertenecen al
conjunto (en el gréafico los de la parte superior de la circunferencia).

Tampoco es acotado porque no se puede incluir en ninguna bola centrada en el origen.

Ni es compacto porque deberia ser cerrado y acotado simultaneamente.

i) El punto(1,1) ¢ D, luego no existe f(1,1). Y por lo tanto f no es continua y tam-
poco derivable (luego no existen f, (1,1) ni £, (1,1)), ni diferenciable en ese punto.

Como (1,1) € Fr(D) examinamos si existe el limite de / en (1,1).
La sucesion {(1 1+— ! j} — (1,1). Ademas (1,1 +lj € D para cada n y se cumple
n
/ + ——1 \/7
(1 1+ j

__( jz 1.2 \/—(12n)

2
n n n

Como este limite no es finito, entonces no existe el limite de fen (1,1).

iii) El punto (0,4) € Int(D), donde la funcion es continua (respectivamente derivable y

diferenciable) ya que:

— las funciones y-x° y 2—x”—° son polinomios luego funciones continuas (resp. de-
rivables y diferenciables),

— la funcioén raiz cuadrada es continua (resp. derivable y diferenciable) en puntos en los
que el radicando es positivo,

— el cociente de funciones continuas (resp. derivables y diferenciables) es una funcion
continua (resp. derivable y diferenciable) siempre que el denominador no se anula.

Ademas

lim £ (x.)=f(0, 4)——=—§.

(x,y)—(0.4)
Las derivadas parciales son
2x(2-x* -y’
( Y ) +2xy—x
2y —x*
(2-27-0)

S, p)= , luego £.(0,4)=0.
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(2-2-y") —
+ 24y —Xx
fry) =22

(2-27-0)

, luego f,(0,4) = 2%92 .

Iv) Al ser la funcion f* diferenciable en (0,4) se puede calcular el valor aproximado de

£(0'02,3'99) mediante la diferencial

f(xo +h,y0 +k)_f(x05yo);fx(xwyo)'h—i'fy(xo’yo)'k .
En este caso

£(0'02,3'99) = £.(0,4)-0'02+ £, (0,4)-(~0'01)+ £ (0,4)
25 1 225

=0-0'02+——-(-0'01)—= = ———.
392 7 1568

2.- Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

2
X

1) z= o
ycosx

1) z=In\x+2y.

iii) z=(x—2y)e”

iv) z= f( AN 1]+g(x—_x2j,siendofecl(]R2),geC"(R).
[

Solucidn:

i) z= 2

o
ycosx

0z _ 2xycosx +2x° ysenx zx(COSX +x’ sen x )

ox y* cos” x* cos’ x
Oz x’
oy  y'cosx’

i) z=In\x+2y.
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i)

1
_(2 x+2yJ_ 1

oz
ox JX+2y _2(x+2y)'
2
0z _ x+2y ) 1
oy JX+2y x+2y
iii) z=(x-2y)e"
%—exy -i-yz(x—2y)e"‘2 =e” (1+xy2—2y3).
ox
% _ 2e" +2xy(x—2y)e"y2:2e“ (-1+x2y—2xy2).
y
: -y 2 -2 . (2 1
iv)  z=f|—=.{»’-1|+g| == siendo [ eC'(R’), geC'(R).
. ,
0z 2(I-y 1- —x+3) [(x-2
_{ (1- )H L 22 e (22
ox X X e e
0z 1 1- 1-
({527 o)
oy X X \/yz—l X
xp, ¥ —x°
3.-Sea g(x,y) = M, siendo f eC'(R*) homogénea de grado 3.
X

(Es g homogénea?, ;de qué grado?
ii) Si f(1,0)=0y £,(1,0)=0, ;define la ecuacion g(x,y)=0 ala variable y como
funcién implicita de x, y =¢(x), en torno al punto (1,1) ? En caso afirmativo, cal-

cular ¢'(1).

Solucién:

i) Para comprobar si g es homogénea hay que calcular g (tx, ty) :
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f(tx Sy, 17y — tzxz)

g(tx,ty) = "
f(tzxy’tz(yz_xz))
- Ix
2 3f P —x 5
S ) i),

Por tanto g es homogénea de grado 5 (la segunda igualdad es consecuencia de que f

es homogénea de grado 3).

i) Se comprueban las condiciones del Teorema de la funcion implicita.

1. El punto cumple la igualdad g|(x, y) =0. En efecto

g(1,1)=@=0,

2. La funcién g es de clase C' (B(l,l)) .Ya que g es un cociente cuyo numera-
dor y denominador son de clase C', y ademas el denominador no se anula.

3. Queda por comprobar si g, (1,1) # 0. Obsérvese que

x-fl(xy, y —x2)+2y-f2(xy, y —xz)

X

g, (x,y)=

Luego g, (11)=£(1,0)+2/,(1,0).
Ahora bien se sabe que f, (1,0) =0, asi que solo resta por hallar f (1,0). Para
ello se aplica el Teorema de Euler. Por hipétesis f(1,0)=0, y como f es

homogénea de grado 3, se cumple:
1 11,0)+0- £,(1,0) =3- £(1,0), luego f;(1,0)=0.

Se puede concluir
2 (L1)=£,(1,0)+2£,(1,0) =20,
y por tanto asegurar que g(x,y)=0 define a la variable y como funcion impli-

citade x, y=¢(x), en torno al punto (1,1).

_&lLD

La derivada de esta funcion implicita es ¢'(1) = .
gz (1’ 1)
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Ya se ha probado que g, (1,1) =2, Para determinar g, (1,1) se aplica el Teorema
de Euler a la funcion g que es homogénea de grado 5.
Sg(lal) =1g1(1a1)+1g2(1’1) >

luego, 0=g,(1,1)+2, y se deduce que g,(1,1)=-2. Finalmente se concluye

&b,

'1 —
P =

4.- Sea f(x,y)=x2+(y—1)2 junto con A={(x,y)eR2 xT <y, x—yZ—Z}.

1) Hallar los extremos locales de f en A.

i1) Hallar los extremos globales de f en 4.

Solucion:
El conjunto A4 es la zona sombreada de la figura; A4 es compacto y la funcion f es
continua en A, luego se puede asegurar que existen los extremos globales de f en 4.

Las curvas de nivel son circunferencias de centro (0, 1) .

y

(0,0 i
/— y=2 )

Examinamos el interior y la frontera del conjunto A4 .
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A) Interior de 4.

— Condiciones necesarias: Se deben anular las derivadas parciales.

fl(x,y):2x:O
f2(x,y)=2y—2:0

Se obtiene el punto (0,1) que, en efecto, estd en Int(A4).

,dedonde x=0, y=1.

— Condiciones suficientes: Se examina el signo de f;, (x, y) y del hessiano
fi(xr)=2, fo(xy)=0, fo(xy)=2,

fn(xsy) Jiz (x,y)
S (x’y) S (x=y)

Como f;,(x,y)=2>0y ‘Hf (0,1)‘ =4>0, el punto (0,1) es un minimo local de f en

‘Hf (091)‘ =

0 2

20
—‘ ‘:4>0

A.
B) Frontera de 4.

Hay que examinar dos tramos: el correspondiente a la recta x—y =-2 y el de la para-
bola y =x*, y ademas los puntos de corte de estos tramos que son (-1,1) y (2,4).
B1. Tramo de larecta x—y =-2.
La funcioén lagrangiana es
L(x,y,A)=x +(y—1)2 +A(x-y+2).
Las condiciones de primer orden son
L(x,y,A)=2x+1=0
L, (x,y,/i) =2y-2-1=0
L, (x,y,/l)zx—y+2:0
De las dos primeras ecuaciones obtenemos A =-2x=2y—2, 0 sea 2x+2y=2. Junto

con la tercera ecuacion se forma el sistema

2x+2y=2
x-y=-2 |

cuya solucion es x =—1/2, y=3/2; el multiplicador asociadoes 4 =1.

Luego se ha obtenido un candidato en este tramo, el punto (—%, % ) . En el gréfico se

observa que este punto es un minimo local relativo a la frontera de 4, pero no lo es rela-

tivo a 4.

B2. Tramo de la parabola y = x>.
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La funcion lagrangiana es
£(x,y,/1)=x2 +(y—1)2 +ﬂu(x2 —y).
Las condiciones de primer orden son:
L (x,y,/l):2x+2/1x=0
Ey (x,y,/i):Zy—Z—/I:O
ﬁl(x,y,/i):xz—y:O
De la primera ecuacion obtenemos 2x(1+4)=0, luego x=0 6 1 =-1.

Si x =0, por la tercera ecuacion se tiene y =0;y de la segunda el multiplicador asocia-

does A=-2.
Si A =-1, por la segunda ecuacion se tiene y=1/2;y por la tercera x = +1/+/2.

En definitiva en el tramo de la parabola se han obtenido tres puntos: (0,0),

(%/5,%), y (—%/5,%) En el grafico se advierte que el punto (0,0) es un

maximo local relativo al conjunto 4, mientras que los otros dos puntos son minimos re-
lativos a la frontera, pero no al conjunto.

Finalmente hay que considerar los puntos de corte. Se observa que los dos puntos
(—1,1) y (2,4) son maximos locales.
En cuanto a los extremos globales es facil comprobar por el grafico que el maximo glo-

bal se alcanza en el punto (2,4), y el minimo global en el punto (0,1).
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. FEBRERO DE 2009

N

1.-Sea f(x,y)=e>".

a) Hallar y representar el domino D de la funcion. (Es D abierto, cerrado, acotado o

compacto?

b) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f* en (0,0).

c¢) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (2, 1) .

a) El dominio es la zona sombreada de la
figura
D:{()c,y)e]R2 txy >0, 2x—y¢0}

Este conjunto no es abierto porque contie- /

ne puntos de su frontera (los puntos de los
0

ejes excepto el origen).
Tampoco es cerrado porque no contiene a
todos los puntos de su frontera (los de la

recta 2x—y=0).

Tampoco es acotado porque no se puede incluir en ninguna bola. Ni es compacto por-

que para ello deberia ser cerrado y acotado.

b) El punto (0,0) ¢ D, luego f no es continua en este punto, luego tampoco es diferen-

ciable.

Vo
Sin embargo (0,0) € Fr(D) luego podria existir el limite. Como e ° es una indetermi-

nacion, la resolvemos tomando sucesiones
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{(1,0} - (0,0) , y ademas (l,OJ € D para cada n. Se cumple
n neN n

f(l,Oj:eozl—H.
n
11 o (11
-, — —(0,0), y ademas | —,— | € D para cada n. Se cumple
nnj nn
[
f{—,—j:e e e
nn

Como los resultados son diferentes (1 e ), no existe el limite de f'en (O, 0) .

¢) En un entorno de (2,1) es una funcidn exponencial, cuyo exponente es un cociente

de funciones continuas (resp. diferenciables) en ese punto y en las que el denominador

no se anula, luego la funcién original es continua (resp. diferenciable) en este punto.

El limite en el punto (2,1) existe por ser funa funcion continua y es:

v
lim f(x,y)= lim e*” =¢?.

(x,)>(2.) (x,3)—>(2.D)

3

3
2.- Sea g(x,y)= h(2xy—y2,)§ Ty J, donde & e CI(RQ) es una funcién homogénea

de grado 2.
a) ;Es g homogénea?, ;de qué grado?
b) Existe algun valor para h(l,l) , de manera que la ecuacion g(x,y)—x’—y* =0 defi-

na una funcion implicita en un entorno del punto (1,1)? En caso afirmativo, calcula

p').

Solucion:

a) Se calcula g(#x,ty) para comprobar si g es una funcion homogénea.
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g(tty) = h(zmy—(ty)iwj _ h(tz (-, S+ 3)j

3ty —tx " 13y—x)
3 3 3 3

=h| 2@ =y T | = () | 20 =07 S | = ).
3y—x 3y—

Luego g es una funciéon homogénea de grado 4 (la cuarta igualdad se cumple porque 4

es homogénea de grado 2).

b) Aplicamos ¢l Teorema de la funcion implicita al punto (1,1) y la ecuacion

3

3
F(x,y)=g(x,y)—x> =y’ =h(2xy—y2,§ Rl J—xz—yz =0
y—x

1. El punto (1,1) debe cumplir la ecuacion, luego
F(1,1)=h(1,1)-1=1=0 o equivalentemente  /(1,1)=2.
2. La funcion F debe ser de clase C'. Es cierto porque /4 es una funcion de clase

C', luego F es diferencia de funciones de clase C' .

3. Debe ocurrir que F,(x,y)#0.

x3+ 3
Fy(x,y) =h(2xy—y2,3 yj-(2x—2y>+

3 3 2 3 3
| 2=y, +y | 3y -By—x) ()2 +)7) 3_2y_
3y-x By-x)

Sustituyendo se tiene que F,(L,1)=A(L1)-0+Ah,(L,1)-0-2=-2=0.
Luego podemos concluir que si 4(1,1) =2, entonces la ecuacioén define una fun-

cion implicita y = @(x) en un entorno del punto (1,1).

F (L1
Calculamos ¢'(1) = —— ( ) . Como F,(1,1)=-2, s6lo resta calcular F;(1,1).

F(L1)

3 3
F(x,y) =h1(2xy—y2,§l]-2y+

y—x

3 3 2 N (43 3y
3y—x (By—x)

Sustituyendo se obtiene

F(LY)=h(L1)-2+h (1L1)-2-2=2(h (L1)+h, (1,1))-2.
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Ahora bien por el Teorema de Euler se cumple 4, (1,1)+4,(1,1)=2h(1,1)=4. Se

deduce entonces F;(1,1)=6.Y como consecuencia ¢'(1) =3.

3.- Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

i) z=In2xy+y>.

x3 2
il) z=sin |
2x+1

iii) z=)f(x-y,3x),donde feC'(R?).

iv) z:f(x3+2y,g(x2y)),d0nde [eC'(R), geC'(R).

Solucion:

i) z=Ing2xy+)’.
0z 1 1 2\ 4/5 2y 2
— = (2xy+ 2y = = :
X (2xy+y° 5( g y) g 5(2xy+y2) 10x+5y

0z 1 1 2\ 45 2x+2y
—=——(2xy+y 2x+2y)=——"—.
3 2xy+y? 5( ) ( ) 5Q2xy + %)

3.2
i) z=sin| —2—|.
2x+1

2.2 3.2 3.2
0z _3xy (2x+1)-2xy cos(xy J

ox (2x+1)° 2x+1
3 3.2

%: 2 cos| —2— |.

oy 2x+1 2x+1

iii) z=y’f(x-,3x), donde feCl(Rz).

%zyz (fl (x_y’3x)+3f2 (x—y,SX)).
0z B o B
5—2yf(x y,3x) y fl(x y,3x).
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iv) z=f(x3+2y,g(x2y)),donde [eC(R?), geC'(R).

X +2y,g(x2y))—i—2xyg'(x2y)f2()c3 +2y,g(x2y)).

4.- Calcula los extremos locales y globales de la funcion f(x,y) = xy, relativamente al

conjunto A:{(x,y)eR2 :x2+yS6,x+y20}.

Solucion:
El recinto y las curvas de nivel de la funcién se representan en el grafico.
Las curvas de nivel son las hipérbolas xy = K, donde K varia. La curva de nivel 0 esta

formada por los ejes. Si K es positivo son las hipérbolas del primer y tercer cuadrantes,

y si K es negativo son las hipérbolas del segundo y cuarto cuadrantes.

. Y

0 T

y=16—z°

El conjunto es cerrado y acotado, luego compacto y la funcidén continua. Por tanto se
puede asegurar la existencia de extremos globales de la funcion.

Comprobamos separadamente el interior y la frontera del conjunto 4.
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A) Interior de 4.

— Condiciones necesarias: Se deben anular las derivadas parciales.

fl(x,y):yzo
fz(x,y):x:O

Se obtiene el punto (0,0) que no esta en Int(A4). Luego en el interior no hay extremos.

,de donde x=0, y=0.

B) Frontera de A.
Hay que examinar dos tramos: el correspondiente a la recta x+y =0 y el de la parabola
y=6-x",y ademas los puntos de corte de estos tramos que son los que resuelven el

sistema

x+y=0
X y= 6} ’
es decir los puntos (-2,2) y (3,-3)
B1. Tramo de la recta x+y =0.
La funcion lagrangiana es
E(x,y,/l) = xy+/1(x+y) .
Las condiciones de primer orden son

L'x(x,y,ﬂ):y+/1=0
Ey(x,y,/l):x+/1=0
Ei(x,y,ﬂ):x+y20

Resolviendo este sistema se obtiene x =0, y =0; y el multiplicador asociado es 4 =0.
El tinico candidato en este tramo es el punto (0, 0) , pero en el grafico se observa que es-
te punto no es un extremo (ni maximo ni minimo) local.
B2. Tramo de la pardbola y =6—x7.
La funcion lagrangiana es

E(x,y,/l) = xy—Hl(x2 +y—6).
Las condiciones de primer orden son:

£x(x,y,/1):y+2/1x:0
Ey(x,y,ﬂ)=x+/1:0
Ei(x,y,/l)zx2+y—6:0
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De la segunda ecuacion obtenemos A =-—x; sustituyendo en la primera se llega a

y =2x>.Y sustituyendo en la tercera x = +4/2 . Entonces y=4,y A= 2.

Se han obtenido dos candidatos (\/5,4) y (—JE,4). En el grafico se observa que
(\/5,4) es un maximo local y (—\/5,4) es un minimo local.

Finalmente hay que considerar los puntos de corte: (—2,2) y (3,—3) . De nuevo el gra-
fico nos informa de que el punto (—2,2) no es extremo local, y en cambio el punto
(3,-3) es un minimo local

En cuanto a los extremos globales el maximo global se alcanza en el punto (\/5,4), y el

minimo global en el punto (3, —3) .
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. JUNIO DE 2009

-1
1.-Sea f(x,y)==

wx

a) Hallar y representar el domino D de la funcion. § Es D abierto, cerrado acotado o

compacto?

b) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (l, 0) .
¢) Estudiar la continuidad, existencia de limite y diferenciabilidad de f en (2, 1) .
d) Calcular el valor aproximado de f (1.98,1.03) a través de la diferencial de f en el

punto (2,1).

Solucion:

a) El dominio es la zona sombreada de la

figura
D:{()c,y)e]R2 :x>O,y¢0}

Este conjunto no es abierto porque contiene

puntos de su frontera (los puntos del eje 0 4
OY, menos el origen). Tampoco es cerrado

porque no contiene a todos los puntos de su

frontera (los del semieje positivo OX).
Tampoco es acotado porque no se puede incluir en ninguna bola. Ni es compacto por-
que deberia ser cerrado y acotado.

b) El punto (1,0) ¢ D, luego f no es continua en este punto, y tampoco diferenciable.
Sin embargo (1,0) € Fr(D) luego podria existir el limite. Como % es una indetermina-

ci6n tomamos sucesiones

{(l,l} — (1,0), y ademas {Kl,lj} < D. Se cumple
n neN n
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pea) ) o
{1+

11 [ yn N
{f(HZ’ZJ}nGN _{l/n1/1+1 n}neN _{1/1+1 n}wN -l

Como los resultados son diferentes, 0 # 1, entonces no existe el limite de f'en (1, O) )

2

IS |-
IS |-

} — (1,0) y ademas {1+l,l} c D. Se cumple
neN n-n neN

¢) En un entorno del punto (2,1) la funcién f es un cociente de funciones continuas

(respectivamente diferenciables), y en las que el denominador no se anula, luego la fun-
cion es continua (resp. diferenciable) en (2,1).
El limite en el punto (2,1) existe por ser f una funcion continua y es:

sl 1

lim f(x,y) = lim

()20 o) pfx 27

d) Al ser la funcion f diferenciable en (2,1) se puede calcular el valor aproximado de

f (1'98,1'03) mediante la diferencial
£(1'98,1'03) = fx(2,1)-(—0'02)+fy (2,1)-(0'03)+f(2,1)

Previamente hay que calcular f,(2,1) y f,(2,1)

-1
y\/;_y(z)i/_) x+1 3
X
x,y)= = , luego f (2,1)=—==0'53;
fx( ») yzx 2yx\/; g f( ) 4\/5
(x-1) 1
(x,y)=— luego 1 (2,1)=———==-0'70.
Lo =="rr luego £, (21) ==
Ademas f(2,1)= R 0'70. Sustituyendo estos valores f(1'98,1'03)=0'67.

Np

2.- Sea g(x,y) una funcién homogénea de grado 2 tal que g eC' (]Rz), g(1,3)=2,y
g. (1,3) =5. Calcula g(3,9) .8, (3,9) .Y &, (3,9).
a) (Es g homogénea?, ;de qué grado?
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2
) (-1
b) Sea f(x,y) :w. Estudiar si la ecuaciéon f(x,y)=0 define a y como
e

funcién implicita de x, y =@(x), en un entorno de (1,1) y de (0,0). Calcula si existen

'y ¢'0).

Solucion:

a) Al ser g una funcién homogénea de grado 2 se cumple
g(3,9)=g(3(1,3))=3"g(1,3)=9-2=18.

Ademas si g homogénea de grado 2, entonces su derivada parcial g es homogénea de
grado 1. Por tanto

g.(3,9)=g,(3(1,3))=3g,(1.3)=3-5=15

Para calcular g (3, 9) aplicamos el Teorema de Euler

xg. (x,y)+ye, (x.y)=ag(xy)

0 sea en este caso

32.(3.9)+9¢,(3,9) =22(3.9),

y sustituyendo g(3,9)=18 y g,(3,9) =15, se obtiene g (3,9)=-1.

b) Aplicamos el Teorema de la funcion implicita en los puntos (1,1) y (0,0) a la funcion

f(x,y)=—(x_y)(zy2 =

e
1. La funcidn se anula en el punto (1,1) y en el (0,0)
0-0 0-(-1
f(,1)y=—-=0, f(0,0)=#=0.
e e
2. La funcién fes de clase C', porque es un polinomio.

3. Debe ocurrir que f,(L,L1)#0 y £,(0,0)=0.

Como f,(x,y)= iz(l -3y° + 2xy) , entonces
e

£,1,1)=0, f2(o,0)=ei2¢o.

Luego por el Teorema de la funcion implicita podemos concluir que la ecuacion define

una funcion implicita y = ¢(x) en un entorno del punto (0,0).
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Calculamos ¢'(0). Se sabe que go'(O):—%. Se sabe que f,(0, 0)=i2 asi que
2 b €

basta calcular f,(1,1). Ahora bien f,(x,y)= iz(y2 —1) , luego £,(0,0) = —iz. Conclui-
e e

mos que ¢@'(0)=1.
Volvemos con el punto (1,1). En este punto no se cumple la tercera condicién del Teo-
rema de la funcion implicita, por lo cual hay que recurrir al grafico para saber si existe o

no funcién implicita en torno a ese punto.

(x—y)(y2 —1)

eZ

La ecuacion f(x,y)= =0, solo se anulasi x—y =0, 0 bien y*-1=0.

es decir si el punto esta en una de las tres rectas: x—y =0, y=1,6 y=-1.

En el grafico se observa que en cualquier bola centrada en (1,1), a cada x le pueden co-

rresponder dos imagenes, luego no existe funcion implicita.

3.- Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

1) z:ln(s 12]
y

ii) z=cos’ (x3 +3xy2) :
iii) z=f(x"y,5¢""), donde feC'(R?).

v) z=g(x3—2y)h(y3x),d0nde geCl(Rz), heC'R).
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Solucién:

i)

i)

iv)

Z:ln[sﬁj.

@:;AH:;

ox i/?i/g ¥ ) 3x

o _ 1 % (—2xJ:_ 2

O
y

z=cos’ (x3 + 3xy2) .
62_ 2 2 3 2 3 2\ _ 2 2 3 2
—x—2(3x +3y )cos(x +3xy )sen(x +3xy )—(3x +3y )sen2(x +3xy )
g—;= 2(6xy)cos(x3 +3xy2)sen(x3 +3xy2) =6xy sen2(x3 +3xy2).

z:f(xzy,5e3"), donde feCl(Rz).

(st 15 5e).

5=x2f1 (xzy,5e3x).

z:g(x3—2y)h(y3x), donde geCl(Rz), heC'(R).

% =3¢ (¥ 20 )h(y'x)+ ' g (¥ 20 ) ' (¥'x).
E o (2 (-2 ).

4.- Calcula los extremos locales y globales de la funcion f(x,y) = (x—2)2 +y?, relati-

vamente al conjunto 4 = {(x,y) eR?:x<3,2x<3y,3x> yz} .
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Solucidn:
El recinto y las curvas de nivel de la funcién se representan en el grafico.

Y A

La parabola corresponde a la ecuacion 3x—)°=0. La recta tiene por ecuaciéon
2x-3y=0.

La curva de nivel K es la circunferencia (x— 2)2 +y” =K, centrada en (2,0) y de radio

JK .

El conjunto es cerrado y acotado, luego compacto y la funcidon continua. Por tanto se
puede asegurar la existencia de extremos globales de la funcion.

Examinamos separadamente el Interior y la frontera del conjunto 4.

A) Interior de 4.

— Condiciones necesarias: Se deben anular las derivadas parciales.

fl(x,y):Z(x—Z):O
fo(x,y)=2y=0

Se obtiene el punto (2,0) que no esta en Int(A4). Luego en el interior no hay extremos.

,de donde x =2, y=0.

B) Frontera de A4.

Hay que examinar tres tramos: los correspondientes a la rectas 2x—-3y =0,y x=3,y

el de la parabola 3x—3*> =0, y ademas los puntos de corte de estos tramos que son los
puntos (0,0), (3,2) y (3.3).

B1. Tramo de la recta 2x—-3y =0.
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La funcion lagrangiana es
L’(x,y,/l) :()6—2)2 +y° +/1(2x—3y).
Las condiciones de primer orden son

L'X(x,y,l):2(x—2)+2/1:0
L, (x,y,ﬂ)z2y—3i=0
L, (x,y,/l):2x—3y:0

De la segunda ecuacion obtenemos A = 2% , y al sustituir en la primera se obtiene el

6(x—2)+4y:O
2x-3y=0

sistema }, cuya solucién es x = 1%3 ,e x= 1213 . En el grafico se ob-

serva que el punto (1 % 3 1 % 3) corresponde a un minimo local

B2. Tramo de la parabola 3x—y* =0.

La funcion lagrangiana es
L(x,y,2) :(x—2)2 +y° +/1(3x—y2).
Las condiciones de primer orden son

Ex(x,y,/i):Z(x—Z)+3/1:0
L, (x,y,ﬂ):Zy—Zyﬂ:O
L, ()c,y,/”t)zi’wc—y2 =0

De la segunda ecuacion obtenemos 2 y(l—/l) =0; luego hay dos posibilidades: o bien
y=0,0bien A=1.Si y=0, por la tercera ecuacion se obtiene x=0. Si A =1, enton-

ces de la primera ecuacion se obtiene x = 12 , Y sustituyendo en la tercera se llega a

y= +4/ En total hay tres candidatos en este tramo: O O ( / 1/ )
1/ _ /3
iz M)

Examinando el grafico se observa que el punto (%,—1 | % ) no esta en el recinto luego

se descarta. El punto (0,0) corresponde a un méaximo local, y el punto (%,1/%) €s

un minimo local relativo a la pardbola, pero no es extremo local relativo al conjunto
porque en su entorno se pueden encontrar puntos donde la funcién toma valores meno-

Ies.
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B1. Tramo de larecta x=3.

La funcion lagrangiana es en este ultimo caso
E(x,y,/i) :(x—Z)2 +y° +/1(x—3),
y las condiciones de primer orden son

L'x(x,y,ﬂ):2(x—2)+l=0
Ey(x,y,/l):2y=0
L, (x,y,ﬂ):x—3=0

Resolviendo se obtiene x=3, e y=0, pero el punto (3,0) no pertenece al recinto.

Luego en este tramo no hay candidatos.

Finalmente hay que considerar los puntos de corte: (3,2) y (3,3). De nuevo el grafico
nos informa de que el punto (3,2) no es extremo local, y en cambio el punto (3,3) es

un maximo local.

Graficamente se observa que el maximo global se alcanza en el punto (3,3), y el mini-

mo global en el punto (1%3 , 1% 3) .
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. FEBRERO DE 2010

X' +y' =2

1.- Seala funcién f(x,y)=

1) Hallar y representar el dominio D de la funcion. jEs D un conjunto abierto, cerrado,
acotado, compacto?
i1) ¢Existe el limite de f'en (1,1)?

ii1) ¢Es fcontinua, derivable, diferenciable en (0,2)?

Solucién:

i) El dominio es la zona sombreada de la figura. Formalmente
D:{(x,y)eIR2 CXEY, X+ 22}.

El conjunto no es abierto, porque hay
puntos de su frontera que estan en el con-

junto (por ejemplo, casi todos los puntos
)

. . 7
de la circunferencia x* + y*> =2). ¥

—\
Tampoco es cerrado porque hay puntos \
O
\ j x
\

de la frontera que no pertenecen al con-
junto (los puntos de la recta x=y que
estan fuera del circulo).

Ni es acotado porque no se puede incluir

en ninguna bola centrada en el origen.
Finalmente, no es compacto porque para

serlo deberia ser a la vez cerrado y acotado.

ii) Examinamos si existe el limite de f* en (1,1) mediante sucesiones.

La sucesion {(l, 1+ lj} — (1,1), y se cumple (1,1 +lj € D para cada n. Ademas
n neN h
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e ):\/1+(1+%) -1 \/(1+ : ”*1/ ren
T/ 1_( ) s / (—2n- 1/ ~2n-1 ’

Como las imagenes de la sucesion tienden a —oo, no existe el limite de f en (1,1) .

iii) El punto (0,2)eInt(D), y la funcién es continua en este punto (respectivamente

derivable y diferenciable) ya que:
— las funciones x*+y* -2 y x—y son polinomios luego funciones continuas (resp.

derivables y diferenciables),

— la funcion raiz cuadrada es continua (resp. derivable y diferenciable) en puntos en los
que el radicando es positivo),

— el cociente de funciones continuas (resp. derivables y diferenciables) es una funcion

continua (resp. derivable y diferenciable) siempre que el denominador no se anula.

2.- Sea la funcién f(x,y)=3/x’+y’ . Estudiar la derivabilidad de f'en el punto (0,0).

Solucion:

Por definicion

f(xmyo)=limf(x°+h’y°)_f(x0’y0).

h—0 h
Sustituimos
0+4,0)-£(0,0 Jh -
f(OO)—hmf( 0)-7(0 )zlim h Ozlimﬁzl
h—0 h h—0 h h—0 }
Anélogamente

£ (o) = tim L 2o PR (3o 30)

h—0 h

Y al sustituir de nuevo se obtiene

£ (0,0)=lim/{&0+1)=1(00) _, */— O tim®-1.

h—0 h h~>0 h~>0 h

Luego existen ambas derivadas parciales, que toman el valor 1, y por consiguiente la

funcioén es derivable en el punto (0,0).
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(Nota. Obsérvese que %/hf3 = h, pero en cambio \/}7 = |h| ).

3.- Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:

xX+y
X=Yy

i) z=In
ii) z=sen’(xe’)
iii) z= x3y2g(%), siendo g eC'(R).

iv) z:f(xy,g(xz,yz)),siendo f,geCl(Rz).

Solucién:
) z=In x+y‘
x—y
((x—y)—(xw)]
(x-»)
) x+y
o _ )
ox x+y x' =y
x—y
[<x—y>+<x+y>J
(x-y)
) xX+y
o )«
ay x+y x2_y2
x—y

i) z=sen’(xe")

%:ey -cos(xey)-2~sen(xey):ey -sen(2xey).

-150-



2—; =xe’ -cos(xey ) -2-sen (xey) =xe’ -sen(ery )

i) z=x3y2g(%) siendo g e C' (R).
VA e 8 A R VA R VA
Z—JZ/=2x3y-g(%)—x3y2(%)g'(%):2x3y-g(%)+x2y2g'(%).

iv) z=f(xy,g(x2,y2)),siend0 f,geCl(Rz).

E v () (e (s (0
& a0 ) s (007 (7))

4.- Sean f(x,y)=xy,y el conjunto Az{(x,y)eIR2 cx+y’ <, x—y+120}. Hallar

los extremos locales y globales de frelativamente al conjunto A.

Solucidn:

El conjunto A4 es la zona sombreada de la figura; A es compacto y la funcion f es
continua en A, luego se puede asegurar
que existen los extremos globales de f

en A. Las curvas de nivel son hipérbo-

las que toman valores positivos en el

primer y tercer cuadrantes, y valores

(—=1/2,1/2)

('—’/3.- \/U?)

negativos en el segundo y en el cuarto.

En los ejes la funcion se anula.
Examinamos separadamente el interior
y la frontera del conjunto 4.

A) Interior de 4.
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— Condiciones necesarias: Se deben anular las derivadas parciales.

fl(xay):y:()
fz(x,y):x:O

Se obtiene el punto (0,0) que, en efecto, estd en Int(A).

, de donde x=0, y=0.

— Condiciones suficientes: Se examina el signo de f;, (x, y) y del hessiano
fll(x’y)zoa flz(xsy)zla fzz(x,y):O,

Ju (x,y) Jia (xa
fi (x,y) S (x=

1

00 P

‘=—1<0.

Como ‘Hf (0,1)‘=—1<O, no se puede asegurar con estas condiciones que el origen

(0,0) sea un extremo local de f en 4. Sin embargo, al examinar las curvas de nivel se

observa que en cualquier entorno suyo hay puntos donde la funcién toma valores mayo-
res (los del primer y tercer cuadrantes), y puntos donde la funcion toma valores menores
(los del segundo y cuarto cuadrantes), luego no es extremo local de fen A4.

B) Frontera de A4.

Hay que examinar dos tramos: el correspondiente a la recta x—y+1=0 y el de la para-
bola x+y* =1, y ademas los puntos de corte de estos tramos que son (0,1) y (-3,-2)
B1. Tramo de larecta x—y+1=0.
La funcion lagrangiana es
L(x,y,/l) = xy+/?,(x—y+1).
Las condiciones de primer orden son
Ex(x,y,}t)zy+/1 =0
ﬁy (x,y,/”t) =x-A1=0
L, (x,y,/i)zx—y+1:O
De las dos primeras ecuaciones obtenemos A=—y=x, o sea x+y=0. Junto con la

tercera ecuacion se forma el sistema

x+y=0
x—y=-1]"
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cuya solucion es x = —% Ly = y; el multiplicador asociado es A = —%. Luego en

este tramo se ha obtenido un candidato (—%,%) . A la vista de las curvas de nivel en

el grafico, se advierte que es un minimo local.
B2. Tramo de la pardbola x+y° =1.
La funcioén lagrangiana es
,C(x,y,/1) = xy+/1(x+y2 —1).
Las condiciones de primer orden son:

Ex(x,y,/l):y+/1:0
Ly(x,y,/l):x+2y/1=0
L, (x,y,/i):ery2 -1=0

De la primera ecuacion obtenemos y=-A, que sustituyendo en la segunda lleva a

x=2y”.Y volviendo a sustituir en la tercera ecuacion se obtiene 3y° —1=0. Se deduce

entonces y ==, /% , Yy X = % ; y el multiplicador asociado es 4 =7, /% .

En definitiva en el tramo de la parabola se han obtenido dos puntos: ( % ,,/%) y

(% ,—,/%). En el grafico como las curvas de nivel son hipérbolas, se percibe que

( % , /%) es un maximo local, mientras que ( % = l%) es un minimo local.

Respecto a los puntos de corte (—3,-2) es un maximo local y (0,1) no es extremo (ni

maximo ni minimo) local.
Para determinar los extremos globales se evaltia la funcién f'en los candidatos. Se tiene

ue

f(%,—\/%)}\/%z—ogg; f(%,\/%)=\/%zo,38;
f(=3-2)=63 £ (- }4. J5) == V=025,

Por lo tanto el maximo global es tUnicamente (—3,—2) y el minimo global es

7-0%)
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5.- Sea f(x,y)=x(x"+y>—4), Estudiar si la ecuacion f(x,y)=0 define a y como
funcion implicita de x, y = ¢(x), en torno a los puntos (\/5 ,ﬁ), (0,2) y (2,0). Calcular,

si es posible, go'(\/z).

Solucidn:

Se comprueba si se cumplen las condiciones del teorema de la funcidon implicita.

1) La funciéon f* se evalua en los puntos:
fW2.42)=12@2+2-4)=0,
f(2,0)=v2(4+0-4)=0,
£(0,2)=40(0+4-4)=0.
Luego se cumple la primera condicion en los 3 puntos.
2) La funcién f(x,y) = x(x’>+ y* —4) es un polinomio, luego tiene derivadas parciales-
Y. continuas en (\/5 , V2 ), (0,2) v (2,0).

| 0.2) Por tanto la segunda condicion también

se cumple en los 3 puntos.

3) La funcién f,(x,y)=2xy es un po-

linomio, luego es continua en
(V2,42), (02) y (2,0). Ademés al
evaluar f,(x,y)=2xy en los tres pun-

tos se tiene:

f(N2,2)=2:2.2 =420,

£,(2,0)=2:+2-0=0,
£,00,2)=2-0-42=0.
Luego la tercera condicién unicamente se cumple en el punto (\/5 A2 ). En este punto
se puede asegurar por el teorema de la funcion implicita que f(x,y)=0 define a y

como funcion implicita de x .

Sin embargo, en los puntos (0,2) y (2,0) no se puede asegurar que existe funcion im-
plicita, y hay que recurrir al anélisis grafico. La curva de nivel 0 de la funcion

f(x,y)=x(x*+y°—4) estd formada por la recta x=0 y la circunferencia
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x> +y>—4=0. En el grafico se aprecia que en los puntos (0,2) y (2,0) no se define
funcién implicita, pues en cualquier entorno de uno de esos puntos existen valores de x
a los que corresponderia mas de un valor de y .

Finalmente se calcula el valor go'(\/E). Teniendo en cuenta que f;(x,y)=23x>+y" -4,

se tiene:
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EXAMEN DE MATEMATICAS
LADE. JUNIO DE 2010

x
(x—y)*

1) Hallar y representar el dominio D de la funcion. ;Es D un conjunto abierto, cerrado,

1.- Seala funcién f(x,y)=

acotado, compacto?
1) Estudiar la existencia del limite de f'en el punto (0,0).
ii1) (Es fcontinua, derivable, o diferenciable en (1,0)?, ;existe el limite de la funcion en

este punto?

Solucidn:

i) El dominio es la zona sombreada de la figura, y Yq

formalmente es el conjunto

D:{(x,y)eR2 :x>0,x¢y}. )

X

El conjunto no es abierto, porque hay puntos de su

frontera que estan en el conjunto (por ejemplo, to-

dos los puntos del eje x =0 salvo el origen). x
Tampoco es cerrado porque hay puntos de la fron-
tera que no pertenecen al conjunto (los puntos de

larecta x =y que estan en el primer cuadrante).

Tampoco es acotado porque no se puede incluir en

ninguna bola de centro el origen.

Y, finalmente, no es compacto porque para serlo deberia ser a la vez cerrado y acotado.

ii) Examinamos si existe el limite de f en (0,0) a través de sucesiones.

La sucesion {(0,%)} . —(0,0), y se cumple (0,%) € D para cada n. Ademas

AT -y
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Por otra parte la sucesion {(%2 ,%)} —(0,0), y se cumple (%2 ,%) €D para
neN

cada n. Ademas

o et

- 2 1+n*=2n

NN

Como estos limites no coinciden, entonces no existe el limite de f en (O, 0) .

iii) El punto (1,0) € Int(D), y la funcion es continua en este punto (respectivamente de-
rivable y diferenciable) ya que:

— la funcion raiz cuadrada es continua (resp. derivable y diferenciable) en puntos en los
que el radicando es positivo, y la funcion y\/; es por tanto continua (resp. derivable y
diferenciable) por ser producto de funciones continuas (resp. derivables y diferencia-
bles)

— la funcion (x - y)2 es un polinomio luego continua (resp. derivable y diferenciable),

— el cociente de funciones continuas (resp. derivables y diferenciables) es una funcion
continua (resp. derivable y diferenciable) siempre que el denominador no se anula. El

limite existe porque la funcidén es continua y ademas
01 _,
(1-0°

f(xy)=

m
(x.7)=(10)

2.- Calcula las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones:
i) f(x,y)=cos’ (i—);j :

i) f(x.y)=mn(2x").

iii) z=(g(e”)) . siendo g <C'(R).

iv) z:yzf(x2,2«/x—y),siendo feCl(]Rz).
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Solucién:

i)

i)

£ (0) = cos’ (i—yj .
Lo ()
ZJ;( )= eos( )= (7 Jonl )

:}ﬂf(xa2dx—gﬂ,smndoufe(ﬂ(Rzy

et b )

%zzy.f(xz,z\/ﬂ)wz [(—/\/E]fz(xz,z\/ﬁ)}
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3.- Hallar los maximos y minimos locales y globales de f(x,y)=x’ +(y—2)2 en el

conjunto A={(x,y)e]R2 :yS4x,ySZ,y2x}.

Solucion:
El conjunto A4 es la zona sombreada de la figura; A4 es compacto y la funcion f es
continua en A, luego se puede asegurar que existen los extremos globales de f en 4.

Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el punto (0,2).

Y A
",%0‘5.2) /
(& 2) (2,2)
3 Bt by 3
(115
T

Examinamos separadamente el interior y la frontera del conjunto A4 .

A) Interior de 4.

— Condiciones necesarias: Se deben anular las derivadas parciales.

fi(x,y)=2x=0
f2(x,y)=2(y—2):0

Se obtiene el punto (0,2) que no esta en Int(A4), luego no existen candidatos en el in-

,de donde x=0, y=2.

terior de A.

B) Frontera de A4.
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Hay que examinar tres tramos: el correspondiente a las rectas y—4x=0, y—2=0, ¢

y—x=0, y ademas los puntos de corte de estos tramos que son (0,0), (2,2) y

(/5:2)
B1. Tramo de larecta y—4x=0.
La funcion lagrangiana es
E(x,y,/I) =x —i—(y—Z)2 +/1(y—4x).
Las condiciones de primer orden son

L (x,y,A)=2x-41=0
L’y(x,y,/l)=2(y—2)+ﬂ,:0
L, (x,y,/l)zy—4x:0

De las dos primeras ecuaciones obtenemos A= (%)x = —2( V- 2) , O sea

X= —4( V- 2) . Junto con la tercera ecuacion se forma el sistema

x+4(y—2):0
4x-y=0 ’

cuya solucion es x = % 7, V= %7, el multiplicador asociado es A = %7. Luego en

este tramo se ha obtenido un candidato: ( % 7,3% 7). Al examinar las curvas de nivel

en el grafico se observa que es un minimo local.

B2. Tramo de larecta y—2=0.
La funcion lagrangiana es
L(x,y,ﬂ,) =x° +(y—2)2 +/1(y—2).
Las condiciones de primer orden son:
L (x,y,/l) =2x=0
L, (x,y,/l) = 2(y—2)+ﬂ, =0
L, (x,y,/l):y—2=0
De la primera ecuacion se obtiene x =0, y de la tercera y =2 . Como el punto (0,2) no

pertenece a 4, en este tramo no se obtienen candidatos a extremo.

B3. Tramo de larecta x—y =0.

La funcion lagrangiana es

L(x,y,ﬂ,):xz +(y—2)2+/1(x—y).
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Las condiciones de primer orden son:

L (x,y,A)=2x+1=0
Ey(x,y,/i)=2(y—2)—/1:0
L’l(x,y,/l)zx—y:O

De la primera ecuacion y segunda ecuaciones se obtiene 2x + 2( V- 2) =0. Junto con la

tercera ecuacion se forma el sistema

2x+2(y—2)=0
x-y=0 ’

cuya solucion es x =1, y=1; el multiplicador asociado es 4 =-2. Luego en este tramo
se ha obtenido un candidato: (1,1) . Examinando el grafico se observa que este punto es
minimo local respecto de la frontera, pero no es minimo local respecto del conjunto.
Respecto de los puntos de corte, se tiene que el punto (%,2) no es extremo local, y los
puntos (0,0) y (2,2) son méaximos locales.

En resumen se tiene que el punto (%7,3% 7) es el minimo global. Y los puntos (0,0) y

(2,2) son los maximos globales (la funcion toma el mismo valor, 4, en ambos puntos).

4.-Sea f(x,y)=g(x,y)x’, donde geC' (Rz) es una funcién homogénea de grado 2.

1) (Es fhomogénea?, ;de qué grado?
ii) Sabiendo que f(2,4)=64, hallar f(1,2).

ii1) Comprobar que f cumple el Teorema de Euler.

Solucidn:

i) Para ver si es homogénea se calcula 1 (tx,ly) . Se obtiene

f(tx,ty) = g(tx, ty)(z‘)c)3 = tzg()c,)/)t3)c3 =7 (g(x,y)x3) = tsf(x,y) .
Luego f'es homogénea de grado 5 (la segunda igualdad se debe a que g es homogénea

de grado 2).

ii) Por ser fhomogénea de grado 5 se cumple:
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7(2.4)=f(2:1,2:2)=2° f(1.2),
y por lo tanto f(1,2):(%5)-f(2,4):(%2)-64:2.

iii) El Teorema de Euler asegura que si f'es homogénea de grado «, se cumple:

X, (6 0)+ 3 (v y)=af (x,y).
Realizamos los célculos:
o, (5 0) 4 s (5,9) = (& (56 9) +3x°g (x,9)) + (2 (5. 9)x)
=x*(xg, (x,y)+ g, (x,»))+3x°g(x,y)
=x’(2g(x,y))+3x°g(x,y)
= 5x3g(x,y) = Sf(x,y).
Luego xf, (x, y) + 1, (x, y) =5f (x, y) como se queria probar (en la primera igualdad se
han calculado las derivadas parciales; en la segunda se han agrupado los términos con-
venientemente para poder aplicar en la tercera igualdad el Teorema de Euler a la fun-

cion g).
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