APLICACION DE LA TEORIA DE NIVELES A LAS
ESTRUCTURAS LOGICAS

Tomas GALLARTA CAMPO*

Después de un siglo de reflexion y discusiones sobre la fundamentacion de la
Légica y de la Matematica, sin llegar a un acuerdo hasta donde liegaba su mutuo
parentesco, si se ha conseguido un notable avance de perspectiva y hasta de
contenido de ambas ciencias. Pero ain guedan varias zonas oscuras, que trato de
iluminar, por lo que se refiere a la Légica, con mi Teoria de niveles del concepto de
estructura. Como aplicacién concreta, expondré una Teoria unificada de la Légica de
predicados y proposiciones.

INTRODUCCION

El "Organon" de Aristételes y los "Elementos" de Euclides, se han
considerado, durante siglos, como dos colosales monumentos del pensamienio
humano. Nadie ponia en duda la consistencia de sus fundamentos y solo se pensaba en
su desarrollo. La aparicion de las geometrias no-euclideas y ciertas aporias logicas,
hicieron vacilar estos cimientos, alarmando a algunos filésofos y matematicos,
decidiéndose a una revisién profunda del problema. A los trabajos de G. Frege, de
finales de siglo, siguieron los de D. Hilbert, B. Russell, I. M. Bochenski, J.
Lukasiewicz y oftros. !

~ Alo largo de este siglo, se han formado equipos de estudio, como el Circulo de
Viena, el Grupo de Varsovia y el N. Bourbaki de Francia y escuelas con soluciones
dispares, como la Intuicionista, la Formalista y la Logicista. El logro mas fecundo y
creativo de estas investigaciones ha sido, a mi parecer, el concepto de estructura
y subestructura, superpuesto al de género y subgénero de la Légica esencialista. El
género define un conjunto o clase, mediante las propiedades que lo caracterizan, si
se hace por comprensién. En cualquier caso, los conjuntos solo constituyen la
materia, para eslablecer una estructura.

Hablando en términos escolasticos, los conjunios constituirian la materia, y
las relaciones, la forma de una estructura. Los conjuntos serian amorfos, mientras
no se relacionen sus elementos.

La originalidad de este conceplo de estructura radica en las propiedades
formales, que se han descubierto en las relaciones. Siempre se habia pensado en las
propiedades, para caracterizar objetos, y asi definirlos por comprensién, sin
percatarse que esto mismo podia aplicarse a la definicion de las relaciones. Este
nuevo enfoque permite prescindir del llamado fundamento, que con los extremos,
constituyen la relacién predicamental. Para las relaciones, constitutivas de una
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estructura, bastara referirse a sus propiedades formales, como la simetria, la
transitividad, la ley conmutativa, etc.

Asi se ha formalizado la Matematica y la Logica moderna, pero mezclando con
frecuencia, lo que yo llamo, niveles, dentro de una misma estructura. El resultado,
ademas de la falta de rigor légico, ha sido el origen de no pocas discusiones, tanto en
el campo de ia Matematica 2, como en la Légica. Aqui lo aplicaré concretamente a la
Silogistica y a la Légica de proposiciones.

BRESUMEN DE LA TEORIA DE NIVELES

Atendiendo a lo que he llamado materia y forma de una estructura, pueden
distinguirse en ella tres niveles:

12 Nivel axiomatico. En este nivel, el conjunto que sirve de materia,
no se concreta, es, por decirlo asi, un conjunto hipotético, representiado
simplemente por un nombre o una letra.

Las relaciones que determinan la estructura tampoco se concretan, solo se
enuncian axiomaticamente las propiedades formales que han de satisfacer. Las
definiciones y axiomas han de considerarse como enunciados "a priori", totalmente
convencionales, sin mas exigencias que las condiciones de Hilbert, en particular la
consistencia. 3

22 Nivel tabular. Aqui la materia ya es un conjunto concreto,
generalmente de grafismos, aunque podia estar formado por cualquier clase de
objetos convencionales. Esto es asi porque deben considerarse como puros objetos,
sin tener en cuenta su naturaleza. Es impropio llamarlos signos, pues debe
prescindirse de todo significado real y, si acaso, podrian considerarse como signoss
potenciales. 4 La forma tabular esta expresada en las tablas operativas, que son
simples correspondencias, sin ningun significado real. En estas tablas compuestas
con grafismos, tanto en Légica como en Matematicas, no puede hablarse de verdad,
como cuando se afirma que siempre sera verdad que "dos y dos son cuatro”,
confundiendo este nivel con el siguiente.

32 Nivel real. Este nivel es el mas facil de comprender, pues tanto la
materia como la forma, los objetos como. las relaciones, que forman la
estructura, son reales, independientes de todo convencionalismo. Sus enunciados
seran verdaderos o falsos, verdaderos o probables, pero siempre referidos a la

“realidad. Si se emplean signos, siempre habra que tener en cuenta su significado.

Expuesta la teoria de niveles estructurales, se pueden concretar en una

parte importante de la Légica, como es la Silogistica.

LA SILOGISTICA A NIVEL AXIOMATI
Definicién 1. Sobre un conjunto hipotético, que sse representa por la
letra B 5, se postulan dos operaciones binarias, a saber, x + y = 2z, st = u, que
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pueden llamarse suma logica y producto légico, con las siguientes propiedades
formales.

Axioma 1. Ambas operaciones con conmutativas, asociativas y distributivas
una respecto de ia ofra.

Axioma li. Las dos operaciones tienen un elemento neutro, representados
por 0 y 1, respectivamente.

Definicion 2. Se posiula una operacion monaria, que puede representarse
por una tilde f(x) = x', con las siguientes propiedades:
Axioma HI.
a) Propiedad de contradiccion: xx' = 0
b) Propiedad involutiva: (x')' = x
c) Propiedad tautolégica: x + x' = 1
d) Ley de Morgan: (x + y)' = X', {xy)' = x'+ y'

Definicién 3. Se definen dos relaciones = y =, por las propiedades
formales siguientes:
Axioma IV.
a) Reflexiva, x = x
b) Simétrica, si x = y, también y = x
c) Sustitutiva, si a = b, puede sustituirse a por b en cualquier
expresion &
d) Unitiva, si x = z, y = z, también x = y
e) Uniforme para las tres operaciones:
six=y,serax =y, x+h=y+h xh=yh
La relacién = se define por las propiedades siguientes:
a) si x # y, también y # x
b) six=y, x=# 2z tambiény = z.

TEOREMAS FUNDAMENTALES
Teorema 1. Transformacion de los neutros:
0=1,1=20
D e
Aplicando el Ax. Il, a) xx' =0 by (xx) =0 =x+x" =1
C)x+x=1=0 d 0y =1=20

Teorema 2. Propiedad idempotente:
X=X=X= XX
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Demostracion
Por el Ax. |, propiedad distributiva, x + xx' = (x + X){(x + X)
como (x + x) = 1,
X=X+ x}1 =x+ X
Por otra parte, aplicando la misma propiedad, x = x1 = x(x + X) = XX + Xx'
como xx' = 0,
X = XX+ 0 =xx

Teorema 3. Elementos absorbentes:
a)x0 =0, b) x + 1= 1

Demostracion
a) x0 = x(xx') = (xx)x' = xx' = 0
By x + 1 =x+ (X+X)=(X+ XX =x+ X =1

Teorema 4. Propiedad simplificativa:
a) xy +x = X, b) (x + y)x = X

Demostracion
a) xy + x = x{y + 1), peroy +1 = 1 (teor. 3, b)
Por tanto, xy + x = x1 = X
D) (X + ¥)X = XX + Xy = X + Xy = X

Teorema 5. Propiedad eliminativa:
a)xy + X =y +x, b) (x+yx =yx

Demostracién
a)yxy+y =X+x}y+x)=1y+x)=y +X
b) (X + y)x' = xx" + yx' = 0 + yx' = yx'

]

Teorema 6. Propiedad de equivalencia:
El producto xy = x, equivale a x'y' = y".
Aplicando el Ax. lll, d: x' + y' = x'. Por el Ax. I: (x' + y')y' = Xy’
(X +y) =xy +yy =xy +y =y (Ax. 4).
Caso particular: si xy' = x, serd yx' = y = (y)x'

Definicion 4. Ecuaciones logicas.

Las definiciones anteriores y axiomas permiten el desarrollo abstracto de
un &lgebra, lo mismo que en cualquier estructura axiomatica de las matematicas.
Con las operaciones pueden formarse monomios y polinomios, y estudiarse sus
propiedades, mediante la aplicacién de los axiomas. Una de estas propiedades
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permite transformar un monomio, como xyz = M, en un binomio con una nueva
variable, mediante el producto de M por la tautologia u + u' = 1:

Mu + u) = Mu + Mu' = M = Xyzu + xyzu'

El desarrollo de una teoria general de ecuaciones podia ser interesante,
aunque, de momento, s6lo destacaremos las ecuaciones con tres variables, que
denominaremos ecuaciones logicas. Estas ecuaciones pueden presentarse en ias
siguientes formas:

a) xy = X, a) xy =y
e) xy' = X, e') Xy =y
B xy=2z=0, oyxy'=2z=#0

u)xy=t t£0, x=ztzy’

Definicién 5. Sistemas logicos.

Vamos a considerar los sistemas formados por dos ecuaciones légicas, que
cumplan estas condiciones: 12 Que las dos ecuaciones contengan una variable comun.
22 Que al menos una de las ecuaciones sea de la forma a) o de la forma e). 32 x # 0

#Y.

Definicién 6. Soluciones de un sistema logico.

Llamaremos solucién de un sistema légico a los productos de la forma yz =,
que satisfaga las condiciones del sistema, siendo yz las variables no comunes.

Pueden distinguirse dos clases de soluciones: las implicativas y las
compatibles. En las primeras el producto yz = r se deduce necesariamente del
sistema, mediante la aplicacion de los axiomas, mientras las segundas son
soluciones posibles, pero no necesarias.

Definicion 7. Figuras y Modos.

Hasta ahora, ha venido haciéndose una primera clasificacion en Figuras,
_atendiendo a la posicién de la variable comin a las dos ecuaciones, que suele
representarse por una M. Las otras dos variables se representan por Sy P. Esto
daria lugar a las 4 Figuras clasicas:

MP PM MP PM

1a L 3a 42
SM SM MS MS
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Para formar los Modos posibles, dentro de cada Figura, suelen emplearse
ademas de las variables M, S, P las complementarias M', §', P', combinando las 4
formas de ecuaciones: g, e, i, 0.

Definicion 8. Modos validos.

Con los criterios anteriores, Aristdteles calculaba 16 Modos para cada
Figura, en fotal 64 Modos. Los autores modernos calculan muchos més, teniendo
también en cuenta las formas de SP.

La validez de los modos suele fundamentarse en la implicacion entre la
verdad del sistema y la verdad de SP. 8°

Ninguno de estos criterios pueden emplearse en un sistema axiomatico B.

12 Los productos xy = z son conmutativos y por tanto resulta indiferente la
ubicacién de la variable coman M.

22 No puede emplearse M y M' en el mismo sistema, pues ya no habria una
variable comin M 6 M'.

3¢ Ninguna de estas ecuaciones son verdaderas o falsas.

NUEVA CLASIFICACION RIGUROSA

Lo dicho en 19, permite dejar fija la M en todos los sistemas, en la forma
MP=x, MS=y.

Ahora, los modos posibles de este sistema dependeran de las posibilidades
para las parejas (x, y), combinando las posibilidades para x, con las de y. Las de x
son: P, M, 1. Las de y son: §, M, t. Las parejas posibles seran: PS, PM, Pt-MS, MM,
Mt-tS, TM. Con ellas se obtienen 8 Modos.

Clase 1%
MP =P MP =P MP =P MP =M
1) 2) 3) 4)
MS=8 MS = M MS =1 MS=8
MP = M MP = M MP =t MP =1
5) 6) 7) 8)
MS=M MS =t MS=S MS=M

La clase 22 es inmediata, sustituyendo P por P'.
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Clase 22
MP' = P MP' = P MP' = P MP' = M
9) 10) 11) 12)
MS=S MS=M MS =1t MS=8
MP' =M MP' =M MP' =t MP' = t
13) 14) 15) 16)
MS=M MS =t MS =S MS = M

Las clases 32 y 42, se obtienen sustituyendo en la 12y la 2% la S por S'.

Definicion 9. Modos formalmente validos.

Resuelto, de un modo riguroso, los Modos posibles, a nivel axiomatico, resta
determinar cudles de esos 32 Modos pueden considerarse validos, a ese mismo
nivel.

Un sistema formara un Modo vélido si admite una ecuacién xy = z que sea
solucién implicativa, siendo xy las variables no comunes. Puede haber también
soluciones no implicativas, que sean compatibles con el sistema. Si puede
demostrarse que una solucién es incompatible, se tendria una implicacién negativa.

MODOS VALIDOS DE LA 12 CLASE

Modo 1 - No es valido. Puede comprobarse que todas las soluciones son compatibles,
pero ninguna implicativa. El producto de las dos ecuaciones del sistema: MPMS =
SP, admite la solucién SP # 0 y las demds, pero ninguna necesariamente.

Modo 2 - Es valido y tiene la solucién implicativa SP = P de la forma &'. Basta
sustituir M = MS de la segunda ecuacién en la primera: (MS)P = P = S(MP) = SP.
Es el clasico Bamalip, que deberia llamarse Bamalap.

Modo 3 - Admite fodas las soluciones, menos SP = S, pero ninguna es implicativa.
Tendria la implicacion negativa SP # S. De sus dos ecuaciones MP = P, MS = t,
sustituyendo SP = S en la segunda: M(SP) = t. Pero M(SP) = (MP)S=SP=S=1%
S. (Ver definicién 4, forma u).

Modo 4 - Es valido y corresponde al clasico Barbara de solucién SP = S. Se
demuestra como el Modo 2.
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Modo 5 - Es valido, de solucién implicativa SP = z = 0. Para demostrarlo, basta
sustituir en su segunda ecuacién M = MS, la primera, M = MP, (MS)S = M =
M(SP). Como M # 0, ha de ser SP = 0. Es el Darapti. Admite las demas soluciones
como compatibles.

Modo 6 - Es vélido y puede escribirse: a) MP = M
u)_MS =
SP=z=0

Basta sustituir M = MP en la segunda:
(MP)S = M(SP) =t # 0, luego SP = 0.
Es formalmente igual a Darii y Daltisi, que deberian llamarse Darui y
Datusi, pues MS =t es de la forma u.

Mado 7 - Coincide con el modo 3, permutando P con S. Admite como compatibles
todas las soluciones menos SP = P. Por tanto, SP = P es una implicacién negativa.

Modo 8 - Coincide con el Modo 6, permutando P con S. Es vélido con la solucién SP =
0. Admite la determinacién SP = S. Es formalmente igual a los clasicos Dimatis y
Disamis, es decir, Dumatis y Dusamis.

Modo 9 - Equivale al Modo 1, permutando P por P'. Es invalido.

Modo 10 - Es idéntico al 2, pues MP' = P' es de la forma a', y lo mismo la solucién
SP' = P

Modo 11 - Es idéntico al Modo 3, y por tanto invalido.
Modo 12 - Coincide con el Modo 4, sustituyendo P por P'. Es el clasico Celarent.
Modo 13 - Coincide con el 5, sustituyendo P por P'. Es el clasico Felapton.

Modo 14 - Coincide con el 6, sustituyendo P por P', y formalmente es el clasico
Ferio y Ferison, mejor dicho, Feruo y Feruson.

Modo 15 - Coincide en todo lo dicho con el 7, sustituyendo P por P'. Es invalido.
Modo 16 - Es valido como el 8 y corresponde al clasico Modo Bocardo. Deberia

llamarse Bucardo, pues su primera ecuaciéon MP' = t, ya se ha visto que es de la
formaM=1=P.
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MQOD LASI

Los Modos de la 32 clase resultan de sustituir S' por S en la 12 clase. Asi se

obtiene el Camenes clasico. Otro Modo seria de la forma MP = P
MS' = §' que repite al Barbara.

Los otros 3 son validos y nuevos. Con estos 4 mas los 9 anternores son 13,y
sélo 7 los modos validos, formalmente distintos, pues los de la 42 clase, son
equivalentes a los de la 12,

Respecto a los Modos clasicos, de los 19, son 13 los que coinciden con los
aqui sefialados, pero 3 estan repetidos. Los 6 Modos restantes son los camuflados con
M', como el Cesare, que eliminada la M', mediante el Teorema 6, resulta un
Celarent, y asi ocurre con los demas.

Entre los autores modernos, quiza el que mas ha estudiado la ampliacion de
los Modos aristoiélicos ha sido Menne. Entre los muchos que propone Como nuevos
hay de todo. Pueden citarse como muestra, el Garderont, que es nuevo y vélido, el
que llama Helenij, con M', es sblo aparente su novedad, mientras el Heselij no puede
aceptarse como valido.

MODELO TABULAR LOGICO

Tanto la estructura B, como subestructura de las ecuaciones ldgicas, se ha
desarrollado a nivel axiomatico, fundado exclusivamente en definiciones y axiomas
"a priori".

Las letras que se han empleado carecian de cualquier significado concreto, y
sélo han servido de soporte grafico para las propiedades formales. Es claro que, a
este nivel y en estas condiciones, hablar de verdad o falsedad en su desarrolio carece
completamente de sentido.

Ahora vamos a pasar a la construccién del segundo nivel, que hemos llamado
tabular.

Aqui el soporte grafico elegido es un conjunto bien determinado de
grafismos, que sirven de materia, para construir la estructura. La forma se
establece mediante tablas o correspondencias del conjunto o conjuntos elegidos. En
este modelo podemos valernos del conjunto (0, 1) estableciendo correspondencias
entre sus elementos. Estas correspondencias pueden dar lugar a 4 tablas monarias y
16 tablas binarias. Como monarias elegimos la operacion tilde: 0' = 1, 1' = 0.

Entre las binarias elegimos dos: x + z = z, Xy = z, con estas fablas:

. En la primera, los resultados seran siempre 1, menos para 0 + 0 = 0.
. En la segunda, los resultados seran todos 0, menos para 11 = 1.

Con estas reglas pueden construirse las dos tablas y comprobarse que las
tres operaciones poseen las mismas propiedades formales que las definidas "a
priori" en la estructura B. Por tanto, esta estructura tabular constituye un modelo
de la estructura B.
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MODELO REAL DE LA LOGICA DE PROPOSICIONES

Si clasificamos la proposiciones categéricas en verdaderas: V o falsas: F, la
negacion np-F = V y no-V = F, puede representarse por la tilde: F' = Vy V' = F.

Por otra parte, la disyuncién de dos proposiciones siempre es V, menos
cuando las dos son F. En cambio, en la conjuncién, siempre son F mientras las dos
no sean V. Por tanlo, las operaciones légicas PoQ, PyQ, son isomorfas con anteriores
tablas, haciendo 0 = F, 1 = V. Se trata de un modelo real de la estructura B y, en
consecuencia, todas las expresiones obtenidas en el desarrollo de aquelia dlgebra
tendran una interpretacién en la Légica de proposiciones. Asi, la ecuacién
tautologica x + x' = 1, equivale al principio clasico del "tertio excluso".

La ventaja del nivel algebraico consiste en la elegancia y finura en su
desarrollo, que supera a los fecundos y sutiles trabajos de megaricos y estoicos.

Otra ventaja importante es que un nivel superior puede tener varios
modelos respecto a la misma estructura, con el ahorro correspondiente en la
economia del pensamiento. ¢Quién iba a suponer que la Légica de proposiciones
tuviera la misma estructura y un dualismo perfecto con la Teoria de circuitos
electronicos? Sin embargo, es asi. 10

MODELO REAL DE LA SILOGISTICA

La Logica de Clases ha venido a esclarecer y superar a la Légica tradicional
de Predicados. También a este nivel real se definen una operacién monaria y dos
binarias. La opeacién monaria es la de complementariedad entre dos clases C y C,
cuya reunion seria la clase plena. Se introduce el concepto de clase vacia para
expresar que entre dos clases no existe ningun elemento comun.

La ecuacion légica xy = z, se interpreta ahora por la interseccion de las
clases X, y, de modo que la clase z est4 formada por-los elementos comunes a las
otras dos clases.

St z = x significa que la clase x esta incluida en la clase y, lo que equivale a
la proposicion universal afirmativa: "Todos los x son y". Lo mismo para xy =y
seria "Todos los y son x". Por tanto, estas dos proposiciones interpretan
perfectamente las ecuaciones de la forma:

La proposicion particular "Al menos un elemento de x pertenece a y",
significa que su interseccidn no es vacia: i) xy = 0.

La particular mas fuerte "Alguno, pero no todos, los x son y, ni todos los y
son x" interpreta la ecuacién acotada: u) xy = t # 0, para x = t = y.

Para proposiciones negativas puede aprovecharse la clase complementaria.
Si "Ningun x es y", es que todos los elementos de la clase x pertenecen a su
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complementaria x'. Su interseccion equivales a la ecuacion de la forma: e) xy' = x.
Las particulares negativas serian: o) xy' = 0;e') xy' =t = 0, parax =t = y.

El silogismo equivale a un sistema de dos ecuaciones légicas vy la Silogistica
se reduce a un modelo real de B.

Es ahora, para terminar, cuando puede contestarse a la inquietante pregunia
de Carnap: ¢Es la Légica una pura convencion? 11

La Teoria de niveles nos da la respuesta clara y contundente: a nivel
axiomatico y tabular, tanto la Légica de proposiciones como la de predicados es
convencional, no asi a nivel real. A este nivel, debe interpretarse la realidad con las
exigencias de la verdad objetiva, que exige la ciencia.

*Misioneros Claresianos, Segovia
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Bevistas
.- THEORIA de la década de los 50, creada y dirigida por Miguel Sanchez-Mazas.
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