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Capitulo 1

Introduccién general sobre el
tiempo en mecanica cuantica

But all the clocks in the city
Began to whirr and chime:
O let not Time deceive you,
You cannot conquer Time.

W. H. Auden

En contraste con su papel dominante en la teoria de la relatividad, el tiem-
po en la teoria cuantica, después de unos primeros tanteos de Bohr y los gru-
pos fundadores de Gotinga y Copenague en los anos veinte del pasado siglo,
quedé relegado esencialmente, en escritos filoséficos y tratamientos tedricos
de las siguientes décadas, a su aspecto paramétrico. Pauli y su famoso “teore-
ma” de 1933 sobre la imposibilidad de asociarlo con un operador autoadjun-
to para sistemas con Hamiltioniano de espectro discreto o semiacotado, que
son la mayoria de los sistemas de interés fisico, proporcionaron para muchos
fisicos, una base suficiente para justificar el abandono tedrico del tiempo
como observable. Sin embargo, durante todos estos anos de aplicaciones y
desarrollo de la teoria cuantica, los laboratorios no han dejado de observar
fenémenos que se manifiestan singularmente a lo largo del tiempo, mediante
eventos que ocurren en instantes bien definidos (en una escala mucho menor
que la de la duracién temporal de la funcién de onda) y aleatorios. Si enten-
demos por “observable” en un sentido amplio, cualquier magnitud medible
cuya descripcion estadistica como variable aleatoria es reproducible mediante
repeticiones del experimento basado en una misma preparacién del sistema,
debemos concluir que existen de hecho muchos observables temporales, y que
los libros de texto sobre mecénica cudntica no proporcionan un tratamiento
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teorico adecuado. Uno de los ejemplos mas importantes, por su, al menos
aparente, sencillez, y por su cotidianeidad, es el tiempo de llegada a un de-
tector. En laboratorios de fisica atémica o molecular, las particulas pueden
prepararse, incluso individualmente, en condiciones esencialmente iguales, y
después lanzarse, o desplazarse hacia el detector en el que los instantes de
llegada se identifican como “clics” bien definidos. Se obtienen también sus
correspondientes distribuciones. Estas llegadas, como se ha demostrado, res-
ponden ademads a patrones perfectamente cuanticos, ya que en el perfil de
la distribucién temporal se pueden producir interferencias y difraccion en el
tiempo, analogas a las que se observan espacialmente cuando, por ejemplo,
en la emision intervienen, no ya dos rendijas en posiciones distintas, sino ven-
tanas temporales de apertura de la fuente centradas en distintos instantes.
El tiempo de llegada de particulas cuanticas se ha estudiado tedricamente
de forma esporadica desde los anos sesenta, y de manera mas sistematica e
intensa durante los tltimos diez anos, mientras que la teoria de la difraccion
en el tiempo se remonta el trabajo pionero de Moshinsky en 1952. Estos
temas se estudian en dos capitulos de la tesis que resumen las aportaciones
de mi trabajo, y presentan también una exposicion més detallada de los hitos
histéricos mas relevantes.

El observable temporal méas fundamental, de hecho el tinico verdadera-
mente esencial para nuestro quehacer diario es el tiempo del reloj. Desde
un punto de vista formal algunas caracterisiticas del tiempo del reloj son
muy semejantes al tiempo de llegada. Los relojes cuanticos son sistemas
cuanticos que se desplazan lineal o periédicamente con el tiempo. Al ob-
servar la posicion del sistema en un instante dado, deducimos “qué hora —o
qué milisegundo— es” y, en general, el tiempo transcurrido desde algin origen
predeterminado, pero la observacién esta sujeta a la misma aleatoriedad in-
herente al tiempo de llegada. Estas analogias se estudian en el mismo capitulo
dedicado al tiempo de llegada. En la practica, el tiempo que producen los
metrologos en los Institutos oficiales de tiempo y frecuencia, si bien descansa
internamente, como veremos, en toda una bateria de efectos cuanticos, no se
deduce de relojes cuanticos definidos en el sentido anterior. Lo que de verdad
se persigue en metrologia es establecer con extremada precision y estabili-
dad la frecuencia de una transicién entre niveles del atomo de Cesio para
reproducirla mediante osciladores macroscopicos de cuarzo. El segundo se
define contando simplemente un ntimero de estas oscilaciones acordado con-
vencionalmente. La busqueda de un tiempo cada vez mas preciso ha llevado
a disenar relojes basados en atomos ultrafrios cuyo movimiento traslacional
es extremadamente lento. En otro capitulo de la Tesis analizamos los efectos
cuanticos de este tipo de movimiento en la precisién del reloj.

La prolongada anestesia paralizante del teorema de Pauli, que en reali-



dad se formuld sin rigor matematico en una breve nota a pie de pagina, co-
mo ha discutido Eric Galapon ampliamente [76], y cuyas consecuencias mas
dramaticas son técnicamente evitables mediante medidas positivas operador-
valuadas (“positive operator valued measurements” o POVM) no ha facilitado
tampoco el examen de operadores que describan “duraciones”. Estos opera-
dores conmutan con el Hamiltoniano, y por tanto no estan en realidad su-
jetos al dominio de aplicacién del teorema. El tiempo de permanencia de
una particula en una zona espacial, o mas generalmente de un sistema en
un subespacio del espacio de Hilbert, vienen representados por operadores
autoadjuntos y por tanto constituirian segin las clasificacion de von Neu-
mann, perfectos “observables”. Sin embargo Wigner senalé con acierto que
esta acepcion del término “observable” es problematica, y colisiona con la
del lenguaje ordinario, puesto que no es en absoluto evidente como proce-
der en el laboratorio para realmente “observar” las distribuciones de valores
propios de muchos operadores autoadjuntos, ni la teoria proporciona ningtin
tipo de receta automatica para conseguirlo. El tiempo de permanencia se de-
fine y mide sin problema conceptual o de principio en sistemas clasicos pero
se enfrenta en el mundo cudntico con la ausencia de trayectorias. Su inter-
pretacién operacional, es decir, en términos de manipulaciones concretas en
el laboratorio que proporcionen la distribucion estadistica, es una cuestion
abierta a la que dedico dos capitulos de la Tesis.

El cuerpo de esta Tesis doctoral se articula por tanto en torno a cues-
tiones fisicas fundamentales para las que hemos intentado encontrar respues-
tas también fundamentales. En cualquier caso, y a pesar de no constituir el
objetivo central del trabajo, he intentado también establecer vinculos con
consecuencias experimentales y/o tecnolégicas. En algunos casos, como en
el estudio de los relojes atomicos, son evidentes, y en otros pueden requerir
avances o trabajos ain no realizados. En este sentido, parecen particular-
mente prometedoras las posibilidades de desarrollar la difraccion en el tiem-
po como una herramienta practica de analisis y extraccién de informacion a
través de analogias temporales de técnicas bien conocidas como la holografia
o la espectrometria mediante redes de difraccion.

Quiero comentar finalmente un par de asuntos técnicos:

= La notacion es consistente dentro de cada capitulo, pero no necesaria-
mente entre capitulos distintos. He elegido esta opcién para respetar en
lo posible la notacion de los articulos originales y facilitar su consulta,
teniendo en cuanta ademas la relativa independencia y autoconsistecia
de los capitulos, con excepcion de la estrecha relacién de los capitulos
2y 3.

= Para las referencias he optado por el orden alfabético al final de la Tesis.
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Capitulo 2

Tiempo de permanencia.
Conceptos fundamentales

You think quantum physics has
the answer? I mean, you know,
what purpose does it serve for
me that time and space are
exactly the same thing? I mean
I ask a guy what time it is, he
tells me 6 miles? What the hell
is that?

Woody Allen

En este capitulo se revisan algunos aspectos fundamentales y formales del
Tiempo de permanencia (TDP) de una particula cudntica en una regién del
espacio, y se ejemplifican mediante los casos de movimiento libre y de colision
con una barrera de potencial; se discuten también algunas extensiones del
concepto [79].

2.1. Introducciéon

Como he senalado en la Introduccién de la Tesis, a pesar de que las medi-
ciones de distintos tiempos (duraciones o instantes) son comunes en los labo-
ratorios, las cuestiones fundamentales sobre el tiempo en la mecanica cudnti-
ca apenas se han abordado, lo que se suele justificar mediante el teorema
de Pauli. Alternativamente, se ha puesto el énfasis en tiempos caracteristi-
cos, cantidades temporales que caracterizan un proceso, tales como el tiempo
de escape o decaimiento. Esto es en cierto modo contrario al procedimiento
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habitual en la mecanica cuantica, donde, ademas del valor medio de una can-
tidad, se requiere la prediccion de los momentos de orden superior, en otras
palabras, la distribucion de probabilidad.

Con respecto al observable tiempo de llegada, se han estudiado y propuesto
varias de esas distribuciones, véase el volumen 1 de “Time in Quantum Me-
chanics” [77] o [75].

En este capitulo analizamos el tiempo de permanencia, que podemos con-
siderar uno de los observables de tiempo mas simples cuyo operador asociado
es de hecho auto-adjunto sobre un dominio adecuado. A primera vista, esta
propiedad parece contradecir el teorema de Pauli, que afirma que no puede
existir ningin observable del tiempo, asociado a un operador auto-adjunto
que cumpla las reglas de conmutacion canénica con un Hamiltoniano discre-
to semi-acotado. Sin embargo, el TDP es una duracion o cantidad intervalo,
en contraposicién a la cantidad instante que describe el tiempo de llegada.
Su operador asociado, por lo tanto, deberia simplemente conmutar con el
Hamiltoniano, en vez de ser su candnico conjugado.

El TDP de una particula en una regién del espacio y su pariente cercano,
el tiempo de retardo [101], son cantidades fundamentales que caracterizan la
duracion de los procesos de colision, el tiempo de vida de los sistemas inesta-
bles [27], la respuesta a las perturbaciones [50], la conductancia-ac en con-
ductores mesoscépicos [16], o las propiedades de las colisiones caéticas [78].
Ademas, la importancia del TDP y del tiempo de retardo se debe también a
su relacion con la densidad de estados, y el desarrollo del virial en mecanica
estadistica [19]. Como muestra de los estudios teéricos sobre el TDP cudntico
véanse [27, 50, 107, 11, 58, 19, 102, 24, 121, 77, 61, 119, 51, 104, 9, 70, 105].
Aqui nos centraremos en algunos aspectos fundamentales, pero hasta ahora
pasados por alto, como la posibilidad de realizar mediciones del TDP y las
implicaciones fisicas de su distribucion, asi como de su segundo momento.

A pesar de las agradables propiedades del operador del TDP, de la impor-
tancia del concepto, y del valor medio en diferentes ambitos, o de la aparente
simplicidad formal senalada anteriormente, el TDP es, en realidad, sutil y de-
safiante. En particular, una medida suficientemente directa y no invasiva, que
permita obtener los momentos estadisticos a partir de valores individuales,
aun no se ha descubierto. Si se detecta la particula (y, por tanto, se localiza) a
la entrada de la region de interés, su funcién de onda se modifica (“colapsa”),
de modo que el tiempo transcurrido hasta la deteccion, cuando abandona la
region, no reproduce la distribucién ideal del operador TDP, y dependera de
los detalles del método de localizacién. Palao et al. [85] y Ruschhaupt [91]
han propuesto modelos de medidas del tiempo de paso que estudian el efec-
to de la localizacion. Otros intentos se basan en utilizar grados de libertad
auxiliares que actien como relojes o cronémetros mientras la particula se



2.2 El Operador Tiempo de Permanencia (TDP)

mueva en la regién estudiada [105, 2]. Todos los enfoques operacionales del
TDP cuéntico conocidos hasta ahora han proporcionado sélo su valor medio,
y de manera indirecta, deduciéndolo a partir de su relacién tedrica con otros
observables cuyo valor medio es directamente medible. El valor medio se ob-
tiene, por ejemplo, con un “reloj de Larmor”, utilizando un campo magnético
débil y homogéneo en la regién D, y la rotacién del spin de una particula
incidente con spin—% [7, 95, 13]. Un andlogo 6ptico lo proporciona el “reloj de
Rabi”[10]. También se puede deducir a partir del valor medio del tiempo de
paso por las fronteras de la regién del espacio estudiada [70], o a partir de la
absorcién total cuando un potencial complejo absorbente actiia en la regién
[36, 48, 72]. Esta tltimo método podria aplicarse con atomos frios y ldseres
como se describe en [24, 92] y se discute en la Seccién 2.4.2.

La estructura del capitulo es la siguiente: la seccién 2.2 estd dedicada a
puntos basicos y formales, y las secciones 2.3 y 2.4 a ejemplos concretos: la
particula libre y la barrera de potencial.

2.2. El Operador Tiempo de Permanencia (TDP)

A diferencia de otras cantidades de tiempo, existe un amplio consenso
sobre la representacién del TDP como operador [27, 50]. Para una particula
que evoluciona en el tiempo bajo la acciéon de un Hamiltoniano H en la
regiéon D, que hemos limitado aqui, por simplicidad, a una dimensiéon, D =
{z: 21 <z < x5}, toma la forma

Tp = / dt Xp(t) = / dt ¢y (7) e, (2.1)
donde
. x2 A~
Ta(t) = " [ dafa)(afe T (22)
x1

es el proyector (en la representacién de Heisenberg) sobre D, y xp(Z) =
Xp(0) = f;f dx|z)(z|. Sin ahondar demasiado en los detalles mateméticos,
es decir, en la correcta descripcion de su dominio y de su adjunto, podemos
ver que Tp es autoadjunto (vamos a volver a este asunto después de estudiar
la particula libre en la Seccién 2.3).

En cualquier caso, esta claro que, al menos formalmente, este operador
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conmuta con el Hamiltoniano, tal como se desprende de lo siguiente:!

ffDefiﬁt/h _ / dr eil/‘jT/hXD(’x\) efig(Tth)/h (2.3)
_ / dr eiﬁ(rft)/hXD(f) efu%/h _ efu?t/th_

La conmutacion de T\D y el Hamiltoniano nos lleva a la busqueda de los

autoestados del TDP en el espacio propio estacionario de H. Sea « el indice

de degeneracion de estos autoestados, tal que H|E, a) = E|FE, o). Facilmente

obtenemos los elementos de la matriz del operador T, en el correspondiente

espacio propio,?

Tp|E,a) = 2zhy (B, Blxp(Z)|E. ) |E, B). (24)
B

Podemos por lo tanto, reducir el problema de valores propios y autoestados
del operador TDP a un conjunto de problemas de diagonalizacién de matrices
en cada uno de los subespacios propios del Hamiltoniano. Vamos a suponer
que el Hamiltoniano tiene un espectro puramente continuo con autoestados
de colisién degenerados (delta-normalizado) |¢4x) correspondiente a ondas
planas incidentes | &= k), con energia E = k?h%/(2m), normalizadas como
(k[K') = (Px|dw) = 6(k — k).

Siguiendo la misma manipulacion realizada para el operador S en la teoria
de colisiones en una dimensiéon [70], es conveniente definir en la capa de
energia una matriz TDP 2 x 2, T, factorizando una delta de energia,?

P / |k|h2
(9| Tp|dy) = 0(E — E') - T, (2.5)
donde E' = k*h?/(2m) y*
. 2mm ,
Thr = <¢k’XD(x)|¢k'>W, E=F. (2.6)

Como caso particular, Ty, es el promedio del TDP en una region finita del
espacio definido por Biittiker en el régimen estacionario como [13],?

1 2 9

1VersiAones del operador TDP con limitaciones temporales tales como
[ dt et/ Py b (7) e *4/P no conmutan en general con H, véase [27]

2Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.

3Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.

4Véase su obtencién en el Apéndice Matematico.

5Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.
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donde j(k) es el flujo entrante asociado con |¢y).

Una peculiaridad interesante del TDP cuéntico es que la diagonalizacién
de T a una determinada energia proporciona, en general, dos valores pro-
pios t+(k), k > 0, y los correspondientes autoestados |t4(k)), incluso en los
casos en que solo existe un tiempo clasico, como en el movimiento libre, o
la transmisién sobre la barrera. (Se examinan a continuacién algunos ejem-
plos concretos.) Una consecuencia es una varianza mayor de la distribucién
cuantica del TDP comparada con la cléasica.

La distribucién cudntica del TDP para un estado [¢)) = |¢(t = 0)), viene
dada, formalmente, por

My(7) = (W|6(Tp — 7)), (2.8)

ya que el caracter de “auto-adjunto” del TDP implica que se aplica el teorema
espectral, y que las potencias del operador se corresponden con los momentos
de la distribucién. No vamos a considerar en este trabajo otras fuentes de
fluctuaciones tales como los estados mezclados o conjuntos de Hamiltonianos.
En estos dos casos, se pueden calcular distribuciones de promedios de TDP,
mientras que aqui vamos a estudiar la distribucién del propio TDP, pero solo
para estados cuanticos puros y un tinico Hamiltoniano.

En el célculo de la distribucion del TDP nos encontramos con la dificultad
mencionada anteriormente, de que el TDP es degenerado. Es ttil en este
caso ayudarse del teorema espectral para calcular la funcién generadora de
la distribucién del TDP, que se define como

o) = | Tt L (1) = (] T |y, (2.9)

0

Normalizando los autoestados del TDP para escribir la resolucién de la iden-
tidad

1= Z/OOO dk|to (k) (ta (k)] (2.10)

fu puede escribirse como

Folw) = [k [ O i, e 1)

+ Bl (k) (- (R[] (2.11)
y, por tanto,
“dw
o) = [ e i)

= [k B = IR + 5 - @I (212
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El promedio del TDP para un paquete de ondas se puede dar en términos
de la densidad de probabilidad de posicién, correspondiente (a diferencia de
su segundo momento, como se muestra a continuacién) a la expresién vélida
para un colectivo de particulas cldsicas® (véase [49, 71]),

WiToty = [ ar [Cdeo@of = [ aklon P, @13

donde ¢(z,t) = [ dk (¢x|1) exp(—ihk*t/2m)¢r(x) es el paquete de ondas
dependiente del tiempo y se supone, aqui y en el resto del capitulo, que se
compone de momentos incidentes positivos. Para escribir la Ec. (2.13) hemos
usado la relacién estandar (¢ |v)) = (k|yy™), donde (z|k) = (27)~Y/2 exp(ikz),
y 9™ es el estado asintéticamente libre de .

El segundo momento tiene la forma, para paquetes de onda incidentes
con componentes de momentos positivos,’

(T3) = [Tl = [ ATl + Tl e

© 4rim?

[( / dz |¢k<x>|2)2 +| / dx () 0k (2)

que presenta un término sin contrapartida clasica.

X

] )2

2.3. La particula libre

[lustraremos los resultados anteriores con la solucion explicita del caso de
una particula libre en una region D que se extiende desde xy =0 a x5 = L.
De hecho, la humilde particula libre en movimiento resulta ser un sistema
muy interesante y sorprendentemente complejo en lo que se refiere al TDP.
El Hamiltoniano de la particula libre es doblemente degenerado, y podemos
hacer coincidir los indices de la degeneracién con el signo del momento. Con
la debida atenciéon a las diferentes normalizaciones de los autoestados de la
energia y el momento, encontramos los siguientes autoestados del operador
TDP?: .

V2

6Véase su obtencién en el Apéndice Matematico.
"Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.
8Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.

t(k), D) = —= [|k) £ e*| - k)], (2.15)
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Figura 2.1: Autovalores del operador TDP en funciéon de ¢ = kL, en unidades

mL?/h, para el movimiento libre de una particula dentro de una regién de
longitud L.

donde?

mL 1.
ti(k) oh (1 + 7 Sin kL) (2.16)

son los autovalores correspondientes, en claro contraste con el tiempo clésico
teass = mL/(|k|R), véase la Fig. 2.1.

Es importante senalar que la funcién inversa es multivaluada. Debido a
esto hemos mantenido los autoestados generalizados con la dimensionalidad
de |k), en lugar de normalizarlos de acuerdo con una funcién delta de TDP.

Con esta normalizacion es facil comprobar que la resolucion de la identidad
tiene la forma (2.10).

Obsérvese que t_(k) tiende a cero cuando k& — 0, uno efecto cudntico

mas que se entiende mejor a partir de la representacion en coordenadas de
los autoestados,

kL /2
—is coslk(z — L/2)],
ik L/2

(elt) = g sinlh(x — L/2)

(xfty)

(2.17)

simétrico y antisimétrico respecto al intervalo central. (z|t_) se anula en L/2,

9Véase su obtencién en el Apéndice Matemaético.
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por lo que la densidad de particulas tiende a anularse en D al aumentar la
longitud de onda cuando k£ — 0.
El operador TDP para un intervalo D’ = [a, a + L] se obtiene del anterior
por traslacion, ~ ~
fD’ = e*i“kaemk, (218)
y, en consecuencia, los valores propios no se modifican, mientras que los
nuevos autoestados se calculan facilmente,

te(k), D)) = e *ti(k),D)

_ % [efiak“@ 4 eik(a+L)| _ kﬂ ] (219)

Es sencillo calcular directamente la accién de T en la representacion k,

(Tpl) = i |30 + s BD BB (220

donde (k) = (k[)). Esto nos permite estudiar los aspectos funcionales del
operador. En particular, puede comprobarse, mediante la exigencia de nor-
malizacion, que el dominio del operador viene dado por las funciones que
satisfacen 1 (k)/k — 0 cuando k — 0. El requisito de simetria no afiade mas
limitaciones al dominio. En cuanto a los indices de deficiencia, resultan ser
(0,0). Estos célculos son para el intervalo D = [0, L], pero, dada la equiva-
lencia unitaria de otros intervalos de la misma longitud, véase la Ec. (2.18),
los mismos resultados se obtienen para regiones compuestas de un nimero
arbitrario de intervalos cerrados.

No es de extranar que las funciones en el dominio del operador TDP para
la particula libre deban anularse en k = 0 lo suficientemente rapido, ya que
la evolucion caracteristica de una funcién de onda genérica viene dictada
por el propagador de la particula libre, que se comporta como ¢t~ /2. Esto
implica la divergencia del TDP a menos que el estado excluya la componente
k =0y el decaimiento de ¥ (k) sea suficientemente réapido cuando k£ — 0 (un
andlisis simple de la divergencia puede encontrarse en [23]). La divergencia
del TDP para estados con componentes no nulos en k£ = 0 también ocurre
para colectivos de particulas clasicas.

Para calcular la distribucién IL, (), véanse las Ecs. (2.11) y (2.12), uti-
lizamos la funcion caracteristica

folw) = /_ "l e/ (o [%Sin(kl))] (k)2

+ 2/ dkei“mL/“k'h)sinhZ?h

sin(kL)} e o (k)b (—k2.21)

[e.9]
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ESPEJO
ESTADO INCIDENTE | | | | |

W/
| |
x=0  x=L x

—2\k><
‘ ‘ k ESPEJO

ESTADO \NC\DENTE
ESTADO REFLEJADO

W/

I I
x=0 x=L ><

Figura 2.2: Espejo de ondas de materia. La onda plana incidente, |k), (linea
continua roja) se refleja, | — k), (linea discontinua azul) incorporando un
factor de fase.

La distribucién I1,(¢) solo existe en el semi-eje positivo, como puede verse
en la expresion explicita de los valores propios. Esto, a su vez, es una com-
probacion no trivial de la validez de la definicién.

Otro resultado de este andlisis, inicialmente sorprendente, es que para
paquetes de onda muy monocrométicos (es decir, altamente concentrados en
un punto en la representacién de momentos), la densidad de probabilidad
para el TDP es genéricamente bimodal debido a los dos valores propios ¢t (k)
de la Ec. (2.16).

Una verificacién experimental de los autovalores, y de la naturaleza cuanti-
ca del TDP, podria realizarse con la ayuda de un espejo de ondas de materia
situado en un punto X > L, Fig (2.2), que refleje una onda plana incidente
|k). La onda resultante tomara la forma, salvo por un factor de fase,

[Ux) = k) — | — k). (2.22)
Podemos ahora calcular el TDP entre 0 y L,

(Wx|Tplx) = T+ T 4 g — 2Re(e 25T )

_ z% {1 — cos[k(L + 2X)]Sink(lZL> } . (2.23)
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que oscila entre los valores maximo y minimo 2t,, véase (2.16). Estos se
producen en posiciones especificas del espejo, es decir,

L mn

X = ——=4+— 2.24
5T (2.24)

L m™ T
X, = —5 T o (2.25)

(n entero tal que X > L), para las cuales la onda |1)x) se hace proporcional a
|t+). El factor de proporcionalidad 2 se debe a que el extremo corresponde al
doble de los autovalores, lo cual es facil de interpretar fisicamente con referen-
cia al correspondiente escenario clasico: la particulas clasicas bajo similares
circunstancias atraviesan la region dos veces, primero hacia la derecha y luego
hacia la izquierda. Para cualquier X entre los valores privilegiados X, da-
dos antes, |¢)x) es una superposicién lineal de los autoestados del TDP y
asi el promedio resultante del TDP se encuentra en un continuo entre los dos
autovalores. En el experimento que proponemos, se envia un haz continuo
monocromatico hacia el espejo y se mide la densidad de particulas entre 0 y
L mediante fluorescencia o por otros medios. Las oscilaciones de la senal en
funcion de X contrastarian con el caso clasico, en el que la densidad del haz
y el TDP no se ven afectados por un cambio de la posicién del espejo.

2.3.1. Comparacion entre los casos clasico y cuantico.

Ya hemos discutido algunas de las peculiaridades del TDP cuantico com-
parado con el TDP clasico. Aqui elaboraremos esta comparacién con mas
detalle. Consideremos primero un colectivo clasico de particulas, descrito
por la densidad de probabilidad inicial en el espacio de fases, F'(x,p). La
distribucion del TDP para este caso viene dada por

loe(t) = [ dxdpa(t—%) F(z,p)

_ ”Z_f/dx [F (:zmTL) +F (Hﬁ—f)} , (2:26)

es decir, la distribucién marginal de momentos evaluada en mL/t y —mL/t,y
multiplicada por el factor de normalizacién mL/t?. Por otro lado, la distribu-
cién (2.12) obtenida a partir de la Ec. (2.21) incluye efectos de interferencia
entre componentes con momentos negativos y positivos, de dos diferentes
formas. En primer lugar, hay una interferencia obvia en la tltima linea de
(2.21); pero ademds de esto, el argumento del coseno también revela estos
efectos. Para ver mejor este punto, examinemos un operador diferente,

Tp = ATpAs + A_TpA_ = mL/|pl, (2.27)
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donde Xi son los proyectores sobre subespacios con momentos positivos o
negativos, que no conmutan con 7Tp. La ultima igualdad en la Ec. (2.27),
especifica del movimiento libre, es particularmente transparente y reproduce
una de las expresiones del TDP clasico. Los autoestados son |+k), k > 0,y los
correspondientes autovalores son dos veces degenerados e iguales al tiempo
clésico, mL/h|k|. La distribucién de TDP para este operador es, para estados

con momento positivo,
~(mL
(i)
T

que coincide con la distribucién clasica para funciones de onda limitadas a
momentos positivos. De esta manera vemos que la distribucién (2.12) pre-
senta términos de interferencia incluso si sélo existen momentos positivos.
Concretamente, para un estado @ con momentos solamente positivos, el se-
gundo momento del operador TDP toma la forma

2

L
m , (2.28)

Ww(T):ﬁ

<ﬁ%> /0 BTl D (k)2 = /0 T AR Tl + Tes P

< m2L? ., ~ 2
— /0 dk T {1+ s sin (kL)} ‘z/)(k:)‘ , (2.29)
que contrasta con la expresion clésica
N o7} m2L2 - 2
@) = | ak s 000 (2.30)
0

e indica que, en efecto, el segundo término se debe a la interferencia cudntica.

Si consideramos un paquete de ondas altamente monocromaético, la dis-
tribucién clésica deberia estar muy concentrada en torno a mL/pg, donde py
es el momento central de la funcién de onda, py = koh; por otro lado, la dis-
tribucién cudntica consiste en dos picos agudos, centrados en t (ko) y t_ (ko)
respectivamente. La distancia entre picos va hacia cero cuando py aumenta,
como era de esperar en el limite clasico.

Merece la pena también examinar la versién en-la-capa-de-energia de ¢p,
t. Factorizando la funcién delta de la energia como en la Ec. (2.5) obtenemos
para una onda plana |k) el valor medio ty, = mL/(hk), igual a Ty, pero el
segundo momento difiere, (t2) = (tar)? = (Ter)? < (T?)rk, véase Fig. 1; en
otras palabras, la varianza en la capa de energia es cero porque solo existe
un autovalor para t. Esto contrasta con el término extra en la Ec. (2.29)
que, de nuevo, subraya el caracter cuantico del operador de TDP, fp, y sus
fluctuaciones cuanticas.
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2.4. TDP en una barrera de potencial

Estudiaremos ahora el caso del TDP en una barrera o pozo de potencial
sin estados ligados, esto es, el TDP en un intervalo que coincide con la zona
donde estd localizado el soporte del potencial V' (z). Por simplicidad, supon-
dremos como antes que este intervalo comienza en el punto x = 0 y tiene una
longitud L. Usaremos la base completa de estados estacionarios entrantes,
|kT), y la representacién de posiciones. Para k > 0,

1 e*® + Rl(k)e~* para z < 0
+ = — .
<£U|k > - /_271' { Tl(k.)ezka: para z > I (231)
mientras que, para k < 0, tenemos
1 T (—k)etke para x < 0
N ‘ '
<l“]€ > - /_27'(' { ezk:p + Rr(_k)efzkac para > L (232)

(los superindices [,7 en T*, R!, y T", R" denotan incidencias por la izquierda
y la derecha respectivamente). Hemos omitido cualquier expresién explicita
en el intervalo [0, L] debido a ser una zona dependiente del potencial. Los

autovalores y autoestados del operador TDP pueden calcularse formalmente
usando H |k*) = (k*h?/2m) |kT). Para ese fin, se define

(K" [xp(Z)[FT)

k) = 2.
€)=l (233)
donde
o(k) = [(—k* o (@) k)], (2.34)
Y Lt )kt
o (k)
Adicionalmente, para hacer mas compacta la formulacién, sea
1
plk) = 5 [€(=k) = €(k)] - (2.36)
Tenemos que los autovalores del operador TDP vienen dados por
2 k k —k
to (k) = ”m ) F( ) +25( ) 4 /T /ﬂ(k)} , (2.37)

mientras que los autoestados son

It (K)) = N {|k+> + etelh) [,u(k) + 1+ uQ(k:)] {—k+>} L (2.39)



2.4 TDP en una barrera de potencial

17

y la constante de normalizacion es

—-1/2

Ny = % [1 /Tt ,zﬂ(k)} . (2.39)
De hecho, podemos relacionar las cantidades £(k), o (k) y ¢(k) con las ampli-
tudes de dispersion, siempre que el potencial dispersor esté completamente
incluido en la regién D. Sea yp(x) la funcién complementaria a xp(x). Pode-
mos calcular (k' *| x(Z) |k™) explicitamente y, usando la unidad y las condi-
ciones que esto impone a las amplitudes de dispersion, llegamos a las si-
guientes expresiones (donde se omiten los argumentos de las amplitudes de
dispersién, todas estan evaluados en k, y donde denotamos la derivada con
respecto a k como 0; ademas R y T significan “complejo conjugado” de R
y T respectivamente):

F @) = LT+ o (RO + T + o R - R

Ak
. L ' _ _
(=F" p@| = k") = S~ [L+|RT]+ % [ROWR" + T, T")
i —21 DT % T
+ m[GQkLR _€2kLR:|7
P~ L DT i T Dr i r %
(=K o@)IKY) = TR+ - [ROT + TOR] + — [T7 = ™™ T] .

El segundo termino de cada una de las expresiones anteriores se pueden iden-
tificar con los correspondientes elementos en-la-capa-de-energia de la matriz
—(im/kh)ST0.,S, que es el tiempo de retardo de Smith [101].

2.4.1. La barrera rectangular de potencial

Para el caso concreto de una barrera rectangular de potencial, en el que
V(z) = Wlf(x — L) — 0(x)], donde O(z) es la funcién escalén de Heaviside,
podemos utilizar las simetrias del Hamiltoniano © — L —x y k — —k. Esto
se refleja en los estados de colisién como sigue,

(L — x|k™) = ™ (x| -kT),
de donde &(k) = £(—k), y u(k) = 0. Ademas,
L|T(k)*

2T K2

donde k = /k? — 2mVj/h? es real y positivo para k* > 2mV;/h?, y con una

componente imaginaria positiva para momentos que “tuneleen”, tales que

(K Ixp @) k7)) =

{k:2 - ”2‘2/0 [1 + 22L sin(2/<;L)] } (2.40)
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Figura 2.3: Autovalores del TDP para una barrera de potencial cuadrada, en
unidades mL?/h, para Q = 8.

k* < 2mVy/h?. Después de un poco de édlgebra, se obtiene

_TH) mL

1
te(k) = 2 K] 2 [k* + K* £+ (k* — k) cos kL] {1 + — sin kL] . (2.41)

kL

que podemos comparar con (2.16); el resultado de la particula libre se modula
por la amplitud de transmision y un factor oscilante que depende del poten-
cial. Para energias altas el término de modulacién tiende a uno, y se recupera
el caso de la particula libre, como debe ser. Para momentos pequenos, am-
bos autovalores tienden a cero con el momento, al contrario del caso de la
particula libre, donde uno de ellos diverge. También es relevante el hecho que
los autovalores del TDP estan acotados, y por lo tanto el valor medio tam-
bién lo esta. Es conveniente expresar los autovalores en forma adimensional

(k=q/L, Vo = B*Q*/(2mL?) ):

_QmLQ qj:——qfiQ2 sin \/q¢? — Q2
h 2q2—622j:622(:08\/q2—6227

ty(k) (2.42)

véase la Fig. 2.3.
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2.4.2. TDP promedio a partir de medidas de la fluo-
rescencia

__ En este apartado modelizaremos la medicion del promedio del TDP 7p =
(Tp) de un atomo ultra-frio dentro de una barrera cuadrada creada por un
laser perpendicular a su movimiento, con intensidad homogénea entre 0 y L.

El 4tomo puede aproximarse como un sistema de dos niveles que se
acoplan en una regién del espacio a un laser alejado de la frecuencia de
resonancia, con gran desintonizado, A > ~,€), donde A se define como la
frecuencia del laser menos la frecuencia de la transicion atémica, 7 es la cons-
tante de decaimiento (el inverso del tiempo de vida o coeficiente de Einstein)
y € es la frecuencia de Rabi.

La amplitud del proceso de emision y deteccion del primer fotén de un
atomo en su estado fundamental viene gobernada por el siguiente potencial
efectivo [65, 82]

hQ? Ry
V() = Vi —iVi = T — iy
tal que la deteccién del retraso (tiempo de vida del estado fundamental si el
dtomo en reposo se coloca en la regién iluminada por el ldser) es 4A2/Q%y
[74], donde y es fija para la transicién atémica, €2 y A pueden ser controla-
dos experimentalmente, y la relacién Q?/A se puede elegir siempre tal que
la parte real de V permanezca constante. Esto deja algo de libertad para
fijar el valor que deseamos en la parte imaginaria. Si nos aseguramos de que
se emite un fotén fluorescente por dtomo, esto es, 7p > 4A%/0?%, la senal
de fluorescencia producida por un grupo de atomos sera proporcional a la
probabilidad de absorcién A, y esta senal proporciona, después de la cali-
bracion para tener en cuenta el angulo sélido y la eficiencia del detector, una
aproximacién para la derivada (2.45) y por lo tanto, el promedio del TDP
para el potencial (2.43) como

(2.43)

Tp ~ hA/(2V]). (2.44)

Este resultado se obtiene integrando —dN/dt = (2V;/h){¢(t)|xp(Z)|(t))
sobre el tiempo, N es la norma de dtomos no detectados, y A = 1 - N
la absorcién (fraccién de dtomos detectados). En el limite V; — 0 y para
incidencia casi monocromadtica, se obtiene el TDP medio (estacionario) en
un potencial real,

Thr = ‘}Iigo(h/Q)@VIA(k‘), (2.45)

donde A(k) es la probabilidad total de absorcién para nimero de onda inci-
dente k. Puede verificarse sin dificultad la equivalencia de esta cantidad con

(4 (k) +1-(K))/2.
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Figura 2.4: Valor exacto del TDP (linea continua) para dtomos de Cs que
cruzan una barrera cuadrada de 2um de ancho y altura 8,2674 x 103s~'h
(en unidades de velocidad, 0,28 cm/s) frente a la velocidad incidente. Las
aproximaciones estan calculadas con la Ec. (2.44) para V; = 3,307s th=V;
(indistinguible del resultado exacto, A = 2500, Q = 1,577), 10 V; (linea
doble punto-trazo, A = 2507, 2 = 0,57), 10*V; (linea de trazos, A = 257,
Q = 0,167), y 103V, (linea de trazos y puntos, A = 2,5y, Q = 0,057). La
transiciéon es a 852 nm con y=33.3x10%1; A y € se obtienen de la Ec.
(2.43).
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Figura 2.5: Errores relativos calculados entre los resultados maximo y apro-
ximado, |7p(exact) — p(approx)|/m(exact), contra la probabilidad de ab-
sorcién (deteccién) usada para calcular 7p(approx) en el méximo. El sistema
es el mismo que en la figura anterior.

Se podria pensar en relajar la condicién de un fotén como méaximo por
atomo. Para Vg despreciable respecto a F, se podria esperar que para algunos
regimenes la distribucion de fotones emitidos fuera también bimodal. Para
observar la bimodalidad, el intervalo caracteristico entre modos (h/E, donde
E es la energia de la particula) deberia ser mas grande que el intervalo
caracteristico entre emisiones sucesivas de fotones fluorescentes, pero estas
condiciones y A > ~ no son compatibles, y similares dificultades aparecen si
el laser excita al atomo en resonancia. Una tarea pendiente es la aplicacion de
técnicas experimentadas ya con éxito a los tiempos de llegada, por lo menos
en teorfa (deconvolucién o normalizacion de operadores).

La figura 2.4 muestra el TDP exacto y una aproximacién para diferentes
valores de V; para una transicién de atomos de Cs (los detalles estan en la
figura). Un V; grande implica grandes errores pero también una senal mas
fuerte. En la practica, la senal minima requerida determina la precisién con la
que se puede medir el TDP. La figura 2.5 muestra el error relativo del maxi-
mo del TDP frente a la correspondiente probabilidad de absorcion. En esta
figura el haz es monocromaético. Se puede comprobar la prediccion cuantica,
contraria al caso clasico, de que el valor del TDP cuéntico esta acotado para
todas las energias.
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Capitulo 3

Relacién entre el TDP cuantico
y las funciones de correlacién
HAujo-flujo

La mecdnica cudntica permitiria
hacer la declaracion de la renta
en un sequndo

J. Ignacio Cirac

En este capitulo se generalizard un estudio anterior de Pollak y Miller
[E. Pollak and W. H. Miller, Phys. Rev. Lett. 53, 115 (1984)][90], quienes
demostraron que el promedio del TDP estacionario coincide con el primer mo-
mento dado por una funcién de correlacién flujo-flujo (FCFF) microcanénica.
Demostraremos que esta relaciéon también es valida para el segundo momento
(que muestra un caracter cudntico), y extenderemos el andlisis al caso de pa-
quetes de ondas dependientes del tiempo. Sin embargo la relacién falla para
el tercer momento y momentos de orden superior por lo que la FCFF solo
contiene parte de la informacion de la distribuciéon del TDP, aunque cierta-
mente, es la parte mas importante. También discutiremos un posible esquema
para medir las FCFF, creando un camino para acceder experimentalmente a
las caracteristicas cuanticas de la distribucion del Tiempo de Permanencia.



RELACION ENTRE EL TDP CUANTICO Y LAS FUNCIONES DE
CORRELACION FLUJO-FLUJO

3.1. Funciones de correlacion flujo-flujo esta-
cionarias

Pollak y Miller establecieron la primera conexién entre el TDP promedio
estacionario y el primer momento de una distribucion de correlacién flujo-
flujo FCFF [90]. Ellos definen una FCFF microcandnica cuéntica Cpy (7, k) =
Tr{Re C’pM( k)} mediante el operador

Cou(m, k) = 21h[J(xe, 7)J(21,0) + J(21,7)J (22,0)
— J(x1,7)J(21,0) — J(22,7) T (22,0)]0(E, — H), (3.1)

donde J(z,t) = ’Ht/h L[p6(T —x) +6(T — x)]/ﬂe ifit/h o5 ¢] operador de flujo
cuantico en la representac1on de Heisenberg, y p and Z son los operadores de
momento y posicion.

Esta definicién proviene de la mecanica clasica y se puede entender de una
manera intuitiva: la Ec. (3.1) suma las correlaciones de flujo de particulas que
entran a R por x; (x2) y salen por s (x1) un tiempo 7 mas tarde. Ademas,
las particulas pueden ser reflejadas y abandonar la region R por el mismo
punto que han entrado. Esto se describe en los dos ultimos términos, donde
el signo menos compensa el cambio de signo del flujo. Hay que observar que
estos términos negativos conducen a una contribucién de auto-correlacion
que hace que la distribucién Cpy,(7, k) diverja cuando 7 — 0.

A continuacién repasaremos la conexion entre la FCFF y el TDP prome-
dio y después llegaremos a una relacién similar para el segundo momen-
to. En el resto del capitulo solo consideraremos momentos incidentes posi-
tivos, por lo que vamos a sustituir Cpu (7, k) por C;FM, y 8(E, — H) por
5T (B, — H) := §(E, — H)A, , donde A, es el proyector sobre el subespacio
de autoestados de H con momentos incidentes positivos. Observemos para
empezar que, por la ecuacién de continuidad,

d ~ d

— Tl t) = Thlab), (3.2)

donde p(z,t) = eiflt/h§(7 — z)e~ /M es el operador de densidad en la repre-

., . A+ . 1
sentacién de Heisenberg, Cp,,(7, k) se puede escribir como

Ciutr) =2 £-3e(0) ) 5R(0) 0" (B-F). (3

t=0

'Véase su obtencién en el Apéndice Matematico.
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donde Yr(t) es el proyector, en la representacion de Heisenberg, sobre la
region del espacio elegida,

- z2 ~
X\R(t) — 6th/h/ dI|$><CE|€_ZHt/h.
x1

Integrando por partes y usando la ecuacién del movimiento de Heisenberg, el
primer momento de la funcién de correlacién de Pollak-Miller esta dado por

Tr {/OOO dr 0% (7, k)} ~Tr {27rh /OOO dTyR(T)%[yR(O), )5+ (B, — ﬁ)} |

(3.4)
Los términos de frontera de la forma lim, . 77Xz (7),7 = 0, 1,2, se omiten
de aqui en adelante. Esto se justifica recordando que los estados fisicos deben
ser dependientes del tiempo y de cuadrado integrable por lo que la contribu-
cion de dichos términos se anula cuando se realiza una integracién sobre
funciones de onda estacionarias (en la siguiente seccién discutiremos en de-
talle una versién de la funcién de correlaciéon dependiente del tiempo). Con
potenciales de colision la densidad de probabilidad generalmente disminuye
como 73, lo cual asegura un valor finito del TDP, pero para el movimiento
libre decae como 77! [73], lo que hace 7p infinito, a no ser que la funcién
de onda en momentos se anule con suficiente rapidez cuando k tiende a cero
[24].
Si se escribe explicitamente el conmutador, y se usan las propiedades
ciclicas de la traza de una matriz tenemos

Tr{ /0 N dr 7Cy, (7, k;)}
= Tr{27rh/ooo dr (—;—TQR(T)) LR(0)6F (B, — ff)}, (3.5)

e integrando sobre 7 recuperamos el resultado obtenido por Pollak y Miller,

Tr { /O Car 7Chy, (T, k:)} = 27 hTr {)?R(O)(W(Ek - ﬁ)} =Tw. (3.6

Expresando la traza en la base |¢) volvemos a tener el TDP estacionario de
la Ec. (2.7), es decir, el elemento diagonal del operador del TDP en la capa
de energia, Tgy.

El calculo del valor medio en [90] es diferente en algunos aspectos: (a)
Las coordenadas x; y z2 se toman en menos y mas infinito, pero se pueden
llevar a valores finitos modificando la Ec. (8) de [90] convenientemente; (b)
Formalmente no hay términos frontera en el infinito pero se requiere una
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regularizacién en la Ec. (16) de [90], que se justifica para paquetes de onda;
(c) 0(Ey — }AI) se usa en lugar de 67 (Fy — }AI) esto simplemente proporciona
una contribucion adicional para momentos negativos paralela a la que se
ha obtenido aqui para momentos positivos; (d) En nuestra derivacién del
tiempo medio se obtiene directamente como una cantidad real, a pesar de
que 6;M(T, k) no es autoadjunto, mientras que en [90] se toma la parte real.
(La discusién del tiempo medio imaginario en [90] se basa en una versién
modificada de la Ec. (3.1).)

A continuacién, vamos a demostrar que el segundo momento de la FCFF
de Pollak-Miller es igual al segundo momento de T. Esto se pasé por alto en
la Ref. [90]. Procediendo como antes,?

* ~ 4m2m?
2 A+ _
Tr{Re/O dr 7205y, (T, k)} = 7312 [(

[ ¢z<x>m<x>\1 = (M) (37)

1

[ alowP)’

1

_|_

Se muestra asi que la relacion entre el TDP y las funciones de correlacion
flujo-flujo va més alld de los valores medio y que C,,(7, k) incluye las carac-
teristicas cudnticas del TDP: el primer sumando del corchete en la Ec. (3.7),
no es mas que (Tg)?, mientras que el segundo sumando es positivo, lo cual
permite que la varianza en-la-capa-de-energfa no sea cero sino (T2 — (Tgr )2
Es importante observar que, a pesar de que el estado estacionario que se ha
considerado solo tiene momentos positivos, ¢x(x), k > 0, este segundo térmi-
no implica también a la otra componente degenerada ¢_,(x), y generalmente
no es cero.

Surge la cuestion de si estas conexiones se generalizan a otros momentos
de C},,(7, k). La respuesta es no, como veremos en la siguiente seccién con
mas detalle.

3.2. Funciones de correlacion flujo-flujo de-
pendientes del tiempo

A continuacion se presenta una version dependiente del tiempo de la
funcion de correlacion flujo-flujo anterior y su relaciéon con el tiempo de per-
manencia. Hasta ahora, la FCFF ha sido utilizada habitualmente en quimica
fisica para definir velocidades de reaccion en colectivos candnicos o micro-

2Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.
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canénicos [66]. No obstante, se puede definir fisicamente una versién depen-
diente del tiempo mediante el operador

6(7) = /_OO dt [j(xg,t+T)A(x1,t)+j(x1,t+T)A(x2, t)

o0

~ ~ ~

— T, b+ 1) T (21, 8) = (@, t+7) T (22,1)], (3.8)
que conduce a la funcién de correlacion flujo-flujo
C(r) = (ReC(1))y, (3.9)

donde la parte real se toma para simetrizar, como antes, el operador no
autoadjunto C(7).

Como en el caso estacionario, la Ec. (3.9) suma correlaciones flujo-flujo
para entradas en R a través de x1 6 zo a tiempo ¢ y salidas por z; 6 x5 en un
tiempo 7 posterior. Ademds, se debe integrar sobre el tiempo de entrada t. Es
facil demostrar que el primer momento de la versién clésica de la Ec. (3.8),
donde J se reemplaza por la variable clésica del flujo, nos proporciona el
valor medio del TDP clésico. R

Como en la Ec. (3.3), podemos poner C(7) en la forma

~ < d d . .
C(r) = —/ dt—Xr(Z,t +7)—=Xr(Z, ). (3.10)
oo dT dt

Lo primero que vemos es que la FCFF C(7) no es normalizable, de hecho las
contribuciones negativas cancelan exactamente a las positivas,?

/OoodTé(T) :/_Oo dt YRt )iA (t) = 0. (3.11)

A continuacién se deriva el valor medio con una funcién de correlacién
dependiente del tiempo. Con una integracién por partes tenemos

d
/ dTTC / dt/ dr xr (T t+7‘)thR(x t).
0

Una segunda integracién por partes con respecto a t, reemplazando d/dt por
d/dr e integrando sobre 7 nos da

/OOO dr rC(r) = /Oodt X&(T,t) = /Oo At Yr(Z,1) = Tp, (3.12)

o0 o0

3Véase su obtencién en el Apéndice Matemaético.
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donde se han usado las propiedades de Xz. La Ec. (3.12) generaliza el resul-
tado de Pollak y Miller al TDP dependiente del tiempo.

Puede efectuarse un célculo similar para el segundo momento de C(7).
Después de tres integraciones por partes y teniendo en cuenta que para li-
brarnos del factor 72 las contribuciones en la frontera se anulan, obtenemos

/ d7725(7):2/ dt/ A7 Xr (T, t 4+ 7)Xr (T, 1).
0 —00 0

Evaluamos la parte real de esta expresién. Haciendo las sustituciones t+7 — ¢
y T — —7 en el término complejo conjugado, se tiene

Re/ dr 72C(7) = T2. (3.13)
0

3.3. El movimiento libre

Como ejemplo de la relacién entre el TDP y la FCFF, en esta seccién
estudiaremos el movimiento libre. Para un flujo estacionario de particulas
con energia Ey, k > 0, descrito por ¢ (z) = (z|k) = (21)""/2e™**  los tres
primeros momentos en la capa de energia para una distribucion ideal del
TDP son*

mL
T = 14
m?2L? sin?(kL)
(T = (1+—), (3.15)
h2k? k2L?
m3L3 sin?(kL)
(THre = L3 (1+3W>' (3.16)

Como hemos probado antes, los dos primeros momentos coinciden con los
momentos correspondientes de la FCFF de Pollak-Miller, pero para el tercer
momento tenemos que

Tr {Re/ dr 736;5]\4(7, k:)}
0
m3L3 3[1 + cos*(kL)]  3sin(2kL)
B3L3 1- k2] 2 T 13k3

(3.17)

En la Fig. 3.1 se comparan los primeros tres momentos. La coincidencia
entre (T?)x v Ec. (3.17) es muy buena para valores grandes de k, pero son
claramente diferentes para k pequenos.

4Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.
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A pesar de esto, la coincidencia de los dos primeros momentos sugiere
un comportamiento similar de II(7) y C(7). Para calcular II(7) con una
funcién de onda t(k) := (k|¢)) con momentos con componentes solo positivos,
se usa la representacion en k teniendo en cuenta la bimodalidad del TDP,

to(k) = mL[1 £ sin(kL)/kL)/lk,5

kj(7))I?
; Z |F’ ]{77(7' (3-18)

donde el sumatorio en j es sobre las soluciones &} (7) de la ecuacion F, (k) =
t,(k) —7 = 0y la derivada es respecto a k. En particular, usaremos para los
célculos [70] una funcién de onda que se anula cuando k < 0,

Y(k) = N(1 — e k) em (bl /Mak g ik k), (3.19)

donde N es la constante de normalizaciéon y O(k) es la funcién escalén. Para
la funciéon de correlacion flujo-flujo escribimos

~ Re / dk / ak' 0 (k)b (k) (k| C () ), (3.20)

y Chp () = </{;|5(7’)|/{:’> para el caso libre esta dado por

d2
-~ hk ) [2 F(hkr /m)

— f(hkr/m — L) — f(Rkr/m + L)} , (3.21)

‘ ke /2 -
flz) = _9gima?/(2hT) (%) + imx erfi <\ / % x) . (3.22)

El resultado se muestra en la Fig. 3.2. La FCFF presenta una joroba alrededor
del TDP esperado (el drea bajo esta joroba es practicamente igual a uno),
pero su comportamiento es fuertemente oscilante para 7 pequenos y diverge
para 7 — 0. Como discutimos anteriormente, esto se debe a la contribucion
de auto-correlaciéon de paquetes de onda que estan en z; 6 x5 en los tiempos
t y t + 7 sin cambiar la direccion del movimiento. Una caracteristica similar
se ha observado en una distribucién del tiempo de paso deducida a través de
integrales de caminos [28].

donde

5Los autoestados correspondientes son [t (k)) = (|k) £ exp[ik(x1 + 22)]| — k))/V/2.



RELACION ENTRE EL TDP CUANTICO Y LAS FUNCIONES DE
CORRELACION FLUJO-FLUJO

Por el contrario, I1(7) se comporta regularmente para 7 — 0, pero muestra
una serie de picos en la region de la joroba. Esto se debe a que el denominador
de la Ec. (3.18) se hace cero si la pendiente de los autovalores ¢4 (k) es cero,
cosa que ocurre en todos los puntos de cruce entre ¢, (k) y t_(k), véase la
Fig. 3.3.

Se puede definir otra distribuciéon del TDP para el movimiento libre
baséandose en el operador tp = mL/|p|, que se ha obtenido a partir de la
cuantizacion del TDP clasico. Las autofunciones de este operador son las
autofunciones del momento, | + k), k > 0, y los autovalores correspondientes
son dos veces degenerados e iguales al tiempo cldsico, mL/h|k|. La distribu-
cion del TDP para este operador, para estados con momentos positivos, viene

mL

dada por
~ (mL
“me Y (h_)

La distribucién 7(7) coincide con C(7) en la regién cercana al valor medio
del TDP y tiende a cero para 7 — 0. A pesar de ello, no muestra los picos de
resonancia de II(7). También es interesante examinar la version de tp en-la-
capa-de-energia, t. Factorizando la funcion delta de energia como en la Ec.
(2.5) tenemos para una onda plana |k) el valor medio ty, = mL/(hk), que
es igual a Ty, pero el segundo momento difiere, (t%)ix = (ter)? = (Trr)? <
(T?)gx, véase la Fig. 3.1; en otras palabras, la varianza en la capa de energia
es cero porque solo hay un autovalor posible para t. Esto contrasta con el
término extra de la Ec. (3.15), que vuelve a hacer énfasis en el cardcter no-
clasico del operador TDP, fD, y su fluctuacién cudntica.

;Podrian ser ambos operadores, Tp y ¢p, fisicamente significativos? En
ausencia de medidas directas del TDP, esto depende de su relacién con otros
observables. Los resultados aqui obtenidos indican que el segundo momento
de la funcién de correlaciéon de flujo-flujo se relaciona con el primer operador
y no con el segundo, y esto proporciona apoyo indirecto a la relevancia fisica
de los picos de resonancia del TDP, pero otros observables se podrian com-
portar de forma diferente.

2

(3.23)

m(7)

3.4. Discusion

Hemos demostrado que la relacién que encontraron Pollak y Miller [90]
entre el primer momento de la distribuciéon FCFF' y el valor medio del TDP
estacionario también vale para el segundo momento y para correlaciones flujo-
flujo de paquetes de onda. Por otro lado, esta relacién no vale para el tercer
momento. En cuanto a la posibilidad de hallar experimentalmente la varianza
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Figura 3.1: Comparacién de los primeros tres momentos: Trr, (T?)ir v (T?)ss
con los correspondientes momentos de la funciéon de correlacion flujo-flujo,

para un estado estacionario con movimiento libre. También se representa
(Tie)? (linea de puntos). h=m =1y L =3.
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Figura 3.2: Comparacién de la distribucion del TDP II(7) (linea discontinua)
y la funcién de correlacion de flujo-flujo C'(7) (linea continua) para un paque-
te de ondas con movimiento libre (3.19). Ademads, se representa la distribucién
del TDP alternativa para el movimiento libre 7(7), Eq. (3.23), (circulos). Se
ha usado h = m = 1y |z| suficientemente grande para evitar el solapamien-

to del estado inicial con la regién del espacio R = [0,45]. ky = 2, Ak = 04,
y a = 0,5.
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Figura 3.3: Autovalores t. (k). Se observa que, periddicamente, los valores de
t_(k) y ti(k) coinciden. Se han utilizado los mismos pardmetros que en la
figura anterior.

del TDP, la dificultad se traslada a la realizaciéon de medidas con la FCFF,
que no es necesariamente una tarea facil. La aproximacién mas simple es
sustituir en C(7), el valor esperado del producto de dos operadores del flujo
por el producto de sus valores esperados (el producto de las densidades de
corriente). Utilizando el paquete de ondas de la Ec. (3.19), se compara el
segundo momento calculado con la expresién completa (3.9), (T2)¢, con esta
aproximacion, <f 2) o, en la Fig. 3.4. Los dos resultados se aproximan cuando
A, — 0. Otros factores que hacen que la aproximacién anterior mejore son
el incremento de L y/o de ky.

Nos podemos aproximar al resultado exacto sistematicamente haciendo
uso de densidades de corriente ordinarias: Primero descomponemos la funcién

~ ~

de correlacion J(z;,t + 7)J(z;,t) mediante la resolucién de la identidad

1 = P+0Q, (3.24)
P o= ), (3.25)

tal que
T(xi t +7)J(x5,t) = J(i, t +7)([0) 0] + Q)T (z,t). (3.26)

Es ttil descomponer Q en términos de una base de estados ortogonal a [¥),

{lv)}, R
Q= Z W) (W, (3.27)
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Relative Error (%)

Figura 3.4: Comparacion del error relativo para el segundo momento usan-
do la aproximacion Cy(7) en lugar de C(7) para el paquete de ondas con
movimiento libre de la Ec. (3.19), « = 0,5, h=m =1y L = 100.

que se puede generar sistematicamente mediante el método de ortogonaliza-
cién de Gram-Schmidt. Ahora podemos separar la Ec. (3.8),

C(1) = Co(r) + Ci(7), (3.28)

donde

9C3>
2
I
(o
~
=~
8
v
~
+
2
=
<
=~
=
&

— T(wa,t + 7)) (0] T (22,1)]. (3.29)

— J(@a,t + )P (WP T (w2, 1)) (3.30)

Similarmente, definimos C(7) = Cy(7) + C1(7) tomando la parte real de
(Y|Co(T)+C1(1)]1)). Cp es la aproximacion de orden cero que se ha discutido
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antes y s6lo involucra medidas ordinarias de densidades de corriente [22]. Los
términos no diagonales de Cy, (¥|J(z;, t)|¢jQ><77/J]Q|J(ZIZJ, t+ 7)), también se

pueden relacionar con flujos ordinarios (elementos diagonales de J) mediante
los estados auxiliares

W) = ¥+ W),
ey = [¥) +i[v?),
sy = [v) —i[v?), (3.31)

a partir de los que se encuentra que®

W7 WS = 5wl T Ol — 3@l 1))
(alT (@, )ls) + 3 (sl T (@, 0)lus)

~

(tha|J (2, 1) [1)2). (3.32)

1
4
?
4
Este procedimiento nos muestra una posible via para medir el primer y el
segundo momento del TDP cuéntico, a través de la medida de los valores es-

perados de las densidades de corriente en diferentes momentos y en diferentes
posiciones.

6Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.



Capitulo 4

Limitaciones a bajas
velocidades de los relojes
atomicos basados en atomos
frios

Hay quienes estropean relojes
para matar el tiempo.

Woody Allen

Diversos autores han estudiado cémo afecta el limite de bajas energias a
la precision de los modelos de cronémetros y relojes cuanticos en los que la
manecilla del reloj se activa por la presencia de la particula en una regioén del
espacio, pero ain no se habia evaluado su importancia en los relojes atéomicos
reales. En este capitulo se discuten los efectos cuanticos que se producen en
las curvas de resonancia de Rabi y Ramsey, debido al movimiento lento de los
atomos. Encontraremos la dependencia del error relativo de la frecuencia de
resonancia de los relojes atémicos con la velocidad atomica y los parametros
de interaccion del Hamiltoniano.

4.1. Introduccion

En una cantidad considerable de trabajos dedicados a los “relojes cuanti-
cos”, la “manecilla” de un reloj va cambiando de posicién mientras una
particula atraviesa una regién del espacio [7, 95, 88, 13, 57, 58, 89, 10, 59, 1,
20, 2, 104], véase como review [96]. La mayor parte de este trabajo esta rela-
cionado con el “reloj de Larmor” para un electron cruzando una barrera
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de potencial y la determinacién de tiempo de tuneleo [14], pero incluso el
cronometraje de una simple particula con un movimiento libre propone cues-
tiones interesantes [81]. En principio, y desde la perspectiva de la mecanica
clasica, una lectura de la manecilla del reloj despues de que la particula haya
cruzado la region (la particula debe situarse en el tiempo t = 0 dentro de
la regién) deberia proporcionar una medida del tiempo que la particula ha
permanecido en la regién. Sin embargo, la interaccién entre la particula y
el reloj la perturba y con ello la medida. Esta limitacién la expresé Peres
(88, 89] como un limite del tiempo de resolucién del reloj 7, el tiempo que se
requiere para distinguir dos estados ortogonales de la manecilla,

TE > h, (4.1)

para una particula de energia F. El mismo resultado se obtiene imponiendo
que la probabilidad de transmisién sea cercana a 1 [1]; se ha encontrado
ademds en la distribucién del tiempo de llegada de Kijowski [6], interpretando
7 en este caso como la incertidumbre del tiempo de llegada y F como la
energia incidente promedio; por ultimo, surge también como una condicién en
el andlisis que hacen Halliwell y Yearsley del tiempo de llegada cuantico [39)].
Si, animados por la coincidencia desde diferentes perspectivas, aplicamos esta
inecuacion a la energia de un atomo de Cesio en movimiento a las velocidades
tipicas de un reloj de Cs estdndar (entre 100 y 300 m/s), la resolucién que se
predice es de ~ 10714 s, que es consistente con las precisiones logradas en los
anos 70 y 80, pero de un orden de magnitud demasiado grande para los relojes
de Cs ultrafrio actuales [116]. Si suponemos una velocidad v=>5 cm/s, una de
las velocidades mas pequenas que se han utilizado hasta ahora en un reloj
atomico de Cs en el espacio [56], la “resolucién” minima que resulta de esta
expresién es enorme, 7 > 2h/(mv?*) ~0.36 s, varios ordenes de magnitud
mayor que la precisién constatada en este reloj que es de 10716 s. De hecho, los
relojes que utilizan las fuentes de atomos frios actuales tienen una precision
mucho mejor que las que impone la Ec. (4.1). Parece claro entonces, que una
aplicacién directa ingenua de la Ec. (4.1) no estd justificada. Todo ello nos
lleva de nuevo a preguntarnos por el efecto negativo, si lo hay, del movimiento
lento de los atomos en los relojes atémicos.

Con independencia de los trabajos sobre “relojes cuanticos”, la metrologia
de tiempo-frecuencia ha experimentado un progreso excepcional. Precisa-
mente, uno de los principales factores para aumentar en un futuro la exac-
titud de los relojes atémicos es la utilizacion conjunta de laseres frios con
atomos a bajas velocidades [116] para que los tiempos de vuelo aumenten
y la curva de resonancia se estreche. Por lo tanto existe de hecho la necesi-
dad de conocer la fisica fundamental de los relojes atémicos en el caso limite
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de las bajas energias [99, 69]. El proceso caracteristico de un reloj cuéntico
descrito anteriormente (la particula activando una manecilla en una regién
del espacio), es similar a la fisica basica de un reloj atémico pero también hay
algunas diferencias importantes: para la configuraciéon de un reloj cuantico
simple con un solo campo (reloj de Rabi), un dtomo en su estado fundamen-
tal atraviesa la region del campo en resonancia con la transicién hiperfina
del atomo, que sufre excitaciéon interna. Como tanto la poblacién del estado
fundamental como la del estado excitado oscilan periédicamente con la fre-
cuencia de Rabi €2 cuando un atomo en reposo es introducido en el campo,
parece natural -excepto posiblemente a bajas energias- relacionar el tiempo
de paso con la fase interna al final de la oscilacion, que puede leerse a partir
de la poblacién de atomos excitados. En el reloj atéomico, sin embargo, la
cantidad de interés no es realmente el tiempo de paso, aunque representa un
papel importante, sino la frecuencia de la transicién. Esta viene determinada
por el pico central de la curva de resonancia, cuya anchura es inversamente
proporcional al tiempo de paso, como veremos con mas detalle: un analisis
donde se trata clasicamente la transicién de un atomo que atraviesa el campo,
valido cuando la energfa cinética E = k?h/(2m) es mayor que otras energias
implicadas, £ >> hA,hQ/2 (A es el desintonizado, m la masa, y kh/m la
velocidad de la particula), muestra que la probabilidad de excitacién al nivel
2, cuando el atomo esta inicialmente en el estado fundamental 1 y la anchura
del campo es [, viene dada por

P (A)

Q. <\/92+A2T>7 2)

R

donde T = Im/(hk) es el tiempo de vuelo clésico dentro del campo. Tres
propiedades relevantes de Pjs son (i) el mencionado estrechamiento del pico
principal de la curva de resonancia cuando T aumenta, (i) que el pico esta en
A = 0 independientemente de la velocidad (o lo que es equivalente, de T'),
y (#) la simetria respecto A = 0, véase la Fig. 4.1. Asi, la velocidad no
afecta demasiado a la franja central, por lo que la medicién de Pj5 se puede
usar para dirigir la frecuencia de un oscilador externo cerca de la frecuencia
de resonancia, wy. Este proceso serd mas preciso cuanto mas estrecho sea el
pico, es decir, para atomos mas lentos.

El mecanismo del reloj “fabrica” el segundo al contabilizar un nimero
predeterminado de oscilaciones del campo externo, ~ 9,2 x 10° para relojes
de Cs , con lo que un desplazamiento del pico de resonancia se traduce en un
error en la determinacién del segundo que es del orden de una fraccion de la
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Figura 4.1: El tiempo de vuelo clésico, T' = Im/(hk), origina una variacién en
la anchura de la franjas en la curva de resonancia semiclésica pero mantiene el
valor maximo constante en A = 0. Curva negra de puntos, k£ = 1; curva roja
de trazos, k = 1/3; curva azul de trazo y punto, k = 1/5; y curva magenta
continua, k =1/7. m=h=10=1.

frecuencia.’

La mayoria de los relojes atomicos actuales utilizan la configuracion de
Ramsey con dos campos separados en lugar de uno para mejorar sus presta-
ciones, pero las tres propiedades anteriores de P, también son ciertas con
la configuraciéon de Ramsey. En el esquema de Ramsey, el tiempo de vuelo
libre entre campos representa el papel de T' como el pardmetro a maximizar,
dentro de unas limitaciones técnicas, para estrechar la curva de resonancia.

Primero vamos a restringir, por simplicidad, el estudio a la configuracion
de Rabi mostrada en la Fig. 4.2, y después extenderemos los resultados a la
configuraciéon de Ramsey, porque la manipulacién matematica es muy similar
pero mucho mas engorrosa.

Nuestro principal objetivo es calcular el error relativo de la frecuencia de
un reloj cuando la velocidad incidente es “lenta”: se define como el valor ab-
soluto del cambio en la posicién del pico de Pjo(A) con respecto al valor ideal
A =0, dividido entre la frecuencia de la transicién atéomica. El término “ve-

LA no ser, por supuesto, que la magnitud de este desplazamiento sea bien conocida y
se pueda predecir, con lo que se podria corregir manualmente.
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/\\ Atomo en estado
excitado

)

- LASER / :
Atomos en estado [ Detector
fundamental I

Atomo en estado

fundamental

X1 X2
ZONA | | _ZONAll | ZONA Il

Figura 4.2: Esquema del funcionamiento de un reloj atémico de Rabi. El &to-
mo en el estado fundamental |1) estd en la zona I, avanza hacia la cavidad
de microondas IT donde actia un pulso 7 de frecuencia wy, finalmente aban-
dona la cavidad hacia la zona III, y el estado interno del dtomo puede haber
cambiado a un estado excitado, |2), o permanecer en el estado fundamental

).
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locidad lenta” es sutil y precisa alguna aclaracion: consideraremos velocidades
para las que el resultado semiclésico (con el pico maximo en A = 0) tiene
que ser corregido por métodos perturbativos debido al movimiento cuénti-
co, pero tales que el modelo de interferencia global mantenga esencialmente
la misma forma que en limite semiclasico. Fisicamente, esto significa que la
reflexion producida por el campo es todavia muy pequena y £ >> Qh. Es-
to nos permitira encontrar las correcciones resolviendo exactamente primero
las ecuaciones de la dinamica cudntica y despues, tomando el término domi-
nante y la primera correcciéon en el desarrollo de “grandes £”. Un ejemplo del
régimen perturbativo se muestra en la Fig. 4.3a, donde la curva cuantica se
parece, pero es ligeramente diferente, a la curva semiclasica. Insistimos que
este régimen puede de hecho contener velocidades muy pequenas segin otros
criterios, como las de la Fig. 4.3a, que, aunque son exageradamente lentas
para cualquier reloj atémico real, son ttiles para ilustrar con claridad y a
simple vista las principales caracteristicas de la curva cuantica, en particu-
lar la asimetria, y la posicién del méximo muy cerca de A = 0 (de hecho,
el maximo esta ligeramente desplazado como se discutird mas adelante en
detalle).

La reflexion producida por el campo es importante en el caso E < Q/h,
y el patréon de interferencia se deforma drasticamente. Para la configuracion
de Ramsey esto implica un escenario de colisiones multiples, resonancias de
Fabry-Perot muy sensibles a la velocidad [99] y la existencia de un umbral
de P que depende del desintonizado A. Este régimen extremo, véase un
ejemplo en la Fig. 4.3b, esta fuera del dominio de la metrologia de tiempo-
frecuencia actual por lo que nos vamos a concentrar en el régimen perturba-
tivo.

El objetivo es evaluar cuantitativamente Pjo(A) para los dtomos trans-
mitidos. Para ello usaremos un modelo simplificado unidimensional con Ha-
miltoniano efectivo

i =2 hapel+ Rawue + 2 ). (4.3)

que se obtiene [62, 93], suponiendo que la funcién de onda viajera es semi-
clésica, y aplicando la aproximacién de onda rotante (RWA) y la aproxi-
macion dipolar. El campo efectivo de microondas se puede realizar mediante
dos laseres copropagantes, perpendiculares al movimiento de los atomos, y
que induce en estos una transicion Raman [110, 115]. En este caso el desin-
tonizado efectivo A contiene, ademas de la diferencia entre la frecuencia
efectiva del campo (que es la diferencia entre las frecuencias de laseres) y la
frecuencia de la transicién, el término de retroceso —k2h/(2m), donde ky, es
el nimero de onda efectivo (diferencia entre los nimeros de onda de los dos
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ACI’ 0
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Figura 4.3: Esquema de Rabi (un solo campo). (a) Régimen perturbativo: los
maximos de las probabilidades exacta, PlQZ, y semicldsica, P, practicamente
coinciden en A = ( para un pulso 7. Sin embargo, se distingue la asimetria y
un desplazamiento entre ellas a media altura. Datos: | = 3 mmy v =5 um/s.
(b) Régimen dominado por las reflexiones: en este caso la probalidad cuantica
exacta, Pg, es mas estrecha, estd visiblemente deformada (v = 0,5 pm/s,
obsérvese la diferencia de escalas), y comienza en el punto de desintonizado
critico. En (a) y (b) La frecuencia de Rabi se fija con la condicién de pulso
7, Q = mv/l. La masa de Cs que se usa en todas las figuras es: m(Cs) =
2,2 x 107%° Kg.

laseres). Finalmente, ©(x) es la frecuencia de Rabi efectiva, que se considera
constante dentro de la region iluminada y cero fuera de ella.

Ya que lo que queremos es encontrar la soluciéon exacta de la ecuacién
de Schrédinger correspondiente a (4.3), comenzamos por resolver la ecuacién
estacionaria de Schrodinger (EES) para cada zona etiquetada con el indice a:
a la izquierda del campo (o = I), dentro del campo (v = I1), y a la derecha
del campo (a = I11),

Hobo = Edg; (o =1,11,111), (4.4)
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donde ¢, es un vector de onda de dos componentes
o

(f—m - naR) ) o, = £, (46)

se reduce a dos ecuaciones desacopladas para qﬁgl) y 92552). La solucion general

delta-normalizada en el espacio k) es
(
O, = —1 [(a v 4 p e_“‘w)|1> + (c et 4 d e_iqx)|2>] (4.7)
I \/% I I I I ) .

donde g = \/k%2 +2mA/hy k= \/2mE/h%.

i1) Para la regién de interaccién, a = 11,

i) Para a = I,

)
D h
o>~ — hAR) 2]+ S 2+ [2){1) | ¢, = Ed,,. (4.8)
2m 2
Diagonalizando la parte del Hamiltoniano que contiene la interaccion, obte-

nemos sus vectores de onda y sus autoestados |Ay),

[As) = ( i ) (4.9)

Q
donde Ay = =2 v O = /AZ + Q2.
De las ecuaciones (4.11) y (4.9) podemos escribir la solucién de la EES
en a = Il como

1 ik x —ikyx
¢11 = ﬁ[(aue m+ + b”€ At )’)‘Jr)
+ (e e d e )], (4.10)
cumpliendose la relacion
R*k% R2k?
= — . 4.11
2m 2m P ( )

i7i) Por tltimo, para o = 1] tenemos, igual que para a = I,
1
¢III - \/%[<

En todos los casos, a = [,II,I11, es conveniente introducir el vector de
coeficientes

aIIIeik$ + bIIleiikx)|1> + (CIIIeiqx + d[[]eiiqx)‘2>i| ° (412>

Ua - (an bou COU da)Tu (413>

donde T significa “traspuesto”.
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4.2. Matrices de Transferencia y Probabili-
dad de excitacion

%e““, incidente desde la izquierda
(x — —00), con el &tomo en el estado fundamental |1) por loquea, =1, ¢, =
0, b,,, = d,,, = 0. Tras interactuar con la “barrera”, el dtomo transmitido
que viaja hacia © — oo puede permanecer en |1) o estar excitado en |2), tal

que

Vamos a considerar una onda plana

v, = (17T11707T12)T7
v = (tu,O,tlg,O)T, (414)

III

donde r;;,t;; son las amplitudes de reflexion y transmisién para el caso de
incidencia desde el lado izquierdo en el estado interno 7 = 1,2 y salida en el
estado interno j = 1, 2.

Introduzcamos ahora para las regiones exteriores, a = I, III, un vector
cuyas componentes sean las amplitudes y sus derivadas espaciales,

b (

(2)

2@”2 — Mo(x)ve, (4.15)
o

e igualmente, dentro del camp

0

¢\)()

o))

of) (@)
2

donde el punto representa la derivada con respecto a z. La forma explicita

de las matrices My(z) y My(z) es

(4.16)

eik:r: e—ikx 0 0
1 0 0 eiqx efiqx
MO('T> = \/% Zkezkx _Z'k,e—ikx 0 0"’ (417)
0 0 iqe'1®  —ige *
eikJra: e—ik+r eik,x e—ik,m
1 22 etF+? e ke 2)_eth-2 22A_e ke
b( ) \/ﬂ Zk+€zk+az _Zk+e—zk+x Zkiezkfz’ _Zkie—zk,x
ik Ape®+T 2k Ae T 2k A -7  _2ik_A_e -7
Q Q Q Q

(4.18)
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Las condiciones de continuidad en z; y x5 para las funciones de onda y sus
derivadas son

¢, (x1) = &, (x1), (4.19)
¢11 (ZE?) = ¢111 (x2)7 (42())

dg, (x) _ [dey,(z)
{ dx :|x:m1 - [ dx }m=m1 ’ 2

d¢,, () _ [dey,(2)
e P b IR

Se pueden escribir en forma matricial y més compacta como

M()(xl)’vl = Mb<xl)’v117 (423>
Mb(xg)vn = MO(mQ)’UIII' (424>

Eliminando v,, del sistema anterior, llegamos finalmente a la matriz de trans-
ferencia T(x1, 22, ¢1) que conecta las amplitudes de los vectores a ambos lados
de la barrera,

v, = T(z1,29)v,,,, (4.25)

y cuya forma explicita es el producto de matrices
T(Q?l, 513'2) = Mo(.Tl)ile(.Z'l)Mb(zg)ilM()(iCQ). (426)

Usando las ecuaciones (4.14,4.17,4.18) podemos calcular la amplitud de trans-
mision del proceso de paso del estado fundamental |1), procedente desde la
izquierda, al estado excitado |2) como

T
T31T13 - T33T11 '

Asi, la probabilidad cudntica exacta es, generalizando el resultado semiclasico
(4.2),

(4.27)

12

P3(A) = %|t12|2. (4.28)

4.3. Desplazamientos debidos al movimiento
cuantico

Consideraremos dos clases diferentes de desplazamientos, Aé?M) y Agh):
el primero es el desplazamiento del maximo del pico de resonancia respecto
a A = 0; el segundo es el desplazamiento del valor medio de la curva de reso-
nancia a media altura. Como vemos en la Fig. 4.3 su comportamiento es muy
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distinto, el primero es despreciable a simple vista mientras que el segundo es
muy significativo. En este capitulo proporcionaremos una expresién analitica
para el primero y resultados numéricos para el tultimo.

Lo primero es calcular el valor méximo de P%(A) a partir de

dP3
—==0 4.29
A (4.29)
teniendo en cuenta la Ec. (4.28) y sabiendo que
dq m
— = — 4.30
dA gk’ (4.30)
2 *
’tfz = (tfz)(tle) ) (4-31)
el maximo debe cumplir
2 *
., Ch (dbta, dtyo
tiot — | —¢ tio—— | = 0. 4.32
1212+m(dA12+12dA) ( )

La expresion explicita en funcién de las variables v, L, {2 es complicada, de-
bido a que cada elemento T,; de la matriz T(zy,x2) en la Ec. (4.27) resulta
de multiplicar cuatro matrices 4 x 4. Para simplificar primero eliminaremos
2 imponiendo la condicion 2 = r}%, que es la condicion semicldsica para un
pulso m en A = 0, y luego desarrollamos ¢15 en potencias de A hasta segundo
orden,

tian ~ Yo(k) + 71 (k)A + v, (k) A?, (4.33)
donde
Yo = [tie]azo> (4.34)
Ot1o
= |3~ 4.35
" { OA ] Ao (4.35)
1 [0%t19
= 5 . 4.
L [a& } s (4.36)
Ahora, la probabilidad Pg(A) se puede expresar aproximadamente como
q 2
PE(A) = % (0 + 1A + 1A% (4.37)

Sustituyendo los desarrollos en la Ec. (4.32),

0
[0+ 1A + 7287 + 24 ~Re [(71 4+ 278) (0 + 1A +124%)] = 0.
(4.38)
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Reagrupando términos, truncandolos a primer orden de A y usando

bo(k) = 07+ QQ%(%VS +777);
Or(k) = (mv +07) + 2&%(%% +72% +072),
el pico del maximo debe cumplir
Bo(k) + 01 (k) A + O(A?) = 0,

la cual se puede resolver reteniendo el término dominante en k para encontrar
la expresion explicita del desplazamiento

2.4
A(M)(k‘)— hﬂ'

donde v = kh/m es la velocidad de la particula, véase la Fig. 4.4a, y el
superindice M indica que el desplazamiento se refiere al “méaximo” de la
curva.

Podemos proceder de manera similar para la configuracién de Ramsey,
cuya curva de densidad de probabilidad semiclasica viene dada por

0 (VAT [COS mALY (my/OP A%
02 + A? 2 2hk 2hk

A o mAL “in my/ Q2 + A2] r
vz az T\ onk 2hk ’

y escribir una matriz de transferencia que por supuesto es mas engorrosa
pero que se puede calcular con la ayuda de un programa informético de ma-
nipulacion algebraica. Esta nueva matriz de transferencia depende, ademas
de los parametros ya vistos, de la distancia entre campos L. Para “grandes”
k, un gran ratio N = L/I, e imponiendo pulsos /2 en cada campo, ahora

Pla) = 4

(4.40)

Q= %, encontramos la envolvente aproximada
h2m?
PN SR P L — 4.41
(A7) 16m2vl3N ( )

Los desplazamientos de Ramsey son considerablemente menores que los de
Rabi debido al N en el denominador. Comparandolo con el caso de Rabi, el
desplazamiento de Ramsey oscila respecto a k con un periodo corto w/L, su-
perpuesto a un periodo largo 7/l véase la Fig. 4.4b,c. Estos desplazamientos
son en cualquier caso bastante pequenos y, ademas, oscilan rdpidamente con
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Figura 4.4: Comparacién entre los valores numéricos (lineas discontinuas) y
los valores analiticos (lineas continuas), del cociente Ag/wy para un atomo
de cesio a diferentes velocidades. (a) Configuracién de Rabi de un pulso-m
con [ = 3 mm, la frecuencia de Rabi se fija por la condicién de pulso-7, 2 =
mv/l. Para los resultados analiticos solo se han representado las envolventes
superior e inferior de la Ec. (4.39). Las aproximaciones son mejores para las
velocidades més altas. (b) y (c) pulsos 7/2 de Ramsey con [ = 1,5 mm y
separados L, (N = L/I), la frecuencia de Rabi se fija por la condicién de
pulso-7/2, Q = wv/2l.

respecto a v por lo que su efecto promedio se anula al considerar la dispersién
de velocidades de una nube atémica.

Sin embargo hay un segundo tipo de desplazamiento que es muy impor-
tante en la practica: se define como el valor medio del desintonizado en la
curva de resonancia medido a media altura del pico central, AgL ") Numéri-
camente encontramos que el pico de resonancia es asimétrico, este desplaza-
miento no oscila alrededor del cero sino que tiende hacia un valor constante
para k “grandes” una vez fijados [ y L.

Como se aprecia en la Fig. 4.3a, este desplazamiento es mas significa-
tivo que el anterior, tanto porque su magnitud es mayor como porque no
depende de la velocidad, como se aprecia en la Fig. 4.5. La curva cuantica
de excitacion tiende a coincidir con la curva semiclasica cuando se comparan
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“verticalmente” aumentando v y para un A dado, Pf% — Pt — 0. Esto es
compatible con el hecho de que, cuando comparamos “horizontalmente” a
media altura, las dos curvas estan separadas por un desplazamiento que per-
manece constante cuando aumentamos v, véase la Fig. 4.5. Si representamos
Unicamente el pico central, véase la Fig. 4.3, este desplazamiento constante es
cada vez menos visible debido al ensanchamiento del pico y al cambio de es-
cala cuando v aumenta. Un argumento sencillo puede ayudarnos a entender
intuitivamente este fenémeno proporcionando las dependencias relevantes.
Primero observemos que el nimero de onda ¢ no es una funcién par respec-
to a A lo que proporciona una asimetria: el dtomo excitado se encuentra
un potencial fundamental mas bajo con un desintonizado positivo que con
uno negativo y la probabilidad cuantica de excitaciéon a media altura puede
aproximarse como (q/k)P*?, véase la Ec. (4.28), o simplemente ¢/(2k), ma-
yor que 1/2 para desintonizados positivos y menores que 1/2 en otro caso.
Desarrollando para k grandes, y tomando aproximadamente A a la mitad de
la distancia hasta el primer cero, la diferencia vertical entre la curva cuantica
y la curva semiclésica a media altura es, para el esquema de Rabi, = 7 /(4kl).
Por otro lado la pendiente, estimada nuevamente desde el cero y para el caso
de Rabi es = Im/(hkw). Como esta pendiente tambien es la relacién entre los
desplazamientos vertical y horizontal, resulta un desplazamiento horizontal
independiente de k y proporcional a [~ para una excitacién de tipo Rabi,?
o proporcional a L~2 para exitaciones del tipo Ramsey y valores grandes de
N. Estas dependencias se confirman en las Figs. 4.5, 4.6, y 4.7.

4.4. Conclusiones

El limite en la resolucién de un reloj cudntico, Ec. (4.1), sugiere que
existen limitaciones en la precisién de los relojes atémicos a medida que
las velocidades de los atomos se van haciendo mas pequenas. Una de las
maneras de obtener la Ec. (4.1) se basa en la reflexién de particulas debida
a la presencia del campo. Para que un haz atémico que atraviesa un campo
en resonancia no sufra reflexion debe cumplirse £ >> Qh, que recuerda la
relacién de Peres. Sin embargo 1/ no representa un papel importante en
la resolucién de un reloj atémico, que es hoy en dia incluso mucho mejor
que el periodo de la oscilacién de la transicién atémica, un modesto 10719s.
Motivados por el hecho de que una ingenua aplicacién de la Ec. (4.1) no
proporciona una estimacién valida del limite a energias bajas de los relojes
atémicos, y porque, sin embargo, la tendencia a usar velocidades atémicas

2El desplazamiento total esperado es hm?/(4mi?), que proporciona muy buenos resul-
tados dado el nivel de aproximacién del argumento.
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Figura 4.5: Comprobaciéon de la independencia del desplazamiento medido
a media altura en las configuraciones de Rabi (N = 0) y Ramsey, respecto
a la velocidad incidente para diferentes valores de [ y N = L/I. Resultados
exactos.



LIMITACIONES A BAJAS VELOCIDADES DE LOS RELOJES AT()MIC:OS
50 BASADOS EN ATOMOS FRIOS

Ramsey. v=5 cm/s

Figura 4.6: Relacion entre el desplazamiento cuantico a media altura y la
frecuencia de la transicién frente a l y N = L/l para v =5 cm/s. Resultados
exactos.
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Rabi Ramsey. N=L/I (I=1.0 mm)
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Figura 4.7: Relacion entre el desplazamiento cuantico a media altura y la
frecuencia de la transicién frente a [ y N = L/l para v = 5 cm/s. Resul-
tados exactos (cuadrados) y demostraciéon que coincide con la ley 72 en la
configuracién de Rabi y L2 en la de Ramsey (lineas de trazos).
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cada vez menores requiere este tipo de informacién, hemos investigado los
desplazamientos de las curvas de resonancia utilizadas en relojes atémicos
con las configuraciones tipo de Rabi y Ramsey debido al efecto cuantico que
produce el movimiento atomico. Hemos proporcionado expresiones explicitas
para el desplazamiento del méximo, Ecs. (4.39) y (4.41), pero este efecto es
bastante pequeno comparado con la asimetria del pico, y ademéas se cance-
laria si se promedia sobre las velocidades incidentes. En cambio, cuando la
resonancia se define mediante el punto medio del segmento que une pun-
tos de la curva de resonancia situados a media altura, la asimetria del pico
implica un desplazamiento significativo, varios 6rdenes de magnitud mayor
que el desplazamiento del maximo, y que ademas es robusto con respecto al
promedio de momentos. Ambos desplazamientos son menores en el esquema
de Ramsey que en el esquema de Rabi, pero incluso el desplazamiento de-
bido a la asimetria deberia tenerse en cuenta en el cémputo de errores de los
relojes de tipo Raman-Ramsey mas precisos. Este error se puede reducir au-
mentando el ancho de la region de interaccion campo-atomo, y, en el esquema
de Ramsey, aumentando la longitud de vuelo-libre. Estos resultados sugieren
el estudio de efectos similares en configuraciones con ondas estacionarias en
lugar de ondas viajeras y para campos con perfiles de intensidad suavizados.

Finalmente, quisiera comentar si estas limitaciones son o no aplicables a
los disenos de relojes atémicos basados en trampas de iones y pulsos variables
en el tiempo en lugar de estar fijos en el espacio. Como el i6n esta atrapado,
podria parecer que el sistema esta libre de los desplazamientos derivados del
movimiento-cuantico pero este no es caso. Se han proporcionado también
expresiones para los correspondientes desplazamientos en [63].



Capitulo 5

Construccién de operadores de
tiempo: covarianza, criterios de
seleccion y ejemplos

What we observe is not nature
itself, but nature exposed to our
method of questioning.

Werner Heisenberg

En este capitulo se proporciona la forma mas general de los operadores
de tiempo covariantes y normalizados y sus densidades de probabilidad, con
aplicaciones a los relojes cuanticos, el tiempo de llegada y a los operadores
cuanticos de Lyapunov. Se discuten ejemplos de posibles operadores y su
significado fisico, y se proporcionan criterios para definir un operador tinico
y Optimo en casos concretos [43].

5.1. Introducciéon

La teoria cuantica proporciona, para un estado con una preparacion es-
pecifica, los valores esperados y las distribuciones de un niimero de observables
cuyos operadores se identifican mediante una combinaciéon de argumentos
heuristicos (p. e. las reglas de cuantizacién) y argumentos de consistencia.
Su validez y relevancia se pone a prueba finalmente mediante los experimen-
tos. Los observables de tiempo, como el tiempo de llegada de particulas a un
detector, han sido mucho mas problematicos que otros observables como la
“energia”, el “momento lineal” o la “posicién” evaluados en un instante da-
do. En realidad casi un siglo despues de la creacién del formalismo cudntico
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bésico, todavia se esta debatiendo el marco teérico de observables de tiem-
po cuya definicién operacional, en el laboratorio, es relativamente sencilla.
Dos reciente libros [77, 76] discuten diferentes aspectos de las dificultades
y esfuerzos realizados para formalizar el tiempo en mecanica cuantica. Al-
gunas de estas dificultades se resumen en la falta de una “guia” a seguir
para generar y definir “operadores de tiempo”. Un punto importante, fre-
cuentemente pasado por alto, es que, para un sistema determinado, no hay
un unico operador de tiempo. En realidad existen infinidad de operadores
de tiempo correspondientes a diferentes observables y aparatos de medida.
Se han definido los llamados “operadores canénicos de tiempo” [47, 38, 37],
pero, como discutiremos mas adelante, la definicién de “candnico”, incluso
sin degeneracion de la energia, depende de la base que se utilice. Es necesario
por tanto realizar un analisis més profundo para definir operadores ideales y
en algunos casos posiblemente establecer su unicidad, imponiendo bien res-
tricciones fisicas que deben ser satisfechas (p. e. simetrias) o propiedades de
optimizacién, como puede ser la exigencia de que la varianza del operador
sea minima.

Los operadores de tiempo se pueden clasificar en dos grupos principales,
dependiendo de que se consideren “intervalos” o “instantes”. Un ejemplo de
intervalo es el tiempo de permanencia de una particula en una region del
espacio. El correspondiente operador conmuta con el Hamiltoniano porque
la duracién del proceso no depende del instante que elegimos para predecir-
lo [81] como se ha discutido ampliamente en el Capitulo 2. En cambio, el
otro grupo de observables de tiempo si depende del momento de inicio de la
medicién y se desplaza la misma cantidad que el desplazamiento del origen
de tiempo correspondiente a la preparacion del sistema, ya sea hacia adelante
(relojes) [96] o hacia atrés (eventos temporales registrados con un cronémetro
como el tiempo de llegada), y los operadores son conjugados con el Hamil-
toniano. En este capitulo vamos a presentar el marco formal para construir
estos observables “covariantes” [47] asociados con instantes y analizaremos
su multiplicidad y propiedades fisicas. Se discutiran sus aplicaciones a los
relojes cuanticos, al tiempo de llegada y a los operadores de Lyapunov.

El esquema del capitulo es el siguiente: Despues de introducir los con-
ceptos principales y la notacién en la Sec. 5.2, en la Sec. 5.3 se determina
la forma mas general de un operador de tiempo covariante para sistemas
con un Hamiltoniano de espectro continuo, y posiblemente degenerado. En
la Seccién 5.4 se muestra que, para un Hamiltoniano invariante frente a la in-
version temporal, se llega a una forma de operador de tiempo Unica y natural
imponiendo la inversiéon temporal covariante, invariancia bajo simetrias adi-
cionales, y minima varianza. En la Seccién 5.5 se aplican los resultados al
calculo del tiempo de llegada de particulas en movimiento en un semi-espacio
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infinito en 1D y se establece una conexién con el tiempo de retardo de Smith
[101]. En la Seccién 5.6 se aplican los resultados a los operadores de Lyapunov
considerados en la Ref. [108]. Se muestra que la expresion hallada alli es un
caso especial, y se presentan las condiciones para establecer la forma tnica
mas general posible. En particular, esto muestra que para un Hamiltonia-
no invariante bajo inversion temporal no existen operadores de Lyapunov
invariantes bajo inversién temporal. Esto es interesante porque se ha defen-
dido que, para caracterizar un sistema cuantico como irreversible y definir
una flecha del tiempo si el Hamiltoniano es invariante bajo una inversion
temporal y se usa la formulacién en términos de operadores o funcionales de
Lyapunov, estos deberfan ser invariantes frente a la inversién temporal [100].

5.2. Covarianza de los operadores de tiempo.
Notacion.

Es importante diferenciar entre los operadores de tiempo tipo reloj y
los operadores de tiempo tipo cronémetro. Los primeros, escritos como T,
se pueden asociar con un reloj cuantico que mide el progreso del tiempo
paramétrico, mientras que los segundos, escritos como TA, describen el tiem-
po en que sucede un evento, por ejemplo, el instante de tiempo en el que
se localiza una particula que llega a una posicion en particular. Esta y las
siguientes dos secciones estan dedicadas casi por completo a los observa-
bles tipo reloj, aunque los resultados formales son andlogos para los de tipo
cronémetro. En un reloj ordinario la posicion de la manecilla es el observable
que nos dice qué hora es. En un reloj cuantico, sin embargo, la maneci-
lla “posicién” es probabilistica, pero su valor promedio debe de ser fiel al
avance del tiempo paramétrico. Nos gustaria también minimizar la varianza
y estimar el tiempo de la forma mas precisa posible con un nimero finito
de mediciones. No investigaremos aqui realizaciones especificas, que se han
discutido por ejemplo en [96], sino operadores idealizados y sus propiedades.

5.2.1. Operadores de tiempo de reloj

Para un estado [¢) dado, consideremos que la probabilidad de encontrar
el tiempo medido en el intervalo (—oo, ) viene dada por el valor esperado
para |¢) de un operador E.. Hay que observar que 0 < E < 1, de for-
ma que F. es autoadjunto y acotado. (Para medidas del momento lineal el
operador andlogo correspondiente a encontrar el momento en (—oo, p) seria
I* L dp'[p')(p'|. Sin embargo, aqui F. puede tener una forma més general.)
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Entonces p
T(7:9) = (¥l Fr ) (5.1)

es la correspondiente densidad de probabilidad temporal, normalizada como
[ drII(r;9) = 1. Definimos el operador de densidad de probabilidad II,

Cco1mo

~

M,

>

(5.2)

SN
3

normalizado como!

/ dr 11, = 1. (5.3)

El valor esperado del tiempo observado se puede escribir como

/_ dr T II(1;9¢) = (1/)|/_ dr 71, |y) = ([T[y), (5.4)
donde al operador
T = / dr 11, (5.5)

se le denomina operador de tiempo asociado con II,. El segundo momento,
en caso de existir, viene dado por

[ar 1) = ) [ arei ) (5.6)

y de forma similar se pueden definir momentos de orden superior. Puede
ocurrir que la anterior integral no sea igual a (¢|T2[¢)).

Un operador de reloj es covariante con respecto al tiempo ordinario
(paramétrico) si para los estados [10) = [1g) v |¢) las probabilidades de
encontrar una medicién de tiempo en los respectivos intervalos (—oo,7) y
(—o0, T +t) coinciden, es decir, si

(ol Ex[bo) = (el Fralthn). (5.7)
Esto implica, eligiendo t = —7,

FT _ efiI:IT/hFO euflr/h7 (5.8)

My = %Z[H B, (5.9)

I (5.10)

'Véase su obtencién en el Apéndice Matematico.
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I1, es no-negativo porque (¥|F;|1)) es acumulativo. Mediante un cambio de
variable en la Ec.(5.5) se obtiene?

HUN o= iHIM — ]y ¢, (5.11)

De esto, diferenciando, se concluye que H y T satisfacen la relacién de con-
mutacién candnica

[T, H] = ih, (5.12)

cuando se calculan valores esperados de vectores en el dominio de H.

I, y I1. no son en general operadores en el espacio de Hilbert, sino tinica-
mente formas bilineales definidas por sus elementos matriciales sobre vectores
del dominio de H. Por ello una expresién como (E|[IIo|E’) ha de entender-
se como una distribuciéon. Como la diagonal £ = E’ es de medida cero, no
es contradictorio que (5.9) dé cero, mientras en el ejemplo que se verd a
continuacién obtenemos 1/27h].

Ejemplo: Para un Hamiltoniano H con espectro continuo de autovalores
no-degenerados E' y autovectores |E) con (E|E') = §(E — E’) fijamos

. 1
E|lH|E) = — 5.13
(BIL|E) = (513)
por lo que para este caso

- 1
I, = dE dE'|EYE' 5.14
0 = 5 BN, (514)

- 1
I, = dE dE'e " E=E/h By (E). (5.15)

27h

La condicién de normalizacién en la Eq.(5.3) se puede comprobar facilmente.
Al correspondiente operador tipo reloj, —ihdg, que resulta de la Ec. (5.5), se
le ha considerado como el “operador de tiempo candnico en la representacion
de energias” [47, 38|, pero observemos que el vector |E) no es tinico puesto
que podemos multiplicarlo por una fase, y tomando |E), = )| E) en lugar
de |E) esto lleva, para distintos ¢, a formular multiples “representaciones de
energia”, incluso para un sistema sin degeneraciéon. En esta nueva base el
“operador canénico” estaria desplazado por?

h/dE o (E)|EV(E| (5.16)

2Véase su obtencién en el Apéndice Matematico.
3En el caso del tiempo de llegada se sustituye el signo “—” por “4”.
4Véase su obtencién en el Apéndice Matemaético.
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con respecto al anterior. Ademas, la desviacién tipica esperada, AT?, para un
estado determinado depende de ¢(F) de modo que, véase el Apéndice 5.8, no
se puede elegir un ¢(F) que haga AT minimo para todos los estados. Por lo
tanto, en este caso la condicion de que AT sea minimo no puede satisfacerse y
no conduce a una elecciéon natural tinica del operador de tiempo sin establecer
restricciones adicionales. Un ejemplo de esto se vera mas adelante en la Sec.
5.5.

5.2.2. Operadores tiempo de llegada

Los operadores tipo cronémetro y en particular los operadores tiempo-de-
llegada y las correspondientes densidades de probabilidad son similares a los
operadores reloj (véase como review [75, 94]). Fisicamente, esperamos que una
particula libre llegue con certeza a una punto de deteccion predeterminado
(incluyendo los tiempos negativos e ignorando el caso con momento lineal
nulo cuya medida es cero para un paquete de ondas arbitrario). De manera
similar, una particula libre en 3D llegard a un plano infinitamente extenso.
También esperamos que una particula en un semi-eje con condiciones de
contorno reflectantes en el origen y sin ningin potencial adicional, llegue
una vez a la frontera y, al menos segiin los conceptos cldsicos, dos veces a
cualquier otro punto. En el ultimo caso tiene sentido considerar la primera
llegada a un punto dado porque esta debe ser, en principo, observable. Los
correspondientes operadores de tiempo de llegada se indican como TA, para
el tiempo en si, y ﬂf, para la distribucién, y cuando los comparamos con
los operadores reloj sus propiedades formales son identicas excepto por el
cambio de signo ya mencionado, como se ve en las relaciones de conjugacion
y en la formulacién de la covarianza [117]. Esto significa que, al contrario
que en los tiempo de reloj, si el estado de la particula se desplaza un tiempo
to, esta deberia llegar un tiempo ¢y, antes, y la densidad de probabilidad
temporal también deberia deplazarse ty hacia tiempos anteriores. Estos son,
en otras palabras, los tiempos de espera hasta que ocurren los eventos, que
dependen del momento en el que el crondémetro se pone a cero, y disminuyen
si lo ponemos en marcha un instante posterior. Asi, el operador analogo del
operador acumulativo de probabilidad de la Ec.(5.7) ahora debe satisfacer

(ol 2 o) = (e A [4be)

FA _ €iHT/hF64 e_iHT/h. <517>
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Con I = dF /dt y 11§ = L[H, Fy] tenemos

A — /dtteiflt/hﬂgle—iﬁt/h, (5.18)
[} = ey it (5.19)
(Weo | T 1)1, (ol T |0) = to, (5.20)
(Weo| T ey) = (0|17, 00). (5.21)

Ademas, el operador debe incorporar la posicién donde se observan las lle-
gadas. Para particulas libres que vienen de un lado y llegan a un plano
esto se consiguié en la Ref. [52] postulando la invarianza de la densidad de
probabilidad bajo una combinacién de reflexion espacial e inversion temporal.
Es evidente que estas propiedades todavia no especifican un operador tnico.
Por razones fisicas, para un observable del tiempo de llegada también exi-
giremos que la densidad de probabilidad del tiempo de llegada tenga minima
varianza, de forma andloga a lo postulado en la Ref. [52] para particulas li-
bres en un espacio tridimensional. Esto implica que no existe otro observable
del tiempo de llegada que se pueda medir con mas precision.

5.3. Forma general de operadores de tiempo
covariantes

Comenzamos con operadores tiempo de reloj covariantes asociados con
un Hamiltoniano H dado. Por simplicidad, consideramos primero el caso en
el que H tiene solamente autovalores no-degenerados E, con autovectores
generalizados y normalizados |E) tales que

(B|E'Y = §(E — E).

Obtendremos la forma mas general posible de ﬂo, que por las Ecs. (5.1 -
5.10), nos conducen al operador densidad de probabilidad covariante y al
correspondiente operador de tiempo.

El sencillo ejemplo de la Ec. (5.14) se puede generalizar a

1 -

IIy,= — [ dEdE'b(E) |EVE'|b(E'
0=5 7 (E) |E)(E'[b(E),
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y se mostrard que

M, = Z / dE dE'b;(E)|E)(E'| b;(E"), (5.22)
T = %Z / dtt / dE dE' ¢ B/
X bi(E) |E)(E'|bi(E") (5.23)

es la forma mdas general de IIy y 7', donde las funciones b;(E) tienen que
satisfacer ciertas propiedades con el fin de que la probabilidad total sea 1 y
que el segundo momento en la Ec. (5.6) sea finito. De hecho, para un estado
|v)) dado, la probabilidad temporal total es, con ¢(FE) = (E|),

[ ey i) (5.24)
— Z / ‘ / dE e BV (E) b, (E)
= Z/dE dE' §(E — E')(E) bi(E) by(E') 1 (E')
=Y [ aE VEmE) RE v(E)
Esto es igual a 1 para todos los estados [¢) solamente si

> bi(E)b(E) = 1. (5.25)

De igual modo,’

WIT) = / 4B §(B) T/ (B)

/dE\w )2 = Zb (5.26)

Hay de observar que > b; b; debe ser imaginario puro (ya que (¢|T|¢) debe
ser real), de la Ec. (5.25), por lo que se anula si b; es real.

5Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.
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El segundo momento es
[ el i ) (5.27)
dt 2
— h;/%
g Z/dE O (W bi(E)) O (me)
—n [ d { B+ S E)?

r2me zmbxmmwm}

dE O e P/ ) (E) bi(E)

por la Ec. (5.25). Esta expresién es finita si y solo si las contribuciones del
primer y segundo término son finitos; y para que esto se cumpla en el dominio
de funciones infinitamente diferenciables 1(E) que se anulan fuera de un
intervalo finito (con soporte compacto en ), se debe tener

Z |b;(E)|* integrable sobre cualquier intervalo finito. (5.28)

La Ec. (5.22) nos da la forma més general de I, que conduce a un operador
de tiempo covariante cuando las funciones b; satisfacen las Ecs. (5.25), y el
segundo momento es finito para estados con (F|i) de soporte compacto si y
solo si se cumple la Eq. (5.28).

Para un I, dado se puede construir las funciones b; como sigue. Se elige
un conjunto maximal de vectores {|g;)} que satisface

(g:|TLo|g;) = bi;/27h. (5.29)

Tal conjunto maximal se puede construir facilmente mediante el procedimien-
to de ortogonalizacién estandar de Schmidt. Un posible conjunto {b;} viene
dado por

bi(E) = 2mh (E|log;). (5.30)

Entonces la Ec. (5.22) es la realizacién de una distribucién II, dada. Los de-
talles matematicos, en particular las propiedades de regularidad, se presentan
en [42]. Hay que decir que las funciones b; utilizadas en la descomposicién de
Ily, en la Ec.(5.22), no son tnicas.
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Para autovalores degenerados de H primero consideramos el caso donde
la degeneracién se denota por un nimero discreto entero, «, tal que

(B,a|E', o) = 6.,00(E — E). (5.31)

Para mayor simplicidad, supondremos que la degeneracion es la misma para
todo E. Entonces las Ecs. (5.22 - 5.28) se generalizan como

1= ' (B o)
Iy = 27Th;/dEalE Zbl(E,a)lE,aﬂE,@ |b;(E, o), (5.32)

aa’

> bi(E, ) bi(E, o) = doa, (5.33)

- 2
segundo momento = hz/dE ‘GE Z bi(E,a)y(E,a)| , (5.34)
Z b;(E,a)* integrable sobre cualquier intervalo finito (5.35)

)

para cada «, donde ¥(E, o) = (E,aly) v bi(E,a) = 2rh{E, a|ly|g;). De
nuevo la Ec. (5.32) nos da la forma mas general posible de I, que conduce
a un operador de tiempo covariante a través de las Ecs. (5.1-5.10). El caso
de que el pardmetro de degeneracion sea continuo podemos reducirlo al caso
discreto.

Estos resultados se generalizan sin dificultad a tiempos de llegada con
densidades de probabilidad normalizadas.

5.4. Unicidad del operador de tiempo: inver-
sion temporal, simetrias y varianza mini-
ma

Como acabamos de ver en la seccién previa, hay muchos operadores de
tiempo covariantes tipo-reloj. Para seleccionar un tinico operador, es nece-
sario anadir condiciones fisicas. Lo natural es requerir que la varianza AT, o
la desviacién tipica AT?, sea minima para todos los estados con segundo mo-
mento. Fisicamente, esto significa que ningin observable de tiempo se puede
medir con mas precision.

Sin embargo, la condicién de varianza minima aislada no hace que T sea
Unico, incluso cuando el espectro de H es no degenerado, ya que en general
puede que no sea posible satisfacer esta condicién para todos los estados
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con segundo momento. De hecho, como se muestra en el Apéndice 5.8, no
se pueden elegir las funciones b; de manera que cumplan las Ecs. (5.25) y
(5.28) y que ademads consigan que AT sea minima para todos los estados
|1). Sin embargo, si ademds se restringe el conjunto de posibles funciones b;
por requerimientos de simetria, si que puede encontrarse un operador tnico,
como ahora discutiremos.

El operador de inversién temporal, @, es un operador anti-unitario (en
representacién de coordenadas Oc|z) = &x)). Si la dindmica es invariante

frente a inversién temporal, lo natural es demandar que

A

6=-T, (5.36)

~»

O
e igualmente para la densidad de probabilidad. Por la Ec. (5.9) esto implica
O11,6 = II,. (5.37)

Se mostrara ahora, para el caso autovalores no-degenerados, que la in-
varianza frente a la inversiéon temporal del Hamiltoniano H y de I, junto
con la minimizacién de AT implica la unicidad de T y I1,. Para cada auto-
valor E de H se puede elegir un autovector invariante de ) , que llamaremos
|Eo), tal que

O|Es) = |Ee). (5.38)
Esto significa una eleccién especifica del factor de fase y de una funcién
real en el espacio de posiciones. La Ec. (5.37) nos dice que se puede escribir
Iy = 1/2(I1p + © 11y ©), y entonces la forma general de Iy en la Ec. (5.22)

implica que se puede elegir b;(F) real. Entonces, de las Ecs. (5.26) y (5.27),
se encuentra

A ———h
Wit = [dETE) ; v (E), (5.39)
segundo momento = h? [ dE [¢'(E)|?

R, [ [P H(E) P (5.40)

De aqui, una AT minima en este caso significa que el segundo momento es
minimo, y esto ultimo ocurre solamente si b;(E) = 0, es decir,

bi(E) = ¢, Z =1,

por la Ec. (5.25). Insertando esto en la Ec. (5.22) se ve que las funciones b;
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se pueden reemplazar por una unica funcién b(E) = 1. Asi se obtiene

. 1
I

° 7 2rh
N 1 /
M=o — dE dE' e " E=E o) (Fy|, (5.41)

T= /dttﬂt,

con |Fg) invariante bajo una reflexion del tiempo. Los autovectores (no-
ortogonales), |T), de T' con autovalores T vienen dados por

dE dE' | Eo)(Eb|.

|T) = / dEe "F7/M Eg), (5.42)

\/ﬂ

y el operador T' se puede expresar como

o
T:/ dr 7|7)(7]. (5.43)
—0o0
Por lo tanto la unicidad en el caso no-degenerado es posible si se cumplen
tanto la invarianza bajo la inversién temporal como la minimizacion de AT.
En el caso de autovalores degenerados se necesitan condiciones adicionales
para obtener la unicidad, como se discute en [42]. Aqui simplemente expon-
dremos algunos resultados. Para un potencial invariante bajo reflexién en una
dimensién, el operador tiempo-reloj es tinico y se puede determinar explicita-
mente si, ademas de ser covariante bajo inversién temporal y tener varian-
za minima, también se exige que sea invariante bajo reflexiones espaciales.
En un potencial invariante bajo rotaciones en tres dimensiones, el operador
de tiempo es Unico y puede ser determinado explicitamente si, ademas de
la covarianza bajo inversiéon temporal y minimizar la varianza, también se
demanda la invarianza bajo rotaciones y reflexiones x1 — —z;. Resultados
analogos son validos para los operadores de tiempo de llegada. En particular,
los resultados de la Ref. [52] se generalizan en [42].

5.5. Aplicacién a los tiempos de llegada

Evidentemente las técnicas de las secciones previas se pueden aplicar de
forma completamente andloga al estudio de los operadores de tiempo de
llegada. Para ilustrar esto consideramos a continuaciéon el movimiento de
una particula en un semi-espacio x > 0, sin ningiin potencial adicional, y
estudiemos su tiempo de llegada al origen y a otro punto cualquiera.
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En el caso clasico una particula libre que incide con energia FE, se refleja
en el origen y vuelve hacia el infinito. Por ello, en cada punto a # 0, existen
un primer y un segundo tiempo de llegada a los que denominamos t y 5.
Para la trayectoria invertida temporalmente el primer tiempo de llegada al
punto a es tg; = —t3 y el segundo tiempo de llegada tj, = —tf, como se
puede calcular facilmente. En el origen, a = 0, solo hay un tiempo de llegada

Yy

ty = —°. (5.44)
El correspondiente operador de tiempo-de-llegada para las llegadas al origen
se escribe como T]‘f‘. Es natural exigir una relacién andloga a la Ec. (5.44),

o7/e = -1}, (5.45)

y la invarianza frente a inversiéon temporal de fIJ‘?’O, donde f[j}’t es el operador
de densidad de probabilidad asociado.

Si a # 0, una particula libre en el semi-espacio positivo que viene desde
el infinito con velocidad |v|, primero llega en el tiempo ¢{* al punto a, y al
origen después de un tiempo ¢,

to=t"—a/|vl. (5.46)

Si 7, 4 denota el correspondiente operador de tiempo para el primer tiempo
de llegada al punto a podemos exigir

T =17 —a/ld], (5.47)
donde [0] = y/2H /m es el operador velocidad.

5.5.1. Particula libre en el semi-espacio

Primero consideramos llegadas al origen en el movimiento libre en un
semi-espacio x > 0, con condiciones de contorno reflectantes en z = 0.
Se pueden etiquetar las autofunciones por su energfa E = k?h?/(2m). Las
autofunciones reales de energia F, por lo tanto invariantes bajo el operador
©, que se anulan en el origen son®

1 m ~ ~
r|Ef) = —4 | —(e7*r — ¢ikr), 5.48
(r1E7) = 55 ) (5.49)
donde los subindices f en |Ey) se refieren al Hamiltoniano libre y hemos
escrito r para indicar r = x > 0. Estas autofunciones estan normalizadas
como (Ey|E}) = §(E — E') sobre un semi-espacio.

6Véase su obtencién en el Apéndice Matemaético.
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El operador densidad de probabilidad de llegadas al origen es invariante
bajo inversiones temporales

~ ~

o114, 6 =11, (5.49)

Por los resultados de la ltima seccién, los operadores ﬂ?’t y Tf‘ son unicos
si imponemos las condiciones de invarianza bajo inversiones temporales y
minima varianza. De la Ec. (5.41) se obtiene, haciendo el cambio t — —t y
reemplazando |Eg) por |Ey),

A 1 , /
M}, = 5 [dBdE ™ ey (5 (5.50)

A 70
T = /dtmﬂt.

Este operador de tiempo de llegada es justo el negativo del operador de
tiempo-reloj de la Ec. (5.41), con los correspondientes cambios en las Ecs. (5.42)
y (5.43).

El que la funciéon de onda se anule en 7 = 0 no es obstaculo para definir
estos operadores de forma que tengan significado fisico. Es una situacion
similar a la que encontramos para funciones de onda antisimétricas en el
espacio (eje x) completo. En [44] se mostré que la distribucion ideal del
tiempo de llegada se obtiene, mediante un proceso de paso al limite, a partir
de un modelo de medida operacional basado en un detector débil y estrecho.

Ahora volvamos a las primeras llegadas a un punto a # 0. Utilizando la
Ec. (5.12), un cdlculo simple muestra que

lamlil/pA g=iambl/h _ A _ o /)| (5.51)

Como el lado derecho de esta ecuacion, por la Ec. (5.47), es igual a TlA, esto
implica una relaciéon analoga para el operador densidad de probabilidad, Hft

correspondiente a Tf‘,
ﬂﬁt _ piamlo|/h ﬂ?,t e—iam|o|/h. (5.52)

Usando la Ec. (5.50) podemos escribir

~ 1 W(E—E' i(k—ka
I, = %/dEdE’e(E Eifheih=H)e| By (EY, (5.53)
que nos da la expresion explicita del operador densidad de probabilidad de
primera llegada al punto a de una particula libre sobre el semi-espacio posi-
tivo. Cuando a — 0 se recupera la Ec. (5.50).
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5.5.2. Estados asintéticos y tiempo de retardo de Smith

Ahora vamos a aplicar los resultados de la particula libre de la Ec. (5.50)
a los estados asintéticos de una particula en un potencial sobre un semi-
espacio cuyo Hamiltoniano no tiene estados ligados y al cual se le puede
aplicar la teorfa de colisiones. Aunque para una energia F, el autoestado es
tnico excepto en una fase, existen autoestados fisicamente relevantes |E.)
correspondientes a ondas planas entrantes (+) y salientes (—), |E_) = O|E.),
asi como estados invariantes con respecto a 0, |Eg). Usando el desfasaje de
colisién § = 6(E) podemos escribir

12m @ . o
<T‘E+> ~ - %%(e—lkr_em&ezkr)’

(B = TIBL) = e |By),
(r|lBe) = e ®(r|E,). (5.54)

St =

—~

3y

Los operadores de Mgller (). satisfacen

Q. = lm eim/hemﬂ/h:/ dE |EL)(Ey|,
Foo 0
Ey) = Qu|E)). (5.55)

En el movimiento libre, los estados asintéticos |¢,) v [Yow) son mapeados
por los operadores ()1 hacia el estado real |1)),

W) = Qilvpa) (5.56)
W)out) = S |wm>
donde S = QT_Q+ es el operador S. Obsérvese que, por la Ec. (5.54),

S = / dE |Ef)e*® (Ey), (5.57)
0

de forma que 2? es el autovalor de S para el estado |Ey).

Resulta 1til también introducir el operador
Qo = / dE|Ee)(E| (5.58)
0
y definir los operadores T ﬁ@ como

(Ao =0T O o= / dtt / dEdE ¢ FENMI EL o) (EL o] (5.59)
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La ultima igualdad demuestra que _Tﬁe son operadores de tiempo de reloj
para la particula en un potencial. Como los estados |Ey ) solamente difieren
en una fase, el mismo calculo que conduce a la Ec. (5.16) produce

. ) o))
T4 :Té4:|:h/dEa—E|E@><E@|. (5.60)

A partir de la Ec. (5.56) se demuestra que los valores esperados de Tf, T4 y

T@A se pueden interpretar en funcion de los estados asintdticos y del operador
del tiempo de llegada del movimiento libre T/,

<¢ | T—f— 0 |¢> - <77Z)in,out,io |TfA |win,out,io> ) (5 6 ]-)

donde el estado con movimiento libre |v;,) se define por

[Yio) = S [thin), (5.62)

y se le puede considerar como una interpolacién entre |¢;,) v [Your) = S |%in) -
Utilizando la Ec. (5.58) se puede escribir

Vo) = QL |¥). (5.63)

Tomando los valores esperados de la Ec. (5.60) con [¢) y usando las Ecs.
(5.61) y (5.55), junto con el hecho de que todos los |E+ g)(Ey o| coinciden,
ya que las fases se cancelan, llegamos al resultado

o - o) 2
<¢Jﬁt|TfA|w(fﬁt> = <1/Jz‘o|T}4 [Vio) F h/dE(?_E <Ef|¢m>| . (5.64)
Vemos que el tiempo de llegada esperado para el estado interpolado |t;,)
queda entre los de las ondas entrante y saliente. De la Ec. (5.64),

ol o) = Wil T 10) =20 [ 4B 22 (Bl (569)
El lado derecho de la dltima ecuacién es el tiempo de retardo de Smith [101]
y muestra que es el tiempo que se retrasa la onda saliente respecto a la onda
entrante. Puede verse un ejemplo en las Figs. 5.1 y 5.2.

Esto extiende la utilidad del concepto de tiempo de retardo, normalmente
restringido a la llegada de ondas a grandes distancias de la region de inte-
racciéon, al tiempo de llegada de estados asintoticos al origen. El tiempo de
retardo ha sido relacionado a mediciones débiles, vease [104] y [106], valdria
la pena examinar la relacién entre ese enfoque y el presente trabajo.
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Inversion temporal: El comportamiento de T'/* con respecto a la inversién
temporal viene dado por O,

oT/e=-14 (5.66)
mientras que Té“ simplemente cambia de signo. Los operadores T 'A no cam-
bian simplemente de signo, pero su comportamiento en la Ec. (5.66) (cam-
biando el signo e intercambiando los operadores) tiene un sentido fisico per-
fectamente valido: la trayectoria invertida temporalmente de una trayectoria
que se mueve hacia el origen esta en la misma posicion pero se aleja del ori-
gen. Si la trayectoria original incidente requiere de un cierto tiempo 7 para
llegar al origen en movimiento libre, la trayectoria invertida es saliente, con
lo que salié del origen en —7. En resumen, estos operadores dan informa-
cién acerca de la dindmica del movimiento libre de las asintotas entrante y
saliente del estado, y los tiempos de retardo de colision (60, 5]. Asi, aunque
el operador T@ es unico cuando se aplica el criterio de la seccion previa, no
reemplaza a T ya que no describe la misma fisica, y los tres operadores

tienen su propio y legitimo sentido.

5.6. Aplicaciéon a los operadores de Lyapunov
en Mecanica Cuantica

En la Ref. [108] se denomina operador de Lyapunov La aquel que, para
cualquier estado normalizado [¢0) y 1) = ey, su valor esperado
(1p¢| L|1p) es monénoto decreciente hacia 0 cuando ¢ — co y tiende a 1 cuan-
do t — —oo. Strauss, en la Ref. [108] considera el caso de un Hamiltoniano
H cuyo espectro de autovalores es continuo de cero a infinito, y tiene un
parametro de degeneracion j. El operador de Lyapunov que alli se sugiere se
puede expresar como

E, j)(E', j|
E g 2N ) .
Ls = 27rh2/ d / b i (5.67)

De manera mas general, se puede considerar que un operador ligado L es un
operador de Lyapunov si (¢;|L[,) es mon6tono decreciente, sin especificar
limites. Sin embargo, se mostrard mas adelante, despues de la Ec. (5.68),
que, sin perdida de generalidad, siempre se puede suponer el comportamiento
anterior de 1 a 0 cuando t va desde —oco a +00.

La nocién anterior no corresponde a los funcionales de Lyapunov usa-
dos en la Ref. [100] para definir la reversibilidad y la flecha del tiempo, ya
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Figura 5.1: Densidades de probabilidad antes (¢ = 0) y después de la
colisiéon (¢t = 190) con una barrera delta. Unidades adimensionales con
m = h = 1. El paquete de onda inicial es 1(k) = N[1—exp(—pBk?)] exp[—(k—
ko)?/(4A%)] exp(—ikxzo)f(k), donde N es la constante de normalizacién y 6
(en este caso) es la funcién escalén de Heaviside; niimero de onda inicial
ko= —m/2, Ay = 0,045, 5 =1/2; V = 20§(x — 20); centro inicial del paquete
de ondas en xy = 180. El potencial delta es lo suficientemente opaco para
que el paquete saliente esté adelantado respecto al estado entrante.

que alli se supuso la invarianza bajo una inversién temporal del funcional.
Se mostrara mas adelante que, si el Hamiltoniano es invariante frente a la
inversion temporal, no existen operadores de Lyapunov que sean invariantes
frente a la inversion temporal.

Es claro que las propiedades mencionadas no definen un tnico operador
L en la Ec. (5.67). Por ejemplo, se pueden introducir diferentes fases y tener
todavia un operador de Lyapunov. En esta seccién vamos a determinar la
forma mas general de L para el caso de un Hamiltoniano H con espectro pu-
ramente (absolutamente) continuo y daremos las condiciones bajo las cuales
se hace tnico. También se vera que para cada L existe un operador de tiempo
covariante asociado TL.
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Figura 5.2: Distribuciones del tiempo de llegada a = = 0 correspondientes a
la figura anterior.

Para mostrar que se puede suponer el comportamiento limite anterior-
mente mencionado escribimos, para un operador general de Lyapunov L da-
do,

Ly = e UM HUN (5.68)

tal que L, aumenta monétonamente (debido a la disminucién monétona de
<¢t|f/|¢t>) De la acotacién de L y de la condicién de monotonfa se deduce
que L1 existe como limite de operadores en el sentido débil, es decir, para
valores esperados. Ademés, L., commuta con e~/ v por lo tanto L =
L— L_Oo también es un operador de Lyapunov, con L’ > 0. Entonces L =
L'=Y2[/[/=1/2 es un operador de Lyapunov que satisface L”__ =0y L/ =1
tal que (¢y|L"|1h;) es monétona decreciente desde 1 a 0, como querfamos
demostrar.

Para determinar la forma general de L con tal comportamiento limite
cuando t — 00, observemos primero que por ser monotono

hz [, L) > o, (5.69)

A d -
HtL aLt _ e—th/ﬁ
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esto es, los valores esperados de L; son no-negativos para cualquier ¢, en
particular '
—1
h
donde el conmutador tiene que entenderse otra vez en el sentido débil a través
de los elementos de la matriz y donde ﬁg en general no es un operador sino
unicamente una forma bilineal, como en el Ec. (5.9). A partir de la Ec. (5.69)
y de L_.. =0 se obtiene

Mg = —[H, 1] >0, (5.70)

0 . "
[ = / dt e ITE it/ (5.71)
De la Ec. (5.69) se ve que

L (t9) = (IIf]Y) = 0 (5.72)

es una densidad no-negativa que integrada para cada estado normalizado
resulta igual a 1, por lo que puede ser considerada como una densidad de
probabilidad y por lo tanto L; se comporta como el operador de probabilidad
acumulada F.. en la Ec. (5.1). Por consiguiente,

T, = /dtte_im/h’ flg eifit/h (5.73)

es analogo al operador de tiempo T de la Ec. (5.5). Alternativamente, 1 — L,

se comporta como el operador de probabilidad acumulativa de llegada FtA de
la Ec. (5.17).

Ejemplo: Sea 1% dado por la Ec. (5.14). Entonces, por la Ec. (5.71), L viene
dado por

. 10 E—E

L=— dt / dE dE'e " E-EUN EY(E), (5.74)

2rh J_o
que esté de acuerdo con Lg en la Ec. (5.67) para el caso no-degenerado.
Para el movimiento libre sobre un semi-espacio, con |E) = |Ey) a partir de

la Ec. (5.48), la propiedad de Lyapunov de este ejemplo simplemente refleja
la acumulacién mondtona de llegadas al origen, puesto que un cambio en la
variable de integracién nos da

il =Ly = [ at I 1. (.75

Colocando un potencial en el semi-espacio y tomando |E) = |Ey) de la
seccién previa se obtiene la acumulacién de llegadas de los paquetes [1);,) vy
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|thout) moviendose libremente, y para |E) = |Eg) la correspondiente acumu-
lacién de llegadas del paquete [¢;,).

La forma mas general de L se obtiene a partir de la forma méds general de
ITX que viene dada por las Ecs. (5.32) y (5.33). Si se conoce II%, entonces L
viene dada por la Ec. (5.71), y de este modo se obtiene la forma més general
posible del operador de Lyapunov L con el anterior comportamiento en los
lfmites ¢ — +o0. La unicidad de L para Hamiltonianos particulares se puede
lograr, como en las Secciones 5.4 y 5.5, exigiendo la invarianza bajo inversion
temporal de Tl, simetrias especiales y minima varianza de AT7.

Finalmente mostramos que para un Hamiltoniano invariante bajo inver-
sién temporal no existe un operador de Lyapunov no trivial invariante bajo
inversién temporal. De hecho, si©® H O = H y © L © = L entonces se obtiene,
para el estado inicial © [¢)) = |(O1))),

(OY)|L|(O%):) = (W—y|L|o—y) (5.76)

por la condicién de anti-unitario del operador 6. Ahora, para valores de t
crecientes, la expresion del lado izquierdo decrece mientras que la del lado
derecho aumenta. Esto solo es posible si ambos lados son constantes en el
instante ¢. Se puede concluir de la Ec. (5.70) que ambos 1Ly 611F 6 = —I1F
son operadores positivos, lo cual solo es posible si H = 0. Esto significa
que L conmuta con H el cual también conduce a que ambos lados de la Ec.
(5.76) sean constantes.

5.7. Discusion y perspectivas

Hemos deducido la forma mas general posible de un operador de tiem-
po covariante normalizado. El resultado es importante para establecer un
marco flexible donde se puedan imponer condiciones fisicas. Ejemplos de
aplicaciones son los operadores de tiempo de reloj, operadores de tiempo de
llegada, y los operadores de Lyapunov.

Experimentalmente, varias cuestiones interesantes acerca de los relojes
cuanticos y de las medidas de los tiempos de llegada permanecen sin resolver.
Por ejemplo, los relojes cuanticos son, basicamente, sistemas cudnticos con
un observable que evoluciona linealmente en el tiempo. Para evaluar la posi-
bilidad de competir con los relojes atémicos actuales [80], los observables se
deben realizar en un sistema especifico. Hemos descrito un observable ideal
(imponiendo la anti-simetria respecto a la inversién temporal y que la va-
rianza sea minima) y ahora queda pendiente la realizaciéon operacional. Se
ha efectuado ya un anélisis similar para la distribucién ideal del tiempo de lle-
gada de Kijowski en términos de la realizacién operacional en 6ptica cuantica
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con atomos frios [94]). De hecho, los dtomos frios y la éptica cudntica ofre-
cen ejemplos de tiempos tipo evento (distintos a las llegadas), tales como los
tiempos de salto, de excitacién, y de escape, que admiten un tratamiento en
términos de observables covariantes. Modelizando y entendiendo estas canti-
dades y sus respectivas estadisticas podemos mejorar nuestra habilidad para
manipular u optimizar procesos dinamicos.

En el lado tedrico, una pregunta abierta es cémo adaptar el marco
propuesto, posiblemente en combinacién con investigaciones previas [6, 60,
5, 44, 29, 30, 31], a los tiempos de llegada en el caso de una particula en
movimiento sujeto a la acciéon de un potencial.

Finalmente, hemos mostrado que los operadores de Lyapunov surgen de
manera natural de los observables de tiempo covariantes. Asociados a los
operadores de tiempo de llegada, estos consideran, para estados asintética-
mente libres, la acumulacion mondtona de llegadas desde el pasado infinito
independientemente de cudl sea el estado elegido. Hay que aclarar que el
término “pasado infinito” aqui es una entidad idealizada ya que se supone
que la onda ha evolucionado desde siempre, ignorando el hecho de que en
la préactica el estado ha tenido que ser preparado en algin instante concre-
to. En otras palabras, el operador de Lyapunov no depende del instante de
preparacion del estado, y cuando lo aplicamos al estado toma en cuenta su
pasado idealizado (no necesariamente real), con independencia de que ese
pasado se haya materializado total o parcialmente.

Al final de la tdltima secciéon también se muestra que en teorias con un
Hamiltoniano invariante con respecto a inversiones temporales no existen
operadores de Lyapunov invariantes. En la Ref. [100] se argumenté que para
caracterizar un sistema como irreversible y distinguir una direccion del tiem-
po, el funcional de Lyapunov deberia ser invariante bajo inversion temporal.
Por lo tanto, si se acepta la premisa de la Ref. [100] entonces, a partir de
nuestros resultados, la mecanica cuantica para un ntmero finito de particulas
no es irreversible y no muestra una flecha del tiempo si el Hamiltoniano es
invariante bajo inversiones del tiempo.

5.8. Apéndice: Varianza minima y no-unicidad
del operador de tiempo

Vamos a mostrar, para el caso de un Hamiltoniano H de espectro no-
degenerado, que la varianza minima unicamente no implica la unicidad de
T. Primero consideraremos un estado |t)) tal que, eligiendo una base de
autovectores generalizada, (E|1)) = ¥(F) es real. Entonces el primer término
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de la parte derecha de la igualdad de la Ec. (5.26) es la integral del producto
de una funcion y su derivada total, entonces al ser el integrando una funciéon
impar su integral se anula, lo mismo ocurre en el tercer término al lado
derecho de la igualdad de la Ec. (5.27), por la Ec (5.25). Asi

2
AT? = /dE|¢’|2+Z/dEyb;\2|¢|2 - </ dE|¢|2iZbib_;) . (5.77)

Minimizar AT? implica que debemos hacer lo més grande posible el tiltimo
término de la Ec. (5.77). Por la desigualdad de Schwarz, este se puede estimar
como

> [apweng| <Y [apwppe- 3 [aEwrEr, 6

donde la primera suma de la parte derecha de la igualdad es 1 y la igualdad
se cumple solo si b;(E) y b;(E) son proporcionales,

b.(FE) =~bi(E) , ~ = constante, (5.79)

S biti=3> bibi=7. (5.80)

Como el lado izquierdo de esta tltima igualdad es imaginario puro, de la Ec.
(5.25), esto implica v = i\ con A real. Asi, para ¥(FE) real,

lo que implica

AT? > /dE|1//(E)|2, (5.81)

la igualdad se cumple tnicamente si en la Ec. (5.79) hacemos v =i\ , A real,
es decir, si y solo si

S

J(E) = c¢;e™ | Xreal, (5.82)

Zbi(E)W = ) laf=1

Estas funciones proporcionan el mismo operador de tiempo y densidad que
la funcién tnica

b(E) = ™E, (5.83)

Con esta eleccién AT? es minimo para ¢ (E) real.
Para un estado tal que e*¥)¢)(E), con ¢(E) y ¢(F) reales, siguiendo el
mismo argumento, al reemplazar b; por e~ ) b, | se hace minima la varianza

si y solo si '
bi(E) = ¢; /AF=2E), (5.84)
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Esto difiere de la Ec. (5.82), como lo hace la expresién analoga e!*#=#()] de
la funcién en la Ec.(5.83).

En conclusion, entre el conjunto de todas las funciones b;(E) permitidas,
no existe una seleccién de funciones tales que AT se haga minima para todos
los estados con segundo momento finito.



Capitulo 6

Explicacion y observacién del
fenomeno de Difraccion en el
Tiempo

Your theory is crazy, but it’s not
crazy enough to be true.

Niels Bohr

La Difraccién en el Tiempo (DET) es un fenémeno fundamental de la
dindmica cuantica producido por obstaculos y aberturas dependientes del
tiempo. Formalmente, es analogo a la difraccién de la luz, y se espera que
represente un papel importante en el diseno de fuentes coherentes de ondas
de materia, como en el laser de atomos; el analisis de informacién de tiempo
de vuelo y de la emisién de pulsos ultra-rapidos; y en aplicaciones en circuitos
integrados optico-atomicos de ondas coherentes de materia. Demostraremos
que la DET se manifiesta de manera robusta en las ondas cuanticas emiti-
das por una fuente que decae exponencialmente y explicaremos el fenémeno
como una interferencia de dos velocidades caracteristicas, lo que nos permite
controlarlo y optimizarlo [114].

6.1. Introduccion

La Difracciéon en el Tiempo es un efecto exclusivo de la dinamica cuantica
que fue estudiado en primera instancia por Moshinsky [68]. Las ondas de
materia en 1D, liberadas a través de una apertura modulada en el tiempo,
o después de encontrar un obstaculo que depende del tiempo (para el caso
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de ondas en 2D y 3D véase [12, 33]) muestran unos patrones de penumbra
e interferencia cuantica similares a la difraccién de la luz por obstaculos y
rendijas espaciales.

Entender y controlar la DET es cada vez mas apremiante como resultado
de los progresos en la manipulacién de ondas coherentes de materia, particu-
larmente en gases de dtomos ultra-frios y/o con pulsos laser ultra-cortos. La
DET afectara, por ejemplo, a las aplicaciones de los ldseres atémicos [18], a
la dindamica de las ondas de materia emitidas por excitaciones de laser ultra-
corto [87], a los circuitos de ondas de materia [98], y a la técnica de tiempo
de vuelo [46]. La DET también puede facilitar versiones temporales de los
difractémetros, los espectrémetros de rejilla y la holografia.

La configuracién original, y la mas estudiada, para encontrar DET es el
obturador de Moshinsky (OM). Consiste en una stbita liberacién, mediante
la apertura de un dispositivo obturador, de un haz semi-infinito de ondas
planas caracterizadas por su velocidad “portadora”. La densidad en funcién
del tiempo en el punto de observacion es formalmente analoga a la difraccion
espacial de Fresnel producida por un borde afilado [68]. Si el obturador, cuan-
do se cierra, induce una amplitud cuantica de reflexién R = 1, se obtienen los
mismos resultados a partir de una fuente puntual que comienza a emitir ondas
de forma repentina y constante [17]. Muchos trabajos han aplicado y modi-
ficado el obturador de Moshinsky para estudiar diferentes efectos cuanticos
transitorios y, anadiendo un potencial, resonancias de colision, acumulacion
y decaimiento, y la dindmica de efecto tunel, véanse ejemplos en [67, 32] y re-
views en [53, 17]. Experimentalmente, el patrén oscilatorio propio de la DET
fue observado primeramente por Dalibard y sus colaboradores con dtomos
frios que caifan por gravedad y rebotaban en un espejo de luz evanescente
que se podia encender y apagar a voluntad [109]. La difraccién en el tiem-
po, a través de su conexion con la relacién energia-tiempo, también se ha
observado en experimentos con neutrones frios [46]. Ademds se han descrito
experimentos de interferencia entre dos rendijas temporales y analogias tem-
porales de la difraccién de una rejilla con atomos frios [109, 21|, y mediante
ionizacién de dtomos con ldseres de pulsos ultra-cortos [87]. También exis-
ten interesantes analogias del obturador de Moshinsky original en el campo
de las transiciones coherentes producidos por laseres débiles cuya frecuencia
depende linealmente en el tiempo (chirp) [122].

La Difraccion en el Tiempo se puede suprimir por apodizacion, ruido y
decoherencia, o mediante una distribucién amplia, poco monocromatica, de
velocidades portadoras [34, 17]. Por ello se ha afirmado que observarla es
bastante dificil [17]. Veremos, sin embargo, que el efecto es importante y
robusto en ondas emitidas por una resonancia que decae exponencialmente.

Un segundo aspecto problematico de la DET con el obturador de Moshin-



6.2 El modelo de fuente con decaimiento exponencial.

79

sky es la ausencia de una interpretacion simple e intuitiva del fenémeno. La
“explicacién” habitual es geométrica, en términos de la espiral de Cornu
[68, 12, 17], y no proporciona un marco fisico simple, aunque se ha logrado
algin avance al construirla mediante zonas de Fresnel temporales y el princi-
pio de Huygens, como en la difraccién espacial [12]. El propio Moshinsky en
[64], junto con Man’ko y Sharma intenté buscar una explicacién en términos
de la distribucén de Wigner pero, como reconocieron los autores del articulo,
la interpretacion de los resultados era ambigua debidas a la no positividad
de la funcién de Wigner.

En este capitulo abordaremos la intepretaciéon de la DET y sus condiciones
de observabilidad. De hecho una explicacion fisica simple de la Difraccion en
el Tiempo nos proporcionara la clave para observarlo y controlarlo. EI punto
de partida consiste en constatar que, en sistemas que decaen exponencial-
mente debido a una resonancia, tal como atomos frios en trampas 6pticas o
magnéticas que escapan de su confinamiento inicial [118], puede observarse
DET a una distancia de la trampa. Las oscilaciones de densidad o de flu-
jo se idenfican como un efecto de interferencia, que se puede caracterizar
cuantitativamente con un modelo analitico simple [111]. De este modo sere-
mos capaces de predecir y disenar las condiciones 6ptimas para observar el
fenémeno, y tratar en un marco formal tinico la emisién constante despues de
un inicio brusco, y la fuente de decaimiento exponencial, modificando con-
tinuamente la parte imaginaria del polo de emision. La Figura 6.1, que se
discutira despues con mas detalle, muestra la densidad no normalizada en un
punto de observacion alejado de la fuente. La curva superior corresponde a las
oscilaciones ordinarias de la DET producidas con el obturador de Moshinsky.
La amplitud de las oscilaciones en el punto de observacién va disminuyendo
con el tiempo, y la frecuencia de las oscilaciones depende del tiempo, tendien-
do hacia un valor constante. Las otras dos curvas de la figura corresponden
a fuentes con decaimiento exponencial con tiempos de vida distintos. Las
oscilaciones son esencialmente iguales que las producidas con un obturador
de Moshinsky estandar, pero moduladas por un decaimiento exponencial.

6.2. El modelo de fuente con decaimiento ex-
ponencial.

Usaremos un modelo que fue ideado originalmente para estudiar las desvia-
ciones del decaimiento exponencial [111]. Proporcionamos aqui sus princi-
pales caracteristicas. El modelo captura la esencia del decaimiento resonante
de una trampa y describe analiticamente la funcién de onda externa sin
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Figura 6.1: Densidad no-normalizada frente a tiempo en x = 1000 para los
casos de fuente constante (kor = 0), o con decaimiento exponencial.

necesidad de precisar las complicaciones y peculiaridades de la zona de con-
finamiento. Adoptamos la notacién de la Ref. [111] utilizando cantidades
adimensionales: posicién z, tiempo ¢, y funcién de onda ¢ (z,t), definidas en
funcién de variables dimensionales (etiquetadas con letras mayusculas X, T,
etc..),

r = XK0R7 (61)
TKZ2.h

t = A 2

o, (6.2

O(xt) = WX, T)/Ky, (6.3)

donde Ky = (2MQy/h)"/? = Kop+iKo; y M son el niimero de onda (general-
mente complejo) y la masa respectivamente. g = Qqg+1i€; es la “frecuencia
portadora compleja” de la fuente (con €y < 0 para que |¢(x,t)|* — 0 cuan-
do t — 00). ¥(z,t) obedece formalmente una ecuacién de Schrodinger! para
una particula de masa 1/2 con h =1,

Z,@@/J(a:, t) B 0?Y(x,t)

o dx? (64)

Definiendo el niimero de onda adimensional y la frecuencia portadora como
ko = Ko/Kogr, y wo = Q02M/hK2, = k2 respectivamente, se fija con el valor
uno la parte real del numero de onda adimensional, kgg = 1. La unidad

'Véase su obtencién en el Apéndice Matematico.
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de longitud es el inverso de la parte real del nimero de onda portador, y
la unidad de tiempo es el periodo portador dividido entre 27. El ntimero
de onda complejo adimensional ky = kor + ikor y la frecuencia portadora
wo = wWor + twor, obedecen la relacion de dispersion

Wy = k?g = (]_ + ik’o[}Q, (65)

tales que wor = 1 — k2; v wor = 2koz, con kor < 0y kor = 1. La solucién no-
normalizada de la ecuacién de Schrodinger para la particula libre subordinada
a las condiciones siguientes

Q/J(O, t) = e_iwot@(t), wor > 0, wor <0, (66)

se puede construir a partir de una superposiciéon de ondas planas. La integral
que resulta es?

0l 1) = 3¢ [w(=u) + w(—uf)] (6.7)

donde w(z) := e *erfe(—iz),

ug? = (1 +0)v/t/2ko (17 7/t), (6.8)

ks =x/2t, T =1x/2k, (6.9)

a los que se denomina ntimero de onda del “punto silla” y tiempo caracteristi-
co complejo respectivamente. La cantidad dimensional paralela a k,, K, =
MV, /h, corresponde a una velocidad (también dimensional) del punto silla
Vi = X/T. Para un punto de observacion x, la velocidad del punto silla es
dependiente del tiempo, vs = 2ks = x/t, mientras que |7| senala aproxi-
madamente el momento de llegada de la senial que decae exponencialmente.
De igual forma, la parte real de 7 es el tiempo en alcanzar el punto s, desde
la fuente, con velocidad portadora voy= Ko grh/M. La Figura 6.1 muestra la
densidad no-normalizada |¢(x,t)|* para diferentes ko; para ilustrar la con-
tinuidad esencial del fenémeno oscilatorio cuando se varia ky;. Fisicamente,
la onda emitida debe estar normalizada. Para poder comparar en igualdad
de condiciones entre diferentes valores de kg, el nimero total de particulas
emitidas se debe mantener constante para todo kq. Si se emite una particula,
la funcién de onda normalizada es

7 1) = ?/J(%t)

Ylat) = [fydt J(0, )]/ (6.10)

2Véase su obtencién en el Apéndice Matemaético.
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Figura 6.2: La densidad de probabilidad normalizada frente al tiempo para
ko = 1 —0,0015i en x = 1000. Exacta (linea solida roja), aproximada (Ec.
(6.15), linea de trazos negra), término del punto-silla (circulos azules), térmi-
no del polo (triangulos naranjas), y término de interferencia (Ec. (6.18),
cuadrados verdes).

donde el flujo adimensional, J(z,t), es

J(z,t) =2Im {w*(x,t)awéz’ t)} : (6.11)

6.3. La esencia de la DET

Para encontrar la esencia del fenémeno DET debemos realizar un analisis
técnicamente similar al realizado para los tiempos de tuneleo [17], pero con
diferente objetivo, sistema y resultados. La funcién de onda 1, para tiempos
menores y mayores que |7| [111], se puede aproximar con precisién por las
contribuciones de dos puntos criticos de su integral definida, el punto silla y
el polo,?

G, t) = s, t) + oz, £)O[Im(uf™)], (6.12)
donde las funciones de onda del punto silla, 1, y del polo, 1y, estan definidos

como
ik2t 1/2, k2t
ers 1 1 (2t /m) /2 reths
) = < - , 6.13
Vel t) =5 (u(()ﬂ - u()) (i — Lko(£2 — 72)] (6.13)

3Véase su obtencién en el Apéndice Matemético.
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Yoz, t) = eFite™m0 = g iwntgikor, (6.14)

Como resultado de la deformacion del camino de integracion a lo largo de la
trayectoria de maximo descendenso desde el punto silla, el término del polo
contribuye desde un tiempo en que Im(uéﬂ) =0,t. = m, y despues de-
cae exponencialmente. En una asociacién clésica [112], una particula que llega
a (x,t) con velocidad vy = 2 debe haber sido liberada hace un tiempo z /v,
en la fuente que emite particulas portadoras exponencialmente. La velocidad
del punto silla x/t es la que requiere una particula clésica que parte de (0,0)
para llegar a (z,t). Para un x concreto, cada tiempo t corresponde a una
trayectoria diferente del punto silla, cada vez mas lenta a medida que avanza
el tiempo. Esto contrasta con el valor constante de la velocidad portadora y
la emisién continua de particulas portadoras. Las trayectorias del punto-silla
pueden ser representadas como el resultado de un estallido, que surge de la
fuente con todas las velocidades posibles en t = 0. Las imégenes clasicas
anteriores son utiles pero, al contrario que en desviaciones a tiempos grandes
del decaimiento exponencial [112], no se puede explicar el fenémeno de la
Difraccién en el Tiempo solo con ellas. Este es un fenémeno de interferencia
cuantica como se muestra por la estructura de la densidad no-normalizada

W, t)* = |, 1) + [Yo(x, ) [*OIm(ug))]
+ 2Re[ws(z, )y (z, )]0 [Im(ud)], (6.15)

donde el asterisco significa complejo conjugado. Los términos de punto de
silla y polo vienen dados por

tr|?
2
s : 6.16
Ul = P T 7] — 22Re() (6.16)
o> = eZmlwot—hon), (6.17)
y el término de interferencia es
t 26(x,t)
2Re[sg] =1/ —
elvsval \/;16\w0|2t4 + x4 — 8222wy
X [(Bworat® — 22%) cos ¢ + 8wy at’ sin @] (6.18)
siendo la fase 5
(,t) = (wor + k)t — 2 — =, (6.19)

4
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Figura 6.3: Los intervalos de tiempo 7,1 — 7T, entre dos maximos
consecutivos: exacto (circulos), y aproximacién de la Ec. (6.23) (cuadrados).
Los parametros son iguales que en la Fig. 6.2. El tamano de los simbolos es
para ayudar en la visualizacion, no estd asociado a errores. En el recuadro: no-
linealidad de la posicién del primer maximo frente al tiempo para ko; = —0,08
(linea solida), y término que corresponde al polo x. = 2(1 + ko;)t (linea de
puntos).

y la funcién de modulacion
B(x,t) = ewort=hore, (6.20)

La luz en el vacio no muestra Difraccién en el Tiempo porque no hay disper-
sion ni por tanto interferencias de este tipo.

La figura 6.2 muestra la coincidencia a tiempos mayores y menores que
|7| entre la funciones de onda exacta y aproximada. Los términos del polo y
del punto silla por separado no oscilan en el tiempo, mientras que el término
de interferencia, Ec. (6.18), reproduce con precision las oscilaciones DET.

6.4. Caracterizacion y observabilidad de DET

En la seccion anterior hemos obtenido una expresién analitica que carac-
teriza el fenémeno y establece las condiciones para su observabilidad. Como
hemos comentado los términos del polo y de silla en las Ecs. (6.16) y (6.17) no
oscilan en el tiempo, por lo que las oscilaciones de la Ec. (6.15) son debidos al
término de interferencia de la Ec. (6.18). Las dos funciones trigonométricas
de la Ec. (6.18) tienen la misma fase ¢(z,t) y vienen precedidas por la misma
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funcién de modulacién G(z,t). La frecuencia de la oscilacién DET depende
de la interferencia de las frecuencias del punto silla y del polo k? y wor vy,
como ks depende del tiempo, el periodo de oscilacion DET no es constante.

Definimos la frecuencia instantanea como
1 0¢(x,t) 1
)= ——1 "= — —k2). 6.21
La dependencia del periodo de oscilacion DET que se predice a partir de v
es

1 87rt?

v(x,t) - dwopt? — 22

T(z,t) = (6.22)
De la Ec. (6.18) podemos deducir la posicién del enésimo maximo. Para
|kor| < 1, el término sin ¢ de la Ec. (6.18) tiende a desaparecer por lo que
las oscilaciones DET esencialmente son debidas al término cos ¢ . El méximo
corresponde a ¢(x,T,,) = 2n7 en los tiempos

(3 +8n)7m + 4z + /[(3 + 8n)m + 4z]? — 16wyrz?

T, =
8&)0 R

, (6.23)

donde n =0,1,2,... (n =0 es el maximo principal). El intervalo T}, 41, =
T,+1 —T, entre dos maximos consecutivos esta en consonancia con el periodo
exacto, calculado numéricamente, véase la Fig. 6.3. La pequena discrepancia
en n = 0 puede atribuirse a la dependencia del tiempo del factor multiplica-
tivo cos ¢ y la proximidad de t = |7].

Para tiempos grandes, el periodo de oscilacién DET tiende a ser el del
periodo portador, nanC}o Thi1n = 27 /wor. La amplitud de las oscilaciones de-

cae de manera relativamente lenta comparada el término del polo, e<ortt=3/2
véase la Ec. (6.18), pero exponencialmente mas rapido que el del término del
punto-silla.

De acuerdo a la Ec. (6.23), Ty es una funcién lineal de x. Por ejemplo,
en el limite ko; — 0 el movimiento del primer méaximo estd descrito por
xg = 2Ty — +/3Tom. Aunque se puede definir una velocidad asintodtica, en
el caso general 2(1 + ko), véase el detalle de la Fig. 6.3, para esta fun-
cién no existe una asintota no-oblicua. Asi, una ingenua extrapolacién lineal
retrocediendo al origen desde una gran distancia no acierta a proporcionar
el instante de encendido de la fuente. En otras palabras, los tiempos en el
que las tangentes a xo(t) cortan a g = 0 no tienen limite definido, a pesar
de que la velocidad asintdtica estd bien definida. Esto es un ejemplo de la
importancia del fenémeno de la Difraccion en el Tiempo. Permite corregir
extrapolaciones basadas en la dinamica clasica para deducir propiedades de
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Figura 6.4: Términos de punto-silla y polo (lineas semi-infinitas) para ko; =
—0,03 (linea azul continua) y ko; = —0,13 (linea de trazos largos roja).
x = 80. El detalle muestra las correspondientes densidades de probabilidad
exactas. Los tiempos de vida més pequenos suprimen el efecto DET.

la emision a partir de caracteristicas asintoticas de la onda. Este tipo de ex-
trapolaciones se practica en los andlisis de la ionizacion con pulsos de laser
ultracortos, véase [3] y las referencias de ese articulo.

En nuestra descripcién adimensional dos factores afectan la visibilidad
del patréon de DET: la posicion de observacion x y el tiempo de vida. La
figura 6.4 muestra el modulo del logaritmo de las densidades del polo y del
punto-silla para dos tiempos de vida diferentes. El término del polo es una
linea recta semi-infinita que comienza cuando el polo es atravesado por el
camino descendente de mayor pendiente pasando a lo largo del punto-silla
en el plano complejo de momentos, en t. = m; el término silla mues-
tra un maximo cerca de |7| y desde alli decae lentamente. Puede darse un
maximo de dos intersecciones entre los dos términos, uno cerca del frente
principal, y otro a un tiempo lejano que marca la transicion al decaimiento
post-exponencial [111]. Cuando los términos silla y polo son iguales o pare-
cidos, aparecen oscilaciones de interferencia. La regién de interferencia que
nos interesa aqui es la que sigue al frente principal, porque es la relacionada
con la Difraccién en el Tiempo ordinaria del obturador de Moshinsky en el
limite ko; — 0; es mucho mas facilmente observable que las oscilaciones de
interferencia a tiempos grandes debido a la magnitud de las amplitudes.

Evidentemente, las oscilaciones no estan presentes en la fuente z = 0, y
seran pequenas a distancias pequenas, x < 1, debido al rdpido decaimiento y
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Figura 6.5: Densidad [¢)(z,t)|? para ko; = —0,003 mostrando la transicién
de un decaimiento exponencial puro a un patrén donde predomina el efecto

DET.

separacion del término del polo del término punto-silla en estas condiciones,
véase la Fig. 6.5. El término punto-silla mas alla de del frente de llegada prin-
cipal aumenta con z [111]. En el extremo opuesto de valores x muy grandes,
el punto-silla domina por completo y se mantiene por encima del término del
polo en todo momento, suprimiendo la DET e incluso el decaimiento expo-
nencial [111]. Entre estos dos escenarios extremos la DET se manifiesta en
un amplio intervalo de x. La pendiente del término del polo también repre-
senta un papel destacado. Si esta pendiente es grande (tiempos de vida més
pequenos), las contribuciones del polo y del punto-silla se separan con mas
rapidez lo que conduce a un niimero menor de oscilaciones DIT, que pueden
incluso desaparecer si el tiempo de vida es suficientemente pequeno.

Para estimar el dominio donde se observan algunas oscilaciones antes de
que el decaimiento sea demasiado fuerte, podemos resolver Ty < N7, para
un N pequeno, donde 179 = 1/4|ko;| es el tiempo de vida. Esto nos da una
expresion explicita pero algo engorrosa. Para N = 5 y en el limite ko; — 0,

10078 9
x = Y < 3073 (6.24)

De la discusién previa se podria esperar que con grandes tiempos de vi-
da siempre observaremos DET. Sin embargo, debido a normalizacién, los
tiempos de vida grandes implican una senial més débil. La consecuencia de
tendencias opuestas es un punto éptimo. Una buena medida, de relevancia
experimental, de la visibilidad de DET es la diferencia A entre el segundo
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Figura 6.6: Valor de A: diferencia entre el segundo méximo y el primer mini-
mo de la curva de densidad de probabilidad normalizada. Su valor es méaximo
aproximadadamente cuando x = 60 y ko; = —0,03.

maximo y el minimo previo en la curva de densidad de probabilidad norma-
lizada, véase la Fig. 6.2. Despues de analizar diferentes casos, véase la Fig.
6.6, los parametros 6ptimos resultan ser ko = —0,03, x = 60.

6.5. Independencia de los resultados respecto
al modelo.

Hemos descrito la intima conexién entre la Difraccion en el Tiempo y el
decaimiento resonante. El efecto DET sera visible cuando las contribuciones
de las diferentes resonancias estan bien separadas, lo que generalmente re-
quiere un confinamiento en un espacio reducido o/y fuerte (barrera opaca).
La DET no depende de las propiedades especificas del modelo usado hasta
el momento. Hemos comprobado su robustez a partir del decaimiento expo-
nencial explicitamente con varios modelos adicionales. El modelo de Winter
[120] describe el decaimiento del estado fundamental de un pozo cuadrado
entre —L y 0 cuando la pared infinita del lado derecho se sustituye por un
potencial Ud(z). La funcién de onda fuera de la trampa tiende a la funcién
de onda del modelo fuente para grandes U [113]. Por otra parte, la DET
no depende de manera dréastica del confinamiento estricto de la funciéon de
onda inicial en un dominio finito. Para demostrar esto hemos calculado el
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Figura 6.7: Estabilidad de la DET para el decaimiento de una particula ini-
cialmente confinada por un potencial Ud(z) (modelo de Winter). Los estados
iniciales son los estados fundamentales de los pozos representados en el de-
talle de la figura. En ¢ = 0 la pared derecha se sustituye por una funcién
delta. L = 3,14, x = 157,05, U = 161,35, V' = 202,72.

decaimiento del estado fundamental de un pozo con una pared finita a la
derecha cuando esta pared es sustituida por una barrera de potencial delta.
Esto produce un transitorio rapido diferente en x, pero la parte asociada
con la resonanancia dominante, de energia mas baja, se mantiene esencial-
mente estable mostrando el mismo DET que la pared infinita, véase la Fig.
6.7. Ademas hemos observado la misma estabilidad para barreras de anchura
finita. La DET también sobrevive a un encendido suave [18] y, como antes,
puede observarse después del paso de algunos transitorios que dependen de
la emisién. Con respecto al efecto de las colisiones, la DET aumenta con
interacciones atractivas en el régimen de campo medio [17].

Senalaré por ultimo la posibilidad de observar DET en estructuras periodi-
cas [67] tales como rejillas Gpticas, u otros sistemas fisicos descritos por un
modelo tight-binding, por ejemplo un matriz de guias de onda que proporcione
un analogo clésico de campo eléctrico de un sistema cuantico con decaimiento
exponencial [25].

Modelo de Winter. Segun el convenio de notacién de Winter,

V(X) = { ?]05’()()’ § ; :Z (6.25)

En su modelo el estado fundamental del pozo cuadrado infinito se toma como
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la funcién de onda inicial,

[ (2/a)?sin(rX/a), —a< X <0,
WX, 0) = { 0, X<—a or 0<X. (6.26)

Se introducen las siguientes variables adimensionales (anadimos el subindice
w, de Winter, en algunas de ellas para evitar confusiones con el grupo de
variables utilizadas anteriormente)

q = [a(2mE)"Y*)/h, (6.27)
ty = hT/2ma?, (6.28)
T, = X/a, (6.29)
G = 2maU/h?, (6.30)

El mantuvo la funcién de onda dimensional,
VY (T, ty) = V(X,T), (6.31)

donde e

E — OR . 2
o, (632

y Kor = m/a es el nimero de onda de la particula en el estado inicial, Ec.
(6.26). Para G >> 1 la funcién de onda total para cualquier z,, y t,, fuera
de la barrera se puede dividir en dos términos, uno debido a la contribucién
del punto-silla y el otro debido al polo [120]. Estos son respectivamente

(140)(Gry + 1)

vy =
InmG2y/maty)?
3i 1 22 22 (Gr, + 1)
1— 2= _Tw  Tw\Trw ) '
8 [ 2ty <n27r2 6 3 )] ’ (6.33)
w 2 (nm —iewtw—tw /2Tw
Yo = a ( G > ¢
X [cos(nmxy,) + isin(nmx,)l, (6.34)

donde la energia adimensional €, y el tiempo de vida 7, estdn dados por

cw = n’m(1-2/G), (6.35)
473n? 4

U = 7 (1—5). (6.36)

Ahora mostramos que el modelo de fuente descrito anteriormente puede re-
producir el modelo de Winter. Esto significa que las Ecs. (6.13) y (6.14)
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producen las mismas probabilidades que las Ecs. (6.33) y (6.34). Primero,
de las Ecs. (6.1) y (6.29) y de las Ecs. (6.2) y (6.28) podemos relacionar
coordenadas espaciales y temporales,

T =Txy, =ty (6.37)

Usando la funcién de onda dimensional en el polo Wy(X,T'), obtenemos las
relaciones entre las restantes variables. Para el modelo de fuente usamos la
funcién normalizada dada por la Ec. (6.10) y el hecho de que la funcién de
onda adimensional estd conectada a la dimensional a través de la Ec. (6.3),
donde L™ = Kyp y, para el pozo cuadrado infinito de anchura a, Koz = 7/a.
Entonces la funcion de onda del polo se puede escribir como

W06 T) = [ Tl ) = 0 ), (6:9)

donde la constante de normalizacion N = N, (t = oo) para el modelo de
fuente viene dada por la Ec. (6.34). De la Ec. (6.38) y usando las Ecs. (6.33)
y (6.34), obtenemos en primer orden en G,

G? T
Ny(t=00)=—, ko= e

2w
Empezando por la Ec. (6.33) y utilizando las Ecs. (6.37) y (6.39) también
podemos comprobar que la probabilidad obtenida a partir de la funcién de
onda del punto-silla en el modelo de fuente reproduce el modelo de Winter
para potenciales fuertes, G >> 1, en el régimen t >> ||,

(6.39)

WX, TP = (1) = [ ) (6.40)

hasta el orden t3.
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Capitulo 7

Conclusiones

Los principales resultados obtenidos en este trabajo sobre el tiempo como
observable en la teoria cudntica se pueden resumir de la siguiente manera:

= La distribucién cuédntica del tiempo de permanencia, TDP, para una
particula en una region del espacio y su segundo momento presen-
tan caracteristicas cuanticas incluso en el caso mas simple posible, el
movimiento libre, como la bimodalidad (debido a la existencia de dos
autovalores diferentes para la misma energia). La desviacién respecto
al comportamiento clasico es mayor cuando la longitud de onda de
Broglie es del mismo orden o mayor que la regiéon considerada.

= Se ha ampliado considerablemente el estudio iniciado por Pollak y
Miller sobre la relacién entre el tiempo de permanencia cudntico y las
funciones de correlacién flujo-flujo (FCEFF), y se ha comprobado que no
solamente, como ellos demostraron, existe coincidencia entre los resul-
tados del primer momento para una distribuciéon microcanénica esta-
cionaria y el operador de TDP; los resultados entre ambos métodos
también coinciden para los segundos momentos, incluso en el caso de
funciones de correlacién flujo-flujo dependientes del tiempo.

= Se ha propuesto un proceso de medicién del segundo momento del tiem-
po de permanencia mediante funciones de correlacién flujo-flujo. Esto
es interesante porque el segundo momento, al contrario del primero,
muestra un caracter cuantico y difiere estructural y numéricamente de
la correspondiente cantidad clasica.

= Mientras los analisis del tiempo de permanencia cuantico se han limitado
hasta ahora a su valor medio, los resultados que se muestran aqui mo-
tivan una investigacion sobre el papel que representa el segundo mo-
mento (en estados puros y para una Hamiltoniano dado) del tiempo de
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permanencia en campos tales como fluctuaciones del tiempo de vida,
sistemas cadticos, conductividad, sistemas mesoscopicos, o metrologia
tiempo-frecuencia.

Quedan abiertas algunas cuestiones como por ejemplo, ;Afecta el se-
gundo momento a la calidad de los relojes atéomicos ultra-frios?, ya que
el tiempo empleado por el atomo en una region del espacio determina
su estabilidad, la cual, en principio, aumenta para atomos lentos, pero
a la vez, los efectos producidos por el movimiento cuantico son tanto
mas importantes cuanto menor sea la velocidad de los atomos.

He estudiado nuevos efectos cuanticos en relojes atomicos. Se proporcio-
nan expresiones analiticas en las configuraciones de tipo Rabi y Ramsey
para el desplazamiento del maximo, AY, en la curva de excitacién exac-

ta, PS(A), y se comprueba que estos desplazamientos son mayores en
el caso de Rabi.

Los desplazamientos Agh) producidos por la asimetria a media altura
en las curvas de resonancia utilizadas en los relojes atémicos en las con-
figuraciones tipo de Rabi y Ramsey obedecen Agl RISSS Ag . Ademss,
este ultimo desplazamiento se cancela cuando se promedia sobre las
velocidades incidentes.

Las propiedades del desplazamiento a media altura, Ag h), para la con-
figuracion de Ramsey son:

- Es independiente de la velocidad incidente.

- Aumenta a medida que lo hace el ratio entre espacio entre campos y
la anchura de interaccion N = L/I.

- Aumenta cuando disminuye la longitud de interaccién del laser, I.

Se deduce la forma mas general posible de un operador de tiempo co-
variante normalizado y se aplica en los operadores de tiempo de reloj,
operadores de tiempo llegada, y operadores de Lyapunov.

Condiciones fisicas como varianza minima AT e invarianza frente a la
inversion temporal llevan a la unicidad del operador de tiempo, T', y la
funcion de distribucion I1;.

Los resultados anteriores se han aplicado al tiempo de llegada de una
particula libre en el semi-espacio x > 0 y al tiempo de llegada de los
estados asintéticos de una particula en un potencial delta sobre un
semi-espacio z > 0. Como consecuencia de este andlisis se recupera la
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expresion del tiempo de retardo de Smith entre las ondas asintdticas
saliente y entrante.

Los operadores de Lyapunov surgen de manera natural de los obser-
vables de tiempo covariantes. Asociados a los operadores de tiempo
de llegada, estos operadores consideran, para estados asintéticamente
libres, la acumulacion mondétona de llegadas desde el pasado infinito
independientemente de cudl sea el estado elegido, y se muestra que
en teorias con un Hamiltoniano invariante con respecto a inversiones
temporales no existen operadores de Lyapunov invariantes.

Segun el criterio utilizado para caracterizar un sistema como irreversible
y distinguir una direccién del tiempo, el funcional de Lyapunov de-
beria ser invariante bajo inversién temporal. Por lo tanto, si se acepta
esta premisa, a partir de nuestros resultados, para un Hamiltoniano
invariante con respecto a inversiones temporales la mecanica cuantica,
para un numero finito de particulas, es reversible y no muestra una
flecha preferente del tiempo.

Para tiempos mayores o menores que el tiempo 7 que onda que se emite
stubitamente y que decae exponencialmente emplea en llegar al punto de
observacion, la funciéon de onda, v, de la particula se puede aproximar
por las contribuciones del punto-silla y del polo.

A partir de lo anterior, se observa que el término de interferencia es
el que produce las oscilaciones transitorias de las densidad del proba-
bilidad, v, de la particula, fenémeno conocido como Difraccion en el
Tiempo (DET).

Se caracteriza el fenémeno de Difraccién en el Tiempo y se concluye que
este es importante cuando las contribuciones del punto-silla y del polo
son comparables. Esto ocurre cuando se aleja el punto de observacion
de la fuente.

A pesar de conocerse el valor de la velocidad asintética de la particula, a
partir de ella y retrocediendo linealmente al origen no se puede precisar
el instante de emision.

El fenomeno de DET sera mas visible cuanto mas separadas esten
las diferentes resonancias (mayor separacién entre segundo maximo y
primer minimo), lo que requiere el confinamiento en un espacio reduci-

do.
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= Los resultados anteriores sobre DET solo dependen débilmente de las
propiedades especificas del modelo.
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Capitulo 9

Apéndice Matematico

Obtencidén de la Ec. (2.4)

Como el operador Tp conmuta con el Hamiltoniano, introduciendo la
resolucién de la unidad se tiene

TplB.0) = > |E BE,BITp|E, o)
B

- ¥ | e 5) (£, Bl ()|E.a)

= 27%2 ,BIxp(@)|E, a) |E, B).

Obtencidén de las Ecs. (2.5) y (2.6)
En la capa de energia, donde E = E},

(Gl Toldn) = / (bt T (3) €=M 3

o0

- / dt G E MG (@) ) = 20h8(B — Ex) (b lxo (@)

= 0(Ey — Ef) )<¢k XD (Z)|ér) = 0(Ew — Ej) |k7’:

|k|h? (27rm

T

donde

The = (Tzﬁwkm( 6w, Be = By
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Obtencién de la Ec. (2.7)

Partiendo de la Ec.(2.6), y sabiendo que la densidad de corriente de una
onda plana es j(k) = "5 v ¢, (z) = (z|¢) = 1 e™ | se tiene que

2mm 2mm

Tu = To@lo) = T [ de (ool

I 2 L[ :
_ !k!ﬁ/xl dz |¢p(2)]? =50 /x dz [¢r(2)]".

Obtencién de la Ec. (2.13)

Utilizando la resolucién de la unidad, [ dk [¢r)(d%] = 1,

(WITol) = / "k / Ak (10w (DTl (D).

Utilizando la Ec.(2.5), sustituyendo |¢) por |¢™) y |¢x) por |k), y teniendo
en cuenta las siguientes condiciones:

a) By = Ep conloque ¥ =k 6 k' = —k

b) k> 0, con lo que los términos que contengan 0(k’ + k) desaparecen,
finalmente se llega a

WIToly) = /0 di [ ak i k) (k| o ) (™)

0

8

o0

= / dk [ dK @M ™) S (k — k)T
0

0

- / ke (k™) 2T
0

Obtencién de la Ec. (2.14)

Utilizando la resolucién de la unidad con los autoestados de energia, |¢y),

(WIT2I) = / i / 0K (9160 (D] T2l e ).
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Ahora, aprovechando la definicién de la unidad, el término (¢y,|T3|ow) se
puede calcular por separado como

o

(Ol TR |ow) = (¢k|foD!¢k'>:/ dk" (61 To|pwr) (drr | To| o)

—0o0

00 h4
= / dk” ﬁ|k||k”|5<Ek - Ek//)é(Ek// - Ekl)TkkllTk./lk/

o0

= / Ak (5K — k) + S (K" + K)|[6 (k" — k') + 6 (k" + k)| T T,

[e.9]

donde se ha utilizado la relacién §(Ey — Ey) = %[5% — K+ o(k+ K.

Integrando sobre k", y como antes, trabajando en la capa de energia y
para momentos positivos, k > 0,k > 0,

(06| T3|dn) = 6k — k) [TawTar + Tk T ksl

Sustituyendo esto en la expresién inicial, y sustituyendo [1) por [¢)™) v |¢p)
por |k') tenemos que

(Win T2 i) = / n / AR (S (k — )T T+ Tron T (K057
0 0
_ / dk [TaeTos + ToxT il | (Kl 2.
0

Obtencién de las Ecs. (2.15) y (2.16)

Partimos de la Ec. (2.6) y tomamos la regién D de interés entre los puntos
x1 = 0; x9 = L. Ademas en la capa de energia Fy = E_,

mL
T = Tk = Wf
m 1— 672ikL
T. =
bk yk|h< 2ik )
m 622'ch -1
T =
ok |k;|h( 2ik

Se pueden calcular los autovalores, t1, y los autoestados, |t+, D), de la matriz,

Ter  Ti-k
T h ek
( T rr Tok—k >
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a partir de la ecuacién de autovalores

T|te, D) =ti|ty, D).

= )
-0=(1).

obtenemos los siguientes resultados:

Adoptando el convenio

1

te(k), D) = —= [|k) £ ™[ = k)],

S

2

mL 1 .
ti(k) = k‘_ <]. + ES]HkL) .

Obtencién de la Ec. (3.3)

Aprovechando las propiedades de Y (t), vemos que, por la ecuacién de
continuidad,

/d:f(m,t) = —/%ﬁ(m,t)dx——%;?n(t).

Evaluando esta derivada para cualquier valor de 7y para 7 = 0,

~ o~

(~5%0) = Rl = Tear) = T

-~

<_%;R(t>>t:0 = J(ws,0) = J(z,0).

Finalmente, multiplicando entre si estas dos ultimas expresiones y anadiendo
el factor —27hd ™ (E), — H) queda lo que buscdbamos,

-~ ~

—27h [J(xQ,T) — J(:L‘l,T)] |:j(l'2,0) — j(acl,()) ST (Ey — ﬁ)

d d =~ ~
:-Qﬂﬁﬂﬂﬂ<&mwoth&—H%4$Mﬂm
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Obtencidén de la Ec. (3.7)

El punto de partida es

Z="Tr {/ drr2Cy, (7, k)} .
0

Integrando por partes, despreciando el termino en el infinito, y usando la
ecuacion de movimiento de Heisenberg, toma la forma

4dmm
T —
ih2k J,

" drr (G5 n () [Ra(0), H]l6w).

Haciendo uso de que ¢, es un autoestado de i , v reordenando,

drm [
i’k J,

7= dr{¢w|[H, Rr(T)IXR(0)|6r).-

Integrando otra vez por partes y usando la ecuacion de Heisenberg una vez

mas,
o0

dr{or|Xr(T)XR(0)|Pr)-

B 4d7m

T ="
hk ),

Ahora se toma la parte real,

Re(Z) === T | dr (Gl Rr(r)Ra(0) + Ta(O)Ta(r) )

y se introduce la resolucion de la identidad,

Re(Z) = {22—2"

x / “ar / " / Cda / BB
0 —00 1 x1

X ¢Z($)¢k/(x)¢2f(w')¢k(ﬂf')} + e

donde c.c significa complejo conjugado. Haciendo los cambios 7 — —7 y
x, 2’ — 2/, x en el término c.c, este toma la misma forma que el primero,
pero con la integral de tiempo desde —oo a 0. Aniadiendo los dos términos,
la integral sobre 7 proporciona una delta de energia que se puede separar en
dos deltas de momentos que seleccionan k' = £k para llegar a la Ec.(3.7).
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Obtencién de la Ec. (3.11)

Integrando por partes, sobre la variable 7, la ecuacién de C(7),

C(r) = — —oodt/o dr EXR(:I:,t—l—T)EXR(x,t)
o d

= /_ dtf(n(’«‘)&)?n(t)zg

debido a que el integrando es impar.

Obtencién de las Ecs. (3.14) y (3.15)

Sustituyendo en la expresién (2.14), |¢™) por el autovalor del Hamilto-

niano de una particula con movimiento libre, |k), tal que ¢p(x) = (z|pg) =
1 _ikx
Vi€

(K[Tolk) = (Tt = Thx,
</€|T12)|k> = (T2)kk = TorTie + T Tk k-

Tomando la region D de interés entre los puntos z; = 0, o = L,

mL
T -
m [ 1 — e—2kL
T. _ =
bk |kyh< 2ik )
m [ e2kL _q
T —
ok |k]h< 2ik )

con lo que nos quedan las expresiones buscadas,

mL
T fry R —
kk hk )
272 L2
9 m”L sin®(kL)
(Mo = J552 (H—k?m :
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Obtencidén de la Ec. (3.16))

Aprovechando la definicién de la unidad y la obtencién de las Ecs. (3.14)
v (3.15),

(Ol THlow) = (S| ToTpTp|ow)
- / dK" / AR (0| To o) (D Tl by (e Tl e

hQ
— / dk//// dk” ( ) ‘ka//Hk//I’

X Ek - Ek// Ek// —_— Ek///)é(Ek/// — Ek/)Tkk//Tk//k///Tk///k/

— / kl/l/ k// k” )+5(k,,+k>]
% k// kl/l + 5 k// + k/”>][5(1€,” o k/> + (5(]{3/” + k/>]
X Tkk”Tk”k”/Tk”/k/'

Integrando sobre k" y k™, y como antes, en la capa de energia y para momen-
tos positivos, k > 0, k' > 0, se seleccionan los valores que cumplen k& = &/,

<¢k|T\13)‘¢k> = (Ter)’ + TerTroe Tk + Tk Tk Tk + Tk Toiok Thoke

Utilizando las expresiones para T;; encontradas en la obtencion de las Ecs.
(3.14) y (3.15), llegamos a la expresién buscada,

. 373 .
(Dl THIok) = (T = m L <1 + 3M> .

h3k3 k2L?

Obtencidén de la Ec. (3.32)

La expresion (] (z;, t)|¢JQ> se puede calcular a partir de elementos dia-
gonales mediante los estados auxiliares

W) = [v)+ [P,
ey = [¥) +i[vf),
sy = [v) —i[v?).

Operamos con estas ecuaciones para escribir

W] Tz, )|h) = (W]
W T(x, O)ta) = (]
<1/J3‘j($at)’¢3> = < ‘

~

~

k> K«)

(2, 1) |¥) + (W2 T (2, 8)[2) + i
(2, )|9) + W) T (2, 8)[F) — i (]

)

v|J
J

K.

(2, )] 0) + (2| T (2, )[2) + (] T (2, )[Y2) + @2 T (2, 1)),
(2, )[0) — (| T (x, 1)),
T(@, 8)|[§2) + (2| T (x, t)]h).
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Multiplicando por 2 la primera expresion, y restandole las otras dos expre-
siones,

20| T (, ) 1) — (o] I (, ) abo) — (3] T (2, ) |03) = 4Re[ (] T (x, ) [0 2)],

de donde

~

Rel(17(z, DY) = 5 0l T, 1) — 700l D) — 3 (Wl T s

[gualmente, multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restandole la primera
y la tercera,

~ ~ ~

2ual T, ) = (Wl T, ) = (Wl T, )
= —6m((¥|T(, O1v)] - 2Rel(1 T, DY)

de donde

-~ ~

~ 1 1
Im[@/’U(%t)W?ﬂ = Z(%U(%ﬂ\wz) - Z(%U@J)Wﬁ-
A partir de todo esto, reuniendo resultados se tiene que como

(T (2, )[0?) = Re[(¢|J (z, ) [Y )] + i Im[ (| T (w, t)[:F)],

sustituyendo en esta ultima expresion las expresiones explicitas, nos queda
el resultado deseado en funcién de términos diagonales

<@/J2|j($» t)[b2)

~

(V3] (, 1) |1)s)

WIT WG = Sl T i) -

o~

$ 00T )lss) +
— (el Tl D).

v
4
Obtencién de la Ec. (5.3)

/ dr 1, = % / dr / / dEdE' e " F=ET /N By (|

= %i//dEdE’ §(E — E")|E)(F| :/dE |EY(E| = 1.
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Obtencidén de la Ec. (5.11)

Aplicando el cambio de variable 7 —t = 7/,

it/ —ifit/h /dTTe—qu(T—t)/h (%) [H Fo] il (r=)/h

dr' (7" +t) et/ <%Z !

_Z ~ ~ s
<7> [H, FO] €ZH7' /h

Il
——
IS8
\]\
\]\
)
L
sl
\]\
~
=

Donde se ha tenido en cuenta que la integral del segundo sumando es igual
a uno.

Obtencién de la Ec. (5.16)

Podemos escribir

~ih(ioelv) = ~ib [ dE(VIOEIE)NELl)
— _¢h<¢y/dEaEyE><E|w>+h<w\/dE ¢ (E)|E)(E|b)
— ih (l0sl) + Ay / dE ¢'(E)|B)(Elv)
— (WITI) + ] [ dE G(B)ENEIY),

de donde, el desplazamiento del operador candénico de tiempo toma la forma
h[dE ¢(E)|E)(E].



108 APENDICE MATEMATICO

Obtencién de la Ec. (5.26)

El valor medio es

/+oo dtt (] o—tHt/h 1, otHt/h 1)
= [l > [ ar / AE'b(B)| EYB(B)(E'| ) e )
: hz/“dt/w/w ey

hZ [ae fae (2o [ °°dt “E=E) by (B) D(EY(E6(E')
— _—Z_Z/dE/dE’ %5 E— E)bi(E) Y(E)(E)bi(E).

(WIT 1)

/\
\_/
<
/\
\_/
@.
—~
&
~—

Ahora, integrando por partes,

w="b(E) $(E),  du= (V(E) 0(B) + bi(E) ¥'(B)),

dv = 25(15 — EYdE, v= /dEgé(E —E)=0(E-FE),
OE aE

e imponiendo la condicién de que ¥(F) — 0 cuando E — +00, se tiene

(WITh) = —Z [ e [ e (508 DEY + b(B) TTBY)(E ~ B) (BB

_ ZZ / dE'V(E') (B (B (B

h
- dE'"b;(E") Y'(E") Y (E")b;(E").
b33 [ a0 ) T R
Recordando que ), b;(E£)b;(E) = 1, finalmente nos queda

witle) =% [ aB TEVUE) + 1Y [ 4B (@) PR E).
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Utilizacién de la Ec. (5.30) en la comprobacién de la Ec. (5.25)

La suma sobre ¢ da la unidad,
> b(E)u(E) = Y h*(Eolg:) (g:To| E)
= > ) W (Elg;){g;Tolgs) {g:/Tolgr) (k| E)
i j ok

— ZZZh2<E|gJ)%%<Qk’E>
- ZZ (E|g:)ou(gk| E) = Z (Elg:){9:| E)

= (E|E)=1.
Aclaraciones de las Figuras (6.2) y (6.3)

Hay que tener en cuenta las siguientes relaciones que provienen de la
utilizacion de los operadores de Mgller,

‘¢> = Qi |¢(j§t>a

S = QO
|1/’out> - *?Wm%
|Ey) = Qu|Ef),
i) = Qbl¥),
[Pio) = 5Y7|in).

y 114
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A partir de aqui, se pueden calcular las distribuciones 112 114 |

A +oo - o—ift B 2 B /+oo - o—ift (Ef|QTQ ) 2
+o0 o—iEt 2
- /0 4B o (Eylin)|
ﬂAt B +o0 - o—iBt (E_1v) 2 _ /+oo . o—ibt <Ef|QEQ+|¢ >2
o 0 V2mh 0 vV 2rh "

2

)

+o00 e—iEt
dE Erlvg,
/O \/ﬁ < f|¢ t>
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+o00 —iEt 2

dE
0 V2rh
2

(EL|SY?[)

Relacién entre H y H,

Si tenemos que H=H,+ \7, siendo Hy el Hamiltoniano de una particula
libre y utilizando la definicién Q4 = limy;_, 7 eHt/he=iHot/h go puede escribir

TGy, = ezHT/h( lm eth/he—zHot/h) — lm (ezH(t—l—T)/he—zHot/h)
t—Foo t—Foo
_ lim (ezH(t—l—T)/he—zHo(t+7)/h)€zHoT/h _ Q:t e’LHoT/h‘

t—Foo

Ahora, derivando respecto a 7 ambas partes de la igualdad,
iHe T, — O iHy e Hor/h,
y haciendo 7 = 0, finalmente se tiene que
HQ: = Q4 H,,.

Por otro lado, aprovechando la propiedad Q0 = 1, esto ultimo se puede
expresar como

Relacién de conmutacién entre S'y H

Utilizando la relacién obtenida en el ultimo apartado entre H y Ho,
aprovechando la propiedad Qi =1 y la definicion S=qf Q+, escribimos

SHy=0'0, Hy=0"HQ, =0T 7O 010, = H,S.
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Particula libre en el semi-espacio

Consideramos el movimiento libre en un semi-espacio z > 0, con condi-
ciones de contorno reflectantes en x = 0. La ecuacion de Schrodinger es

h2 82@/%(1') .
“om oz Ey(x).

Utilizando las condiciones de contorno mencionadas, ¥, (0) = 0, resulta
Up(x) = iC(e™® — ),

Normalizando, tenemos que

/OOO do () e(z) = 1 — C = \/g

De todo esto, en la representacién de momentos

() =1 E(eikx _ e*ikgj),

™

y finalmente, pasando a la representacién de energias obtenemos la expresion
de la Ec. (5.48)

(z|Ey) = vp(z) = % %(ei’” = e‘“‘m),

Obtencidén de la Ec. (6.4)

Podemos escribir la ecuacién de Schrodinger dimensional como

LOVXT) K OPW(X,T)
“TTor T TaMm T axE

Utilizando la regla de la cadena para las derivadas,

OU(X,T) 9U(X,T) dt

or ot oT’
OV(X,T) 9U(X,T) 9z
ox  ox 00X’

podemos escribir la ecuacién de Schrodinger en forma adimensional como

D0lwt) ()

ot ox?

que representa la ecuacién de movimiento de una particula de m = 1/2 con
h=1.
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Obtencién de la Ec. (6.7)
La fuente en x = 0 se define como
¢(O,t) = e_iwot@(t>, wor > 0, wor < 0.

Segtin las ecuaciones de la dindmica cudntica [¢) = e~ #%/"y)y), con lo que
(alin) = (at) = {ale” M) = [ dE (ol PE) (Bl
= /dE e P el 2;?721235%(}?)‘

Haciendom=h=1y F = w,
U(x,t) = /OO dw et VT (w).
Utilizando las condiciones de frontera
5(0,1) = / e o) = e e (),
y ahora la transformada de Fourier

Po(w) = /00 dt e (0,t) = /00 dt e™'e 'O (t) =

. - 27 (w — wp)

?

Reuniendo todo nos queda

U(z,t) _/ dw et Ve !

o 271 (w — wp)

Para facilitar la integracién, pasamos al espacio de momentos k = /w y
ko = \/wo cuyo limite de integraciéon es ahora el contorno I', cuyos limites
son k = 100 y k = oo. Esta integral compleja tiene dos polos simples en

k,’:k’oyk’:—k’o,

_i —ik?t ikx 1 1
¢(x,t)—27r/r+dke ¢ ((k_k0)+(k+ko)).

Completando el cuadrado de la funcién exponencial del interior de la integral

—i(k*t — k) = —it(k — £)* + it% , haciendo ks = x/2t, 7 = x/2ky y

erfc(z) = \/%T [ dte~*, nos queda finalmente que

0, 1) = 5o [u(=u?) + w(-uf )]

donde w(z) := e_ZQerfc(—iz) y u(()i) = +(1+1i)\/t/2ko(1 F 7/1).
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Obtencidén de las Ecs. (6.13) y (6.14)

Partiendo de la expresién que conduce a la Ec. (6.7),

7 o, 1 1
,t - d]{? —ik“t _ikx + ’
Vlw,t) = o /F+ ©c <(k: " ko) | (ki k:o))

haciendo un cambio de variable, véase [41],

dk = Zds,
t

tal que —i(k* — kz) = —i%Q(SQ — s), se puede poner la integral de partida
como

i PR 1 1
)= — [ dsZe i) .
i) 27r/P+ e (%s—k0+%s+k0>

Cambiando la notacién

1 !
F =
() <§s—k0+§s+ko>’

y usando el camino descendente con méxima pendiente (SDP), el punto-silla
se encuentra en f'(s) =0 — —i(2s —1) =0 — s = 1/2 y los (m + 1) SDP

se definen como fgpp = 271 — b n =10,1,2,..m (m + 1 es el grado de

la serie de Taylor para f (Tg)Jr)1
Como f(s) se puede poner en forma de desarrollo de Taylor, f(s) =
—i[—1/2+ (s — 1/2)?], se tiene que m = 1, y fAFV/(1+ 1) = ae® = —i =
e/?m con lo que a = 1 y b = 3/27. Por ello la orientacién de los caminos de
integracién coincide con Ospp = —45°(n = 0) y Ospp = 135°(n = 1).
Con esto, la integral sobre el contorno I'; serd la suma de los caminos
SPD, que llamaremos I., més la contribucion de los polos.

Contribucion del punto-silla

" f(z0) 2r
I. = F(ZO) rl/2 _f//(zo)? (m = 1)'

m—+1’
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Siendo zg = s =1/2 = ky= 2, r =2 f(s4) = i/4, f"(20) = f"(sa) = —2i

y F(2) = F(sq) = < L+ lgik()) nos queda
2t

. Vit 1 1
eihit T ( + — )f
+1)t

Va?(1+ i)k #ot - kot

Haciendo el cambio 7 = x/2ky,

. N4 1 1
ezkgt 7T - + - E
1

I =
Va2 (1 + i)k

_ ez‘kzt \/E
Va2 (1 + i)k
VirT

(1+4)ko(12 — t2)

G-D+G+Y)

— 26ik§t

y, finalmente, incluyendo el factor i nos queda

i (2t /) 2 rethit
Gt = 52l = - D@ — 7))

Contribucion del polo
Para estimar esta contribucion, se calcula la integral compleja evaluando

el residuo en la expresion inicial, teniendo en cuenta el polo, ky, que esté si-
tuado en el cuarto cuadrante,
—ik3t ikox —iwot ,ikox

Yo(z,t) = %(—ZWiRes(ko)) = ¢ Woletho — o

Sumando ambas contribuciones se obtiene el resultado deseado.
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