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Eskertza

Hasitako lanak bukatzea ohitura ona izaten da, batzuetan kosta egiten bada ere.
Behar beste denbora izan ez dugulako, bide gogor eta luzeek ibiltaria nekatu eta frus-
tatzeko gaitasun handia dutelako edo biderako bota onik eduki ez dugulako, batzuetan
ez da izaten posible hasitako hori bukatzea, ordea.

Tesia egitea nire betiko ametsa izan da eta azken lau urteotan, buru-belarri eta bi-
hotz, batez ere honexetan aritu naiz. Umetatik liluratu izan naute Matematikek eta
epealdi honetan bergogorazi didate zeinen zorrotzak eta batera ederrak diren. Berriz
ohartu naiz, beste gauza batzuetan bezalaxe, matematiketan ere, lehenengoan ezen gauza
gutxi ateratzen direla eta beraiek ulertzeko eta ikasteko egin beharreko esfortzua ez dela
eskutakada baten sartzen den horietakoa. Baina gauza bat ulertzea edo hobetzea lor-
tutakoan sentitzen duzun barne-sariak -hau ere eskutakadaz gaindi-, egindako esfortzua
aise gainditzen duela ere frogatu didate.

8000korik uste dut sekula ez dudala igoko nahiz eta esperantzarik galdu behar ez
den baina, niretzat, pausoz-pauso, artikuluz-artikulu, ekaitz, denbora gaizto eta neke
uneetan eguraldi eta moralaren araberako entrenamenduak eginez eta beti ere helmuga
amestuz, tontorra egin dudalakoa daukat. Ametsa egi bihurtu dut, bota onek zerikusia
izan dute nonbait.

Lea Artibai ikastetxeko hamahiru urteko ibilbidearen ondoren, iaz aldi berria hasi
nuen Euskal Herriko Unibertsitatean. Eskakizun berriak dituen aldia da berau: tesia
bukatzea da bat eta unibertsitateko irakasle ziurtagiria lortzea beste bat. Beraz, lan
erdiak bete baditut ere, beste erdiak ditut zain.

Tesi honek ez du olaturik harrotuko, ez dio munduari zirkinik edo ikararik eragin-
go, tesien unibertso zabalean izar txiki bat baino ez baita; nahiz eta niretzat berezia
den, beharbada neuk sortutako izarra delako. Bereziak zareten bezalaxe bide honetan
animatu eta lagundu didazuen guztiok. Nire eskerrik beroenak konszienteki edo inkons-
zienteki lagun egin didazuen sherpoi: Aitorri, bere mugarik gabeko pazientziagatik (in-
finitua existitzen denaren adibide eta froga); etxekoei, asko geratzen zitzaidanean ere
gutxi geratzen zela esateagatik, hau da, kalkuluak hain ondo egiteagatik; txiki-txikitatik
mantentzen ditudan lagunei eta nagusitu ahala egin ditudan berriei, zelan nindoan eta
nengoen uneoro -hau da beti- arduratzeagatik; nire lankide-ohi eta lagun Arantza, Dolo,
Jose Ramon eta Rikardori, besteak beste zuekin talde-lanean aritutako urteetan irakatsi
dizkidazuen teoremengatik; etxe-ondoko eskolari, hau da, Lea Artibai ikastetxeari, eman
dizkidan erraztasun guztiengatik eta ingelesez esaten den bezalaxe, last but not least nire
tutore Juanjo Anzari, gidaririk gabe nekezago aurkituko bainuen gorako bidea. Eta izen
gehiago aipatzea luze joango litzatekeenez -eta Matematikei erreferentzi eginez-, 2 eta 2
lau diren bezalaxe (2 + 2 = 4) bukatuko nuenaren sinismena berbaz eta animoz adierazi
didazuen guztioi.

Mila esker bihotz-bihotzez
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Capitulo 1

Introduccion, objetivos y
organizacion

Cuando credis haber encontrado un hecho cientifico importante y os apremie el
deseo de publicarlo, esperad unos dias o unas semanas, o anos; es preciso luchar,
comprobar e incluso destruir los experimentos propios, es preciso agotar todas las
hipétesis contrarias antes de proclamar el descubrimiento. Pero luego, al cabo de
esfuerzos tan arduos, cuando la certeza llega, vuestra alegria serd una de las mas
grandes que puede experimentar el alma humana.

LOUIS PASTEUR

1.1. Introduccion

La matemadtica aplicada a la ingenieria tiene una importante incidencia en el andlisis
y el disefio de procesos y productos. Numerosos fenémenos de la ciencia y de la ingenieria
quedan modelados matematicamente mediante sistemas de Ecuaciones en Derivadas Par-
ciales (EDPs). Asi, los balances de masa, cantidad de movimiento y energia, con leyes
constitutivas apropiadas, son la base de una amplia clase de problemas de Condiciones
de Contorno (CC) que modelan el movimiento macroscépico de sélidos, fluidos y gases
con sus fuerzas correspondientes, o el transporte de calor y de especies materiales, o los
problemas de interaccién entre distintos medios: mecanicos, quimicos, electromagnéticos,
térmicos, etc.

En general, la resolucion analitica de las EDPs en dominios de forma cualquiera es
imposible y es preciso recurrir a métodos numéricos, entre los que sobresalen las dife-
rencias finitas (MDF'), los volimenes finitos y el método de los elementos finitos (MEF),
siendo este ultimo el mas sencillo y capaz para tratar dominios de forma cualquiera.
El método de los elementos finitos (MEF) ha transformado el modo de trabajo del in-
geniero de diseno en los ultimos 50 anos. De los tableros de dibujo, los manuales de
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férmulas de la resistencia de materiales o de la mecdnica de fluidos, la gran experiencia
practica de los proyectistas,... se ha pasado a la utilizacion de potentes herramientas
computacionales CAD-CAE que reducen dréasticamente el ciclo de diseno y el nimero
de prototipos experimentales a fabricar y ensayar.

La causa principal de esta transformacion reside en el incremento exponencial de la
potencia computacional junto con la disminucién espectacular de su coste. Ello ha impul-
sado el trabajo de numerosos investigadores en este campo y la creacion de importantes
companias de software que desarrollan paquetes comerciales. Nastran, ANSYS, Abaqus,
LS-DYNA, COMSOL, etc. son frutos del conocimiento desarrollado y de la investigacién
publicada.

Se puede decir que el andlisis lineal estd consolidado como herramienta de diseno
mecanico y estructural, donde lo habitual es que las especificaciones de disefio no admitan
deformaciones anelasticas y requieran suficiente rigidez como para evitar la formulacion
en grandes deformaciones. La interaccién con el CAD y el mallado pueden ser pasos
criticos antes de obtener los valores nodales (desplazamientos en el anélisis de tensiones,
concentraciones en los sistemas quimicos, potencial en los problemas electromagnéticos,
etc.) mediante la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales, desde mil hasta
un millén -o méas- de ecuaciones.

No ocurre asi con los problemas no lineales (CFD, impacto, conformado), ni con los
de interaccién multifisica, donde la disponibilidad de soft cientifico robusto y eficiente
es todavia un factor de limitacién. En este contexto es relevante la discusion de cémo
conceptos modernos de las ciencias computacionales son ttiles para el desarrollo de soft
cientifico mas facil de extender, mantener y utilizar que los conceptos tradicionales.

Tradicionalmente, el desarrollo de software numérico se ha basado en el uso de lengua-
jes procedimentales como Fortran o C, pero en los ultimos anos ha habido un interés
creciente en aplicar los paradigmas de la Programacién Orientada a Objeto (POO), que
permite reutilizar los cédigos, extenderlos y mantenerlos de forma més eficiente que la
secuencial [53].

En la programacién procedimental (secuencial), las dependencias pueden ser dificiles
de detectar y pequenos cambios en las estructuras de datos pueden desencadenar efec-
tos impredecibles. Por contra, en la POO los métodos estdn asociados a los datos que
gestionan mediante la definicién de clases abstractas que se concretan en objetos. En-
tonces, el polimorfismo (o sobrecarga) permite que la misma funcién pueda responder
de distinta manera segin el tipo de objeto sobre el que actiie. La encapsulacién acre-
cienta la seguridad y robustez del cédigo, ya que los datos del objeto sélo son accesibles
desde sus métodos, y la herencia permite organizar las clases en jerarquias, facilitando
la reutilizacién del c6digo sin necesidad de alterarlo, ver [3].

La modelizacién matematica del medio continuo mediante ecuaciones y sistemas de
Ecuaciones Diferenciales aparece en principio organizado en numerosas disciplinas cuasi-
independientes: elasticidad y resistencia de materiales, mecénica de fluidos, electromag-



1.1 Introduccion 3

netismo, transferencia de calor, reactores quimicos, etc. Es un planteamiento natural
desde otro punto de vista, pero oculta la estrecha relacién existente entre aplicaciones
con similares fundamentos fisicos y matemédticos que conducen a similares problemas de
valores de contorno. Por ejemplo, la EDP generalizada de Laplace:

V. —CVu + Du + Fu = f (1.1)
—— ~~ ~~ ~~
Flujo conductivo  Flujo convectivo Absorcion Fuente

representa el comportamiento de varios problemas estacionarios de interés.

Si la funcién incégnita u(x,y, z) representa la temperatura, la constante fisica C' la
conductividad térmica y el vector D es D = pvc,, siendo v la velocidad del fluido, p
la densidad y ¢, el calor especifico, entonces la ecuacién (ILI)) gobierna el transporte de
calor y representa en cada punto del medio continuo el balance de energia a partir de
la ecuacion constitutiva de Fourier que relaciona el flujo conductivo con el gradiente de
temperaturas. Pero si la funcién incégnita u(z, y, z) representa la concentracién de una
especie, la constante fisica C' la difusividad y el vector D = v siendo v la velocidad
del fluido, entonces (1)) gobierna el transporte méasico de una especie (soluto) en un
medio (disolvente) y representa el balance de masa en cada punto a partir de la ecuacién
constitutiva de Fick, que relaciona el flujo difusivo con el gradiente de la concentracién.

Cualquiera de los dos casos corresponde a un modelo convectivo difusivo advectivo
lineal. Los coeficientes pueden ser constantes o variables en cada punto x = (,y, ), pero
si alguno de ellos depende de la funcién incégnita u(x) el problema serd no lineal. Por
ejemplo, si en el segundo caso el término fuente depende de u, el problema se denomina
reactivo y gobierna los procesos de los reactores quimicos, donde pueden existir n especies
y acoplamiento con la temperatura, resultando en un sistema de (n + 1) EDPs del tipo

(1.

Si consideramos nulos el término convectivo y el término de absorcién (D = 0, E' = 0)
obtenemos la EDP de Laplace-Poisson:

V. (-CVu)=f (1.2)

que gobierna el problema del potencial, y tiene aplicaciones variadas como el flujo de
un fluido incompresible y no viscoso, el campo electrostatico, la torsién de un perfil
de seccién cualquiera, la conducciéon simple de calor, la difusién simple de masa sin
conveccion, etc.

Todos estos casos son estacionarios, pero basta con anadir un término fuente adicional
relacionado con la inercia al cambio temporal para extender cualquiera de los modelos
anteriores al caso mas general transitorio, que queda gobernado por EDPs con Condi-
ciones Iniciales (CI) y Condiciones de Contorno (CC). Los casos representativos mds
simples son la ecuacién de difusion y la ecuacién de onda, que se obtienen directamente

de (L2) para f =0.
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» Ecuacién de difusién: Cogiendo f = —G - ut(x,t), la ecuacién (L2) queda:

V - CVu(x,t) = G w(x,t) = Au = gut (1.3)

» Ecuacién de onda: Cogiendo f = —G - uu(x,t), la ecuacién (L2) queda:

G
6Utt (14)

V- CVu(x,t) = G uy(x,t) — Au=

En el primer caso, si la funcién incégnita u representa la temperatura, la constante

fisica C' la conductividad térmica y G' = pc,, la EDP es la ecuacién de calor que queda
definida con una tnica constante si C' y G son valores constantes en todo el dominio.

En el segundo caso, si la funcién incégnita u(x) representa el desplazamiento transver-
sal de una cuerda tensionada de densidad p y traccionada con una fuerza de tiro T,
siendo C =T y G = p, la EDP gobierna las vibraciones transversales de la cuerda. Si
los pardmetros fisicos son constantes en ella, ¢ = \/T/p es la velocidad de propagacién
de la onda.

También en el segundo caso, si consideramos un medio elastico con coeficientes de
Lamé X\ y u, siendo u el vector de desplazamientos que deforma sin distorsién y C' =
A+ 2u, G = p, la EDP gobierna las ondas elasticas dilatacionales del medio. La funcién
incégnita u(x) representa la dilatacién volumétrica (que es un escalar): V - u.

Sin embargo, si el medio eldstico deforma sin dilatacion volumétrica y si C = p y
G = p, la EDP (IL4)) es vectorial y gobierna las ondas equivolumétricas del medio, siendo
la incégnita una funcién vectorial w(x) que representa la rotacién eldstica:

(V xu) (1.5)

N |

w(x) =
El caso general de deformacion elastica dinamica con fuerzas de volumen f queda
modelado por las ecuaciones dindmicas de Navier [34]:

A+ )V (V-u)+pViu+f = puy (1.6)

El sistema de 3 EDPs ([L6]) representa en cada punto del medio elastico el balance
de la cantidad de movimiento, a partir de las ecuaciones constitutivas de Lamé:

o=AV.-u+2u (Vu + (Vu)T> (1.7)

Teniendo en cuenta (7)), (LG) se transforma en el sistema de ecuaciones de equilibrio
dindmico:
V-J—i—f:putt (18)
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que es el punto de partida para trabajar con ecuaciones constitutivas de tipo no lineal,
como plasticidad e hiperelasticidad, y con grandes deformaciones.

En (L8)) puyu(X,t) representa la fuerza de inercia por unidad de masa que afecta a
la particula que ocupa la posicién X en una configuracion inicial de referencia. Es el
planteamiento lagrangiano propio del estudio de los sélidos con grandes deformaciones.
Sin embargo en los fluidos no existe configuracién de referencia, el planteamiento es
euleriano y estamos interesados en conocer en cada punto x del flujo, el campo de
velocidades, u(x, t) y la presién p(x,t). Entonces la aceleracién de la particula que ocupa
la posiciéon x en un instante t sera:

du(x,t) Ou(x,t) 9x _ du(x,?)
ot ox ot ot

+ Vu(x,t) - u(x,t) (1.9)

Apareciendo un nuevo término convectivo no lineal.

Un paso més nos conduce desde las ecuaciones de Navier (L8] a las ecuaciones de
Navier-Stokes que gobiernan el comportamiento de fluidos incompresibles newtonianos.
Basta para ello considerar que el vector u representa el campo de velocidades, incluir en
(L6 el término convectivo y considerar como ecuacién constitutiva:

o=—-pl+n (Vu + (Vu)T) (1.10)

donde 7 es el coeficiente de viscosidad de Newton y p la presion. Entonces se obtiene el
sistema no lineal de tres EDPs [35]:

pus+p(u-Viu=V.o+f=
pu;+p(u-Viju=V- [—pI—{—n(Vu—{—(Vu)Tﬂ +f

que debe de ser complementada con la condicién de incompresibilidad: Vu = 0, para
determinar las cuatro funciones incégnitas (u 'y p). En el caso mas general de compresi-
bilidad serd preciso otra ecuacién constitutiva para la presion.

La secuencia anterior muestra las similitudes entre las EDPs y su progresién cons-
tructiva, ya que comportamientos mas complejos quedan modelados con la adiciéon de
términos sobre las EDPs que gobiernan comportamientos més simples, ver [39].

Este hecho tiene importantes consecuencias practicas, ya que facilita el desarrollo
de bloques constructivos cuya reutilizacién reduce el esfuerzo requerido para desarrollar
software en un drea particular de aplicacién. Asi, los ingredientes béasicos de la aproxi-
maciéon MEF quedan ya reflejados en el problema mas simple: la EDO lineal de Laplace-
Poisson y adiciones posteriores anadiran complejidad hasta llegar a la aproximacién
MEF del sistema de EDPs no lineal de Navier-Stokes.

En este sentido, la aproximacion MEF de un problema estacionario de conduccion
de calor de conductividad k constante en el dominio 2 y con CC Dirichlet homogéneas
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viene dada por:

-V k() Vu(x)] = f(x), Vx€Q]
CC. Dirichlet :  u(x) =0

) , Vx el (1.11)
CC. Neumann : k(x) 81551) = h(x), Vx €Ty

El proceso para hallar u(x) consiste en discretizar el dominio en elementos y nodos,
definir las funciones MEF de pequefio soporte N;j(x) asociadas a los nodos de indice j,
tales que verifican N;(x;) = d;;, y definir la aproximacién:

u(x) & u(x) =) d;Nj(x) (1.12)
JENd

donde 74 es el conjunto de los indices de los nodos que no pertenecen al contorno Dirichlet
I'1. De esta forma los coeficientes de la aproximacion verifican:

dj = uh(xj) ~ u(x;)

La funcién u"(x) verifica por construccién las CC Dirichlet homogéneas. Para apro-
ximar la EDP y la CC de contorno Neumann anulamos el residuo ponderado:

/QN,- (—V : [Wuh] _ f) a0+ /F N (kgz _ h) A0y =0, Yiens  (1.13)

que obtenemos al insertar la aproximacién (LI2)) en el problema de CC (LI1l), utilizando
como funciones de peso las funciones de base {N;(x),i € ny} de la aproximacién.

Integrando por partes el término con la derivada segunda, se anula un término de la
integral sobre el contorno I's, y se reduce el orden de derivacién de la funcién incégnita
u(x). Por tanto, también se reduce la exigencia sobre las funciones de base MEF de la
aproximacion, cuyas primeras derivadas pueden ser continuas a trozos:

/ (kVNZ--Vuh> dQ = / NifdQ+ | NihdDs, Vi€ ng (1.14)
Q Q Iy

Sustituyendo ahora la aproximaciéon (ILI2)) en la expresién (I.I4) obtenemos el sis-
tema lineal de ecuaciones cuya resolucién proporciona los coeficientes incégnita d; ~
u(x;) de la aproximacién:

> (/ kVNi-VdeQ)dj:/NifdQ+ N;hdly, ¥i€ng (1.15)
vjen Q Q T

La expresion (LI5) se puede expresar de esta forma en formato matricial:

> kyd;=F, Vien, = Kd=F
Vj€Enag
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Estos son los pasos bésicos, ya que anadir complejidad a la EDP, por ejemplo los
términos convectivo y de absorcién de (II]) sélo repercute en la matriz de coeficientes
del sistema, que queda:

kij = / [k?VNZ . VNJ + pCpNZ'V . VN] + CLNZ‘N]'] dQ, Vi, jeng
Q

siendo a el coeficiente fisico de absorcién.

Si la conductividad k& depende de la temperatura, la EDP serd no lineal y la matriz
de coeficientes K dependerd de la solucion:

kz](d) = /Q k Z dij(X) VN; - VN; + pcyN;v - VN; + aN;N; dQQ, Yi,j €ng
J€Nd

uh (x)

Y el sistema de ecuaciones K(d)d = F es no lineal y se resuelve iterando por Newton
Raphson, para lo cual es preciso calcular tanto el residuo R = F — K(d)d, como la

matriz jacobiana del mismo J = %.

Otra forma de anadir complejidad es pasando del caso estacionario al transitorio. Lo
haremos para los casos més sencillos de difusién (L3]) y onda (T4):

t
pcpaug;’ ) =V . [k(x)Vu(x,t)], VxeQ, te[0,00)
CC. Dirichlet : u(x,t) =0, Vx €Ty, t €]0,00)
CC. Neumann : k(x) aua(z’t) = h(x,t), Vxe€Ty, tel0,00)
Condiciones Iniciales :  u(x,0) = g(x), Vx € Q

En ambos casos, se define la aproximacién MEF mediante coeficientes incégnita que
son funciones de t:

u(x,t) mul(x,t) = > d;i(t)N;(x) (1.16)

JENQ

En lugar de obtener un sistema algebraico tras la semidiscretizacién MEF, obten-
dremos un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs). Siguiendo los pasos
anteriores y para el caso més sencillo cuando h = 0, obtenemos:

/ NipeyuldQ = — / [kVNi-Vuh} dQ, Vi€ g (1.17)
Q Q

Derivando la aproximacién (LI6]) con respecto al tiempo y al espacio:

Uh X
G;t,t) = D di(ON;(x); Vu'(x.1) = Y di(t) VN;(x) (1.18)

JENd JENG
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Y sustituyendo (LIS) en (ILI7) se tiene:

> / pepNiN;dQ | d(t) = — > / EVN;-VN;dQ | d;(t), Vieng (1.19)

Vj€Na L\,_/ Vj€nq L
mij kij

Escribimos (II9) en formato matricial:

> omidi(t) == Y kijd(t), Vieng = |Md'(t)=-Kd() (1.20)
VjEng VjEng

En (I20)) hemos obtenido un sistema de EDOs de orden 1 que deberd integrarse a par-
tir del vector de Condiciones Iniciales (CI) cuyas componentes son: {d? =g(x;),Vi € nd}.

En el caso de la ecuacion de onda dada por:

' O*u(x,t
7“(;(2’;’) =V [T(x)Vu(x,1)], ¥x € Q, t € [0, 00)
CC. Dirichlet : u(x,t) =0, Vx €Ty, t €[0,00)
CC. Neumann : T(x) 8"(%’” = h(x,t), Vx€Ty, te0,0)
Condiciones Iniciales : u(x,0) = g1(x) Vx € Q
ur(x,0) = ga(x)
se llega a un sistema de EDOs de orden 2 (Md"(t) = —Kd(t)), que debera inte-

grarse a partir de los dos vectores de Condiciones Iniciales cuyas componentes son:
{d = g1(x:). Vi € na}, {(@)° = ga(x:), Vi € ma}.

Observamos por tanto, que la aplicaciéon del MEF al problema de CI y CC, desemboca
en la resolucion de un sistema de EDOs que queda definido por las matrices de rigidez K
y masa M, que se pueden obtener por ensamblaje de matrices elementales. Cualquiera
de los elementos de las matrices involucradas responde a la forma:

/Qf(X)ﬁNZ : MdeQ, Vi, j € g (1.21)

siendo f(x) una funcién asociada a la definicién de una constante fisica, £ y M el opera-
dor identidad en la matriz M y el operador gradiente en la matriz K respectivamente en
los casos de difusién y onda. En otros casos, como Navier en elasticidad o Navier-Stokes
en fluidos, estos operadores son algo méas complejos pero actuando también sobre las
funciones MEF N;.

Por tanto, disponiendo de procedimientos comunes para la evaluacion numérica de
integrales del tipo (L[2I]), podremos formular y construir los sistemas de ecuaciones
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asociados a la aproximacién MEF de muchos problemas de interés. Si ademés disponemos
de procedimientos para resolver sistemas de ecuaciones lineales, podremos resolver los
problemas estacionarios lineales. Si ademas disponemos de procedimientos iterativos para
resolver sistemas de ecuaciones no lineales, podremos resolver los problemas estacionarios
no lineales. Y si a esto le anadimos que disponemos de procedimientos para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, también podremos resolver los problemas
evolutivos temporales haciendo uso de los procedimientos anteriores paso a paso en el
tiempo: resolviendo un sistema lineal en cada paso si la EDP es lineal o un sistema no
lineal en caso contrario.

El punto inicial de este proceso constructivo, es el cdlculo numérico de integrales
elementales en elementos normalizados (patrén) donde se conocen las posiciones de
muestreo del integrando y los pesos correspondientes. El integrando queda definido por
las funciones MEF elementales utilizadas, el determinante jacobiano de la transforma-
cién geométrica entre el elemento y el elemento patrén, y las caracteristicas de la EDP
o sistema de EDPs tratado. Este esquema es el mismo para 1D, 2D, o 3D y una vez im-
plementado puede ser reutilizado en cualquier problema lineal o no lineal, estacionario o
transitorio, a expensas de suministrar la forma del integrando que depara la forma débil
de la EDP y las funciones MEF a utilizar.

En este contexto la reutilizacion de cédigo puede ser fundamental, ya que ahorrara es-
fuerzo de programacién y mejorara la fiabilidad de los nuevos desarrollos que descansardan
en componentes muy utilizados y comprobados. Convendra ademéds anadir mecanismos
que faciliten las contribuciones de distintas personas, y su posterior disponibilidad. Con
este fin la alternativa utilizada en este trabajo es Matlab, entorno matematico para el
célculo interactivo y la programacion.

Matlab proporciona herramientas para resolver sistemas de ecuaciones, calcular in-
tegrales, manipular polinomios e integrar sistemas de ecuaciones diferenciales. Es facil-
mente extensible y personalizable a través de funciones definidas por el usuario, escritas
en lenguaje Matlab o utilizando mddulos escritos en C++, Java, C o Fortran. Es facil
de usar e instalar y no precisa compilar ni encadenar con las librerias para montar los
programas ejecutables. Es inmediato experimentar de manera interactiva y también es
inmediato programar en ficheros de texto siguiendo unas reglas minimas. No hace falta
declarar ni dimensionar y las funciones de calculo que proporciona estdn muy compro-
badas y avaladas por millones de usuarios. La programacién puede hacerse en la forma
procedimental cldsica o también siguiendo las metodologias de la Programacién Orien-
tada a Objeto (POO). Es un lenguaje de alto nivel que exime de los detalles, facilitando
el diseno rapido, la prueba y la puesta a punto de los prototipos. Matlab es un intérprete
y no compite en tiempo de ejecucién con largos ejecutables de C o Fortran, pero no obs-
tante es muy rapido para numerosas aplicaciones. No proporciona recursos directos para
la resolucion de las EDPs mediante el MEF, pero si proporciona potentes recursos para
resolver numéricamente sistemas de EDOs que se obtienen mediante semidiscretizacién
MEF, por ejemplo de las ecuaciones de difusién y onda anteriormente descritas. Tam-
bién resultan muy ttiles los recursos que proporciona para trabajar con los sistemas de
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ecuaciones dispersos, caracteristicos del método MEF, liberando de los algoritmos de
renumeraciéon y de los sistemas especiales de almacenamiento de las matrices.

1.2. Algunos ejemplos MEF en Matlab

A continuacién se presentan tres ejemplos sencillos unidimensionales que reflejan
muchos de los aspectos mencionados y algunos otros que son motivacién para este tra-
bajo. Los tres tratan las EDPs de difusién y onda, en un dominio de longitud L y
con Condiciones de Contorno Dirichlet homogéneas (nulas). Se considera también nula
la 2% Condicién Inicial de la onda, la velocidad inicial. En los dos primeros ejemplos
trabajaremos con la version lineal:

U = gy
m Difusién: CC :u(0,t) =0=wu(L,t) (1.22)
CI : u(x,0) = g(x)

siendo o? = % la difusividad térmica, k la conductividad termal, ¢ la capacidad termal
y p la densidad.

utt = 0%y
m Onda: CC :u(0,t) =0=u(L,t) (1.23)
CI :u(x,0) = g(x),ut(x,0) =0

siendo o = \/§ la velocidad de propagacién de la onda, T el tiro en la cuerda y p la

densidad lineal de masa.

En el tercer ejemplo trabajaremos con una version no lineal de onda. En los tres casos
observaremos que con pocas lineas de c6digo Matlab podemos resolver las EDPs mediante
el método de las lineas con semidiscretizacion MEF [47] [72] y con distintos métodos
de integracién temporal: superposicién modal e integracion paso a paso. Observaremos
también que el deseo de mejorar la precisién afinando el tamano de malla, conduce a
sistemas de EDOs cuya rigidez aumenta con el niimero de elementos (ver Apéndice [Bl),
lo cual en principio supone una dificultad importante para la integraciéon temporal y
reclama la utilizacién de métodos especializados para sistemas rigidos (stiff).

1.2.1. Ejemplo 1: Solucién exacta y solucion MEF modal

En este ejemplo se resuelven los problemas de difusién y onda mencionados, primero
de manera exacta por el método de separacién de variables [25] y después de manera
aproximada mediante semidiscretizacion MEF, resolviendo el sistema de EDOs mediante
superposiciéon modal. Las soluciones se concretan para tres casos particulares de CI:
senoidal, triangular y pulso rectangular.
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1.2.1.1. Solucién del continuo. Desarrollo en serie y solucién de D’Alembert

Utilizando el método de separacion de variables podemos representar la soluciéon de
los problemas de CC y CI definidos por (.22]) y (L23]), mediante desarrollo en serie de
autofunciones {sm (k”) k=1,2,. }

m Difusién: u(x, t) = > 5o, Agsin (kT) —(adkm)?t (1.24)
m Onda: u(z,t) = 300, Apsin (512) cos (kL) (1.25)

siendo en ambos casos: Ay = %fOL g(x) sin (k”) dz
Si la condicién inicial coincide con una de las autofunciones, es decir, g(z) = sin (”E”),

0,811 #k
1sii=k

entonces: Ay = { . Y la solucién se reduce a uno de los términos de la serie:

» Difusién: u(x,t) = sin (%) e (aim)?t

= Onda: u(z,t) = sin (%) cos (22L)

En ambos casos la CI mantiene su forma senoidal pero decayendo exponencialmente
en el primero y vibrando arménicamente en el segundo. En el caso de la onda, los
autovalores son las frecuencias naturales y las autofunciones son los modos naturales de
vibracién.

2

Para una cuerda de 8 unidades de longitud (L = 8), con a®* = 1, se definen a

continuacién los tres casos de condiciones iniciales que vamos a tratar:

= Senoidal: g(z) =sin (%), Va € [0, 8]

I8

. vzelo,6]
L, Vz €[6,8]

00 O

» Triangular: g(x) = {

» ‘

0, Vzel0,3)
» Pulso: g(x) =<1, Ve 3,5
0, Vzel(58)

Cuyas soluciones son:
= Senoidal:
Difusién: u(z,t) = sin (%£) et Onda: u(z,t) = sin (Z£) cos (%)
= Triangular y pulso:
Difusién: u(z,t) = >0, Ay sin (E22) et
Onda: u(z,t) = Y7 Ay sin (522) cos (E2t)

siendo los coeficientes Ay, (factores de amplificacion modal) los siguientes:
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Caso triangular: A = % sin (257)

Caso pulso: A = % [cos (%T’T) — cos (5]“7”)]

En la Figura [[T] se representa la condicién inicial (¢ = 0) correspondiente a 99, 399,
999 y 1599 términos (modos) del sumatorio en (I20) con la condicién inicial pulso. Se
observa la dificultad para reproducir adecuadamente las esquinas del pulso, lo cual se
consigue con 1599 modos. En la Figura se representa la solucién para t = 2, cuando
el pulso ya se ha separado en sus dos partes de amplitud mitad.

99 modos continuos 399 modos continuos

999 modos continuos 1599 modos continuos

t=0

Figura 1.1: Condicién inicial del caso del pulso (t = 0).

99 modos continuos 399 modos continuos
1 1
08 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0% 1 2 3 4 5 6 7 8 02 1 2 3 4 5 6 7 8
t=2 t=2
999 modos continuos 1599 modos continuos
1 1
0.8 0.8
0.6 . ‘ ) 0.6
0.4 0.4
0.2 L 0.2
0 0
02 i é é )t é é “/ 8 02 1 2 3 4‘: 5 6 7 8
t=2 t=2

Figura 1.2: Solucién del caso del pulso para t = 2.
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Se observa que esta dificultad también se manifiesta durante el proceso de propa-
gacion y que se aminora a medida que la CI es més lisa, ver Figura [[L3] donde para la
CI triangular y tiempos ¢t = 0,1,2, 99 modos son més que suficientes. En este sentido
para la CI senoidal (primer modo natural) ya sabemos que la solucién exacta tiene un
tnico modo de vibracién (que coincide con la CI).

9 modos continuos 99 modos continuos
T T

1 T T T T T T 1 T T T T T
t=0 t=0
09 a 09 a
t=1 =1
0.8 & 0.8 &
/
0.7 a 0.7 a
t=2 t=2
06 \ a 06 a
05F ‘\1‘ 1 05 1
0.4F 4 04k J
03F \\ - 03+ 4
0.21 \ 4 0.21 4
01 \ 01 -
\
\\
0 i i i i i i i A 0 i i i i i i i
0 1 4 7 8 0 1 4 7 8
t=0,1,2 t=0,1,2
Figura 1.3: Solucién del caso triangular para t = 0,1, 2.
Cl triang, vertice 0.5L Cl triang, vertice 0.75L
12 T T T T 1 T T T T
1
0.8
> 0.6
<
0.4H
0.2H
ol
-0.2 .
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
modos modos
Cl triang, vertice 0.9L Cl pulso centrado
1 0.6
0.8
0.6
- 0.4
<

0 20 40 60 80 100
modos modos

Figura 1.4: Factor de amplificaciéon modal (Ay).
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Estos resultados indican que a medida que la CI es més abrupta, se excitan mayor
nimero de modos que participan en la solucién, lo cual queda reflejado en la Figura [[.4]
para los coeficientes Ay, de participacién modal. Los tres primeros graficos de la Figura
[L4 corresponden a condiciones iniciales triangulares, de altura unidad y con el vértice
situado en las abscisas 0,51, 0,75L y 0,9L respectivamente. La cuarta corresponde al
pulso rectangular centrado de altura unidad que hemos utilizado como tercera CI.

1.2.1.2. Semidiscretizacion MEF. Solucién por superposiciéon modal

La particularizacién del sistema de EDOs ([LI8]) a este problema unidimensional
mediante semidiscretizacion MEF con n nodos y (n — 1) elementos es la siguiente:

:Z_: [/OL Ni(ﬂﬁ)pNj(:v)dx] dj(t) = jz_: [/OL N/(2)TN}(z)dz | dj(t), i=2,.,n—1

y en formato matricial viene dado por:

d(0) = dg = (9(2), -, g(zn-1))"

&(0) = dj = (0,...0)" (1.27

MdA"(t) + Kd(t) = 0, {

Este sistema admite soluciones arménicas d(t) = d sin(wt + ) donde d es un vector
cualquiera de m = n — 2 valores nodales. Derivando esta solucién se obtiene:

d"(t) = —0? dsin(t + @) = —@%d(t) (1.28)
N———’

d(t)

Sustituyendo (L28) en (I27)), simplificando y reordenando obtenemos el siguiente
problema generalizado de autovalores y autovectores (K — M ) d = 0, cuya solucién
proporciona m = n — 2 frecuencias propias @; y m modos de vibracién ¢;(z) que una
vez normalizados expresaremos matricialmente en la forma:

Wy P11 Pim
W= ) (I):(d)177¢m>: :

N

Wm ¢m1 o (bmm

verificindose las propiedades de ortogonalidad:

T
IM¢p; =0
{d) P Vi, i,j=1,..m (1.29)

¢ K¢j =0
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Representamos el vector solucién de la discretizacién MEF mediante superposicion
modal:

d(t) = ¢1(2)Y1(t) + ... + Pm(2)Yi(t) = OY (1.30)
Y utilizando (L30) el sistema de EDOs (.27 junto con sus CI, se transforma en:

Y (0) =@ !d,

Y'(0) = o-1at (1.31)

M®Y"(t)+ K®Y(t) =0, {

donde la nueva incégnita es el vector de coordenadas normales Y (¢). Premultiplicando
por el modo genérico ¢; y utilizando las propiedades de ortogonalidad (.29), obtenemos
un sistema de m EDOs desacopladas:

MY!"(t)+ K;Yi(t) =0, i=1,...m (1.32)

M: = &L Mo
siendo: { i =i Mo, y donde los valores iniciales son:

K; = ¢/ K¢
Z Md
Yi(0) = %
¢Tﬂ;d’ i=1,..m (1.33)
Y/ (0) = =——=
M;

La solucién de cualquiera de las m EDOs de (IL32)) a partir de las CI (L.33)) es:

vilt) = 2O G (it) + Yi(0) cos(@st), i=1,..m

Wy

Y para el caso particular de velocidad inicial nula:

Yi(t) = Yi(0) cos(wt), i=1,..,m

Resueltas las m EDOs podemos recuperar la solucién ([L30) en las coordenadas
geométricas originales.

Observando la similitud en la forma de la solucién continua (L25) y la solucién
discreta MEF (LL.30), nos interesa comparar las frecuencias y modos de vibracién del
modelo discreto con el modelo continuo. Para la cuerda de longitud L = 8 discretizada
con 100 elementos tendremos 99 frecuencias discretas @; que comparamos en la Figura

k

[L.5] con las primeras 99 frecuencias continuas: wy = g

Las frecuencias naturales discretas (MEF) son mayores que las continuas segin crece
el nimero del modo (modos mds altos), es decir, el error de la discretizacién MEF afecta
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Figura 1.5: Frecuencias del modelo continuo y discreto (masa consistente).

a las frecuencias altas que son las de menor participacién modal afectando muy poco a
la solucién, salvo que la condicion inicial tenga contenido en las frecuencias altas.

Efectivamente, la discretizacion MEF de n grados de libertad es capaz de captar con
mucha precisiéon los primeros modos de vibracién del continuo, pero captard muy mal
los modos del continuo cercanos a mn, ya que el nimero de ciclos de estos modos altos
es muy elevado y resulta imposible captarlos con elementos de longitud % En la Figura
se observan los modos exactos 1, 2 y 10, y los discretos 1, 2, 10.

Se observa la superposicién perfecta de todos ellos, excepto del segundo (dibujado en
color verde) por una cuestién de signo que es indiferente. Sin embargo, esta similitud se
va deteriorando, y los dltimos modos discretos difieren de los continuos, como se observa
para el modo 99 en las Figuras [[L7 y [L8

En las Figuras[[.9y [[.I0se representan graficamente la participacién modal continua
(Ag) y discreta (Y;(0)) de la CI pulso (la de mayor contenido en frecuencias altas de
las tres consideradas). Se ve que la participacién disminuye significativamente con el
aumento de la frecuencia modal y que los modos antisimétricos respecto al centro de la
cuerda no participan.

La repercusion de esta diferencia entre los modos discretos y los continuos no es
muy grande, ya que en general es muy escasa la participacién de los modos altos en
la solucién. Por tanto, contribuirdn erréneamente pero poco, en forma de ruido que
acompana a la solucién, como se observa en la Figura [[LTT], obtenida para 400 elementos,
399 modos. De nuevo, se reproduce la dificultad para representar las esquinas que ya
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Figura 1.7: Modo 99 del continuo. Figura 1.8: Modo 99 del discreto.

tiene el modelo continuo, como pudo verse en la Figura para 399 modos continuos.
Ademas, se observan las oscilaciones de ruido achacables a la diferencia entre el modelo

discreto MEF y el continuo.

Aumentando la discretizacién MEF a 1600 elementos y utilizando 1599 modos, mejo-
ra el ajuste al pulso pero se mantiene un ruido importante como se observa en la Figura
A costa de perder algo de precision este ruido se va reduciendo a medida que quita-
mos los modos altos pasando por ejemplo de todos los modos (1599) a 399 en la Figura
[L13] a 99 modos en la Figura 14y a 25 modos en la Figura [[LT5
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Figura 1.9: Participacién modal |Ag|, |Y;(0)| para la CI pulso.
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Figura 1.10: Participacién modal para la CI pulso (detalle de la Figura [L.9]).
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Método supmod., nele=400, n° modos= 399
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Figura 1.11: Solucién del pulso por superposicién modal (400 elem., 399 modos).
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Método supmod., nele=1600, n°® modos=1599
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Figura 1.12: Solucién del pulso por superposicién modal (1600 elem., 1599 modos.).

Método supmod., nele=1600, n°® modos=399
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Figura 1.13: Solucién del pulso por superposicién modal (1600 elem., 399 modos).
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Método supmod., nele=1600, n°® modos=99
T T T

3 4 5
desplamiento nodos - tiempo

Figura 1.14: Solucién del pulso por superposicién modal (1600 elem., 99 modos).

Método supmod., nele=1600, n° modos=25

3 4 5
desplamiento nodos - tiempo

Figura 1.15: Solucién del pulso por superposicién modal (1600 elem., 25 modos).

Comparamos el resultado de la Figura con la solucién continua tomando sélo
los 25 primeros modos continuos (Figura [[T6]), esperando que sean muy parecidas y
resulta que efectivamente es asi. Ambas soluciones reflejan la dificultad de reproducir
las esquinas pero no aparecen efectos de ruidos, ya que los 25 modos MEF utilizados
aproximan muy bien los 25 modos continuos.

Lo mismo ocurre, aunque en menor medida, cuando se comparan las superposiciones
modales de 99 y 399 modos con las del continuo obtenidas anteriormente (Figura [[2).
La mayor diferencia se observa entre la solucién completa de 1599 modos Figura y
la continua equivalente de 1599 Figura[[.2]). En este caso la diferencia es achacable en su
totalidad al ruido de los modos MEF altos ya que el efecto esquina no se manifiesta con
1999 modos continuos. Este ruido puede ser molesto y puede dificultar la convergencia
de los casos no lineales, por lo que puede ser conveniente eliminarlo o reducirlo.
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25 modos continuos

3 4 5
desplamiento nodos - tiempo
Figura 1.16: Solucién del pulso por superposicién modal (25 modos continuos).

Una primera conclusién de todo lo anterior es que la aproximacion MEF asociada a
una discretizacién no puede representar adecuadamente las formas de los modos altos
de vibracién. Otra conclusion relacionada con la anterior, es que la semidiscretizacion
MEF conduce a un sistema de EDOs perturbado y su integraciéon exacta mediante su-
perposicién modal contiene ruido en la solucién.

1.2.2. Ejemplo 2: Solucion MEF numérica

En este ejemplo seguimos con las EDPs de difusién y onda y las tres condiciones
iniciales: una perturbacién senoidal (primer modo natural), una perturbacién lineal tri-
angular y un pulso rectangular. Los seis casos se calculan con cuatro métodos distintos:
Runge-Kutta de orden 4 (RK4), trapezoidal, ode45 y ode15s. Los dos primeros de paso
constante son muy sencillos de programar. El primero es explicito de orden 4 y el se-
gundo es implicito de orden 2 e incondicionalmente estable. Los dos ultimos son de paso
variable y se encuentran en la odesuite de Matlab. La ode45 es el método mas popular:
explicito de orden 5, es una implementaciéon de un método Runge-Kutta anidado de
érdenes (5,4) basado en el par Dormand-Prince [23]. La odel5s esta disenada especial-
mente para resolver problemas rigidos (stiff). Basada en los métodos BDF de Gear [30]
es un método implicito de orden variable (hasta 5).

1.2.2.1. Difusién
El ejemplo de difusién se estudia para una longitud L = 8, un intervalo temporal de

T =16 y o = 1. La semidiscretizaciéon MEF de la EDP u; = ug, con n nodos y (n — 1)
elementos conduce al siguiente sistema de EDOs:

:Z:; [/OL Ni(x)-1- Nj(fc)dx] d;(t) = _:Z:; {/OL N/(z)-1- Nj{(a:)da; di(t), i =2, ..,n—1
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que en formato matricial se escribe:

Mdl(t) + Kd(t) = O? d(O) = dO = (9(332), "')g(‘rn—l))T (135)

Escribimos (L35) en la forma y' = f(¢,y):

d'(t) =M 'Kd(t) =0, d(0)=do=(g(x2), .., 9(zn1))" (1.36)

Con una discretizacién de 100 elementos los autovalores maximo y minimo (en valor
absoluto) de la matriz jacobiana g—g = —M 1K son respectivamente A4, = —1875
YV Amin = —0,1542. Con 1000 elementos resultan Apq, = —187500 y Apin = —0,1542,

observandose cémo la rigidez del sistema aumenta con la discretizacion.
1. CI Senoidal

Aplicamos esta condiciéon inicial con una discretizaciéon muy elevada de 1000 ele-
mentos y observamos la precisién y los tiempos requeridos por los cuatro métodos.
En la Figura [[.17 observamos que cualquiera de los 4 métodos proporciona la
misma solucién que coincide con la exacta ([L24]).

tiempo=16, nele=1000
1 T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8
desplazamiento nodos - tiempo

Figura 1.17: Solucién de la ecuacién de difus. CI senoidal (odelds, ode45, RK4, trap.).
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La méaquina que se ha utilizado para realizar estos calculos es un PC con un
procesador Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q6600 @2.4GHz con RAM de 4,00GB.
Si empezamos por las dos funciones de Matlab, la ode15s lo hace muy rdpidamente
en tan s6lo 16 pasos y en un tiempo de 0,18 segundos. Sin embargo, la ode45 no
ha obtenido resultados transcurridos 15 minutos. Ello no es sino manifestaciéon de
la rigidez, que crece con la discretizacién y es muy elevada para 1000 elementos.

El método trapezoidal lo hace perfectamente en 100 pasos constantes y 5,19 se-
gundos, tardando més tiempo que la odel5s, aunque también lo puede hacer per-
fectamente en 10 pasos (3,5 segundos) ya que es incondicionalmente estable y 10
pasos son suficientes para captar la evolucion exponencial de la solucién exacta
(L24)). Se puede observar que el tiempo requerido para 10 pasos es practicamente
el mismo que para 100, debido a que siendo el problema lineal y de coeficientes
constantes solo es preciso resolver una vez al inicio el sistema lineal de ecuaciones,
actualizandose en cada paso Uinicamente el término independiente.

Para que el método RK4 de paso constante sea estable, en este problema es nece-
sario utilizar un gran ntmero de pasos, ya que siendo el intervalo de estabili-
dad [—2,78,0] y siendo el mayor autovalor A\p,., = —187500, el tamano de paso
MAXimo es Amer = —2,78/(—187500) = 1,4827 - 10~°. Por tanto, en el interva-
lo temporal [0, 16], el nimero minimo de pasos estables serd mas de un millén,
16/hmae = 1,0791 - 10° pasos.

Para un nimero de elementos méas moderado nele = 100, Aoz = —1875 ¥ hppar =
—2,78/(—1875) = 1,4827 - 1073 y el nimero minimo de pasos serd 16/hmqs =
10792. Los resultados obtenidos con 20000 pasos (3,16 segundos) son estables y
también muy precisos ya que los 100 elementos son suficientes para representar la
CI senoidal. Se obtienen similares resultados con los otros métodos y 100 elementos.
En particular la ode45 responde ahora en 8995 pasos variables y en un tiempo
aceptable de 4,70 segundos. No obstante, la odel5s sigue siendo muy ventajosa
(del orden de 83 veces mas réapida que la ode45).

2. CI Triangular

Nos centramos en comparar la ode45 con la odel5s con 100 elementos de dis-
cretizacién MEF. Los resultados que se muestran en la Figura [[L.I8] son practica-
mente idénticos con ambos métodos, pero en tiempos de calculo muy diferentes.
La ode45 precisa 9033 pasos y 4,53 segundos, mientras que a la odel5s le bastan
58 pasos y 0,04 segundos. Es decir, la ode15s sigue siendo mucho més ventajosa
(del orden de 114 veces mas rapida que la ode45).
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tiempo=16, nele=100
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Figura 1.18: Solucién de la ecuacién de difusién CI triangular (métodos ode/d, odel5s).

3. CI Pulso

También en este caso nos centramos en comparar la ode45 con la odel5s con 100
elementos de discretizacién MEF, obteniendo resultados que son practicamente
idénticos con ambos métodos, pero en tiempos de calculo muy diferentes. La ode5
precisa 9045 pasos y 4,53 segundos, mientras que a la odelds le bastan 142 pasos
y 0,12 segundos (Figura [[L19). La odel5s sigue siendo mucho més ventajosa (del
orden de 38 veces mds réapida que la ode45) pero no tanto como en los casos
anteriores, con CI maés lisas. En ambos casos se observa la difusién, es decir el
alisamiento de la CI en el tiempo.

. Conclusiones

De acuerdo con lo esperado, la funcién especializada para resolver sistemas rigidos
(odel5s) es mucho més eficiente que la funcién estandar (ode45). Se observa la
dificultad creciente con el niimero de elementos de discretizaciéon para resolver el
problema con métodos explicitos (RK4) de paso constante, dificultad que no pre-
senta el método trapezoidal que es incondicionalmente estable. Todo ello muestra
el caracter rigido del sistema de EDOs proveniente de la semidiscretizacion MEF,
caracter que se acentia con el nimero de elementos.
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tiempo=16, nele=100
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Figura 1.19: Solucién de la ecuacién de difusién CI pulso (métodos odeld, odel5s).

1.2.2.2. Onda

El ejemplo de onda se estudia para una cuerda de longitud L = 8, un intervalo
temporal de T'= 16 y o = 1. La semidiscretizacién MEF de la EDP wuy = g, con n
nodos y (n — 1) elementos conduce al siguiente sistema de EDOs:

n—1 L n—1 L
Z [/ Ni(x)-1- Nj(x)dx] di(t) = — Z [/ Ni(x)-1- Ni(z)dz|d;(t), i =2,..,n—1
j=2 0 j=2 0
que en formato matricial es:
MdA"(t) + Kd(t) =0, {

o en la forma y' = f(¢,y):

@igg) B (—MolK é) @8) : (1.39)
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. . . 0 1
En este caso la matriz jacobiana viene dada por: % = <_ >

M7'K 0
Con una discretizacién de 100 elementos los autovalores maximo y minimo de la
matriz jacobiana son respectivamente Apqr = £43,29¢ v A\nin = £0,3927:. Con 1000
elementos resultan Apq, = £433,017 y Apin = £0,3927¢, observandose cémo la rigidez
del sistema aumenta con la discretizacion. Vamos a estudiar este problema en los tres
casos de CI citados anteriormente: senoidal, triangular y pulso.

1. CI Senoidal

Para una discretizaciéon de 100 elementos la Figura [[20, muestra similares solu-
ciones para los cuatro métodos, que coinciden con la solucién exacta (L25]). Sin
embargo, los tiempos obtenidos son significativamente distintos. Si nos centramos
en las dos funciones de Matlab y para 100, 200 y 1000 elementos, la odel5s resuelve
respectivamente en 32 pasos y 0,022 segundos, 32 pasos y 0,033 segundos, 32 pasos
y 0,078 segundos. La ode45 lo hace respectivamente en 446 pasos y 0,25 segundos,
1136 pasos y 0,80 segundos y en 6167 pasos y 11,57 segundos. La odels sigue
siendo conveniente pero sélo 11 veces mas rapida que la ode45 con 100 elementos
(83 veces més rapida en difusién), del orden de 25 veces con 200 elementos y 149
veces més rapida con 1000 elementos.

De nuevo, hay que utilizar muchos pasos para que el método RK4 de paso constante
sea estable con 1000 elementos. El intervalo de estabilidad en el eje imaginario es
[0, 2,827] y en este caso el mayor autovalor de la matriz jacobiana es A = +433,014,
con lo que el tamano de paso maximo es Apq, = 2,82i/433,01i = 6,5126- 1073. Y en
el intervalo temporal [0, 16], el nimero minimo de pasos estables serd 16/hyq, =
2457 pasos.

Los resultados muestran la vibracién de la cuerda en un octavo de ciclo (2 segun-
dos), en un cuarto de ciclo (4 segundos), en medio (8 segundos) y un ciclo completo
(en 16 segundos, retorno a la posicién de equilibrio).

2. CI Triangular

Comparamos la ode45 con la odelds con 100 elementos de discretizacion MEF.
Los resultados que se muestran en la Figura [[L21] son practicamente idénticos con
ambos métodos y en tiempos de cédlculo similares: 999 pasos y 0,60 segundos con la
ode4b y 2414 pasos y 0,87 segundos con la odels, lo cual contrasta con lo obtenido
en difusién. En la misma figura se observa como evoluciona la forma de la cuerda
en un ciclo de 16 segundos en el que recupera su forma inicial.
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tiempo=16, nele=100
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Figura 1.20: Solucién de la ecuacién de onda CI senoidal (odel5s, odef5, RK4, trap.).
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Figura 1.21: Solucién de la ecuacién de onda CI triangular (métodos odel5s y ode5).
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Método ode45, tiempo=16, nele=200, pasos=2078
1 T T T T T T
~ \
-
- \
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0 1 2 3 4 5 6 7 8

desplamiento nodos — tiempo
Figura 1.22: Solucién de la ecuacién de onda CI triangular (método ode45).

Método trapezoidal, tiempo=16, nele=200, pasos=1000
l T T T T T T
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Figura 1.23: Solucién de la ec. de onda CI triangular (método trap. 1000 pasos).
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Método trapezoidal, tiempo=16, nele=200, pasos=100
l T T T T T T

desplamiento nodos - tiempo

Figura 1.24: Solucién de la ec. de onda CI triangular (método trap. 100 pasos).

Con 200 elementos mejora la precision para la ode4, 2078 pasos y 2,69 segundos,
como se observa en la Figura [[L22] mientras que la odel5s precisa de 4964 pasos
y 3,56 segundos, por lo que estamos muy lejos de las diferencias observadas en
difusién.

Nos interesamos también por el método trapezoidal, observando que 1000 pasos
constantes (0,75 segundos) mantienen la precisién de los resultados como se observa
en la Figura Sin embargo, 100 pasos constantes de integracién (0,041 segun-
dos) no son suficientes (10 lo eran en difusién) ya que la precisiéon de la solucién
se deteriora como se observa en la Figura

En las dos tltimas figuras los tiempos mostrados corresponden a 0, 1/4, 1/2, 3/4
y 1 periodos, por lo que se superponen las formas de ida y vuelta a mitad de
recorrido.
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3. CI Pulso

También para la CI pulso nos centramos en comparar la ode45 con la odel5s con
100 elementos de discretizacién MEF, obteniendo resultados que son practicamente
idénticos con ambos métodos Figura [[.25] y en tiempos de célculo similares. La
ode4b precisa 1101 pasos y 0,62 segundos y la odelds 2857 pasos y 1,38 segundos,
lo cual contrasta con lo obtenido en difusién y acentua lo expuesto en el caso
triangular anterior.

Método odel5s, nele=100, pasos=2857
15 T T T

= D e Za VA / ‘\\ ///\/VV N e *
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0 1 2 3 4 5 6 7 8

desplazamiento nodos— tiempo

Figura 1.25: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método odel5s 100 elem.).

Los resultados son muy similares con el método trapezoidal, con 100 elementos y
dando 1000 pasos constantes (0,092 segundos), como se observa en la Figura [[.20]

Método trapezoidal, nele=100, pasos=1000
15 T T T

05— / / T \/\/\/’ \ %, /\/‘v’\/\/v)\¥\ —
0 A/ VNPV A

05 i i i i i i

3 4 5
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Figura 1.26: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método trap. 100 elem. 1000 pasos).

Afinando la discretizacién, y por tanto aumentando la rigidez del sistema, la ode15s
de paso variable pierde eficiencia frente al método trapezoidal de paso constante.
Para 1000 elementos la ode45 (13135 pasos y 24,28 segundos) proporciona resulta-
dos précticamente idénticos que la odel5s (34811 pasos y 162,52 segundos), Figura
Por lo que, la funcién especializada no muestra la eficiencia esperada.
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Método odel5s, tiempo=16, nele=1000, pasos=34811
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Figura 1.27: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método ode15s 1000 elem.).

El método trapezoidal con 1000 elementos sélo precisa 17,63 segundos, pero se
aprecia en los resultados de la Figura una diferencia en el rizo, que aparece
en distinta posiciéon que el rizo de la odel5s. Para aclarar este aspecto compara-
remos los resultados obtenidos mediante el método trapezoidal y la odel5s en una
discretizacion de 400 elementos con los obtenidos por superposicién modal sobre
la misma discretizacién Figura [Tl

Método trapezoidal, nele=1000, pasos=1000
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Figura 1.28: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método trap. 1000 elem. 1000 pasos).

La Figura muestra la concordancia de los resultados obtenidos por la odelds
con los obtenidos por superposicién modal mientras que la Figura muestra
la discrepancia para el método trapezoidal. Cabe pensar por tanto, que la odelss
integra con mayor precisiéon que el método trapezoidal el sistema de EDOs. Esta
hipétesis queda confirmada en la Figura [[31], donde el método trapezoidal (2000
pasos) ya reproduce los resultados de la superposicién modal.

Por dltimo y siguiendo con la misma discretizaciéon de 400 elementos, aplicamos
el método “alfa” de Hilber-Hughes-Taylor (HHT-«) [43], que proviene del método
de Newmark y se comporta de manera similar al trapezoidal pero eliminando las
altas frecuencias. Para 1400 pasos en un intervalo de 16 segundos, se observa en la
Figura la practica desaparicién del rizo conforme a lo esperado.
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Método odel5s, nele=400, pasos=12837, masa=cons
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Figura 1.29: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método odel5s 400 elem.).
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Método trapezoidal, nele=400, pasos=1000, tiempo=16, masa=cons
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Figura 1.30: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método trap. 400 elem. 1000 pasos).

Método trapezoidal, nele=400, pasos=2000, tiempo=16
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Figura 1.31: Solucién de la ec. de onda CI pulso (método trap. 400 elem. 2000 pasos).

Existe otra forma de eliminar el rizo en este problema unidimensional, que consiste
en compensar los errores provenientes de la semidiscretizaciéon y los provenientes
del método numérico. Esto ocurre con el método Newmark (5 = %, v =0,5) si se
sincroniza la longitud del elemento con el tamano de paso, de forma que en un paso
la onda se propaga exactamente la longitud de un elemento [47]. Efectivamente,
en la Figura se observa la superconvergencia debido a la compensacién total
de ambos tipos de error.
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Método HHT-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
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Figura 1.32: Solucién de la ec. de onda CI pulso (mét. HHT-a 400 elem. 1400 pasos).

Método Newmark, tiempo=16, nele=400, pasos=800, masa=cons
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Figura 1.33: Solucién ec. onda CI pulso (mét. Newmark 5 = %, ~v = 0,5 400 elem.).

4. Conclusiones

En contra de lo esperado, la odel5s no es mas eficiente que la ode45 en el proble-
ma de la onda. Ambas son precisas (paso adaptativo variable) pero son significa-
tivamente mas lentas que el método trapezoidal, especialmente programado para
sistemas lineales de coeficientes constantes. Sin embargo, la precisién del método
trapezoidal depende del tamano de paso constante especificado para la integracion.

En ambas funciones, ode45 y odel5s, se observa la dificultad creciente para resolver
el problema al aumentar el nimero de elementos de la discretizacién, dificultad que
no se aprecia con el método trapezoidal. Ello muestra el caracter rigido del sistema
de EDOs proveniente de la semidiscretizacion MEF, caracter que se acentia con
el nimero de elementos.
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El error de los modos MEF asociados a las frecuencias altas introduce ruido en
la solucién con independencia del método de integracién temporal utilizado y del
tamano de paso especificado.

Las fuentes de error de la soluciéon numérica son la semidiscretizacién MEF y el
truncamiento del algoritmo numérico de integracion, pudiendo cancelarse ambas
como ocurre en los casos de superconvergencia en 1D.

También es posible eliminar el error asociado a las altas frecuencias si el algoritmo
de integracién introduce fuerte disipacion numérica de las altas frecuencias, como
ocurre con el método HHT-a.

1.2.3. Ejemplo 3: Una versién no lineal de la ecuacion de onda

El objeto de este ejemplo es similar al anterior, una comparacion experimental de
distintos algoritmos para la integracion temporal de sistemas de EDPs provenientes de
la semidiscretizacion MEF, pero en este caso aplicado a una EDP no lineal, en particular
a una versién no lineal de la cuerda de la guitarra que se describe en el Apéndice [Al y
cuya forma es:

pua(et) = (T+E-5 (VI+ (@) ~ 1)) (s, 1) (1.40)

donde el tiro resultante (fuerza de tensién en la cuerda) es suma del aplicado inicialmente
en el montaje (componente lineal T) y el resultante de la deformacién eldstica de la

cuerda que viene dado por la expresion T = E - S (\/ 1+ u2(x,t) — 1), despreciable sélo
bajo la hipétesis de pequenas deformaciones.

Se utilizan datos reales de una cuerda de guitarra [29]: L = 0,648 m, didmetro
diam = 0,41-107% m, S = 0,25 - 7 - diam?, frecuencia frec = 329, tiro T = 1,8002 - 10°.
La tensién de montaje se ajusta para que la primera frecuencia fundamental (octava)
sea 329 y se considera el primer modo de vibracién natural como condicién inicial y
un intervalo temporal de 5 ciclos o periodos (0,015198 segundos) correspondiente al
comportamiento lineal con pequenias deformaciones.

Observaremos cudles son los resultados con 2, 20 y 100 elementos. En primer lugar,
comprobaremos la diferencia entre el caso lineal y el no lineal con una discretizacién muy
sencilla de 2 elementos y por tanto, un tnico grado de libertad activo. Los resultados
obtenidos son similares con el método trapezoidal o la odel5s. El caso lineal T = 0
con 2 elementos se muestra en la Figura [[34] donde se observan los 5 ciclos y algo
mas, atribuible al error de la discretizacién. Cuando resolvemos el caso lineal con 100
elementos, ya son cinco ciclos exactos, Figura
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Método trap., tiempo=0.015198, nele=2, pasos=100
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Figura 1.34: Solucién ec. onda lineal (método trapezoidal 2 elem.).

Método trap., tiempo=0.015198, nele=100, pasos=100
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Figura 1.35: Solucién ec. onda lineal (método trapezoidal 100 elem.).
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En el caso no lineal con 2 elementos, imagen izquierda de la Figura [[36] aparecen 9
ciclos en vez de 5, como consecuencia de que el tiro ya no permanece constante sino que
se incrementa con la aportacion no lineal. Cuando resolvemos este caso con la odel5s,
se obtienen resultados similares, imagen derecha de la Figura
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Figura 1.36: Solucién ec. onda no lineal (método trapezoidal y odel5s 2 elem.).

Si ampliamos el nimero de elementos a 20 y el intervalo temporal lo reducimos al
correspondiente a un periodo del problema lineal (0,0030395), con el método trapezoidal
obtenemos los resultados de la imagen izquierda de la Figura [[L37] siendo el tiempo
computacional de 19,65 segundos en 200 pasos. Con la odel5s obtenemos resultados
similares, en 1410 pasos adaptativos pero un tiempo sensiblemente inferior de 12,36
segundos, imagen derecha de la Figura[[.37 Se observa como antes una respuesta de dos
ciclos en lugar de uno, debido a que la tensién de la cuerda aumenta con la deformacién.
También se observa que la tendencia de tiempos (coste computacional) se invierte, a favor
de la odel5s frente al método trapezoidal. Esto tiene su explicacién en que dando 1410
pasos adaptativos recalcula el jacobiano sélo 6 veces. Por contra, el método trapezoidal
estd programado para que calcule la matriz jacobiana en cada uno de los 200 pasos.

En cuanto a eficiencia, se confirman estos resultados con 100 elementos, donde la
odel5s requiere 8291 pasos para la resolucién y tiempo de computacion 351,64 segundos,
Figura [[.38 Utilizando el método trapezoidal con 200 pasos se aprecia una degradacién
de la precisién, imagen izquierda de la Figura [[.39 Con este mismo método pero dando
1000 pasos, los resultados son similares a los obtenidos con la odelbs pero el tiempo
computacional es mayor, 490,66 segundos, imagen derecha de la Figura [[.39

Volviendo a la discretizacion con 20 elementos, y tanto para el método trapezoidal
de paso constante, como para la odelds de paso variable, Figura [[37, se observa la
influencia de las altas frecuencias, en forma de vibracién rapida y pequena amplitud
(ruido) sobre la vibracién principal més lenta y de mayor amplitud. Sin embargo, en la
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Figura [I.40] observamos que el método HHT-« de paso constante alisa los resultados de
manera apreciable con o = 0,3.

Método trap., tiempo=0.0030395, nele=20, pasos=200 Método odel5s, tiempo=0.0030395, nele=20, pasos=1410
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Figura 1.37: Solucién ec. onda no lineal (método trapezoidal y odel5s 20 elem.).

Método odel5s, tiempo=0.0030395, nele=100, pasos=8291
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Figura 1.38: Solucién ec. onda no lineal (método odel5s 100 elem.).
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Método trap., tiempo=0.0030395, nele=100, pasos=200 Método trap., tiempo=0.0030395, nele=100, pasos=1000
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Figura 1.39: Solucién ec. onda no lineal (mét. trapezoidal 100 elem. 200 y 1000 pasos).

Método HHT-alfa, tiempo=0.0030395, nele=20, pasos=200, masa=cons
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Figura 1.40: Solucién ec. onda no lineal (HHT-«, 20 elementos).

También en este sentido, observamos que si alargamos el intervalo temporal (a 5 peri-
odos lineales por ejemplo) los resultados obtenidos con la ode15s (tiempo computacional
73,61 segundos) pierden precisién, imagen derecha de la Figura [[4Il Sucede lo mismo
cuando utilizamos el método trapezoidal con 1000 pasos (tiempo de computacién 103,35
segundos), imagen izquierda de la Figura [[41]
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Incrementando el namero de pasos del método trapezoidal hasta 5000, conseguimos
que los resultados obtenidos sean similares a los de la odel5s, pero el tiempo de com-
putacién es sensiblemente mayor. Cabe preguntarse por la influencia de las altas frecuen-
cias en la pérdida de precision, y efectivamente comprobamos que en este caso el método
HHT-« proporciona resultados més aceptables con 1000 pasos constantes, Figura [[.42],
que el método trapezoidal (imagen izquierda de la Figura [[.T]).

El tiempo que necesita en este caso el método HHT-a es de 86,39 segundos, que
es menor que el tiempo requerido por el método trapezoidal (103,35 segundos), lo cual
parece indicar que la resolucion no lineal de cada paso requiere mas iteraciones en pre-
sencia de las altas frecuencias, frecuencias que sin embargo tienen poca participacion
en la solucién (y la que tienen es mala, ya que estdn asociadas a modos artificiales
de vibracién). Conviene por tanto amortiguar rdpidamente (eliminar la aportacién a
la solucién de las altas frecuencias), para mejorar la precisiéon y también la eficiencia
computacional al reducirse el niimero de iteraciones necesarias para resolver el paso no
lineal.

Método trap., tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000 Método odel5s, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=9425
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Figura 1.41: Solucién ec. onda no lineal (mét. trap. y ode15s, 20 elementos).

1.3. Objetivos y organizacion del trabajo

En las secciones anteriores de introducciéon y ejemplos hemos constatado:

» El interés en resolver Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDPs) con Condiciones
Iniciales (CI) y Condiciones de Contorno (CC) y la conveniencia de hacerlo medi-
ante el Método de Elementos Finitos (MEF) en muchas aplicaciones de ingenieria,
en particular en dominios de forma cualquiera.
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Método HHT-alfa, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons
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Figura 1.42: Solucién ec. onda no lineal (HHT-«, 20 elementos).

= La conveniencia de trabajar con herramientas computacionales avanzadas como la
Programacién Orientada a Objeto (POO) que faciliten la reutilizacién, la extensién
v el mantenimiento de los codigos que implementan los algoritmos de resolucion.

= La opcion de hacerlo con Matlab, tanto para la docencia como para el desarrollo
de conceptos y prototipos en la investigacion. Opcién avalada por la creciente
utilizacién de Matlab en el &mbito académico e industrial, por su facilidad de uso,
y por la potencia de los recursos computacionales que proporciona, asi como por
las posibilidades que ofrece para la programacion, incluyendo la POO.

También hemos observado que:

= La semidiscretizacion MEF de las EDPs con CI y CC, conduce a sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs), cuyos coeficientes se calculan modu-
larmente, ensamblando integrales numéricas realizadas sobre los elementos de la
discretizacién, cuyos integrandos reflejan las caracteristicas de las EDPs.

= Afinar la discretizacion MEF para mejorar la precisién incrementa la rigidez del
sistema de EDOs, dificultando su resolucién numérica.

» Es posible aprovechar la odesuite de Matlab, para resolver numéricamente sistemas
de EDOs. En particular, hemos trabajado con la funcién estandar ode/5 y con la
funcion odel5s, que estd especialmente adaptada para la resolucién de sistemas
rigidos, siendo ambas funciones de paso adaptativo.
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Es posible desarrollar con facilidad y en pocas lineas de programacién funciones
Matlab de paso constante para la integracion numérica de sistemas de EDOs. En
particular, hemos implementado el método Runge-Kutta de orden 4 (RK4), el
método trapezoidal y el método HHT-q.

Finalmente, hemos contrastado experimentalmente los cinco métodos mencionados
en las lineas anteriores, con tres casos de CI: senoidal, triangular y pulso, aplicados a
la ecuacién de difusién y a la ecuacién de onda lineal y no lineal, y hemos obtenido las
siguientes conclusiones:

El excelente comportamiento de la odel5s frente a la ode4d, al resolver sistemas
lineales rigidos de EDOs de orden 1 procedentes de la semidiscretizacién MEF del
problema de difusién, como cabia esperar.

La menor eficiencia, en contra de lo esperado, de la odel5s frente a la ode4d en la
resolucién de los sistemas lineales rigidos de EDOs de orden 1 procedentes de la
semidiscretizacion MEF de problemas de onda y vibraciones.

La eficiencia del método trapezoidal de paso constante (orden de precisién 2),
cuando estd especialmente adaptado para la resolucién de sistemas lineales de
EDOs de coeficientes constantes, frente a la odel5s de paso variable, a pesar de
que esta ultima puede dar pasos de orden de precisién hasta 5.

La similar eficiencia del método HHT-« para la resolucién directa de sistemas de
EDOs lineales de orden 2 procedentes de la ecuacién de onda, frente al método
trapezoidal (sistemas equivalentes de orden 1).

La capacidad del método HHT-a para amortiguar paramétricamente las al-
tas frecuencias de la semidscretizaciéon MEF del problema de onda (vibraciones
mecanicas).

La eficiencia del método HHT-« frente al trapezoidal en la resolucién MEF de los
problemas dindmicos no lineales, en base a su capacidad para eliminar las altas
frecuencias de la vibracién.

En este contexto este trabajo pretende:

Conocer la arquitectura y contrastar la algoritmica de la odels frente a la ode4s,
identificando los aspectos que caracterizan a la odel5s como especialmente adap-
tada para la resolucién de sistemas rigidos.

Analizar las contradicciones observadas en la aplicacién de la ode15s a la resolucién
de sistemas de EDOs rigidos de orden 2.

Conocer la algoritmica de los métodos clasicos de la mecanica computacional para
EDOs de orden 2: método Newmark y método HHT-q, en particular, los aspectos
relacionados con la eliminacion de las altas frecuencias de la semidiscretizacién

MEF.



42 C.1 Introduccion, objetivos y organizacion

» Comparar los métodos BDF de paso variable de la ode15s, y los de paso constante
con los métodos clasicos de la mecanica computacional: método Newmark y método
HHT-a.

= Proponer alternativas BDF para los sistemas de EDOs de orden 1 que ensanchen
las regiones de estabilidad, en particular con métodos BDF extendidos.

= Proponer alternativas BDF para los sistemas de EDOs de orden 2 que como el
método HHT-a permitan parametrizar la eliminacion de altas frecuencias.

= Profundizar en el desarrollo de alternativas de programacién, proponiéndose una
metodologia orientada a objeto que aprovecha la modularidad del MEF para ge-
nerar un entorno de desarrollo protegido donde sea posible anadir nuevas ideas y
desarrollos sin modificar las anteriores.

El trabajo se ha desarrollado con este fin y ha quedado organizado de la siguiente
manera:

El Capitulo [2 esta dedicado a la revisién y estado del arte de los métodos numéricos
para la resolucién de EDOs de orden 1, en particular los métodos BDF [30] y los métodos
Runge-Kutta, que son la base de las funciones odel5s y ode45 de Matlab respectivamen-
te. También se han revisado las lineas seguidas para construir métodos BDF de orden
de precisién mayor que 2 y con buenas caracteristicas de estabilidad, principalmente los
relacionados con la utilizacion de derivadas de segundo orden y de puntos super-futuros.

El Capitulo 3 estd dedicado a la revision y estado del arte de los métodos numéricos
clésicos de la mecénica computacional para la resolucién directa de EDOs de orden 2,
sin la reduccién previa a orden 1. En el marco de los métodos lineales multipaso para
sistemas de EDOs de orden 2, y en paralelo con los métodos lineales para sistemas de
orden 1, se deducen las caracteristicas de precisién y de estabilidad de los métodos HHT-
a 'y Newmark. Particularmente se presta atencién al cdlculo de los radios espectrales,
amortiguamiento algoritmico y error relativo en el periodo, implementando los proce-
dimientos computacionales que permiten representar estos parametros en funciéon de la
frecuencia.

En el Capitulo @ hemos estudiado la algoritmica de las funciones ode45 y odel5s de
Matlab. Se han analizado las medidas de error que utilizan ambas, es decir, la estimacién
del error que utilizan, de qué depende el tamafio de paso que utilizan y cudndo y cémo
se produce el cambio de tamano de paso. También hemos aplicado estas dos funciones a
EDOs sencillas con el objeto de apreciar su eficiencia.

En el Capitulo [l se exploran posibles mejoras de los métodos BDF encaminadas a
ampliar las regiones de estabilidad con el fin de subsanar la ineficiencia computacional de-
tectada en la aplicacién de la ode15s en los problemas vibratorios. En particular, hemos
desarrollado dos métodos numéricos para EDOs de orden 1 tomando como base dos
métodos que utilizan puntos super-futuros: el método Extended Backward Differentia-
tion Formulae (EBDF) [16] y el Modified Extended Backward Differentiation Formulae
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(MEBDF) [1§]. En ellos, cambiando el predictor BDF por NDF (Numerical Differenti-
tation Formulae) [62] se ha conseguido mejorar la estabilidad de los métodos de origen,
verificdindose su buen comportamiento en varios problemas de prueba.

En el Capitulo [0l se exploran posibles mejoras de los métodos BDF orientadas a
controlar el amortiguamiento algoritmico, como lo hacen los métodos HHT-«. El capitulo
comienza con el estudio del radio espectral de algunos método multipaso para resolver
EDOs de orden 1. Nos hemos percatado de la capacidad de las BDF para aniquilar las
frecuencias altas y hemos propuesto un método nuevo al que hemos llamado BDF-a, que
ademaés de ser incondicionalmente estable y de orden de precisién 2 para ciertos valores
del parametro «, proporciona una gran variedad de opciones para anular o disminuir
las frecuencias altas. Es decir, proporciona control paramétrico del amortiguamiento
algoritmico.

El Capitulo [ describe la implementacién de un entorno para la resolucién de EDOs
utilizando las metodologias de la POO, extendiendo un trabajo previo, desde el MEF
cuasi-estatico al dindmico. Ademads, hemos aplicado los nuevos métodos que se han de-
sarrollado durante este trabajo a EDPs con CI y CC.

Finalmente, en el Capitulo [§ se han recogido las conclusiones y las lineas futuras de
investigacién de este trabajo.






Capitulo 2

Métodos para EDOs de orden 1

Los descubrimientos mateméticos, pequefios o grandes [...], nunca se generan
espontaneamente. Presuponen siempre una sélida base de conocimientos prelimi-
nares bien madurados por el trabajo consciente y subconsciente.

HENRI POINCARE

Dado un sistema de EDOs de orden 1 y de condicién inicial:

Y (t) = fty), wla)=uyo (2.1)

siendo f : [a,b] x R™ — R™ continua en su primera variable y satisfaciendo la condicién
de Lipschitz en la segunda variable, entonces, existe una udnica solucién y(t) para el
problema (2.I]) [14]. Buscamos una solucién de (2.)) en el intervalo a < ¢t < b, siendo a, b
finitos. Los dos métodos numéricos mas sencillos que permiten aproximar una solucién
de la misma son:

= El método explicito de Euler que viene dado por: yn11 = Yn + hfn.
» El método implicito o regresivo de Euler, cuya expresion es: y,4+1 = Yn + hfnt1

donde el pardmetro h es el tamano de paso. Ambos métodos son unipaso porque la
solucién numérica de la EDO se calcula utilizando el valor obtenido en el paso anterior.

Una variante de los métodos unipaso son los métodos unipaso multietapa, destacando
entre ellos los métodos Runge-Kutta. Estos métodos utilizan la evaluacién de la derivada
en puntos intermedios del paso.

Otra variante de los métodos unipaso la constituyen los métodos multipaso que uti-
lizan k aproximaciones anteriores ¥y, Yn+1, ---, Yntk—1 de la solucién exacta en los puntos
tnytn + hy ...ty + (k — 1)h para calcular el valor y,r en el punto ¢, = t, + kh. Un
método multipaso se puede escribir de esta manera:

k

Za]yn—l—] - h¢> (fn+k7fn+k—177fN7tn7h) (22)

J=0

45
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siendo fr1j = f(tnij, Unts)-

Si la relacién entre los valores yn4j, fnt; para j = 0,1,...,k es lineal, el método
multipaso es lineal y la expresion (2.2]) se puede escribir como :

k k
> aynii=hY_ Bifus (2.3)
j=0 7=0

siendo o, B constantes, ay # 0y ap y Bo no nulas a la vez. El método ([2.3) es explicito
si O, = 0 e implicito si G # 0. El método es unipaso en el caso en que k = 1.

Tres métodos multipaso lineales clasicos son: los métodos de Adams Bashforth, los
métodos de Adams Moulton y los métodos BDF (Backward Differentiation Formulae).

Los métodos BDF fueron propuestos para ecuaciones diferenciales rigidas (stiff) y
desde el libro de Gear (1971) [30], los cédigos de ordenador basados en éstos han sido
los méas destacados y los mas usados para todas las computaciones rigidas. No obstante,
sus caracteristicas de estabilidad empeoran al aumentar el orden. Asi, en los ultimos
anos se ha trabajado en la biisqueda de métodos multipaso con mejores condiciones de
estabilidad, siguiendo sobre todo tres direcciones [37] que se explicardn mas adelante:

» utilizando derivadas de orden superior (Seccién 2.2.6.1]),

» utilizando puntos que estan fuera del intervalo de integracién: puntos super-futuros
(Seccién [Z2.6.2]),

» combinando dos métodos multipaso o combinando distintas técnicas para crear
métodos multipaso (Seccién 2.2.6.3)).

Empezaremos este capitulo explicando algunos conceptos generales sobre los métodos
numéricos para resolver EDOs de orden 1, tales como, el error, la estabilidad y el concepto
de rigidez asociado. Después, nos centraremos en dos familias de métodos numéricos: los
métodos multipaso lineales y los métodos unipaso multietapa. En particular haremos
hincapié en los métodos BDF, haciendo un estado del arte que muestra métodos que
serviran de base en desarrollos posteriores de esta tesis.

2.1. Error, estabilidad y rigidez

2.1.1. Error y orden de precision

El error global de truncamiento de un método es la diferencia entre el valor exacto
y el calculado mediante el método:

GTEntk = yY(tntk) = Yn+k (2.4)



2.1 Error, estabilidad y rigidez 47

Se conoce como asuncién de localizacién [52] el hecho de considerar los valores cal-
culados mediante el método iguales a los valores exactos en los pasos previos al actual
paso en ty,4g:

Yntj = Y(tnsj), para j=0,1,...,k—1 (2.5)

El valor que se calcula haciendo la asuncion de localizacion lo denotaremos por y;, , ..

El error local de truncamiento de un método es la diferencia entre el valor exacto y

el valor yy
LTE i = y(tusr) — Yiosk (2.6)

tn th+1 thia .t tntk-2  thek-1 thek

Figura 2.1: Ilustracién del error local y global de truncamiento.

Las definiciones de error global de truncamiento y error local de truncamiento que
hemos dado son vélidas tanto para métodos unipaso (entre ellos para métodos multieta-
pa) como para métodos multipaso.

Debido a la acumulacién de error, el error global tiene una potencia menos en h que
la que tiene el error local de truncamiento. Es decir: LTE = O(hP™!) = GTE = O(hP)
[52]. Un método numérico es de orden p si el error local de truncamiento es O(hP*1).

2.1.2. Estabilidad

La estabilidad de una EDO (o sistema de EDOs) de orden 1 muestra la sensibilidad
de la solucién exacta ante perturbaciones. Igualmente, un método numérico es estable si
no se amplifican las perturbaciones.
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Para hacer el estudio de estabilidad lineal de los métodos numéricos se procede de la
siguiente manera:

» Por simplicidad se asume que el Jacobiano 0f/0y del sistema de EDOs (2.1]) es
diagonalizable. Esto significa que existe una matriz T cuyas columnas son los au-
tovectores del jacobiano, tal que:

0
T‘la—fT = diag {1, \2, ..., \g} (2.7)
Yy

siendo A; los autovalores de 0f/0y.

Haciendo un cambio de variable y(t) = T'w(t), es posible desacoplar las ecuaciones
de tal forma que la componente j-ésima satisfaga w} = A\jw;. Cada una de estas
ecuaciones es un ejemplo de lo que se conoce como ecuacién de test: una EDO
escalar lineal homogénea y de coeficientes constantes y' = \y.

= Tras aplicar el método numérico a la ecuacién de test, se llega a una ecuacion en
diferencias, y por ejemplo, para un método multipaso (de k pasos) lineal ([2.3]) se
obtiene la ecuacién en diferencias de orden k con la forma:

k k
Z QjlYntj = hZﬁjyn+j, donde h = M\h (2.8)
§=0 5=0

La ecuacion escalar de orden k (2.8)) se puede escribir como un sistema de k ecua-
ciones en diferencias de orden 1:

Ynt1 ain Giz ... Gk Yn
Yn+k a1 Q2 ... Qgk Yn+k—1
siendo: a;; = a;j (ﬁ) Escribiremos la expresién (2.9]) como:
Ynie=A (il) Yotk—1 (2.10)

donde Y?’L-i—k = (yn+1ayn+27"'7yn+k)Ta Yn+k—1 = (Z/n7yn+17---,yn+k—1)T y A una
matriz de dimensién k x k a la que se le llama factor de amplificacién.

En el caso de métodos unipaso (k = 1), A es una funcién escalar de iL, llamada
funcién de estabilidad y la ecuacién (2.I0) se reduce a:

YUni1 =R (h) Un (2.11)

= La estabilidad numérica requiere que el médulo de los autovalores de A sea igual
o inferior a la unidad.
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= Los autovalores de A son las raices del polinomio caracteristico o polinomio de
estabilidad que se define como:

p(r) = det (A —rl) (2.12)

= El autovalor con mayor médulo de A recibe el nombre de radio espectral y se
denota por p:

p = max {|pi| : pi autovalor de A} (2.13)

Definicién. Un método es estable si el polinomio dado por (2I2]) satisface la condi-
cién de raiz, es decir: las raices de (2.12]) caen dentro o en la frontera del circulo unidad
del plano complejo.

Definicién (Regién de estabilidad). La regién de estabilidad o regién de estabilidad
absoluta del método, es el conjunto S que verifica:

‘rj (ﬂ)‘ <1V h,r; raiz simple de (ZI2)
S={heC: (2.14)
‘rj <ﬁ)‘ < 1V h,r; rafz multiple de (ZI2)

donde: h = h\.

La frontera de la regién de estabilidad de un método numérico estd formada por los
valores h para los cuales r(h) = 1. Esta frontera se dibuja haciendo r(h) = ¢ y dando
valores a 0 € [0, 27). Para saber si la region de estabilidad es la parte interior o exterior

de esa frontera debe comprobarse si se cumple ’r(ﬁ)‘ < 1. Y éstos son los puntos que

forman la regién de estabilidad del método.

Definicién (A-estabilidad o estabilidad absoluta). (Dahlquist 1963) Un método
numérico se dice que es A-estable si C~ € S, siendo S la region de estabilidad del
método. Ver Figura

Teorema. (Dahlquist 1963) Un método multipaso A-estable debe ser de orden p < 2.
El método trapezoidal es el método A-estable de orden 2 con menor constante de error
siendo éste: C = —%. La demostracion se puede encontrar en la referencia [37].00

Definicién (A(a)-estabilidad). Sea S la regién de estabilidad de un método. Este es
A(a)-estable con 0 < o < § si:

C’a:{ﬁ:—a<7r—arg<i1)<oz,fz;£0}§5 (2.15)
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—a

Figura 2.2: A-estabilidad y A(«)-estabilidad.

2.1.3. Rigidez

La rigidez es un concepto delicado, dificil e importante en la soluciéon numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Varios autores [50}, [52] 67] coinciden en el hecho de
que no existe una definicion rigurosa de la rigidez. Depende de la ecuacién diferencial, de
las condiciones iniciales, del método numérico que se estd utilizando para la resolucién de
la ecuacion diferencial y del intervalo temporal en el que estamos hallando la solucién. En
este trabajo utilizaremos el concepto de rigidez definido en [40]: la rigidez surge cuando
en la solucién existen autovalores de distintas magnitudes. Esta diferencia de magnitud
puede existir tanto en la parte real como en la imaginaria de los mismos.

La rigidez surge cuando algunas componentes de la solucién decaen mas rapidamente
que otras [50], y precisan por razones de estabilidad un tamano de paso h muy pequeno
que afecta a la integracién de todo el sistema.

En la referencia [51], también se define la rigidez de un problema no lineal. Asi, se
dice que el problema 3’ = f(t,y) es rigido si los autovalores del Jacobiano J = df/dy se
comportan de la misma manera que los autovalores de un sistema lineal. En el caso del
sistema no lineal, los autovalores dependeran de la variable t.

La definicién dada implica que el problema tiene varios autovalores, por tanto hay
varias EDOs. Sin embargo, también una tinica EDO puede ser rigida. Por ejemplo, resulta
rigida la EDO lineal no homogénea que se propone en [15]:

y' = —40y + 40t + 1, y(0) = 4 (2.16)

La solucién exacta de (Z.I0) es y = t + 4% que consta de dos partes: la parte de
t que varfa lentamente y la parte de e~4% que varfa méas rdpidamente. En este problema
estamos obligados a utilizar tamafos de paso pequenos cuando estamos intentando apro-
ximar una funcién que rapidamente se convierte en y = t. La rigidez de este problema
es consecuencia de la diferencia de magnitud entre la solucién homogénea y la solucién
particular.
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En este trabajo tratamos con el sistema de EDOs fuertemente rigido obtenido tras la
semidiscretizacion MEF. Por ejemplo, la rigidez de la EDP de difusién en un problema
1D crece al aumentar el nimero de elementos de la semidiscretizacién, al disminuir la
longitud de la varilla o al aumentar la difusividad térmica. En el caso de la rigidez
de la EDP onda 1D, también ésta crece al aumentar el nimero de elementos de la
semidiscretizacién, al disminuir la longitud de la cuerda o al aumentar la velocidad de
propagacion de la onda, ver Apéndice[Bl En este Apéndice también mostramos la relacién
que existe entre los autovalores de la EDP de difusiéon y onda: los autovalores de la EDP
onda son la raiz cuadrada de los autovalores de la EDP de difusién.

2.2. Métodos multipaso lineales

Recordamos en esta seccién las caracteristicas de precision y estabilidad de los méto-
dos Adams y BDF (Backward Differentiation Formulae), que se integran en la familia
mas amplia de los métodos multipaso lineales, cuya expresién tiene la forma (2.3):

k k
Z QjlYn4j = h Z ﬂjfn-i—j
j=0 7=0

s Para estudiar el orden de precision de los métodos multipaso lineales, se define el
siguiente operador lineal diferencial:

k
= [ajy(t + jh) — h By (t + jh)] (2.17)
7=0

siendo y(t) una funcién arbitraria y diferenciable cuantas veces queramos en el
intervalo [a,b]. Pero si y(t) es una solucién de la EDO (Z1J), el operador define el
error local de truncamiento del método. Entonces, utilizando desarrollos de Taylor
de las funciones y(t) e y/(t) alrededor del valor t,, se tiene [6], [51]:

Lly(t); h] = Coy(tn) + C1hy' (tn) + Coh®y" (tn) + ... + Coh%y D (t,) + ... (2.18)

siendo las constantes C; de la expresién (2.1I8)):

Co = Zf:o Qg
Co= 4 (Thoitai) - gl (Shoi'8) . a>2

La expresion (2.I8]) corresponde al error local de truncamiento del método numérico
[23). Este método es de orden p si el error local de truncamiento es O(hPT1), es
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decir, si Cy = C1 = ... = C, = 0y Cpy1 # 0. Por lo que el error local de
truncamiento queda:

LTE, ) = Cp1BP Pyt (1) + O(hP*?) (2.20)

Si se cumple Cy = C; = 0, el método numérico minimamente es de orden p = 1.

Para el estudio de la estabilidad de los métodos multipaso lineales, aplicamos
el método a la ecuacién de test 3y = Ay, y llegamos a la siguiente ecuacién en
diferencias de orden k:

k k
> ynis =hAY | Bins; (2.21)
=0 =0

La ecuacién (2.21]) se puede resolver utilizando directamente el método de Lagrange
[38 [56], sin pasar previamente a un sistema de k ecuaciones en diferencias de
orden 1. Para ello es suficiente ensayar sucesiones del tipo y,,, = " para obtener
el polinomio caracteristico (Z.12)) en la forma:

k k
p(r) = Zajrj — EZﬁjrj = p(r) — ho(r) (2.22)
j=0 §=0

siendo: h = Ah, y p(r), o(r) el primer y segundo polinomio caracterfsticos asociados
al método multipaso lineal:

{p(T) = 0oy’ (2.23)

o(r) = X5 Bir?

Para dibujar la frontera de la regién de estabilidad hay que hallar las raices de
(222) e imponer la condicién de que su médulo sea la unidad, es decir r = e? de
donde resulta: ,
p(e”)

h="o
0—(629)

(2.24)

Para obtener de la expresién (2.3) los métodos explicitos de Adams Bashforth
hacemos ay = 1,01 = —1,a; =0 para j = 0,1,..,k — 2, B = 0, B; = B, para
j=0,1,....,k — 1, y entonces:

k

Yntk = Ynik—1 +h Z Bj frti—j
j=1

Para obtener de la expresién (2.3]) los métodos implicitos de Adams Moulton hace-
mos ap = 1,1 = —1,a; = 0 para j = 0,1,..,k -2, By =0, B; = ﬁ;_j para
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7 =12, ..k, y entonces:
k

Unik = Ynth-1 + 1Y B Fuihi1
=1

siendo Bj y B; constantes de los métodos de Adams Bashforth y Moulton respec-
tivamente.

Los métodos de Adams constituyeron la primera generalizacién al método de Eu-
ler, y fueron ideados por John Couch Adams para solucionar un problema de F.
Bashforth que ocurria en un problema de accién capilar [§]. Estos métodos utilizan
mas informacién que el método de Euler para poder avanzar un paso. En el libro
de balistica [54], se utilizan estos métodos numéricos para calcular la trayectoria
de un proyectil.

» Para obtener de la expresién (2.3) los métodos BDF hacemos o = &; para j =
0,1,..,k, Br =1, 3j =0 para j =0,1,....k — 1, entonces:

k
> iynts = hfnrk
j=0

siendo &; las constantes de los métodos BDF. Las BDF fueron introducidas por
Gear [30] y se han utilizado mucho para resolver problemas rigidos debido a las
buenas caracteristicas de estabilidad que presentan.

2.2.1. Interpolacion polinémica. Diferencias regresivas

En las lineas anteriores hemos establecido las formas especificas de los métodos mul-
tipaso de Adams y BDF a falta de concretar las expresiones de los coeficientes. Para
ello, la herramienta es la interpolacién polinémica que exponemos a continuacién.

La funcién P(t) que interpola un conjunto de datos {(t;, ;) : ¢ =0,1,2,....,p — 1} se
puede escribir como combinacion lineal de una serie de funciones de base dadas por
{¢j(t): 5 =0,1,2,...,p— 1} [12):

p—1
P(t) = z;¢;(t) (2.25)
j=0

siendo x; constantes que hay que determinar.

Cuando los p valores {(t;,g;):i=0,1,2,...,p — 1} estdn separados una distancia
igual h, es decir, h = t;41 —t; parai = 0,1,2,...,p—2, las funciones ¢;(t) y las constantes
x;j de (2.20]) vienen dadas por:

{¢j (t) = Hgn_:lo(t - t(pfl)fm)

. (2.26)
.Z'j = ngp—l ],%
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Los términos VJ gp—1 son diferencias regresivas y se calculan teniendo en cuenta:
ngp,1 =V (Vj_lgpfl) Yy Vgp—1 = gp—1—gp—2. También se cumple la siguiente igualdad:

Vitlg =Vig — Vg1, Vi, j (2.27)

El polinomio interpolador que se tiene cuando ¢;(t) y x; vienen dadas por (220, es
el polinomio interpolador regresivo de Newton:

p—1 p—1 7j—1
, 1
P(t) = } O: zi0(t) = E O: vygp_lrhj Ho(t—tp_l_m) (2.28)
]= 1= m=

El polinomio ([2.28) puede adquirir distintas formas dependiendo de los puntos por
los que pasa. Algunas de estas formas son:

» Cuando el polinomio P(t) pasa por los (k+1) puntos {(tn+i, Yn+i) : 2 = 0,1,2, ..., k}
tiene la siguiente expresién:

k j—1
: 1
P(t) = Yn+k + Jzz:l Vﬂyn%W 71_[0(75 — tn-i—k’—m) (229)

» Cuando el polinomio P(t) pasa por los k puntos {(tn+i, fnti) 14 =1,2,...,k}, sien-
do fnti = f(tn+i,Yn+i), tiene la siguiente expresién:

k-1 Jj—1

P(t) = fork+ YV fn+kj,1hj I ¢ - tnsr-m) (2.30)
7j=1 ’ m=0

» Cuando el polinomio P(t) pasa por los k puntos {(t,ti, fnti) 14 =0,1,2,... .k — 1},
siendo f+i = f(tn+i, Ynti), tiene la siguiente expresion:

k—1 7j—1
. 1
P(t) = fn+k—1 + Z ijn-i—k—lm H (t - tn-i—k—l—m) (2'31)

j=1 m=0

2.2.2. Métodos de Adams Bashforth

Suponiendo que se conocen las aproximaciones numeéricas Yn, Yn41, ---, Yntk—1 & las
soluciones exactas y (t,), ¥ (tn+1) 5.y Y (tnyk—1) de la ecuacion diferencial dada por:
y'=f(t.y), y(to) = yo (2.32)

Adams considera la expresién ([2.32)) de la siguiente forma [38]:

 (task) = ¥ (Emsir) + / " py () (2.33)

tn+k71
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Como las aproximaciones numéricas ¥, Yn+1,---, Yntk—1 SON conocidas, se pueden
calcular los valores fny; = f(tn+j,Yntj) para j = 0,1,..,k — 1. Sustituimos
la funcién f(t,y(t)) de (Z33) por un polinomio P(t) que pasa por los puntos
{(tntjs frrj) 13 =0,1,...,k — 1} y que viene dado por (2.31)):

tn+k
Yntk = Yn+k—1 T / P(t)dt (2.34)

tptk—1

Tras integrar (2.34]) se consigue el método de Adams Bashforth:

k—1

Unk = Ynsh—1 + 1 YV friro (2.35)
=0

siendo los valores de «; los recogidos en la Tabla 2l

jlo 1 2 3 4 5 6 7 8
7 1 5 3 251 95 19087 5257 1070017
V) 2 12 8 720 288 60480 17280 3628800

Tabla 2.1: Coeficientes del método de Adams Basforth [38].

Desarrollando las diferencias hacia atrds de (2.35]) llegamos a esta otra forma equi-
valente de los métodos de Adams Bashforth:

k
Yntk = Yntk—1+ D Z Bj vk (2.36)
j=1

donde: f3j = (-1))~ Zf:_jlfl 7i(;10)-

Aplicando (2.24]) obtenemos las fronteras de las regiones de estabilidad de los métodos
de Adams Bashforth, ver Figura 23l Para k = 1 obtenemos el circulo del método de
Euler centrado en el punto (—1,0) y de radio 1. Se puede observar que la regién de
estabilidad decrece cuando crece el orden. Estos métodos no son adecuados para los
problemas rigidos porque su regién de estabilidad es pequena.

2.2.3. Métodos de Adams Moulton

En los métodos de Adams Moulton, el polinomio del método de Adams Bashforth
se reemplaza por otro que pasa por los puntos {(t,+j, fnt+j) 1 J = 1,2,...,k} y que viene
dado por (Z30). Sustituyendo este polinomio en la expresién (2.33) e integrando se llega
al siguiente método implicito:

k-1

Yntk = Yntk—1 + hZV;ijm-k (2.37)
j=0
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siendo los valores de 7 los recogidos en la Tabla Desarrollando las diferencias hacia
atras de (2.37), se llega a esta forma de los métodos de Adams Moulton:

k
Unik = Ynth-1 1Y B Fuihi1 (2.38)
=1

siendo: B = (—1)7 Y11 7 ()

ilo 1 2 3 4 5 6 7 8
«l1 _L _1 _1 _19 _ 3 _ 83 _ 275  _ 33953
75 2 12 24 720 160 60430 24192 3628800

Tabla 2.2: Coeficientes del método de Adams Moulton [3§].

El método de Adams Moulton para k& = 1 es el método de Euler regresivo de orden
1 y para k = 2 se obtiene el método trapezoidal (de orden 2).

De nuevo aplicando (Z:24]), se consiguen las fronteras de las regiones de estabilidad
de Adams Moulton, Figura 2.3l Las regiones de estabilidad del método Adams Moulton
son mas grandes que las regiones de estabilidad del método explicito Adams Bashforth,
pero no cubren toda la parte negativa del plano complejo. Al tratarse de métodos que
no son A-estables, no son los méas adecuados para resolver EDOs rigidas.

4i
AB k=1
3ir ABk=2 ot A
AB k=3 " .
5il AB k=4 g
“““ AM k=1 g
AM k=2 |
..... AM k=3
AM k=4
o+ 4
_2| [ ',Il \\\\ A
_3| F e 4
_ai ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ) ‘ ‘
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Figura 2.3: Regiones de estabilidad de Adams Bashforth y Moulton (interior a curva).
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2.2.4. Métodos BDF

Las BDF son métodos multipaso lineales que utilizan el valor de la derivada en un
Unico punto, el resto son valores de y. Para llegar a la expresiéon del método BDF,
se tienen las aproximaciones numéricas Yn, Yn+i,---, Yntk—1 a la solucion exacta del
problema ' = f (t,y (t)), y(to) = yo. Se considera el polinomio P(t) que interpola los
valores {(tn+j,Yn+j) :J =0,...,k} y que viene dado por ([229). La incégnita y,4x se
calcula de forma que el polinomio P(t) satisfaga la ecuacién diferencial en el ltimo
punto de la malla, es decir:

P’ (tn-‘rk) = f (tn+kvyn+k) (2.39)

De esta manera llegamos a la expresién de los métodos BDF:

k
1 .
Z Evjyn-i—k = hfn-‘rk (2'40)
j=1

Desarrollando las diferencias hacia atras de ([2.40), se obtiene otra expresién equiva-
lente de los métodos BDF:

k
> " Qynsj = hfuik (2.41)
=0

k o) a1 G as Gy Gs Gg Q7 C Ck+1
1 1
1] -1 1 |
1 3 1 2
2 3 —2 3 “3 79
1 3 11 1 3
3l-3 2 3 % —1 Tm
1 4 25 1 12
40 1 —3 3 -4 3 -5 i
1 5 10 137 1 10
5/—-5 1 —3 5 =5 % ~5 7
6l 1 _¢ 1 _20 1B _g 120
6 5 4 3 2 60 7 343

Tabla 2.3: Coeficientes y constantes de error de los métodos BDF.

Y siguiendo el procedimiento descrito en (2.24)), dibujamos las fronteras de la regiones
de estabilidad, Figura 2.4l En la Tabla 2.4] se recogen los angulos de A(«)-estabilidad.
Sélo los métodos BDF de d6rdenes 1 y 2 son A-estables, pero las regiones de estabilidad
de estos métodos son mas amplias que las de los métodos de Adams [7].

El error de truncamiento del método BDF de orden k viene dado por [52]:

LTEpp, = Cpoa iy ® 0 (8,) + 0 (hm) (2.42)
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k 1 2 3 4 5 6
A(a) | 90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°

Tabla 2.4: A(«)-estabilidad de los métodos BDF.

15i

. BDF5
10i

5if

-10i

—15i . . . . .
-10 -5 0 5 10 15 20

Figura 2.4: Regiones de estabilidad de los métodos BDF (exterior a curva).

donde:

(2.43)

-1 k1
Chog = —— -
T ek 1) Z::J

En referencias como [13] [38] se utiliza la constante de error Cjy; de la siguiente manera:

G =0 T o)

siendo p(r) y o(r) los polinomios caracteristicos asociados al método dados por (Z23)).
Es inmediato comprobar que p/(1) = o(1). Por una parte tenemos p/(1) = Z?:o joyy
por otra, o(1) = Z?:o Bj. Y utilizando (2.I9)) la diferencia de ambas resulta:

k k
P(1)—o()=) jaj= Bi=C (2.45)
§=0 j=0
que si el orden del método es p > 1, se cumple C; = 0. Por lo que se verifica la igualdad:

#(1) = o(1) (2.46)
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Sustituyendo (2:43)) en (Z44]), obtenemos las constantes de error para las BDF:

-1
Cii1=— 2.47
Se explica en el siguiente ejemplo el motivo por el que se utilizan dos constantes
distintas. Por ejemplo, la odesuite de Matlab utiliza la constante de error (2.47) y es
ésta la que también utilizaremos en este trabajo, denotando por C' a Cy ;.

Ejemplo del calculo del error local de truncamiento: Hemos calculado el error
local de truncamiento del método BDF de orden 2 que viene dado por:

4 1 2
Yn+2 = g¥nt1 — gUn + ghy;wz (2.48)
Se trata de un método multipaso que tiene la forma (2.3) siendo: oy = %, o) = —%,
ag =1, By = % Los polinomios caracteristicos del método BDF2 son:
_ J—1_4
p(’l") Z] 0™ = 3 3T+r (2 49)
o(r) = S Gird = 3
Por la definicién (2.6) del error local de truncamiento tenemos:
LTE = y(tnt2) — Ynio (2.50)

donde y; ,, se obtiene haciendo la asuncién de localizacién (Z.H). El problema de los
métodos implicitos es establecer el valor de la derivada y,, Tk (),1o de este ejemplo). Una
opcién posible es asignar a y;, |, el valor exacto y'(t,+2) y desarrollarlo en serie de Taylor
junto a los demads términos en torno a t,, como se indica a continuacién:

N 4 1 2
Yni2 = gy(tn-kl) - gy(tn) + ghy/(tn-m) (2.51)

Utilizaremos los siguientes desarrollos de Taylor centrados en el punto t,:

Y(tas1) = Ylta) + by (ta) + Zh2Y" () + S B3y (1) + ..
Y(tr2) = ylta) + 20y (ta) + 2029 (6a) + SH3" (1) + .. (2.52)
Y (bnsa) = o/ () + 20y () + 202" (1) + .

Sustituyendo los desarrollos (Z.52)) en (2.50) y reordenando términos se tiene:

LTE = y(tn) (1 - g + ;) + hy/ (t) (2 = % - 3)
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Por lo que el error local de truncamiento del método BDF2 es:
LTE = C3h3y" (t,,) + O(hY) (2.54)

siendo C3 = —%

La segunda opcién, probablemente mas coherente, consiste en asignar a la derivada
Yy, 1o €l valor (y5,5)" y resolver la ecuacién no lineal:

. 4 1 2 .
Ynto = gy(tn—i-l) - gy(tn) + gh(?/nn)/ (2.55)

Entonces, la constante de error toma la forma:

C C
== = (2.56)
p'(1)  o(1)
donde Cj5 viene dada por (2.43]). En la practica esta segunda opcién (Z.55) es mas dificil
de desarrollar, por lo que se recurre a la primera (asignando v'(t,+2) a v, 4o) para
determinar C3 y calcular posteriormente C3 utilizando (2.56)).

También se llega al valor de Cs sustituyendo los valores «;, (; correspondientes al
método BDF2 en las expresiones dadas por (2.I9), obteniéndose Cyp = C; = Cy = 0,
C3 = —2/9. Queda asi demostrado que el método es de orden 2. Para calcular la constante
de error C§ necesitamos calcular p/(1) o o(1) (ambos son iguales (2.40])):

{p/(r) =—3+2r=p(1)=2 (2.57)

Y finalmente llegamos a la constante de error C3 del método BDF2:

- Cs _ Cs _—2/9_;1
G0 o) 33 3 (259

Cabe decir que en los métodos de Adams Moulton no se suscita esta problemética,
ya que p/(1) = o(1) = 1, y ambas versiones de la constante de error coinciden.

2.2.5. Métodos NDF

Una de las modificaciones hechas a los métodos BDF son los métodos NDF (Numeri-
cal Differentiation Formulae) [62]. Es una modificacién barata computacionalmente, que
consiste en anticipar una diferencia de orden (k+1) cuando estamos trabajando en orden
k. La NDF de orden k viene dada por la siguiente expresion:

k
1 .
> SV ek = i+ £V g (2.59)
j=1
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donde la constante ~y; estda dada por (2.43]). El coeficiente x fue introducido por Klop-
fenstein y Shampine para maximizar el d&ngulo de A(«)-estabilidad al mismo tiempo que
se reducia el error local de truncamiento. Las NDF son menos estables que las BDF pero
mas precisas, ya que su constante de error es menor que el de las BDF:

C— (—kil _ fm) (2.60)

Shampine s6lo propone anadir este sumando en 6rdenes k = 1,2, 3,4 ya que a partir
de orden 5 no se gana demasiado en eficacia. Las caracteristicas de estos métodos se
recogen en la Tabla

k | k de las NDF  %tamano de paso A(«) de las BDF  A(a) de las NDF
1 -0.1850 26 % 90° 90°
2 -1/9 26 % 90° 90°
3 -0.0823 26 % 86° 80°
4 -0.0415 12% 73° 66°

Tabla 2.5: NDF's de Klopfenstein y Shampine: eficiencia y estabilidad respecto BDF.

2.2.6. Meétodos multipaso lineales mejorados

Como ya hemos adelantado en la introduccién de este capitulo, las tres lineas gene-
rales que se han seguido en los 1iltimos anos para construir métodos multipaso lineales
con buenas caracteristicas de estabilidad han consistido en utilizar derivadas de orden
superior, puntos super-futuros y en combinar dos métodos multipaso [37].

2.2.6.1. Métodos multipaso lineales que utilizan la 2? derivada

Los métodos de Enright [24] y los métodos SDBDF (Second derivative BDF method)
[37] son métodos que utilizan la segunda derivada. Ambos métodos son A-estables hasta
orden p = 4. Las caracteristicas de estabilidad de los métodos SDBDF son mejores
que las de los métodos de Enright, pero las constantes de error C de estas tltimas son
menores, ver Tablas y 277 Se pueden ver sus regiones de estabilidad en las Figuras

2.5y 2.6

En [49] se presenta el método New Efficient Second Derivative Multistep Methods
que utiliza la segunda derivada y que depende de dos pardmetros 5* y v*. Es un método
que presenta mejores caracteristicas de estabilidad que los métodos SDBDF para ciertos
valores de los pardmetros, ver Tablas 2.8y
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k 1 2 3 4 5 6 7
» 3 4 5 6 7 8 9
Aa) 90° 90°  87.88°  82.03°  73.10° 59.95°  37.61°
C | 0.01380 0.00486 0.00236 0.00136 0.00086 0.00059 0.00042

Tabla 2.6: Caracteristicas de los métodos de Enright.
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Figura 2.6: Regiones de estabilidad de los métodos SDBDF (exterior a curva).

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

90° 90° 90° 89.36° 86.35° 80.82° 72.53° 60.71° 43.39° 12.34°
0.1667 0.0556 0.0273 0.0160 0.0104 0.0073 0.0054 0.0041 0.0032 0.0026

S
O\%@w

Tabla 2.7: Caracteristicas de los métodos SDBDF.
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
D 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(a) | 90° 90° 90° 89° 86° 81.7° 75° 63.5° 47.6°
Tabla 2.8: Caracteristicas del método New Efficient SDMM con g* = —0,2,v* = 0,2.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
D 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(a) [ 90° 90° 90° 89.9° 87.3° 84.2° 80° 7T1° 57.8°
Tabla 2.9: Caracteristicas del método New Efficient SDMM con g* = —0,05,7* = 0,9.

2.2.6.2. Métodos multipaso extendidos

Con el propdsito de aumentar la estabilidad de los métodos BDF, Cash extendio estos
métodos anadiendo puntos super-futuros [16]. Al método se le llamé EBDF (Extended
Backward Differentiation Formula) y consiste en la aplicacién sucesiva de dos predictores
BDF en instantes ¢, % ¥ tntk+1 ¥ un corrector que viene dado por:

k

>yt = hBrfnsk + Wit fatrin
i=0

(2.61)

fntke1 €s un nuevo término que se calcula en el instante super-futuro ¢, %1 aplicando
sucesivamente la BDF estdandar. Los métodos EBDF son A-estables hasta orden p = 4,
ver Tabla 210l

k 1 2 3 4 5 6 7 8
P 2 3 4 5 6 7 8 9
A(a) | 90° 90° 90° 87.61° 80.21° 67.73° 48.82° 19.98°

Tabla 2.10: Caracteristicas de los métodos EBDF'.

En [I§] y [19] se introduce el método MEBDF (Modified Extended Backward Di-
fferentiation Formulae) que tiene mejores caracteristicas de estabilidad que el método
EBDF (ver Tabla[2.11]). Este nuevo método utiliza los mismos predictores que el EBDF
y un nuevo corrector:

k

Z jYnti = MOk fask + PBksr frikir +h (ﬂk - 5k> Frtk

j=0

(2.62)

En [20] se propone un cédigo para las MEBDF y en [46] se presentan los métodos
llamados MF-MEBDF que basados en [11] consiguen optimizar la computacién de los
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Figura 2.7: Regiones de estabilidad de los métodos EBDF (exterior a curva).

k 1 2 3 4 5 6 7 8
D 2 3 4 5 6 7 8 9
A(a) | 90° 90° 90° 88.36° 83.14° 74.50° 62° 42.88°

Tabla 2.11: Caracteristicas de los métodos MEBDF'.

métodos MEBDF. En [57] se proponen dos nuevos métodos multipaso extendidos para
k=1, 2, 3, 4, llamados bloque avanzado implicito. Ambos métodos siguen el esquema
de los métodos EBDF y MEBDF: predicen dos veces utilizando BDFs de orden k y
corrigen con unos nuevos correctores. Uno de estos correctores (el primero) mejora las
caracteristicas de estabilidad de los métodos EBDF y MEBDF en k = 4 (ver Tabla2.12).

k 1 2 3 4

P 2 3 4 5
A(a) Corrector 1 | 90° 90°  90° 90°
A(a) Corrector 2 | 90° 89.5° 72° 39°

Tabla 2.12: Caracteristicas del bloque avanzado implicito.

2.2.6.3. Combinacién de métodos multipaso

También se puede crear un método realizando combinaciones lineales de métodos
multipaso existentes. Los métodos combinados (blended) [66] y los métodos A-BDF' [2§]
son métodos de este tipo.
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Los métodos combinados [66] son una combinacién lineal del método de Adams
Moulton de orden (k + 1) y del método BDF de orden k:

{AMF(’““) Ak h T BDF(k)} =0 (2.63)

siendo v* un pardmetro libre y J = 9f/dy. La férmula ([Z.63) es de orden p = (k + 1)
para V4%, Eligiendo ) = —k~}, siendo ~y; los valores de la Tabla correspondientes
a Adams Moulton, es posible conseguir A-estabilidad hasta orden p = 4. Si elegimos
~%) de tal forma que maximice el dngulo de A(a)-estabilidad se consigue A-estabilidad
hasta orden p = 4 y A(28,68°)-estabilidad en orden p = 12 [37, [66]. En la Figura
se muestran las regiones de estabilidad de los métodos combinados para v*) = —kvg,
siendo ~y; los valores correspondientes al método de Adams Moulton.

15i 8i

10i
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0

=5i
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-15i
-10 -5 0 5 10 15 20 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 2.8: Regiones de estabilidad de los métodos combinados (exterior a curva).

También los métodos A-BDF [28] son combinacién lineal de dos métodos multipaso
existentes: del método BDF implicito (BDF de Gear) y del BDF explicito:

BDFY — q.BDF® =0 (2.64)

siendo a un pardmetro. Estos métodos son A-estables para k = 1,2 s6losia € [-1,1), y
A(a)-estables hasta orden 7.

Otra opcién es combinar las técnicas de dos métodos existentes. En [44] se utiliza el
método A-BDF como predictor dentro del esquema EBDF, creando el método A-EBDF.
Ajustando el pardametro a del método A-BDF se consigue que los métodos A-EBDF
sean A-estables para p < 4y A(a)-estables hasta orden 9 siendo el dngulo de estabilidad
mayor que el de los métodos BDF, A-BDF y EBDF, ver Tabla 2.13]

Cuando se utilizan segundas derivadas dentro del esquema de los métodos extendidos,
es posible crear métodos A-estables hasta orden p = 6, o incluso hasta orden p = 8. Es
el caso de los métodos E2BD [I7] en los que se presentan dos clases de métodos y los
métodos New SDMM [45], ver Tablas 214 y 215
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ko1 2 3 4 5 6 7 8
p |2 3 4 5 6 7 8 9
A(e) | 90° 90° 90° 88.85° 84.2° 75° 61° 30.50°

Tabla 2.13: Caracteristicas de los métodos A-EBDF.

k 1 2 3 4 5 6

P 4 5 6 T 8 9
A(a) clase 2 | 90° 90° 90° 89° 87° 83°
A(a) clase 1 | 90° 90° 90° 90° 90° 89°

Tabla 2.14: Caracteristicas de los métodos E2BD.

k 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
P 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A(a) | 90° 90° 90° 90° 89.8° 88.3° 85.3° 80.5° 73.5° 61.9° 50.3° 29.9°

Tabla 2.15: Caracteristicas de los métodos New SDMM.

2.3. Meétodos Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta son métodos que en cada paso utilizan la evaluacién de la
derivada en puntos intermedios del paso. Se les llama métodos multietapa o de s-etapas.
Esta idea generalmente se le atribuye a Runge (1895), pero también Heun (1900) y Kutta
(1901) hicieron sus contribuciones. En concreto, fue Kutta quien caracterizé completa-
mente el conjunto de métodos Runge-Kutta de orden 4 y propuso los primeros métodos
de orden 5. No fue hasta el trabajo de Huta (1956) cuando se introdujeron métodos
de orden 6. Desde que se introdujeron los ordenadores digitales, existe méas interés en
los métodos Runge-Kutta y muchos investigadores han contribuido en extensiones de la
teorfa y en el desarrollo de métodos particulares. Este es el caso de [58], en el que se
construye un método Runge-Kutta de orden 5. Aunque al principio todos los estudios se
centrasen en los métodos Runge-Kutta explicitos, hoy en dia también interesa el estudio
de los métodos Runge-Kutta implicitos, ya que éstos son apropiados para la resoluciéon
de ecuaciones diferenciales rigidas.
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2.3.1. Introduccion al método

Dada una EDO de valor inicial, el método general de s-etapas de Runge-Kutta viene
dado por:

Yntl =Yn + hz biki (2.65)
i=1
siendo: k; = f(tn, + cih,yn + hZaijk:j), 1=1,2,....,8 (2.66)
j=1

Las constantes a;;,b;, ¢; de las férmulas de avance (2.65) y (2.66) de un método
Runge-Kutta se recogen en una tabla de coeficientes que se conoce como Tabla Butcher.

Cc1 ail ai2 o als
C2 a1 a2 o azs
Cs Gs1 As2 -+ Uss

bl b2 e bs

Tabla 2.16: Tabla Butcher de un método Runge-Kutta.

La Tabla Butcher 216 también se puede expresar matricialmente, Tabla 17|
definiendo los vectores b y ¢ de dimensién s y la matriz A de dimensién s X s como:

b= [bl,bg, ...,bS]T, Cc = [61,02, ...,CS]T, A = [aij]

c| A
bT

Tabla 2.17: Representacién matricial de la Tabla Butcher.

Cada componente del vector ¢ indica la etapa dentro del paso y el vector b’ es un
vector de pesos. La matriz A indica la dependencia de las etapas respecto a las derivadas
halladas en etapas anteriores (método explicito) o en todas las etapas (método implicito).
Un método Runge-Kutta puede ser explicito (A estrictamente triangular inferior), im-
plicito (A no es triangular inferior) o semi-implicito (A triangular inferior). En el caso
explicito la férmula (2.66) toma la siguiente forma:

i—1
ki = f(tn+ cihyn +h Y _aik;), i=1,2,..,5 (2.67)
j=1
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Aparte de las condiciones de orden que veremos, se establece en general la siguiente
relacion entre las constantes a;j, ¢; [13]:

S
=) ayg, i=1,2,..,s (2.68)
j=1

2.3.2. Condiciones de orden

La expresién del error local de truncamiento de los métodos Runge-Kutta es un
poco compleja. Empezaremos viendo cudles son las condiciones de orden de un método
Runge-Kutta explicito de 3-etapas y de orden 3. En el caso de los métodos unipaso, la
expresion del error local de truncamiento (2.6) queda:

LTEn1 = y(tnt1) = Ynia
siendo y; | calculado mediante la asuncién de localizacién (Z.3). Consideramos el desa-
rrollo en serie de Taylor de y(t,+1):
2 3

 (tnst) = (1) + R (1) + oy (ta) + " (0) O () (269

Supondremos que la funcién f(¢,y) es lo suficientemente derivable como para que
existan y sean continuas sus derivadas parciales. Utilizamos las notaciones abreviadas
para la funcién f(t,y) y para sus derivadas parciales:

of of 0% f 0% f o*f
= t7 = —, = =, = <5, = =5 = —= T A etC.
f f( y)» ft ot fy By fe 912 fyy 0y2 fty fyt Dyor
(2.70)

Escribimos las derivadas de (Z.69) en funcién de las notaciones abreviadas (2.70):
y'(ta) = f
y'(tn) = fe+ fyy' = fo + £y
y"'(ta) = fue + ey + F(fyr + flyy) + fy(fe + Ffy) =
= ftt + 2ftyf + fzfyy + fy(ft + ffy)

(2.71)

Introducimos las funciones F = f; + ff, v G = fu+2fu, f + f*fyy para abreviar atin
més la notacién utilizada en ([Z71]). Asi, el desarrollo de Taylor (2.69) queda:

Y(tni1) = y(tn) + hf + %hQF + éh3 (Ff,+G)+O(h") (2.72)

Para el caso de un método Runge-Kutta explicito de 3-etapas, el valor y; ,; viene

dado por:
3

Ynt1 = Y(tn) +h Z bik; (2.73)
i=1
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i—1
siendo: k; = f(tn +cih,y(tn) +h > aijk;) parai = 1,2, 3. Desarrollando los términos k;
j=1

y utilizando las expresiones de F y G se llega a:

k= f
1 :
ko = f+heaF + Sh*3G + O (k) (2.74)
1
ks = f + hesEF + h2 <626L32ny + 26§G> +0 (h3)

Y sustituyendo (2.74]) en (Z773) se tiene:
yi =y(tn) + hf (b + by +b3) + h*F (byca + bzes)
1
+ §h3 [2b302a32ny + (bgcg + bgcg) G] +0 (h4) (275)

Finalmente, sustituimos las expresiones (2.72)) y (Z.75]) en la expresion del error local
de truncamiento y éste queda:
1
LTE, 1 = hf (1 — (bl + by + bg)) + h2F <2 — (bQCQ + b303)>
3 1 L1 2 4
+ h ny 6 — bgcoaze | + G 6 — i(bZCQ + b363) + 0 (h )(276)

De donde se llega a las condiciones de orden de un método Runge-Kutta explicito y de
3-etapas:

= El método serd de orden 1 si se cumple: 1 — (b1 4+ by +b3) = 0= Y20 b = 1.
» Kl método sera de orden 2 si también se cumple la siguiente condicion:

3
1 1
5 — (bQCQ + bgcg) =0= ':E 1 bic; = 5 (277)

» El método sera de orden 3 si también se cumplen las siguientes condiciones:

6 = 3(bac +bycd) = 0= T3 bicf = 5
Lo

(2.78)
5oz = 0= >0 1 b (ZN az‘jcj) =3

En general, el error local de truncamiento de un método Runge-Kutta de s-etapas
viene dado por la siguiente expresion [14]:

LTE = th ( Z 1 (7; _ ¢r,q> Drvq(y(tn))> (2.79)

a.
i=1 r=i+1 4
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114 Orq Trg Pra Drg

111 1 Y5 b f

2011 2 35 b f'f

312 3 Y5 b F(f 1)
321 6 Y5 ib (ZM aijcj) s

416 4 S5 bicd U f f)
218 X5 (Tie0u0) (4 F)
1132 12 30,0060 (X,00u¢2) F( 1)
4141 24 337 b; (Zj<i Qij (qu‘ ajkck)) F'rrs
51124 5 5, bicd O 115 1)
522 10 Y5 b (Zm aije; FOUL L)
5132 15 %5, e (30 0i¢2) PP )
5141 30 37 bic (ZM% (qu ajka)) F'
552 20 Tk (D) P F )
5166 20 3500 (X006 P )
BT 1 40 S5 b (30,0 aic (qu ajkck>> P )
5182 60 51 bi (X< ai <Zk<j ajkc%)) FIF 1)
5191 120 503 b (i 005 (Sae ik (S atmen) ) ) F111'1

Tabla 2.18: Valores de 044, Vg, ¢rq ¥ Drq hasta orden 5.

siendo 0.4 ¥ V4 constantes, ¢, , una constante que depende de los coeficientes a;;, b;, ¢;
del método y D,., distintos sumandos de la derivada de orden r de y(t). Se han recogido
en la Tabla 2.1§ los valores de o, ¢, Vr.q, ¢rq ¥ Drgq correspondientes a érdenes 1 — 5.

Un método Runge-Kutta es de orden p si se cumple:

1 1
( - ¢T,q> = 07 vq? r= 1)2) 7p (280)

Or,q \Vryq

En este caso el error local de truncamiento es de orden (p + 1) y viene dado por:

LTE = hP*! Z 1 ( L qsw) Dy 4(y(ty)) + O(RPT2) (2.81)

g
T:p-‘rl 4 ")/,',_7(1

Sustituyendo los valores de 0,4, Vr.q, ¢rq en (Z80) se consiguen las condiciones que
tienen que cumplir los coeficientes a;j, b;, ¢; para que el método sea de orden p. Es lo
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que hemos hecho para conseguir las 17 condiciones de (Z82) que tiene que cumplir un
método Runge-Kutta de orden 5. En la Tabla se recogen el niimero de condiciones
a cumplir en cada derivada de orden r de y, asi como el nimero total de condiciones. Y
en la Tabla se ha recogido la relacion entre las etapas de un método Runge-Kutta
explicito y su orden. Asi, para p > 4 no existe ningin método Runge-Kutta explicito de
p-etapas y orden p [52].

Lori=1 5.¢s1=1% O ds1=1 13 ¢s55=15
2991 =3 6.¢s2=1% 10.¢s0=15 14 ¢56= 155
3.931=3 T.¢uz=15 1l.¢s3=1 15 ¢57= 1 (2.82)
4odso=1 S bua=o 12.650=o9 16.¢58= &

Orden 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N° de condiciones 11 2 4 9 20 48 115 286 719
2 4 8 17 37 8 200 486 1205

N° total de condiciones | 1

Tabla 2.19: N° de condiciones a cumplir en los métodos Runge-Kutta (6rdenes 1-10).

Orden del método 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero minimo de etapas |1 2 3 4 6 7 9 11 12-17 13-17

Tabla 2.20: Relacién entre orden y etapas en los métodos Runge-Kutta explicitos [52].

2.3.3. Caracteristicas de estabilidad

Para estudiar las caracteristicas de estabilidad de un método Runge-Kutta hay que
aplicar el método a la ecuacién de test 3y’ = Ay, obteniéndose una ecuacién en diferencias
de orden 1:

Yni1 = R(W)yn, h=hA (2.83)
R(h) es la funcién de estabilidad del método y viene dada por [52):
. . RN
R(h) =1+ hb" <I - hA) e (2.84)

siendo I la matriz identidad de dimensién s y e = [1, 1, ..., I]T € R?.
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Dekker y Verwer dan una forma alternativa de la funcién de estabilidad [52]:

. det (I —hA+ hebT)

det (1 _ HA) (285)

Y de (2:85)) se deduce que:

» Cuando el método Runge-Kutta es explicito (A es estrictamente triangular inferi-
or), la matriz (I — hA) también es triangular inferior siendo el 1 el elemento que
aparece en todas las posiciones de la diagonal principal. Por tanto, det(I — fLA) =1
y la funcién de estabilidad (Z85) se reduce a un polinomio en h.

= En los métodos Runge-Kutta explicitos no se puede cumplir la condicién de es-

tabilidad absoluta: cuando ‘h’ — 00, Yn41 DO estd acotado porque R(h) es un

polinomio. Por lo que, los métodos explicitos Runge-Kutta tienen una regién de
estabilidad absoluta finita.

= En el caso de un método Runge-Kutta de s-etapas y de orden p explicito, siendo
s = p (esto sucede cuando s = 1,2,3,4), la regién de estabilidad siempre es la
misma [52] y la funcién de estabilidad es:

. SR
R (h) =1+Y o (2.86)
j=1
En la Figura[2.9] se muestran las cuatro regiones de estabilidad para el caso s = p.

3i

2iF

-4 -3 -2 -1 0 1

Figura 2.9: Regiones de estabilidad Runge-Kutta con s = p (interior a curva).
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» Si el método de Runge-Kutta explicito es de s-etapas y orden p siendo p < s (y
esto sucede cuando p > 4 en los métodos explicitos), la funcién de estabilidad es:

A . h2 B3 ARy
R(h):1+h+§+§+...+a+zwh (2.87)
q=p+1

Los coeficientes v, dependen de los coeficientes del método Runge-Kutta que esta-
mos utilizando. Ahora si que existe una pequena posibilidad para mejorar la regién
de estabilidad, pero los intentos para explotar esta posibilidad no producen ningin
resultado espectacular [52].

= Cuando el método no es explicito, el determinante de la matriz (I — hA) es un
polinomio en A y la funcién de estabilidad (Z.85]) es una funcién racional en h.

= Cuando el método Runge-Kutta no es explicito, es posible que se cumpla la condi-
cion de estabilidad absoluta: cuando

iL‘ — 00, Yn+1 estd acotado y la region de
estabilidad absoluta puede ser una regién infinita.

Los métodos Runge-Kutta implicitos tienen la ventaja potencial de que comparados
con los métodos explicitos, cuentan con menos etapas para conseguir el mismo
orden y ademas su regién de estabilidad es mayor que el de los métodos explicitos.
La desventaja de los métodos implicitos es la naturaleza implicita de al menos
alguna de las etapas, lo que nos obliga a utilizar métodos iterativos.

En adelante trabajaremos con los métodos Runge-Kutta explicitos.

2.3.4. Meétodos explicitos anidados

El término principal del error local de truncamiento de los métodos Runge-Kutta es
muy costoso de calcular (2.81]). Merson (1957) propuso una forma de estimar el error en
funcién de los k; que ya se han calculado durante el paso. La clave de la idea de Merson
se basa en considerar los métodos de Runge-Kutta de orden p y (p + 1) que comparten
los mismos coeficientes ¢;,a;;. A este proceso se le llama anidacién. La tabla Butcher
correspondiente a un método Runge-Kutta anidado tiene la forma de la Tabla 2211

c| A
] bT

bT

ET

Tabla 2.21: Tabla Butcher de los métodos Runge-Kutta anidados.

El método que estd definido por ¢, A y b’ es de orden p y el que estd definido por
c, Ay bT es de orden (p + 1). En los métodos Runge-Kutta anidados las constantes
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k; dadas por la expresién (Z66) son las mismas para ambos métodos (el de orden p y
(p+1)). La tinica diferencia entre ambos es la dltima suma que se efectia para calcular
los términos ¢n+1, Yn+1 de orden (p+ 1) y p respectivamente:

Unt1 = Yn + hz biki,  Yni1=Yn +h Z biki (2.88)
i=1 i=1

El error local de truncamiento se estima mediante la diferencia de los dos valores

Un+1, Ynt1:

Jnt1 = Ynt1 = h Y _ Eiki (2.89)
i=1

siendo: E; = b; — b;, de la misma manera que ET = bT — bT en la Tabla 2211

Cuando utilizamos el valor y,4+1 calculado con el método de orden p como valor
inicial del siguiente paso, el método es de orden p y el método anidado se denota como
(p,p+1). Sin embargo, cuando utilizamos el valor ¢, calculado con el método de orden
(p+ 1) como valor inicial del siguiente paso, el método es de orden (p+ 1) y el método
anidado se denota por (p+ 1,p).

Algunos métodos Runge-Kutta anidados son estos:

» Fehlberg ha generado varios pares de Runge-Kutta anidados [26, 27]. El método
(4,5) més conocido es el RKF45, donde los coeficientes se eligen para que el error
local de truncamiento sea pequerio. Es un método de 6 etapas y sus polinomios de
estabilidad son:

. Orden4:R(ﬁ):1+iL+%+§+%+%
e Orden 5: R(h) = 1+ h+ 1 4 B2 bl 12y he

= Otro método Runge-Kutta anidado conocido es el que desarrollaron Dormand y
Prince [23] y que se conoce como DOPRI(5,4). Es el método que utiliza la ode45
de Matlab. Es un método de 7 etapas de tal manera que el vector b” hace que
el método sea de orden 5 y b” que sea de orden 4. En la prictica se trata de un
método de 6 etapas, ya que el ultimo coeficiente del vector b7 es 0. Se trata de los
métodos denominados FSAL (First Same As Last), significa que la evaluacién de
la derivada en la 1ltima etapa del paso sirve como evaluacién de la primera etapa
del siguiente paso. Sus coeficientes estan recogidos en la Tabla y su regién de
estabilidad estd representada en la Figura 210l Los polinomios de estabilidad del
par anidado DOPRI(5,4) son estos:

) A P k% B3 | A% | 149R5 | 41hS A7

. Orden5:R<l:L):1+h+ﬁ;+%+%+%+%
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¢ a;1 a;2 a;3 Q4 Qi5 Qi Q57
0
1 1
5 5
3 3 9
10 10 0
4 44 _ 56 32
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1| 907 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
b7 | 5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
N 35 500 125 2187 11
b 384 0 1113 192 6784 84 0
ET 71 0 __1l 71 17253 22 1
57600 16695 1920 339200 525 40

Tabla 2.22: Constantes del método Runge-Kutta DOPRI (5,4) (ode45).

4i

3if

2i

DOPRI(5,4) p=4
DOPRI(5,4) p=5
RKF45 p=5

RKF45 p=4

-4

Figura 2.10: Regiones

de estabilidad RKF45 y DOPRI(5,4) (interior a curva).






Capitulo 3

Métodos lineales multipaso para
EDOs de orden 2

No sé lo que pareceré a los ojos del mundo, pero a los mios es como si hubiese sido un
muchacho que juega en la orilla del mar y se divierte de tanto en tanto encontrando
un guijarro mas pulido o una concha mas hermosa, mientras el inmenso océano de
la verdad se extendia, inexplorado frente a mi.

ISAAC NEWTON

Los sistemas de EDOs de segundo orden que se obtienen tras la semidiscretizacion
de la EDP tipo onda mediante el Método de Elementos Finitos (MEF) presentan mucha
rigidez. La resolucién de éstos requiere el uso de métodos numéricos con buenas carac-
teristicas de estabilidad y disipacién numérica controlada (amortiguamiento algoritmico)
en el rango de las frecuencias altas.

Algunos métodos desarrollados para el &mbito lineal se presentan en [47]. Entre estos
métodos destacan el método Collocation [42], el método de Wilson [68], el HHT-« [43],
el método de Houbolt [31], o métodos més recientes como el alfa-generalizado [21].

La presencia de inestabilidades numéricas al resolver problemas no lineales mediante
métodos que resultan incondicionalmente estables en el &mbito lineal, ha motivado la
busqueda de métodos numéricos que conservan la energia y/o el momento angular. En
este sentido, han sido de interés los esquemas de conservacion de energia-momento de
Simo y Tarnow [64] y de Gonzélez [33]; y los métodos Energy Dissipative, Momentum
Conserving, EDMC, de Armero y Romero [4, [5] que conservan el momento angular,
disipan la energia y son capaces de eliminar las frecuencias altas.

En este capitulo estudiaremos algunos métodos de la mecanica clasica computacional
desarrollados en el dmbito lineal. Son métodos que resuelven EDOs de segundo orden,
sin la reduccién previa a orden 1, y que se reducen a métodos multipaso lineales para
EDOs de orden 2. Empezaremos recordando la forma de un método lineal multipaso para

[
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EDOs de orden 2 y caracterizando su orden de precisiéon. A continuacién, calcularemos
el radio espectral, el amortiguamiento algoritmico y el error relativo en el periodo de
estos métodos, lo que permitird conocer el comportamiento de estos métodos frente a
altas frecuencias.

3.1. Meétodos lineales multipaso para EDOs de orden 2

Dada una ecuacion diferencial de segundo orden de condiciones iniciales del tipo:

"= fty,y), yla)=ny(a)=1 (3.1)

buscamos una solucién a la misma en el intervalo a < t < b, siendo a, b finitos. Asumimos
que la funcién f cumple las condiciones de Lipschitz, y llamaremos y(t) a la solucién
exacta del problema (B.1]). Si escribimos (8.1]) como un sistema de EDOs de orden 1 y si
a éste le aplicamos un método multipaso de INf—pasos 23), se tiene:

ko~ E 5
{Zio Ajynyj = h o BiYn; (3.2)
S Gy =h N0 Bif (g Untss Yy )
Eliminando {ygﬂ- :7=0,1, ,l;:} en (3.2) resulta [38]:
k k 3
> ynt; =h* Y Bif(tntj yntj), siendo k =2k (3.3)

j=0 7=0

La expresion ([3.3) corresponde a un método lineal multipaso o de k-pasos para EDOs
de segundo orden, que es similar a la expresiéon de un método lineal multipaso para EDOs
de orden 1 (Z3), pero con coeficientes distintos y donde aparece el factor h? en lugar
del factor h. Esto implica que la acumulacién del error local en global es con un factor
1/h% y no con 1/h como sucedia en EDOs de orden 1. Es decir, en EDOs de orden 2:
LTE = O(h?*?) = GTE = O(hP).

También son vélidas para el caso de métodos lineales multipaso para EDOs de orden
2 las definiciones y expresiones del error global de truncamiento (2:4]), asuncién de lo-
calizacién (Z.5)), error local de truncamiento (2.6 y desacomplamiento del sistema para
obtener un problema escalar del Capitulo 21

En el caso de métodos lineales multipaso para EDOs de orden 2 (3.3]), se define el
operador lineal diferencial de la siguiente manera:

k
Z a]y (t+ jh) — —h? ﬁjy"(t —i—jh)] (3.4)
7=0
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siendo y(t) una funcién arbitraria y diferenciable cuantas veces queramos en el intervalo
[a, b]. Pero si y(t) es una solucién de la EDO (B.]), el operador define el error local de
truncamiento del método. Entonces, utilizando desarrollos de Taylor de las funciones
y(t) e y”(t) alrededor del valor t,, se tiene [38, [51]:

L[y(t); h] = Coy(tn) + Crhy' (tn) + Coh®y" (tn) + ... + Cyh%y D (t,) + ... (3.5)

siendo las constantes C; las siguientes:

Co = Zf:o QG

zi;; ;) - (Sho ) (3.6)

En este caso, el orden del error local de truncamiento es un factor h mas fuerte que
en el caso de métodos para EDOs de orden 1 [41]. Asi, el método numérico dado por
([33)) es de orden p si el error local de truncamiento es O(hP*2), es decir, si el error global
de truncamiento es O(hP). Por tanto, si Co =C1 = ... = Cp, = Cpp1 =0y Cpya # 0:

LTE, 1, = CpiahP 2Pt (1) 4 O(hPF3) (3.7)

Al término Cpy9h?+2yP+2)(t,) se le llama término principal del error local de trun-
camiento y a la constante Cjp42 constante de error. Lo mismo que en el caso de EDOs
de orden 1, también existe otra versién de la constante de error para EDOs de segundo
orden [38], que viene dada por la expresién:

Cpt2

o(1)

siendo o () el 2° polinomio caracteristico asociado al método y que viene dado por (Z.23).

C =

(3.8)

En este capitulo estudiaremos métodos que sirven para resolver sistemas de EDOs
de orden 2 de la forma:

Md"+Cd + ant(d) = Feut, d(O) = dp, d,(O) = Uy (39)
Cuando Fin:(d) es lineal (Fi(d) = Kd) (39) queda:
Md" + Cd' + Kd = F, d(0) = do, d'(0) = vg (3.10)

utilizando la notacion F' = F,.,, con el objeto de simplificar la escritura.

Concretamente, estudiaremos métodos que son reducibles a métodos lineales multi-
paso para la resolucién de EDOs de orden 2 de la forma ([B3]). El estudio de estabilidad
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de estos métodos consiste en aplicar el método a la EDO de orden 2 escalar lineal ho-
mogénea y de coeficientes constantes, que se conoce como ecuacion de test:

U’ + w?u =0 (3.11)

Tras aplicar el método a la ecuacién de test, se obtiene un sistema de ecuaciones en
diferencias de orden 1 del tipo (2.9)):

Uni1 = A(Q)U, (3.12)

siendo Q) = hw, Upy1 v U, las matrices con las incognitas en los instantes ¢, 41 y t, v A
el factor de amplificacion. El método es estable si su radio espectral p, es menor o igual
que 1 (estrictamente menor que 1 para raices multiples):

p(A) = maz {|\i| : \; autovalor de A} <1 (3.13)

3.2. Meétodo alfa-generalizado

Consideramos la siguiente EDO de orden 2:

Md" + Cd' + Kd = F, d(0) = do, d'(0) = vg (3.14)

Transformamos (B.I4]) en un sistema de 2 EDOs de orden 1:

{y(t) =dt) {y'<t> = d'(t) = (1)
v d

t) /(1) (3.15)

y cumpliéndose (3.14]). Si aplicamos el método trapezoidal al sistema (B.15)) se tiene:

dpy1 =dy + On 7 O h (3.16)
Up+l = Un + Gn ¥ Gl +2an+l h '

En (3I0) se observa que el desplazamiento se actualiza utilizando la velocidad constante
media de los instantes ¢, y t,41, ¥ que la velocidad se actualiza mediante la aceleracion
constante media de los instantes t,, y t,41. Sustituyendo la segunda férmula de avance
de (BI6) en la primera se tiene:

2
s = d+ 5-h + (vn + Wh) g = dy + oph + (5 4+ 2 M san

2 2 " 2 )2

La expresién ([3.I7) corresponde a la férmula exacta del movimiento uniformemente ace-
lerado de aceleracién constante, siendo ésta la media de las aceleraciones de los instantes

tn y tn+1 .
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En (316l), podriamos optar por actualizar el desplazamiento ponderando las veloci-
dades de los instantes t,, y t,+1, v actualizar la velocidad ponderando las aceleraciones
de los mismos instantes. También se podria reproducir este esquema de ponderaciones
en la expresién ([B.I4). La utilizacién de este esquema en ambas expresiones ([B.14) y
BI4), da lugar a las siguientes posibilidades:

» Generalizamos el método trapezoidal introduciendo un pardametro 23 de pon-
deracion en ([BIT) y otro pardmetro 7 en la segunda expresion de (B.I6):

{dn+1 = dy + vah + (1 = 28)ay + 28an11) (3.18)

Upt+1 = Up + (1 —¥)an +yant1) h
El sistema biparamétrico (3.I8) es el que se utiliza en el método de Newmark que

veremos en este capitulo [55] e incluye al método trapezoidal (B.16]) considerando
B =0,25,~ = 0,5.

» Si ademds de las ponderaciones de (B.18]), también ponderamos la expresion (3.14),
exceptuando en esta ponderacion las fuerzas de inercia, se tiene:

Mapi1+ (1 — a) Copy1 + aCop + (1 — ) Kdpy1 + aKdy = F (thy1-a)  (3.19)

siendo tp41-a = (1 — @)tp+1 + aty. El sistema triparamétrico formado por (319
y [BI8), incluye al método de Newmark y es el esquema utilizado en el método
HHT-« [43].

= Si manteniendo las ponderaciones de ([B.I8), también ponderamos la expresién
(BI4)), pero esta vez ponderando sélo las fuerzas de inercia, se tiene:

(1 —ap)Map+1 +apMay + Copy1 + Kdpy1 = F (tpy1) (3.20)

También el sistema triparamétrico formado por ([3.20) y (B.I8]]), incluye al método
de Newmark y es el esquema que utiliza el método de Bossak-Newmark o WBZ-«
[70].

= Finalmente, si la ponderacién de la expresion (B8.14]) se hace ponderando de distinta
forma las fuerzas de inercia y el resto de los sumandos se obtiene:

Man-i—l—ocm + Cvn+1—af + Kdn—i—l—af =F (tn—i—l—af) (321)

donde:
dn+1—af = (1 - OCf) dpi1+ afdn
Unti-a; = (1 —ay) vpp1 + ago,
Aptl—a, = (1 — am) any1 + aman,

tn—l—l—af = (]- - Olf) tn+1 + aftn

(3.22)

El sistema triparamétrico formado por (8:2I) y (8I8)), engloba a los métodos cita-
dos anteriormente (Newmark, HHT-a y Bossak-Newmark) y es el esquema que
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utiliza el método alfa-generalizado [21], el cual viene dado por:

dpi1 = dn + Atv, + 22 [(1 = 28) ay + 2Ban11)
Unt1 = U + AL[(1 =) an + Yan+1] (3.23)
Mapi1-a,, + C'UnJrlfaf + KdnJrlfaf =F (tn+1faf)

siendo 3,7, ay, oy, pardmetros reales, d = v, d’ = a y los valores intermedios
(3:22) que representan para ay, o, € [0,1] la interpolacién lineal de los valores
extremos de las variables t,d, v, a en el intervalo temporal [t,, t;4+1].

Estudiaremos a continuacion el orden de precisién del método alfa-generalizado, que
permitird concluir el orden de precisiéon de los métodos que derivan de él. Estudiaremos
también la estabilidad del método de Newmark, su comportamiento frente a frecuencias
altas y la condicién para que la disipacion de éstas sea maxima.

El primer paso para deducir el orden de precisién es obtener la matriz de amplificacion
A del método alfa-generalizado. Para ello, aplicamos el método a la ecuacién de test
(BII) considerando & # 0, es decir: u” + 26w’ + w?u = 0. Agrupamos los términos del
instante t,11 a un lado de las igualdades y los del instante ¢, al otro lado:

Up+1 — hQﬁan—i—l = U, + hv, + (% - /8) h2an
Unt1 — hyan+1 = vp + hap (1 —7)
w? (1 — af)tngr + 26w (1 —ap) v + (1 — am)ang1 = —w2afun — 2wa v, — amany
(3.24)
El sistema (B:24]) es un sistema de 3 ecuaciones en diferencias de orden 1 que se puede
escribir matricialmente de la siguiente manera:

AlUn+1 = AQUn = Un+1 = AU, (3.25)
donde:
Un+1 = (un-i-la hvn+1a h2an+1)T ) Un = (Un, h’Un, h2an)T7 h = At)
1 0 -5
A= AII AQ, Al = 0 % —%’Y )
wr(l—ap) B2(1-ap) 51— am) (3.26)
1 1 ;-8
A=l 0 b f0-9)
\ _w2af h ! _i(zl?m

v A es el factor de amplificacién del método.

Debemos aplicar sucesivamente las ecuaciones del método en instantes ¢,; con i =
1,2, 3, para convertir el sistema ([B.20) de 3 ecuaciones en diferencias, en la ecuacién en
diferencias equivalente de orden 3. De esta forma se obtienen tres sistemas de la forma
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(B25), que se pueden agrupar en un unico sistema que estd formado por 9 ecuaciones y
12 incognitas (tnti, Untis Gnti para i =0,1,2,3):

Uni1 Al0|O0 Un
U2 | =] 01 A]O Un+1 (3.27)
Uny3 0/0]A Un+2

Eliminando 8 ecuaciones y 8 incdgnitas en (B.27)), obtenemos una unica ecuacién en
diferencias de orden 3 para la incdgnita wuy,:

Unt3 + A1 Up12 + A2Upy1 + azty, =0 (3.28)
siendo a1, as, ag constantes a determinar, y cuyo polinomio caracteristico:
p(r) =%+ a1r® + agr + as (3.29)

debera coincidir con el polinomio caracteristico det(A—rI) del sistema equivalente (3.25))
del que procede. Teniendo en cuenta que el polinomio caracteristico de la matriz A puede
expresarse como:

det(A —rI) =13 — 2A1r% 4+ Agr — Az (3.30)

donde Ap, As, Az son las invariantes de la matriz A:

Ay = traza(A)

Ay =13 <(traza,(A))2 —traza (A2)> (3.31)

Ag = det(A)
Podemos concluir que: a; = —2A41, ay = A9, ag = —As. Por lo que (328) queda:

Up+3 — 2A1un+2 + Agun_H — Asu, =0 (3.32)

En el caso mds general con £ # 0 las expresiones de las invariantes (3.31]) son muy
extensas:

A w?h?(—4B8+6Bas+2y+1—2ya s —ayf)+26wh(2—2a; —4y+6yays)—44+6am
1 4(w?h2(—B+PBay) +ewh(—2v+2yas)—1+am)
w?h?(—2B46Bap+2y—1—4yas)+26wh(—2v+2—4das+6va ) —2+60m
2(w2h?(—B+Bag)+Ewh(—2v+2y0p)—1+am)
Ay = w?h2(—2vas+as+2Bay)+2€wh(2var—20f)+2am
2(w2h?(—B+PBog)+Ewh(—2v+2y0rs) —1+am)

(3.33)

Y para & = 0 toman estos valores:
w2h2( (Bay—2)+(v+5 Hya- af))72+3am
(2( 1+am+w2h2( B+§af))
_ w?h? 2vap+3Bap+y— B—3)—1+3am
= —TFam+w?h2(—ATBay) (3.34)
w2h2(—'yaf+%af+6af)+am
~TFam+w? R (—B+0ay)




84 C.3 Métodos lineales multipaso para EDOs de orden 2

Sustituyendo ([3:34) en (3:32) observamos que el método alfa-generalizado correspon-
de a un método multipaso para EDOs de orden 2 del tipo (B.3):

3 2,253 g 3 3
Zzog‘l“nH _ v 2150 Bittnti _, > ity = —w*B?Y  Bunys  (3.35)

i=0 1=0
[ = am, Bo = —yay + %af + Bay
a1 =1 —3ay,, B1=2vay —3Bay —v+ B+ 3
donde: { ap = —2 + 3y, Bo=BBay—2)+ (v+3) (1—ay)
as =1— qy, ps = B — Bay
§ = =1+ ay + w?h?(=B + Bay)

\

(3.36)

Podemos aplicar directamente las condiciones (3.6) y (B.7) y anular las constantes
Cy, C1, Cy y C3 para que el orden de precision sea 2. En este caso no obstante, haremos
el desarrollo completo considerando la ecuacién de test:

' = —wiu (3.37)

Utilizando la definicion del error local de truncamiento tenemos:

LTE = wu(tnis) — uny3
= ultnysz) — 2Aru(tnie) — Agu(tni) + Azu(tn)]
= u(tn+3) — 2A1u(tn+2) + Agu(th) — Agu(tn) (3.38)
donde w5 se ha calculado haciendo la asuncién de localizacion u(t,4;) = un4; para
i =0,1,2. Teniendo en cuenta (3.35), la ecuacién (B.38)) se puede escribir como:
3 3
Y sustituyendo la expresién u” (t, ;) = —w?u(tyy;) en [3:39) llegamos a la ecuacion:
3 3
ITE — im0 @ittnti) = ?2 2io Bt (tns) (3.40)

Utilizaremos los siguientes desarrollos de Taylor:
2
W(tng1) = u(tn) + b/ (t,) + S’ (¢ "'( n)eee

n)
W(tnr2) = u(tn) + 20 (t,) + 202" (t,) + 2-u" (tn)... (3.41)
U(tnys) = u(tn) + 3ha!(t,) + Sh%0" (t,) + 9h3 "(t)...

Derivamos dos veces las ecuaciones (3.4]) obteniendo:

u (tn—l-l)
u' (thi2)
u' (tn+3)

u(tn) + hu (t,) + a0 (t,)...
W (tn) + 20 (L) + 202l (8,) + D200 (2,,)... (3.42)
W (tn) + 3hu' (t,) + W) (t,) + JR3u)(t,)...
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Sustituyendo las expresiones (B.41I)) y ([B:42) en el numerador de la ecuaciéon BA40) y
considerando unicamente el numerador, se tiene:

h? h?
aou(tn) + o (u(tn) + ha'(tn) + ﬁu”(tn) + au"'(tn)...>
/ 2. 1 4h3 " ’ 9 2. 1 9 3, 1m
+ag | u(tn) + 2hu'(tn) + 2R°u" (tn) + =3 U (tn)... | +as| u(tn) + 3hu' (tn) + §h u' (tn) + §h u (tn)...

2
—n? (ﬂou"(tn) + 6 (u”(tn) + b (tn) + %u(w)(tn)...) + Ba (u”(tn) + 2hu" (tn) + 2h2u“”)(tn)...>

+03 (u"(tn) + 3hu" (tn) + ghQu(“’)(tn)...)) (3.43)
Reordenamos términos de igual orden en la ecuacién (3.43):
u(ty) (ap + a1 + ag + az) + ha' (t,) (a1 + 209 + 3ag)

+ R (t,) (21' (a1 +4a2 +9a3) — (Bo + B1 + B2 + 53))

+ B3u" (t,) (1 (1 + 8 + 27a3) — (B1 + 262 + 353)> + 0 (k") (3.44)

3!
Y la expresion (B.44]) se puede expresar de esta manera:
Coultn) + Crha(t,) + Coh®u” (t,) + ... + Cyh%u'D(t,) + O (RIH1) (3.45)

donde las constantes C; son:

Co=apg+ a1 +as+ ag
Ch = a1 + 209 + 3a3

(3.46)
Cy = g (o1 + 20z + 3a3) — (Bo + b1 + o + 3)
Cq = g (a1 + 2%z + 3%a3) — ﬁ (B1 429726, +3772035) , ¢ >3
Por lo que, el error local de truncamiento se expresa como:
T Coul(t,) + Crhu! (t,) + Cgh%”(t:;) + oot Cghtul@ (t,) + O (haHY) (3.47)
Aplicando lo que hemos visto en la Seccién [B.1] para métodos del tipo ([B.3)), el método
es de orden p si las constantes Cp = C; = ... = Cp = Cp11 =0y Cpya # 0. En el caso

del método alfa-generalizado, el método serd de orden 2 si Cp =C; =Cy =C3 =0y
C4 # 0. Sustituyendo los valores de ([3.36]) en (B3.46]) tenemos:

Co =am+1—-3a,—24+3a,+1—a, =0

C1 =1-3a, —4+ 60, +3 — 30, =0

Cy =3 (1 =3 — 8+ 120y + 9 — ) — (—yary + Say + Bag + 2yay — 3Bay
—Y+ B+ 3 +3Bas+y—yar—28+ 3% —sar+ 8- Pas) =0

Cy3 =—y—amtas+s

Cy = 57 (50 — 36cu,) — 5 (—27yaf + 3y + 268+ 3 — 2ay)

(3.48)
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Por lo que, en la expresién (B.47)) del error local de truncamiento se anulan las constantes
C; para i = 0,1, 2, resultando:

4
LTE = %h3u’/’(tn) +0 <};> (3.49)

El método alfa-generalizado es de orden 1 si C3 # 0, y de orden 2 cuando C3 = 0. Esto
sucede cuando v = 1/2 — o, + oy y en este caso, el error local de truncamiento es:

C ~ R
LTE = %h‘lu(“’) (tn) + O <5> (3.50)
y la constante Cy viene dada por:
Ci=— —Ya; 45— (3.51)
1T T Y '

Cuando hay amortiguamiento, es decir £ # 0, la expresién del error local de trun-
camiento (B3.39) se convierte en:

3
Z ou(tng) — h? Z Biu" (tnyi) |+ h26w (Z?:o (viu(tny:) — @'hul(tnﬂ')))
ITE = = = : (3.52)

T =0@-1ay
y1 = —3yay +2ap +v—1
Yo = —2y+3var+1—ay
13=(1—-asp)~y
Los dos sumandos que en la expresién ([B.52)) aparecen dentro del cuadro son los dos
sumandos de (340) que ya hemos calculado. Consideraremos inicamente el tercer suman-

do de (B.52):

siendo: (3.53)

3
h2&w (Z (viu(tnsi) — Bihu’(thri))) (3.54)

=0
Sustituimos en (B.54)) los desarrollos de Taylor dados por (3.41]) y sus primeras derivadas:

2 3
hogw {Wou(tn) — Boha (tn) + 11 (u(tn) b () + %u"(tn) + %u”'(tn) + )

3
B (1) + ) + (u(tn) 2kl (t0) + 2120 (b) + %u”'(tn).‘.)

hQ
_61h (Ul(tn) + hu//(tn) +

o (u (£0) + 20 (£2) + 202" (£0)...) + 73 (u(tn) + 3hut () + ghQu”(tn) +

5if’u”’(tn)...)

—Bsh <u'(tn) + 3hu’ (t,) + gh%”’(tn)...ﬂ
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Reordenamos términos en la expresion anterior y llegamos a:

2h&w [u(tn) (o + 71 + 72 +73) + b/ (tn) (71 + 272 + 373) — (Bo + B1 + B2 + 33))

+h2u" (t,) <21, (1 + 2%y2 +3%y3) — (L + 282 + 353))

+h3u" (t,) (; (1 + 2%72 + 3%73) — o1 (51 +2°6; + 3253))

+0(h")] (3.55)

Y la expresion ([B.53]) se puede expresar de esta manera:

2héw <D0u(tn) + Dihad! (tn) + Dah®u (t,) + ... + Dgh%u(9(t,) + O (hq“)) (3.56)

Do=v+m+72+7s
Dy = (71 + 272+ 37v3) — (Bo + B1 + B2+ B3)
(11 + 2%z 4 3%y3) — (ﬂl + 232 + 3033)

siendo: )
2!
=37 (71 + 2392 + 3%y3) — 57 (B1 + 2262 + 3%6s)

(3.57)

Sustituyendo los valores de (3.36]) y (3.53) en la expresién ([B.57)), tenemos que D; = 0
para ¢ = 0,1,2,3. Por tanto, el hecho de aplicar el método para & # 0 no altera las
condiciones de orden a las que hemos llegado en el caso de que no hay amortiguamiento,
ya que los sumandos adicionales provenientes del caso en el que hay amortiguamiento
son nulos. Entonces, queda justificada la condicién v = 1/2—ay, +a para que el método
alfa-generalizado sea de orden 2. [J

El método alfa-generalizado es incondicionalmente estable cuando se cumplen las
siguientes relaciones [21]:

1
am <oy < 5, B2 7+ 5 (a —am) (3.58)

l\DM—l
| =

Se consigue disipacion maxima de las frecuencias altas cuando los autovalores de la
matriz de amplificacién A se convierten en reales y esto sucede cuando:

B=""(1—am+ay)? (3.59)

»M)—‘

*QObservacién: El método alfa-generalizado es de orden 3 cuando C; = Cy = C3=Cy =0
y esto sucede cuando: v = % —amtary = % +af (af — ap).
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3.2.1. Método de Newmark

Cuando en el método alfa-generalizado hacemos oy = a;, = 0, se consigue el método
de Newmark [55], que viene dado por las siguientes relaciones:

Mapi1 + Cvopyr + Kdpyp1 = Frqq
dyi1 = dn + Atv, + 22 [(1 = 28) a, + 2811 (3.60)
Unt1 = U + AL[(1 =) an + yan41]

En este caso las invariantes de la matriz A (3.31]) son estas en el caso general & # 0:

A, = 1 w2h?(—2y—1448)+26wh(—2+47)+4
1=75"

2h2(—2 2?21?%22;:(4%%) 2

_ w?h2(=2y+28+1)+28wh(=2+27)+

Ay = 2+2Bw?h2+4£why (361)
A3 =0

Y el polinomio caracteristico (3.30) queda:

det(A—AI) = X3 = 24102 4 Aod =0 = A(\2 — 240 + 43) =0 (3.62)

Particularizando las condiciones de orden (3.48) del método alfa-generalizado a este
caso, el método de Newmark resulta de orden 2 cuando v = 1/2 [47], siendo su constante
de error: o )

C=—1 = _ 3.63

o(l) 12 g ( )

*QObservacién: El método podria ser de orden 3 cuando C; = Cy = C3 = Cy = 0,
debiéndose cumplir para ello v = 1/2, § = 1/12. Pero en este caso, como lo veremos a

continuacién, el método no es incondicionalmente estable.

Para hacer el estudio de estabilidad del método de Newmark es necesario hallar los
autovalores de (3.62]) que resultan:

A=A+ \/A%*AQ
No= Ay — JAZ 4, (3.64)

A3 =0
Y sustituyendo los valores de las invariantes (8.61]) en (3.64) tenemos:

Q2 (—2y—14+48)+26Q(—2+47)+4+ K

A=

1
2 , 2420302 +4€6Qy
_ 1 Q2(=2y—1448)+26Q(—244y)+4-K
Ay =3 24+268Q2+4£0y (3.65)
A3 =0

donde 2 = wh y K viene dado por:

K = Q[02 (1447 + 492 — 168) + £Q (=167 + 8) + (166> — 16)]/* (3.66)
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El método serd estable si su radio espectral es menor o igual que 1:

p(A) = maz {|M], Ao, N3]} <1 (3.67)

La condicién necesaria para que se cumpla ([B.67) es v > % En este caso, v > %, el
método es incondicionalmente estable si se verifica % <y <2881y > % y v > 20, el
tamano de paso debera cumplir la condicién:

(3.68)

para que el método resulte estable [47].

En la Figura B hemos representado los autovalores ([3.65]) en funcién de Q = wh
en el plano complejo para v = 1/2,8 = 1/4. Estos caen en la circunferencia de centro
(0,0) y radio R = 1, es decir, su médulo es igual que la unidad y el método resulta
incondicionalmente estable en este caso. En la FiguraB.2lse han dibujado los autovalores
(imagen izquierda) y el radio espectral (imagen derecha) en un caso en el que el método
de Newmark es inestable, v = 0,4, 3 = 0,6. En este caso el médulo de los autovalores es
mayor que la unidad. Y en la Figura se han representado los autovalores y el radio
espectral para un caso en el que el método es condicionalmente estable, v = 0,5, 3 = 0, 2.
También se ha marcado el valor ..+ a partir del cual el método se hace inestable.

0.8i

Circunferencia con
0.6i centro (0,0), R=1
0.4i

0.2i

-0.2i
-0.4i
-0.6i
-0.8i

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.1: Autovalores del método de Newmark v =1/2,3 = 1/4.
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11

i ~ 1.09F

1.08r

Circunferencia con

centro (0,0), R=1 1.07r

1.061

1.04r
1.03r
1.02r
1.01r

Q/(2m)

Figura 3.2: Autovalores y radio espectral del método de Newmark v = 0,4, 3 = 0,6.

1.5iF
it Circunferencia con ] 25
centro (0,0), R=1
0.5if 2
A
0 2 @15
-0.5iF 1 L
1 \ (Qcm'l)
ik
0.5 N
-1.5iF
- 0
-3 25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 10 10° 10" 10° 10° 10

Qi(2m)

Figura 3.3: Autovalores y radio espectral del método de Newmark v = 0,5, 3 = 0,2.

En el método de Newmark se consiguen autovalores reales cuando se anula la parte
imaginaria de éstos. Es decir, cuando K = 0:

K=0= Q% (1+4y +49> - 1683) + £Q (—167 + 8) + (166 — 16) =0 (3.69)

Despejando 2 de la expresién ([3.69) se obtiene el valor de €2 donde los autovalores se
convierten en reales, es decir, el valor donde sucede la bifurcacién:

P I (G5 P IEY PP b
Quiy = I (3.70)
(’7'22) -3

Tras la bifurcacion, los dos autovalores son reales; el médulo de uno de ellos crece y el
del otro decrece. En consecuencia, el radio espectral crece.

Para calcular los valores de (3,7 en los que la disipaciéon es maxima, hacemos que
la bifurcacién se dé en ) — oco. Es decir, planteamos para qué valores de 3, sucede
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Qir — 00. Y esto sucede cuando el denominador de (B.70) es cero:

f=~—2 (3.71)

Todo lo que hemos explicado queda resumido en la Figura [3.4, donde también se
define una zona estable y de disipacion de frecuencias altas que se justifica a continuacion.

y=1/2
1.8F

1.6
B=(y+1/2)%/4

141
Estable y disipacion

1.2} de frecuencias altas

Estable

mrm>»>—0nmzZ—

0.8
0.6
0.4r

Condicionalmente estable
0.2t

Figura 3.4: Estabilidad del método de Newmark.

En la Figura se han dibujado los autovalores y el radio espectral de un método
de Newmark en el que se da disipacién de las altas frecuencias, v = 0,6, 5 = 0,3025.
En este caso, los autovalores son siempre complejos conjugados. Manteniendo el valor de
~v = 0,6 y modificando levemente el valor del pardmetro § (8 = 0,3), tenemos un método
de Newmark en el que no existe disipacion de las frecuencias altas. En la Figura se
han dibujado los autovalores y el radio espectral para este segundo caso. Al principio
los autovalores son complejos conjugados y en un instante la parte imaginaria de éstos
se hace cero, es el punto donde se da la bifurcacién. A partir de aqui los autovalores
son reales, y en la recta real uno de ellos tiende hacia a la izquierda y el otro hacia la
derecha.

En el caso del método de Newmark de orden 2 (y = 1/2), el valor minimo de
que retiene la estabilidad incondicional es 8 = v/2 = 1/4. Ademds, § = 1/4 es el que
consigue méaxima disipacién (B71]). En este caso, el método de Newmark que se tiene
es el método trapezoidal y a pesar de que verifica la condicién ([B.71)), el radio espectral
cumple p = 1 con independencia del valor de las frecuencias (ver Figura [3.9]).
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Circunferencia con

ircentro (0,0), R=. 0.981

0.96

0.941

0.921

0.881

0.861

0.841

0.82

0.8

Figura 3.5: Autovalores y radio espectral del método de Newmark v = 0,6, 3 = 0,3025.

. Circunferencia con
i centro (0,0), R=
0.951

091
0.851
0.8 |
0.751

07} \

0.65

Q/(2m)

Figura 3.6: Autovalores y radio espectral del método de Newmark v = 0,6, 3 = 0,3.

3.2.2. Método alfa

Considerando «a;,, = 0 en el método alfa-generalizado, se obtiene el método « de
Hilber-Hughes-Taylor, también conocido como método HHT-« [43]. Este método es una
modificaciéon al método de Newmark, con el objeto de conseguir disipacién de las altas
frecuencias manteniendo el orden de precisiéon 2 y las condiciones de estabilidad. En él
se mantienen las primeras dos ecuaciones de ([3.23) y la tercera ecuacién adopta esta
forma:

Mapi1+ (1 — a) Copyr + aCop + (1 — @) Kdpy1 + aKdy, = F (th41-a) (3.72)
siendo: tp41-o = (1 — @) tp1 + aty

El orden de este método se puede deducir utilizando ([B.48) y resulta de orden 2
cuando vy = % + a.

2
Si ademas los pardmetros se seleccionan de tal forma que a € [O, %] y 3= (120‘) ,el

método HHT-a resulta incondicionalmente estable y se consigue disipacién de frecuencias
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altas. En las Figuras B.7 y 3.8 se han dibujado los autovalores (imagen izquierda) y los
radios espectrales (imagen derecha) de dos métodos HHT-a para @ = 0,3 y o = 0,05
respectivamente. Dos de los autovalores son complejos conjugados, A1 2, y el tercero es
real, A\3. El mdédulo del autovalor real es mas pequeno que el médulo de los autovalores
conjugados, |Az| < |A12|. Es lo que se denomina raiz espuria (spurious root en inglés),
lo que significa raiz no wvdlida del polinomio caracteristico.

Circunferencia con

i centro (0,0), R= 0.95}

0.9

0.85

081

Q 0.751

0.7r

0.65

0.6

0.55

. . . . . 05 . .
-1 -0.5 0 05 1 107 107 10° 10° 10*
Q2

Figura 3.7: Autovalores y radio espectral del método HHT-a = 0, 3.

Circunferencia con 0.99F
centro (0,0), R=

0.8i
0.6i
0.4i
0.2i

-0.2i
-0.4i
-0.6i
-0.8i

0.92r

091

0.9 .
-1 -0.5 0 05 1 10 107 10° 10° 10*
/(2

Figura 3.8: Autovalores y radio espectral del método HHT-a = 0, 05.

3.3. Meétodo de Houbolt

El método de Houbolt viene dado por las siguientes expresiones:

Mayn1 + Cvpg1 + Kdpyr = Frqq

an+1 — 2dn+175dnzf2dnflfdn72 (373)
_ 11dp41—18dn+9dn_1—2dn_2

Un+1 = 6AL
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Es un método de orden 2, incondicionalmente estable [31] y con maxima disipacién de
las frecuencias altas (ver Figura [3.0).

! Trapezoidal
HHT-a (o= 0.05)
09t |
Newmark (B=0.3025,y=0.6)
0.8 i
0.7t |
oor HHT-a (a= 0.3)
< os} EDMC-1 X,=X,=0.2998 ]
0.4 |
0.3 i
0.2} |
01r Houbolt b
03 o 0 " 2 = B
10 10 10 10 10 10 10
QI2n)

Figura 3.9: Radios espectrales de algunos métodos.

3.4. Meétodo Collocation

El método Collocation viene dado por las siguientes ecuaciones:

May o+ Coprg + Kdpro = Frig

antg = (1 —0)ap + 0aniq

Fotvo = (1 _Q)Fn+9Fn+1

dorg = d + 0A0, + P20 [(1 = 28) ay + 2Bap o]

Untg = O + OAL[(1 —7) an + Yan40]

(3.74)

Si 6 = 1 el método se convierte en el método de Newmark y si 3 = %, v = % se

obtiene el método de Wilson. Cuando v = % el método es minimamente de orden 2,
1 0(0—1)

pudiéndose conseguir orden 3 con 3 = 15 — —5—.

El método es de segundo orden e incondicionalmente estable si los pardmetros -y, 0
y [ cumplen [42]:
207 — 1
4(203 — 1)

1 0

S

(3.75)
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Otros métodos de caracteristicas similares fueron propuestos por Zienkiewicz [71] y
analizados por Wood en [69]. Se trata de una familia de métodos en la que se utiliza
la informacién de otro punto adicional que en los métodos de Newmark, HHT-« o alfa-
generalizado y unas funciones de peso. De esta manera es posible conseguir orden 4 y
estabilidad condicional.

En la Figura se han dibujado los radios espectrales correspondientes a varios
métodos que hemos visto en este capitulo.

3.5. Meétodos que disipan la energia y conservan el mo-
mento

Los métodos descritos hasta este momento fueron desarrollados sobre todo para la
integracion temporal de problemas lineales. Aunque se trata de métodos con buenas
caracteristicas de estabilidad en el ambito lineal, pueden dar lugar a inestabilidades
en el ambito no lineal. Estas inestabilidades generalmente son fruto del crecimiento
incontrolado de la energia del sistema discreto y ésta ha sido la motivacion del desarrollo
de distintos algoritmos que conservan la energia y/o el momento angular. En [4] [5] se
presentan los métodos Energy Dissipative, Momentum Conserving, EDMC-1 y EDMC-
2, que funcionan bien en el ambito no lineal. Son métodos que conservan el momento
angular, disipan la energfa y son capaces de eliminar las frecuencias altas.

El método EDMC-1 adaptado para la resolucién del problema (3.14]) viene dado por:

{M(vnﬂ — ) + Cdpy1 — dn) + Kh(By duy1 + By dy) = hF (376)

dpi1 =dy + ﬂ;hvn+1 + ﬁ;hvn

+ _ 1 - _ 1
-1 =1
siendo: {ﬁl (LX), B 2 (1=x1) YV X1, X2 parametros reales.

Bf=3(1+x2), By =3(1-x2)
Es un método de orden de precision 1 y que consigue eliminar las altas frecuencias

cuando x1 = x2. El método EDMC-1 que resulta al considerar x1 = x2 = 0,299 tiene el
mismo pso que el método HHT-a = 0,3, ver Figura 3.9

El método EDMC-2 adaptado para la resolucién del problema (B.14]) viene dado por
las siguientes expresiones:

M (vni1 — vy) + C(dns1 — dn) + 3Kh(dps1 + dy) = hF (3.7
dpy1 = dp + %h(vn—i-l + fDn) '
siendo Jn y Up:
M (%, — vp) + Kha(dy — dpy1) = hF
dyp, = dp + ha(ty, — vp41)
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y siendo a un parametro real. Se trata un método de orden 2 con p,, = 0, pero donde
es posible controlar el amortiguamiento algoritmico variando el valor del parametro a.

3.6. Otros parametros

Ademds del error local de truncamiento, existen otras medidas de precisién como

son el amortiguamiento algoritmico (§) y el error relativo en el periodo [47]. La solucién
exacta del problema SDOF homogéneo (B.11]) continuo viene dado por:

d(t) = et (do cos wgt + csinwgt) (3.79)

siendo wy la frecuencia natural con amortiguamiento:

c= vo+E€wdp
w
d (3.80)

wg=wy/1—8&2

Escribiremos de manera similar a (8.79)) la solucién discreta que se obtiene tras aplicar
un método numérico:

d,, = e~ 50t (do cos wgty, + esinwgty,) (3.81)

donde € es una constante a determinar y @g = @+/1 — £2.

El valor t,, de la expresién (B.8]]) se puede escribir como t, = h - n siendo h = At.
Por lo que (B.81]) también se puede escribir como:

d, = e—En (do cos Qgn + ¢sin an) (3.82)

siendo Q = wh, Qy = @wgh y Q4 = Q/1 — £2.

Comparando las expresiones (3.79) y (B.81), observamos que ¢ y @ son los homélogos
o equivalentes algoritmicos de £ y w. Calcularemos los valores de los parametros £ y @
en funcién de los autovalores de la matriz de amplificacién. Los métodos numéricos que
hemos visto en este capitulo tienen una matriz de amplificacién 3 x 3 y por tanto tres
autovalores: uno real y dos complejos conjugados. Esto significa que el problema SDOF
homogéneo tiene soluciones del tipo d,, = Z?:l cjA}, siendo A; autovalor de la matriz
de amplificacién.

Cuando |A3] < [A12

, la solucion del problema queda:
2
dy =Y N} (3.83)
j=1

siendo A 2 los autovalores conjugados de la matriz de amplificacion: A\j o = a (2)£b (2) 4.
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Este es el caso de los métodos que hemos visto en este capitulo, los cuales tienen un
autovalor espurio que cumple [Az| < |A;2|. Desarrollaremos la expresién (3.83) operando
en coordenadas polares:

{r:|ALﬂ::va2+b2 (3.84)

1,2 = arg(Ai2) = £arctyg (2)

Y teniendo en cuenta ([3.84)), se tiene:

2 2 2
dn ~ Z CjA} = Z ¢ (rewﬂ')n = Z c;r"e i = ™ (¢1 cos pin + Easinpyn)  (3.85)
j=1 j=1 j=1

__ ci1tco

siendo ¢; = 952 y ¢ = 9522, Igualando las expresiones (3.82) y (3.85)) tenemos:

Qq = arct (g) Qv/1— &2 =arct (g)

(3.86)

El sistema (3.86)) es un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas (€ y ). Queremos
£=¢£(Q)
o

=G (@

llegar a expresiones que tienen la forma: {
T

Para ello, despejamos €2 de la segunda expresién de (B.886]), y sustituyéndolo en la
primera expresion se tiene el valor de &:

In(a?+b2%)

2~a7‘ct(%)

£= = =£(9) (3.87)
In(a?+b?)
\/1 - <2~a7"ct(2)>

Una vez obtenido & calculamos Q:

2
Q= arct (2) 1+ <ln(a2+l)2)> =Q(Q) (3.88)

2-arct (3)

Y utilizando la expresién [B.88) de Q, se puede calcular el error relativo en el periodo:

T-T Q 1:T—T_
T Q T

€&

~1 (3.89)

En las Figuras 310y B.11l se han dibujado el amortiguamiento algoritmico y el error
relativo en el periodo de algunos métodos.
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Figura 3.10: Amortiguamiento algoritmico de algunos métodos.
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Figura 3.11: Error relativo en el periodo de algunos métodos.



Capitulo 4

ode45, odel5s

Debe haber un mundo ideal, una especie de paraiso mateméatico donde todo sucede
como en los libros de texto.

BERTRAND RUSSELL

Matlab tiene implementados distintos algoritmos o funciones que permiten hallar
numéricamente la solucién de EDOs de valor inicial [2 B2] [60]. Dos de estas funciones
son la ode45 y la odelbs, ambas de paso variable. La ode45 se caracteriza por ser apta
para problemas no rigidos y la odel5s para los rigidos [I], aunque esta tltima no haya
funcionado segin lo esperado en la EDP onda del ejemplo 2 estudiado en el Capitulo
Il En este capitulo intentaremos dar respuesta a este hecho, estudiando los métodos
numéricos en los que se basan las funciones ode5 y odelss, los estimadores del error
que utilizan, en funcién de qué cambian de tamano de paso, etc.

4.1. ode4b

En el Capitulo 2 ya se ha dicho que la ode45 estd basada en el método Runge-Kutta
anidado DOPRI(5,4) [23], cuya tabla Butcher viene dada por 222l El vector b” hace
que el método sea de orden 4, mientras que con el vector b7 el método es de orden 5. La
ode45 avanza con el resultado obtenido con el método de orden 5, pero precisa calcular
los resultados de ambos érdenes para poder calcular la estimacién del error.

= Resultado obtenido con el método DOPRI(5,4) orden 5: §ni1 = yn+h 3. bik; (4.1)
i=1

m Resultado obtenido con el método DOPRI(5,4) orden 4: yp4+1 = yn+h > bik; (4.2)
i=1

i—1
siendo k; = f(tn + cih,yn +h Y aijkj), 1=1,2,....,s.
j=1

99
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4.1.1. Estimacion del error en la ode45

El control del error global se realiza mediante el control de una estimacién del error
local [59, [65]. La estimacién del error local que se utiliza frecuentemente es la diferencia
entre dos soluciones numéricas calculadas con métodos de orden consecutivo. El objetivo
suele ser que esta diferencia sea menor que una tolerancia definida.

La ode45 utiliza un estimador del error local que es la diferencia entre el valor
numeérico obtenido con el método de orden 5 (§,,+1) y el obtenido con el de orden 4 (y,,+1),
y como se demuestra en [61] esta diferencia coincide con el error local de truncamiento
del método de orden 4:

est = Gt — Ynt1 =

4.3
= LTE;+ O (h°) (4.3)

siendo LTEy = O (h4+1) el error local de truncamiento del método de orden 4 y el
término dominante en ([A3]). Sustituyendo las expresiones de ¥nt1 € yn+1, @I) y (42)
respectivamente, en ([A.3) el estimador queda:

est = Gni1 —Ynp1 =h Y (i)z - bi) ki (4.4)
i=1

Una ventaja de los métodos Runge-Kutta anidados es que con pocas operaciones
se consiguen los resultados correspondientes a los métodos de 6rdenes (p,p + 1) y es-
to hace que un estimador del error local basado en la diferencia de ambos sea barato
computacionalmente.

La tolerancia se define de esta forma:

tol® = Atol® + ‘y" Rtol, i=1,2,....m (4.5)

siendo Atol y Rtol especificados por el usuario y m la dimensién del sistema de EDOs
y' = f(t,y) que estamos resolviendo.

La tolerancia serd absoluta si Rtol = 0, relativa si Atol' = 0 o una combinacién de
ambas. La tolerancia relativa Rtol es un escalar y la absoluta Atol un vector, que se
especifica para cada componente del vector solucion del sistema de EDOs.

Una vez especificados los dos datos Atol y Rtol, podemos calcular 4! . = que es un
valor minimo de y significativo en cada componente:

Atol' = Rtol - y! . (4.6)
De esta manera, la expresién (1)) se escribe:

toll — (yfmn 4 ‘y") Rtol, 1 =1,2,....m (4.7)
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debiéndose cumplir la condicién de tolerancia:

lest]| < [[tol] (4.8)

La norma utilizada por defecto esta basada en la componente maxima:

HeStH - HZ)TH-I - yn—i—lH = maxi:l,Q,...,m‘yiL_Fl - y;H (49)

El hecho de definir el vector tolerancia tol componente a componente permite escribir
la condicién ([A8) de la siguiente manera:

N
Maxi=12,...m M < Rtol (4.10)
Ymin + ‘yn—i-l‘

Las expresiones ([4.8)) y (£I0) son equivalentes. En ([A.1I0]) se considera la componente
maxima normalizada, cuyo valor absoluto tiene que ser menor que la tolerancia relativa
Rtol. En lo que sigue denotaremos por ||est|| el valor absoluto de la componente maxima
normalizada que debe cumplir:

|lest|| < Rtol (4.11)

Si denotamos E; = (lA)Z - bi) y fi = ki, la expresién ([@.4) queda:

€St:hiEi-fi:h‘E‘f (4.12)
=1
fioJoe

' f2 fi o £ y
siendo: E = (E1,E2, ., Es)y f=1] . ) . |- Ver Seccién 234

fo 2 A
Y teniendo en cuenta ([AI2)), la expresion (LI0) queda:

(£ f)']

h-mazi=19.. m| ——F"+—
TSy 1 1
ymin + ‘yn—i—l‘

) < Rtol = ||est| < Rtol (4.13)

Observacidn. La ode45 no utiliza exactamente el valor ||est|| de la expresion (4.13)
para calcular la norma de la estimacién del error, sino que utiliza otra que la vamos a
denotar con un subindice M, |lestas]|, y que viene dada por:

lestar]| = h - mazi—12, m ( (B 1) ) (4.14)

maz([yil Vi1 ] Yinin)
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y que debe cumplir ||estys|| < Rtol.

Se puede verificar que la utilizacién de (dI4) es correcta, ya que ésta bien es mayor
o igual que la expresién del estimador dada por (£I3):

lest]| < [lesta| (4.15)

o bien, ambos estimadores, ([£13) y (4I4]), estdn acotados por los mismos dos valores:

h - mari=1,2,..,m <|JL(|+y2 | ) < HGStH < h- mari=12..m (”(yl i|‘>
n min n+

(4.16)

‘ A (&) ‘ A |(B-1)]
h maxri=1,2,..m <|y%|+y:mn < HeStMH <h maxri=1,2,...m |y;+1|

Demostracién. Demostraremos las desigualdades (£I5]) y (4I6]). Y lo haremos para
los tres posibles casos que se pueden dar:

= Caso maz(|y5 ], [¥i1], ¥hin) = |Viti|- En este caso se tiene:

lestarl| = h-mazi—i 2, m < (- /)] 5 )> = h-mazi=12, .m (M)
7ymin

maz(|yhl, |y 41

Como |y 4| < ’y; +1’ + Yy i, cogiendo las inversas tenemos:

h-maxi—12,. . m <|(Em> < h-maxi=12,.m (W) (4.17)

‘yfzﬂ‘ + Yiin |y;+1|

~
llest|l llestar|l

Por lo que queda demostrada la relacién (£15]).
» Caso max(|yfl| , |y;+1| Lyl )=yt . . En este caso se tiene:

HestMH =h-maxi=12,. m < ‘(E : f)l| )> =h-maxi=12,. . m <|(Em>

Como 3t . < |y}1 +1| + 9! . cogiendo las inversas tenemos:

h-maxi=12. . m (l(Em> < h-mazi=12,.,m (W) (4.18)

|y;‘l,+1| + yZ’mn min

llest|l llestar|l

Por lo que también en este caso queda demostrada la relacion (£I5]).
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= En tercer lugar consideramos max(‘yfl Yl 11 ,yfm-n) = ‘yﬁl‘ En este caso el valor

del estimador de Matlab es este:

lestar]| = h - mar;=12,...m ( ’(E : f)l‘ ) =h-mazi=12,. .m (‘(Ef)‘|>

)

ma’x(‘ym ’ |y'7r;1+1| ay:.nin) |yfz‘

Demostraremos que en este caso |lestys|| esta acotado:

Como ‘y; +1‘ < ‘yg‘ < !yﬂ + 4! . cogiendo las inversas se cumple:

h - max; M < h - maz; M < h-maz; M (4.19)

llestarl|

Por lo que ||estys|| queda acotado como se ha dicho en (A.I6]).

También |lest|| estd acotado por los mismos valores que |lestys||. Como ‘y; +1‘ <
’nyH’ + Ypin < ‘yfl‘ +y! ., cogiendo las inversas se cumple:

h - maz; <KEM> < h-max; (‘(EM) < h - max; (‘(Ef)"‘)
9] + Ui 41|+ Vi Vi1

llest]|

(4.20)
Y también |lest| queda acotado como se ha dicho en (EI6]).
De esta manera han quedado demostradas las desigualdades (£15) y (£16). O

4.1.2. Estimacién del error local vs. regiones de estabilidad ode45

Si quisiéramos controlar totalmente el error global, también deberiamos analizar el
factor de amplificacién A (relacionado éste con la regién de estabilidad), asegurando que
su radio espectral es menor o igual que la unidad. La ode45 sélo calcula la estimacién
del error local y no hace ningin calculo adicional para que el factor de amplificacién sea
inferior a la unidad. Es decir, sélo controla:

llestar]] < Rtol (4.21)

Hemos estudiado si existe alguna relaciéon entre la estimacion del error local de la
ode45 y las regiones de estabilidad del método DOPRI(5,4). Cuando aplicamos el método
DOPRI(5,4) a la ecuacién de test y' = Ay, se obtienen los valores de §,11 € Yn+1 €n
funcién de los polinomios caracteristicos correspondientes a cada orden y en funcién del
valor y,:
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s Orden 5: §,4+1 = Rs (ﬁ) *UYn
s Orden 4: y,11 = Ry <il> *YUn

donde i = h\, vy Rs y R4 quedaron definidos en el Capitulo 2] Seccién 2:3.41 Por tanto,
en este caso, la estimacién del error (£4) queda:

est = Unt1 — Ynt1 = (35 (il) — Ry (h>> “Yn (4.22)

Y la condicién (4.21]) resulta:

‘| |Rs — R
lestar|| = mazi=12,.. . m ‘y,ﬂ | 5@. 4| - < Rtol (4.23)
maz (|| (Y11 | Yinin)
Como se cumple |yl | < maz(|yh|, |yi 1], Yon), se verifica:
1 1 .
. : : < —, vpara |y, | >0 (4.24)
maz(|y;,| , {yqzz+1| s Yhin) Y] ‘ n|
Y teniendo en cuenta ([£.24) el estimador ||estas|| verifica:
|| IR — Ryl
llestar|| = mazi=12,. m —— -
max(wn’ ’ ‘yn+1‘ 7ymin)
i||Rs — R
< Maxi=12,...m —’yn’ | E; 4 = |Rs — Ry4| (4.25)
i
Por lo que se tiene:
HestMH S ‘R5 — R4’ (4.26)
Y si |Rs — R4| < Rtol entonces se cumplird:
llestar|| < Rtol (4.27)

La cuestién que ahora nos planteamos es si existe alguna relacién entre |Rs — Ry4| y
la regién de estabilidad de orden 5 del método DOPRI(5,4).

Para responder a esta pregunta hemos dibujado en el plano complejo el lugar ge-
ométrico de los puntos h que cumplen |R5 — R4| = Rtol. En la Figura .1l se pueden ver
las curvas correspondientes a distintos valores de Rtol. La parte interior de estas curvas
es donde se cumple |R; — Ry| < Rtol.
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Figura 4.1: Regiones |R5 — R4| < Rtol del método DOPRI(5,4).

Se puede apreciar que cuanto menor es la constante Rtol mas proxima al origen
resulta la curva |Rs — R4| = Rtol, siendo menor el drea |Rs — R4| < Rtol. En esta figura
se han superpuesto las curvas de las regiones de estabilidad DOPRI(5,4). Se aprecia
que en el semiplano negativo, las regiones |Rs — R4| < Rtol caen dentro de la regién
de estabilidad del método DOPRI(5,4) de orden 5, para valores de Rtol menores que
1072. Se puede precisar mas diciendo que existe una constante a € (10*2, 10*1) para
la cual la regién |Rs — R4l < a del semiplano negativo, cae dentro de la regién de
estabilidad del método DOPRI(5,4) de orden 5. Y a partir de este valor a, no toda la
region |Rs — Ry| < a cae dentro de la regién de estabilidad del método de orden 5, siendo
estas zonas de inestabilidad pequenas. Asi, se cumple que para valores de Rtol < a:

h € {Regién donde |Rs — Ry| < Rtol} = h € {Regién de estab. DOPRI(5,4) orden 5}
(4.28)

llestar|] cumple la desigualdad (E26), pero la desigualdad que controla la ode4 es
([#£27), por lo que no existe un control estricto del factor de amplificacién (es decir,
control de la posicién de h en la region de estabilidad) en el cédigo. Se realizaria un
control estricto del error global haciendo |R5 — R4| < Rtol, pero esto implicaria un gran
coste computacional.
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4.1.3. Control del tamano de paso

Tras avanzar de t,_1 a t, con tamano h, el estimador del error local DOPRI(5,4)

@3)) es éste:
estn, = LTEy = y(t, + h) — yi 1 = h°¢(t,) + O(h®) (4.29)

donde ¢(t,) es la funcién que multiplica a hP*! en la expresién Z81I) e y* 41 se ha
calculado haciendo la asuncién de localizacién (2.5]).

Supongamos que hemos dado un paso bueno, |lestyr|| < Rtol, y que queremos calcular
el tamano del siguiente paso (de ¢, a t,11). Este se calcula multiplicando el tamano de
paso actual h por una constante a la que vamos a llamar . El siguiente tamano de paso
serd o - h y el error local que se cometera en ese paso serd [61]:

estns1 = (0 h)°P(tny1) + O ((oh)®) (4.30)

Utilizando desarrollos de Taylor se tiene:

¢(tn+1) = ¢(tn) + h¢/(tn) +0 (h2) (4'31)

Por lo que la expresiéon ([A30) queda:

estns1 = (0 h)°p(tns1) + O ((0h)®) = 0°h°d(t,) + O (h°) = o”est,, + O (h®) (4.32)

El mayor tamano de paso que pasara el test del error, corresponde a elegir o de tal
forma que ||est,+1]| & Rtol:

|estni1]| = Rtol = o ||est,|| ~ Rtol (4.33)

Y el tamano de paso a dar sera:

1/5
o-h=h ( fitol ) (4.34)

lestal

Cuando el paso dado ha resultado fallido, también se utiliza (434]) para calcular con
qué tamano de paso repetiremos el paso de t,,_1 a ty.

Se utilizan constantes como 0,8 o 0,9 para garantizar que el paso que se va a dar
va a ser bueno [61]. En concreto, en el caso de la ode45 el tamano de paso ([A34) se
multiplica por la constante 0,8. A continuacién damos més detalles sobre el cédlculo del
tamano de paso. Y a partir de ahora denotaremos por est = est,, la estimacion del error
en el paso que acabamos de dar y denotaremos simplemente por ||est|| la norma de la
estimacién del error que calcula Matlab.
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4.1.3.1. Primer tamano de paso

Durante muchos anos, al cédigo se le ha proporcionado el primer tamano de paso
[38]. Tanto la ode45 como la odel5s tienen esta opcién mediante htry. De todas formas,
un primer tamano de paso que diese lugar a un paso fallido serfa reparado facilmente
mediante el control del tamafio de paso del cédigo. En el caso de la ode45, se define
absh = min(hmax, htspan) para concretar el primer tamano de paso, siendo htspan la
longitud del intervalo de integracién y hmax el valor maximo para el tamano de paso.
También se definen hmin (menor tamano de paso) y un factor rh de la siguiente manera:

, 16 - |t| - eps, t#0
hmin = 16 - eps(t) = 4.35
ps(l) {16-4,9407-10—324, t=0 (4.35)
1,25 - [|yg |l
_ 125 llwoll 4.36
lvoll - Rtol1/5 (4.36)

siendo: eps = 2,2204 - 10716, Una vez definidos los valores de absh y rh, se controla el
producto de ambos y se redefine el valor de absh:

4.37
%, absh -rh > 1 ( )

b — {absh, absh -mh < 1
Finalmente, se asegura que el absh obtenido mediante ([A37) es mayor que hmin
haciendo: absh = maz(absh, hmin). Y el primer tamano de paso sera absh.

Cuando al cddigo se le suministra el primer tamano de paso hiry, éste inicamente
se asegura de que el valor hiry se encuentra en el intervalo [hmin, hmax] haciendo:
absh = min(hmax, maz(hmin, htry)).

4.1.3.2. Nuevo tamano de paso tras h bueno

Tanto cuando el paso ha sido bueno como malo, el siguiente tamano de paso se calcula
utilizando (£.34)). De ([£34]) se deduce que el siguiente tamano de paso, Apyevo, depende
del valor que haya tenido el estimador del error en el paso actual, del tamano de paso
actual h y de la tolerancia relativa Rtol que estamos utilizando. Cuando el paso dado
ha sido bueno, es decir |lest|| < Rtol, la expresién que utiliza la ode45 para calcular el
nuevo tamano de paso es:

5-h, |est|| < Rtol - 1,0486 - 10~4
1/5
0,8 h- (Rtol) . Rtol-1,0486 - 10~ < |lest|| < Rtol

l[est]|

(4.38)

hnuevo =

Es decir, para valores del estimador menores o iguales que Rtol - 1,0486 - 1074 el
nuevo tamano de paso es 5 veces el tamafio de paso actual y para valores del estimador
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comprendidos en el intervalo (Rtol -1,0486 - 1074, Rtol] se utiliza la segunda opcién de
la expresion (4.38]]), obteniéndose hyyepo = 0,8+ h cuando la estimacién del error coincide
con la tolerancia, |[est|| = Rtol.

Pero la ode45 no utiliza de forma explicita la expresién (£38]), sino que define una
variable llamada temp que depende de la estimacién del error en el paso actual (est) y
de la tolerancia relativa (Rtol):

lest ]\ '/°
temp = 1,25 Ttol (4.39)

La ode45 define el siguiente tamano de paso, hnyuevo, €n funcién de la variable temp
y del tamano de paso actual h, distinguiéndose dos casos:

5-h, temp<0,2
hnuevo = { (440)

femp? temp > 0,2

Hemos calculado la relacién que tiene que cumplir la estimacién en funcién de Rtol
para que la variable temp = 0,2, resultando ||est|| = Rtol-1,0486-10~%. Asi, la expresién
(#40]) que tenemos en funcién de temp, se puede escribir en funcién de la estimacion del
error ||est|| como lo hemos hecho en ([38]).

Como estamos analizando el caso en el que el paso dado ha sido bueno, es decir
llest|| € [0, Rtol], el pardmetro temp cumple temp € [0,5/4] y teniendo en cuenta (A3g)),
el siguiente tamano de paso cumple la relacion:

0,87 < hpuevo <5 - h (4.41)

El nuevo tamano de paso también depende de la tolerancia relativa Rtol. Asi, para
una misma estimacién del error, el nuevo tamafno de paso serd mayor cuanto mayor sea
la tolerancia utilizada.

4.1.3.3. Nuevo tamano de paso tras h fallido

Si el paso que hemos dado no cumple el requisito de tolerancia, es decir ||est|| > Rtol,
hay que repetir el paso con un tamano de paso menor que el anterior. La expresién que
utiliza la ode45 para repetir un paso es:

1/5
o,s-h-(M) . Rtol < |lest|| < Rtol - 32768

lfest]]
h-0,1, |lest|| > Rtol - 32768

(4.42)

hnuevo =

Si éste de nuevo resulta fallido, los consecutivos pasos se calculan dividiendo entre 2
el valor del tamano de paso actual i hasta dar con un tamano de paso que cumpla el
requisito ||est|| < Rtol.
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Para hacer esto las expresiones que utiliza la ode45 son estas:

’ temp

0,5-h, a partir del 2° intento

max (hmin, mazx (h -0,1 L)) , primer intento tras h fallido
Pnuevo = (4.43)

donde temp viene dado por ([£39)). La primera expresién de ([4.43]) es con la que se prueba
tras hacer un fallo. Si esta repeticion resulta fallida se utiliza la segunda expresiéon de

).

La igualdad 0,1-h = —— se cumple cuando ||est| = Rtol - 32768. De esta manecra,

temp

partiendo de (A43) se llega a la expresion (£.42).

Juntando las expresiones (£.38) y ([£.42), se puede escribir el tamano de paso nuevo
tanto para los pasos buenos como para los fallidos en funcién de la estimacién del error,
tratdndose de una funcién continua:

5-h, |lest| < Rtol-1,0486 - 1074

h . 104

s = | 0 Rtol - 1,0486 - 10~* < ||est|| < Rtol
empe  Betol < |lest|| < Rtol - 32768

h-0,1, |est|| > Rtol - 32768

(4.44)

Las dos ultimas expresiones de (4.44]) se sustituyen por h/2 cuando estamos probando
por segunda vez o posteriores tras un paso fallido. Las constantes 0,1, 0,2 y 5 son las
que tiene implementadas la ode45 para calcular el siguiente tamano de paso. Si en lugar
de estas utilizdramos otras, la expresién (£44]) obviamente cambiaria.

4.2. odelb5s

La odel5s esta basada en los métodos BDF [30] y ademds de éstos también tiene
implementados los métodos NDF (ver Seccién 2.2.5)). Es con estos ultimos con los que
resuelve por defecto. La “s” del final indica que la odel5s sirve para resolver ecuaciones
diferenciales stiff (rigidas) [61]. Es una funcién de orden variable (k = 1,2,...,5), que
empieza trabajando en orden £ = 1 y al que se le puede proporcionar el orden méximo
al que queremos que resuelva.

4.2.1. Aspectos computacionales odel5s

Recordamos las expresiones de los métodos BDF y NDF dadas por (240) y (2.59)
respectivamente:

= Expresién de los métodos BDF: ij:l Vi = hfnii
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Figura 4.2: Regiones de estabilidad DOPRI(5,4), BDF y NDF

expresiones de estos dos métodos

» Expresién de los métodos NDF: Z; 15 NI ik = hfpsr + 5V Y.
En [62] se da una forma alternativa comun para escribir la parte izquierda de las

k

k
. .
> =Viynir = (yn+k - yfllk) +D %V Ytk
=1

(4.45)
j=1
V=i 1
siendo: y£+k Zﬁ o VIYnib—1 = VOUniro1+ Vniro1+ .+ Vi1 (4.46)
Yk — Y = VFH g,y
Teniendo en cuenta ([£.45]), los métodos BDF y NDF se escriben de esta manera
0 .
(1= K) (yn+k - y,ﬁlk) ) YV Yngke1 = hfnsk (4.47)
j=1
valores

siendo k = 0 para las BDF, y en el caso de las NDF se han recogido en la Tabla los
Dividiendo la expresién (4.47T) entre la constante (1 — k)~ se obtiene

& .
<y _ y(O) ) + Zj:l Vi VI Yntk-1 _ hf(tntk, Ynik)
kT Itk (1= %)

(1= k)

(4.48)
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La expresion ({.48]) es una ecuacién no lineal en y,, 1 que se puede resolver utilizando

el método de Newton. Definimos d = y, 11 — yg]lk, de donde se tiene Yy, = d + ys)lk

Sustituyendo estas dos igualdades en (4.48) se obtiene una ecuacién no lineal en d:

k ; 0
it 221 ViV Yntk—1 _ hf(tnik,d+ y,(llk) (4.49)
(1 —K) v (1 —K) v

Simplificamos la notacién de (£49) utilizando una variable 1) que sélo depende de los
valores anteriores: .
1 A
=— V7 _ 4.50
Qb (1 — :‘i) - ];7] Yn+k—1 ( )

Y llegamos a la siguiente ecuacion:

hf(tn+k7 d+ yS]JZk) .
Ao = =, =0 (4.51)

Para hallar la solucién de una ecuacién del tipo f(z) = 0 por el método de Newton,
se parte de un valor (9 y se itera hasta que f (ac‘ + Am) < tol. Asi, para la iteracién 4
se tiene:

i f'@)
Az’ = o) (4.52)

Cuando se trata de una funcién de varias variables y se quiere hallar R (x) = 0, la
expresion ([A52) se convierte en:

Ax' = —JH(x)R(x) (4.53)
siendo: J = %.

Para el sistema de ecuaciones dado por (A.5]]) se tiene:

hf (b di 50

R(d)=d +¢— T—r)s o (4.54)
iy _ OR(dY) _ h Of trtksd+Y,, 1 1)
J(d ) - 8(d ) =1I- O—r)7e - ad =

Y aplicando ([@53) se obtiene el valor de A®):
AW = — g7 (d")R(d") (4.55)

Una vez calculado A®, se actualiza d(D: d(+1) = ¢() 4 A El dltimo valor de d(+1)
que se obtiene corresponde a la diferencia hacia atréds de orden (k+1). Si este ultimo valor
viene dado por d/*1) | al finalizar la iteracién se tiene el valor de Yn+k que buscdbamos:

0
Yo = Yy, + dIHD
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En la odel5s, hay que destacar el hecho de que el jacobiano de la funcién f (J = %5)’

no se calcula ni en cada iteracién, ni en cada paso. Se calcula una vez al inicio y no se
vuelve a calcular hasta que la convergencia en el método de Newton Raphson resulta
demasiado lenta.

4.2.1.1. La matriz de diferencias

La ode15s esta disenada tomando como base las diferencias hacia atras de las formulas
BDF y NDF. Asi, se define una matriz dif con las diferencias hacia atrds que se calculan
durante el proceso. Esta matriz consta de tantas filas como dimensién tiene la EDO a
resolver y el nimero de columnas es 2 unidades mayor que el orden maximo que hayamos
definido. Por ejemplo, si el orden maximo al que se va a resolver es k = 4, la matriz de
diferencias tiene 4 + 2 = 6 columnas. Si queremos dar un paso de t,1r_1 a t,x para
hallar ¥, en orden k, se parte de la matriz de diferencias almacenada al final del paso
anterior (paso de tpyr—2 & tpik—1):

difpik-1(h) = (V¥nir-1 VUniho1 o Vi1 VEyr VAP2y,000)
(4.56)
siendo V94,111 =V (VI ngk-1)s Vinth—1 = Ynth—1 — Ynth—2.
Las diferencias hacia atras también satisfacen esta igualdad:
vj+1yn+k—1 = vjyn—l-k—l - vjyn+k—2 (457)

Cada vez que se da un paso hay que actualizar la matriz de diferencias (4.50). Por
lo que tras finalizar el paso de t, ;1 & t, 4k necesitamos tener dif,1x(h). Tras calcular
Yn+k e tiene la diferencia hacia atras de orden (k + 1), V**1y, . Y son este valor y la
matriz almacenada hasta este momento (L56]) las que se utilizan en la actualizacién. El
proceso es el siguiente:

di frtnpra(h) = Vi iy oo — difrgi—1p+1(R)
difn—l—k,k:—i—l(h) = Vk+1?/n+k (4-58)
difntk,i(h) = difoyr—1,;(h) + difoyrj+1(h), paraj =k, (k—1),..1

En la expresién (£58) hemos denotado por dify,4i(h) la columna i-ésima de la
matriz dif,+x(h). La primera férmula de (£.58) significa que en la columna (k + 2) de la
matriz dif, ,(h) se introduce la diferencia entre V**'y,, .1 y la columna (k 4 1). Como
difpik—1k+1(R) = VY, 111 v teniendo en cuenta la propiedad (f5T) se tiene:

difn+k,k+2(h) = VkHyan - Vk+1yn+k—1 = vk+2yn+k (4-59)

La segunda férmula de la expresién ([@58) significa que el valor VF*1y, 1 se introduce
en la columna (k+1) de la matriz dif,,1(h). Tras realizar las dos primeras evaluaciones
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de ([Z58), sélo se han actualizado las columnas (k+1) y (k+2) de la matriz de diferencias:

difn+k(h):(vyn+k71 V2yn+k71 vkynJrkfl vk+1yn+k vk+2yn+k) (460>

La tercera férmula de ([A358) dice que en la columna j de la matriz dif,,x(h) se
introduce la suma de lo que habia anteriormente en esa columna y lo que hay ahora en
la columna (5 + 1), siendo j = k, (k — 1),...,2,1. Este proceso empieza en j = k y se
repite hasta j = 1. La primera operacién que se hace es ésta:

di foirn(h) = VEyipo1 + Vi y, (4.61)

De nuevo, teniendo en cuenta (L57) la igualdad (£61]) resulta:

vkyn+k—1 + vk+1yn+k = kan-‘rk: (4'62)

Y después de esto la matriz dif,+x(h) que tenemos es:

difnJrk(h):(vynJrkfl V2yn+k—1 kan+k vk+1yn+k vk+2yn+k) (4.63)

Repitiendo el proceso para j = (k — 1),...,1 en este orden, se consigue actualizar la
matriz de diferencias que queda en funcién de las diferencias hacia atras en t,,44:

dl’fn-ﬁ-k(h):(v:yn—‘rk v2yn+k vkyn—‘rk vk+1yn+k vk+2yn+k) (4'64)

4.2.2. Estimacion del error en la odelbs

La odels utiliza el error local de truncamiento como estimador del error. Para el
método de orden k éste viene dado por:

est ~ LTE = CRF1y"+1(t,) + O (hk“) (4.65)

siendo C' la constante de error. La funcién odel5s utiliza las constantes de error normali-
zadas de los métodos BDF y NDF, que vienen dadas por (2.47)) y (2.60) respectivamente.

Al tener disponibles las diferencias hacia atras de distintos érdenes, se utilizan éstas
para hallar una aproximacién del valor y**1(t,) de la expresién ([@BH). Para ello se
procede de esta manera:

» Se aproxima y(t) utilizando el polinomio interpolador regresivo de Newton que
pasa por los (k + 2) puntos {(tnti,Yn+ti) 12 =—1,0,1,2,....k}:

k+1 j—1
: 1
y(t) = Q(t) = Ynik + Y v@wkm | G (4.66)

j=1 m=0
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» Se calcula la derivada (k + 1)-ésima de (A.66). Nétese que el grado del polinomio
([4566]) es (k+ 1) y que es el grado que corresponde al subindice j = k + 1 del

sumatorio de (Z.66):

k
1
Vgt TT 6 i) =
n 1 k41 n+k—m
(k+ DIAEE 2o (4.67)
1
Vk+1yn+km(t — toak) (t — tpgk—1)..(t — tn)

Al derivar (k + 1) veces (66), excepto el sumando de mayor grado (67 el resto
dan cero. La derivada (k + 1)-ésima del sumando de mayor grado y por tanto la
derivada (k 4 1)-ésima de (4.60]) es ésta:

1
QUN() = Vi e b+ D= V¥ ey (469
Y se tiene:
1
yE D (1) & QD (1) = VHIZMMW (4.69)

Sustituyendo la aproximacién (4.69) y la constante de error correspondiente en (4.659]),
tenemos la expresion del estimador del error de la ode15s en funcién de diferencias hacia
atras:

LTE ~C -V ly, = est (4.70)

Esta diferencia hacia atras esta disponible en la posicién (k + 1) de la matriz (4.64).
Si se utiliza la norma basada en la componente maxima, el paso dado con la odel5s
serd bueno si el estimador cumple:

‘vk+1yz’
lest]| = C - mazi=12, . .m - ?+k < Rtol (4.71)
ymin + ‘ynJrkfl’

Lo mismo que con la ode4, el estimador del error que utiliza la odel5s no es el dado
por ([ATI), sino que es este otro que lo denotaremos por ||esty/|| v que es mayor que
|lest|| o ambos estan acotados por los mismos valores (sirve la demostracién que se ha
hecho para la ode45):

Wkt
lestar] = C - mazi—12,..m | 1 ) < Rtol (4.72)
‘yn+k71| ’ |yn+k‘ » Ymin
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4.2.3. Estimador del error local vs. regiones de estabilidad odel5s

El estimador del error que utiliza la odel5s no depende de h = h\ y no guarda
relacion alguna con las regiones de estabilidad de las BDF. Debido a que los dngulos de
A(a) estabilidad son bastante grandes para la odel5s (consultar Tabla 2.5]), la ode15s
estd disenada bajo la hipétesis de A(90°) estabilidad y sélo se controla la estimacién del
error de cada paso. Esto puede conllevar la inestabilizacién del resultado si hay varios
valores A\h que caen fuera de la regién de estabilidad, como posteriormente lo veremos
en la Seccién

4.2.4. Control del tamano de paso
4.2.4.1. Primer tamano de paso

La odel5s da el primer paso utilizando el mismo criterio que utiliza la ode45. Unica-
mente cambia un poco la definicién del tamano de paso minimo hmin:

16 - |t| - eps, t#0

4.73
0, t=0 (4.73)

hmin = 16 - eps - abs(t) = {

Esta nueva expresién de hmin es muy parecida a la expresiéon ([£35]) que tenfamos para
la ode/5, con la excepcién de que antes el valor de hmin correspondiente a t = 0 era un
valor muy préximo a 0 y ahora es exactamente 0.

4.2.4.2. Nuevo tamano de paso tras h bueno

Si estamos resolviendo en orden k y si el paso dado ha sido bueno, esto es |lest|| <
Rtol, la odel5s calcula el tamano de paso que corresponderia a orden k, y le llama hp;.
Este depende del tamafio de paso actual h y se calcula de esta manera:

10 - h, llest|| < Rtol - Ay,
hopt = 1/(k+1) (4.74)
% (%) . llest|| > Rtol - Ay,
(k+1)
con A, = (?;) . Los valores de Aj correspondientes a distintos 6rdenes se han

recogido en la Tabla ET1

Para ello, la odel5s define una variable temp:

uest|r>1/<’“+”

temp = 1,2
cmp ’(Rtol

(4.75)
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Y define el tamano de paso en funcién del valor de temp:

4.76
h temp > 0,1 ( )

temp’

10-h, temp <0,1
hopt =

Para llegar a la expresion (£.74]), hemos calculado el valor de la estimacién en funcién
de Rtol para que la variable temp = 0,1, resultando:

0.1 (D)
1,2>

|lest|| = Rtol - < (4.77)

La odelb5s dispone de un contador que cuenta los pasos que se han dado sin cambiar
de orden ni de tamano de paso. Para orden k, minimamente hay que dar (k + 2) pasos
consecutivos con el mismo orden y tamafno de paso. Esto garantiza que para un mismo
orden y tamano de paso tendremos la matriz de diferencias completa, ya que ésta tiene
(k + 2) columnas. A partir de que se hayan dado estos (k + 2) pasos obligatorios, la
odelbs realiza varios célculos. Por una parte, calcula cudl seria el siguiente tamafno de
paso si siguiésemos trabajando con el mismo orden k, y por otra, calcula los tamanos de
paso que tendriamos si pasaramos a trabajar en orden (k—1) (cuando k > 1) o en orden
(k+1) (siempre que no hayamos alcanzado el orden maximo definido). Para calcular los
nuevos tamafios de paso de 6rdenes (k — 1) y (k + 1), se necesitan las estimaciones del
error del paso que se ha dado suponiendo que éste se hubiese dado en érdenes (k—1) y
(k+1). Las estimaciones del error de érdenes (k — 1) y (k+ 1) son las diferencias hacia
atras de érdenes k y (k + 2) respectivamente, multiplicadas por las constantes de error
correspondientes. Estas diferencias hacia atrds se encuentran en las columnas k y (k+2)
de la matriz (d.64) respectivamente.

Denotaremos por errkml la estimaciéon del error que corresponde al método de orden

1/k
k—1). La odel5s define tempy_1 = 1, 3- lerrkma]] y en funcién del valor de tempy,_1
Rtol

define el tamano de paso hkml que se daria si pasdramos a trabajar en orden (k — 1):

10 - A, est < Rtol - A
hkml = (4.78)

est > Rtol - Ap_1

_h
tempp—1’

0,1
1,3

k
siendo Aj_1 = ( ) . Los valores de Aj_1 para d6rdenes 2 < k < 5 se han recogido en

la Tabla 11
De similar manera, denotaremos por errkpl la estimacién del error del método de

errk 1/(k+2)
orden (k+1). Se define tempgq = 1,4- (”Rtiollﬂ”)

se tendria si pasdramos a trabajar en orden (k + 1):

y el tamano de paso hkpl que

(4.79)

10-h t < Rtol - A
hkplz{ s €St =~ o k+1

h
fempril’ est > Rtol - Ap11
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con Axiq = (2:}1)(’%2). De nuevo, se han recogido en la Tabla [A]] los valores de A1
para 6rdenes 1 < k < 4.
orden k Ak Ak—l Ak+1
(errkm1) (errkpl)

1 6,944 -1073 — 3,644 - 1074

2 5,787-107% 5,917-107% 2,603 -107°

3 4,823-107° 4,552-107* 1,859-1076

4 4,019-107% 3,501-107° 1,328-1077

5 3,349-1077 2,693-107% —

Tabla 4.1: Valores de las constantes Ay, Ax_1y Agkr1-

Una vez que se tienen los tamanos de paso correspondientes a érdenes k, (k — 1) y
(k+ 1), el proceso que se sigue hasta determinar el siguiente tamafnio de paso es éste:

1. Se empieza comparando el tamafio de paso correspondiente a orden (k—1) (hkml),
con el que corresponde a orden k (hopt). Si hkml > hopt, se guarda en hgy el valor
hkm1 y se coge el orden que le corresponde a éste, es decir: kpyevo = (K —1). Sino,
se mantiene el valor de hopt ¥ Fnuevo = k-

2. A continuacién se compara el tamano de paso correspondiente a orden (k + 1)
(hkpl), con hept. Si hkpl > hopt, se guarda en hqy €l valor hkpl y se aumenta en
una unidad el orden kjye0 que hasta este momento se habia guardado.

3. Por 1ltimo, se compara el valor de hgy con el valor del tltimo tamano de paso h
y si hopt > h, el siguiente paso se dard con tamano hgy y orden Kyevpo- Sino, se
sigue trabajando con el mismo orden y tamafio de paso del ultimo paso: en orden
k y tamano de paso h.

El hecho de que se tengan que cumplir las condiciones anteriores, evita que se cambie
continuamente de tamano de paso y de orden.

4.2.4.3. Nuevo tamano de paso tras h fallido

Si no se cumple el requisito de tolerancia establecido, es decir |lest|| > Rtol, hay que
repetir el paso. Se calcula el siguiente tamano de paso que corresponderia a orden k al
que el cédigo llama hop:

b mazx <hmin, h - max <0, 1,0,833 - ( Lol ) <k+1)>> , primer intento h fallido
opt —

0,5-h, a partir del 2° intento
(4.80)
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En el caso en que k > 1y si estamos en el primer intento tras un paso fallido, también
se calcula el tamano de paso que corresponderia si pasaramos a trabajar a orden (k—1).
Esto se hace utilizando una férmula parecida a la primera expresion de (E80):

1/k
hkml = max <hmin, h - max (O, 1,0,769 - <Rt0l> )) (4.81)

|lerrkm1]|

siendo errkml el estimador del error correspondiente a orden (k — 1).

Si resulta que hkm1 > hgpt, €l orden en el que se dard el siguiente paso serd (k — 1)
y el siguiente tamaio de paso serd el minimo entre el tamano de paso actual h y hkm1,
no permitiendo aumentar el tamano de paso actual tras un paso fallido:

hnuevo = min(h, hkml) (4.82)

Si este paso también resultara fallido, los siguientes pasos se darian dividiendo entre 2
el tamano de paso actual.

4.2.4.4. Actualizacién de la matriz de diferencias

El cambio de tamano de paso requiere una adecuacion de la matriz de diferencias y
esto resulta costoso [62]. Supongamos que se ha utilizado un tamano de paso constante
h por lo menos en los tltimos (k + 1) pasos ((k 4 2) es el requisito del contador) y que
la integracién ha alcanzado un instante temporal ¢, . Por tanto, tenemos disponibles
valores y,4; en instantes ¢, — jh para j = 0,1,...,k. El polinomio interpolador que
pasa por estos puntos y que ha quedado definido en la Seccién 221l mediante (2.29) es:

k j—1
; 1
P(t) = Yn+k + Z v]yn—i-km H (t — tnaik—m)

j=1 m=0

Los valores V/y, .1 para j = 1,...,k estdn almacenados en la matriz de diferencias
de donde cogemos las primeras k columnas. Denotaremos por D esta matriz:

D= Vit VUnir Viuir - V¥ynir) (4.83)

El hecho de cambiar a un tamafio de paso nuevo, h* # h, significa que tenemos que
calcular los valores de P(t) en los puntos t2+k—j = tp+r — Jh* para j = 0,1,...,k para
formar:

D*:(vy;kwrk vzy;M ng:wrk ka;;%) (4.84)
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La evaluacién del polinomio P(t) con tamanos de paso h o h* nos conduce a la siguiente
igualdad:

k j-1 k j-1
: 1 »n 1 «
P(t) = ynir + Z vjynJrkW H (t = tntk—m) = Yntk + Z V]Z/nwcm H (t—tnih—m)
=1 om0 =1 ' m=0

(4.85)

Simplificando el factor y,4x en la igualdad ([A85) y evaluando la igualdad en los
valores t = t* para r =1, ...,k se tienen k ecuaciones de la forma:

n+k—r
k . 1 j—1
Z vjyn-‘rkm H ( :H-k—r - tn-‘rk—m) =
j=1 m=0
k ' 1 7j—1
Zvjy;kz—f—k: .'(h*)j H ( jH—k—r - tjl—i—k—m) (486)
j=1 J: m=0

Y teniendo en cuenta las siguientes igualdades:

t;kwrkfr —tptk—m = (tn-i-k - Th*) - (tn—I—k - mh) =mh —rh* (487)
briber — Upkmm = (bngk — TR*) = (tpgr — mh*) = mh* —rh*
la expresién (A.80) queda:
Z VIYnirRjr = Z VI ik Ujr (4.88)
j=1 j=1
siendo U y R matrices de dimensiones (k x k), con valores:
—1
17 h*
Rjrzf! H(m—rﬁ)
m=0
. (4.89)
Ujpr = = H (m—r)
J: m=0

Escribimos la expresién (4.88) matricialmente:

k k
N ViR =Y Vi Uy = D-R=D"-U=D"=D-R-U""  (4.90)
j=1 j=1
Como la matriz U cumple que su inversa es ella misma [62], la expresién (£.90) queda:

D*=D-R-U (4.91)

Y la funcién odel5s utiliza (A9]]) para adecuar la matriz de diferencias tras cambiar de
tamano de paso.
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4.3. Aplicacion de ode45 y odelbs a ejemplos sencillos

En esta secciéon analizaremos el funcionamiento de las funciones ode45 y odel5s
en algunas EDOs sencillas. Consideraremos dos tipos de EDOs: EDOs de orden 1 con
autovalores reales y EDOs de orden 2 con autovalores imaginarios puros. Veremos la
posiciéon que ocupan los valores h = Ah en las regiones de estabilidad correspondientes
a los métodos de cada una de las funciones (DOPRI(5,4) y BDF/NDF).

4.3.1. Resolucién de EDOs de orden 1

Consideramos la siguiente EDO de orden 1 de condicién inicial:
v =Xy, y(0)=1, siendo A <0 (4.92)

Hemos hallado la solucién de ([£.92]) en el intervalo 7" = [0, 10] utilizando las funciones
ode4b5 y odelss (casos NDF y BDF), para distintos valores de A y utilizando los valores
establecidos por defecto en cada una de las funciones (Rtol, etc.). Los pasos que ha dado
cada funcién se han recogido en la Tabla [£.2]

A ode45 odel5s NDF odel5s BDF
-1 13 42 42
-2 19 55 55
-4 24 62 64
-8 36 68 70
-20 73 75 74
-100 | 314 80 78

Tabla 4.2: Ntuimero de pasos dado por la ode45 y la odel5s en el problema (4.92)).

La funcién ode4$ resulta mas eficiente con los autovalores més pequenos, y la ode15s
con los autovalores grandes (en ambos casos, BDF y NDF'). Hemos analizado los valores
A= —1,en el que la ode45 es mas eficiente, y A = —100 donde la mas eficiente resulta la
ode15s. En cada uno de estos dos casos hemos calculado el tamanio de paso y la estimacién
del error de ambas funciones. En el caso de la odel5s también hemos calculado el orden
al que se da cada paso. Y en el caso de la ode45 hemos dibujado la posicion de los valores
h en el plano complejo, viendo si éstos caen en la regiéon de estabilidad del método. No
se ha dibujado la posicién h en las regiones de estabilidad de los métodos BDF o NDF,
yva que R™ pertenece a las regiones de estabilidad de éstas. Las graficas que se muestran
en esta seccién corresponden a utilizar los métodos NDF en la funcion odel5s.

Para A = —1 y en el caso de la ode45, todos los valores h caen dentro de la region de
estabilidad DOPRI(5,4) de orden 5, Figura 3] En la imagen izquierda de la Figura [4.4]
se ve la regularidad que presenta la estimacién del error, y en consecuencia los tamanos
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de paso (imagen derecha de la Figura [4). En el caso de la odel5s, la disminucién
de error no siempre conlleva aumento del tamano de paso (Figura [4]), ya que sélo se
plantea el cambio de tamano de paso cuando el contador de la odel5s ha alcanzado el
valor minimo (k+2). Al no ser iguales las definiciones de tamafio de paso de un cédigo y
otro, los tamanos de paso de la funcién odel5s son menores que los de la ode4 5, aunque
la estimacion del error de la funcién odelds es mas pequena que la estimacion de la
ode45 en algunos instantes, ver Figura [£.4]

4i

2i DOPRI 4

i DOPRI 5

0 oo O

4 ©

-6 -4 -2 0 2

Figura 4.3: Posicién h de [@32) en la regién de estab. DOPRI(5,4), con A = —1.
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+ ode15s k=3 1 Ler * odel5s k=3

odel5s k=4 1 Lar odel5s k=4
o odel5s k=5 1 12r o odel5s k=5
- ode45 b <

Figura 4.4: Estimacién del error y tamafios de paso en (4.92), con A = —1.

La funcién odel5s sélo plantea cambio de orden o de tamaifio de paso cuando se han
dado minimamemente (k + 2) pasos con el mismo orden k y tamano de paso h. En la
imagen izquierda de la Figura hemos dibujado el valor del contador tras finalizar
cada paso. En la imagen derecha de la misma Figura, hemos superpuesto los tamanos
de paso de la ode15s (imagen derecha Figura [4.4]) y el valor del contador multiplicado
por 107!, con el objeto de representar ambas cosas en una misma figura. Observamos
que efectivamente la odel5s no cambia ni de orden ni de tamano de paso mientras que
el contador tiene un valor menor que (k + 2).
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Figura 4.5: Funcionamiento del contador odel5s en (L92), con A = —1.

Una vez que el contador de la ode15s alcanza el valor minimo establecido, la funcién
plantea la posibilidad de cambio de orden o/y tamafio de paso. Sucede esto en los puntos
1—8 que se han marcado en la Figura Si la funcién estd trabajando en orden k
y tamano de paso h, calcula el siguiente tamano de paso que le corresponde a este
mismo orden y le llama hgp. Sik > 1, la funcién también calcula el error que se habria
cometido en el paso actual si hubiésemos estado trabajando en orden (k —1) y calcula el
siguiente tamano de paso para este orden, al que llama hkm1l. Cuando k es menor que el
orden maximo establecido a la funcién ode15s, también se calcula el error que se habria
cometido en el paso actual trabajando en orden (k + 1) y calcula el siguiente tamano de
paso para este orden, hkpl. La funcién empieza comparando hkm1ly hopt. Si hkml > hep
guarda en hop el tamano de paso hkm1 y coge el orden que corresponde a este tamano
de paso, es decir, (k — 1). A continuacion compara hkpl y hepe. Si hkpl > hep guarda
en hepe €l tamano de paso hkpl y suma una unidad al orden que se tenia. Ademas, el
tamano de paso resultante de estas dos comparaciones tiene que ser mayor que el tamano
de paso actual h para que se cambie de tamano de paso o/y orden. Sino, se mantienen
el orden y el tamano de paso anteriores.

En la imagen derecha de la Figura[Z.6l hemos dibujado la estimacién del error durante
la integracion (estimacion que corresponde a orden k) y las estimaciones del error para
6rdenes (k — 1) y (k + 1) cuando el contador ya ha alcanzado el valor (k + 2). En los
puntos 1—8, el siguiente tamano de paso se ha elegido de esta manera:

= En el punto 1 se esta trabajando en orden £ = 1 y sélo se ha calculado la estimacion
del error y el tamano de paso para orden (k+1) = 2, hkpl. Como éste resulta mas
grande que hqy y mds grande que el tamano de paso al que se estaba trabajando
(h), el siguiente tamano de paso es hkpl y se dard en orden k = 2.

» En los puntos marcados con 2, 4 y 7, sucede que hkpl > hy, y también hkpl > h.
Por lo que el siguiente tamano de paso es hkpl y éste se dard en orden (k + 1).

= En los puntos marcados con 3 y 5, no se cumplen ni hkml > hgp ni hkpl > hop.
Como hept > h, se cambia de tamano de paso pero no de orden.
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» En el punto 6, hkpl < hopt ¥ hopt < h. Por tanto, se mantienen el orden y el
tamafio de paso al que se venia trabajando.

= En el punto 8 se ha alcanzado el orden maximo k£ = 5, por lo que no se puede
calcular hkpl. No se cumple hkml > hgp, y como hepe > h, se cambia el tamano
de paso pero no el orden.
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Figura 4.7: Siguiente tamano de paso tras paso fallido en odel5s para (£92), A = —1.

En la Figura [£7] se han representado los pasos buenos y los fallidos de la odelds al
resolver el problema (92]) con A = —1. Ha habido un paso fallido (||est|| > 0,001). En el
primer intento tras un paso fallido, la odel5s calcula el tamano de paso que corresponde
a orden (k— 1), hkml, y el que corresponde a orden k, hope. Si hkml > hep el siguiente
tamano de paso se dard en orden (k — 1) y el tamano de paso serd el minimo entre
hkml y el tamano de paso actual h. Tras el paso que se ha fallado, como hgye > hkml
Y hopt < h, el siguiente paso se da con h,y en el orden que se venia trabajando.

En el caso A = —100 y ode45, algunos valores h caen fuera de la regién de estabilidad
de orden 5, Figura Los pasos que da la ode/5 son muy regulares, ver Figura L9 y
estdn estrechamente unidos con la estimacién del error, Figura [£10l cuanto menor es el
error més grande es el paso. En el caso de la odel5s, la estimacion del error disminuye
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mucho al avanzar en el tiempo y esto hace que el tamano de paso aumente, Figuras[Z9y
4,10l Se podria decir que los pasos mas grandes de la odel5s suceden cuando la funcién
solucién no tiene muchas variaciones (en este caso valores préximos a 0).

©

i DOPRI 5

Figura 4.8: Posicién h de [32) en la regién de estab. DOPRI(5,4), con A = —100.

181

161

14

0.8

o odel5s k=1 12

.06 + odel5s k=2 101

* odel5s k=3

04 ode15s k=4

~ ode15s k=5
02

" ode4s

0.1 0.15

t

t t

Figura 4.10: Estimacién del error en ([£92]), con A = —100 (dcha. detalle).
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4.3.2. Resolucion de EDOs de orden 2
Consideramos la siguiente EDO de orden 2 de condicién inicial:
y' =Xy, (y(0),4(0)) = (1,0), siendo \* <0 (4.93)
Reducimos (£.93]) a un sistema de 2 EDOs de orden 1:
(1) = (% o) (1) wo1s0) =00 (4.94)

Los autovalores del problema (£.94]) son =+ |\|i. Hemos resuelto (4.94) en el intervalo
T = [0,10], utilizando las dos funciones ode45 y odel5s (casos BDF y NDF), para
distintos valores de A? y utilizando los valores establecidos por defecto.

+|\|i | ode45 odel5s NDF  odelbs BDF
+117 18 46 o1
+2¢ 31 81 82
+44 57 151 146
18 109 291 281
+20¢ 262 711 689
+1007 | 1281 3515 3406

Tabla 4.3: Numero de pasos dado por la ode45 y la odel5s en el problema (4.94).

Hemos analizado mds en detalle los valores \> = —1 y A2 = —100%, calculando
para cada uno de estos dos casos los tamanos de paso requeridos por cada funcién y
la estimacién del error en cada paso, y se han dibujado las posiciones que ocupan los
valores h en el plano complejo. En el caso de la odel5s hemos especificado el orden al
que se ha dado cada paso. En este andlisis, se ha utilizado el método BDF en la funcién
odelds.

En el caso A2 = —1, los resultados obtenidos con ambas funciones han sido muy
parecidos. Para la ode4d, tanto los tamanos de paso como los valores del estimador son
muy regulares, Figura LTIl Ademaés, todos los valores de h caen dentro de la region
de estabilidad de orden 5, Figura [4.12 En el caso de la odelss, los tamanos de paso
son menores y la estimacion del error generalmente es mayor que la de la ode/5, Figura
LIl Los valores h de la odel5s se han dibujado en la Figura [L.I3, v exceptuando los h
que corresponden a los pasos dados en 6rdenes k = 1, k = 2 (que caen en la regién de
estabilidad por ser A-estables) y k = 5 (aunque éste no es A-estable), el resto de valores
cae fuera de la region de estabilidad correspondiente, ver Figura [£.14]

En la Figura[4.15] se han dibujado el contador y los tamanos de paso. De nuevo se ve
que no se cambia ni de orden ni de tamano de paso mientras que el contador no alcanza
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Figura 4.11: Estimacién del error y tamafos de paso en (£94), con \?

40 7 @

30

DOPRI 4
2i

i DOPRI 5

Figura 4.12: Posicién h de @3] en la regién de estab. DOPRI(5,4), con A2 = —1.
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Figura 4.13: Posicién h de ([94) en regién de estab. BDF, con A2 = —1 (dcha. detalle).

el valor (k+2). En la FiguraL.T6l se han representado los cambios de orden y/o tamano
de paso que se han dado tras un paso bueno y en la Figura [£.17 la repeticién del paso

tras un paso fallido (ha habido dos pasos fallidos).
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Figura 4.15: Funcionamiento del contador odel5s en ([@94]), con \? = —1.

estab. BDF, (detalle de la Figura [£13]).

En el caso de A2 = —1002, hemos resuelto el problema ([@94]) para dos valores distintos
de la tolerancia relativa: 1072 y 1073. Cuando Rtol = 1072, la odel5s da 1973 pasos
(caso BDF) y la solucién pierde mucha precision, frente a los 768 pasos que da la ode45
proporcionando una mejor solucién. Con Rtol = 1073, la odel5s da 3406 pasos y la
ode45 1281 pasos. De nuevo, la solucién calculada con la ode15s es peor que la calculada

con la ode45, Figuras B18 y E.19.
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Figura 4.16: Siguiente tamafio de paso tras paso bueno en odel5s para [{94), \2 = —1.
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Figura 4.17: Siguiente tamafio de paso tras paso fallido en odel5s para [{£94), \2 = —1.
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Figura 4.18: Soluciones de (@94]), A = —100% y Rtol = 1073.
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Figura 4.20: Tamaiios de paso para el problema ([f94), A2 = —100% y Rtol = 1073.
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Figura 4.21: Estimacién del error en (Z34)), con A2 = —100? y Rtol = 1073.

Las Figuras y E2T] muestran los tamafios de paso y las estimaciones del error.
Aunque la media de las estimaciones del error de la ode45 es 1,64 veces mayor que la
de la odel5s (estys = 3,4778 - 107% y esti5, = 2,1186 - 107%), los tamaifios de paso de
la ode4b resultan 2,66 veces mayores. Los valores h de la funcién ode4b caen dentro de
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la regién de estabilidad DOPRI(5,4) de orden 5, imagen derecha de la Figura .22 Los
valores correspondientes a la funcién odelds se han representado en la Figura 423l En
la parte superior izquierda de esta figura se han dibujado las posiciones de todos los h y
el resto de imagenes muestran la posicién de cada h respecto de la region de estabilidad
correspondiente a cada orden. A excepcion de las que corresponden a érdenes k = 1, 2
y 5, el resto caen fuera de la regién de estabilidad que les corresponde.
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Figura 4.22: Posicién h de ([@94) en la regién de estab. DOPRI(5,4), con A2 = —1002.
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Figura 4.23: Posicién h de ([@34) en regién de estab. BDF, A2 = —1002 y Rtol = 1073,
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En el caso Rtol = 1072, se han dibujado en las Figuras y los tamanos de
paso y las estimaciones del error. En este caso, la estimacién del error de la odelbs es
1,50 veces mayor que el de la ode45 (estys = 3,2557 - 1073 y esty5, = 4,8863 - 1073), y
los tamanos de paso de la odelbs resultan 2,57 veces menores.
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Figura 4.24: Tamaifios de paso para el problema (#94), A2 = —100% y Rtol = 1072
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Figura 4.25: Estimacién del error en ([&94)), con A2 = —100% y Rtol = 1072,

En el caso de la funcién ode4d, los valores h caen todos dentro de la regién de
estabilidad DOPRI(5,4) de orden 5 (imagen izquierda de la Figura [£.22). En el caso
de la funcién odelss, a excepcion de las que corresponden a érdenes k = 1, 2 y 5, el
resto caen fuera de la regién de estabilidad, Figura La solucién obtenida con la
odel5s empeora porque las posiciones de h estdn més alejadas del origen que en el caso
Rtol = 1073, compararlo con la Figura Z.23l



132 C.4 ode45, odel5s

0.6i :
0.54i
0.5
0.52i
0.4
0.5

/ 0.48i

0.2i / 0.46i

/
/ 0.44i
ol §
|
0.42i

0 !
-0.05 0 0.05 -0.01 0 0.01

Figura 4.26: Posicién h de ([@34) en regién de estab. BDF, A2 = —1002 y Rtol = 10~ 2.

4.3.3. Estimacion del error en la odel5s

Con el objeto de entender mejor la falta de eficacia de la funcién odel5s al resolver
el problema ([£.94) (tanto con BDFs como NDFs) y teniendo en cuenta que los tamanos
de paso dependen de las estimaciones del error, hemos analizado lo que sucede con las
estimaciones del error de (£94]). La norma que utiliza la odel5s en la estimacién del
error puede ser de dos tipos: la basada en la componente maxima (es la que utiliza por
defecto) y la norma euclidea. En las estimaciones del error de los ejemplos anteriores sélo
se ha utilizado la norma basada en la componente maxima y esta vez hemos calculado la
estimacién del error utilizando ambas normas. Asf, hemos resuelto (E94)) para A% = —1,
A2 = —2 y \2 = —4 utilizando las NDFs en la funcién odel5s.

Las Figuras y muestran las componentes solucién del problema (£.94]) con
A? = —1 (imagen izquierda) y las componentes del estimador del error (imagen derecha),
calculado éste con la norma basada en la componente maxima. En las imédgenes de la
derecha se han superpuesto el valor absoluto de las componentes soluciéon multiplicado
por la constante 10~%, con el fin de representar ambos (estimador y solucién) en la misma
figura. Resulta dificil sacar alguna conclusién sélo de estas dos graficas.

En las Figuras y hemos dibujado las componentes solucién del proble-
ma ([@94) con \> = —2 y las componentes del estimador con la norma basada en la
componente maxima. Las Figuras L.31] y muestran lo mismo para A\? = —4. Pode-
mos concluir que a partir de un momento las componentes del estimador presentan un
caracter periddico, parecido al que presentan las componentes de la solucién y que el
estimador es minimo cerca de los puntos con tangencia horizontal en la funcién solucién.
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Figura 4.29: Solucién y estimacién del error en la 1* componente para ([E94), \2 =

—2.
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Figura 4.32: Solucién y estimacién del error en la 22 componente para ([£94), \2 = —4.



4.3 Aplicacién de ode45 y odel5s a ejemplos sencillos 135

En las Figuras £33 y B34 hemos representado el estimador del problema (Z.97)
calculado mediante la norma euclidea. También hemos representado el valor absoluto de
las dos componentes solucién multiplicado por la constante 10~4. De nuevo, en los casos
A2 = —2 y A2 = —4 el estimador presenta caricter periédico, y es menor cerca de donde
las componentes solucién tienen tangente horizontal.

x10™ x10°
45 : : : : 1

. —|est| B | 0ol — |est|
— |ysol(1)| (1.0 — lysol(1)| o™
35 ysol(2)| (O™ 1 o8y lysol(2)| CL0™
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Figura 4.33: Solucién y estimacién del error con norma euclidea (£94), \? = —1, —2.
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Figura 4.34: Solucién y estimacién del error con norma euclidea ([E94), \2 = —4.

4.3.4. Resolucién de la ecuacion de onda

Consideramos la ecuacién de onda 1D (L.23) con CI correspondientes al pulso rec-
tangular y CC dadas por (I.23), en una cuerda de 8 unidades de longitud L = 8 y
a? =1, que es el ejemplo del Capitulo [l Hemos visto que la funcién odel5s da muchos
mas pasos que la funcién ode4 . Asi, para una discretizacién de 100 elementos, la ode4s
precisa 1101 pasos y la odelds 2857. Representamos en la Figura los tamanos de
paso dados por ambas funciones y en la Figura[4.30] las estimaciones del error (calculadas
utilizando la norma basada en la componente maxima).
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Figura 4.36: Estimacién del error en (I.23]) con CI pulso.

En el problema ([L23]), las medias aritméticas de las estimaciones del error de ambas
funciones son estss = 3,3839 - 1074 y estiss = 3,2891 - 104, ambas muy parecidas. Sin
embargo, si comparamos las medias de los tamanos de paso, la media de la funcién
ode45 es del orden de 2,59 veces més grande que la de la odel5s: hys = 1,4532 - 1072,
hiss = 5,6003 - 1073, De nuevo nos encontramos con que el factor entre los tamafios de
paso supera el factor entre las estimaciones del error.

La explicacién a este hecho se encuentra en las expresiones (L.44]) y (£.74]) del tamano
de paso nuevo. Es suficiente con que nos fijemos en la forma en que cada funcién calcula
el tamano de paso tras un paso bueno. En la ode/5 éste se calcula utilizando:

Powevo = 5 - h, ||lest|| < Rtol - 1,0486 - 1074 (4.95)
Y en la odel5s, suponiendo que el siguiente tamano de paso se dara con el mismo orden

k, éste se calcula:
hopt = 10-h, |lest|| < Rtol - Ay, (4.96)
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siendo las constantes Ay, las de la Tabla Al Escribiendo la expresién (£396) explicita-
mente para cada orden se tiene:

10-h, |lest] < Rtol-6,944-1073 (k =1)
10-h, |lest|| < Rtol - 5,787 -107% (k = 2)
hopt = 4 10 - h, |lest|| < Rtol - 4,823 -107° (k = 3) (4.97)
10-h, |lest] < Rtol-4,019-1076 (k = 4)
10-h, |lest|| < Rtol-3,349-1077 (k = 5)

Y comparando las expresiones ([£.95) y (d.97), vemos que aunque la funcién ode15s
multiplique por 10 el tamano de paso actual y la ode45 por 5, en la odelbs a partir de
orden k = 3, el intervalo de la estimacién del error para que suceda esto es considera-
blemente menor que en la ode/. Si forzamos a la funcidon odelds a que trabaje como
méaximo en orden 4, los pasos que precisa son 3282; en orden 3, 4899 pasos; en orden 2,
12169 y en orden 1, 56210 pasos, frente a los 2857 pasos que precisaba cuando no se le
ponia ninguna restriccion al orden. Esto es légico ya que a menor orden, mayor resulta
la estimacién del error. Esto siginifica que tampoco los érdenes méas pequenos presentan
ninguna ventaja aunque su constante Ay sea mayor.

Como la funcién ode4d resuelve en orden de precisiéon k = 5, si lo comparamos con
el orden k = 5 de la ode15s, la condicién |lest| < Rtol -3,349-1077 de la odel5s resulta
més estricta que la condicién |lest| < Rtol - 1,0486 - 10~* de la ode45.

Pensamos que la fuerte restriccién en el tamano de paso para érdenes k > 3, se debe
a que se ha querido establecer indirectamente un control sobre la posicién de los valores
h = h\ en estos ordenes, ya que a partir de orden £ = 3 los métodos BDF y NDF no
son A-estables. De esta manera se le obliga a la funcién ode15s a elegir tamanos de paso
h que hacen que los valores h estén cerca del origen de coordenadas, ver Figura .37

— NDF1 BDF1 BDF3

10i—NDF3 e

—— NDF5=BDFY/
5i [

-5i

-10i

-15i L L L L L "
-10 -5 0 5 10 15 20 -2

Figura 4.37: Detalle de las regiones de estabilidad BDF y NDF.
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4.3.5. Conclusiones

Del estudio de estos ejemplos constatamos que:

» Las funciones ode45 y odel5s solo controlan una estimacién del error local, lo que
hace que el error global sélo se controle parcialmente y no totalmente.

» Las funciones ode45 y odel5s no realizan el estudio de los autovalores de la matriz
jacobiana. Esto significa que los valores h= Ah, pueden caer fuera de la regién de
estabilidad correspondiente al método y esto puede conllevar pérdida de precision
e incluso inestabilizacion de la funcién solucion.

» El estimador que utiliza la odel5s es la diferencia hacia atrds de orden (k4 1) mul-
tiplicada por la constante de error del método, siendo k el orden al que se estd re-
solviendo. Este estimador es una aproximacién del error local de truncamiento y
resulta muy pequeno cuando la funcién solucién no muestra grandes variaciones.
Es por esto que la odel5s es muy eficaz en el caso de EDOs de orden 1, princi-
palmente a medida que aumenta |A|. Sin embargo, no podemos decir lo mismo en
el caso de EDOs de orden 2 con autovalores imaginarios puros. En este caso, las
continuas variaciones de la funcién solucién hacen que el estimador también vaya
cambiando de forma parecida a la solucién y por tanto, desaparece la ventaja que
presentaba la odel5s en EDOs de orden 1.

= En la funcién odel5s las féormulas de cédlculo del tamano de paso son més estrictas
que en la ode45. Pensamos que la odelds estd disenada de esta manera, para que
los valores h = h\ estén cerca del origen de coordenadas, queriendo evitar que
caigan en zonas de inestabilidad.

» La construccién de cada una de estas funciones (estimacién del error, forma de
calcular los tamanos de paso, etc.), es lo que hace que cada una de ellas resulte
mas eficiente a la hora de resolver unos problemas que otros.



Capitulo 5

Métodos resultantes de cambiar
los predictores en EBDF y

MEBDF

A veces, el replanteamiento de un problema es mas decisivo que el hallazgo de la
solucion, que puede ser un puro asunto de habilidad matematica o experimental.
La capacidad de suscitar nuevas cuestiones, nuevas posibilidades de mirar viejos
problemas, requiere una imaginacion creativa y determina los avances cientificos
auténticos.

ALBERT EINSTEIN

5.1. Introduccion

Consideraremos la siguiente ecuacion diferencial de condiciones iniciales:

y () =f(tyt), ya) =y (5.1)
definido en un intervalo finito T' = [a, b] y siendo y : [a,b] — R™, f : [a,b] x R™ — R™
funciones continuas.

Si estamos trabajando con un problema rigido, el método numérico que vayamos a
utilizar en su resolucion debe tener buena precision y una regién de estabilidad extensa
[22]. Por ello, es natural que en los tltimos anos se haya trabajado mucho en conseguir
métodos numéricos precisos capaces de resolver eficazmente ecuaciones diferenciales rigi-
das. Muchas de estas mejoras se han realizado tomando como base las BDF [30], debido
a sus buenas caracteristicas de estabilidad. Las BDF son A-estables hasta orden k = 2
y A(a)-estables hasta orden 6 [36, [38].

Como vimos en el Capitulo [2] una de las modificaciones hechas a las BDF son las
NDF [62] que consisten en anticipar una diferencia de orden (k+ 1) multiplicada por

139
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una constante kg, consiguiéndose asi mayor precisiéon a costa de sacrificar un poco la
estabilidad. En [62] sélo proponen anadir este sumando en 6rdenes k = 1,2, 3,4, ya que a
partir de orden 5 la pérdida de estabilidad es significativa. En las referencias [16, [I8] Cash
introduce extensiones de los métodos BDF anadiendo puntos super-futuros para resolver
problemas de valor inicial rigidos. A estos métodos se les conoce como BDF extendidas
(EBDF) y BDF extendidas modificadas (MEBDF'). Ambas utilizan dos predictores BDF
y un corrector multipaso implicito. Los dos métodos son A-estables hasta orden 4y A(«)-
estables hasta orden 9.

Otras variaciones hechas a las BDF y que hemos visto en el Capitulo [2] consisten en:
combinaciones lineales de las BDF (es el caso de los métodos A-BDF' [2§]), cambiar los
predictores del esquema EBDF (caso de los métodos A-EBDF [44]), utilizar derivadas
de orden superior (caso de los métodos de Enright [24] o los métodos SDBDF [37]),
métodos multipaso extendidos que utilizan la segunda derivada (caso de los métodos
E2BD [I7]), etc. Todas estas modificaciones consiguen mejorar la precisién o/y el orden
de los métodos BDF'.

La motivacién de la mejora que vamos a plantear en este capitulo es doble:

= Por una parte, sabemos que los métodos NDF suponen poco coste computacional
anadido respecto de los métodos BDF y que aunque pierden en estabilidad, ganan
en precision.

= Y por otra parte, conocemos las buenas caracteristicas de estabilidad que propor-
ciona el esquema predictor-corrector propio de los métodos EBDF y MEBDF.

Teniendo en cuenta estas dos ideas, en este capitulo hemos modificado las EBDF
y MEBDF utilizando como predictores las NDF y sin cambiar los correctores. Hemos
experimentado con los dos predictores de la siguiente manera: utilizando NDF's en ambos
predictores, utilizando NDFs como primer predictor y BDFs como segundo y viceversa.
A los métodos resultantes de utilizar dos predictores NDF les hemos llamado ENDF y
MENDF; a los que hemos obtenido utilizando NDF's como primer predictor y BDF's como
segundo les hemos llamado métodos ENBDF y MENBDF y a los obtenidos con BDF's
como primer predictor y NDF's como segundo, EBNDF y MEBNDF. Asi, hemos creado
las familias EBDF y MEBDF que utilizan como predictores BDFs y/o NDFs. Se han
calculado las caracteristicas de estabilidad y el orden de precision de ambas familias. El
resultado ha sido que se ha conseguido mejorar la estabilidad de los métodos de partida
(EBDF y MEBDF') manteniendo la precisién (el orden del método).

5.2. Caracteristicas de los métodos BDF, NDF, EBDF,
MEBDF

En esta secciéon analizaremos algunas caracteristicas de los métodos BDF, NDF,
EBDF y MEBDF, que nos permitirdn entender la construccion de estos métodos y
proponer modificaciones en ellos.
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5.2.1. Esquema de los métodos BDF y NDF

En el Capitulo Bl ha quedado dicho que los métodos BDF se escriben en funcién de
diferencias hacia atras mediante la expresién (2.40) y que desarrollando estas diferencias
hacia atrés se llega a una forma equivalente de las mismas dada por (2.41)):

k
Z djynJrj = hfn+k (5'2)
=0

Los métodos BDF de k-pasos tienen orden k y su error local de truncamiento es:

LTE = CihF+y D (1) + 0 (h’““) (5.3)

De forma similar, también los métodos NDF se escriben en funcién de diferencias

hacia atrés (2.59), y se pueden escribir utilizando una expresién parecida a la de los
métodos BDF (5.2):

k
Z Ajnts = Pfsre + H’kakﬂywrk (5.4)
=0

El coeficiente  fue introducido por Klopfenstein y Shampine para maximizar el
angulo de A(«)-estabilidad al mismo tiempo que se reducia el error local de truncamiento.
Las NDF son mas precisas que las BDF aunque menos estables, siendo su error local de
truncamiento éste:

LTE = Coh*+1y®+0) (1) 1 0 (hk+2) (5.5)

En este capitulo llamaremos C7 y Cs a las constantes de error de los métodos BDF y
NDF respectivamente.

El hecho de que las NDF tengan mejor precisién que las BDF implica que pueden
conseguir la misma precisién que las BDF con un tamano de paso mayor (ver Tabla [2.1]).

5.2.2. Esquema de los métodos EBDF y MEBDF

En la Seccién Z2.6.2] hemos visto que Cash [16] propuso los métodos EBDF, cuyo
corrector viene dado por la siguiente expresién:

k

Z WYnti = hBifutk + hBes1fathi (5.6)
=0

Cash también introdujo los métodos MEBDF [I8], que siguiendo el esquema
predictor-corrector de los métodos EBDF utilizan un corrector nuevo:

k

>yt = hBufnsk + hBis1 fatrer + 1 (ﬂk - 5k> Frti (5.7)
=0
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los coeficientes [, Br+1 son iguales en ambos correctores y estan disponibles en [16], y
los coeficientes (i son los coeficientes del método BDF al considerar éste de esta formas:

k—1

Yntk + Z AjYnsj = MOk fatk (5.8)
=0

Suponiendo que Yn,Yn+1,-.,Yntk—1 €stan disponibles, el esquema predictor-corrector
de los métodos EBDF y MEBDF consiste en:
1. Calcular ¥4+ como la solucién del método BDF":
k
> diynts = Dbtk s WUntk = Tnt) (5.9)
§=0

2. Calcular 4, 1x11 avanzando un nuevo paso BDF:
k

Z AjYntjr1 = hfntks1 s Untkt1 = Untkt1) (5.10)
=0

3. Evaluar foixi1 = f (tnakst, Ynikr1) y también foin = f (tnik, Unsk) en el caso
de las MEBDF.

4. Sustituir fn+k+1 y también fn+k en el caso de las MEBDF en los correctores
EBDF y MEBDF, (5.6) y (5.7) respectivamente, para calcular y,, ., que serd el
valor numérico obtenido con el método EBDF o MEBDF.

El error local de truncamiento de estos métodos viene dado por las siguientes expre-
siones:

s Error local de truncamiento del método EBDF:

LTE) = pE+2 [ Brr1Ch (1 _ O%_1> aiy(k+1) + ng(k+2)

(ta) + O <hk+3>

(5.11)
siendo C la constante de error de los métodos BDF y ('3 la constante de error del

corrector (5.6]).

» Error local de truncamiento del método MEBDF:

ap ) Oy

_ A 0
LTE, = h*+2 || ¢ <ﬁk+1 (1 _ 1) + (B — m)) 97 k1)
Qg dy

| —— |

+C4y(k+2)} (tn) + O (hk+3) (5.12)

siendo C la constante de error de los métodos BDF y C4 la constante de error del

corrector (B.7]).
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Lemma. Si las férmulas correctoras (5.6]) y (5.7)) son de orden (k+ 1) y los métodos
utilizados en (5.9) y (B.I0) son de orden k, el algoritmo predictor-corrector (1)-(4) que
corresponde al método EBDF o MEBDF es de orden (k + 1). Se puede encontrar la
demostracién de este lema en [37]. O

El polinomio caracteristico de los métodos EBDF y MEBDF viene dado por:

Ah® + Bh? + Ch+D =0 (5.13)
siendo:
A= —,@krk
B =26 x7% + T — Bry1S—(Br — Br)R
C = —hpadr® — 26T + 4 Br11S — Brp1Gp—1 R+ (B — Bi) Rdug (5.14)
D =4&;T
R= Z?;é arl, S = Z?;g aritl T = Z?:o a1,

Los coeficientes de la expresién (5.14]) corresponden al método MEBDF y las dife-
rencias con respecto a los coeficientes del método EBDF se han representado utilizando
distintos colores: los sumandos en color azul son especificos del método MEBDF y los
coeficientes en color rojo hay que sustituirlos por G en el caso del método EBDF.
Obsérvese que las constantes «;, 8 son las constantes de los métodos EBDF y MEBDF,
y que sélo aparecen en la férmula de T. Las constantes &; son las constantes del método

BDF cuando consideramos la BDF de esta manera: Z?:o QjYnts = hfnsk

5.3. Esquema de los nuevos métodos

5.3.1. ENDF y MENDF

Estos métodos consisten en utilizar NDFs como primer y segundo predictor en los
métodos EBDF y MEBDEF. A continuacién, de igual manera que en los métodos EBDF

y MEBDF, se evaltian fn-i—k—i—l =f (tn—i—k—‘rla gn-‘rk:-i-l) y fn-‘rk‘ =f (tn-i-ka gn—i—k) (eSte ultimo
sélo en el caso del MEBDF), y se sustituyen en las expresiones (0.0) y (B.7).

Primer predictor: En ambos métodos (ENDF y MENDF), la primera vez que se
aplica el predictor NDF se obtiene el valor g, 1, siendo la diferencia entre el valor exacto
y el calculado la siguiente:

Y(ture) = Tgr = ColF Y0 (1) + 0 (n542) (5.15)

donde C3 es la constante de error del método NDF. Hemos denotado por g, , el valor
que se calcula haciendo la asuncién de localizacién (2.5).
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Segundo predictor: De nuevo en ambos métodos (ENDF y MENDF), la segunda
vez que se aplica el método NDF se obtiene 4,1x+1, siendo la diferencia entre el exacto
y el calculado la siguiente:

. -1 F(E+1)N\ ki1 k
y(tn—i-k—i-l) - yn+k+1 = 02 <1 — Ozk — dk h +1y( +1) (tn) + O (h +2) (516)

donde yy ,, ., se ha calculado haciendo la asuncién de localizacién y cogiendo el valor
7 4 como valor del instante ¢, .

Corrector: Finalmente, al aplicar los correctores (5.6]) (caso EBDF) o (5.7) (caso
MEBDF), el error local de truncamiento de los métodos ENDF y MENDEF queda:

s Caso ENDF:

LTE), = h¥F*? (ﬁkﬂAkginU + cgy“f“)) (ta) + O (h’“*f”) (5.17)
s Caso MENDF:

LTE, = h¥+? |:(/6k+1Ak; + Co(fBr — /@k)) g-;y(kz—&-l) + C4y(k+2)] (tp) + O (hk+3>
(5.18)

Vo E+1
siendo en ambos casos: Ay = Cy <1 — aki L H%(A + )>
893 893
El hecho de utilizar el método NDF como predictor de los métodos EBDF y MEBDF
influye en el primer sumando del error local de truncamiento de éstos (parte encuadrada
en (B1I) y (512)). El segundo sumando de ambos tinicamente depende del corrector y

nosotros no hemos actuado sobre él.

5.3.2. ENBDF y MENBDF, EBNDF y MEBNDF

En la seccién anterior hemos utilizado el método NDF en las dos predicciones de
los métodos EBDF y MEBDF. Pero esta opcion no es la tnica, ya que también pode-
mos utilizar el método NDF como primer predictor y el BDF como segundo o viceversa
(primero BDF y después NDF). Por tanto, todas las opciones posibles para los predic-
tores son: BDF-BDF, NDF-NDF, NDF-BDF, BDF-NDF. En todos los casos el error
local de truncamiento se puede expresar de la siguiente manera:

LTE, = b2 | (81 A . _A g (k+1) o (k+2) k+3
k= 7| (Bera i+ OBk = 00)) o™ 4 D@ | (1) 4.0 (W49 (5.19)
siendo: D; = C3 en el caso EBDF y D; = C4 para MEBDF. Hemos escrito en color
azul el sumando extra que aparece en el caso MEBDEF y que no aparece en los métodos
EBDF.
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Los valores de Aj, dependen de los predictores utilizados, es decir:

» Caso EBDF y MEBDF (predictores BDF-BDF):

A, =Cy <—O“‘f‘1 + 1) , Ci=C) (5.20)

893

» Caso ENDF y MENDF (predictores NDF-NDF):

Vo 1
A, =0y <—a§k1 — H(k‘ + 1)7]6@7]@ + 1) , C; =0y (5.21)

» Caso ENBDF y MENBDF (predictores NDF-BDF):

A~

A = <_02042_1 + Cl> , C; =09 (5.22)
k

» Caso EBNDF y MEBNDF (predictores BDF-NDF):

_ 1
A = <—Cl a’f L_ Cik(k + Dy— + 02) , Ci=0Ch (5.23)
ap ag

5.4. Analisis de estabilidad

5.4.1. Estabilidad de los métodos ENDF y MENDF

Para calcular la regién de estabilidad de estos métodos hay que aplicar el esquema
completo a la ecuacién de test 3’ = A\y. Aplicando dos veces el predictor NDF (5.4)) y el
corrector (5.0) en el caso ENDF y (5.7)) en el caso MENDF a la ecuacion de test, se llega
a una ecuacién en diferencias. Estableciendo y,, = r™*! para m = (n —1),n, ..., (n + k)
y dividiendo entre 7", se llega al polinomio caracteristico del método:

AR® + Bh* +Ch+D =0 (5.24)
siendo h = h\ y las constantes A, B, C, D dadas por:

(A = —prkt!
B =2(dy — k) B + T — B S+(Br — Br) R
C = (g — ) ¥ — 2 (G — wye) T + (60 — £7k) B S
— By (—ag—1 — (k + 1)rv) R—(Br — Br) R(Gu, — k)

D = (dk — r)>T
(5.25)
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y R, S,T dadas por:

k+1 . . (k41
R=(-1)M! ( 0 > R+ Dy 1 <_aj—l + (—1)FH ( . ) 'Wk)

, (k41 5.26
S = (=1)framy, — 52y rit! <—dj—1 + (=1 ( K ) /ﬂk) (520
J

—_ Nk !
T= ijo o’

De nuevo, los coeficientes de la expresion (5.25]) corresponden al método MENDF y
las diferencias con respecto a los coeficientes del método ENDF se han representado uti-
lizando distintos colores: los sumandos en color azul son especificos del método MENDF
y los coeficientes en color rojo hay que sustituirlos por G en el caso del método ENDF.

En la Figura B0l se muestran las regiones de estabilidad de los métodos EBDF y
ENDF (imagen izquierda) y las de los métodos MEBDF y MENDF (imagen derecha).
Las caracteristicas de estabilidad se han recogido en las Tablas 5.1l y

al EBDF | ail k= MEBDF |
k=4  ——ENDF
—— MENDF
3i 3ir 1
2i 2it
i ir
ot 0
=i =i
-2i -2
-3 -3i
—4it -4
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 5.1: Regiones de estab. ENDF y EBDF, MENDF y MEBDF (exterior a curva).

Ejemplo de célculo de la region de estabilidad ENDF2: Incluimos el calculo
de la regién de estabilidad del método ENDF para k = 2. El método NDF (5.4) toma la
siguiente forma cuando k = 2:

&0Yn + Q1Yns1 + Galinsz = hfnyz + 672V Ungo (5.27)

siendo: V3ﬂn+2 = Yn+2 — 3Yn+1 + 3Yn — Yn—1.
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Aplicamos (5.27)) a la ecuacién de test (v = Ay) y despejamos 42

_ Yng1 (—G1 — 3K872) + Yn (G0 + 3KY2) — EY2Yn—1
Yn+2 = =
(&2 — Ry — h)

(5.28)

Aplicamos el segundo predictor NDF a la ecuacion de test y despejamos §,+3:

Unt2 (=01 — 3572) + Yni1 (—Go + 3672) — KY2un

Yn+3 = = (5.29)
(dg — K72 — ]’L)
Sustituyendo el valor de yp+2 (B.28) en (B.29) obtenemos:
B gn+2
Yna1 (—@1 — 3572) + Yn (—ao + 3k72) — kYoYn—1 | (—&1 — 3K72)
gn+3 = N2
(5&2 — R7Y2 — h)

(Ynt1 (=60 + 3K572) — KY2Yn) <072 — Ky — B)

n (5.30)

N 2
(&2 — Ry — h)

Evaluamos la derivada de §,13: f (Un+3) = A\Jn+3. Y por tltimo, aplicamos el correc-
tor (0.6) a la ecuacion de test:

QO0Yn + 1 Yni1 + @2Yni2 — hBoYnio — hB3Gnss =0 (5.31)

+

Sustituyendo y,, = r™*! en (5.31)) y dividiendo entre r" se llega al polinomio carac-

teristico del método:
9 . N\ 2
(aor + a1 + agr® — hﬁgr?’) ((342 — Ky — h)
— 13 [(r* (=1 — 3K72) + 7 (—Go + 3k72) — k72) (—G1 — 3K72)
+ (r* (=G0 + 3ry2) — Ky2r) <<342 — Ky — h)] =0 (5.32)

Y haciendo las operaciones en (£5.32)) resulta un polinomio de grado 3 de la forma (524,
siendo sus coeficientes:

h3: A= —fr3
h2: B=2(d — k) for® +T — 335

h: C=—Py(&g—ry)’1® —2(Gg — kye) T + (G2 — Ky2) B35 — B3 (=G — 3ky2) R
K. D= (&g — k)T
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R =12 (—d1 — 3kvy2) + 7 (—dg + 3k72) — k)2
siendo: ¢ S = rey — 12 (—éo + 3k72) (5.33)
T= 212':0 a;rdt!

Obtenido el polinomio de estabilidad, se puede dibujar la frontera de la regién de
estabilidad hallando las raices del polinomio e imponiendo la condicién de que el médulo
de éstos sea la unidad, es decir r = €.

Ejemplo de calculo de la regiéon de estabilidad MENDF2: Para calcular la
expresion de la regién de estabilidad del método MENDF para k = 2, aprovechamos
las expresiones de ¥n12 (B.28) v 9n+3 (30) que hemos obtenido en el caso anterior tras
aplicar el predictor NDF2. Calculamos las derivadas de gp4+2 y de Jn13: f (Jn+2) = AUn+2,

f (Un+3) = AYnys. Y por dltimo, aplicamos el corrector (B.7) a la ecuacién de test
obteniendo:
Q0Yn + Q1Ynt1 + 02Ynt2 — hB2yns2 — hBsynts — (B2 — B2)ins2 = 0 (5.34)

Procediendo como antes, se obtiene el polinomio caracteristico del método:

(aor + a1r2 + a2r3 — HBQT3) (dg — KY2 — ﬁ>2
— hfs [(r2 (—d1 — 3K72) + 1 (=0 + 3k72) — /wg) (—d1 — 3K7y2)
+ (r2 (—do + 3K7y2) — H’YQT) (&2 — Ky — ﬁ)]
—h <52 — 32) [T‘Q (=1 — 3ky2) + 1 (—do + 3ky2) — f-va] <d2 — Ko — fL) =0
Que resulta un polinomio de grado 3 de la forma (5.24]), siendo sus coeficientes:
R3: A= —Bgr?’
h?: B=2(dy — ky2) Bor® + T — Bs5 + (52 —Bz) R
h: C=—f (b —ky2)? 1% =2 (4 — ky2) T + (G2 — Ky2) B35
— B3 (=1 — 3Ky2) R — (52 - 52) R (G2 — K2)

RO: D= (G — k)T

\
y siendo R, S, T los mismos que los del método ENDF2 (5.33)). O
Para dibujar la frontera de la regién de estabilidad, hay que hallar las raices del

polinomio de estabilidad e imponer la condicién de que su médulo sea la unidad: r = €%,

5.4.2. Estabilidad de los métodos ENBDF y MENBDF

Aplicando los métodos ENBDF o MENBDF a la ecuacién de test y’ = Ay, estable-
ciendo y,, = r™*! para m = (n — 1),n,...,(n + k) y dividiendo entre 7", se llega al
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polinomio caracteristico de estos dos métodos:

AR® + Bh? + Ch+D =0 (5.35)

siendo h = hA v A, B,C, D dadas por:

A = —3ka+1
B = (2dy — k) ¥+ T — Bra S + (B — Ar)R
C = — By (6w — k) T — (2ap — k) T
+ (6 — KYk) Bra1S + Brs160—1R—(Br — Br) Ré

D = dk (éék — Ii’yk)T
(5.36)
y las constantes R, S, T dadas por:

kE+1 . R (k+1

e (o (s s (17 )
k-2~ 4 J (5.37)

S = ijo Gl ™

T= Z?:o ari*l

Ver caracteristicas de estabilidad en las Tablas 51l y

5.4.3. Estabilidad de los métodos EBNDF y MEBNDF

Aplicando los métodos EBNDF y MEBNDF a la ecuacién de test y procediendo
como en los casos anteriores, se llega al polinomio caracteristico de estos dos métodos.
De nuevo se trata de un polinomio de grado 3 dado por:

AR® + Bh? + Ch+D =0 (5.38)
siendo las constantes A, B,C y D:
A= —fyrk
B = (28 — ki) ¥ + T = Br1S— (6 — )R
C = — by (G — kye) ™ — (265 — kye) T + @B S
+ Bt1 (=1 — (b + D)ryg) R+ (Br — Be) R(Gu — k)

D = &y (&g — k) T
(5.39)
y R,S,T dados por las expresiones:

R=30"5a;r
. (k41
S = (—1)Fry, — Zf;ll rd (—dj_l 4 (—1)kH1—d ( + ) /vyk> (5.40)

J
T= Z?:o ar?
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k | p (orden) A(a) EBDF A(a) EBNDF A(a) ENBDF  A(a) ENDF
12 90° 90° 90° 90°

213 90° 90° 90° 90°

314 90° 90° 90° 90°

415 87.61° 87.68° 87.49° 87.54°

Tabla 5.1: A(«)-estabilidad de los métodos EBDF, EBNDF, ENBDF, ENDF.

k| p (orden) A(a) MEBDF A(a) MEBNDF A(a) MENBDF A(a) MENDF
12 90° 90° 90° 90°

23 90° 90° 90° 90°

3|4 90° 90° 90° 90°

405 88.36° 88.41° 88.88° 88.93°

Tabla 5.2: A(a)-estabilidad de los métodos MEBDF, MEBNDF, MENBDF, MENDF.

5.4.4. Conclusiones sobre las regiones de estabilidad

» Al igual que los dos métodos de partida (EBDF y MEBDF), los nuevos métodos
son A-estables hasta orden 4 (k = 3).

= Cuando utilizamos NDF's en el esquema predictor, no se consiguen peores carac-
teristicas de estabilidad que cuando utilizamos BDF's, llegando en algunos casos a
mejorar las caracteristicas de estas ultimas.

» Para k = 4 y en el caso de la familia EBDF, los dngulos de A(a)-estabilidad de
los métodos EBDF y EBNDF son mayores que los correspondientes a los métodos
ENBDF y ENDF. Por lo que las caracteristicas de estabilidad son mejores cuando
aplicamos BDFs como primer predictor. Ademas, los dngulos de A(«)-estabilidad
del método EBNDF son mayores que el del EBDF y los del método ENDF son
mayores que los de ENBDF. De estas dos tltimas afirmaciones concluimos que
se obtienen mejores caracteristicas de estabilidad utilizando BDFs como primer
predictor y NDFs como segundo. Asi, el método EBNDF4 mejora la estabilidad
del método EBDF4.

» Para kK =4 y en el caso de la familia MEBDF, al utilizar NDFs como predictores
del método MEBDF, se obtienen métodos con mayor regiéon de estabilidad que los
métodos MEBDF. Esta vez las caracteristicas de estabilidad son mejores cuando
aplicamos NDF's como primer predictor. Y el método que mejores caracteristicas
de estabilidad presenta es el que utiliza dos predictores NDF.

= Las regiones de estabilidad de las MEBDF son mayores que las de los métodos
EBDF. De igual manera, los métodos MEBNDF, MENBDF y MENDF tienen
mejores propiedades de estabilidad que los métodos EBNDF, ENBDF y ENDF.
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5.5. Resultados numeéricos

En esta seccién recogemos los resultados numéricos obtenidos al resolver algunas
EDOs de orden 1 con las familias EBDF y MEBDF.

Ejemplo 1. Hemos considerado el siguiente sistema rigido que también lo resuelve
Cash en [16]:
1=—v1 — 15y2 + 15e~"
y} u Y2t et , con valores iniciales: (y1(0),42(0)) = (1,1)T  (5.41)
Yy = 10y1 — y2 — 15e™

La solucién exacta del sistema (5.41)) es: y1(t) = y2(t) = e, Los autovalores de la
matriz Jacobiana caen cerca del eje imaginario y son —1 4 151.

Hemos hallado la solucién de este problema en el intervalo temporal T' = [0, 20]. Por
una parte, hemos comparado los métodos ENDF y MENDF de orden 4 (k = 3) con el
método NDF de orden 4 (esta vez, k = 4). Se han dado 100 pasos constantes en los tres
casos. Los resultados se han recodigo en la Tabla (53] y se puede ver que los métodos
ENDF3 y MENDF3 proporcionan buenos resultados, mientras que los obtenidos con el
método NDF4 se inestabilizan. También se ve que el método NDF4 requiere alrededor
de 600 pasos para obtener errores de similar magnitud que los otros dos métodos.

t |y; Solucién exacta Error NDF4 Error NDF4 Error ENDF3 Error MENDF3
100 pasos 600 pasos 100 pasos 100 pasos

5 [ 0,673794699908547 - 102 3,7044 - 1072 3,6748-1075 11,8866 - 107 9,8028 - 1078

Yo 0,673794699908547 - 10~2 1,6667 - 10~1 3,1445-107% 2,1497-10"7 2,5754-1078
e 0,453999297624848 - 10~* 1,1501 - 10 2,2845-10=% 7,2092-10~'° 6,6204 - 10~1°
Yo 0,453999297624848 - 10~* 7,0102- 10~ 2,993-10~% 7,3227-10710 1,7505-10~1°
90| ¥ 0,206115362243856 - 108 5,0777-10*  5,1991-10~13 3,2552-10~1* 3,0057-10~14
Yo 0,206115362243856 - 1078 1,3224 - 10* 2,2219-107'2 3,3536-10~1* 7,9474-101°

Tabla 5.3: Resultados de integracién del ejemplo 1 con NDF4, ENDF3 y MENDF3.

El mismo sistema lo hemos resuelto con los métodos EBDF3, MEBDF3 y BDF4,
todos ellos de orden 4 (Tabla [54]). Esta vez el método BDF4 tiene que dar 2600 pasos
para obtener unos resultados parecidos a los otros. Ademads, si comparamos los resultados
obtenidos con los métodos EBDF3 y MEBDF3 con los obtenidos con ENDF3 y MENDF3,
los errores que proporcionan los nuevos métodos son menores.

De todo esto se concluye que, aunque las familias EBDF y MEBDEF evalien tres
férmulas por paso (dos predictores y un corrector) -frente a la inica evaluacién por paso
de los métodos BDF y NDF-, las familias que usan puntos super-futuros resultan més
eficientes, puesto que el nimero de pasos que tienen que dar los métodos BDF y NDF
para obtener errores de similar magnitud que las primeras es mas que tres veces superior
que el nimero de pasos que dan las primeras.
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t |y; Error BDF4 Error BDF4 Error BDF4 Error BDF4 Error EBDF3 Error MEBDF3
100 pasos 600 pasos 1600 pasos 2600 pasos 100 pasos 100 pasos

5 | 1,9484-1072 5,5994-10~% 9,263 -10~7 3,5726-10~7 7,9715-10~% 1,7398 - 10"

y2 1,7076 - 1072 8,1309 - 1075 3,0564 - 10~7 1,2509-10~7 2,7319-10~7 1,5639 - 107
na 9,4972-1072 1,5947-10~% 6,5579-107°2 2,5451-107° 1,4329-10° 1,1252-10°
Y2 1,9497 - 1071 1,1192-1077 3,9696 - 10719 1,4963 - 10719 1,5083 - 10~ 9,2237-10~10
y1 5,1037-10° 1,0442-10"'! 2,036-10"'3 7,6352- 104 6,5299 - 10~'4 5,1083 - 10~ !4
Y2 1,4313-10" 1,0523-10~'1 2,1767 - 10713 8,6876 - 104 6,833 - 104 4,1887-10"14

20

Tabla 5.4: Resultados de integracion del ejemplo 1 con BDF4, EBDF3 y MEBDF3.

Ejemplo 2. Consideramos el siguiente sistema de EDOs también resuelto en [44]:

Yy = —20y1 — 0,25y2 — 19,75y3
Yy = 20y1 — 20,2552 + 0,25y3 , siendo: (y1(0),42(0),y3(0)) = (1,0,-1)T (5.42)
yé = 20y1 - 19775312 - 0;2593

yi(t)
cuya solucion exacta es: < yo(t) =

(€705 + 720 (cos 20t + sin 20t))
(705t — e720 (cos 20 — sin 20t))
y3(t) = _% (799 4 720 (cos 20t — sin 20t))

1
2
1
2

Hemos calculado la solucién de este sistema en el intervalo 7' = [0, 10] y dando 50
pasos constantes con los nuevos métodos desarrollados para k = 3. Los resultados se han
recogido en las Tablas y Se observa que los resultados obtenidos con los nuevos
métodos son superiores.

t |y; Solucion exacta Error Error Error Error
EBDF EBNDF ENBDF ENDF

y1  0,303265331217737 - 10°  3,7917-10~* 2,5018-10~* 1,1726 - 10~* 4,6532-10°
1 |y2 0,303265330376617 - 10°  1,4307 - 1073 1,2405-1072 1,1036- 1075 8,5423 - 104
ys —0,303265329336016 - 10° 9,0775-10~* 7,5899-10* 6,2476-10~* 4,2449-10~4
y1  0,410424993119494 - 10~! 3,6443 - 1075 3,3574-10° 3,3307-107° 2,9899 - 10>
5 y. 0,410424993119494 - 101 3,6443 - 107> 3,3574-107° 3,3307-107° 2,9899-107°
ys —0,410424993119494 - 10~! 3,6443-1075 3,3574-107° 3,3307-10~° 2,9899 - 1075
y1  0,336897349954273 - 10-2 3,1059-107° 2,8632-107° 2,8314-1076 2,5425-1076
10|ys 0,336897349954273 - 10~2 3,1059-1076 2,8632-106 2,8314-106 2,5425-1076
y3 —0,336897349954273 - 10~2 3,1059 - 1076 2,8632-1076 2,8314-1076 2,5425-1076

Tabla 5.5: Resultados de integracion del ejemplo 2 utilizando la familia EBDF.

Ejemplo 3. Consideramos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales [48]:

Y= Ay1 + v
Yy = Y2

1

T
- 1 5.43
A+2’ > (5.43)

, con valores iniciales: (y,(0),y2(0)) = <



5.5 Resultados numéricos

y; Solucién exacta Error Error Error Error
MEBDF MEBNDF  MENBDF  MENDF

10

y1  0,303265331217737 - 10°  7,0144-107° 1,8023-107° 1,5822-1073 1,3052- 1073
yo  0,303265330376617 - 10°  6,4172-10~% 4,5880 - 10~* 3,6462-10~* 2,1813-10~*
ys —0,303265329336016 - 10°  2,4834-10=* 1,0859-10~* 3,2916 - 10> 1,2826-10~*
y1  0,410424993119494 - 10~1  2,7327-107° 2,4341-107° 2,7694 - 1075 2,4149 - 1075
Y2 0,410424993119494 - 10~! 12,7327 -107° 2,4341-107° 2,7694- 1075 2,4149-107°
y3 —0,410424993119494 - 10~ 2,7327 - 1075 2,4341-107° 2,7694-107° 2,4149-107°
y1  0,336897349954273 - 102 2,3204- 1075 2,0679 - 106 2,3595-107% 2,0593 - 106
Yo 0,336897349954273 - 102 2,3204- 1076 2,0679 - 106 2,3595- 10~ 2,0593 - 106
y3 —0,336897349954273 - 102 2,3204-10~°% 2,0679-107° 2,3595-10=% 2,0593 - 106

Tabla 5.6: Resultados de integracion del ejemplo 2 utilizando la familia MEBDF.

—2t

siendo A = 10%. La solucién exacta del problema es: y1(t) = ———, ya(t) = e~

(X +2)

Hemos calculado la solucién del sistema (5.43]) en el intervalo T = [0, 5], dando 60

pasos y para k = 4. Los resultados los hemos recogido en las Tablas 5.7y B.8l De nuevo,

los
los

t

errores que se obtienen con los nuevos métodos son menores que los obtenidos con
métodos EBDF y MEBDF.
y; Solucién exacta Error Error Error Error

EBDF EBNDF ENBDF ENDF

y1 —0,247825652536129 - 10~° 2,6602 - 10~1° 2,4466 - 10~10 2,4277 - 10~10 2,1752- 10~ 10
ys  0,497870683678639 - 10~!  2,6713-1075 2,4569-10~° 2,4379-10~° 2,1844 - 1075
y1 —0,453908515921664 - 1078 4,866 - 10712 4,4751 - 10712 4,4409 - 1012 3,9787 - 10~12
Y2 0,673794699908547 - 10~2  3,6107-10~¢ 3,3206-10~¢ 3,2053-10~¢ 12,9524 - 106

Tabla 5.7: Resultados de integracién del ejemplo 3 utilizando la familia EBDF.

y; Solucién exacta Error Error Error Error
MEBDF MEBNDF MENBDF MENDF

y1 —0,247825652536129 - 1076 1,9890- 1019 1,7682-10~19 2,0120-10~1° 1,7511-10~1'°
Yo 0,497870683678639 - 10~1  1,9975-10"° 1,7758-10~°> 2,0206-10"° 1,7587-107°
y1 —0,453908515921664 - 10~% 3,6390 - 10~12 3,2348 - 10~'2 3,6807 - 10~ 2 3,2032- 10~ '2
yo  0,673794699908547 - 10~2  2,7004-10-% 12,4006 -10~% 2,7313-10"¢ 2,3770-10-F

Tabla 5.8: Resultados de integracion del ejemplo 3 utilizando la familia MEBDF.
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Capitulo 6

BDF-a: método multipaso con
control del amortiguamiento
algoritmico

Comprender las cosas que nos rodean es la mejor preparacién para comprender las
cosas que hay mas all4.

HIPATIA

Al resolver numéricamente el sistema de EDOs de segundo orden que se obtiene
tras la semidiscretizacién de la EDP del tipo onda mediante el Método de Elementos
Finitos (MEF), es conveniente eliminar los modos altos que suelen estar asociados a la
semidiscretizacién y que no son representativos. El método HHT-« permite un control
parametrico de la disipacion numérica. De manera similar, en este capitulo hemos cons-
truido una modificacién del método BDF de orden 2 (BDF2), al que hemos llamado
BDF-a. El nuevo método es de orden de precisién 2 y con una constante de error menor
que el método BDF2, es A-estable para algunos valores del parametro a y permite con-
trolar paramétricamente la disipacién numérica. De esta manera, hemos conseguido un
método para sistemas de EDOs de orden 1 con propiedades similares que el método
HHT-« [43] en problemas vibratorios.

6.1. Radios espectrales de los métodos BDF

Si estamos interesados en el estudio del factor de amplificacion de los métodos BDF,
aplicamos el método a la ecuacién de test y' = Ay, y escribimos el resultado en la
siguiente formas:

Yiin = A (h) Ykt (6.1)
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siendo i = hA, Yok = (Unt1, Yns2s s Yntk) s Yosko1 = s Y1, ooy Yngi—1) T y Aes la
matriz de amplificacién (matriz cuadrada de dimensién k x k). Se calculan los autovalores

de la matriz A y el mayor en médulo es el radio espectral:

p(A) = mazx {|\i| : \i autovalor de A} (6.2)

El radio espectral estd estrechamente unido a la estabilidad del método y es necesario
que se verifique p(A) < 1, para prevenir que A" se amplifique segiin aumenta n.

Cuando estamos trabajando con EDOs de segundo orden, tenemos que considerar
su ecuacién de test v’ + w?u = 0, el cual representa un sistema fisico vibratorio no
amortiguado con frecuencia natural f = w/(27). Transformamos esta ecuacién en su
sistema equivalente de dos EDOs de orden 1:

(5) = (% ) () o

El sistema (6.3) se puede desacoplar en dos ecuaciones independientes de la forma:

y = Fiwy (6.4)

y la aplicacién de la teoria general, (G.I) y (6.2)), a la ecuacién de segundo orden u” +
w?u = 0, es equivalente a aplicar esta teorfa a la ecuacién de primer orden 3’ = Ay, pero

esta vez teniendo en cuenta que A = iw.

En este tipo de problemas, el amortiguamiento algoritmico esta relacionado con el
radio espectral (6.2)). Por ejemplo, es facil ver que el método trapezoidal es un método
lineal multipaso cuyo radio espectral no depende de la frecuencia, es decir, p = 1. Esto
significa que este método no muestra amortiguamiento algoritmico (Figura [6.1]). No
obstante, los métodos BDF tienen un radio espectral que disminuye al aumentar la
frecuencia (ver Figural6.2)), lo que significa que los métodos BDF tienen amortiguamiento

algoritmico (Figura [6.1]).

0.1 7 y r T
1 ) L - - -|BDF1

- - -|BDF2

0.081-f* \
' 4 ___|Método trapezoidal

0.06

todos con 300
4 pasos

0.04 "
d
0.02 d

-0.02|- '
-0.04}

-0.08- |

|
J
0
0
h
L v
-0.06 Al .1
W
\
3

-0.1
0

Figura 6.1: Amort. algorft. varios métodos en y” = —10%y, (y(0),%'(0)) = (0,1).
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Ejemplo de calculo del factor de amplificacién: Calcularemos el factor de
amplificacién del método BDF4. Este método viene dado por:

48 36 16

3 12
Yn+4 — %yn-i-?) + %yn—iﬂ - %yn-ﬁ—l + %yn = h%fn-&-ll (65)

Aplicamos el método (6.35) a la ecuacién de test y' = \y:

48 36 16 3 ~ 12

_ 2 iz — — 2 g = b .
Yn+a = 5e¥nts + oetnd2 — 5oUnt + ot o7 Yn+1 (6.6)

siendo: h = Ah. La expresiéon (6.0) matricialmente se escribe de esta manera:

Al . Yn+4 = AQ . Yn+3 = Yn+4 = AYn+3 (67)
siendo:
( 1 00 0 0 1 0 0
_ 010 0 _ 0 0 1 0
Al = ) A2 = )
001 0 0 0 0 1 (6.8)
00 0 1- g -4 & -8 %
Y3 = Uns Ynt1 Unt2, Ynt3) s Yord = (Ynt 1, Unt2s Ynt3s Ynrd)

La matriz A = A7' Ay es el factor de amplificacién del método (65). O

La notacién que hemos utilizado en toda la tesis ha sido h = h en el caso de EDOs
de orden 1y Q2 = hw para EDOs de orden 2, aunque ambos valores representen lo mismo
Q= il) En las Figuras de radios espectrales que se incluyen en este Capitulo, en el eje
de las abscisas se ha representado /27 siendo 2 = hw en el caso de EDOs de orden 2
y en EDOs de orden 1, 2 = hA = h con A = iw.

En el caso particular de métodos para EDOs de orden 2, si queremos estudiar cémo
el radio espectral depende de las frecuencias, hay que evaluar ,O(A(iL)) para diferentes
valores de h = Ah, teniendo en cuenta que en este caso especifico A = iw. De esta manera,
podemos calcular el valor del radio espectral de los métodos BDF y de otros en funcién
de wh/(2w) = h/T, como se muestra en la Figura En esta figura se puede ver que
los radios espectrales de los métodos BDF tienden a cero cuando h/T — +o00. También
se observa que en el caso de BDF's de 6rdenes 3, 4 y 5, hay una zona en la que el radio
espectral se hace mayor que la unidad. Ello es debido a que estos métodos no son estables

en cierta zona del eje imaginario.

Al resolver una EDO de segundo orden, medidas de precisién como el amortiguamien-
to algoritmico & y el error relativo en el periodo (7' —T')/T son importantes, ver Figura
El primero de los dos &, dice como decae la amplitud y la segunda mide cudnto
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1.4 T T T T T
1.2 i
1 i
HHT-a (o= 0.05)
Newmark($=0.3025,y=0.6)
0.8 i
Q
0.6 HHT-a (a=0.3) b
04 Collocation
' BDFL (y=0.5,6=0.16,0=1.514951)
BDER
0.2 i
Houwbolt Pal BDF5
BDF3
0 -2 ‘-1 ‘ 0 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10 10
Q/(2m)

Figura 6.2: Radios espectrales de los métodos BDF.

aumenta o decrece el periodo. Se pueden calcular ambos parametros utilizando las ex-
presiones ([3.87), (3.88) y ([3.89) y mediante evaluaciones computacionales.

En [47] adem&s de estudiar la algoritmica de los métodos cldsicos de la mecénica
computacional para EDOs de orden 2, se estudia un método numérico aplicable a EDOs
de orden 1: el método de Park. El método de Park es un método multipaso A-estable de
orden de precisiéon 2 y que viene dado por:

15 6

1 6
— Yn+3 + Toyn+2 - EynJrl + Eyn + thnJrg =0 (69)

Al aplicar este método a la ecuacién de test, la expresién ([6.1]) resulta:

Yn+1 Yn
Ynt2 | = A | Ynt+1 (6.10)
Yn+3 Yn+2
1 0 0 0 1 0
siendo: A = Aflflg, Ai=10 1 0 , Ao =1 0 0 1
6 1 6 15
0 0 1 I—Oh)\ i 6 1o
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En la Figura[6.2] también se ha incluido el radio espectral de este método y se puede
ver que retiene buena precision en las frecuencias bajas y que tiene buenas caracteristicas
de disipacién en las frecuencias altas.

A la hora de resolver EDOs de segundo orden que provienen de la semidiscretizacion
MEF de la EDP del tipo onda, los modos mas altos son fruto del proceso de dis-
cretizacion y no son representativos de la EDP que gobierna. En estos casos, suele ser
conveniente introducir amortiguamiento algoritmico que aniquile la participacion de las
componentes modales de alta frecuencia. A pesar de que el valor minimo que muestran
los métodos BDF es el mas efectivo para eliminar la participaciéon de los modos altos
(Poo = limy 7,0 p(A)), es més conveniente tener un método numérico que permita un
control paramétrico de la disipacién numérica, permitiendo la participacion de las fre-
cuencias de rango medio. La Figura muestra como el control paramétrico a = 0,3
del método HHT-« disminuye el amortiguamiento algoritmico de las frecuencias de ran-
go medio respecto del método BDF, a la vez que mantiene un radio espectral bajo en
el rango de las frecuencias altas, la cual es suficiente para eliminar rapidamente estas
componentes.

Utilizando el mismo procedimiento que con los métodos BDF, es posible calcular el
factor de amplificacién de otros métodos para EDOs de orden 1. Es lo que hemos hecho
con los métodos EBDF, cuyos radios espectrales los hemos representado en la Figura
En esta figura observamos que también los radios espectrales de los métodos EBDF
tienden a cero cuando h/T — +00.

14 T T T T T
1ol k=6 i
1 i
HHT-a (o= 0.05)
Newmark (=0.3025,y=0.6)
0.8} -
Q
0.6 HHT-a (a= 0.3) 1
0.4} -
0.2} -
0 ! ! o~
107 10" 10° 10" 10° 10° 10*

Ql(2m)

Figura 6.3: Radios espectrales de los métodos EBDF.
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6.2. Método BDF-«

El método BDF2 presenta una disipacién fuerte de las frecuencias medias y altas,
Figura Nuestro objetivo es construir un método numérico que permita un control
paramétrico del amortiguamiento algoritmico, de igual manera que el método HHT-a.

Son éstas algunas consideraciones sobre la modificacién planteada:

1. El nuevo método tiene que estar basado en el método BDF2:
3 1
§yn+2 — 2Yny1 + iyn = hfnio2 (6'11)

y si es posible tiene que mantener el orden de precisién y las caracteristicas de
estabilidad de éste: orden 2 y A-estable (incondicionalmente estable). Ademas, el
nuevo método debe permitir obtener un rango mayor de radios espectrales po, que
el que se obtiene con el método BDF2.

2. La primera modificacidon que hemos considerado consiste en ponderar cada uno de
los sumandos del BDF2. De esta manera se obtiene una expresion general en la
que se evaltian y, 3’ en los instantes t,, t,i1, tnia:

1 Yn+2 + Ynt1 + a3y = Bifnyo + Bofns1 + B3un (6.12)

Hemos descartado esta opcién por dos razones: por una parte, por no ser una
propuesta equivalente al binomio Newmark-HHT-« y por otra parte, porque la ex-
presién (6.12)) consta de todos los sumandos que aparecen en los métodos de Adams
Moulton de orden 3 y BDF2, por lo que estarfamos planteando una combinacién
lineal de ambos métodos que en principio no es de nuestro interés.

{Adams Moulton (k = 3): Ynt2 = Ynt+1 + h (%fnJrg + %fn+1 . %fn) (6.13)

BDF (k = 2): %yn+2 = 2Yns1 + %yn = hfn+2

3. La forma en la que se construyé la modificacién HHT-« nos puede ayudar a ela-
borar nuestra propuesta. El método de Newmark viene dado por las férmulas de
avance (3.60) y en el método HHT-« se mantienen las dos ultimas expresiones de
(3:60)) y se hace una ponderacién de la primera:

Newmark: map 1 + cvpt1 + kdnt1 = frt (6.14)
HHT-a: man4+1 + (1 — &) cvpg1 + acvp, + (1 — @) kdpy1 + akdy, = f (tnr1-0)  (6.15)
siendo: tpi1-o = (1 — @) tpi1 + aty,

4. Partiendo del método BDF2, una posibilidad es ponderar tnicamente la parte
derecha de la expresién (6.11]):

3 1
SYn+2 ~ 2Yn+1 + SUn = (14 a) fag2 — afpii] (6.16)
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El inconveniente del método (6.I6) es que cuando « # 0 el método es de orden 1
y cuando « = 0 se tiene el método BDF2.

5. Finalmente, hemos considerado una modificacién con tres parametros libres o, G
y

g (L + B)yn+2 = BYn+1) = 2((1 +7)Un+1 — Yyn) + %yn =h((1+a)fnre — afni1)
(6.17)

Reagrupando términos en (6.17) tenemos la expresion de nuestra modificacién:

iy (U0) Fain (~50 - 20040 ) on (2143 ) = b+ )fusa = hafun (0.15)

La expresién (G.I8) se puede escribir de la siguiente forma abreviada que corresponde
a los métodos lineales multipaso o de k-pasos (2.3):

2 2
> aiyni; =hY_ Bifns; (6.19)
j=0 J=0

(6.20)

_ 3 _ 3 _ 1
siendo: a2 = 5(1+ﬁ)7 a1 = —3 _2(1_‘_7)7 o _2’7+§
fo=1+a, pr1 = —a, Bo=0

6.2.1. Orden

Teorema. Las condiciones que tienen que cumplir las constantes «, 3, v para que el
método dado por (6.I8]) sea de orden 2 son las siguientes: o = % B = 2. Asi, el método
BDF-«a de orden 2 viene dado por:

3 1
<2 + a) Ynt2 + (=2 — 200) Ynt1 + <2 + a) Yn =h(1 +a)fnya —hafuyn  (6.21)

Demostracién. El método BDF-« (G.I8]) es un método lineal multipaso (2.3)), siendo
las constantes del método las dadas por (6.20).

El método BDF-a seréd de orden 2 si Cyp = Cy = Cy =0y Cs # 0 [13], 52], siendo C;
las constantes dadas por (2.19). Sustituyendo los valores ([6.20)) en (2.19) se tiene:

Co = Z?:o ;=0
C = Z?:() 10 — Z?:() Bi = —2v+ %/B
Yigitai) - (Z?:o iﬂi) =—+316-a

1 (6.22)
o
Oy =4 (Thotfai) - 4 (SLo®8) = 18- 5 -3~ o
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Para cualquier valor de los parametros «, 3, v se cumple Cy = 0. El método BDF-«
serd de orden 2 si ademas C; = Cs = 0 y esto sucede cuando «, 3, cumplen: o = %[3 =
27. Por lo que queda demostrado que el método BDF-« es de orden 2. [

Obsérvese que tomando o = 0, (6.21]) se convierte en la expresiéon del método BDF2

y cuando a = —0,5 se obtiene el método trapezoidal. Cuando a = 1 siendo a € R el

1—
método (6.21]) coincide con el método A-BDF [28] para k = 2.

El error local de truncamiento del método BDF-«a viene dado por:

LTE = Ch3y" (t,) + O(h*) (6.23)
siendo C' la constante de error del método:

C=— (6.24)

Tras sustituir en C5 la condicién o = %ﬁ = 2~ para que el método sea de orden 2
tenemos:

03 — 7ﬁ ffffff o= (625)
El polinomio caracteristico o(r) (23] en este caso queda:

o(r)=) Byl =—ar+(1+a)?=ol)=-a+lta=1 (6.26)

.
o

Sustituyendo ([6.25]) y (6:26) en (6.24) tenemos la constante de error del método

BDF-a:
_9_
C = T?;a (6.27)

En el caso a = 0, tenemos el método BDF2 y se consigue su constante de error

C = —%. Para o = —0,5, tenemos el método trapezoidal y se obtiene la constante de
error conocida: C' = —%. En la Figura se muestra el valor absoluto de la constante

de error del método BDF-« en funcién de a. El método BDF-« es un método de orden
2, con una constante de error menor que la del método BDF2 si a € [-0,5,0).

En la siguiente seccién veremos que el método BDF-« es A-estable para a > —0,5,
por lo que el método BDF-a correspondiente a o« = —0,5 es el método A-estable que
menor constante de error tiene. Es decir, que se cumple el teorema de Dahlquist, que
dice que un método multipaso A-estable es de orden p < 2, siendo el método trapezoidal
el método A-estable de orden 2 con menor constante de error [37].
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15

ICl

0.5

Constante de error para
BDF-a=0

Constante de error para
BDF-0=-0.5
.

-3 —215 —‘2 —l.‘5 —i —015 0 015 i 1‘.5
Figura 6.4: Constantes de error del método BDF-a en valor absoluto (|C1).

6.2.2. Regiones de estabilidad

Para hacer el estudio de estabilidad del método BDF-a, aplicamos el método (6.21)
a la ecuacion de test 3/ = Ay, obteniendo:

3 1 N N
(2 + Oé) Ynt2 + (=2 — 2a) Yny1 + (2 + a> Yn = h(1 4+ @)ynt2 — hayni1 (6.28)

siendo h = Ah. Sustituimos ym = 1™ en ([6.28)) para obtener el polinomio caracteristico

del método, y despejando h tenemos:

B+a)r?+(—2-2a)r+ (2 +a)
(1+a)r? —ar

h = (6.29)

Sustituyendo r = % en (629) tenemos la frontera de la regién de estabilidad:

. (14 2a)(cosh — 1)% + isind [(1 + 2a)(1 — cosf) + H%}
h(9) = (6.30)

2
(1+a) [(0030 — ﬁ) + sz’nQG]

Para a > —0,5 el denominador de iL(G) estd acotado por debajo por una constante
positiva. Por lo que, fijando o > —0,5, para un nimero real suficientemente grande que
depende de « e independiente de 6, R («) € R, la parte real de h(0) verifica:

0 < Re(h(0)) < R(w) (6.31)
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La desigualdad (6.31]) implica que la frontera de la regién de estabilidad iL(H) cae en
un subconjunto compacto del semiplano derecho CT. Para cualquier heC,se consigue
estabilidad absoluta y por razones de continuidad se tiene que C™~ pertenece a la region
de estabilidad [28]. Esto significa que el método es A-estable cuando a € [—0,5, +00).
Se han representado en la Figura las regiones de estabilidad BDF-a para algunos
valores de a.

8i

8 . . . . . . .
-2 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 6.5: Regiones de estabilidad del método BDF-«r (exterior a curva).

6.2.3. Factor de amplificacién

La expresion ([6.28) que hemos obtenido tras aplicar el método BDF-« a la ecuacién
de test se puede expresar matricialmente:

Yn+2 - AYn+1 (632)
B T B T . i-1j
Yore = Wni1:Unv2) 5 Yor1 = WnsYnv1) , A= A7 As
0

siendo: - 1 - 0 1 (6.33)
A= 5 . JAg = L .
0 s+a—h(l+a) —5—a 2+42a— ha

La matriz A es la matriz de amplificacién y sus autovalores son:

—2—2a+ﬁai\/i}2a2+2i}(a+1)+1

- (6.34)
-3 —2a+2h(1+ a)

Ao =
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Para caracterizar la disipacién numérica del método en funcién del pardmetro «,
calculamos el valor del radio espectral en h — oo:

22 >, ac(—oo,—1)

o0 iL 17 2 o bl

sroa <1, a€[0,+00)

En el intervalo a € (—o0, —1), pso es mayor que 1 (anteriormente ya hemos visto que
en este caso el método no es A-estable). Para a € (—1,0] la expresién (6.30]) toma los

valores:
—20 ~ 1, a€(-1,-0,5)

9 2+2a
Poc = =11, a=-05 (6.36)
24 2« 20 _ g
F22 <1, ae[-05,0)

De nuevo, observamos que po, > 1 cuando « € (—1,—-0,5).

Para el método BDF-« A-estable, y esto sucede cuando o > —0,5, el valor p,, viene
dado por:

1, a=-0,5
Poo = 21220; <l, aec [_07570) (637)

2_23& <1, a€l0,+0)

y de esta tltima expresion es facil concluir que en el caso del BDF-a A-estable, ps, toma
todos los valores del intervalo (0, 1]. Esto significa que fijando un valor de p € (0, 1], es
posible obtener un método BDF-a de orden 2 y A-estable que tiene ese radio espectral
en h — oo. Por lo que, nuestro método permite un control parametrico de la disipacién
numérica. En la Figura 6.0 se muestran los radios espectrales de algunos métodos BDF-a
en funcién de Q/(27).

Hemos calculado el valor del pardmetro o del método BDF-a con igual radio espectral
que el método HHT-« cuando ©/(27) — +oo. Lo hemos hecho para los casos HHT-
a = 0,05y HHT-a = 0,3. El radio espectral del método HHT-ao = 0,05 en 2/(27) — +o00
es p = 0,90476. Cogiendo oy = —0,475065 0 as = 9,50 en el método BDF-a, se obtiene
el mismo radio espectral en /(27) — +oo. Escribimos oy = —0,475065 y no a; =
—0,47 porque los radios espectrales correspondientes a estos dos son significativamente
distintos. Aunque los radios espectrales de los métodos BDF-a = —0,475065 y HHT-
a = 0,05 son muy parecidos no son exactamente iguales, ver Figura En el caso de
HHT-a = 0,3, el valor del radio espectral en Q/(27) — +00 es p = 0,53846. El método
BDF-a tiene el mismo radio espectral en 2/(27) — +o00o cuando o; = —0,35 0 ag = 1,17.

6.2.4. Error relativo en el periodo y amortiguamiento algoritmico

En las Figuras[6.8y 6.9 se muestran el amortiguamiento algoritmico y el error relativo
en el periodo de algunos métodos BDF-a. En la imagen izquierda de la Figura
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1 Trapezoidal |
W HHT—a (a= 0.05)
BDF-0=9.50 BDF-a=-0.475065
0.8 i
L oer HHT-a (o= 0.3) i
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Figura 6.6: Radios espectrales del método BDF-a.
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Figura 6.7: Radios espectrales del método BDF-« (detalle de la Figura [6.6]).

se puede ver que cuanto mayor es el valor de a, mayor resulta el amortiguamiento
algorftmico. Se obtiene un amortiguamiento algoritmico nulo con a = —0,5 en el método
BDF-a (método trapezoidal). Sucede lo mismo con el error relativo en el periodo: cuanto
mayor es el valor de «, mayor resulta el error relativo en el periodo.
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Figura 6.8: Amortiguamiento algoritmico del método BDF-a.
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Figura 6.9: Error relativo en el periodo del método BDF-a.

Si comparamos las graficas del amortiguamiento algoritmico correspondientes al
método HHT con o = 0,05 y @ = 0,3 con sus respectivos en el método BDF-a (BDF-
a = —0,475065 y BDF-a = —0,35), vemos que los de los métodos BDF-a son mayores
que los del método HHT-a. Sucede lo mismo con los errores relativos en el periodo

(Figuras 6.9y [610).
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Figura 6.10: Error relativo en el periodo del método BDF-« (detalle de la Figura [6.9]).



Capitulo 7

Metodologia y resultados

Invertir en conocimientos produce siempre los mejores beneficios.

BENJAMIN FRANKLIN

El objetivo de este capitulo es describir la metodologia orientada a objeto que se ha
empleado para la experimentacion de los algoritmos numéricos de integraciéon temporal
con distintos problemas lineales y no lineales. A partir de una base ya desarrollada
para resolver problemas cuasi-estaticos no lineales, Laplace-Poisson y Elasticidad, se
han implementado distintos métodos de integracién temporal de paso constante (tales
como Runge-Kutta, trapezoidal cléasico, el método HHT-«, BDF, NDF, BDF-«, familia
EBDF y familia MEBDF), y también de paso variable incorporando las funciones de la
odesuite de Matlab.

A continuacién se expone la arquitectura orientada a objeto resultante, en la que se
distinguen tres partes:

» la parte relacionada con el célculo de las integrales planteadas sobre la malla y que
se calculan en el objeto malla,

= la relacionada con los aspectos especificos del problema tratado, que se resuelven
mediante el objeto problema,

» y la relacionada con el método de resolucién (lineal, no lineal o de integracién paso
a paso en el tiempo) que se desarrolla en el objeto método.

Una imagen de la organizacion de los objetos resultantes se muestra en la Figura
[l La jerarquia del organigrama es por agregacién. El objeto método elementos finitos
(objmef), que es el objeto principal, contiene los objetos malla (objmalla), problema
(objprob) y método (objmetodo); objmalla contiene los objetos elemento finito (objelef ),
material (objmat) y campo U (objU),... y asi sucesivamente.

169
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objmetodo objprob objmalla
|

[ obifty H objnr ‘
—— —

objJ ] [ objsislin ] [ objelep ] [ objpint ]

objdef

Figura 7.1: Arquitectura del objeto principal por agregacién de objetos subordinados.

o

objresYcc objmat

objelef ‘

—

Abordaremos su descripcion en tres ejemplos, de menor a mayor complejidad:
1. Problema lineal, donde se describe principalmente el objeto malla.
2. Problema no lineal, donde se completa la explicaciéon del objeto problema.

3. Problema dindmico lineal y no lineal, donde se describe con mas detalle el objeto
método y sus variantes, que ha sido desarrollado en este trabajo.

7.1. Problema lineal. El objeto malla

El problema lineal es el més sencillo. Basta con construir la matriz de coeficientes y el
término independiente del sistema lineal de ecuaciones y para ello calcular las integrales
definidas sobre la malla (objmalla). El objeto problema (objprob) organiza los célculos,
ordena la resolucién del sistema lineal y postprocesa los resultados.

7.1.1. Resumen de la formulacién

Exponemos en primer lugar un resumen de la formulacién matematica de la aproxi-
macién mediante el MEF de la EDP de Laplace hasta plantear el sistema de ecuaciones
(no lineal en general) cuya resolucién proporciona los valores nodales de la aproximacion.
Este resumen sera valido para la descripcién del problema no lineal de la siguiente sec-
cién (Seccién [72)). En esta seccion consideraremos una ecuacion constitutiva lineal, para
obtener el sistema lineal de ecuaciones del problema de Laplace, que extenderemos a
continuacién al problema elastico lineal.
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También queda resumido el alisado de flujos y tensiones para el postproceso de los
resultados mediante minimizacion cuadratica, que sera aplicable en esta y en las siguien-
tes secciones: resolucion del problema estacionario no lineal Seccion [1.2] y del problema
dindmico lineal y no lineal [Z.3]

7.1.1.1. Laplace-Poisson

» Formulacién fuerte: Hallar u(x) € C%(Q) tal que verifique:

o(u(x)) = f(x), VxeQ
< 9 = g, vxerT, (7.1)
¢(u(x)) -n=—h(x), ¥xel}

» Formulacién variacional (débil):

Hallar u(x) € 6 = {u(x) € H'(Q) : u(x) = g(x), Vx € I'y} tal que:

/Fhw(x) (G(u(x)) - n) dly— /Vw (x))d2 = /Q (X)f(x)dQ, Vu(x) € V

(7.2)
donde: V = {w(x) € H(Q) : w(x) =0,Vx € Ty}

» Aproximacion Galerkin-MEF:
Malla: {n : conjunto de n nodos; 7, : conjunto de ny nodos Dirichlet; ng = n —n,}
h
u(x) ~ u'(x) = Z d;N;(x) + Z g(x;)N. Zu] (x)
J€Na Jeng Jjen

donde Nj;(x) son las funciones de base MEF.

= Sistema no lineal de ecuaciones:

-/, VN;(x) - ¢ (u(x))dQ" = . N;(x) f(x)dQ" + . Ni(x)h(x)dll,  Vieng

Lenguaje MEF: Fl.(u)=F, Vien
Fzznt( - - th VN; (X) : ¢h(u(x))d9h
Fipy = fgh Ni(x)f(x)d2" + Jpp Ni(x)h(x)dI;
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7.1.1.2. Formato matricial (2D)

Si el numero total de nodos es n, se tiene:

n u1
uP(x) = uiNj(x) = u"(x) =N -U = (Ni(x),... No(x))- | : | =N-U (7.3)
j=1

N Up,

n ON1 .. ONp 1
Vul(x) = ZujVNj(x) = Vul(x) = Sh, o M-l | =B-U (74
=1 Ay dy

E N——

Reordenando: UT = (Ug Ug), N = (Nq Np), B = (Bq By), donde U, es el vector de
incégnitas nodales y U, contiene los valores Dirichlet conocidos.

= Sistema no lineal de ecuaciones:
Ent(U) - Fext (75)
siendo, ver [10]:

Fini(U) = — [on BE ¢"(U)dQ", donde ¢" = —k(u)Vu"(x) = —k(u)BU
Fegi = [on NI f(x)dQ" + Jen NTh(x)dr'}

(7.6)

= Problema lineal: Si ¢ = —k(x)Vu'(x) = —k(x)BU:
Fint(U) = / BT kBUAO" (7.7)

Qh

En este caso, el sistema de ecuaciones ((Z.5]) es lineal:

KU, =F (7.8)
siendo:
K = [on BL kB, dQ"

(7.9)

F = [ou NI f(x)dQ" +| [ NIh(x)dl} — ( / BT kB,dQ" ) U,
Qh

h
Fh
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» Célculo elemental (ne: nodos elemento):

VNI
K¢ = [ BT kB = [, : k(x) (VN{T, .., VNET) dQe
VN
Ny
Fe = [ N f(x)dQ° = [, : f(x)dQe
Nre
VN{T .
Ffy = [ B @M = [, : ( ﬁ) ds2*
v NeT ¢y

(7.10)

El ensamblaje de las matrices elementales K¢ y F'° proporciona la parte no encuadra-
da de la expresion ([T.9) en dimensién completa. La aportacién Neumann y Dirichlet,
parte enmarcada de (Z.9)), y la eliminacién de filas y columnas pasivas (Dirichlet) finali-
zan la construccién del sistema de ecuaciones ([7.8]). Para el caso no lineal se muestra el
calculo elemental de las fuerzas internas.

7.1.1.3. Elasticidad lineal

De manera andloga a (7.10), el calculo a nivel elemental en elasticidad viene dado
por:

K¢ = er BT DB¢dQ°
Fe = [ N f(x)dQ° (7.11)
Fgy = [ BT ohdQe

donde N, B, o y D quedan posteriormente definidos en (.I6)), (ZI7) y (Z.217) respecti-

vamente.

7.1.1.4. Postproceso. Alisado de flujos y tensiones

Sea ¢*(x) una de las funciones componente del flujo o del tensor de tensiones, cuyos
valores conocemos en los puntos de integracién. Si aproximamos ¢*(x) mediante las
funciones de base MEF (alisado):

(%) me(x) = Y eiNj(x)
j=1
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Los coeficientes ¢; representan los valores nodales de la aproximacién ¢(x). Por la teorfa
de aproximacioén lineal minimo cuadratica de funciones, estos coeficientes c¢; verifican el

sistema lineal de ecuaciones:

n

> (N, Nj)ej = (Niyc®),  i=1,...n (7.12)
j=1
NI,N Q=m
siendo: fQ ) j(x)d g (7.13)
= Jo Ni(x)c*(x)d2 = C

Y en formato matricial: Mc = C*.

7.1.2. Objetos y resolucién

En la Figura[7.2] se muestra la organizacién del proceso de cédlculo orientado a objeto,
para cualquiera de los dos casos (Laplace y Elasticidad) lineales.

¥ P 1 "
objmetodo objprob _
(sislin) haz_obj, objmalla
u=K\F post K, F

g objresYcc R objelef
K, F K*, F*

I ]
objpint
objelep BTkB, NTf
BTDB, NTf

Figura 7.2: Organizacién del proceso de calculo, problema lineal.

7.1.2.1. Datos del problema y resolucién

En el siguiente guién script se definen los datos del problema, se generan los objetos,
se ordena su resolucién y se postprocesan los resultados:
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/%Forma estandar para introducir la malla, las CC, los puntos de integracién
%(nodos=, conec=, ...), (ced, valccd, ...), (nintl=, nint2=)

%Especificacién de los objetos a utilizar y del postproceso:

tipomet=’sislin’; tipoprob=’laplace’; tipoelef=’elef’; tipoelep=’cualin’;
tipopint=’plap’; tipomat=’potlin’; flujos={’xx’,’yy’, ’modulo’};
save datos, dt=load(datos) %dt es una estructura con todos los datos introducidos

%Construccién de los objetos y resolucién:

objprob=feval (tipoprob) ;

[objmef ,objprob,objmetodo,obju,objresYcc,objmalla,objelef, ...
objpint,objmat]=haz_obj(objprob,dt)

resolver(objmef);  post(objmef)

Se distinguen tres bloques:

1. definicién de malla,

2. especificaciones de los objetos a utilizar,
3. generacién de objetos y resolucién.

Ejecutados los dos primeros bloques se almacenan todos los datos en disco y también
en una estructura dt. De esta forma se podra en cualquier punto del programa acceder a
cualquiera de los datos originales guardados en disco, o en la estructura dt en memoria,
si existe acceso a ella.

En el tercer bloque, se crea la funcién haz_obj(objprob,dt) de acuerdo con el tipo de
problema especificado, que construye el objmef de la Figura a partir de los datos de
entrada y los derivados, que se encuentran en la estructura dt.

A continuacion se describen de forma mas detallada los objetos y el itinerario desde
el fichero de datos hasta el postproceso numérico y grafico.

7.1.2.2. Objeto método elementos finitos

Es el objeto principal (objmef) donde se agregan los objetos método, problema y
malla. En ellos reside toda la informacién necesaria (tanto datos como funciones) para
realizar los cdlculos. Cuando el problema es lineal, el objeto método consistird en un ob-
jeto sistema lineal (sislin) que construird el sistema de ecuaciones mediante las funciones
del objeto problema especificado y del objeto malla, para resolverlo posteriormente.

7.1.2.3. Objeto sistema lineal de ecuaciones

Como veremos en secciones posteriores existen distintas clases del tipo método que
implementan procedimientos de resolucién estéaticos y dindmicos, lineales y no lineales.
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Para el caso lineal que estamos considerando, se ha creado una tnica clase denominada
sislin, cuyo fin es generar y resolver el sistema lineal de ecuaciones ([7.§]).

Resuelto el sistema de ecuaciones, se completa la solucién (solc) con los valores
Dirichlet y se guarda la solucién en el objU de objmalla para postproceso. Observamos
que el objeto sislin recurre al objeto problema para que la construccion del sistema de
ecuaciones y el tratamiento de las condiciones de contorno se ajuste al tipo de problema
especificado.

7.1.2.4. Objeto problema

El objeto problema gestiona las caracteristicas especificas del sistema de EDPs y el
tratamiento de las Condiciones de Contorno. Al inicio construye los objetos adecuados
para la resolucién de las EDPs mediante la funcién haz_obj, correspondiente al problema
especificado. También, es el que organiza el cdlculo del sistema de ecuaciones completo
y el que considera las Condiciones de Contorno para obtener K y F' de (.9)). Los datos
y procedimientos (funciones) comunes residen en la clase base_prob de la que heredan
las clases laplace y elas completando sus datos y procedimientos especificos.

(Iaplace ] { elas }

Figura 7.3: Arquitectura de objetos problema lineales por herencia.

Obtenida la solucion u del sistema de ecuaciones, objprob se encarga del postproceso,
calculando los flujos en el problema de Laplace, las tensiones en el problema elastico
y realizando su representacién grafica. Cada objeto problema contiene un objeto de
restricciones y condiciones de contorno (agregacién), Figura

7.1.2.5. Objeto Restricciones y Condiciones de Contorno

Este objeto anade al término independiente del sistema de ecuaciones (7.8]) las aporta-
ciones Neumann y Dirichlet encuadradas en (7.9]) y elimina las filas y columnas Dirichlet,
quedando el sistema de ecuaciones dimensionado al niimero de grados de libertad activos.

7.1.2.6. Objeto malla

Este objeto calcula la matriz de rigidez K y el vector de fuerzas externas F' de la
expresiéon (7.9). La funcién intnumK se encarga del bucle en elementos calculando los
valores elementales K¢y F¢ ((T.10), que se ensamblan en las globales K y F.
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La funcién intnumF obtiene el vector de fuerzas elementales internas y lo ensambla
en Fy, (7). Este dltimo serd tutil para introducir efectos térmicos y dindmicos en el
problema lineal y sobre todo en el caso no lineal, donde es necesario para calcular los
residuos del método de Newton.

La funcién intnumNv se utiliza en postproceso (descrito en la seccién siguiente),
calculando y ensamblando los valores elementales segtin (T.13)).

Existe una tnica clase del tipo malla que se denomina mallamef. Cada objeto malla
contiene dos objetos adicionales: un objeto elemento finito (objelef) y un objeto material
(objmat), ver Figura[T.2

7.1.2.7. Objeto elemento finito

En este objeto se realizan los calculos a nivel elemental. Las funciones intnumkK, int-
numF' e intnumNuv, se encargan de realizar el bucle en puntos de integracion, muestrear
los integrandos, pesarlos y adicionarlos de acuerdo con las férmulas de integracién
numérica de Gauss, respectivamente para el cdlculo elemental (TI0) de matrices de
rigidez K y vector de fuerzas externas F', vectores de fuerzas internas Fj,; (C1) y de la
expresién (.I3]) en el alisamiento de tensiones (flujos) previo al postproceso.

De la clase elef derivan por herencia las clases elef_azi y elef_bb. Estas clases heredan
los datos y métodos de la clase elef y anaden los especificos para el cdlculo elemental
axisimétrico (elef-azi) y b-barra (elef-bb) para el tratamiento de la incompresibilidad de
los problemas elédsticos. La clase elef flu implementa el calculo elemental del sistema de
EDPs de Navier-Stokes, pero no se describe en este trabajo.

1 1 1
[elef_axiJ {elef_bb J eIef_quJ

Figura 7.4: Arquitectura de objetos elemento finito por herencia.

Cada objeto de este grupo contiene dos objetos adicionales: un objeto elemento
patrén (objelep) y un objeto punto de integracién (objpint), ver Figura [.21

7.1.2.8. Objeto elemento patréon

Este objeto proporciona las posiciones, los pesos y los valores de las funciones de
forma (matriz N de (3])) y sus derivadas (matriz B de (Z4])) en los puntos de integracién
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del elemento patrén. Por ejemplo para el cuadrado bilineal:

Ni(&m) = W . No(€,n) = (1+§)41_77)
Nyt = LU ey - (=80

La funcién jac proporciona la matriz jacobiana de la transformaciéon del dominio
patrén al dominio real del elemento y el valor de su determinante:

4 -
Tr = lejN](§7n) J(g ’f]) — (?(Iyl/) — .’I,'g x77
y= J; y5N;(§5m) dedy = |J(€,n)| dedn
Iyl

Figura 7.5: Transformacién del dominio patrén al dominio real del elemento.

La funcién ndreal proporciona a objelef los valores en los puntos de integracién del
cuadrilatero real de las derivadas de las funciones de forma Nf(x), de acuerdo con la
relacién entre los gradientes de las funciones de forma reales y patrén:

Vo Nex) =T ENVenNin), i=1,..4

Se han implementado 6 tipos de elementos: segmento, tridngulo y cuadrilatero con
interpolacion lineal y cuadratica. Los datos y procedimientos comunes residen en la
clase base_elep de la que heredan las 6 clases mencionadas, completando sus datos y
procedimientos especificos, ver Figura

7.1.2.9. Objeto punto de integracién

Este objeto proporciona los valores de los integrandos en los puntos de integracion.
Es uno de los més utilizados durante el calculo, por lo que es conveniente optimizar su
disefio y programacion para conseguir respuestas eficientes.
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H%%!HHH

tricua ] [cualin

segcuaJ[ trilin ‘

=)

Figura 7.6: Arquitectura de objetos elemento patrén por herencia.

cuacua]

En el caso lineal se han implementado tres tipos de puntos de integraciéon: uno para
Laplace (plap), otro para elasticidad (pelas) y otro para el cdlculo de la matriz de masa
(pmasa). Los datos y procedimientos comunes residen en la clase base_pint de la que
heredan las tres clases citadas, donde se completan los datos y los métodos especificos.

I I 1
{ plap ] [ pelas ] [pmasa]

Figura 7.7: Arquitectura de objetos punto de integracién por herencia.

En el caso del problema de Laplace (plap), como la funcién constitutiva del material
proporciona la constante fisica k, es inmediato calcular la matriz integrando BTkB y el
vector NT f de (Z39). En el caso no lineal calcula la matriz integrando de Fj,,; (Z.6).

De manera similar en elasticidad (pelas), se obtienen las deformaciones virtuales
correspondientes a los desplazamientos asociados a N en el punto de integracién (matriz
B de la expresién (ZI7))). Como la funcién constitutiva del material proporciona la
matriz producto D - B serd inmediato evaluar la matriz integrando BT DB y el vector

NTf de (TII).

La clase pmasa define el integrando del término independiente del sistema de ecua-

ciones ([.12]), expresion (T13).

7.1.2.10. Objeto material

En cada punto de integracién este objeto proporciona el flujo a partir del gradiente
en Laplace y la tension a partir de la deformacién en Elasticidad. Se han implementado
2 clases lineales. Los datos y procedimientos comunes residen en la clase base_mat de
la que heredan el objeto eldstico lineal basado en las ecuaciones de Lamé y el objeto
potencial lineal para el problema de Laplace.

Ambos materiales son la base de la que heredan los materiales no lineales que se
describen en la Seccién
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[elaslin_lm][ potlin ]

Figura 7.8: Arquitectura de objetos material por herencia.

7.1.3. Postproceso

Calculadas las incognitas nodales U, el postproceso dirigido por la funcién del objeto
problema flujos (o tensiones) se encargara de calcular los valores nodales de flujos (o de
tensiones) y de representarlos graficamente segun (7.13)).

7.1.4. Conclusiones

En esta seccién se ha descrito la propuesta del objeto malla, cuyos datos y fun-
ciones permiten realizar numéricamente integrales sobre dominios de forma cualquiera.
La particularizacién del integrando debe hacerse en un nuevo objeto (punto de inte-
gracién), habiéndose presentado dos en particular: los correspondientes al problema de
Laplace-Poisson y al problema eldstico. Queda abierta la posibilidad de introducir a
conveniencia nuevos integrandos con facilidad y sin necesidad de modificar el proceso
general de cédlculo: bucle en elementos y bucle en puntos de integracién.

Para el célculo de las integrales (ZI0) o (ZII]) el objeto malla agrega un objeto
elemento finito que admite actualmente tres clases de formulacién (objetos): la normal
(elef), la axisimétrica y la b-barra. Igualmente el objeto elemento finito agrega un objeto
elemento patrén, que incorpora 6 clases (objetos distintos) o tipos diferentes de interpo-
lacién 1D o 2D. Contabilizando a grosso modo los posibles experimentos distintos que
se pueden realizar con esta arquitectura salen: 2 (Laplace y Elasticidad) x 2 (elef y axi)
x 6 (interpolacién) = 24 experimentos distintos lineales y una plataforma y metodologia
que facilita nuevas adiciones y desarrollos. La Figura muestra dos posibles casos de
los 24 posibles: el de la izquierda corresponde a un problema de Laplace 1D lineal con
interpolacién elemental lineal y el de la derecha a un problema elastico lineal axisimétrico
con interpolacién bilineal en cuadrilateros.

El objeto sislin implementa en la actualidad un tinico método de resolucién por
eliminacién gaussiana (en Matlab) pero la implementacién de procedimientos iterativos
alternativos podria hacerse enriqueciendo este objeto o generando nuevos objetos y sin
alterar los desarrollos restantes. Dos nuevos objetos sislin2 y sislin3 por ejemplo, de-
berian heredar los mismos datos bésicos y anadir quiza algunos datos adicionales y la
funcién resolver que implementa el método especifico. Las opciones resultantes se mul-
tiplicarian por 3, pasando a tener: 24 x 3 = 72 opciones.
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I

1 1 I 1 1
objmetodo objprob objmalla objmetodo objprob objmalla
(sislin) (laplace) (mallamef) (sislin) (elas) (mallamef)

objelef objmat objelef objmat
(elef) (potlin) (elef_axi) | |(elaslin_Im)
I_I_I I_I_I
[ objelep ] [ objpint } [' objelep] [ objpint J
(seglin) (plap) (cualin) (pelas)

Figura 7.9: Dos posibles casos de la arquitectura elemento finito (caso lineal).

7.2. Problema no lineal

Anadiendo complejidad a la resolucién del sistema de ecuaciones con un método
iterativo Newton Raphson, podremos resolver problemas cuasi-estaticos no lineales. Para
ello completaremos el objeto material con ecuaciones constitutivas no lineales diversas, y
en paralelo, desarrollaremos objetos capaces de representar las medidas de deformacion
requeridas por las ecuaciones constitutivas y que admitan grandes deformaciones.

7.2.1. Resumen de la formulacion

Exponemos un resumen de la formulacién matematica de la aproximacion MEF del
sistema de EDPs que gobierna el problema de la elasticidad no lineal, hasta plantear el
sistema de ecuaciones cuya resolucion proporciona los valores nodales de la aproximacién
del campo de los desplazamientos. Por analogia extenderemos este planteamiento, com-
pletando el caso mas sencillo del problema no lineal de Laplace ya introducido en la
secci6én anterior (Seccién [7.]).

7.2.1.1. Elasticidad

» Formulacién fuerte: Hallar u(x) € C%(Q2) tal que verifique:

V.oukx)+f=0 vVxeQ
u(x) = g(x), Vxely (7.14)
o(u(x)) - n=t(x), Vxely
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» Formulacién variacional (débil):

Hallar u(x) € 6 = {u(x) € H'(Q) : u(x) = g(x), Vx € I'y} tal que:

/ de:o(u(x))dQ= [ du-tdly +/ ou-fdQ2 de, Youe'V
Q Q

Iy
donde e = 1 (Vou+ (Véu)) y V = {w(x) € H'(Q) : w(x) =0, V(x) € Ty}.

» Aproximacion Galerkin MEF: Malla 2D: n nodos, 2n grados de libertad.
- Conjunto 17;’2 de nodos Dirichlet para la 1* o 2% componente de u.
- Conjunto ncll’Q de nodos no Dirichlet (77;’2 =n-— 77;’2) para la 1* o 2* componente.

- Conjunto ng = 7]611 + 773 de grados de libertad no Dirichlet.

() = ') = (109 =

v(x)

()2 () e () £ ()

jen} Jjen3 jen,

7.2.1.2. Formato matricial 2D

Definimos ¢ y o de esta manera:

€= (ex, &y, 264y) 7T (7.14)
_ T :
0 = (0g,0y, Oxy)

Utilizando ((C.I4]) la operacién € : o queda:

e:o=clo (7.15)
ui
N N, 0 0 U
h . 1 n . n _ .
u”(x) = (0 0 N Nn) o N-U (7.16)
N :
Un
———
U
h 9
= 0
€z Ox h
- | =0 2| (“N-r.Nvv=8BT (7.17)
) o ¥ v
Exy 9y dx) “———
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Ny -+ Npz 0 .- 0
siendo: B = o - 0 Niy -+ Ny |, siendo Nig,; = g];; con r; = T,y.
Ny -+ Npy Nz -+ N

Reordenando: UT = (UF Ul), N = (Na Np), B = (Bq By), donde U, es el vector de
incognitas nodales y U, contiene los valores Dirichlet conocidos.

» Sistema no lineal de ecuaciones: ‘Fim(U ) = Fent ‘

{Fmt(U) = Jor Ba odQ" (7.18)

Fopt = Jon NTEAQ" + fF? NItdrh
= Resolucién mediante Newton Raphson:

RU :Fex _En U
{ ) = Feae = Eine(U) 4 _ 15 hasta que [|R (Usy1)] < tol = 0

U1 = U — J ' R(Up)

(7.19)
= Matriz de rigidez tangente:
OR(Uy) _ OFf,(Uy)
K'(Uy) = — =— = —nt 7.2
(Uk) = =J (Uk) U, U, (7.20)

» Célculo del vector de fuerzas internas: Céalculo elemental (ne: nodos elemento),
ensamblaje y eliminacién de filas pasivas.

ONf |y oM
Oz Oy Oz
Ff, = / BT gdQ" = / : : : oy | dQ° (7.21)
‘ ‘ ONg. ONg, Ozy
oy ox

» Célculo de la matriz de rigidez tangente (material K!, y geométrica Kg): Calculo
elemental, ensamblaje y eliminacién de filas y columnas pasivas (Dirichlet).

) T
Ky = Ym¥) _ 0 / BTod0) = / <BT 90, 9B, a> dQ = K!, + K}
Q Q

ou,  oU, “ou, = AU,
(7.22)
La matriz de rigidez tangente material viene dada por:
Kt = / BT. 9% 4o (7.23)
" e ou )

y teniendo en cuenta:

oo OJo Oe Jo
o0 =2 o0 — o B=MB (7.24)
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siendo M el médulo material (en cada punto de integracién):

Ooy  Qox oy
Oy Oy Oy

do do. do. do
M(x) = % Dee Do,  Day (7.25)
aO'zy aazy ao'zy
Oeg 8Ey 851;/
Con lo que la expresién (T.23) queda:
K! = / BT M BdQ® (7.26)

» Problema lineal: Si ¢ = De = DBU, siendo D (una matriz 3 x 3) funcién de los
coeficientes de Lamé (A, p):

Fint(U) = / BT gdQ" :( BT DBaq" ) U (7.27)
Qh Qh

En este caso, el sistema de ecuaciones (T.27) es lineal:

KU,=F (7.28)

siendo:

{F = Fear = (Jo By DBpdQ" ) Uy (7.29)

K = (Jon BT DB,dQ" )

7.2.1.3. Laplace-Poisson

De manera andloga si ¢" = —k(u)Vu"(x) se tiene:
» Célculo del vector de fuerzas internas: De (.3), (C4) y (6]), célculo elemental
(CI0), ensamblaje y eliminacién de filas pasivas se tiene:
ONg  ONf

ox dy ¢h
Fﬁlﬁ/ BT ¢dr :/ : : ( ﬁ) Qe (7.30)
Qe e ¢y

ONE, ONE,
oxr dy

s Caélculo de la matriz de rigidez tangente: Calculo elemental, ensamblaje y elimi-
nacién de filas y columnas pasivas.

KYU) = aFg?]iU) = - /Qh BT aq;’gaU)th = K(U) + K*(U) (7.31)

K(U) = [on BLk(u) BdQ"
siendo: ¢ K*(U) = — [ BI ¢™* N,dQ"
" = —k'(u)BU
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7.2.2. Objetos y resolucién

En la Figura [C.10] particularizada para el caso de elasticidad, se puede observar la
organizacion del proceso de cédlculo orientado a objeto, que también vale para Laplace

con ligeras modificaciones.
objmef

— T —

— 1

) objmalla

objnr objprob J— —Kt
R:Femthint

| I 1 ]

. ) objelef objmat j
[ objJ objsislin ‘ objresYcc Fe ;{e Ke afaj(a) M ‘ Ot;iu ]
int) “ttgr Titm - ’

—

r ..
[ objelep ] objpint

BTo, BT MB
)

objdef

e =¢e(u)

Figura 7.10: Organizacién del proceso de calculo, problema no lineal.

La diferencia principal frente a lo explicado en la Seccién [Tl es el objeto método, que
ahora implementa el método iterativo de Newton Raphson. El objeto malla no cambia
pero incorpora el cdlculo de las fuerzas internas y de la rigidez tangente material y
geométrica, mediante el diseio de nuevos objetos puntos de integraciéon con algo mas
de complejidad. También es vélida la descripcién del objeto mef de la Seccién [Z.1] y el
itinerario que va desde el fichero de datos hasta el postproceso numérico y grafico del
objeto problema.

7.2.2.1. Objeto malla

Este objeto calcula la matriz de rigidez K y el vector de fuerzas externas F' de la
expresion ([L.9) en el caso lineal, y en el caso no lineal calcula R y J de las expresiones
([CI9) y (Z20). Se encarga del bucle en elementos calculando los valores elementales que
se ensamblan en las globales. Para ello, el objeto malla contiene dos objetos adicionales
(agregacién): un objeto elemento finito (objelef), y un objeto material (objmat). Ver
Figura [(.1]
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7.2.2.2. Objeto elemento finito

Este es el mismo objeto que el descrito en el problema lineal, Seccién [L.T.2.7, donde
se realizan los calculos a nivel elemental.

7.2.2.3. Objeto elemento patrén

Este es el mismo objeto que el del problema lineal Seccién [[LI.2.8l Es el objeto que
proporciona las posiciones, los pesos y los valores de las funciones de forma (matriz N
de (ZIG))) y sus derivadas (matriz B de (ZIT)) en los puntos de integracién del elemento
patrom.

7.2.2.4. Objeto punto de integracién

Agregado al objeto elemento finito (objelef Figura [T10]) esta clase tiene como fin
definir los integrandos de las expresiones (T.18) y (7.24]).

Se han implementado 7 tipos de puntos de integracion. Los datos y procedimientos
comunes residen en la clase base_pint de la que heredan los 6 objetos que se indican a
continuacién donde se completan los datos y los métodos especificos de la clase.

base_pint‘

,
{ plap J plap_incw pelas

-
pelas_inc {pelas_axi pmasa

A

P

pelas_tgg

L

Figura 7.11: Arquitectura de objetos punto de integracién por herencia.

El objeto més significativo es pelas_inc (plap_inc en Laplace) que estd pensado para
proporcionar los integrandos del proceso no lineal incremental: K y Fj:. La clase
pelas_axi es similar a pelas_inc con algin aspecto adicional para calcular los integrandos
del caso axisimétrico. La clase pelas_tgg hereda de pelas_inc y calcula el integrando de
la matriz tangente geométrica.

La funcién integK calcula el integrando BT M B de la matriz tangente material (Z.26])
y es similar a la del caso lineal pero utilizando el médulo material ([T.25]) que es calculado
por el objeto material en funcién de las tensiones existentes en cada punto de integracion
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y en cada iteracion. La funcidn integF' calcula en el punto de integracion el integrando
([721)) de las fuerzas internas, para lo cual como paso previo precisa calcular la deforma-
cién y la tensién en el punto de integracién a partir de los desplazamientos elementales
de prueba.

Pelas_inc incorpora a sus datos la identificacién del punto de integracion y del ele-
mento tratado. Esto es necesario para acceder a las variables internas de la ecuacién
constitutiva no lineal en cada punto de integracion real. Asimismo incorpora el objeto
deformacién especificado en los datos (ver Figura[7.10), lo cual permite definir la medida
de deformacion de acuerdo con lo precisado por la ecuacién constitutiva del material.

7.2.2.5. Objeto deformacion

Este objeto proporciona en cada punto de integraciéon una medida de deformacion
asociada al campo de desplazamientos u. Los datos y procedimientos comunes residen en
la clase base_def de la que heredan las 6 clases que se indican a continuacién. De nuevo,
cada uno de los objetos anade los datos y los métodos especificos de la clase.

base_def

deflin def Ic def_ corr_ci  corr_rfi  gradlin
green

def axi defbb def log

Figura 7.12: Arquitectura de objetos deformacién por herencia.

La clase deflin implementa la relacién lineal entre la deformacion y el desplazamiento.
De ella heredan def_azi y defbb que sirven para las formulaciones axisimétricas y b-barra
respectivamente. Las tres son las que se utilizan para calcular las fuerzas internas en
los problemas de ecuacién constitutiva no lineal (elastoplasticidad por ejemplo) pero
con pequenas deformaciones y pequenos giros y desplazamientos. La clase gradlin es
la andloga de deflin para el problema de Laplace. Las clases restantes implementan
deformaciones no lineales para problemas de no linealidad geométrica: problemas con
grandes giros y desplazamientos, y pequenas o grandes deformaciones.

Las clases def_lc, def_log y def_green son las que implementan las medidas de deforma-
cién left-Cauchy, logaritmica y Green respectivamente para las ecuaciones constitutivas
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hiperelasticas. Todas ellas agregan como dato un objeto deflin para el cdlculo de la
matriz B adaptada en su caso al problema axisimétrico en tiempo de ejecucion.

Las clases corr_ci y corr_rfi implementan deformaciones corrotacionales para leyes
constitutivas hipoeldsticas.

7.2.2.6. Objeto material

Este objeto implementa la ley constitutiva o(€) del material que proporciona la ten-
sién a partir de la deformacion (o el flujo a partir del gradiente). Se han implementado
varios tipos de material no lineal que heredan de la clase lineal y son padres de las clases
tangentes que proporcionan el médulo del material (T.25]) para el cdlculo de las matrices
de rigidez tangentes materiales (7.20]). La clase plaszy es para material elastoplasti-
co con pequenas deformaciones (deformacion lineal), hipo para grandes deformaciones
en formato incremental (deformacién corrotacional) y las tres restantes para grandes
deformaciones en formato hipereldstico: neoh implementa un material neohookeano (de-
formacion def-lc), neoh_nc para materiales neohookeanos cuasi-incompresibles y hencky
que trabaja en direcciones principales y con la deformacién logaritmica (def log), ver
[63].

Todos ellos son ampliaciones mas elaboradas del material lineal, a cuyos datos y
ecuacién constitutiva recurren con frecuencia. Es por esto que todos heredan del ma-
terial lineal (potlin y elaslin_lm), aumentando sus datos y funciones con los propios
especificos. Por ejemplo, la ecuacion constitutiva de la clase plasxy implementa el algo-
ritmo de retorno radial, recibe la deformacién total en un punto de integracion, calcula
la deformacién pléstica e introduce la deformacién elastica como input de la funcién
constitutiva de la clase elaslin_Im para obtener la tension, ver [63].

elaslin_Im
| | | | 1
- ~ e e - e - =
plasxy hipo neoh neoh_nc| | hencky | | potnolin ondanl
' | LY | RN | Y | N | FRN | Y | J
Iy ~ N Ny ~ N N !
plasxy_tg| | hipo_tg | | neoh_tg neoh_tgc hencky_tg potnolitn ondanl_tg
- - _9
" RN RN RN N RN AN S

Figura 7.13: Arquitectura de objetos material por herencia.
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Las clases material tangente heredan de las no lineales para computar el moédu-
lo material M (7.25). Por ejemplo, la clase plaszy_tg calcula el médulo elastopléstico
del material en tres modalidades segin lo indicado en los datos de entrada: mddulo
algoritmico o consistente, médulo continuo, y médulo lineal o eldstico.

La segunda rama de la Figura [ T3] potlin, implementa la ecuacién constitutiva para
el problema de potencial (Laplace). Por ejemplo, potnolin introduce una ecuacién cons-
titutiva no lineal para el problema de Laplace k& = k(u), y ondanl modifica el tiro
constante T' de una cuerda vibrante para que dependa del desplazamiento transversal u
de la cuerda.

7.2.2.7. Objeto problema

Al objeto problema del caso lineal se le incorporan nuevas caracteristicas (datos y
funciones), necesarias para implementar el proceso iterativo no lineal, que en la Seccién
[7.3] quedard inserto en los métodos paso a paso implicitos no lineales.

En el caso no lineal, el objeto problema organiza los cédlculos del residuo R y la
matriz jacobiana J (7.I9) que demanda el método de Newton. También debe guardar
y gestionar el estado tensional (o de flujo) en cada uno de los puntos de integracién
de cada uno de los elementos de la discretizacion. Esto es necesario para gestionar las
ecuaciones constitutivas de tipo incremental y para calcular la matriz de rigidez tangente
geométrica en grandes deformaciones.

l Iaplace] [ elas ]
—_—
[elasgd ] [ flu ]

Figura 7.14: Arquitectura de objetos problema lineales y no lineales por herencia.

Ademds, de la clase elas heredan las clases elasgd para grandes deformaciones y flu
para el sistema de EDPs de Navier-Stokes, aunque este iltimo no se describe en estas
lineas.

7.2.2.8. Objeto método Newton Raphson

Este objeto implementa el algoritmo iterativo (T.I9) donde se resuelve el paso de un
problema no lineal, pidiendo los valores de R y J al problema considerado. El itinerario
que sigue es: objmetodo, objprob, objmalla. De esta forma es posible adaptar el calculo de
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Ry J al método especificado (cuasi-estédtico o dindmico) y a continuacién al problema
considerado (eldstico, Laplace, general).

Cada objeto de este grupo contiene dos objetos adicionales (agregacién), ver Figura
un objeto sislin para resolver los sistemas lineales y otro objeto jacobiano (0bjJ)
para el calculo de la matriz de rigidez tangente. El primero de ellos ha quedado descrito
en la seccién referente a problemas lineales. Describimos el segundo a continuacion.

7.2.2.9. Objeto Jacobiano

El fin del objeto Jacobiano es almacenar la matriz jacobiana y proporcionar los
métodos para su calculo de maneras distintas, siendo tres las implementadas. Por un
lado, por derivacién analitica (jder) segun (7.22]) y por otro, por diferencias finitas del
vector residuo en dos versiones: la versién completa (jdf) y la simplificada (jdfmef)
aprovechando las caracteristicas dispersas de la matriz J del MEF. Para ello existen tres
tipos de objeto Jacobiano J. Los datos y procedimientos comunes residen en la clase
base_J de la que heredan la clase jder, la clase jdf y la clase jdfmef.

-

base J

[ jder l jdf [jdfmefJ

Figura 7.15: Arquitectura de objetos Jacobiano por herencia.

7.2.2.10. Objeto método elemento finito

Es el objeto principal donde se agregan los objetos método, problema y malla, que
contienen toda la informacion necesaria para realizar los cédlculos, ver Figura [[1]

Si el problema es lineal, el objeto método consistird en un objeto sistema lineal
(sislin) que primero construira el sistema de ecuaciones mediante las funciones del objeto
problema especificado y del objeto malla, para resolverlo posteriormente.

En el caso de un problema estacionario no lineal, el objeto método coincidira con el
objeto Newton Raphson (objnr) o con el objeto cuasi. En el segundo caso, el proceso de
resolucién se realizara paso a paso en la forma indicada en la Seccién [[.2.1.2] resolviendo
un proceso iterativo de Newton en cada paso. Si el problema es dindamico el objeto
método especificado coincidard con uno de los indicados en la Seccién [T.31
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7.2.3. Conclusiones

En esta seccién observamos que respetando la arquitectura de la seccién anterior e
introduciendo un nuevo objeto método que implementa el proceso de resolucién iterativo
del método de Newton Raphson, es posible resolver problemas no lineales reutilizando
los recursos desarrollados en la seccion anterior y anadiendo nuevos objetos materiales
no lineales y de deformacion para grandes deformaciones.

El disefio de los objetos, basado en la herencia cuando conviene reutilizar los datos
y funciones del padre, y en la agregacién cuando conviene discriminar automaticamente
entre distintas opciones dejando la puerta abierta para nuevas incorporaciones futuras,
permite proponer una metodologia flexible, basada en la reutilizacién, la sobrecarga
(mismo lenguaje) y la encapsulacién (compartimentos estancos). Ello permite anadir
nuevos desarrollos aprovechando los anteriores pero sin modificarlos: integrales tipo K
(para rigideces tangentes con el objeto punto de integracién adecuado) y tipo F' (para
fuerzas internas). Los nuevos desarrollos MEF implican principalmente nuevos objetos
punto de integracién (EDP) o del tipo deformacién y material.

Contabilizando a grosso modo los posibles experimentos distintos que se pueden
realizar, salen:

» 1 (Laplace ) x 2 (elef y awi) x 6 (interpolacién) x 1 (material no lineal) x 2 (J
exacto o diferencias finitas)=24.

» 1 (elasticidad) x 2 (elef o azi) x 6 (interpolacién) x 6 (materiales) x 2 (J por
derivacién exacta o diferencias finitas) = 144.

= que dan un total de 24+144 = 168 posibles experimentos distintos y una plataforma
y metodologia que facilita nuevas adiciones y desarrollos de leyes constitutivas no
lineales en pequenas o grandes deformaciones.

La Figura muestra dos posibles casos de los 168 posibles: el de la izquierda co-
rresponde a un problema de Laplace 1D no lineal con calculo por diferencias finitas de la
matriz jacobiana e interpolacién elemental lineal. El de la derecha corresponde a un pro-
blema elastoplastico 2D con pequenas deformaciones (deformacién lineal), axisimétrico,
con cdlculo exacto de la matriz jacobiana y con interpolacién bilineal en cuadrilateros.

En general, el proceso iterativo de Newton, incluso con “linesearch” puede no ser
suficiente para la convergencia de los problemas no lineales. Es preciso entonces comple-
mentar el método mediante la continuacién o subincrementacién, con un nuevo objeto
que denominaremos cuasi (cuasi-estatico) y que se presenta en la siguiente seccién con-
juntamente con los métodos paso a paso para la resolucién de los problemas dindmicos.
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. objmef
objmef
objmetodo  Objprob objmalla
objmetodo  objprob objmalla (objnr) (elas) (mallamef)
(objnr) (laplace)  (mallamef)
objJ o objelef objmat
(ider) (sislin) (elef_axi)  (plasxy)
objJ objelef objmat
(jdfmef) (sislin) (elef) (potnolin)

objelep objpint
(cualin)  (pelas_axi)

objelep objpint
(seglin) (plap_inc) objdef
(def_axi)

Figura 7.16: Dos posibles casos de la arquitectura elemento finito (caso no lineal).

7.3. El problema dinamico

Finalmente, en esta seccion se desarrolla un proceso para la resoluciéon paso a paso
de problemas dindmicos y donde el método cuasi-estatico es un caso particular. Para
ello completamos el objeto método con distintos métodos capaces de resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Implementaremos métodos capaces de resolver EDOs de orden 1. Empezaremos por el
método trapezoidal, que es un método unipaso, desarrolldndolo tanto para el caso general
de EDOs de orden 1, como para el caso especifico lineal de coeficientes constantes. A
continuacién, extenderemos estos desarrollos a los métodos multipaso (BDF, NDF y
BDF-a) y a los métodos multipaso que utilizan puntos super-futuros (familia EBDF
y MEBDF). De nuevo, se hard el desarrollo general de cada uno de los métodos y la
particularizacion al problema lineal de coeficientes constantes. Terminaremos esta parte
con el método odesuite, que permitird utilizar las funciones que proporciona Matlab para
la integraciéon numérica de EDOs de orden 1.

Por 1ltimo, realizaremos el desarrollo del método alfa (HHT-«), método de resolucién
de EDOs de orden 2 (sin ser éstas reducidas a orden 1), tanto en su versién genérica
como adaptada al problema lineal de coeficientes constantes.

7.3.1. Resumen de la formulacién

Generalizamos el desarrollo matricial (7.I8]), incluyendo la variable temporal ¢ entre
las variables independientes (x,t) o (x,¥, z,t) y anadiendo a las fuerzas de volumen las
fuerzas de inercia y de amortiguamiento:

u(x, t) = ul(x,t) = N(x)U(t) (7.32)



7.3 El problema dindamico 193

La funcién f(x) de la seccién anterior se convierte ahora en:

f(x,t) — puy(x,t) — cuy(x,t) ~ f(x,t) — pN(x)U" (t) — cN(x)U'(t) (7.33)

donde p y ¢ son la densidad y el amortiguamiento respectivamente.

La integral [, N7fd de (ZI8) queda ahora de esta manera:

/ NTfdQ — ( / NTdeQ> U’ — ( / NTeN dQ) U’ (7.34)
Q Q Q

-~

M C

Y el sistema de ecuaciones (7.18), ahora es el sistema de EDOs de orden 2:
MU" + CU" + Fip(U) = Fent (7.35)
donde M, C, Fjpt v Feyt vienen dados por [9]:

{M— JyNTpNdQ , C = [, NTeN dS (736)

Fint = o BTo"(U)dQ | Feat = [p, NTtdS; + [, NT£dS)

Transformamos el sistema de EDOs de orden 2 (7.35]) (en general no lineal), en un
sistema de EDOs equivalente de orden 1, My’ = f(t,y):

d(t) =U(t) d'(t) =U'(t) = v(t)
{U(t) = U’(t) = {le(t) _ MU”(t) _ _Ent(d) — Cv+ Foy (737)

Teniendo en cuenta la definicién del residuo en (7.19), el sistema (7.37) en formato
matricial sera:

<éMf\04> @ = ( R(Ciij)(;v) = My = f(t,y) (7.38)

donde fy j=09f/0y son:

f[ty) =y =v, falt,y) = R(y) Cy2 R(d) — Cv
o 0 v
_0ftty) _ (f a§;> ( ol e ol ))
- —\o o ) )
dy e G o (7.39)

0
(0 5)-(n 2

donde J(U) = —K'(U) quedé definida en (7.20).
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El resumen anterior es valido para elasticidad dinamica y también para el problema
de onda (Laplace dindmico de orden 2). La formulacién del problema de difusién (Laplace
dindmico de orden 1) se produce de manera similar. Por ejemplo, si en el problema de
difusion térmica anadimos las fuentes la inercia térmica, tendremos:

f(x) — f(x,1) — coug(x,t) =~ f(x,t) — ceN(x)U'(t) (7.40)

donde c, es el calor especifico del material.

/QNdeQ—>/QNdeQ— </QNTceNdQ> U’ (7.41)

Y obtenemos el sistema de EDOs de orden 1:

Entonces:

MU’ + Fipg(U) = Fopy = MU' (t) = Fogy — Fiy(U) = R(U) (7.42)

siendo M, Fipy y Feyt de la expresion (.42):

M = [, NTc.N dQ, (7.43)
Fit = [oBT¢"(U)dQ , Feur = [, NThdly + [ NT fdQ '
El sistema de EDOs de orden 1 (7.42) tiene la forma:
: f=R(y) = R(U)
My = f(t,y), siendo: <" 4 SR(U (7.44)
j= f(g:y) _ 8§J) =J=—K'U)

7.3.2. Objetos

En ambos casos (Z.38) y (.44]), integraremos el sistema de EDOs mediante métodos
paso a paso, que si son de caracter implicito precisardn en cada paso la resolucion de un
sistema no lineal de ecuaciones mediante el método de Newton Raphson. En consecuen-
cia, la organizacion del proceso de céalculo orientado a objeto reutiliza la organizacién
anterior ampliandola.

El célculo de las integrales de la formulacién (7.30) y (C43]) ya ha sido explicado en
los puntos anteriores. El objeto malla se reutiliza al 100 % sin extensiones adicionales,
por lo que en este punto nos centraremos en la explicacién del objeto método (ver Figura
[C1) y muy levemente en alguna extensién del objeto problema que en un 90 % es una
reutilizacién de lo expuesto en las Secciones [T.1]y Al comienzo de este capitulo se
explicod la organizacién del proceso de resolucién de un problema, desde la definicién y
lectura de datos hasta el postproceso y la representacion grafica de los resultados, pasan-
do por la generacién y creacién de los objetos y el desencadenamiento de la resolucion:

resolver(objmef) — resolver(objmetodo) — objprob, objmalla
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A continuacién se muestra un “fichero.m” (guién script) con la definicién de los
datos correspondientes a un problema de CI y CC (vibraciones libres). Se trata de
una placa 2D rectangular traccionada inicialmente con unas CI de alargamiento. Se
modela un cuarto de la misma con CC deslizantes en ambos ejes de simetria. El material
es neohookeano (deformacién def-lc), y se muestran varias opciones con respecto al
método: ode4d, odelbs, trapezoidal, Newmark, HHT-«, etc. siendo esta ultima la que
estd activada con calculo exacto de la matriz jacobiana, aunque se muestra cémo hacerlo
por diferencias finitas.

Yxkkxxxxk*kxDatos geométricos:

L=1; m=1; n=1; coorv=[0 L; O L]; ngln=2;

nele=m*n; nnodos=(m+1) *(n+1) ; [nodos, conec,lados]=cuadreg(coorv,m,n);
hxxkxxkxkNimero de puntos de integracién numérica (maximo 5):

nintl=2 ; nint2=2; nint=[nintl nint2];

J%x*k*kxxxxkFunciones fisicas:

mody=1000 ; modp=.25 ; f£=[]; ro=1; d=0; dilat=[]1 ; temp=I[];

Jx*x*x*x**%CC Dirichlet y Neumann:
ladol=lados(find(lados(:,1)),1); lado4=lados(find(lados(:,4)),4); lado3=

ccd=[lado4’ ladol’+nnodos] ; valccd=zeros(size(ccd)); cecn=[]; wvalccn=[];
Jxx*kx*kxx*xCondiciones Iniciales e intervalo temporal:

ci="[-x/8 ; y/2]1° ; «cider="[0; 0]’ ; tini=0; tfin=0.5; npasos=100
%x*kxxxxx*x Tipos (objetos):

tipoelas=’dplana’; tipoele=’cualin’; tipoprob=’elasgd’; tipoelef=’elef’;
tipopint=’pelas_inc’ , tipodef="def_lc’; tipomat=’neoh’; tipofext=’fijas’;
JxkxxxxxxMétodo (objetos):

tipomet=’o0de45’, tipomet=’odelbs’; tipomet=’"rk’;

% tipomet=’trap2’; metNR="nrg’, mnpasos=50;

fty=Qonda; metJ=’jdf’; metJ=’jdfmef’; metJ=’jder’;

tolNR=1E-6, maxiterNR=10; escpaso=’si’; escNR=’si’; esc_iterNR=’si’; esc_iterNR=[];
Jx*x*kx*kxx*¥Postproceso:

tensiones_dat={’yy’};

7.3.2.1. Objeto método ode (1), objeto base met

En el avance paso a paso de los distintos métodos se distingue una estructura comun:
inicializacién, pasos (Yn, yn+1, objnr, actualizacién) y actualizacion final. Los datos y
funciones comunes se organizan en una clase padre (base-met) de la que heredan los
métodos especificos.

» Datos: objfty, interv, yini, npasos, h, tsol, ysol, dat.

= Funciones: resolver(objode, objprob, objmalla),
actpaso(t, y, objode, objprob, objmalla),
actfin(t, y, objode, objprob, objmalla).
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La funcién resolver, que contiene el bucle en pasos, y las funciones de actualizacion
(en cada paso y al final), son comunes a casi todos los métodos y quedan explicados en
los siguientes cuadros:

function resolver(objode,objprob,objmalla)

inic(objode,objprob,objmalla); t=objode.interv(1l);

y=objode.yini; h=objode.h; m=objode.npasos;

for j1=2:m+1
escpaso(objode.esc,jl-1,0bjode.tsol(j1))
[t,y]l=paso(objode,t,y,h,varargin{:});
objode.ysol(j1,:)=y’;

end;

actfin([],y,objode,objprob,objmalla) ;

function actpaso(t,y,objode,objprob,objmalla_n)
na=objprob.ngdla; y_n=y(1l:na);
yc=solc(objprob,y_n,’t’); uc=yc-objode.dat.un;
actmalla(objprob,objmalla_n,uc,’nl_n’);
objode.dat.un=yc; actpaso(objprob,objmalla_n)

function actfin(t,y,objode,objprob,objmalla)
na=objprob.ngdla; u=solc(objprob,y(1:na));
set_u(objmalla,u); actpaso(objprob,objmalla)

Cada método (objode) tendra su funcién paso especifica que contiene su férmula de
avance. Si el método es implicito se debera recurrir en cada paso al método de New-
ton (objnr) y entonces la féormula de avance precisard las funciones calcR(objmetodo)
y caleJ(objmetodo) que proporcionan el residuo y la matriz jacobiana del sistema de
ecuaciones no lineal resultante.

Las soluciones numéricas se van almacenando en los datos tsol e ysol del objeto ode
(objode), que también contiene como dato el objeto objfty con la informacion del sistema
de EDOs que estamos resolviendo. Se describe a continuacién este objeto objfty.

7.3.2.2. Objeto fty

Este objeto se agrega como dato al objeto ode para definir el sistema de EDOs a
resolver, proporcionando f y j = 9f/dy del sistema My' = f(t,y) que se pretende
resolver.

En particular, gestiona las diferencias existentes entre los problemas de difusién y
onda, implementando una tercera via para la resolucién del problema general My’ =

f(ty).

La clase difus resuelve sistemas de EDOs de orden 1 (4] y la clase onda sistemas
de EDOs de orden 2 (Z.38)) incluyendo los problemas de elasticidad dindmica. También
se ha implementado un caso general para resolver EDOs de orden 1 que no provienen
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—

base_fty

S

[ difus } onda [ gen J

.

Figura 7.17: Arquitectura de objetos fty por herencia.

de los problemas de onda o difusién al que hemos llamado gen, y que precisard dos
funciones dato adicionales: la funcién que define el sistema de EDOs especifico a resolver
(f(t,y) = fundat) y la que define el jacobiano (% = fundat2).

Ambas clases difus y onda carecen de datos especificos y comparten las tres funciones
(inicM, calcf, calcj) muy parecidas, que se diferencian en la dimensién de f y j que es
doble en onda. Ambas recurren al objeto problema para calcular R y J segtn lo indicado
en ((38) y (T44)), tal como se muestra a continuacién para el objeto onda.

function inicM(objode,objprob,objmalla) %0NDA
na=objprob.ngdla; M=calcmasa(objprob,objmalla,tipomas);
M=[eye(n2) zeros(n2) ; zeros(n2) M]; objode.M=M;

function yp=calcf(t,y,objode,objprob,objmalla) %0ONDA
na=objprob.ngdla; y_n=objode.dat.un(objprob.gdla);
u=y(1:na)-y_n; v=y(na+l:end);
R=calcR(objprob,objmalla,u) ; yp=L v ; R 1;

function j=calcj(objode,objprob,objmalla) %0ONDA
na=objprob.ngdla;  J=calcJ(objprob,objmalla);
j=[zeros(n2) , eye(na) ; J , zeros(na)l;

7.3.2.3. Objeto método ode (2)

Los datos y procedimientos comunes del objeto método ode residen en la clase
base_met de la que heredan 4 clases adicionales: odesuite que gestiona la conexién con los
procedimientos de la odesuite de Matlab; rk que representa los métodos tipicos estandar
explicitos Runge-Kutta de paso constante; base_imp que agrega a los datos del método un
objeto del tipo Newton Raphson como los descritos en la Seccién [(.2] de la que heredan
los métodos implicitos a implementar, en particular el trapezoidal, la familia HHT-c«, el
método cuasi y la familia de métodos multipaso; y finalmente la clase lincc de la que
heredan traplinc, alfalinc y mplinc que también corresponden a métodos implicitos pero
que implementan las formulas explicitas que se derivan en el problema dinamico lineal de
coeficientes constantes (lincc), férmulas mucho menos costosas ya que no deben iterar.
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[ trap ][ alfa ‘ mp | alfalinc] mplinc]

Figura 7.18: Arquitectura de objetos método ODE por herencia.

Edesuite

cuasi traplinc

Todos los métodos implementados avanzan paso a paso segun su férmula caracteristi-
ca de avance, demandando del sistema de EDOs siempre el valor de f, expresiones ((7.39)
y ([CZ4), y en los métodos implicitos no lineales también el valor de j, (39) y (44).
Describiremos primero el método mas general de todos los implementados: el método
implicito trapezoidal, que servird de base para la descripcion de los demas métodos.

7.3.2.4. Objeto problema

Este objeto ya ha quedado descrito en su mayor parte en puntos anteriores, por lo
que aqui nos limitaremos a describir aspectos adicionales que se reducen a funciones
de actualizacién. En particular la funcién actpaso(objprob) se encarga de actualizar al
final de cada paso las variables de almacenamiento del objeto problema llamando a
act_varele(objprob) que se encarga de actualizar las tensiones (tensele_n con los valores
tensele_k convergidos). También actualiza las variables internas del material, llamando
a act_varint(objmat).

7.3.3. Método cuasi-estatico

Este es un problema especial donde resolvemos un caso estatico no lineal f(t,y) =0,
introduciendo un parametro de carga t. Entonces, el proceso es evolutivo en ¢, pero con
velocidad infinitamente lenta iy’ = 0. No existen fuerzas de inercia ni de amortiguamiento,
pero podemos resolver paso a paso f(¢,y) = 0 utilizando los recursos de actualizacién
entre pasos para el problema dindmico. En cada paso de ¢, a t,4+1 resolvemos mediante
Newton Raphson el problema no lineal a partir del valor inicial y,. Dado el cardcter
local del método de Newton, el proceso iterativo serd mucho méas robusto al encontrarse
los valores iniciales y, mucho més cercanos a la solucion y,41.

Basta con descargar los términos asociados a M y C' (L33 para observar que re-
solveremos ([.I8)) aprovechando los pasos y actualizaciones del objeto base_met. Un nuevo
objeto cuasi que hereda de base_met implementa los aspectos especificos: calculo de R



7.3 El problema dindamico 199

y J, @18) y [I19):
f(t7 y) = Femt(t) - Fmt(y) =0 (7.45)

iterando de la siguiente manera:

m+1 -1

Ynil = Yni1 — (J(ynmﬂ))

Se puede utilizar como predictor el valor obtenido en el paso anterior (yg 41 = YUn)-

R(yp1), m=0,1,2,... (7.46)

7.3.3.1. Objeto cuasi

= Datos: xini, paso_ad.

» Funciones: inic(objcuasi, objprob, objmalla),
[tnl,ynl,uincn,div] = paso(objcuasi, tnl, yn, h, objprob, objmalla),
resolver (objcuasi,objprob,objmalla),
[R,Fext,Reac,Fint]=calcR(u,objcuasi,objprob,objmalla_n),
J=calcJ (u,0bjode,objprob,objmalla,objJ).

7.3.4. Método trapezoidal

Consideramos el sistema de EDOs dado de la siguiente manera:

M-y = f(ty) (7.47)
Avanzamos del paso n al paso (n + 1) utilizando el método trapezoidal:
h
M - yns1 :M‘yn+§(fn+fn+1) (7.48)

siendo fn - f(tnvyn)7 fn+1 - f(tn—i-lyyn-i-l)‘
En cada paso se resuelve el sistema no lineal de ecuaciones (.48 mediante el método
de Newton, pasando de la iteracién m a la iteracién (m + 1) mediante:

— -1 =
ny-:_ll = y;?—i—l - (J(y'r’rzn—f—l)) R (y;bn—i-l) , M= 07 1> 2> (749)

siendo: B
R(yphr) = M (ypoy = yn) — (Fa + F21)
(7.50)

= 81_%(31;" ) 2 .
T (1) = ayn:ll =M = Jp'

donde, las funciones f y j en el caso del problema de onda vienen dadas por (7.39)]):

f _ Un . m U:ln-‘rl
" \RW,) - Cv, ) T \RUT) - Cu

- ( 0 I ) 0 I
Jn+1 = | OR@UT,) = m
o\ —C JU) —C

(7.51)
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Para el problema de difusién las expresiones de f y j son més sencillas y vienen dadas
por ([T.44]). Las expresiones de R(U) y J(U) se definen mediante (T.19) y (Z.20) en ambos
casos. En el caso general gen, los valores de f y j deben definirse mediante una funcion
dato especifica.

Se puede utilizar como predictor el valor obtenido en el paso anterior (yg 11 = Yn)s
y se itera hasta que se alcance el nimero maximo de iteraciones fijadas y/o has-
ta que HR(y;”H)H < tol ~ 0. También existe la posibilidad de iterar hasta que

H (j(ymrl))_l R(yTTI,n+1)H < tol =~ 0.

7.3.4.1. Objeto trap

Este objeto implementa el método trapezoidal para resolver EDOs de orden 1. Hereda
de base_met los datos y funciones indicados en [[.L3.2.1] e incorpora los siguientes datos
y funciones especificos:

» Datos: M, fk.

= Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,yk1l] = paso(tk, yk, h, objode, varargin),
Rb=calcR(ykl, tkl, yk, objode, varargin), Jb=calcJ (u, varargin).

La funcién paso resuelve la férmula de avance ([7.48)) mediante el método de Newton.

function [tkl,yk1] = paso(tk,yk,h,objode,varargin)

tkl = tk+h;

objfty=objode.objfty;

objode.fk=objfty.calcf (tk,yk,objode,varargin{:});

objode.objnr.xini=yk;
[7,”,yk1]=resolver(objode.objnr,tkl,yk,objode,varargin{:}); ’%0rden exacto
yk1=yk1(:,end);

actpaso(tkl,ykl,objode,varargin{:})

La funcién resolver(objnr) de la Seccién ejecuta las iteraciones indicadas en
([49), llamando a calcR(objode) y calcJ(objode) que evalian (7.50), llamando a cal-
c¢f (objode.objfty) y calcj(objode.objfty) que proporcionan (7.44)) o (Z51]). Para calcular
([C44) o (Z5I) se llama a calcR(objprob) y calcJ(objprob) que son las que calculan Ry

J segun lo indicado en (T19)), (720), (721)) y (722).

Las siguientes funciones son las que calculan R y J de las férmulas (Z50), en las
variables Rb y Jb respectivamente.

function Rb=calcR(objode,ykl,tkl,yk,objprob,objmalla)
objfty=objode.objfty; fk=objode.fk; M=objode.M;
fkil=calcf (objfty,tkl,ykl,objode,objprob,objmalla) ;
h=objode.h; Rb=2xM/h* (yk1-yk) - (fk+fk1) ;
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function Jb=calcJb(objode,ykl,tkl,objode,objprob,objmalla)
M=objode.M; h=objode.h; objfty=objode.objfty;
j=calcj(objfty,objode,objprob,objmalla); Jb=2*M/h-j;

7.3.4.2. Objeto traplinc

Este objeto implementa la particularizacién del método trapezoidal en el caso lineal
de coeficientes constantes, en un algoritmo explicito de avance donde no hay que iterar.
La féormula de avance se simplifica de manera muy importante, dando lugar a un producto
de matrices constantes que se calculan una tnica vez en la inicializacién.

Sustituyendo la relacién lineal Fj,.(d) = Kd en (37) y ([C42]), obtenemos el sistema
de EDOs:
M-y =A-y+g(t) (7.52)

» siendo para el problema de Laplace: A — —K, y — d(t), g(t) — Fext(t)

= para el problema de la onda:

(5 ) A= (G ) (69) 0= (o)

= y en el caso general gen tendremos una ecuacién de la forma (752) a la que se le
proporcionan M, Ay g(t).

Aplicando la formula de avance trapezoidal (T.47) al sistema (7.52]) se tiene:
h
Myn i1 = Myn + 9 (Ayn + g(tn) + Aynia + 9(tni1)) (7.53)
y despejando el valor de y,+1 de (T53)):

(3= 54) wnir = (3 4+ 54) v+ (o0) + glt0:2) (7.54)

i1 = Ci [ Can + 3 (9(6) +a(002) (7.5

siendo: Cy = (M — 24)™", Cy = (M + L 4).

Todo ello queda implementado en el objeto traplinc que hereda de base_met (ver
Figura [TI]]) los datos y funciones comunes y anade los datos Cy, Cy y gk y las dos
funciones especificas, inic y paso, que se indican a continuacion:
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function inic(objode,objprob,objmalla)
M=inicM(objode.objfty,objode,objprob,objmalla);
A=Alin(objode.objfty,objprob,objmalla);
tini=objode.interv(1); h=objode.h;
g0=g(tini,objode.objfty,objprob,objmalla) ;
objode.gk=g0; I=speye(size(4));
objode.C1=(M-A*h/2)\I; objode.C2=M+Axh/2;

function [tkl,yk1] = paso(tk,yk,h,objode,objprob,objmalla)
objfty=objode.objfty; TI=objode.C2*yk; gk=objode.gk;
tkl=tk+h;
if ~isempty(gk)
gkl=objfty.g(tkl,objode,objprob,objmalla);
TI=TI+(gk+gkl)*(h/2); objode.gk=gkl;
end
yki=objode.C1#TI;

La matriz A y el vector g definidos en (.52 toman formas distintas para onda y
difusién. Para gestionar esta diferencia, en el objeto ode disponemos del objeto agregado
objfty (difus, onda, gen) a la que pertenecen las funciones Alin y g que se llaman desde
la funcién paso. Se listan a continuacién ambas funciones correspondientes al objeto fty
onda.

function A=onda.Alin(objprob,objmalla)
K=rigidez(objprob,objmalla) ;
na=objprob.ngdla;

A=[sparse(na,na) speye(na);-K sparse(na,na)];

function gt=onda.g(t,objprob,objmalla)
Fext=calfext (objprob,objmalla,t); na=length(Fext) ;
gt=[]; if any(Fext), gt =[zeros(na,l);Fext]; end

7.3.5. Métodos multipaso

En esta seccién programaremos algunos métodos multipaso lineales. En concreto,
hemos creado los objetos correspondientes a los métodos: BDF, NDF, BDF-q, la familia
EBDF (EBDF, EBNDF, ENBDF, ENDF) y la familia MEBDF (MEBDF, MEBNDF,
MENBDF, MENDF). Hemos procedido de similar manera que con el método trape-
zoidal, aplicando primero cada método a la EDO genérica de orden 1 dada por (T47) y
particularizdndolo al problema lineal de coeficientes constantes ([T.52) a continuacién.

En la Figura[7.19 se muestra la arquitectura de los objetos multipaso para problemas
no lineales. En mp se tienen dos funciones (pasos_ini y act_paso). La primera sirve para
inicializar el método (pasos_ini) y la otra, una vez dado el paso, actualiza los valores que
se necesitan para el siguiente paso. Un método multipaso de k pasos necesita k valores
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{Yn, Yn+1, s Yntk—1} para calcular el valor y, correspondiente al instante t,,5. En
la inicializacién sélo se tiene el valor yo (y, = yo), los (kK — 1) valores restantes que
se necesitan para dar el paso se calculan con la funcién pasos_ini utilizando el método
trapezoidal. Una vez que se tienen los k valores necesarios, se dan los pasos con el método

multipaso elegido.

Objeto mp
= Datos: No tiene datos especificos.

» Funciones: pasos_ini(objode,objprob,objmalla), actpaso(tkl,ykl,objode,varargin).
f 1
(e | [ oo |

| 1 1 1
[ ndf H ebdf J[ebndf H enbdf H endf |

L mebdf 1 [ mebnde ‘ menbdf ‘ ‘ mendf |

Figura 7.19: Arquitectura de objetos métodos multipaso no lineales por herencia.

La Figura[7.20] muestra el esquema seguido en los método multipaso particularizados
al caso de un problema lineal de coeficientes constantes. De nuevo, en mplinc tenemos
las funciones de arranque y de actualizacién. Esta vez, se han calculado utilizando el
método trapezoidal lineal los (k — 1) valores que se requieren para dar el paso.

Objeto mplinc
= Datos: No tiene datos especificos.

» Funciones: pasos_ini(objode, objprob, objmalla),
actpaso(tkl, yk1, objode, objprob, objmalla).

7.3.5.1. Método BDF

Consideramos la EDO genérica ((C.47) y avanzamos del paso (n+k—1) al paso (n+k)
utilizando el método BDF dado por (2.41):

k
> &My j = hfnix (7.56)
§=0
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1 | |
|bdfa|fa|inc‘ [ bdflinc |
|

| | | | | 1
[ ndflinc | (ebdflinc J [ebndflinc} |enbdflinc ‘ ‘ endflinc |

Lmebdflinc} [mebndﬂincJ |menbdf|inc‘ ‘mendﬂinc|

Figura 7.20: Arquitectura de objetos métodos multipaso lineales por herencia.

siendo fpir = f(tntksYntk) ¥y ¢&; los coeficientes del método BDF recogidos en la
Tabla En (56) debemos calcular el valor de y,4+x a partir de los valores anteri-
ores {Yn, Yn+t1, - Yntk—1}. Como f es funcién no lineal de y, no podemos obtener una
expresion explicita de y, i en funcién de los valores anteriores y utilizamos el método
iterativo de Newton Raphson para calcular ¥, (Z49), siendo Ry J:

D m A m k=1 ~ m
R (yn+k) = % (akMyn—‘,-k + E]:é a]My”""J) - fn+k
(7.57)

7 ORI ) 1 4 .
m _ ntk/ __ 1 — qm
J (yn+k) = Otk kM — g

donde, f,+k Y Jn+k vienen dadas por (7.39) para elasticidad dindmica y para el problema

de onda, y por (7.44]) en el problema de difusién, ambas evaluadas en el instante ¢, .
Por ejemplo, en el caso de elasticidad dindmica y onda quedan:

m L= ( v:f—l—k >
n-+ m m
m 0 I 0 I '
In = | OR(U, = m
o\ o) T o, -c

A la hora de programar hemos introducido la variable Cs que nos ha permitido
generalizar la expresién R de (T.57)) para cualquier orden de la siguiente manera:

R (ynr) = i (G Mypy ), + CaYosr1) — filf
! R . (7.59)
J (yn+k) - EakM — Intk
siendo:
Cy = (@HM Gp oM apsM ... &M @0M>
(7.60)

T
Yn—l—k—l: (yn+k'—1 Yn+k—2 Yn+k—3 -+ Yn+1 yn>
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Objeto bdf

s Datos: M, alfas, Co, ykml.

» Funciones: inic(objode,objprob,objmalla),
[tk1,yk1l]=paso(tk,yk,h,objode,varargin),
Rb=calcR(ykl,tkl,yk,objode,varargin), Jb=calcJ (u,varargin).

El objeto bdf hereda de mp las funciones comunes y anade los datos M, alfas, Cy

e ykm1 especificos del método. Las funciones de inicializacion, paso, calcR y calcJ del
objeto bdf se pueden ver en el Anexo

Tras haber dado el paso, se utiliza la funciéon de actualizacién de los métodos multi-
paso, con el que se actualiza el vector Y, x_1.

Objeto bdflinc
» Datos: alfas, C'1, Csy, ykml.
» Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,yk1] = paso(tk, yk, h, objode, objprob, objmalla).

Este objeto implementa la particularizaciéon del método BDF al caso lineal de coefi-
cientes constantes dado por (T52): M -y’ = A-y+ g(t). Aplicando la férmula de avance
del BDF a este sistema resulta:

k

> My = h (Aynir + g(tnk)) (7.61)
7=0

Agrupamos en la parte izquierda de la igualdad (Z.61]) la incognita y,yr:
k—1

(65 M — BA) Yk = — > _ 6;Mynj + hg(tnir) (7.62)
§=0

Los términos {yn4;:j =0,1,....,k — 1} que se tienen a la derecha de la expresién
([762]) son los valores de la incégnita en los pasos anteriores. Igual que hemos hecho en
el caso genérico de las BDF, utilizamos Cy e Y, 41 dados por (Z60) para escribir la

expresion ([7.62)):
(éékM — hA) Yn+k = —CQYnJrk,l -+ hg(tn+k) (7.63)

Y despejando y, 11 de la expresion (.63) se tiene:
Yn+k = Ch (_CQYn-i-k—l + hg(tn+k)) (7'64)
siendo C; = (oM — hA)fl, y Co y Ypik—1 dados por (Z.60).

El objeto bdflinc hereda de mplinc las funciones comunes y anade los datos que son
especificos del método. Las funciones de inicializaciéon y de paso del objeto bdflinc se
han recogido en el Apéndice
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7.3.5.2. Método NDF

En la Seccién 2.2.5] vimos los método NDF', que consisten en anadir la diferencia hacia
atras de orden (k+ 1) en la expresién de los métodos BDF de orden k. Consideramos la
EDO genérica dada por (.47)) y avanzamos del paso (n+k—1) al paso (n+ k) utilizando
el método NDF":

k
Z deyn+j = hfn-i—k + ’{'Vkak—’—lyn-‘rk: (7'65)
j=0

donde frir = f(tntk, Ynik)- La expresion (C50) de los métodos BDF difiere de la expre-
sién (L.65]) correspondiente a NDFs, en la parte que en esta ultima hemos encuadrado.
Desarrollando la diferencia hacia atrds de orden (k + 1), la expresién (Z.65]) queda de la
siguiente manera:

k k+1 ke + 1
> &My = hfoik + MY (~1) ( ; > Yntkj (7.66)
j=0 §=0

De igual manera que en _el método BDF, en cada paso NDF se aplica el método de
Newton (Z.57), hasta que HR(yZ:_k)H < tol =~ 0, siendo:
_ . ool
R (ynsr) = & ((akM — R MY+ 2520 @My

_ k+1, 1\j k+1 N\
H'YkMijl( 1)]< j )yn-i-k—j) fnJrk (767)

= 8R(y;” ) 1/ A .
[/ (viir) = aynjkk = 5 (@M — kM) — i,

donde f1k ¥ jnir vienen dadas por (739) y ((C.44).

El sumando adicional que se anade en los métodos NDF hace que en la expresion
([766]) aparezca un valor adicional y,_; correspondiente al instante ¢,_1 y que no lo
tenfamos en el método BDF. Esto significa que para calcular y,, 1 utilizando (Z.63]), se
requieren los valores anteriores {yn—1,Yn, ---; Yntk—1} ¥ que el vector Y, ;x_1 que hemos
definido en el caso de las BDF mediante (Z.60) tendrd este elemento adicional.

Con el objeto de aprovechar lo construido en BDF's, identificamos en las expresiones
de R y J de los métodos NDF lo que tienen en comin con las R y J de las BDF. Esta
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parte comun es la que se ha encuadrado en las siguientes expresiones:
1 k—1
R (yptr) = 7 G Myp'yy, + Z@jMynJrj — fak
j=0
(k41
k
+3 (—%%My,ﬁk — kM Y (—1) ( ; ) yn+k—j)
T (yy) = hakM —Jnin | — pEM
(7.68)

De esta manera, utilizando R y J de las BDF y definiendo las siguientes variables:

2
kM (—1)* (k Z . ke <: j: 1) ) (7.69)

(yn+k—1 Yn+k—2 Yn4+k-3

Cy = (/vykM(—l)(k‘—f— 1), kypM(—1)2 i 1) e

YnJrkfl =

T
Yn+1 Yn yn—l)

las expresiones de (.68) de Ry J de los métodos NDF quedan:

R(y™,) = Repr — temeMy™ ). — +C1¥nip1

(7.70)
T (ysr) = JepF — fE7M

Objeto ndf
» Datos: kappa, gamma, Cjy.

» Funciones: inic(objode,objprob,objmalla),
Rb=calcR(ykl,tkl,yk,objode,varargin), Jb=calcJ (u,varargin).
El objeto ndf hereda del objeto bdf los datos y funciones comunes y anade los

datos kappa, gamma y Cy. La inicializacion la hace utilizando pasos_ini dando un paso

adicional que las BDF para poder completar ffn+k,1 (k pasos). Se pueden ver en el
Apéndice [Dl las funciones de inicializacién, calcR y calcJ de este objeto.
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Objeto ndflinc
» Datos: kappa, gamma, Cy.
= Funciones: inic(objode,objprob,objmalla).

Este objeto implementa la particularizacién del método NDF al caso lineal de coe-
ficientes constantes ((C.52]). Aplicando la férmula de avance de las NDF a este sistema
resulta:

k
Z deynJrj =h (Ayn-‘rk’ + g(tn-‘rk:)) + K"Ykak—’—lyn-‘rk‘ (771)
=0

siendo la parte recuadrada de ((Z.71)) la proveniente del sumando adicional de los métodos
NDF. Desarrollamos la diferencia hacia atras y agrupamos en la parte izquierda de la

igualdad (T.71)) la incognita y,  x:

k—1 k+1
. . (k+1
(M — hA — kM) Ynik = — E & Mynj+ryeM E (—1) ( i )yn+kj+hg(tn+k)
=0 =1

(7.72)

Utilizando las variables Cy, Y,, 111 dadas por (Z.60) y Cy, ffn+k_1 dadas por (7.69),
la expresién ([L.72) queda:

(M — hA = kM) ypip = —CoYnin1 + CaYoipo1 + hg(tnir) (7.73)

Y despejando y, 1 de la expresion (T.73) se tiene:
Yntk = C1 <—C2Yn+k—1 + 04}771—1—19—1 + hg(tn+k)> (7.74)

siendo: €} = (g M — hA — kM) L.

Con el fin de que el objeto ndflinc utilice la misma funcién paso que el objeto bdflinc,
a la expresién (7.74) le hemos dado la forma (7.64]) redimensionando la matriz Cs a la
misma dimensién que C, anadiendo ceros. A esta nueva matriz le hemos llamado Ca,

con lo que ([Z74) queda:
Yn+k = C1 (—02,057n+k—1 + CyYpypo1 + hg(tn-i-k)) =
sk = C1 ((=Ca0 + Co) Yaps1 + hglturs) ) (7.75)
Y haciendo Cy = C,0 — Cy, la expresién (T.75) queda:
ik = C1 (~Co¥arios + hg(tnin)) (7.76)

La expresién (C70) tiene la misma forma que la que tiene el método BDF aplicado a un
problema lineal ((T.64)), lo que hace posible que el objeto ndflinc utilice la misma funcién
paso que el objeto bdflinc.
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El objeto ndflinc hereda de bdfiinc los datos y funciones comunes y anade los datos
kappa, gamma y Cy. Adecta los datos C1, Co e ykm1 que hereda del objeto bdflinc, al
ser éstos distintos para el caso ndflinc. El método arranca utilizando la funcién pasos_ini
con el que da k pasos utilizando el método trapezoidal lineal y completando asi ffn%_l.

7.3.5.3. Método BDF-«

En el Capitulo [l vimos que el método BDF-« es un método multipaso (k = 2) y de
orden 2, por lo que necesita los valores de los dos pasos anteriores, y,41, yn, para poder
avanzar un paso. Su férmula de avance viene dada por la expresién ([G.21]):

3 1
<2 + a) Yn+2 + (_2 - 20‘) Yn+1 + <2 + Oé> Yn = h(l + Oé)fn+2 - hafnJrl
Simplificaremos la escritura de la expresién anterior de la siguiente manera:

2
Zﬂjyn—i—j =M1+ a)fnyo — hofpi (7.77)
=0

confy=1+a fi=-2-2a,f=3+a
Consideramos la EDO genérica (T.47) y avanzamos del paso (n + 1) al paso (n + 2)

utilizando este método:

2

> BiMynij = h(1+ a)fat2 — hofai (7.78)
=0

En cada paso de este objeto también se aplica el objeto objnr hasta que HR(yZLH) H <
tol =~ 0, siendo:

R(yms) = 5 By + Brynt1 + Boyn) — (L4 ) fy — afui)
(7.79)

= OR(y" 5) .
J (yﬂrz) = Byn:; = %52 — (T4 a)inys

Con el objetivo de utilizar el mismo esquema en todas las multipaso, la expresién
([C79) la hemos programado de esta forma:

R(ymy) = 3 (BoMym o+ CoYy1) — (L4 ) fy — afns1)
(7.80)

= OR(y™ 5) .
T (ynly2) = =5, = 582 — (L + a)jit

donde: Co = (B.M  BoM), Yoi1 = (yns1 wn)" (7.81)
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Objeto bdfalfa
s Datos: M, Co, fk, beta, alfa, ykml.

= Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,ykl] = paso(tk, yk, h, objode, varargin),
Rb=calcR(ykl, tkl, yk, objode, varargin),
Jb=caleJ (u,varargin).

El objeto bdfalfa hereda de mp los datos y funciones comunes y afniade los datos M,
alfa, Cy, beta, fk e ykml especificos del método.

Objeto bdfalfalinc
» Datos: C1, Cs, beta, al fa, ykml, gk.

» Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tkl,yk1l] = paso(tk, yk, h, objode, objprob, objmalla).

El objeto bdfalfalinc es la particularizacién del BDF-a para el caso lineal de coefi-
cientes constantes. Aplicamos la férmula de avance del método BDF-« al sistema lineal

([.52):

2
> BiMyni; = h(1 + @) (Aynya + g(tni2)) — ha (Aynts + g(tnt1)) (7.82)
=0

Agrupamos en la parte izquierda de la igualdad (7.82)) la incoégnita y,to:

(B2M — (1 + a)A) yni2 = — (BiMyns1 + BoMyn) — ha Ay,
+ h(1+ a)g(tni2) — hag(tni1) (7.83)

Y utilizando las expresiones de Cs e Y11 dadas por (8] y despejando y,42 de
([83) se tiene:
Ynt2 = C1 [=CoYni1 — haAy,ia + h(1 + @)g(tni2) — hag(tnia)] (7.84)

donde C, Cy, Y, 41 vienen dados por:
Cy = (B2M — h(1 +a)A)7 !,
Coy= (M pBoM) (7.85)
Yoy = (yn-‘rl yn)T
El objeto bdfalfalinc hereda de mplinc los datos y funciones comunes y anade los

datos C1, Cy, alfa, beta, ykm1l y g. El método BDF-a lineal se inicializa mediante la
funcién pasos_ini y al ser un método de 2 pasos solo necesita dar un paso en el arranque.
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7.3.5.4. Método EBDF

En el Capitulo [l introdujimos los métodos EBDF que consisten en predecir dos veces
utilizando el método BDF y después corregir mediante la expresién (5.0):

k
> aynts = hBefask + hBrr1 farkin
j=0

Las etapas predictoras las damos aprovechando el objeto bdf. Si aplicamos el corrector
EBDF a la EDO genérica (7.47)), avanzando del paso (n + k — 1) al paso (n + k):

k

Z ajMynij = hBkfrnyr + hBri1 frtkt1 (7.86)
=0

También se aplica el método de Newton Raphson en el corrector hasta que
HR(erJrk)H < tol =~ 0, siendo:

R(ym™,) =+ (%Mylﬁrk + Z;:é OéjMyn+j) — B S — Btttk
(7.87)

= ARy, ;) 1 .
J (ygl-&-k) = ayn:kk = papM — 5k]£n+k

Simplificamos la expresién (.87) introduciendo las variables Cs e Y, ;1 dadas por:

02 = (OékflM Oék,QM O(kng N alM OzoM)
T (7.88)
Yitk—1 = <yn+k—1 Yntk—2 Yn+k—3 - Yntl yn>
Y utilizando (7.88), las expresiones de R y J quedan:
R (yﬁ_k) = % (OékM%T_;_k + C2Yn+k71) - 5kfgf¢_k - 5k+1fn+k+1
(7.89)

j(y1T+k) = %O‘kM — Brnk

Objeto supF
» Datos: AA, BB, Cs.
» Funciones: Rb=calcR(ykl1,tkl,yk,objode,varargin), Jb=calcJ (u,varargin).

Hemos agrupado en el objeto supF los método multipaso que utilizan puntos super-
futuros (familia EBDF y familia MEBDF). Este objeto consta de dos funciones calcR y
calcJ que heredaran los métodos de estas dos familias. Son propiedades de este objeto
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la matriz C5, la matriz de coeficientes o a la que hemos llamado AA = (a;) y la matriz
de coeficientes BB = (3;).

Objeto ebdf
» Datos: M, ykm1, fbkl, fbk2, objbdf.
» Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,yk1l] = paso(tk, yk, h, objode, varargin).

El objeto ebdf hereda de supF los datos y funciones comunes y anade los datos
M, ykm1, fbkl, fbk2 y objbdf. En el arranque utiliza pasos_ini y utiliza actpaso en la
actualizacion.

Objeto supFlinc
» Datos: AA, BB, Cs.
= Funciones: No tiene funciones especificas.

Hemos agrupado en el objeto supFlinc la version lineal de los métodos multipaso que
utilizan puntos super-futuros (familia EBDF y familia MEBDF). Este objeto no tiene
funciones especificas y tiene las mismas propiedades que el objeto supF (Co, AA = (a;)

y BB = (53))).
Objeto ebdflinc
» Datos: C1, ykm1, gkl, objbdflinc.
= Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,ykl] = paso(tk, yk, h, objode, objprob, objmalla).

El objeto ebdflinc consiste en aplicar el método EBDF al caso lineal de coeficientes
constantes. Utiliza el objeto bdflinc en las etapas predictoras. Por tanto, sélo falta cons-
truir la parte correctora del método EBDF. Para ello aplicamos la expresion (5.0 al
sistema lineal (C.52)):

2
> My = hBy (Aynik + 9(tasr)) + Bkt (AGniiir + 9(tniri)) (7.90)

§=0
Agrupamos en la parte izquierda de la igualdad (7.90) los valores de y;,1:

k—1

(kM = hBLA) Yk = = G My + hBrg(tnik) + hBi1 (ATnirir + 9(tntrin))
=0
(7.91)

Despejamos y, 1 de la expresion (7.91]), resultando:

Ynt+k = C1 (—=C2Ynik—1 + hBkt1AUnsk41 + Ok (tnti) + hBki19(tnirs1))  (7.92)
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siendo C; = (oM — hﬂkA)_l, y C2y Y, 1x—1 dados por (Z.83).

El objeto ebdflinc hereda de supFlinc los datos comunes y anade los datos Cy, ykm1,
gkl v objbdflinc. En el arranque utiliza pasos_ini y tras dar el paso utiliza actpaso para
la actualizacién.

7.3.5.5. Método MEBDF

En el Capitulo B introdujimos los métodos MEBDF que consisten en predecir dos
veces utilizando el método BDF, corrigiendo a continuacién mediante la expresién (5.7):

k

Z jYntj = B fusk + MOt fatiir +h <ﬁk - 51<;) Frsk
=0

Las constantes o, B ¥ Br41 de este método coinciden con las del método EBDF y
los coeficentes [ son los del método BDF cuando éste se escribe como (5.8). Utilizamos
el objeto bdflinc en las etapas predictoras y al aplicar el corrector MEBDF al problema

([TZ1) se obtiene:

k

> My = hBfork + hBkii farhn +h (5k - ﬁk) etk (7.93)
=0

En cada paso de este método se aplica el método de Newton Raphson, hasta que
|R(y™1)|| < tol = 0, siendo Ry J:

R (yyy) = A (O‘kMy:szrk + Z;?;Ol O‘J'Mynﬂ) - kaﬁk

~Bret1 k1 — (ﬁ’“ B Bk) Fo (7.94)

= IRy ) 1 -
J (yﬂlk) = ayn_:;;k = parM = Bripty,

Como en casos anteriores escribimos la expresién (7.94]) de esta forma:
R(yry) =+ (aMy™ . + CoYnih—1) = Bufr s — Brrt Stk — (ﬂk - /6k> frtk

- OR(y™ ) 1 5.
J (yﬁik) = aynj;f = oM — Briyyy,

(7.95)
donde Cs e Y, 11 vienen dados por (7.88]).

Comparando las expresiones de R y J de los métodos EBDF y MEBDF, (Z.89) y
([95) respectivamente, nos damos cuenta de que es posible utilizar un tnico calcR y
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calcJ para los dos métodos, ya que ambos tienen la forma:

R(ym) =+ (anMy™ 4 CoYnik1) = Ve STk — Best Fathrt — Vo fatk
(7.96)

- GR(y;” ) 1 .
T (Ynsn) = =552 = g — iyl

siendo los valores de v, v 7% en cada caso los siguientes:

= En el caso del método EBDF: v, = B, v Ax = 0.
s En el caso del método MEBDF: ~;, = Bk; VA = (ﬁk — Bk)

Asi, es la expresiéon (.96 la que se utiliza en las funciones calcR y caleJ del objeto
supF.

Objeto mebdf
» Datos: BG.
» Funciones: inic(objode, objprob, objmalla).

El objeto mebdf hereda de ebdf los datos y funciones comunes y anade el dato
BG = (Bk). En la incializacién adectia la matriz BB = (Br41 G (Br — (i) que

contiene los coeficientes que se utilizaran en el calculo de R.

Objeto mebdflinc
» Datos: BG.
= Funciones: inic(objode, objprob, objmalla).

El objeto mebdfiinc consiste en aplicar el método MEBDF al caso lineal de coe-
ficientes constantes (T.52)). El objeto bdflinc resuelve el problema lineal de coeficientes
constantes mediante BDFs y lo utilizaremos en los pasos predictores. Sélo falta construir
la parte correctora del método MEBDF. Aplicando la expresién (5.7)) al sistema ((T.52))
se tiene:

k

> aiMyni; = hBi (Aynsk + 9(tnin)) + DBt (APnirir + 9(tnski))
=0

1 (B = Br) (Afisi + gltnsn)) (7.97)
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Agrupamos en la parte izquierda de la igualdad (7.97)) los valores de vy, 4:

k-1

(akM - h/ékA> Yntk = — Z ajMynij + hBeg(tuir) + POt (AGnins1 + 9(tnikt1))
=0

+h (ﬁk - ﬁk) (AGnir + g(tnyr)) (7.98)

Como en casos anteriores, generalizamos la expresién (98] para cualquier orden
utilizando las variables Cy e Y1 5—1:

(akM - thA> Yok = —CoVnik—1 + hBrg(tnsr) + hBrs1 (AGnirri1 + 9(tnskr1))

+h <ﬁ1c - ﬁk) (AYntk + 9(tnsr))  (7.99)
Y despejano y, 1 de (C99) se tiene:

Yntk = C1 [_C2Yn+k71 + WBg(tnik) + BBt (AGnsrst + 9(tnsit1))

+h (ﬂk - Bk) (AYnyr + g(tnsr))|  (7.100)

. -1
siendo: C = (akM — hﬁkA) , vy C2y Y411 dados por (T.88).

El objeto Amebdﬂmc hereda de ebdfiinc los datos y funciones comunes y anade el
dato BG = (fk). Igual que la funcién inic del objeto mebdf, también el inic del objeto
mebdflinc adecla la matriz BB = (811 Bk (Bx — Bk))-

7.3.5.6. El resto de métodos de las familias EBDF y MEBDF

En el Capitulo Bl hemos ampliado las familias EBDF y MEBDF:
s creando los métodos EBNDF, ENBDF y ENDF dentro de la familia EBDF y

s creando los métodos MEBNDF, MENBDF y MENDF dentro de la familia
MEBDF.

Los cuatro métodos de cada familia comparten el mismo corrector. Si comparamos
las dos familias entre si, tenemos que: los métodos EBNDF y MEBNDF utilizan como
primer predictor el método BDF y como segundo el método NDF; los métodos ENBDF
y MENBDF primero predicen con el método NDF y después con el método BDF y los
métodos ENDF y MENDF utilizan NDFs en sus dos predicciones. En cada una de estas
parejas el esquema que se sigue es el mismo, siendo la unica diferencia entre ellas el
corrector.
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Objetos no lineales de las familias EBDF y MEBDF

Los seis objetos no lineales creados (ebndf, mebndf, enbdf, menbdf, endf y mendf)
tienen la siguiente estructura:

= Creamos los objetos ebndf, enbdf y endf los cuales tienen su inicializacién (inic)
y su paso (paso).

= A continuacién creamos los tres objetos correspondientes a los tres métodos de la
familia. MEBDF (mebndf, menbdf y mendf) teniendo cada uno su inicializacién
(inic) y heredando el paso del método con iguales predictores de la familia EBDF.

Asi, el objeto mebndf hereda el paso del objeto ebndf, el objeto mendf el del endf,
etc. Se puede visualizar este esquema en la Figura [Z.T9

Los objetos ebndf y enbdf tienen los mismos datos y funciones y son los siguientes:
= Datos: M, ykm1, fbkl, fbk2, objbdf, objndf.

» Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,yk1] = paso(tk, yk, h, objode, varargin).

Los objetos mebndf y menbdf heredan respectivamente los datos y funciones de ebndf
y enbdf y ambos anaden la propiedad BG y la funcién inic(objode, objprob, objmalla).
El objeto endf tiene los mismos datos que los objetos ebndf y enbdf, a excepcion de la
propiedad objdf ya que las dos predicciones las hace con el método NDF. Y el objeto
mendf anade la propiedad BG y la funcién inic(objode, objprob, objmalla) a los datos
y funciones que hereda del objeto endf.

Objetos lineales de las familias EBDF y MEBDF

Igual que en el caso no lineal, también en el caso lineal tienen los mismos datos y
funciones los objetos ebndflinc y enbdflinc:

» Datos: C1, ykml, gkl, objbdflinc, objndflinc.
= Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tk1,ykl] = paso(tk, yk, h, objode, objprob, objmalla).
El objeto endflinc no tiene la propiedad objbdfiinc porque sélo predice utilizando
NDFs. Los objetos mebndflinc, menbdflinc y mendfiinc heredan de sus respectivos padres

las propiedades y las funciones correspondientes, anadiendo iinicamente la propiedad BG
y la funcién de inicio.

7.3.6. Método odesuite

Este método sélo es una conexién con la odesuite de Matlab donde se proporcionan
funciones diversas para la integracion numérica de sistemas de EDOs, en particular la
ode4b v la odelds representantes de los métodos explicitos e implicitos respectivamente.
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Estas funciones s6lo requieren del exterior la funcién de apoyo que proporciona el segundo
miembro f(t,y) de (Z38)) o (.44 del sistema de EDOs que se quiere resolver, ya que
en los métodos implicitos implementan internamente ellas mismas el método de Newton
para resolver el sistema no lineal de ecuaciones de cada paso.

7.3.6.1. Objeto odesuite

Esta clase hereda directamente de base_met haciendo uso de algunos de sus datos y
funciones (por ejemplo, calcf (objfty)), y anadiendo otros especificos:

= Datos: metJ.

» Funciones: inic, resolver, actpaso.

Solo reutiliza la funcién calcf (objfty) de los desarrollos mostrados anteriormente
y deben sobrecargarse algunas funciones inic, resolver y actpaso, a fin de reflejar los
aspectos especificos de la interfaz.

function options=inic(objode,objprob,objmalla)
objfty=objode.objfty; M=inicM(objfty,objode,objprob,objmalla) ; tmetJ=objode.metJ;
if “isempty(metJ) Y%odelbs , etc.
switch metJ
case ’jder’
options=odeset(’Mass’,M,’Jacobian’,Q@Fjac,’stats’,’on’, ’outputFcn’,Qactpaso);
inic_varele(objprob,objmalla)
case ’lincc’ %ode lineal de coef ctes
j=inicJ(objfty,objode,objprob,objmalla) ;
options= odeset(’Mass’,objode.M,’Jacobian’,j,’stats’,’on’); objode.dat.j=j;
end
else % oded5, etc.
options = odeset(’Mass’,M,’stats’,’on’,’outputFcn’,Qactpaso);
inic_varele(objprob,objmalla)
if strcmp(objode.modo,’lincc’)
j=objfty.inicJ(objode,objprob,objmalla) ; objode.dat.j=j;
end

function resolver(objode,objprob,objmalla)

interv=objode.interv ; yini=objode.yini; objfty=objode.objfty; metodo=objode.metodo;
fty=Qobjfty.calcf; options = inic(objode,objprob,objmalla);
[tsol,ysol]=feval(metodo,fty,interv,yini,options,objode,objprob,objmalla);
objode.tsol=tsol; objode.ysol=ysol;
actfin(objfty,tsol,ysol(end,:)’,objode,objprob,objmalla) ;

function status=actpaso(t,y,flag,objode,varargin)
switch flag
case ’init’,
case ’done’
case []
objfty=objode.objfty; actpaso(t,y,objfty,objode,varargin{:})
end, status=0;
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La funcién inic se encarga de definir la variable “options” donde se define la forma
de trabajo de las funciones de la odesuite. En particular la propiedad ‘Mass’ donde se
indica que el sistema se resolvera en el formato My’ = f(t,y), la propiedad ‘Jacobian’
donde se indica que se proporciona la matriz jacobiana (en caso contrario la odesuite
la calcularfa numéricamente por diferencias finitas) de dos posibles maneras: si es cons-
tante, calculdndola una sola vez aqui e introduciéndola en la estructura “options”; y si
es variable, indicando la funcion @Fjac que ha de calcular en cada paso. Igualmente en
la tercera propiedad que se define, ‘outputFcn’, se especifica el nombre de la funcién
(Qactpaso) que la odesuite ejecuta al final de cada uno de sus pasos, lo cual es muy im-
portante porque permite a la odesuite modificar cualquier entorno exterior de acuerdo
con los resultados que va obteniendo, por ejemplo en nuestro caso, actualizando la ge-
ometria de la malla en un problema de grandes deformaciones. Por ultimo, en la funcién
inic se inicializa la estructura dat (dato del objeto base) anadiendo el campo un que
servird para disponer de una referencia de partida en cada paso del valor actual de las
incognitas nodales completas.

La funcién resolver no contiene el bucle en pasos como en los otros métodos, sino
que simplemente se encarga mediante feval de ejecutar la funcién de la odesuite que ha
sido especificada en la variable tipomet de la entrada de datos y que se encuentra en el
dato método del objeto odesuite. Asimismo, le proporciona los argumentos adicionales:
funcién de apoyo (fty), intervalo, condiciones iniciales, opciones y variables adicionales
necesarias (objode, objprob y objmalla).

function yp= flin(t,y,objode)
yp=objode.dat. j*y;

La funcién actpaso acaba reutilizando la funcion actpaso de base_fty, pero lo hace en
el formato especificado por la odesuite, que es el indicado en la funcién anterior.

7.3.7. Meétodo alfa

En el método HHT-« (o método alfa) abordamos directamente la resolucién del sis-
tema de EDOs de orden 2, obviando su conversién a orden 1 y evitando la duplicaciéon
de las funciones incognita. A partir de las condiciones iniciales (CI) integramos el sis-
tema de EDOs obtenido de la semidiscretizacién de elementos finitos de un problema de
elasticidad (o de Laplace tipo onda):

MU" + CU' + Fit(U) = Feyy
U(0) = Up = do (7.101)
U'(0) = Ul = vy

Queremos aproximar calculando paso a paso los valores {d, = U,,n=0,1,...} y las

derivadas v, = d},, a, = d!I. Para ello, puesto que ya hemos obtenido los valores en el
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paso n, obtendremos los valores en el paso (n + 1) resolviendo el sistema de ecuaciones
triparamétrico (a, 3, v) B.23) y considerando a,,, = 0 (ver Seccién B.2.2)):

Man—l—l + Cvn—l-l—a + Fint(dn—i-l—a) = Fert(tn—l—l—a)
dy1 = dn + hon + 2 [(1 = 28)a, + 28an11] (7.102)
Unt1 = Up + A [(1 —¥)an + yan41]
siendo h = At.
En la primera relacién, la de equilibrio dindmico (ZI0I) planteada en (n + 1), se

definen los valores intermedios:

tn+1_a = (]. - O{)tn+1 + O[tn = tn+1 — ah
dn+1—a = (1 - a)dn+1 -+ adn (7103)

Vni1-a = (I — @)vpy1 + auy,

Reordenamos las dos dltimas férmulas del algoritmo (7.I02)) en la siguiente forma
predictora-correctora:

» Predictores (conocidos ay, vy, dy):

dpi1 = dn + hop + (1 - 28)ay, (7108
Upt1 = vy + h(1 —7v)ay,
» Correctores (en funcién del valor desconocido ay,+1):
dny1 = dpi1 + h2Bagi1 (7.105)
Upg1 = Upg1 + hyansa

Sustituyendo (ZI05) en la relacién de equilibrio de (ZI02), el célculo de a1 es
directo en el caso lineal, donde se verifica Fy(dp+1—o) = Kdyt1-a, obteniéndose:

(M + (1= a)Chy + (1 = a)Kh*Bag41 =
= Feat(tn41-a) = C((1 = @)Ony1 +avy) — K ((1 — a)dpy1 + adn) (7.106)

Que se puede resolver paso a paso (n =0, 1,...), a partir del valor inicial ag que verifica:
Mao :F()—CU()—Kd() (7107)

donde Fy,vg, dy son los valores iniciales de la accién exterior.
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En el caso general no lineal, la condicién de equilibrio (Z.I02]) es un sistema no lineal
de ecuaciones donde la incognita es d,,+1 y el residuo para una prueba d,, ;1 es:

— A ~

R(dn—|—17 tn+1) - Fezt(tn—l—l—a) - Ent(dn+1—a) _M&n—i-l - Cﬁn—i—l—a

R(cinjqfa) (7108)
= R(Czn+l—a) - M&n—H - C@n—‘rl—a

Dada una prueba Jn+1, para pasar del paso n a (n+1) mediante el método de Newton
calcularemos:

1. Los predictores segin (Z.104]).

2. La aceleracién de prueba a,1 a partir de la correccién de los desplazamientos:

N dn+1 - dn+1
la velocidad de prueba 9,11 a partir de la correccién de las velocidades:
ﬁn+1 = 6n+1 + h’}/dnJrl (7110)
los desplazamientos y velocidades intermedios:
C?n—l—l—oz = (1 - O‘)(Ain—i—l + afzn (7111)
Opi1—a = (1 — a)Opy1 + ady
3. El vector residuo utilizando (Z.I108).
4. La matriz jacobiana de (.I0S):
j: aR(dAn—i-htn—o—l) _ aR(Czn—H—aatn—o—l) _ Ma&n—i-l _ Caﬁn+1—a (7‘112)

8czn+1 adn-{—l 8Czn—i—l adn-{—l

» En el célculo de (T.112) hay que tener en cuenta:

aR(dn—i—l—a) _ aR(CZn—i—l—a) . aCZn—&-l—a _ 8R(dn+l—oz) (1 _ a) (7 113)
8dn+1 6dn+1705 6dn+1 adnJrlfa

» También hay que tener en cuenta que de (Z.I09)) se tiene:

Olni1 _ 1 4 (7.114)

aCZn+1 h?ﬁ
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» Y que de (CIT1), (ZII0) y (ZI09) resulta:
e el e el
5. Las pruebas actualizadas de los desplazamientos:
it = Ay = [T tas)] R ) (7.116)

repitiendo (iterando) los puntos 1 — 5 hasta que HR(G??J;T, tn+1)H < tol =~ 0.

6. Los desplazamientos convergidos: d,+1 = dy11 sirven para iniciar el siguiente paso.

Todo ello queda implementado en el objeto alfa.

7.3.7.1. Objeto alfa

s Datos: alfa, beta, gamma, M, K, dini, vini, vn, an.

= Funciones: inic(objode, objprob, objmalla),
[tnl,ynl] = paso(tn, yn, h, objode, objprob, objmalla),
[R,Fext,Reac,Fint]=calcR(u, objode, objprob, objmalla_n),
Jb=calcJ(u, objode, objprob, objmalla, objJ).

function [tnl,ynl] = paso(tn,yn,h,objode,objprob,objmalla)

beta=objode.beta; gamma=objode.gamma; tnl=tn+h;

dn=yn(1:end/2); vn=objode.vn; an=objode.an;
objode.vnp=vn+h*(1-gamma)*an; objode.inc_dnp=h*vn+(.5)*(h"2)*(1-2xbeta)*an;
resolver (objode.objnr,objode,objprob,objmalla); uinc_n=objode.objnr.u;

anl=(uinc_n-inc_dnp)/(betaxh*h); dnl=dn+uinc_n; vnl=vnp+h*gamma*anl ;
objode.vn=vnl; objode.an=anl;
yni=[dnl;vni]; actpaso(tnl,ynl,objode,objprob,objmalla) ;

function Rb=calcR(u,objode,objprob,objmalla_n)

alfa=objode.Alfa; beta=objode.beta; gamma=objode.gamma; M=objode.M; C=objode.C;
inc_dnp=objode.dat.inc_dnp; h=objode.h; vn=objode.vn; vnp=objode.dat.vnp;
inc_u=u; inc_u_alfa=(1-alfa)*inc_u; anl=(inc_u-inc_dnp)/(betaxhxh) ;

vnl=vnp+h*gamma*anil;
R=calcR(objprob,objmalla_n,inc_u_alfa); Rb=R- (M*ani+(1-alfa)*Cxvnl+alfa*C*vn) ;

function Jb=calcJ(u,objode,objprob,malla_nl)
J=calcJ(objprob,malla_nl); %La parte del problema
[Jm,Jcl=calcJmet(u,objode); %La parte del método
Jb=(1-objode.Alfa)*J+Jm+Jc;
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function [Jm,Jc]=calcJmet(u,objode)

alfa=objode.alfa; beta=objode.beta; gamma=objode.gamma;
h=objode.h; M=objode.M; C=objode.C;

Jm=-M/ (hxh*beta) ; Jc=-(1-alfa)*gammax*C/ (h*beta) ;

7.3.7.2. Objeto alfalinc

Este objeto implementa la particularizacién de las formulas del método alfa en el caso
lineal donde las férmulas de avance quedan en la forma explicita indicada en (Z.106) que
es mucho menos costosa ya que no deben iterar. Los datos son los mismos que los del
objeto alfa, a excepciéon de un par que quedan definidos como estructura en el dato dat del
objeto base. Ademds de las funciones comunes que residen en la clase padre base_met, esta
clase implementa los métodos especificos inic y paso, que reflejan los aspectos especificos

del algoritmo (ZI04)), (CI05), (ZI06) y que se describen a continuacién:

function inic(objode,objprob,objmalla)

K=rigidez(objprob,objmalla); tipomas=objprob.tipomas;
M=calcmasa(objprob,objmalla,tipomas); [ro,d]=get(objmalla.objmat,’ro’,’d’);
C=M*(d/ro); objode.C=C; objode.K=K;

alfa=objode.Alfa; beta=objode.beta; gamma=objode.gamma; h=objode.h;
MCKinv=(M+(1-alfa)* (gamma*xh*C+(beta* (h~2))*K)) \speye (objprob.ngdla) ;
Fext=calfext (objprob,objmalla); Fint=objode.K*objode.dini;

R=Fext-Fint; objode.aini=M\(R-C*objode.vini);

objode.vnl=objode.vini; objode.anl=objode.aini; objode.MCKinv=MCKinv;

function [tnl,ynl] = paso(tn,yn,h,objode,objprob,objmalla)
alfa=objode.Alfa; beta=objode.beta; gamma=objode.gamma;

tnl=tn+h; tnl_a=tn-alfa*h; dn=yn(l:end/2); vn=objode.vnl; an=objode.anl;
vnp=vn+h* (1-gamma) *an; inc_dnp=h*vn+(.5)*(h~2)*(1-2*beta)*an;
uc=solc(objprob,dn); set(objmalla,’u’,uc); dnp=dn+inc_dnp;

Fext=calfext (objprob,objmalla,tni_a);
Fni=Fext-objode.C*((1-alfa)*vnp+alfa*vn)-objode.K*((1-alfa)*dnp+alfa*dn) ;
anl=objode.MCKinv*Fnl; dnl=dn+inc_dnp+(h~2)*beta*ani; vnl=vnp+h*gamma*anli;
objode.vnl=vnl; objode.anl=anl; yni=[dni;vni];

7.3.8. Conclusiones

Lo caracteristico de esta seccién es la organizacion de un proceso paso a paso incre-
mental, con posibles iteraciones no lineales por paso, donde es posible reutilizar todo
lo anterior, cuidando especialmente las actualizaciones entre pasos una vez concluida la
posible resolucién iterativa no lineal. Todo ello queda gestionado, manteniendo la arqui-
tectura anterior y anadiendo nuevos objetos método que implementan distintas formulas
o algoritmos de avance dindmico (integracién temporal) por paso, incluyendo el cuasi-
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estatico no lineal cuya férmula de avance es trivial pero que se beneficia de los procesos
comunes de actualizacién entre pasos.

Cabe senalar el diseno bajo la misma arquitectura de cinco tipos de métodos: los
explicitos de paso constante (el método RK4); los implicitos adaptados a problemas
lineales, donde se distinguen los que son para EDOs de orden 1 (entre ellos tenemos
los métodos unipaso y los métodos multipaso) y los especificos para EDOs de orden 2
(método HHT-«) y los implicitos no lineales donde se distinguen los mismos casos que
en los implicitos lineales. Mencion aparte merece la clase odesuite, que no es mas que
un enlace entre la arquitectura orientada a objeto aqui propuesta y los métodos de la
odesuite de Matlab. En total, los distintos tipos de métodos que tenemos son 21: 1 cuasi,
1 RK4, 1 trapezoidal, 11 multipasos (1 BDF-«, 1 BDF, 1 NDF, 4 en la familia EBDF,
4 en la familia MEBDF), las 6 funciones de la odesuite de Matlab, 1 HHT-«. Es decir,
20 para resolver EDOs de orden 1 y 1 para resolver EDOs de orden 2. Estas opciones
se multiplican, ya que los métodos BDF, NDF y las familias EBDF y MEBDF han sido
implementadas para distintos 6rdenes de precision.

Contabilizando a grosso modo los posibles experimentos distintos de dindmica que
se pueden realizar y sin tener en cuenta el orden de precisiéon al que algunos métodos
pueden trabajar:

» Tenemos 192 experimentos posibles: 24 (casos lineales) + 168 (casos no lineales).
Todos estos experimentos resultan en EDOs de orden 1 o EDOs de orden 2 que se
podréan reducir a EDOs de orden 1.

= Teniendo en cuenta sdlo los casos cuasi-estatico y los métodos dindmicos para
resolver EDOs de orden 1 (que en total son 20), salen: 192 x 20 = 3840 casos.

= A estos 3840 casos se le tendrian que sumar: la posibilidad que presentan las EDOs
de orden 2 para resolverlas directamente con métodos para EDOs de orden 2 (HHT-
a en nuestro caso), y las posibilidades que presentan los métodos BDF, NDF y las
familias EBDF y MEBDF para resolver en distinto orden de precision.

La Figura [[.2T]l muestra dos posibles casos entre todos los posibles: el de la izquierda
corresponde a un problema de onda 1D lineal con interpolacién elemental lineal. El de
la derecha corresponde a un problema eldstico 2D con material neohookeano y grandes
deformaciones, con céalculo exacto de la matriz jacobiana e interpolacion bilineal en
cuadrilateros.

7.4. Resultados

7.4.1. Ejemplo 1: Ecuaciéon de onda lineal

Mediante la metodologia descrita en las lineas anteriores experimentaremos en este
ejemplo con el control paramétrico del amortiguamiento algoritmico de los métodos
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i objmef
objmef )
objmetodo objprob objmalla
objmetodo  objprob objmalla (alfa) (elasgd)  (mallamef)
(traplinc)  (laplace)  (mallamef)
obnr objfty objelef  objmat
(objnr) (onda) (elef) (neoh)
i objfty objelef objrrljat
(sislin) (onda) (elef) (potlin) obd objelep objpint
(ider) (cualin)  (pelas_inc)
objelep objpint
(seglin) (plap_inc) objdef

(def _Ic)

Figura 7.21: Dos posibles casos de la arquitectura elemento finito (caso dindmico).

HHT-a y BDF-a, en el caso de la ecuacién de onda con un pulso rectangular. Consi-
deramos la ecuacién de onda 1D ([I23) con CI correspondientes al pulso rectangular y
CC dadas por ([23)), en una cuerda de 8 unidades de longitud L = 8 y a? = 1. En el
Capitulo [l hemos estudiado este ejemplo para una discretizacién de 400 elementos, en
un intervalo de 16 segundos y dando 1400 pasos y es con estos datos con los que vamos
a seguir trabajando. Se trata de un problema con 399 frecuencias naturales que son los
autovalores de la matriz jacobiana del sistema de EDOs. Vimos que el método HHT-«
con a = 0,3 elimina las altas frecuencias (Figura [[32]) y que el método trapezoidal y la
funcién odelbs son capaces de integrar con precision el sistema de EDOs proveniente de
la semidiscretizacion MEF, cuya solucién exacta muestra “rizo” debido a que los modos
altos discretos difieren sensiblemente de los modos continuos.

Si experimentamos con el método HHT-a = 0,05, el resultado que se obtiene elimina
menos las altas frecuencias, Figura [[.22] que cuando elegimos a = 0,3, Figura
Sobre la representaciéon grafica de la evolucion de los radios espectrales en funcién de la
frecuencia de métodos diversos, superponemos los radios espectrales correspondientes a
las frecuencias propias de vibracién de nuestro problema al resolverlo con los métodos
HHT-a = 0,05 y HHT-a = 0,3 y 1400 pasos (ver imagen izquierda de la Figura [[.23).
Observamos que los radios espectrales son mayores en el caso del método HHT-a = 0,05
y es esta la razén por la que este método amortigua menos que el método HHT-ao = 0,3
las frecuencias altas. Recordemos que en las figuras de radios espectrales denotamos
Q) = hw, siendo w las frecuencias propias de vibracién del sistema de EDOs.

También el resultado que se obtiene con el método HHT-a = 0,3 pero dando 2000
pasos, Figura [[.24] elimina menos las frecuencias altas que cuando se dan 1400 pasos.
Esto es debido a que de nuevo, los radios espectrales del método HHT-a. = 0,3 y 2000
pasos (ver imagen derecha de la Figura [(.23]) son mayores que los que corresponden a
dar 1400 pasos (imagen izquierda de la Figura [[.23).
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Método HHT-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
15 T T T

05—
| )
[
| |
| \
|

3 4 5
0=0.05, y=0.5500, B=0.2756

Figura 7.22: Solucién de la ec. de onda CI pulso (HHT-a = 0,05 400 elem. 1400 pasos).
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Figura 7.23: Radios espectrales del problema (L23), método HHT-a.

Método HHT-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=2000, masa=cons
15 T T T T T T

1 2 3 4 5
0=0.3, y=0.8, =0.4225

Figura 7.24: Solucién de la ec. de onda CI pulso (HHT-ar = 0,3 400 elem. 2000 pasos).

En el Capitulo [l presentamos el método BDF-a y dibujamos su radio espectral para
algunos valores del parametro «, Figura Comprobamos que la pareja de métodos
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HHT-a = 0,05 y BDF-a = —0,475065 tiene parecido radio espectral segin aumenta el
valor de la frecuencia y el mismo ps. En la Figura se puede ver que el resultado
obtenido con el BDF-a = —0,475065 es muy similar al que se obtiene con su pareja
HHT-« = 0,05, Figura iSucederad lo mismo con la pareja HHT-a = 0,3 y BDF-
a = —0,357 ;Sera capaz el método BDF-« de conseguir el resultado que nos proporciona
el método de Hilber-Hughes-Taylor?

Método BDF-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
15 T T T T T T

05 —————————————]

05 i i i i i i i
2
0=-0.475065

Figura 7.25: Solucién ec. onda CI pulso (BDF-a = —0,475065 400 elem. 1400 pasos).

En la Figura[Z.26l hemos representado el resultado que se obtiene con el método BDF-
a = —0,35 y efectivamente es capaz de eliminar las altas frecuencias de manera similar
a su pareja HHT-a = 0,3. En la imagen izquierda de la Figura se han dibujado los
radios espectrales del método BDF-« para las frecuencias de este problema.

Método BDF-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
15 T T T T T T

Figura 7.26: Solucién ec. onda CI pulso (BDF-a = —0,35 400 elem. 1400 pasos).

Entre los métodos BDF-a corresponden a o = —0,5 (método trapezoidal) y a@ = 0
(método BDF2) los dos valores extremos de poo. En las Figuras y hemos dibu-
jado los resultados que se obtienen con ambos métodos. Observamos que el método
trapezoidal proporciona un resultado con mucho “rizo” y que el método BDF2 consigue
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1 Trapezoidal ] 1 Trapezoidal |
HHT-a (a= 0.05) HHT-a (a= 0.05)
BDF-0=9.50 BDF-a=-0.475065 BDF-0=9.50 BDF-a=-0.475065
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Figura 7.27: Radios espectrales del problema (L23]), método BDF-a.

un resultado “suave” a excepcién de en las esquinas, ya que no es capaz de reproducir-
las adecuadamente al haber eliminado no sélo las frecuencias altas sino también las
intermedias.

Método BDF-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
15 T T T T T T

i A
[ |

L v SOV WISV | PRSIV WU v -
05 A ) \“ [\~ NN

( | | \

Figura 7.28: Solucién de la ec. de onda CI pulso (BDF-a = —0,5 400 elem. 1400 pasos).

También hemos analizado lo que sucede con los métodos BDF-a = 9,50 y BDF-a =
1,17, con similares radios espectrales que los métodos BDF-a = —0,475065 y BDF-a =
—0,35 en frecuencias altas. Debido a que las primeras también eliminan las frecuencias
intermedias, los resultados que se obtienen con éstas pierden precision, Figura Los
valores de los radios espectrales de éstas se han representado en la imagen derecha de la
Figura

Finalmente, vemos que los métodos EBDF con k =1y k=3 (érdenesp=2yp=4
respectivamente) eliminan las altas fercuencias y también las intermedias, y esto hace
que el resultado pierda precisién en las esquinas, Figura [[.3T] Se han representado en la
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Método BDF-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
15 T T T T T T

Figura 7.29: Solucién de la ec. de onda CI pulso (BDF-a = 0 400 elem. 1400 pasos).

Figura [[.32] los radios espectrales correspondientes a las frecuencias propias de vibracién
de nuestro problema al resolverlo con los métodos EBDF1 y EBDF3.

Método BDF-alfa, tiempo=16, nele=400, pasos=1400, masa=cons
15 T T T T T T T

—|t=0

__|t=2 BDF-0=9.50

__|[t=2 BDF-0=1.17

4
0=9.50, 0=1.17

Figura 7.30: Solucién ec. onda CI pulso (BDF-a = 9,51, a = 1,17 400 elem. 1400 pasos)

Método EBDF tlempo 16, nele—400 pasos 1400, masa—cons

t=0

AN
t=2 EBDF k=1
osr / ‘ kﬁ 7 t=2 EBDF k=3
f
0 X T

Figura 7.31: Solucién de la ec. de onda CI pulso (EBDF 400 elem. 1400 pasos).

Cuando resolvemos (L.23]) utilizando los nuevos métodos ENDF y MENDF con k = 3
(orden p = 4), conseguimos soluciones parecidas que con el método EBDF. En la Figura
[733] se han representado las soluciones que se obtienen con 1400 pasos y con 64 pasos.
Aunque no hayamos dibujado los radios espectrales de estos nuevos métodos, el resultado
que se obtiene con ellos nos hace pensar que éstos seran parecidos a los del método EBDF'.
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Figura 7.32: Radios espectrales del problema (23), método EBDF.

Métodos ENDF y MENDF, tiempo=16, nele=400, pasos=64y 1400, masa=cons
T T T
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Figura 7.33: Solucién de la ec. de onda CI pulso (ENDF y MENDF 400 elem.).

En la Tabla [[T] se han recogido los tiempos computacionales (en segundos) de los
métodos HHT-ov y BDF-« al resolver el problema (L23) con una discretizacién de 400
elementos y dando 1400 pasos (utilizando la misma maquina que en el Capitulo [I). Se
han agrupado las parejas de métodos HHT-a y BDF-a con iguales radios espectrales
Poo- S observa que el método HHT-a requiere del orden de 3 veces menos tiempo
computacional que el método BDF-a. En el caso del método HHT-« la operacién con
mas coste computacional es el producto que hay que hacer en (Z.I00) para despejar el
valor de ay41:

any1 = MCK™' - F,y (7.117)

siendo:

MCK = (M + (1 — a)Chy + (1 — a)Kh23) 7118
Foy1 = Feai(tny1-a) = C (1 = @)0np1 + avp) — K <(1 ~ )dni1 + adn> o
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Y en el caso del método BDF-« el producto que se realiza en la expresion ([Z.84) es
el que mas coste computacional supone:

Yni2 = O1 - [-CaYni1 — haAyni1 + h(1 4+ @)g(tny2) — hag(tni1)] = ynie = C1-T1
T

(7.119)
donde Cl = (ﬁgM — h(l + a)A)il, 02 = (ﬂlM ﬂOM)a Yn-‘rl = (yn-‘rl yn)T'

Para comprender la diferencia que existe en tiempos, se debe tener en cuenta que la
dimensién de la matriz (2M — h(1 4+ o) A) es el doble que el de la matriz M CK. Aunque
ambas matrices son dispersas, las inversas de estas matrices, Cy = (foM — h(1 + ) A) ™!
y MCK™!, no lo son y esto hace que en el producto (ZII9) se realicen del orden de 4
veces mas operaciones que en el producto (T.I17).

HHT BDF HHT  BDF HHT BDF
a=0a=-05a=005a=—0475065a = 0,3 a = —0,35
1,61 5,18 1,74 5,54 188 6,17

Tabla 7.1: Tiempo computacional al resolver (L23) 400 elem., 1400 pasos.

También hemos comparado los tiempos computacionales empleados por el método
BDF-a = 0 (BDF2) y los métodos EBDF, ENDF y MENDF con k = 3 (orden p = 4)
al resolver este problema, ver Tabla El tiempo computacional de los tres ultimos
métodos es parecido y 3 veces mayor que el que requiere el método BDF2. La relacién
entre los tiempos computacionales de los métodos EBDF, ENDF y MENDF es logica, ya
que la cantidad de operaciones y la complejidad de éstas es parecida en los tres métodos.
También resulta légico que éstos requieran del orden de tres veces més tiempo que el
BDEF2, ya que en cada paso realizan tres operaciones por cada una que realiza el método

BDF2. En todos ellos resultan los productos (7.64)), (7.76)), (7.92) y (Z.I00) los que mds
coste computacional suponen.

BDF EBDF ENDF MENDF
a=0k=3 k=3 k=3
588 17,68 17,06 18,24

Tabla 7.2: Tiempo computacional al resolver (L23]) 400 elem., 1400 pasos.

7.4.2. Ejemplo 2: Una version no lineal de la ecuacion de onda

Consideramos el ejemplo de la cuerda de guitarra tratado en la Seccién [L2.3]

pug(x,t) = <T+ E-S (\/W— 1)) Uy (,1)



7.4 Resultados 231

En el Capitulo [l hemos visto que con una discretizacién de 20 elementos y dando
1000 pasos constantes, el método HHT-a = 0,3 proporciona resultados aceptables y que
es capaz de eliminar la aportacién de las altas frecuencias en la solucién.

Hemos resuelto este ejemplo utilizando el método BDF-a, y lo hemos comparado
con los resultados que se obtienen al utilizar el método HHT-a. Empezamos resolviendo
este problema con el método BDF-a = 0 que es el método BDF2. En la Figura [7.34] se
muestra el resultado obtenido y se comprueba que efectivamente este método amortigua
las altas frecuencias.

Método BDF-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons

0.08
0.06
0.04
oozl f
\ {
o
|
—04027

~0.04f i

-0.06

-0.08

0 0.002 0004 0006 0.008 001 0012 0014 0.016
a=0

Figura 7.34: Solucién ec. onda no lineal (método BDF-a = 0).

A continuacién resolvemos el problema utilizando los métodos HHT-ao = 0,05 y BDF-
a = —0,475065, con similar radio espectral po, (ver Figura [6.0]). En la Figura [7.35 se
puede observar que ambos métodos proporcionan resultados similares.

Método HHT-aq, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons Método BDF-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons

0.08

0.08
0.06
0.04
oozl [

o]
—0.027
~0.04 ‘

-0.06

~0.08 L L L L L L L -0. L L L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012 0.014 0.016 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012 0.014 0.016

0=0.05 , y=0.550, B=0.2756 0=-0.475065

Figura 7.35: Solucién ec. onda no lineal (HHT-a = 0,05 y BDF-ao = —0,475065).
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En el Capitulo [6] también hemos comprobado que los métodos BDF-o = 1,17, BDF-
a = —0,35 y HHT-a = 0,3 tienen similar radio espectral po, (ver Figura[6.6]). Se pueden
ver en la Figura los resultados que se obtienen para este problema con los métodos
BDF-a = 1,17 y BDF-a = —0,35. El resultado obtenido con el método BDF-a = —0,35
es muy similar al que se obtiene con el método HHT-a = 0,3 (Figura [[.42)). El método
BDF-a = 1,17 proporciona un resultado que va perdiendo en amplitud y en el que
aparecen menos ciclos. Esto se debe a que el método BDFa = 1,17 actiia méas que los
otros dos métodos en las frecuencias bajas (eliminando su aportacién en el resultado) y
a que su error relativo en el periodo es mayor (ver Figuras y [6.9)).

Método BDF-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons Método BDF-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons
T T T T T T T T T T T T T T
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-0.06 —0.06
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0 0.002 0.004 0.006 0.008 001 0.012 0.014 0.016 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012 0.014 0.016
0=1.17 a=-0.35

Figura 7.36: Solucién ec. onda no lineal (métodos BDF-a = 1,17 y BDF-a = —0,35).

Comparando mas en detalle los resultados que se obtienen con los métodos BDF-
a = —0,35 y HHT-a = 0,3, se observa que el resultado que proporciona el segundo de
ellos, al principio presenta mas rizo que el que proporciona el primer método, ver Figura
[[.37 Este rizo se hace més liso hacia el final, pareciéndose atin mds los resultados que se
obtienen con ambos métodos, Figura[l.38 Esto se debe a que el método BDF-a = —0,35
amortigua més que el método HHT-a = 0,3 las frecuencias intermedias (ver Figura [6.0)).

En este caso, los tiempos computacionales requeridos por ambos métodos son pare-
cidos: el método HHT-a = 0,3 necesita 244,76 segundos y el método BDF-a = —0,35
259,89 segundos. También es parecido el nimero total de iteraciones que da cada método:
9479 iteraciones del método HHT-a = 0,3, frente a 9516 del método BDF-a = —0,35.

Cabe preguntarse la causa por la que ahora los tiempos son similares cuando antes
en el caso lineal habia un factor diferencial de 4 debido al dimensionamiento doble del
método BDF-« frente al método HHT-«a. La respuesta esta en que ahora la mayor parte
del tiempo se emplea en el célculo de las matrices Ry J (calcR y calcJ) del sistema
de ecuaciones a resolver en cada iteracién: alrededor del %40 y 59 % del tiempo total
respectivamente. La construccion es muy similar en ambos casos, puesto que se calculan
el mismo vector residuo y la misma matriz de rigidez tangente.
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Método HHT-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons Método BDF-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons
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Figura 7.37: Detalle de las Figuras correspondientes a HHT-a = 0,3 y BDF-a = —0,35.

Método HHT—-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons Método BDF-a, tiempo=0.015198, nele=20, pasos=1000, masa=cons
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0=0.3, y=0.8, p=0.4225 X107 a=-0.35 X107

Figura 7.38: Detalle de las Figuras correspondientes a HHT-a = 0,3 y BDF-ao = —0,35.

s En el caso del método HHT-a, el cdlculo de R(cZnH,a) en Ry el de %
n+1—a

en J son los que mas coste computacional suponen, términos que aparecen en las
expresiones ([T.I08) y (ZI12) respectivamente.

= En el caso del método BDF-«, las operaciones mas costosas resultan el calculo
de f} o en R y el calculo de Jnho €en J, que son los términos que aparecen en la
expresién ([Z.80). También en este caso, la dimensién de las matrices del método
BDF-« es el doble que las del método HHT-«. Asi, el método BDF-« necesita 1,54
segundos para resolver el sistema de ecuaciones del conjunto total de iteraciones,
frente a 0,1 segundos que necesita el método HHT-«. Esta diferencia no pesa en
el balance final dado que es el calculo de R y J lo que se lleva la mayor parte del
tiempo.
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objmetodo objprob objmalla
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Figura 7.39: Arquitectura del ejemplo 3.

7.4.3. Ejemplo 3: Elasticidad dinamica lineal

En este ejemplo veremos como se atentian los modos altos de vibracién en un bloque
de seccion cuadrada y longitud de lado de 2 unidades, que va a vibrar libremente en
régimen de deformacién plana a partir de unas CI correspondientes a un alargamiento
vertical de una unidad de longitud (traccién simple).

Se trata de un problema académico cuya finalidad es mostrar las funcionalidades de
la metodologia adoptada y el comportamiento de los métodos. Se han tomado los valores
FE = 1000, v = 0,25 y p = 1 para el médulo de Young, de Poisson y para la densidad
del material respectivamente. A pesar de las dimensiones de la deformada inicial y de la
escasa rigidez del material, el problema se trata linealmente, por lo que los resultados
obtenidos deberian multiplicarse por el factor de escala adecuado.

Se ha realizado una discretizacién mediante cuadrilateros bilineales de 10 elementos
por lado y se han impuesto condiciones Dirichlet nulas para los desplazamientos verticales
del eje de simetria horizontal y para los desplazamientos horizontales del eje de simetria
vertical. Se ha calculado la solucién del sistema de EDOs de la semidiscretizacion MEF,
de dos maneras distintas: mediante superposicion modal y utilizando diversos métodos
numéricos (HHT-«, BDF-«, ENDF y MENDF). Para ello, basta con definir como 0b-
jmetodo en la Figura [7.39] el objeto supmod o alfaline, bdfalfaline, endflinc, mendflinc
respectivamente.

Realizado el célculo en el primer caso, el objeto supmod proporciona entre sus datos,
las frecuencias y modos de vibracién, los factores de participacién modal, y la solucion
temporal para las CI especificadas y el nimero de modos de participacién indicados (por
orden de mayor factor de participacion).



7.4 Resultados 235

7.4.3.1. Solucién modal y paso a paso

En la Figura[7.40se muestran los modos 1, 5, 8 y 13 (simétricos), del bloque completo
(10x10). Son los 4 modos con mayor factor de participacion para las CI de este problema.
En particular corresponden a las frecuencias 44,78, 51,79, 60,60, 89,10 y los factores de
participacién son 0,33037, 3,3893-1071%, 7,9993-10~° y 8,8053 - 10~15 respectivamente.

Modo n° 1 de 220 ; Frec: w=44.7771; Partic: F=0.33037 Modo n°5 de 220 ; Frec: w=51.7938 ; Partic: F=3.3893e-015
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Figura 7.40: Modos 1, 5, 8 y 13 del bloque del ejemplo 3.

Dada la simetria, en lo que sigue los calculos se realizan sobre la cuarta parte de la
discretizacion. Se muestran los resultados correspondientes a cuatro tipos de célculo: su-
perposicién modal (considerando una discretizacién temporal de 1000 puntos), métodos
HHT-«, BDF-a, ENDF y MENDF dando 200 pasos, 1000 pasos y 10000 pasos. En la
Figura [7.4]] se muestran las tensiones y la deformada en el instante final (¢t = 0,5).

En la Figura se puede ver la evolucion temporal de todos los desplazamientos
nodales. Se ha utilizado el método trapezoidal (es decir, HHT-a = 0) y se han dado 200
pasos. En la parte inicial se observa el fenémeno de transmisién de onda (cémo los nodos
inferiores precisan un tiempo para iniciar su movimiento).

Nos fijaremos en el movimiento vertical de un tnico nodo significativo de la dis-
cretizacion. En particular, nos fijamos en el nodo superior del eje de simetria vertical
y calculamos su evolucién utilizando los métodos citados. En la Figura [[.43] se puede



236 C.7 Metodologia y resultados

Figura 7.41: Tensiones y la deformada del ejemplo 3 en el instante final (¢t = 0,5).

Figura 7.42: Evolucién temporal de los desplazamientos nodales (mét. trap. 200 pasos).

ver la evolucién de este nodo al resolver el problema con el método HHT-a = 0 y por
superposicién modal. Se confirma la hipétesis de que la superposicién modal, a pesar del
calculo numérico de los modos, es practicamente la solucién exacta del sistema de EDOs
(error de discretizacién). Se puede observar con mas nitidez el detalle correspondiente
al 2° pico superior en la imagen derecha de la Figura [7.43]

Se obtienen resultados muy parecidos cuando utilizamos los métodos BDF-a = —0,5
y el método ENDF3 para resolver el mismo problema (ver Figura [[L44]). También el
método MENDF3 proporciona resultados muy similares a los anteriores.
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Método HHT-a=0 y superposicién modal
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Figura 7.43: Evolucién temporal nodo superior (HHT-a = 0 y supmod) y detalle.

Método BDF-a=-0.5 Método ENDF (k=3, orden=4)
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Figura 7.44: Evolucién temporal nodo superior (BDF-a = —0,5 y ENDF3).

7.4.3.2. Atenuacion, amortiguamiento modal

Ahora cambiamos nuestro foco de interés, de los modos de mayor participacion modal
a los de menor y mayor frecuencia. Imponiendo como CI la deformada correspondiente
al modo principal (es decir, menor frecuencia) Figura [[45] y aplicando el método trape-
zoidal (HHT-a = 0) con 200 pasos, obtenemos la evolucién temporal de los desplaza-
mientos nodales Figura [[.46l En esta figura se observa la respuesta arménica propia de
la excitacion modal y se aprecia la diferencia con la respuesta de la Figura Las
soluciones que se obtienen con los metodos BDF-a = —0,5, HHT-a = 0,3, ENDF3 y
MENDF3 son muy parecidas.

No ocurre lo mismo sin embargo cuando la CI que se impone es el ultimo modo, el
de mayor frecuencia. Imponiendo la deformada de la Figura [[.47] como condicién inicial,
con el método trapezoidal, se obtiene la evolucién temporal de los nodos de la Figura



238 C.7 Metodologia y resultados

Modo n°1de 60 ; Frec: w=44.7771; Partic: F=0.33037
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Figura 7.46: Evolucién temporal de los des-
plazamientos nodales (mét. trap. 200 pa-
S08).

Figura 7.45: Modo 1 del bloque del ejemplo
3.

[7.48, donde puede observarse que ha habido que reducir el tiempo en un factor de 10 (y
utilizar 1000 pasos) para poder observar la alta frecuencia de la respuesta armonica a
esta excitacién modal.

Modo n° 60 de 60,  Frec: w=680.1678 ; Partic: F=3.3282e-005
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0.4
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Figura 7.47: Modo 60 del bloque del ejem- Figura 7.48: Evolucién temporal de los no-
plo 3. dos (mét. trap. 1000 pasos).

Para los métodos HHT-a = 0,3 y BDF-a = —0,35 y dando 317 pasos (valor critico) se
observa la reduccién dréstica (aniquilamiento) de la vibracién libre del dltimo modo. En
la imagen izquierda de la Figura se ha incluido la solucién obtenida con el método
BDF-a = —0,35. Para 1000 pasos se mantiene la propiedad de aniquilamiento, imagen
derecha de la Figura aunque no tan rédpidamente; tendencia que se mantiene para
2000 pasos como se observa en la Figura Sin embargo, para las condiciones més
severas (317 pasos) el primer modo pierde muy poca precisién, ver Figura [[.51]



7.4 Resultados 239

BDF-a=-0.35, 317 pasos BDF-0=-0.35, 1000 pasos
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Figura 7.49: Evolucién temporal de los nodos BDF-ao = —0,35 (317 y 1000 pasos).

BDF-0=-0.35, 317 pasos, evolucién del primer modo

BDF-a=-0.35, 2000 pasos 0.1 T

HMH&;HHW
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0.04 4
\‘

0 0.5 1 15 2

Figura 7.51: Evolucién del primer modo

Figura 7.50: BDF-a = —0,35 y 2000 pasos. BDF-a = —0,35 y 317 pasos.

Todo ello se puede observar con mdas perspectiva (méds modos) en la Figura [[.52]
donde se muestra la evolucion temporal del nodo superior central del bloque, pero para
un espectro amplio de modos.

Para los 3 primeros modos de mayor participaciéon modal, que son los modos 1,
5 y 8 y dando 317 pasos con el método BDF-a = —0,35, se obtienen los resultados
de la imagen izquierda de la Figura y cuando se dan 1000 pasos, se obtienen los
resultados de la imagen derecha de la misma figura. Las figuras que se obtienen con el
método HHT-a = 0,3 son muy parecidas.

Al final probablemente compensa el aumentar el niimero de pasos, ya que se amor-
tiguan menos las frecuencias altas, pero también las bajas y se pierde menos precision.

En la Figura [[.54] se muestra la solucién a las CI del problema, para los métodos
HHT-a = 0,3 y BDF-a = —0,35 dando 317, 1000 y 2000 pasos; para la superposicién
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Figura 7.52: Evolucién temporal de un nodo BDF-a = —0,35, 317 pasos (dcha. detalle).
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Figura 7.53: Evolucién temp. de un nodo BDF-a = —0,35, 317 y 1000 pasos.
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Figura 7.54: Evolucién temporal nodo superior con varios métodos, derecha detalle.
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modal completa y para los 3 modos de mayor participacién, y para la ode15s (objmetodo
objeto odesuite-odel5s). Cuando resolvemos con los métodos HHT-a y BDF-a dando
2000 pasos, con la odelbs y mediante superposicion modal completa, vemos que no se
eliminan las altas frecuencias. A las soluciones obtenidas con los métodos HHT-« y BDF-
« con 317 pasos les falta un poco de los modos 2 y 3 para coincidir con el resultado de
los tres modos de mayor participacién modal. Los resultados obtenidos con HHT-« y
BDF-a con 1000 pasos, pierden menos de los modos 1, 2 y 3 pero eliminan menos las
altas frecuencias. Los resultados obtenidos mediantes superposicion modal completa y
con la odel5s son muy parecidos.

7.4.4. Ejemplo 4: Traccion elastoplastica de bloque axisimétrico

Hemos considerado la traccion elastoplastica de bloque axisimétrico con cavidad
interior. Dentro de este ejemplo analizaremos dos casos: el comportamiento estatico y el
comportamiento dindmico no lineal.

Se pretende calcular la evolucién temporal de un cilindro de 20 unidades de radio
y 20 unidades de altura que se deforma en traccién simple con una fuerza axial P =
3 - 10%, médulo de elasticidad E = 2 - 105, médulo de Poisson v = 0,25, médulo de
endurecimiento H = 10% y tensién de fluencia o, = 2000. Dada la simetria modelizaremos
sélo la mitad de la altura del cilindro que analizaremos en 2D en el plano axisimétrico,
mediante la agregacion de objetos que se muestra en la Figura En esta figura se
observa la definicién del problema como eldstico (objeto elas) sin grandes deformaciones,
deformacién lineal (deflin) y material no lineal (objeto plaszy).

|
objmetodo ob
Jprob objmalla
(alfa,e?cd‘)?" Ss, J L (elas) mallamef)
I

I |
[ objnr ][ objfty ][ obJeIef ][ objmat ]
(nr) (onda) (elef_axi) (plasxy)
I : 1
objJ [ objelep J | objpint ]

(ider) (cualin) (pelas_axi)

objdef
(deflin)

Figura 7.55: Arquitectura del ejemplo 4, caso dindmico.
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7.4.4.1. Caso estatico

Como paso previo, se resuelve en 5 pasos, un caso similar pero sin cavidad inter-
na, representando en la Figura [7.56] el diagrama fuerzas-desplazamientos que es mani-
festacion del diagrama de traccién del material.

4000

3500 : : E E 7
3000 : : : e
2500 - ~

LL 2000
1500 -
1000 -

500

Figura 7.56: Diagrama fuerzas-desplazamientos del ejemplo 4.

El cilindro con cavidad se resuelve en 10 pasos, mostrandose en la Figura [7.57 la
discretizacién y la deformada (factor de escala de 5) sobre la configuracién inicial, ob-
servandose el efecto de la concentracién de tensiones. En la Figura se pueden ver
las isolineas de deformacion plastica: las mas altas logicamente en la base, por el efecto
de concentracion de tensiones, y las mas bajas sobre el taladro por el efecto sombra o de
aislamiento que el agujero ejerce sobre la laja, ya que las lineas de fuerza deben circundar
el agujero. Se observa también el alto valor de las deformaciones plasticas obtenidas, 3 %
de media.
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sl ) | 0.01
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Figura 7.57: Discretizacién y deformada del Figura 7.58: Isolineas de deformacién
ejemplo 4. plastica del ejemplo 4.
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En la Figura [[.59] se muestra el diagrama fuerzas-desplazamientos, correspondiente
al punto central superior de la laja. Se observa el cambio de pendiente al inicio, cuando
toda la laja ya deforma plasticamente. Ello se debe al valor muy elevado de la fuerza de
traccién (P = 3 - 10° unidades), por lo que la mayor parte del proceso de carga discurre
con deformacién pléstica sobre toda la pieza.

x 10

25f

0.5

i i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14
AL

Figura 7.59: Diagrama fuerzas-desplazamientos del punto central superior de la laja.

7.4.4.2. Caso dinamico

Resolvemos el ejemplo 4 en régimen dindmico, condiciones iniciales nulas y carga
constante de traccién. En la Figura se muestra la evolucién temporal del despla-
zamiento vertical en el nodo central de la parte superior de la pieza obtenido con el
método trapezoidal y 50 pasos (225,31 segundos). Se observa la oscilacién eldstica en
torno a la deformacion estatica, como ocurre en los casos de carga dindamica constante
sin amortiguamiento. Nos preguntamos si la forma de la oscilacién es consecuencia de la
baja resolucién, s6lo 50 pasos. Con este fin, en la Figura [[.61] se muestran los resultados
obtenidos con 500 pasos (2204,36 segundos) utilizando el mismo método.

Se confirma la hipdtesis planteada: con méds pasos el rizo es uniforme y de alta
frecuencia. La viga inicia su deformacion elastoplastica desde su configuracién inicial
recta, y cuando se acerca a la deformada estatica prosigue su deformacién por la inercia
acumulada. Cuando finalmente para, se descarga y vibra eldsticamente manteniendo la
deformacién plastica permanente que observamos en la Figura
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Figura 7.60: Evolucién temporal del despla- Figura 7.61: Resultados con el mét.
500 pasos.

zamiento vertical (nodo central sup.).
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Figura 7.62: Isolineas de deformacién pléstica del ejemplo 4 (caso dindmico).

Ejemplo 5: Flexién de viga hiperelastica incompresible

También en este ejemplo analizaremos los siguientes dos casos: el comportamiento

estatico y el comportamiento dindmico no lineal. Los materiales que soportan grandes
deformaciones suelen deformar sin variacion de volumen, es decir, con médulo de Poisson
v = 0,5 o muy cercano a este valor. En ese caso es preciso modificar la formulacién neo-
hookeana para que funcione correctamente en incompresibilidad, lo cual se ha hecho en
el nuevo material neoh_nc, valido para elasticidad 3D y 2D axisimétrica y en deformacion
plana. Para tension plana, la formulacién adaptada admite una version simplificada que
ha quedado reflejada en el material neoh_nc_tp.

En este ejemplo, primero se trata la incompresibilidad del material en la viga en

tensién plana, y en segundo lugar en deformacién plana.
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Figura 7.63: Arquitectura del ejemplo 5, caso estatico.

7.4.5.1. Caso estatico en tensién plana

Se emplea el material neohookeano incompresible para tensién plana, definido en
el objeto neoh_nc_tp, obteniéndose las tensiones y deformada de la Figura [.64l En la
Figura[7.63] se han dibujado los desplazamientos nodales de este ejemplo y se observa de
nuevo la no linealidad del material.

tensiones: xx

1500 [ —
1000

500

-500

-1000

-1500

Figura 7.64: Tensiones y deformada del Figura 7.65: Desplazamientos nodales del
ejemplo 5, caso estatico. ejemplo 5, caso estatico.

7.4.5.2. Caso dindmico en tensiéon plana

En la Figura [[.66] se pueden ver las tensiones y la deformada del ejemplo 5 caso
dindmico. Se observa que la flecha dindmica viene a ser el doble que la estatica y que las
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tensiones son mayores en el caso dindmico, debido a que la curvatura de la deformada
es mayor. En la Figura [7.67] se muestran los desplazamientos nodales.

tensiones: xx

2000

1000

-1000

-2000

-3000

15

Figura 7.66: Tensiones y deformada del Figura 7.67: Desplazamientos nodales del
ejemplo 5, caso dindmico.

ejemplo 5, caso dinamico.

En la Figura[Z.68 se observan los verticales del nodo central del extremo del voladizo.

Se han comparado con las obtenidas para el caso de elasticidad lineal y con las calculadas

por el método trapezoidal y la odel5s (5934 pasos). Por tltimo, y con el fin de observar

si la solucién trapezoidal (50 pasos) converge a la solucién de la odel5s se realiza un
nuevo cdlculo con el método trapezoidal dando 500 pasos, cuyo resultado se observa
en la misma figura. Se observa que la solucién de la odel5s y la solucién del método

trapezoidal (500 pasos) casi coinciden, lo cual confirma la convergencia a una solucién
unica con el aumento del niimero de pasos.

15

Méf ‘trap. 50 pasoé B ' B '
\ /\\ odelss  /n\
Mét. tf\ap. 500 pasos |

/
/

[\
Elasticidad [ineal
[ [
/ \

10

Figura 7.68: Verticales del nodo central del extremo del voladizo, ejemplo 5.



7.4 Resultados 247

7.4.5.3. Caso dindmico en deformaciéon plana

En la Figura se muestra la soluciéon obtenida en deformacién plana y material
neohookeano utilizando el método trapezoidal 50 pasos, para v = 0,25 y v = 0,4999.
Se aprecia claramente el bloqueo de malla en incompresibilidad. La reformulacién del
material en un nuevo objeto neoh_nc, permite obtener en 500 pasos y v = 0,4999 la
solucién (ya que no converge en 50 pasos), donde claramente se observa la mejora con
respecto al bloqueo de malla.

12

MEét. trap. 50 pasos,v=0.25 —— Mét. trap. 500 pasos,
Mét, trap. 50 pasos,v=0,499 A v=0.499
A A\ / \
\ [ [\
\ [ /
\ [ \\ \

\

101

Figura 7.69: Solucién del ejemplo 5 en deformacion plana y material neohookeano.

7.4.6. Ejemplo 6: Movimiento de rotacion de muelle no lineal

Consideraremos un muelle no lineal fijado en un centro de rotacién O, con una masa
m = 2 concentrada en el extremo final del mismo, con un pardmetro de rigidez del muelle
k =15, lp = 10 la posicién inicial que ocupa la masa y condiciones iniciales [4]:

do = [0 10]T, (m-wp) = [-20 0]7 (7.120)

siendo d la posicién y (m - v) el momento lineal. La energia potencial de este sistema
viene dada por V(1) = 1/2k(l — ly)?.

Resolveremos este problema utilizando los métodos energia-momento, HHT-a« =
0,111, BDF-a = —0,445 y EDMC-1 x1 = x2 = 0,11. Estos tres tltimos tienen el mismo
Poo = 0,8. El problema se ha resuelto en dos casos distintos: cuando el intervalo temporal
es T = [0,2000] y el tamano de paso h = 1; y para T' = [0,50 - h] y tamano de paso
h =1,6775.

Se pueden ver en las Figuras [Z.70 [[.71], y [[73] los resultado que se han obtenido
para el primer caso (T = [0,2000] y h = 1). Vemos que el método energia-momento
conserva tanto el momento angular como la energia, el método EDMC-1 conserva el
momento angular y disipa la energia, y los métodos HHT-a y BDF-a disipan ambas
cosas y ademds de similar manera.
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Figura 7.70: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, energia-momento h = 1.

Trayectoria, EDMC*1x1=0.111, x2=0.111 Longitud muelle, EDMC-1 X1=0-111, X2=0-111
= 11.6
10
8 11.4
6 11.2
4
N 11
0 10.8
-2
10.6
-4
-6 10.4
- 10.2
-10
10
o 500 1000 1500 2000
Momento angular, EDMC-1X,=0.111, x,=0.111 Energia (rojo), cin. (azul), pot. (negro), EDMC-1x,=x,=0.111
100
200
EY
180
80
160
70
140
60
120
100 =
80 40
60 30
40 20
20 10
0 0
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Figura 7.71: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, método EDMC-1 h = 1.
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Trayectoria, HHT-0=0.111 Longitud muelle, HHT-0=0.111
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Figura 7.72: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, método HHT-a h = 1.

Trayectoria, BDF-0=-0.4445 Longitud muelle, BDF-a=-0.4445
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Figura 7.73: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, método BDF-a h = 1.
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Considerando un tamano de paso mayor, h = 1,6775 y un intervalo temporal T" =
[0,50 - h], se observa que los métodos energia-momento y EDMC-1 funcionan de similar
manera que con un tamafno de paso menor, Figuras [[.74 y [.75. El método HHT-«
presenta un aumento de la energia, ver Figura [[.70, mientras que en el método BDF-
a aunque ésta aumenta un poco al principio tiende a disiparse segin avanzamos en el
tiempo, Figura [L.717

Trayectoria, energia-momento (EDMC-1x,=0, X,=0) Longitud muelle, energia-momento (EDMC-1 X, =0, X,=0)
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Figura 7.74: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, energia-momento h = 1,6775.
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Figura 7.75: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, método EDMC-1 h = 1,6775.
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Figura 7.76: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, método HHT-a h = 1,6775.
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Figura 7.77: Solucién del sistema no lineal masa-muelle, método BDF-a h = 1,6775.



Capitulo 8

Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

Nunca te das cuenta de lo que ya has hecho; sélo puedes ver lo que te queda por
hacer.

MARIE CURIE

Este trabajo de tesis se apoya en los siguientes cuatro puntos:

= La existencia en la actualidad de herramientas computacionales modernas como
Matlab para el calculo matematico.

= La penetracion de tales herramientas, que cada vez son mas utilizadas, tanto en
el ambito industrial como en el académico, como ocurrié anteriormente con las
calculadoras de bolsillo.

» La posibilidad que ofrecen estas herramientas para realizar calculos complejos,
combinando recursos resolutivos propios de cardcter general con las facilidades
para la programacion de necesidades mas especificas.

= En particular, la posibilidad que ofrecen estas herramientas de integrar directa-
mente el sistema de EDOs rigido proveniente de la semidiscretizacién del método
de los elementos finitos, mediante funciones especificas de la odesuite de Matlab.

En este contexto se expusieron en el Capitulo [ los objetivos de la tesis, entre los que
sobresalen los siguientes:

= Conocer la arquitectura y contrastar la algoritmica de las funciones odel5s y ode4d
de Matlab.

= Analizar las contradicciones observadas en la aplicacion de la odel5s a la resolu-
cién de sistemas de EDOs rigidos de orden 2 que se producen en los problemas
vibratorios.
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C.8 Conclusiones y futuras lineas de investigacion

8.1.

Proponer alternativas BDF para los sistemas de EDOs de orden 1 que ensanchen
las regiones de estabilidad, en particular con métodos BDF extendidos.

Conocer la algoritmica de los métodos clasicos de la mecanica computacional para
EDOs de orden 2: método Newmark y método HHT-«. En particular, los aspectos
relacionados con la eliminacién de las altas frecuencias de la semidiscretizacién

MEF.

Comparar los métodos BDF de paso variable de la odel5s, y los de paso constante
con los métodos clasicos de la mecdnica computacional.

Proponer alternativas BDF para los sistemas de EDOs de orden 2 que como el
método HHT-a permitan parametrizar la eliminaciéon de altas frecuencias.

Profundizar en el desarrollo de alternativas de programacién, proponiendo una
metodologia orientada a objeto que aprovecha la modularidad del MEF para ge-
nerar un entorno de desarrollo que facilite la experimentacién y donde sea posible
anadir nuevas ideas y desarrollos sin modificar las anteriores.

Conclusiones y aportaciones de la tesis

Las conclusiones a las que hemos llegado tras realizar este trabajo son las siguientes:

» El proceso de crear un método numérico para la resolucién de EDOs de orden 1

o de orden 2 no es trivial. Requiere conocer conceptos como el orden de precision,
la estabilidad, etc., calcular estos parametros para el método numérico que se
propone, programar el método para que funcione y adaptarlo adecuadamente, en
el caso de que se quiera incorporar a un entorno de programacién orientado a

objeto (POO).

La importancia de utilizar un método numérico con buena precisién y con una
region de estabilidad extensa al resolver sistemas de EDOs rigidas.

El hecho de que en Matlab estén implementadas las funciones ode45 y odel5s no
es casual. Ambas son de paso adaptativo y pueden trabajar en 6rdenes relativa-
mente altos (orden 5). La primera es explicita y con regién de estabilidad limitada
v la segunda es implicita y con una regién de estabilidad mayor. En el caso de las
funciones ode45 y odelbs la estimacion del error local esta ideada y gestionada efi-
cazmente: la primera utiliza la diferencia entre los valores numéricos obtenidos con
los métodos Runge-Kutta de orden 5 y 4 (ambos disponibles) y la segunda, utiliza
como estimacion el error local de truncamiento del método BDF/NDF, que al ser
una diferencia hacia atras resulta facilmente calculable debido al almacenamiento
de la matriz de diferencias.

La ineficiencia computacional de la ode15s en problemas vibratorios de gran radio
de rigidez, frente a los métodos de paso constante incondicionalmente estables,
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debido a que en los métodos BDF de orden de precisién superior a 2 una parte del
eje imaginario no pertenece a la regién de estabilidad.

= Ha sido posible ampliar la regién de estabilidad mediante métodos BDF extendidos,
alcanzando hasta orden de precision 4 con estabilidad incondicional. Esta extensién
mejora sensiblemente la eficiencia computacional de los métodos BDF de orden
superior en los problemas vibratorios, a costa de mayor coste computacional que
los métodos incondicionalmente estables de orden 2, pero con mayor orden de
precision.

= La necesidad de estudiar la evolucién del factor de amplificacion con la frecuencia
en los problemas de vibraciones y onda, para conocer parametros como el amor-
tiguamiento algoritmico, el error relativo en el periodo y en particular, la capacidad
que tiene el método para eliminar las altas frecuencias provenientes de la semidis-
cretizacion MEF.

» La importancia de utilizar métodos numéricos capaces de eliminar las altas fre-
cuencias provenientes de la semidiscretizacién MEF, mejorando la precisién y fa-
cilitando la convergencia en los problemas no lineales.

= Ha sido posible incorporar control paramétrico del amortiguamiento en los pro-
blemas vibratorios al método BDF2, de manera similar a como lo hace el método
HHT-«. En este sentido, se ha constatado la incapacidad de los métodos de paso
adaptativo para el control paramétrico de la disipacion de las altas frecuencias.

» La similar eficiencia computacional de los métodos BDF-a y HHT-« en los proble-
mas vibratorios no lineales, y la superioridad del segundo de ellos en los lineales,
a pesar de que en este caso ambos son muy rapidos.

» La capacidad de los métodos BDF-ao y HHT-« para conservar la energia y el
momento reduciendo el tamano de paso y por tanto, reduciendo su capacidad
para la eliminacién de frecuencias altas. En este sentido, ambos métodos resultan
menos eficientes que los métodos de la familia energia-momento que conservan estas
propiedades con independencia del tamafio de paso y en particular, los métodos
EDMC que conservan el momento y disipan las frecuencias altas. En esta linea
y dada la estructura de los métodos EDMC, tampoco parece factible incorporar
estas caracteristicas en el método BDF-a.

» La capacidad y la eficiencia de la programacién orientada a objeto (POO) para
mantener, reutilizar y extender mas posibilidades a los cédigos que implementan
los algoritmos de resolucion, sin alterar desarrollos previos.

Las aportaciones de este trabajo son éstas:

» Hemos caracterizado la rigidez de las EDPs de difusién y de onda con Condiciones
Iniciales (CI) y Condiciones de Contorno (CC) en 1D, en funcién del nimero de
elementos de la semidiscretizacién, la longitud del dominio (L) y del pardmetro o
(siendo éste la difusividad térmica en el caso de la EDP de difusién y el cuadrado
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de la velocidad de propagacién de la onda en la EDP de onda). También hemos
demostrado cudl es la relacion entre los autovalores de ambos problemas.

Hemos presentado el estudio de precision, estabilidad y amortiguamiento algoritmi-
co de los métodos clésicos de la mecdnica computacional (Newmark, HHT-«, etc.)
para problemas de vibraciones y onda, en el marco de los métodos multipaso line-
ales para EDOs de orden 2. En paralelo, hemos realizado el mismo estudio de los
métodos multipaso lineales para EDOs de orden 1 (BDF, EBDF, etc.) que tam-
bién son aplicables a los problemas de vibraciones y onda reduciendo previamente
el sistema de EDOs de orden 2 a orden 1.

Hemos generado herramientas para la definicién y representacion grafica de las
regiones de estabilidad de los métodos numéricos, lo cual ha permitido el estudio
comparativo de sus caracteristicas.

Hemos mostrado las razones por las que la ode15s no es eficiente al resolver sistemas
rigidos de EDOs provenientes de la semidiscretizacién MEF de problemas de onda
y vibraciones.

Hemos detallado los mecanismos de control del paso adaptativo de la ode4d y
odel5s, observando que la estabilidad no estd garantizada, y se han presentado
ejemplos extremos con tamanos de paso que hacen que h = Ah esté fuera de la
regién de estabilidad y que degradan la precision de los resultados.

Hemos ampliado los métodos EBDF y MEBDF hasta orden 4, cambiando uno o
ambos predictores BDF por NDFs. Se han creado los métodos EBNDF, ENBDF,
ENDF y MEBNDF, MENBDF, MENDF. Para cada uno de ellos se ha hecho el
estudio analitico de precision y estabilidad, y hemos conseguido mantener o mejorar
la estabilidad de los métodos de origen manteniendo el orden de precision.

Se ha desarrollado una metodologia para la caracterizacion del amortiguamiento
algoritmico de los problemas vibratorios, aplicable a los métodos generales para
sistemas de EDOs de orden 1 (BDFs, etc.) y a los especificos para sistemas de
EDOs de orden 2 (Newmark, HHT-«, Collocation, etc.).

Hemos ampliado los métodos BDF introduciendo un parametro de control del
amortiguamiento algoritmico de los problemas vibratorios. Hemos creado el método
BDF-« con el objeto de disipar las altas frecuencias de manera similar a como lo
hace el método HHT-a. El método BDF-a surge al introducir un parametro «
en el método BDF2 y resulta de orden 2, incondicionalmente estable si o > —0,5
y que permite el control paramétrico del radio espectral en el infinito, donde po
toma todos los valores del intervalo (0, 1], mientras que en el método HHT-« sélo
lo hace en el intervalo [0,5, 1].

Hemos implementado un entorno para la resoluciéon de EDOs utilizando las
metodologias de la Programacién Orientada a Objeto (POO), extendiendo un tra-
bajo previo desde el MEF cuasi-estitico al dindmico, que permite resolver del
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orden de 4000 experimentos distintos (lineales y no lineales). Ademas, se trata de
un entorno que permite extensiones futuras.

8.2. Futuras lineas de investigacion

Teniendo en cuenta el recorrido realizado en esta tesis, las direcciones que podrian
seguir los trabajos futuros derivados de la misma podrian ser las siguientes:

= Seguir estudiando si hay alguna posibilidad de generar métodos numéricos lineales
multipaso de alta precision y con buenas caracteristicas de estabilidad:

e utilizando el método BDF-a como predictor de los esquemas EBDF2 y
MEBDF2.

e utilizando el método A-BDF como predictor del esquema MEBDEF. Obsérvese
que el método A-EBDF en el que se utiliza el método A-BDF como predictor
del esquema EBDF ya existe y que presenta buenas caracteristicas.

e utilizando NDF's en los esquemas E2BD y New SDMM que utilizan segundas
derivadas dentro del esquema de los métodos extendidos.

e creando una combinacién lineal entre el método de Adams de orden 3 y el
método BDF-« de orden 2 similar a los métodos blended.

» Intentar proponer un binomio similar al BDF2-BDF-«, pero de orden de precisién
mayor que 2. Los métodos EBDF2 y MEBDF2 de orden de precisién 3 e incondi-
cionalmente estables, podrian resultar buenos candidatos donde apoyarnos para la
creaciéon de un método EBDF2-a o MEBDF2-a capaz de parametrizar las altas
frecuencias.

= Dado que la odel5s es de propésito general y por tanto conservadora en la
adaptacién del paso para garantizar precision, se puede aprovechar la descripcién
detallada del Capitulo [ del algoritmo adaptativo para estudiar su modificacién
cuando la odel5s se aplica a problemas vibratorios, de forma que el algoritmo
adaptativo tienda al orden y al paso constante més conveniente para eliminar las
frecuencias altas y la ineficiencia computacional.

= Seguir trabajando en el campo no lineal, incorporando en la metodologia orientada
a objeto métodos conservativos del tipo energia-momento para problemas elésticos,
con el objeto de potenciar la experimentacién y la comparacién con los métodos
HHT-o y BDF-a.






Apéndice A
Ecuacion de onda estandar

La ecuacion de onda estandar viene dada por la expresion:
pug(x,t) = Tugy(z,t) (A.1)

donde p es la densidad por unidad de longitud y T el tiro o fuerza axial constante, que por
construccion debe mantener la cuerda tensionada para que introducida una perturbacién
inicial a la configuracién recta de la cuerda, ésta tienda a recuperar su forma recta inicial
y se produzca la vibracién que la inercia de la masa (p) se encargara de mantener si no
existe amortiguamiento.

Si T se sustituye por E (médulo eldstico del material), entonces (A1) representa las
vibraciones longitudinales de una barra elastica y E proporciona la fuerza recuperadora
eldstica que se mantiene en equilibrio en cada seccién de la barra con la fuerza de inercia.
Pero toda esta descripcion sélo tiene sentido en el caso de pequenas vibraciones donde las
deformadas practicamente coinciden con la configuracion rectilinea inicial de la cuerda.

Si la perturbacién inicial es considerable con respecto a las dimensiones de la cuerda
(por ejemplo, cuando el desplazamiento transversal del centro de la cuerda es una décima
parte de su longitud), las deformaciones longitudinales provocadas por el desplazamiento
transversal empiezan a ser considerables y la fuerza axial asociada resulta ser comparable
con la del tiro inicial T, por lo que habrd que considerarla. Dada una seccién recta
diferencial de la cuerda situada en la posicién z de longitud dx en su configuracion
recta inicial, si consideramos que la deformada transversal es y(x), la nueva longitud
diferencial tras la deformacion sera:

d | da? + dy?
ds = /dx? + dy?® = i = % = /14 (i (2))? (A.2)

Si ademds, consideramos que el comportamiento del material es elastico lineal, la
ecuacion constitutiva que relaciona la fuerza F' con la deformacién para un elemento
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longitudinal de longitud L, viene dada por la ley de Hooke:

_F-L

AL = ——
E-S

(A.3)
siendo F el médulo de Young del material y S el area de la seccién recta. Entonces:

Ald — 2
c[l:rx] _ dsdxd:c =\/1+ (y(2)? -1

A[dz] = Tladde

siendo T'(x) la fuerza axial en la seccién z asociada a la deformacién.

Teniendo en cuenta (A.4]), la expresién (A1) queda:

pu(x,t) = (T +E-S (\/1 + u2(x,t) — 1)) Uz (T, 1) (A.5)

que es el modelo no lineal con el que trabajaremos a continuacién.

Efectuando la semidiscretizacién MEF, el sistema de EDOs resultante es:

:21 [/OL Ni(x)pNj(m)dx] HOEES :Lz;l [/OL N/(z) (T + T(uh)> N;(x)dx} d;(t)

Que matricialmente se escribe:
Md"(t) = —K(d)d(t) (A.6)

Convertimos el sistema de EDOs de orden 2 ([A.6]) en un sistema de EDOs de orden 1:

<%> y' = < —I?(y) é >y = My' = K(y)y (A7)

M K
siendo y = (3,)

Para resolver este sistema de EDOs mediante la odel5s deberemos proporcionarle al
inicio la matriz de masa M y durante el cadlculo una funcién que calcule el 2° miembro
del sistema: K (y)y para los distintos valores de y.

Otra opcién es programar un algoritmo de resolucién, por ejemplo el trapezoidal,
que es incondicionalmente estable y por tanto apropiado para los sistemas rigidos proce-
dentes de la semidiscretizacion MEF. En Matlab se puede implementar con sencillez un
algoritmo completo donde cada paso se resuelve iterativamente por el método de Newton
Raphson, incluyendo una funcién para calcular las matrices jacobianas por diferencias
finitas de los residuos.



Apéndice B

Autovalores de las EDP lineales
de difusién y onda

B.1. Difusion

Consideramos la ecuacién de difusién 1D dada por la EDP (L.22]):

up = Uy
CC :u(0,t) =0=wu(L,t) (B.1)
CI :u(x,0) = g(x)

siendo o? = cﬁp la difusividad térmica, k la conductividad termal, ¢ la capacidad termal
y p la densidad.

En el Capitulo [Il hemos visto que la semidiscretizacién MEF de la EDP (B.I)) con n
nodos y (n — 1) elementos conduce a un sistema de EDOs que en la forma y' = f(t,y)
viene dada por:

d'(t) = =M 'Kd(t), d(0)=do = (9(22), ., 9(xn1))" (B.2)
En este apéndice estudiamos la rigidez del problema (B.I]), es decir los autovalores de la
matriz jacobiana % = —M 'K, en funcién de tres variables: el niimero de elementos

de la semidiscretizacién, la longitud de la varilla L y la difusividad térmica.

B.1.1. Rigidez en funcion del n° de elementos de la semidiscretizacion
Hemos considerado los materiales epoxi y epoxi alimina (100/188) cuyas difusivi-
dades térmicas son a? = 0,129-1072 em?/s y o = 0,449 - 10~2 c¢m? /s respectivamente.

Fijados a? y la longitud de la varilla (L = 20cm) hacemos variar el niimero de elementos
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y analizamos lo que les sucede a los autovalores maximo y minimo en médulo, ver Tabla
Los autovalores méximos de cada caso los hemos representado en la Figura

N° de ‘)‘maaz‘ |/\mm’ ‘)‘mam‘ |/\mm’
elementos | epoxi epoxi epoxi alim.  epoxi alum.
5 7,3478 -10~* 3,2890-10"° 2,5575-1073 11,1448 -10~*
10 3,5991 1072 3,2092-107° 1,2527-10"2 1,1170-10~4
20 1,5198-1072 3,1895-107° 5,2807-10"2 1,1101-10~*
40 6,1635-1072 3,1846-107° 2,1453-10~" 1,1084-107%

80 2,4739-10"1 3,1834-10"° 8,6108-10~' 1,1080-10~*
160 9,9043-10~! 3,1830-107° 3,4473-10° 1,1079-10"%
320 3,9626-10°  3,1830-107° 1,3792-10%  1,1079-10"%
640 1,5851-10'  3,1830-10° 5,5172-10'  1,1079-10~*
1280 6,3406 - 101 3,1829-107° 2,2069-10>  1,1079-10"*

Tabla B.1: Autovalores EDP difusién epoxi y epoxi alim. en funcién del n°® de elem.

60 e
—— Epoxi alimina

Epoxi

50

401

301

maodulo del mayor autovalor

201

10f

0 100 200 300 400 500 600
nimero de elementos

Figura B.1: Mayor autov. en médulo en funcién del n® elem. con epoxi, epoxi alimina.

Conclusiones:

= En cada uno de los materiales, al aumentar el nimero de elementos de la semidis-
cretizacion aumenta el autovalor més grande y queda igual el autovalor minimo.

= Si tenemos una semidiscretizacion de m elementos y lo multiplicamos por n, obte-
niendo asi una nueva semidiscretizacion de n - m elementos, el autovalor mas
grande de la segunda semidiscretizacién es el autovalor maximo de la 1? semidis-
cretizacién multiplicado por n?. Por ejemplo, en el material epoxi para 10 elementos
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| Amaz| = 3,5991-1073. Y si multiplicamos por 2 el ntimero de elementos, pasando a
tener una semidiscretizacién de 20 elementos, el autovalor méas grande se multiplica
por 22 [Apae| = 43,5991 - 1073 = 1,4396 - 1072 ~ 1,5198 - 10~2.

B.1.2. Rigidez en funcién de la longitud de la varilla L

Fijados a? y el nimero de elementos de la semidiscretizacién, hacemos variar la
longitud de la varilla y analizamos lo que les sucede a los autovalores maximo y minimo
en modulo. Para el estudio se han considerado los materiales epoxi y epoxi alimina y
una semidiscretizacién de 20 elementos. En la Tabla [B.2l hemos recogido los valores de
los autovalores maximo y minimo en ambos materiales.

Longitud de | |Apaz] | Amin| | Amaz]| [Amin|
la varilla (cm) | epoxi epoxi epoxi alim.  epoxi altm.
0,02 1,5198 -10*  3,1895 - 10" 5,2897 - 10* 11,1101 - 10
0,2 1,5198-10%2  3,1895-10~!  5,2897-10>  1,1101-10°
2 1,5198-10°  3,1895-107%  5,2897-10°  1,1101-10"2
20 1,5198-1072 3,1895-10"° 5,2897-10"2 1,1101-10~*
200 1,5198 1074 3,1895-10"7  5,2897-10"* 1,1101-1076
2000 1,5198 1076 3,1895-10"? 5,2897-1076 1,1101-10"8
20000 1,5198 -107% 3,1895-10~!1 52897-10"% 1,1101-10710

Tabla B.2: Autovalores EDP difusién para epoxi y epoxi alim. en funcién de L.

Conclusiones:

» Al disminuir la longitud de la varilla el autovalor méas grande (y todos ellos) au-
mentan.

» Si dada una varilla de longitud [, ésta la multiplicamos por z teniendo asi una

varilla de longitud de [ - z, los autovalores se multiplican por :%2

B.1.3. Rigidez en funcién de la difusividad térmica

Fijados el nimero de elementos de la semidiscretizacion y la longitud de la varilla,
si utilizamos difusividades térmicas a? y a3 relacionadas de manera que af = k - a3,
las matrices resultantes —M 'Ky -My 'K, también cumplen la misma relacién de

proporcionalidad:
— MKy =k (—M; ' K>) (B.3)

Veremos cudl es la relacién entre los autovalores de dos matrices A y B proporcionales.
Dada la matriz A denotaremos por y4(\) = det(AI — A) su polinomio caracteristico.
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Teorema: Sea A una matriz cuadrada de dimension ny B = k- A, matriz que se
consigue multiplicando A por un escalar k # 0. Entonces, los polinomios caracteristicos
de ambas matrices estan relacionados de la siguiente manera:

xB(A) =k"xa (2) (B.4)

Como consecuencia, los autovalores de B son los autovalores de A multiplicados por el
escalar k.

Demostracion: Por la definicion de polinomio caracteristico tenemos:

A — b11 —b12 ce _bln
—b AN—byy -+  —by,
xs(\) =detOI—B)=| T N (B.5)
_bnl _bn2 e A— bnn

siendo: b;; = k - a;j.

Si dividimos cada una de la filas del determinante (B.5) entre la constante k, el valor
del determinante queda dividido entre k™:

7’\7,;“ ﬁ e 72}" F—an  —ap o —ai
—021 —022 . —02n 7@21 A — a22 e *CLQ
_l])cnl _Z]:;n2 . )\_]gnn _anl _an2 . e % — ann
(B.6)
De (B.6)) se tiene:
xp(A) =k'det { o1 —A) =k'xa| ) =xs(\)=kxal (B.7)

Por lo que queda demostrada la igualdad (B.4). O

Una vez demostrada la igualdad (B.4]), obtenemos la siguiente cadena de equivalencias:

A A
A autovalor de B < xg(A) =04 x4 <k> =0& T autovalor de A (B.8)

Asi, si \j es autovalor de A con multiplicidad p, A; -k es autovalor de B de multiplicidad
p. O

Para realizar este analisis hemos considerado una varilla de longitud L = 20cm de

cobre y otra de epoxi alimina con difusividades térmicas: agp‘ o = 0,449 - 1072 em?/sy
a2, . =1,0745 cm?/s. La relacién entre ambas difusividades es:

k= agobre/agp.al. =239 10 (BQ)
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N° de ’)‘maz’ |>‘mm| ’)‘max| |>‘mm|
elementos | epoxi alim.  epoxi alim.  cobre cobre
5 2,5575-1072 11,1448 -10~* 6,1203-10"" 2,7395-1072
10 1,2527-1072 1,1170-10~* 2,9979-10°  2,6731-102
20 5,2807-1072 1,1101-10"* 11,2659 - 10 2,6567 - 1072
40 2,1453-10"! 1,1084-10"* 5,1338-10 2,6526 - 1072
80 8,6108-10! 1,1080-10"* 2,0607-10>  2,6516-1072

160 3,4473-10°  1,1079-10"* 8,2498-10>  2,6513-102
320 1,3792 - 10 1,1079-10~% 13,3006 -10%  2,6512-1072
640 5,5172 - 10 1,1079-10"* 11,3203 -10*  2,6512-1072
1280 2,2069 - 102 1,1079-10"* 5,2814-10*  2,6512-1072

Tabla B.3: Autovalores EDP difusién epoxi alim. y cobre en funcién del n°® de elem.

Asi, hemos comprobado experimentalmente que (B.4)) se cumple. Es decir, que multipli-
cando los autovalores del material epoxi por la constante k£ se consiguen los autovalores
del cobre, ver Tabla [B.3l

Conclusiones:

= Cuanto mas grande es la difusividad térmica, mayores son los autovalores del pro-
blema.

» Dado un valor de o?, si éste lo multiplicamos por k, los autovalores del nuevo
sistema también se multiplican por k. Como la relaciéon entre las difusividades
térmicas de los materiales epoxi alimina y cobre es (B.9), la relacién que existe
entre los autovalores de las matrices jacobianas correspondientes es la mismas:

{‘)\max7cobre| =2,3931 - 10%- |)\ma:c,ep.al.‘ (B].O)

‘)‘min,cobre| = 2,3931 : 102 : |)‘min,ep.al.|

B.2. Onda

Consideramos la ecuacién de onda 1D dada por la EDP ([23)):

Ut = QQUCECC
CC :u(0,t) =0=u(L,t) (B.11)
CI :u(x,0) = g(x),u(x,0) =0

siendo a = \/% la velocidad de propagacion de la onda, T el tiro y p la densidad lineal
de masa.
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En el Capitulo [ también hemos visto que la semidiscretizacién MEF de la EDP
(BI1) con n nodos y (n — 1) elementos conduce al siguiente sistema de EDOs que en la
forma y' = f(t,y) viene dada por:

@ig;) - <—MO—1K é) (223) 7 (B.12)

t) =d(t t)y=d'(¢
siendo: yi(t) (5): y2t) ,( ) , v la matriz jacobiana % = < (11 I),
y1(0) = do, y2(0) = dj MK 0

Hemos estudiado los autovalores de la matriz jacobiana de (B.I1)):

= Hemos demostrado la relacién que existe entre los autovalores de las matrices
jacobianas de la EDP de difusién y onda.

= Y utilizando la relacién entre los autovalores de las dos matrices jacobianas y los
resultados que se han obtenido para la EDP de difusién, hemos deducido la rigidez
del problema (B.I]]) en funcién del nimero de elementos de la semidiscretizacion,
la longitud de la cuerda L y la velocidad de propagacién de la onda.

B.2.1. Relacién entre los autovalores del problema de difusién y onda

Las matrices jacobianas de las EDP de difusiéon y onda son:

of of 0 I

— _A — = B.1

od ~ " ad <A 0> (B.13)
siendo A = —M~'K. En el siguiente teorema demostraremos cudl es la relacién entre

los autovalores de dos matrices de la forma (B.I3]).

0 I

Teorema: Sea A una matriz cuadrada y B = < A0

). Entonces, los polinomios

caracteristicos de ambas matrices cumplen:
xB(A) = xa(A?) (B.14)

En consecuencia, los autovalores de B son las raices cuadradas de los autovalores de A.

Demostracion: El polinomio caracteristico de B viene dado por:
A -1
xB(A) = det <—A )\I> (B.15)

Supongamos que la matriz A es una matriz cuadrada de dimensién n y que la matriz
B es de dimensién 2n x 2n. Si en el determinante (B.I5) a la columna i-ésima le sumamos
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la columna (n+1)-ésima multiplicada por A, parai = 1,2, 3, ..., n, obtenemos el siguiente
determinante:

0 -1
xB(\) = det <C’ )\I) (B.16)
siendo:
—a1; + A2 —ai2 . —a1in
—a21 —ag + A - —a2n 9
C= _ N4 (B.17)
—an1 —an2 crr o —Opp T+ A2
Teniendo en cuenta (BI7), la expresién (B.I6) queda:
0 -1
xB(\) = det <)\21A )\I) (B.18)

Desarrollaremos el determinante (B.I8]) empezando por la primera fila. Todos los ele-
mentos de esa fila son 0, menos el de la posicién (n + 1) que es —1. Después seguiremos
el desarrollo por la segunda fila y seguimos asi hasta desarrollarlo por la fila n-ésima.
Entonces, se consigue:

x(A) = (=)D (Z1)(=1)2HOE2) (1) (=1)" 2 (1) det(N2T — A)
(=1)™"(=1)(=1)™(=1)...(=1)"(=1)det(\T — A) (B.19)
(—1)"*det(A\2T — A) = det(\2] — A) = xa(A?)

Durante la demostracién (B.I9) hay que tener en cuenta que n? +n = n(n + 1) es par.

Una vez demostrado (B.I4), obtenemos la siguiente cadena de equivalencias:
A autovalor de B < y5(A\) = 0 < xa(\?) = 0 & A? autovalor de A (B.20)

Asi, si \; autovalor de A y p su multiplicidad, entonces, £4/); es autovalor de B de
multiplicidad p.

En la Tabla[B.4 se han recogido los autovalores méximos y minimos de las EDPs de
difusién y onda cuando o? = 1 y considerando L = 8. Se cumple que los autovalores de
la EDP de onda son la raiz cuadrada de los autovalores de la EDP de difusion.

N° de Amaac )\mzn )\ma:c )\min
elementos | difusion difusién onda onda
50 —4,6737-10%> —1,5426-10"" +2,1619-10% +3,9270-10"%
200 —7,4986-10% —1,5422-107" +8,6595 10 +3,9270-10"%
800 —1,2000-10° —1,5421-10"' 43,4641-10% =+3,9270-10"%

Tabla B.4: Autovalores EDP difusién y onda, con o> =1y L = 8.
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B.2.2. Rigidez en funcién del n® de elementos de la semidiscretizaciéon

Fijados o? y la longitud de la cuerda, hacemos variar el nimero de elementos y
analizamos lo que les sucede a los autovalores maximo y minimo en médulo. Hemos
calculado los autovalores méximo y minimo de una cuerda de guitarra (considerando
el problema como si fuese lineal), con una cuerda de longitud L = 64,8cm, y hemos
considerado la quinta cuerda de la misma que para dar la nota LA necesita una frecuencia
de 110Hz [29], ver Tabla[B.Al La relacién entre el pardmetro a? de la expresién (B.11)
y la frecuencia viene dada por la siguiente férmula:

nra  nmw [T wpL
“n L L\ p « nmw ( )
N° de |)\maz | ‘)\mm|
elementos

50 2,3986 - 10> 4,3577 - 103
100 4,8020-10° 4,3572-10°
200 9,6101-10° 4,3571-10°
400 1,9221-105 4,3570- 103
800 3,8450 - 10 4,3570 - 103

Tabla B.5: Autovalores EDP onda para dar la nota LA.

modulo del mayor autovalor

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
namero de elementos

Figura B.2: Mayor autovalor de la EDP onda en funcién del n° elem, nota LA.

Conclusiones:

= Al aumentar el nimero de elementos aumenta el autovalor mas grande del sistema.
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» Si dada una semidiscretizacion de m elementos, ésta cantidad la multiplicamos por
n, teniendo asi una semidiscretizacion de n - m elementos, el autovalor més grande
queda multiplicado por n.

B.2.3. Rigidez en funciéon de la longitud de la cuerda L

Fijados a? y el nimero de elementos de la semidiscretizacién, hacemos variar la
longitud de la cuerda y analizamos lo que les sucede a los autovalores maximo y minimo
en moédulo. Teniendo en cuenta la relacién entre los autovalores de las matrices jacobianas
de las EDP de difusién y onda y las conclusiones de la Seccién [B.1.2] se tiene:

= Al disminuir la longitud de la cuerda los autovalores aumentan.

= Si dada una cuerda de longitud [, ésta la multiplicamos por x teniendo asi una
cuerda de longitud [ - z, los autovalores se multiplican por %

B.2.4. Rigidez en funcion de la velocidad de propagacion

Fijados la longitud de la cuerda y el niimero de elementos de la semidiscretizacion,
hacemos variar el pardmetro o2. Teniendo en cuenta la relacién entre los autovalores de
las matrices jacobianas de las EDP de difusién y onda y las conclusiones de la Seccion

B.1.3 se tiene:

» Al aumentar el valor de o, aumentan los autovalores.

» Dado un valor de a?, si éste lo multiplicamos por k, los autovalores quedan multi-
plicados por Vk.






Apéndice C

Datos de las funciones de los

objetos

Objeto donde aparece

Nombre del dato

Significado

Objeto método objmetodo Objeto método.
elementos finitos objprob Objeto problema.
(objmef) objmalla Objeto malla.
Objeto sistema K Matriz K del sistema lineal KU = F'.
lineal de ecuaciones F Matriz F del sistema lineal KU = F.
(sislin) u Incégnita nodal U del sistema lineal KU = F.
Objeto problema ngdl N° de grados de libertad.
(objprobd) gdla Grados de libertad activos.
ngdla N° de grados de libertad activos.
tension (o flujos) |Tensiones o (o flujos ¢).
objresYcc Objeto restricciones y Cond. Contorno (CC).
Objeto restricciones y ced CC Dirichlet.
condiciones de contorno | wvalced Valores de CCD.
(objresYcc) cen CC Neumann.
valcen Valores CCN.
Objeto malla nodos Coordenadas nodales.
(objmalla) conec Conectividad de los elementos.
objelef Objeto elemento finito.
objmat Objeto material.
Objeto elemento nodos_e Coord. nodales del elemento.
finito conec_e Conectividad del elemento.
(objelef) u_e Incégnita nodal u en el elemento.
xint Coordenadas de los puntos de integracién.
N Funciones de forma en el elemento.
ND Derivadas de las funciones de forma en elem.
detjacobpesos Pesos del det. jac. en los puntos de integr.
objelep Objeto elemento patron.

Continta en la siguiente pagina
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C.C Datos de las funciones de los objetos

Tabla C.1 — viene de la pagina anterior

Objeto donde aparece

Nombre del dato

Significado

objpint Objeto punto de integracién.
Objeto elemento cint Coordenadas puntos de integr. elem. patrén.
patrén (objelep) NP Funciones de forma en el elemento patrén.
NDP Derivadas de las funciones NP.
pesos Pesos de la integracién numérica de Gauss.
Objeto punto de NI Funciones de forma reales.
integracién NDI Derivadas de las funciones de forma reales.
(objpint en Laplace) U Valor de la incégnita u en el pto. de integr.
pint N° o indice del pto. de integracién.
Objeto material E Moédulo de Young.
(caso elaslin_lm) Nu Moédulo de Poisson.
Landa Coeficiente de Lamé .
Mu Coeficiente de Lamé pu.
Kapa Coeficiente volumétrico.
f Fuerzas de volumen.
T0 Densidad.
dilat Coeficiente de dilatacién.
d Amortiguamiento.
Objeto método R Residuo del mét. Newton Raphson.
Newton Raphson Fint Fuerzas internas Fj,;.
(objnr) Fext Fuerzas externas Fl;.
U Valor de la incégnita u.
tol Tolerancia establecida.
maxiter Numero maximo de iteraciones.
objJ Objeto Jacobiano.
Objeto jacobiano (objJ) |J Jacobiano
Objeto problema tension Tensién.
(objprob) temp Temperatura.
tensele_n Tension en los ptos. de integr. paso n.
tensele_k Tension ptos. de integr. paso n, iteracion k.
Objeto punto de N Funciones de formas reales.
integracién ND Derivadas de las funciones de forma reales.
(caso pelas_inc) U Valor de la incégnita u en el pto. de integr.
nume_ele N° o indice del elemento.
num_pint N° o indice del pto. de integracion.
objdef Objeto deformacién.
tipoelas Tipo de elasticidad.
Objeto deformacién def Deformacion total.
(caso deflin) deft Deformacién térmica.
objprob Objeto problema.
Objeto deformacién def Deformacion total.
(caso def.lc) J Jacobiano.
nodos0 Coord. de los nodos en el instante inicial.
objdef Objeto deformacién.
Objeto material Sig_y Tension de fluencia.
(caso plaszy) H Coeficiente de endurecimiento.

Contintda en la siguiente pagina
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Tabla C.1 — viene de la pagina anterior

Objeto donde aparece

Nombre del dato

Significado

beta Coeficiente cinematico.
Hi1 Coeficiente endurecimiento isétropo.
H2 Coeficiente endurecimiento cinematico.
factor %f%
tipotang Tipo médulo pléstico (continuo o consistente).
Col Parte volumétrica del tensor de elasticidad.
Cdesv Parte desviadora del tensor de elasticidad.
varintn Variables internas en el paso n.
varintk Variables internas en el paso n, iteracién k.
Objeto método ode (1) | objfty Objeto fty.
base_met interv Intervalo de integracién temporal T = [a, b].
yini Valor inicial y(a) = yo.
npasos Ntumero de pasos.
h Tamano de paso h = At.
tsol Valores t,, donde se calcula y,,.
ysol Solucién numérica en instante t,,.
dat Conjunto de datos.

Objeto odesuite metJ Forma en la que se calcula el jacobiano:
analiticamente, por diferencias finitas o
indicando si el problema es lineal
de coeficientes constantes.

Objeto método M Matriz de masa.

trapezoidal (objtrap) fk Valor f(tn,yn) al dar el paso de t,, a tp41.

Objeto método Ch Matriz C de la expresion ([7.59]).

trapezoidal lineal Cs Matriz Cs de la expresién (T55).

(objtraplinc) Ik Valor g(t,,) de (Z53).

Objeto alfa lineal alfa (lin.+no lin.) Parametro a del método HHT-a.

y no lineal beta (lin.+no lin.) Parametro 3 del método HHT-a.

(objalfalinc y objalfa)

gamma (lin.4+no lin.)
M (lin.4+no lin.)

K (lin.4no lin.)
dini (en no lineal)
vint (en no lineal)
vn (lin.+no lin.)

an (lin.+no lin.)

Pardmetro v del método HHT-a.

Matriz de masa.

Matriz de rigidez.

Valor de d en el instante inicial d(0) = dj.
Valor de v en el instante inicial d’'(0) = vy.
Valor de v en el instante t,, d'(t,,) = v,.
Valor de a en el instante t,, d"(t,) = ap.

Objeto cuasi
(objcuasi)

int
paso_ad

Prueba inicial para el método de Newton.
Paso adaptativo.

Objeto bdf lineal
y no lineal (objbdflinc y
objbdf)

M (en no lineal)
C1 (en lineal)

alfas (lin.4+no lin.)
C> (lin.4no lin.)
ykm1 (lin.4no lin.)

Matriz de masa.

Matriz C; de (T64).

Matriz de coeficientes &; del mét. BDF.
Matriz Co dada por ([.60]).

Matriz Y, x—1 dada por (Z.60).

Objeto ndf lineal
y no lineal (objndflinc y
objndf)

kappa
gamma

Cy

Constantes « de los mét. NDF.
Constantes v de los mét. NDF.
Matriz Cy dada por (Z.69]).

Contintda en la siguiente pagina
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C.C Datos de las funciones de los objetos

Tabla C.1 — viene de la pagina anterior

Objeto donde aparece | Nombre del dato Significado
Objeto bdf alfa M (en no lineal) Matriz de masa.
lineal y no lineal fk (en no lineal) Valor f(tn,yn) al dar el paso de ,, a t,41.
(objbdfalfalinc C1 (en lineal) Matriz Cy dada por (Z.85]).
y objbdfalfa) gk (en lineal) Valor g(tn+1) de (C82).
C (lin.+no lin.) Matriz C dada por (Z.8H)).
beta (lin.+no lin.) | Matriz que contiene los valores 3; de ([L.71).
alfa (lin.+no lin.) | Constante o del método BDF-a.
ykm1 (lin.+no lin.) |Matriz Y, 4, dada por (Z.85).
Objetos puntos AA Matriz de coeficientes «; del mét. EBDF.
super-futuros BB Matriz de coeficientes (8x Or+1) EBDF.
lineal y no lineal C Matriz Cy dada por (T.85).
Objeto ebdf no lineal M Matriz de masa.
(objebdf) ykml Matriz Y;,4+x—1 dada por (Z.85).
fbk1 Valor frix = f(tntk, Untr) de [LIG).
Jbk2 Valor frirt1 = f(tntk+1, Yntnt1) de (C90).
objbdf Objeto bdf.
Objeto ebdf Ch Matriz Cy de la expresién (7.92).
lineal (objebdflinc) ykml Y k-1 dada por (Z8T).
gkl Valor g(tn+x) de ([C9T)).
objbdflinc Objeto bdf lineal.
Objeto ebndf M Matriz de masa.
y enbdf no lineales ykm1 Matriz Yy, 4x—1 dada por (.88]).
(objebndf y Jbk1 frk = f(tntis Unt)
objenbdf) Jbk2 Frtkr1 = f(bntkt1, Untrs1)
objbdf Objeto bdf.
objndf Objeto ndf.
Objeto mebdf
lineal y no lineal BG Coeficientes Bk del mét. BDF.
Objeto ebndf C1 Matriz Cy de la expresién (7.92).
y enbdf lineales ykm1 Matriz Yy, 4x—1 dada por (.88]).
(objebndflinc gkl 9(tntk) de (COT)).
y objenbdflinc) objbdflinc Objeto bdf lineal.
objndflinc Objeto ndf lineal.




Apéndice D

Programacion Objeto

D.1. Objeto métodos multipaso no lineales

Funciones del opjeto mp: pasos_ini, actpaso.

function pasos_ini(objode,objprob,objmalla,pasos)
%pasos_ini(objode,objprob,objmalla,pasos)

%Funcién arranque de los métodos multipaso no lineales. En el caso de que
%haya 3 argumentos de entrada repite el bucle desde 2 hasta pasos=orden. Si hay 4
fargumentos de entrada, se le indica en "pasos" hasta dénde avanza el bucle
%(este es el caso de los métodos NDF que utilizan un valor mds en su
%férmula de avance).
yini=objode.yini; tini=objode.interv(1l); h=objode.h; orden=objode.orden;
objtrap=trap2_h(); datostrap=objtrap.hdat;
objtrap=trap2_h(datostrap); inic(objtrap,objprob,objmalla);
if nargin==
pasos=orden;
end
ykml=yini;
for jl=2:pasos
[tini,yini]=paso(tini, yini, h, objtrap, objprob, objmalla);
objode.tsol(jl)=tini; objode.ysol(jl,:)=yini;
ykml=[yini; ykmi];
end
objode.ykml=ykm1; objode.dat.un=objtrap.dat.un; objode.npasosini=pasos;

function actpaso(tkl,ykl,objode,varargin)
%actpaso(tkl,ykl,objode,varargin)

%Funcién que actualiza el paso en los métodos multipaso no lineales.
actpaso@base_met_h(tkl,ykl,objode,varargin{:})

ykml=objode.ykml; n=size(ykl,1); %El nimero de filas de yk.
objode.ykml=[ykl; ykml(l:end-n,:)];

275
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D.1.1. Objeto bdf

Funciones del objeto bdf: inic, paso, calcR, calc.

function inic(objode,objprob,objmalla)
% inic(objode,objprob,objmalla)

%Coeficientes del método BDF escritos de esta manera: alfas=[alfO alfl alf2..... 1.
%Los coeficientes del método de orden 1 en la primera fila, etc.
alfas=[-1 1 00000 0 O0;...

1/2 -2 3/2 00000 0;...

-1/3 3/2 -3 11/6 0 0 0 0 O;...

1/4 -4/3 3 -4 25/12 0 0 0 O;...

-1/5 5/4 -10/3 5 -5 137/60 0 0 O;...

1/6 -72/60 225/60 -4600/60 450/60 -6 147/60 0 O;...

-1/7 7/6 -21/5 35/4 -35/3 21/2 -7 1089/420 0];

objode.objfty.inicM(objode,objprob,objmalla)
%Inicializacién del problema fisico, antes de los pasos de inicio:
objode.objfty.inic_nl(objode,objprob,objmalla)

objode.alfas=alfas; k=objode.orden; M=objode.M; objode.C2=alfas(k,k)*M;
for jl=2:k
objode.C2=[objode.C2 alfas(k,k+1-j1)*M];
end
pasos_ini(objode,objprob,objmalla)

function [tkl,ykl] = paso(tk,yk,h,objode,varargin)
% [tkl,yk1] = paso(tk,yk,h,objode,...)

% Paso BDF para un sistema de EDOs no lineal: My’=f(t,y). Avanzamos de t_{n+k-1}
% a t_{n+k}.

% yk: solucién aprox. de My’=f(t,y) en t=t_{n+k-1}.

% h: amplitud del paso.

% [tk1l,yk1]: valores actualizados de (tk,yk).

% Paso de (n+k-1) a (n+k):
tkl = tk+h; % t -> n+k

objode.objnr.xini=yk;
[*,”,ykl]l=resolver(objode.objnr,tkl,yk,objode,varargin{:}) ;
yki=yk1(:,end);

actpaso(tkl,ykl,objode,varargin{:})
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function Rb=calcR(yk1,tkl,yk,objode,varargin)
% Rb=calcR(ykl,tkl,yk,objode,...)

objfty=objode.objfty;

fkil=objfty.calcf (tkl,ykl,objode,varargin{:});

M=objode.M; h=objode.h; k=objode.orden; ykml=objode.ykml;
alfas=objode.alfas; C2=objode.C2;

%Calculo del Residuo Rbarra:
Rb=alfas(k,k+1)*M/h*yk1+C2*ykml/h-fk1;

function Jb=calcJ(u,varargin)
% Jb=calcJ(u,varargin)

[objode,objprob,objmalla,objJ]=varargin{end-3:end};
n=objprob.ngdla; u=u(l:n);

u=u-objode.dat.un(objprob.gdla);

M=objode.M; h=objode.h; objfty=objode.objfty; k=objode.orden;
%Calculo de df/dy (ykl1 ha actualizado la malla en calcR):

% j=objfty.calcj(u,varargin{:});
j=objfty.calcj(u,objode,objprob,objmalla,objJ);

%#Célculo de la matriz jacobiana (del residuo) Jbarra:
Jb=objode.alfas (k,k+1)*M/h-j;

D.1.2. Objeto ndf

Funciones del objeto ndf: inic, calcR, calcJ.

function inic(objode,objprob,objmalla)
% inic(objode,objprob,objmalla)

inic@bdf (objode,objprob,objmalla)

k=objode.orden;

n=size(objode.yini,1);

%E1 método NDF en la inicializacién da un paso mds que el resto de métodos
fmultipaso.

pasos_ini(objode,objprob,objmalla,k+1)

kappa=objode.kappa; gamma=objode.gamma; M=objode.M;
C4=kappa (k) *gamma (k) *M* (-1) * (k+1) ;
for j1=2:(k+1)
C4=[C4 kappa(k)*gamma (k)*M*(-1)~(j1)*...
factorial(k+1)/(factorial(k+1-j1)*factorial(j1))];
end
objode.C2=[objode.C2 zeros(n)];
objode.C4=C4;
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function Rb=calcR(yk1,tkl,yk,objode,varargin)
% Rb=calcR(ykl,tkl,yk,objode,,...)

%Hereda la Rb del objeto bdf:

k=objode.orden; ykml=objode.ykml; h=objode.h;
kappa=objode.kappa; gamma=objode.gamma; M=objode.M;
Rbl=calcR@bdf (yk1,tkl,yk,objode,varargin{:});
Rb2=-kappa (k) *gamma (k) *M/h*ykl-objode.C4*ykml/h;
Rb=Rb1+Rb2;

function Jb=calcJ(u,varargin)
% Jb=calcJ(u,varargin)

[objode,™,~, ]=varargin{end-3:end};

k=objode.orden; M=objode.M;

h=objode.h;

kappa=objode.kappa; gamma=objode.gamma;
Jbl=calcJ@bdf (u,varargin{:});
Jb2=-kappa (k) *gamma (k) *M/h;

Jb=Jb1+Jb2;

D.2. Objeto métodos multipaso lineales

Funciones del objeto mplinc: pasos_ini, actpaso.

function pasos_ini(objode,objprob,objmalla,pasos)
%pasos_ini(objode,objprob,objmalla)

%Funcién arranque de los métodos multipaso lineales. En el caso de que
%haya 3 argumentos de entrada repite el bucle desde 2 hasta pasos=orden. Si hay 4
%argumentos de entrada, se le indica en "pasos" hasta dénde avanza el bucle
%(este es el caso de los métodos NDF que utilizan un valor mds en su
%foérmula de avance).
yini=objode.yini; tini=objode.interv(1l); h=objode.h; orden=objode.orden;
objtrap=trap2linc_h(); datostrap=objtrap.hdat;
objtrap=trap2linc_h(datostrap); inic(objtrap,objprob,objmalla);
if nargin==3
pasos=orden;
end
ykml=yini;
for jl=2:pasos
[tini,yini]=paso(tini, yini, h, objtrap, objprob, objmalla);
objode.tsol(jl)=tini;
objode.ysol(j1,:)=yini;
ykml=[yini; ykmi];
end
objode.ykml=ykmi; objode.npasosini=pasos;
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function actpaso(tkl,ykl,objode,objprob,objmalla)
%actpaso(tkl,ykl,objode,objprob,objmalla)

%actpaso@base_met_h(tkl,ykl,objode,varargin{:})
actpaso@base_met_h(tkl,ykl,objode,objprob,objmalla)
ykml=objode.ykml;

n=size(ykl,1); %El numero de filas de yk.
objode.ykml=[ykl; ykmi(l:end-n,:)];

D.2.1. Objeto bdflinc

Funciones del objeto bdflinc: inic, paso.

function inic(objode,objprob,objmalla)
% inic(objode,objprob,objmalla)

% A es la matriz de coeficientes del sistema de EDOs My’=Ay+g(t).
% La matriz C2 multiplica a Y_{n+k-1}: [y_{n+k-1} y_{n+k-2} ... y_n].
% Denotamos por ykml la matriz Y_{n+k-1}.

%Coeficientes del método BDF escritos de esta manera: alfas=[alfO alfl alf2..... ]
%Los coeficientes del método de orden 1 en la primera fila, etc.
objode.alfas=[-1 1000000 0;...
1/2 -2 3/200000 0;...
-1/3 3/2 -3 11/6 0 0 0 0 O;...
1/4 -4/3 3 -4 25/12 0 0 0 O;...
-1/5 5/4 -10/3 5 -5 137/60 0 0 O;...
1/6 -72/60 225/60 -4600/60 450/60 -6 147/60 0 O;...
-1/7 7/6 -21/5 35/4 -35/3 21/2 -7 1089/420 0];
alfas=objode.alfas;

A=objode.objfty.Alin(objprob,objmalla);
M=objode.objfty.inicM(objode,objprob,objmalla);
tini=objode.interv(1); h=objode.h; yini=objode.yini;
gO=objode.objfty.g(tini,objprob,objmalla); objode.gk=g0;
I=speye(size(A)); k=objode.orden;

objode.Cl=(alfas(k,k+1)*M-h*A)\I;
objode.C2=alfas (k,k)*M;
for jl=2:k

objode.C2=[objode.C2 alfas(k,k+1-j1)*M];
end

%Arrancamos con el trapezoidal lineal:
pasos_ini(objode,objprob,objmalla)
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function [tkl,ykl] = paso(tk,yk,h,objode,objprob,objmalla)
%function [tk1l,ykl] = paso(tk,yk,h,objode,objprob,objmalla)

% Paso del método BDF de varios 6rdenes para un sistema de EDOs lineal de Coef. const.
% ftylin contiene el nombre de un fichero (_.m) donde se define el

% 2° miembro del sistema de EDOs en la forma especial para el probl. lineal: A, G.

% yk: solucién aprox. en t=t_{n+k-1}.

% h: amplitud del paso.

% [tk1l,yk1]: valores actualizados de (tk,yk).

Whhhhhhh Paso de (n+k-1) a (n+k) para sistema de n EDOs lineales My’=Ay+G  %%h%%h%hh%

k=objode.orden; objfty=objode.objfty;

tkl=tk+h;

s=size(yk,1); %El nimero de filas de yk.

TI=-objode.C2*objode.ykmi;

gkl=objfty.g(tkl,objprob,objmalla) ;

if “isempty(gkl) %0jo inicio nulo de g(t).
TI=TI+gkl%h;

end

ykl=objode.C1%*TI;

%Actualizacidén del paso:

actpaso(tkl,ykl,objode,objprob,objmalla)

D.2.2. Objeto ndflinc

Funciones del objeto ndflinc: inic.

function inic(objode,objprob,objmalla)
% inic(objode,objprob,objmalla)

% A es la matriz de coeficientes del sistema de EDOs My’=Ay+g(t).
A=objode.objfty.Alin(objprob,objmalla);
M=objode.objfty.inicM(objode,objprob,objmalla);

h=objode.h; yini=objode.yini; I=speye(size(A));

inic@bdflinc(objode,objprob,objmalla)
k=objode.orden;
n=size(objode.yini,1);
pasos_ini(objode,objprob,objmalla,k+1)
kappa=objode.kappa; gamma=objode.gamma; alfas=objode.alfas;
objode.C1=(alfas (k,k+1)*M-h*A-kappa (k) *gamma (k) *M) \I;
C4=kappa (k) *gamma (k) *M* (-1) * (k+1) ;
for j1=2:(k+1)
C4=[C4 kappa(k)*gamma (k)*M*(-1)~(jl1)*factorial(k+1)/(factorial(k+1-j1)*...
factorial(j1))];
end
objode.C4=C4; objode.C2=[objode.C2 zeros(n)];
objode.C2=objode.C2-objode.C4;
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