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0. Introduccion

El hecho de saber fisica, o de conocer la realfitach por medio de teorias fisicas
altamente exitosas y desarrolladas, no hace ddraueslidad una realidad libre de
aspectos incomprensibles. Suceden cosas en nuegicad que quisiéramos entender
pero que, en mayor o menor medida, escapan a ausstnprension. Hay sucesos
inesperados, paradgjicos, contradictorios, jocasagicos, dolorosos, que, por mas que
sean inevitables, nos gustaria al menos compreBdtr.aspecto inalcanzado —y quizas,
hasta cierto grado, inalcanzable— de la realidasendebe solo a que la realidad es mas
compleja que las teorias fisicas de alta compl&jidal menos, por ahora, asi lo
suponemos—, sino a que nuestra realidad no eseahdad meramente fisica. Nuestra
realidad es fisica, si, pero también es biolégigamica, social, cultural, linguistica,
etcétera.

Nuestra realidad también es filoséfica. Nuestroeao a la realidad se lleva a
cabo gracias a las percepciones, pero tambiénagracilasideas que interpretan y
enriguecen tales percepciones. Gracias a ciertas identre ellas la idea genial de que
un simbolo puede representar un fonema—, por efempptiemos leer los pensamientos
que este texto pretende transmitir, y no solo wecimulo de manchas negras, delgadas
y caprichosas sobre el papel. lidsas a su vez, aunque no se introducen en nosotros
directamente por medio del aparato perceptivo, @getos que conforman nuestra
realidad. Somos conscientes, en menor o mayor @edal que otras personas tienen
ideas que no compartimos, no entendemos 0 no cmsgede que hay una gran
cantidad de ideas dignas que considerarse objetestddio y reflexion, y que con ello
podemos producir ideas de orden superior: ideaszdals ideas. Precisamente, esta
reflexion es la reflexion filosdfica.

No es aqui el lugar de discutir qué es la filosoftese a las diversas
concepciones que se tienen sobre ella (bajo ldeshasta se puede considerar, a su
vez, la idea de filosofia como un problema filosafhente relevante), e independiente-



mente de la tradicion que se siga, es posible ssegue la filosofia es una disciplina
cuyo objeto de estudio y reflexion son las idelfeas, claro esta, que en un momento
dado, o bajo cierto contexto, son ideas que resska problematicas, o que su misma
concepcion presenta dificultades, desafios conakgstw incluso practicos.

La idea desilla, por ejemplo, no es una idea problemética, y pdaahto no es
una idea relevante para la filosofia. No desafilguma intuicién, no es conflictiva con
otras ideas con las que esta relacionada, e iamibs perfectamente al objeto que nos
referimos cuando hablamos de una silla. No es def@t, pues, que la reflexion
filosofica acerca de la idea de silla sea nula.sioede o mismo, por ejemplo, con la
idea delmal o deltiempa Intuitivamente, todos “sabemos” (o creemos “sgberia
perfeccion lo que es el tiempo (los fisicos, p@mgylo, utilizan la idea del tiempo,
obteniendo resultados notablemente exitosos, senamp plantearse su naturaleza
conceptual); no obstante, y a pesar de todos loseptos y posturas que giran
alrededor de la idea de tiempo, y de las ideas sgubdan creado para mejorar su
comprension, no podemos decir que su naturalezeeptual sea comprendida en su
totalidad.

Los problemas que esta tesis abordara se encu@amtnaarcados en la filosofia
de la fisica, es decir, en la reflexion sobre ehjwato de ideas que pretenden
comprender el aspecto fisico de la realidad. Maxrebamente, los problemas que
abordaremos estan enmarcados en la filosofia dmdeanica newtoniana, en la
reflexion sobre el conjunto de ideas que pretermgnprender el movimiento de los
objetos de la realidad desarrolladas a partiratgdo tedrico de Newton.

0.1. ¢ Fisica o filosofia de la fisica?

La realidad fisica s6lo puede ser conocida bajddsedisicas. Cualquier descripcion de
la realidad fisica, cualquier explicacion de ldidzal fisica, o cualquier prevision de un
suceso fisico, se basa en alguna teoria fisicajuauésta sea ingenua, intuitiva, poco
desarrollada o poco exitosa. Precisamente, antendaietud de tener un mayor
conocimiento de la realidad fisica, la comunidaghtifica no deja de desarrollar y de
enriquecer teorias fisicas.

Con esta tesis no pretendemos contribuir al comeaito de la realidad fisica, y
por lo tanto no nos encontraremos haciendo fidioagque pretendemos en esta tesis
doctoral es contribuir al conocimiento de una ®dnabitualmente utilizada para
comprender un aspecto de la realidad fisica. Noeguas, pues, decir como es la
realidad fisica, sino decir cdmo es una teoria,acés)determinado conjunto de ideas
gue pretenden decir como es la realidad fisicaebda que aqui abordaremos seré la
mecanica newtoniana, una teoria cuyo objeto deliestés el movimiento fisico.

! S6lo por mencionar a dos gigantes de tradicioigiths —sin otorgarles por ello plena autoridad—,
tenemos a Deleuze y a Wittgenstein con concepcideeta filosofia que apuntan hacia ldeas
Deleuze, de tradicién continental, junto a Guatemgribe (considero que sin recurrir a metéforas) |
siguiente: “la filosofia es el arte de formar, deeintar, de fabricar conceptos” [Deleuze y Guaitaf5s
(1991): 8]. Wittgenstein, uno de los principalespinadores de la tradicion analitica, escribe gouato
4.112 delTractatus “El objeto de la filosofia es la clarificaciongiéa de los pensamientos. La filosofia
no es una doctrina, sino una actividad. Una oltwadfica consta esencialmente de aclaraciones.lf..]
filosofia debe de clarificar y delimitar nitidamenibs pensamientos, que de otro modo son, por asi
decirlo, turbios y borrosos” [Wittgenstein 1987 229 65]. Independientemente de estas citas, debo
reconocer que, por lo pronto, cada vez estoy mageteido de que la filosofia es la actividad reflax

en torno a las ideas (ideas, muchas veces, qediesen a algin aspecto concreto de la realidad).



Las teorias del movimiento fisico vigentes en letivadad cientifica
contemporanea son la mecanica newtoniana, la noecéglativista (especial y general)
y la mecéanica cuantica. Mientras que la mecéanigaameana habitualmente se adopta
para el estudio de la realidad fisica macroscopacmecanica relativista se adopta para
el estudio de la realidad fisica cosmologica y &camica cuantica para el estudio de la
realidad fisica microscopica. Las ultimas dos hastrado ser, frente a la primera, de
un éxito apabullante. A pesar de ello, hoy en dimécanica newtoniana sigue siendo
una teoria de suma importancia para comprendeoehmento fisico (principalmente a
un nivel macroscopico), por lo que la reflexiomgibfica sobre ella es digna de llevarse
a cabo.

La labor filoséfica que se ha realizado sobre éednica cuantica es abundante.
Desde la misma gestacion de la teoria, por ejenspio principales exponentes fueron
los protagonistas del debate sobre como debia t@depiatarse. Tal debate se ha
prolongado hasta nuestros dias, enriqueciéndose ntés interpretaciones, y es
especialmente importante para algunas ideas epkigitas como el nivel de la
objetividad y de la realidad cuantica. La misma &néza cuantica utiliza conceptos que
son filoséficamente relevantes como lo son, porbmamsoélo dos, la dualidad particula-
onda o la decoherencia. Otra cuestion célebre £nrefexiones filosoficas sobre esta
teoria es el colapso de la medicion y el caractdrgbilistico que esta detras de ella.

La labor filoséfica que se ha realizado sobre |l@ania relativista (especial y
general) también es abundante. Entre las reflegi@iluséficas mas relevantes sobre la
mecanica relativista estan las que giran en torfas a&onsecuencias de las ideas del
espacio y el tiempo asumidas por la teoria. Estgpoade reflexion ha pasado desde la
idea de simultaneidad, por la posibilidad concdptibajo esta teoria) de las maquinas
del tiempo, hasta la comprension de la relaciongyaeda la masa con la energia.

La teoria que aqui vamos a tratar, la mecanicaamgana, también contiene
algunos aspectos con relevancia filosofica. Adend&d nivel ontologico vy
epistemolégico de las ideas del espacio y del tieagumidas en mecanica newtoniana
(y, por supuesto, del movimiento que ocurre enstaatidades), esta también la
estructura infinita que ambas ideas presuponenc-tanextension como en division—y
gue, como se vera en esta tesis (sobre todo emarp parte), las reflexiones en torno
a ellas son abundantes. También, por ejemplo,fgpEnsion de ideas como fuerza y
energia, ideas que hoy en dia se encuentran fuarterarraigadas hasta en el leguaje
cotidiano, merecen una profunda reflexion filosafica reflexiébn sobre estas ideas, por
supuesto, se enriquece con el enriqguecimiento agienismas han sufrido durante el
desarrollo de teorias mas recientes. Por otro lelddeterminismo —un aspecto que la
mayoria de los cientificos desearian para susakegries también una cuestion
filosoficamente importante no sélo con respecia mécanica newtoniana, sino también
para la cuantica y la relativista.

Antes de exponer la motivacion de mi preferencialga mecanica newtoniana
para este trabajo, debo afadir la siguiente adfarano existe una frontera clara entre
la filosoffa de la fisica y la fisicdaEn muchas ocasiones, al estar haciendo un anélisis
filosofico de la fisica, puede dar la impresién giee se atiende y se resuelven
problemas de fisica tedrica (que, vistos sin suddeinterpretacion fisica, son a su vez

2 Este es un hecho reconocido en distintos lugRespecto a la filosofia de la ciencia en geneeahies:
“In the philosophy of science, specially, theradsclear line where the philosophy ends and thensei
begins” [Hitchcock 2004: 2]. Concretamente, solardilbsofia de la fisica, Lange afirma: “there i3 n
sharp line dividing physics from the philosophy mifiysics” [Lange 2002: ix]. Mas recientemente,
Butterfield y Earman dicen “it is obvious that byrdights, there is no sharp line between philogoph
physics and physics itself” [Butterfield y Earma®0Z: xviii].
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problemas matematicos). Efectivamente, como ess de algunas secciones de esta
tesis (por ejemplo, las secciones 5.5.1 y 6.2r8glgunas ocasiones se invierte bastante
esfuerzo en el desarrollo de ciertos modelos fsidonque el estudio de estos modelos
suscite problemas legitimos para la fisica tedlwayue aqui (y en la filosofia de la
fisica) nos importa de ellos son las repercusififesdficas que tienen.

0.2. ¢ Por qué considerar la mecanica newtoniana?

A pesar del éxito empirico de la mecénica cuanticea mecanica relativista, la
mecanica newtoniana esta todavia muy lejos dersetaoria olvidada, relegada o que
haya caido en desuso. No sélo es una teoria gapreede previamente a aprender la
mecanica cuantica o relativista, no sélo es unnpbe#o conceptual para comprender
mejor las teorias mas exitosas, sino que en si anjdamtea problemas que hoy en dia
constituyen la motivacién de actividades investggad relevantes. Por mencionar dos
ejemplos ricos en resultados actuales y probleptascos todavia abiertos, tenemos la
dinamica de losi-cuerpos [Saari 2005], y la dindmica de billareajdchnikov 2005].
No s6lo eso, existe el reconocimiento de un reeieggurgimiento de la atencion que se
le presta hoy en dia a la mecénica clasica paranidad cientificd.

Por otro lado, la mecanica newtoniana es la tet@lianovimiento que se ensefia
(sin entrar en muchos tecnicismos y sin profundilegmasiado) en los niveles mas altos
de educacion obligatoria de muchos paises. No a8ty especialidades enteras de
niveles de educacidon superior que tienen una iraptatrepercusion en el desarrollo
tecnologico, como la ingenieria mecanica o la imggén civil o de caminos, se
concentran exclusivamente en la mecanica newtonara la comprension del
movimiento. ¢ Por qué una teoria que hasta ciertopse ha visto opacada por la
mecanica relativista y la mecanica cuantica tiear@at vigencia en nuestros dias?
Porque, como ya dijimos, es altamente exitosa gasaribir el movimiento a escala
macroscopica; dicho con otras palabras, es laatenéis adecuada para comprender la
realidad del movimiento fisico mas proximo, inméalig cotidiano. Definitivamente, la
mecanica newtoniana es una teoria digna de atencion

Esta no es la Unica motivacién para que esta tesisentre su reflexion en la
mecanica newtoniana. Una caracteristica sumamengeriante de esta teoria es la
simplicidad de su formulacion. La simplicidad siemgera una caracteristica deseada
de las teorias, pues con ella siempre es masaf&zaider a las ideas con las que pretende
comprender cierto aspecto de la realidad, y pdotarés facil acceder a la realidad. De
hecho, el amplio reconocimiento de la mecanica oelaha frente a la mecéanica
relativista, por ejemplo, como teoria adecuada pamprender el movimiento en un
nivel macroscopico no solo se debe a una precsmpirica satisfactoria, sino a la
simplicidad de su formulacién. Al resaltar estatagnde la mecanica clasica frente a la
cuantica y a la relativista, no estamos quitandoontancia a las dos ultimas teorias. Al
contrario, la simplicidad de la mecanica newtoniemana puerta de acceso a las teorias
del movimiento mas complejas. Por ejemplo, traslélempre y cuando sea adecuado)
los resultados obtenidos bajo una formulacion neiat@a a una formulacién relativista
0 a una formulacién cuantica, en vez de planteaipfoblemas directamente bajo una
formulacion relativista o bajo una formulacion cliém respectivamente, es una

% Por ejemplo, Sussman y Wisdom asi lo reconocenerd has been a remarkable revival of interest in
classical mechanics in recent years. We now knaw ttiere is much more to classical mechanics than
previously suspected. The behavior of classicakesys is surprisingly rich” [Sussman y Wisdom 2001:
Xii].
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estrategia muchas veces conveniente. Es, de haohogstrategia que se ha utilizado
mas de una vez en los sistemas newtonianos questamente aqui vamos a abordar:
las supertareas basadas en colisiones perfectaneddticas. Por lo tanto, no
descartamos que los resultados obtenidos en sgddrgan repercusiones importantes
para la mecanica relativista o para la mecanicatmasa

La mecanica newtoniana, ademas, es una teoriaesita acorde a nuestras
intuiciones mas inmediatas acerca del movimiergto(enuy probablemente, se deba al
prestigio que goza entre los legos en fisica). Bet@s asi en las otras dos teorias del
movimiento. Por un lado, la mecéanica cuantica tasser de un éxito empirico
abrumador a pesar de su caracter probabilistioeres un alto poder predictivo bajo
un grado de incertidumbre. Por el otro lado, ladgnea relativista postula un espacio y
tiempo distintos al espacio euclidiano y al tiengpalidiano, que son los intuitivamente
mas satisfactorios; de hecho, el espacio-tiempatividta, cuando se representa
graficamente, siempre se hace inmerso en un espaciidliano. Muchas veces, es ante
este tipo aspectos contraintuitivos donde surgeamplio campo para la reflexion
filosdfica.

0.3. El indeterminismo y el fallo de la conservacivde la ener-
gia en mecéanica newtoniana

Pese al caracter altamente intuitivo de la mecame@oniana, esta teoria no esta libre
de contraintuiciones. Los problemas que aqui vaanwatar, de hecho, estan directa y
estrechamente relacionados con contraintuicionedupto de dos aspectos —aspectos
qgue nos atrevemos a llamar prejuicios— muy arraiga&ah la concepcion de la mecanica
newtoniana: el determinismo y la conservacion dmkxgia.

El indeterminismo en la mecanica newtoniana

Dicho muy parcamente, el determinismo es la daxtgne concibe un mundo (real,
tedrico o ficticio) de tal manera que la evolucidm tal mundo a lo largo del tiempo
esta, previamente al transcurso del tiempo, detexhai o fijada. Es preferible referirse
a los mundos con esta caracteristica como mundesnuristas y no como mundos
determinados, ya que esta segunda denominaciore muggerir que exista alguien o
algo que determine la evolucion de estos mundoguéono es ninguna necesidad. La
interpretacion fisica, no obstante, considera quevblucion de un mundo determinista
estda determinada por las leyes fisicas que rigerejeate mundo. Asi también, un
mundo indeterminista es un mundo que se rige pgesleue no son capaces de
especificar una Unica evolucion. (Para un tratatoienas detallado de los diversos
matices con los que se puede concebir el detemminigéase seccion 5.1).

El determinismo y el indeterminismo, ademas, secibem también como
propiedades de las teorias. La idea es bastantdlaelas teorias que postulan un
mundo determinista son teorias deterministas ytdasias que postulan un mundo
indeterminista son teorias indeterministas. En &g nos vamos a concentrar en el
indeterminismo como propiedad de la mecanica neaman

* Esta estrategia, de sistemas clasicos a relasyise sigue en [Atkinson 2007 y 2008], [Atkinson y
Johnson 2009] y en [Pérez Laraudogoitia 1998b, 2§0Z008]. Por otro lado, la estrategia de clasico
cuantico se sigue en [Atkinson 2007 y 2008] y earfdbh 1999].
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Tradicionalmente se ha creido (y se sigue creyequ®)a mecanica newtoniana
es una teoria determinista, que el conjunto déeges y asunciones implican, para cada
uno de sus sistemas, una unica evolucion. Mas i@dév mecanica newtoniana es
tradicionalmente la fuente de inspiracion de lajdeertemente impulsada por Laplace,
que concibe el mundo real, independientemente dstr@aumayor o menor ignorancia
del mismo, como un mundo determinista. Pese aadicion, es bien conocido que la
mecanica newtoniana es una teoria indeterministalg@ier sistema newtoniano,
perteneciente al mundo que postula la mecanica onégavta, que resulte ser
indeterminista es una muestra de que la teoriaiéandd es. Asi, es interesante para la
filosofia mostrar que existen sistemas indeterrt@asignmarcados dentro de una teoria
especifica, y todavia mas interesante es compregruiaqué tales sistemas resultan ser
indeterministas.

Un ejemplo sencillo de sistemas indeterministasienanica newtoniana son las
colisiones que ocurren instantineamente entre maosl cuerpos. La razon de este
indeterminismo es simple. Para conocer la evoluaditen un sistema de tales
caracteristicas tenemos la conservacion de la ienargcanica y la conservacion del
momento lineal en la colision, que podemos expresaidos ecuaciones en términos de
las velocidades constantes de los cuerpos antespuds del impacto; de esta manera
tenemos solo dos ecuaciones con mas de dos ineggeduaciones que, para un mismo
caso, tienen muchas soluciones con un sentidm ffgieciso. Otro ejemplo, y que se
encuentra en el debate actual sobre el indetennminen la mecanica newtoniana, es el
domo de Norton [2003]. Consiste en un cuerpo qudeséiza, bajo gravedad, por un
monticulo de cierto perfil. En este caso, tambitas ecuaciones que rigen el
movimiento de tal sistema presentan una gran ddaatde evoluciones con un sentido
fisico preciso. (En la seccion 5.4 tratamos coaltieel indeterminismo del domo).

Estos no son los sistemas con los que directanteitajaremos aqui (esto, sin
embargo, no quiere decir que los sistemas que iastutbs en esta tesis no tengan
repercusiones para los sistemas arriba mencionadiaes de pasar a especificar el tipo
de sistemas que aqui estudiaremos, pasemos grotstema principal que trataremos
en este trabajo.

La pérdida de la energia en la mecanica newtoniana

La idea de la energia en si es una idea filosogoderelevante. Podemos, por ejemplo,
plantear una cuestion fundamental: ¢ es la enengi@ntidad del mundo real, es decir,
se encuentra en el mismo nivel ontolégico que ljstos materiales, o es simplemente
una magnitud escalar con una peculiar importanaia [os sistemas fisicos? Cualquier
respuesta plausible que se le dé a esta pregaopaicre de una reflexion filoséfica
profunda. La cuestion, ademas, se complica si Bosafamos que la idea de energia
tiene una historia, que la idea actual de enegiana idea considerablemente distante
de la idea original. En un principio, la idea dergia constaba sélo de lo que hoy en dia
conocemos como energia mecénica: energia potamésal energia cinética. Con el
desarrollo de teorias que intentan comprender aspsctos de la realidad fisica, como
la termodinamica y la electrodinamica, el concajgcenergia se amplié de tal manera
que la energia mecanica pasé a ser una manifestaciicreta de una “entidad” de
mayor alcance, la energia en general. M4s aun.etakesarrollo de la teoria de la
relatividad, la energia dejé de ser una “entidadependiente del momento, ademas de
gue, junto con el momento, pasa a ser un reflejla adeasa en un marco de referencia
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dado —esto bajo una idea de masa, es necesario, dfestante alejada de la idea
originalmente planteada en la gestacion de la niec@ewtoniana—.

Este problema tan fundamental —el estatus ontmdde la energia—, y que
incumbe no s6lo a la mecanica newtoniana sinof@itza como disciplina que unifica
(al menos hasta cierto grado) la diversidad deelasas fisicas, no es un tema que sera
abordado en esta tesis. Es la conservacion deetgianespecificamente en la mecanica
newtoniana, el tema que aqui nos ocupara. Por stple idea de la conservacion de la
energia depende en gran medida de la idea de amprgise tenga, y por tanto también
es relevante para el estatus ontolégico de la miBmaotro lado, al tratar en esta tesis
sistemas newtonianos no conservativos, y dadoréttem fundamental que se le otorga
hoy en dia al principio de la conservacion de largia, los resultados que aqui se
presentaran son relevantes para la fundamentaeitanrdecéanica newtoniana (asi como
para la fundamentacion de otras teorias, en lasscais que sea posible enmarcar los
sistemas en otras teorias junto con sus reper@asion

La conservacion de la energia en la mecanica neam@naunque no es una idea
gue se gestoé junto con la teoria, también es watEmprana. Es a Leibniz a quien se
le atribuye esta idea, quien se percaté de queramacantidad de sistemas mecanicos
conservaban la energia a lo largo de su evolutiibniz se referia exclusivamente a la
energia mecanica, la energia cinética y la potenciao a la idea amplia que se tiene
ahora. Fue, precisamente esta idea, el punto tidgppara ampliar la idea de energia y
darle un caracter cada vez mas universal al pimdig conservacion de la misma.

Al igual que con el indeterminismo, tradicionalrtese ha creido (y se sigue
creyendo) que la mecanica newtoniana es una teoniervativa, es decir, que es una
teoria bajo la cual todos los sistemas concebibleaplen con el principio de la
conservacion de la energia. Es ampliamente conosideembargo, que para muchos
casos la energia mecéanica en si —y no la energé&aramos generales— no se conserva,
aungue en la gran mayoria de los casos si lo hagajemplos mas representativos son
los sistemas de cuerpos cuyo movimiento enfrerdezfis de resistencia (fuerzas de
friccion) por parte del medio. De hecho, este tipofuerzas pertenecen al conjunto de
fuerzas denominadas como ‘fuerzas no conservativeambién es ampliamente
conocido que el fallo de la conservacion en egte tle sistemas no amenaza a la
conservacion de la energia —concebida en térmirdssamplios—: la energia mecéanica
que el sistema pierde se transforma en energidcteriste tipo de explicacion, sin
embargo, no se puede ofrecer para los sistemagmeawbs no conservativos que aqui
vamos a tratar.

Tanto el indeterminismo como el fallo de la comaeiron de la energia presente
en la mecanica newtoniana se abordara en estacasi®l estudio de un tipo de
sistemas muy especifico: las supertareas newtaid&lamotivo principal de ello es
que, el planteamiento de supertareas dentro de arcomteérico (la mecanica
newtoniana en este caso) ha probado ser una \Gtifdra para comprender estas
anomalias. Como la comprension de la cuestion aspiencontrar las fuentes mas
profundas, genuinas y generales de estas anomaBses,camino a su vez cobra
relevancia para los sistemas anémalos que no ajeniriguna supertarea.
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0.4. ¢, Por qué analizar las supertareas?

Una supertarea es un proceso que consiste enifmog@n de una infinidad de acciones
ejecutadas dentro de un intervalo de tiempo finiko.proceso de tales caracteristicas,
claro esta, sblo es posible en marcos tedricoemlie el tiempo es infinitamente
divisible. En muchas ocasiones, debido a ciertatriceiones tedricas, es también
necesario que el espacio sea infinitamente die@sibsta caracteristica, evidentemente,
la comparten las ideas del espacio y el tiempoaguene la mecanica newtoniana.

La comprension de las ideas del espacio y el tieegpuna de las inquietudes
mas antiguas de la filosofia y, de hecho, las sapeas tienen su origen en una serie de
problemas planteados al respecto: las paradojdemi@n. Concretamente, en la célebre
paradoja de Aquiles y la tortuga, para que culrararrera, el héroe tiene que alcanzar
sucesivamente la infinidad de posiciones que prgwacesivamente va alcanzando el
reptil, todo dentro de un intervalo de tiempo finiiEsta paradoja se trata a profundidad
en el capitulo 1; el planteamiento con detallesre®ientra en la seccion 1.1).

Los procesos gue nos ocupan en la presente t®S8MmMAas que variaciones y
replanteamientos (con cierta sofisticacion) dediag@oja de Aquiles. Siempre, como ya
lo hemos dicho, enmarcados en la mecéanica newtmnidsi, la trayectoria
investigadora que seguiremos se enmarca por cargre! programa de investigacion
propuesto por Pérez Laraudogoitia en 1997:

analysing a supertask in the framework of a pregigesical theory can be a source
of interesting findings concerning the theory iftsgl..] the situation is similar to
that found in the foundations of mathematics: wbertain classical paradoxes (for
instance, the paradox of the liar) are analysetiimvithe framework of explicit,
formal mathematical languages, they become a safrageresting results about
those languages (such as Godel theorem) [Péreadagaitia 1997a: 50].

No creemos, por supuesto, (aunque asi nos gustpéalps resultados presentados en
esta tesis tengan la repercusion que tuvo el teodEnGodel (muy pocas tesis tendran,
con o sin razon, tal presuncion). Esto no impide lps resultados que presentaremos
sean una contribucién valiosa para la comprens@ta dnecanica newtoniana. Asi, el
estudio de las diversas supertareas sera la gsirgigncipal que seguiremos para
contribuir, principalmente, en la comprension de pérdida de la energia y el
indeterminismo en la mecanica newtoniana.

Es importante recordar que la idea de supertarsafere un problema objeto de
la reflexion filosofica que no se limité a los pleamientos de las paradojas de Zendn.
Se plantearon, de hecho, supertareas que difdtéanemte de la carrera de Aquiles. El
pionero en ello fue Black [1950-1], que plantea oruina que realiza una infinidad
de transmisiones de objetos materiales de unarregigacial a otra. Otro planteamiento
de alta celebridad es el de Thomson [1954-5], quesiste en una lampara que se
enciende y apaga una infinidad de veces. Ambasriboaibnes se centran en la
dificultad de especificar un estado final de loggesos que plantean, para mostrar que
la idea de supertarea es una idea que conllevaamteadiccion, una idea que no es
auto-consistente; con estos argumentos, tambidengiien mostrar que la paradoja de
Aquiles, a pesar de las soluciones tradicionakgsba a la orden del dia. Por mas que
nuestras intuiciones se posicionen a favor de estsmentos es bien conocido que
ambos son incorrectos. Benacerraf [1962], por da,laefiala que cualquier estado final
que Black o Thomson consideran contradictorio @udscripcion de las supertareas
gue plantean es consistente con el proceso quedoeatie. Esto lo corrobora Griinbaum
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[1970], presentando modelos cinematicos para aggertarea que ponen de manifiesto
la consistencia de cada estado final con el progasole antecede y que conforma la
supertarea. Este es el principio del planteamigl®csupertareas enmarcadas en un
marco tedérico especifico —especialmente compatifiela mecanica newtoniana—. Con
un origen distinto al de las paradojas de Zendnis Al Koetsier [1991 y 1995]
proponen una serie de supertareas cuyos estadbssfinnferidos por ciertos limites
(algunos sin justificacion), entran en conflictdrersi.

A pesar de que estos procesos pueden replantearge del marco tedrico de la
mecanica newtoniana, el planteamiento de supestaneacobra relevancia para el
indeterminismo y la pérdida de la energia (en taideen que se plantea) hasta la
presentacion de la supertarea de [Pérez Larauthhd®96]. Este proceso consiste en
una infinidad de particulas puntuales con una misnmasa que inicialmente se
encuentran en reposo de tal manera que las posscemque estan situadas conforman
un punto de acumulacidon en un espacio unidimenisidrzanbién inicialmente, una
Gnica particula en movimiento con velocidad cortstese aproxima al resto por el
costado donde hay una primera particula. Asumieqi® todas las colisiones que
ocurren son perfectamente elasticas, este sisten@md cabo una sucesion infinita de
colisiones elasticas, tras la cual, todas las qaa$s terminan en reposo. (Una
exposicion detallada de esta supertarea se ofmeda seccion 3.2.1). No es dificil
percatarse de la pérdida de la energia: al inaerhos una particula en movimiento
mientras que el resto esta en reposo, por lo quendagia del sistema —debido a la
particula en movimiento— no es nula; en cambidinal tenemos a todas las particulas
en reposo, y por tanto la energia del sistema ks Wer el indeterminismo requiere
atender al proceso revertido (proceso posible timbn la mecanica newtoniana): en
tal caso el sistema de particulas inicialmenteepnso puede, por si mismo, sin ninguna
fuerza exterior, abandonar el reposo ejecutangwogleso revertido (el sistema puede
auto-excitarse); pero cualquier momento, mienttasstema (0 un subsistema infinito)
siga en reposo, es adecuado para abandonar —o saguel reposo. Esta supertarea,
que llamaremos ST1, es la que mas ha repercutiddaeneflexion sobre el
indeterminismo y la pérdida de la energia. Supsstabasadas en las mismas acciones,
colisiones perfectamente elasticas, son las prdanien [Pérez Laraudogoitia 1997a y
1998a], ambas ocasionando la desaparicion dedkdad de sus particulas y por tanto
con una reversion temporal que también generagndetismo.

Ante el planteamiento de estas supertareas, tasalias que presentan son en si
la fuente principal de problemas. De esta manemaocprimer problema tenemos el
indeterminismo: ¢ por queé los procesos recién meadms generan indeterminismo? O
en otras palabras, ¢ por qué, para cierto tipostiensas, la mecanica newtoniana es una
teoria indeterminista? Como segundo problema teseatofallo del principio de
conservacion de la energia: ¢por qué las supestamgdba mencionadas violan el
principio de la conservacion de la energia? O emsgbalabras, ¢ por qué, para cierto
tipo de sistemas, la mecanica newtoniana no cunspenpre el principio de
conservacion de la energia? De estudiar, ademés, @3s problemas conjuntamente,
surge también otro problema de especial importangiaal es la relacion entre el
indeterminismo y el fallo de conservacion de largizeen este tipo de sistemas? ¢ Por
gué y cuando se presentan conjuntamente?

Ahora bien, estas anomalias descansan sobre laisidpade que las supertareas
mencionadas son sistemas genuinamente newtonigitsa justificada semejante
suposicion? Este es un problema que ha tenido temeién notable en la literatura
cientifica. Concretamente, Alper y Bridger niegare das supertareas propuestas por
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Pérez Laraudogoitia sean newtoniah@ses son los puntos principales que amenazan a
estos sistemas de no ser newtonianos: primerastardinuidad en el instante de la
colision presentada por las funciones que descidbe&elocidad y la aceleracion de las
particulas; segundo, la interpretacion local detesna que considera un infinito
potencial; y tercero, las condiciones para que asigtema se le pueda aplicar la
reversion temporal. Para el primero, Pérez Laraoitiad1999b y 2002b] aclara cdmo
es que la discontinuidad en el instante en el gqudasla colision es resuelta en la
mecanica newtoniana contemporanea con la introdimcde funcionesd de Dirac,
permitiendo también a las ecuaciones diferenciddédsnovimiento tener una solucion.
No aceptar dicha discontinuidad implicaria post@datrafias fuerzas de atraccion y
repulsion entre las particulas que colisionan. Baspal segundo punto, Alper y
Bridger [1998] proponen un analisis global, confiel de considerar un infinito
completo y no potencial, de estos sistemas decpkasi introduciendo espacios de
Hilbert a los vectores infinitos que representampdaicion, velocidad y fuerza de la
totalidad de las particulas. Pérez Laraudogoiti@99b y 2002b] sefiala que esta
propuesta es inapropiada para sistemas newtonigaa@gie viola la invariancia ante las
transformaciones de Galileo. Posteriormente, erePEaraudogoitia, Bridger y Alper
2002], Alper y Bridger proponen una nueva norma pa@s vectores infinitos, pero ellos
MisSmOos reconocen que no es apropiada para ladmdalle sistemas de infinitas
particulas a considerar newtonianos. En cuantereéit punto, Alper y Bridger [1998]
sostienen que la reversion temporal aplicablesganak sistemas newtonianos no es
aplicable a sistemas como el presentado en [Penemitlogoitia 1996]. Para este caso
en concreto, sostienen que la Unica solucion paraduaciones del movimiento bajo el
estado inicial del reposo es exclusivamente laimoation del reposo de todas las
particulas. Contra esto, Pérez Laraudogoitia [1P@9plica que dicha evolucion es sélo
una de las infinitas posibles evoluciones del siateya que la evolucion de un sistema,
bajo las ecuaciones del movimiento, depende no déloestado inicial, sino de la
evolucion de la fuerza posteriormente al estadaiahi Finalmente, en [Pérez
Laraudogoitia, Bridger y Alper 2002] se acepta aoanimidad la auto-excitacion.

Por otro lado, la busqueda de las fuentes detenmtdnismo en las supertareas
newtonianas ha tenido avances notables en losadtafios. En primer lugar, Earman y
Norton [1998a] proponen que dos son los factordesique depende el indeterminismo
para los sistemas presentados en [Pérez Larauido§y®fi6] y en [Pérez Laraudogoitia
1997a]: en el primero el indeterminismo es ocaslonzor la falta de un limite inferior
en el tamafio de los cuerpos mientras que en ehdequor la falta de un limite superior
para las velocidades que los cuerpos toman. SimmgmpPérez Laraudogoitia [1999a]
hace notar que el primer factor propuesto por Earynldorton no es acertado, y que el
indeterminismo, para ese caso, depende de questEndia minima que separa a los
cuerpos contiguos precisamente tiene un limitersupé&osteriormente, y centrandose
en sistemas como ST1, Pérez Laraudogoitia [2007bfepta como fuente del
indeterminismo el reposo relativo que la totalidedas particulas adquiere al finalizar
la supertarea. Por otro lado, Atkinson y Johns®392 muestran que el indeterminismo
puede presentarse en este tipo de sistemas debmlee ehay una gran cantidad
velocidades como estados iniciales que conducen mismo estado final. Esto da
cabida a una sugerencia interesante: cualquiedcest conjunto infinito de particulas
podria presentar una auto-excitacion indeterminsimpre y cuando tal estado se
corresponda con un estado inicial de la reversébnporal de alguna supertarea. Al
resultado de Atkinson y Johnson, sin embargo,Ite faostrar la auto-consistencia del

® Lo hacen explicitamente en [Alper y Bridger 1998]per, Bridger, Earman y Norton 2000] y [Bridger
y Alper 1999].
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proceso, es decir, mostrar que tales velocidad@sasg¢ienen tal como se supone a lo
largo del proceso; que tales velocidades son dens&s con la masa de las particulas,
con un posicionamiento de las particulas cohergntgie no ocurren otras colisiones
que las contempladas.

En cuanto al fallo de la conservacion de la emef@érez Laraudogoitia [1998b]
sugiere restaurar la pérdida manifestada con larsarpa ST1 introduciendo una
“energia de reposo”, que explica haciendo notar eueel resto de los marcos de
referencia inerciales los principios conservatiges cumplen. Mas tarde, en [Pérez
Laraudogoitia 2007a] se muestra el fracaso deexgtlicacion, pues se distingue entre
pérdida de la energia en un sentido fuerte y pardiédla energia en un sentido débil; la
primera es la pérdida de un sistema que ocurre@dmn lharco de referencia inercial
mientras que la segunda es la pérdida de un sigteesante sélo en algin marco de
referencia inercial. Alli mismo, Pérez Laraudogoifiresenta un sistema newtoniano
cuya energia no se conserva en un sentido fueoteoffo lado, Atkinson [2007]
presenta una supertarea newtoniana basada erogefiselasticas (y que solo es una
ligera variacion de ST1) que presenta una pérded&cenergia en un sentido fuerte.
Alli también muestra que, para la supertareas nmeartas basadas en colisiones
elasticas con todas sus particulas inicialmenteepaso a excepcion de la primera, la
pérdida de la energia puede identificarse cometdidistinto de cero de la energia de la
particulan ({1, 2, 3, 4, ...}) tras su primera colisién (con larficulan — 1) cuandm
tiende a infinito (véase seccion 6.1.2.2). FinaleerPérez Laraudogoitia [2008]
contribuye al esclarecimiento de la relacion emtrdallo de la conservacion de la
energia y el indeterminismo en supertareas newtagjamostrando que existen
supertareas con una gran cantidad de evoluciorsbles todas ellas conservativas, a
partir de un estado concreto. Esto muestra querdaepcia del indeterminismo en
supertareas newtonianas no implica un fallo detservacion de la energia.

0.4.1. Los objetivos del trabajo

Es la relacion del indeterminismo con la pérdiddadenergia, precisamente, la cuestion
de fondo que mas interesa y motiva este trabajo.eBibargo, esta tesis aspira a
contribuir en un sentido distinto al resultado nelie con el que se acaba de cerrar la
seccion anterior. Mientras que en esa contribusénmostré que la presencia del
indeterminismo no implica un fallo en la conserdaciaqui queremos mostrar que la
presencia del fallo de la conservacion de la eaglgi una supertarea newtoniana, no
implica la presencia del indeterminismo. Dicho re&actamente, las condiciones que
provocan que algunas supertareas newtonianas pFesgnfallo de la conservacion de
la energia —las fuentes del fallo de la conservad® la energia—, no necesariamente
provocan una generacion del indeterminismo. Lasitese de ambas anomalias son
distintas de tal manera que ambas anomalias n@Eesre presentan conjuntamente en
las supertareas newtonianas. A veces habra indetenmo sin un fallo de la
conservacion, otras veces habra un fallo de laerwasion sin indeterminismo. Si la
relacion entre estas dos anomalias contiene dsteoldspecto, entonces debe existir —
al menos— una supertarea que no sea conservalivaez que su evolucidon sea por
completo determinista. Asi, en este trabajo tambepretende encontrar un modelo de
supertarea newtoniana que presente estas cartcasti€sta inquietud, obviamente,
apunta hacia un avance en el conocimiento de d&iéel entre ambas anomalias en la
mecanica newtoniana. A su vez, se dirige haciamangor comprension de cada una de
ellas por separado. Esta comprension de ambas Hasrpar separado claramente nos
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arrojara luz sobre la relacion que ellas puedarrdgmaAdemas, abordar la relacion
como objeto de estudio, a su vez nos brindara &ma pn mayor entendimiento de las
anomalias por separado, pues la comprension deelagion en si también es
comprension de las anomalias.

Ahora bien, para poder tener una mayor comprengléh fallo de la
conservacion de la energia y del indeterminismmeaanica newtoniana por medio de
las supertareas newtonianas, considero convenian®l vez poseer un mayor
entendimiento de las ideas que conforman la mezdm@wtoniana, de los procesos que
llamamos supertareas newtonianas, y de los aspeéetts mecanica newtoniana y de
las supertareas que permiten la ejecucion deipsted procesos en un mundo descrito
por el aparato tedrico que constituye la mecanggoniana.

Como ya mencionamos mas arriba en esta introductadejecucion de una
supertarea requiere de un tiempo continuo, a laquezes favorecida por el espacio
continuo. Es de crucial importancia, pues, compeetalestructura del espacio continuo
y del tiempo continuo que asume la mecanica neamani mismas entidades que
posibilitan las trayectorias continuas que, a sua, vgosibilitan la ejecucion de
supertareas. Tradicionalmente, este aspecto hdratddo por la filosofia con el estudio
de las paradojas de Zendn. De esta manera, y @srgupertareas newtonianas tienen
su origen en la paradoja de Aquiles, en este wabajbién se pretende mostrar que las
contraintuiciones que originan las ideas del espacntinuo y del tiempo continuo y
sefaladas con agudeza por las paradojas de Zeambogssistentes con la ejecucion de
una supertarea en un mundo newtoniano. Podria 1gengae esta es una cuestion
cerrada. Sin embargo, como trabajo filoséfico geiesa tesis, no podemos pasar por
alto los argumentos que existen en contra y a fdeouna cuestién tan fundamental
para el objetivo principal que aqui perseguimosjari por supuesto una cuestién que,
por mas avanzada que se encuentre, sigue hoy emodiacando polémica. Considero
interesante, ademas, rechazar las actitudes gitanraspensar que no hay nada nuevo
qgue decir al respecto (de esto o de cualquieratestion problematica). Si éste es el
caso, es decir, si en realidad quedan cosas ny®radecir, entonces tendremos un
mayor conocimiento de las ideas del espacio comtipudel tiempo continuo, y
comprenderemos de una mejor manera las peculi@sdael estas ideas que posibilitan
sin contradiccion alguna la ejecuciéon de una sapeat

Por otro lado, pero también abordando una cuesiiiamental, en este trabajo
también queremos mostrar que los procesos fisiams lgpmamos supertareas
newtonianas son procesos legitimos. Es decir, pdado, que la idea de una supertarea
es una idea auto-consistente, que no contiene mengantradiccion y, por otro lado,
gue las supertareas newtonianas son, a pesar dadaslias que presentan, procesos
genuinamente newtonianos. Respecto de la autostensia de la idea de una
supertarea, la literatura parece reflejar un caawseonsiderable a favor; sin embargo,
repito, no podemos dejar de revisar los argumesidsrno ni pensar que no haya nada
nuevo que decir. Aqui, queremos reforzar tal aotwsistencia. En cuanto al caracter
newtoniano de las supertareas newtonianas, sesqui@strar que a lo largo de toda la
evolucion que desenvuelven los sistemas que ejedalithas supertareas, en ningun
momento violan o contradicen ninguno de los podhdgani de las asunciones que
constituyen la mecanica newtoniana. Como ya seubota mas arriba, esta cuestion se
ha abordado con profundidad en la literatura haceeferencia explicita y plena a las
supertareas newtonianas. Pese al reconocimientm @euerdo en ciertos aspectos en
[Pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper 2002], no pous dar por cerrado el problema,
pues alli mismo se manifiesta un claro antagonienice las posiciones de los autores.
En este trabajo se quiere enriquecer el debatersdst por ellos, enfrentandolo, y
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también considerando otras cuestiones que amer&zearacter newtoniano de las
supertareas; tal enriguecimiento, pondra a las rerpas newtonianas sobre
fundamentos mas solidos. Mas alla de las supesta@atonianas en torno a las cuales
gira, esta discusion también es importante pardelaarcacion de los principios y
asunciones que conforman la mecanica newtoniana. €la, pues, aqui también
esperamos obtener unos requisitos minimos que yumer a identificar los sistemas
newtonianos.

Con todo esto, hemos detectado ya los problemasigmles que este trabajo va
a tratar y hemos explicitado los resultados quéeaspobtener; sabemos donde estamos
y sabemos a donde queremos llegar. Resta por aspecificar, paso a paso, la
estrategia que se va a seguir para lograrlo, d&@acel camino que se va a recorrer
para llegar al lugar deseado a partir del lugadddros encontramos.

0.4.2. Estrategia de trabajo: estructura de la tesi

La tesis de divide en tres partes, cada una de dil&ida a su vez en dos capitulos. En
la primera parte de la tesis (capitulo 1 y 2), noscentraremos en mostrar que las
contraintuiciones en torno a las ideas del espadiempo continuos son consistentes
con la ejecucion de una supertarea en un mundoonamb. Para ello, trataremos las
cuatro paradojas de Zenon sobre el movimiento atadoja de Aquiles, la dicotomia,
la flecha y el estadio—, vistas a partir del moeimdd que la mecénica newtoniana
asume; trataremos también la paradoja de la divesidtodo lugar que, pese a que no es
directamente sobre el movimiento, nos ayudard andet la continuidad de las
trayectorias en mecanica newtoniana. Concretamentel capitulo 1 trataremos con la
paradoja de Aquiles y la paradoja de la dicotorp&gdojas que son el origen de las
supertareas), mientras que en el capitulo 2 tratasecon la paradoja de la division en
todo lugar, con la paradoja de la flecha y condeag@oja del estadio (paradojas menos
cercanas a las supertareas pero de suma imporfaenr@iaa estructura del espacio y
tiempo de la mecénica newtoniana).

En la segunda parte de la tesis (capitulo 3 y d)dedicara a mostrar la
legitimidad de las supertareas newtonianas; p&asd trataran los argumentos a favor
y en contra de la consistencia de las supertare@em®eral y de las anomalias de las
supertareas newtonianas con la mecénica newtorCaomeretamente, en el capitulo 3
trataremos los argumentos que amenazan la corgstigica de la idea de una
supertarea, mientras que en el capitulo 4 tratesdosaspectos que amenazan a los
sistemas que mas adelante trataremos de ser sisgemainamente newtonianos.

Finalmente, dedicaremos la tercera parte (caphyl®) a mostrar en qué grado
la relacion del indeterminismo con la pérdida derargia en supertareas newtonianas
permite la presencia de la segunda anomalia gimelsencia necesaria de la primera.
Concretamente, en el capitulo 5 trataremos aratigoite los argumentos que sefalan
las diversas fuentes del indeterminismo para logergos tipos de supertareas
newtonianas, con la finalidad de aclarar las fuentdel indeterminismo en las
supertareas. En el capitulo 6, seguiremos mirahdaleterminismo, pero ahora en su
relaciébn con la conservacion de la energia, miramdsu vez, a las fuentes de la
violacion del principio conservativo.

De manera detallada, el camino a recorrer —lategieaque seguiremos— en esta
tesis a lo largo de los capitulos se explicitarginaacion.
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Capitulo 1. En primer lugar, se presentaran los planteamsemdolas dos versiones de
la dicotomia y de la paradoja de Aquiles (aparthdd. El analisis de las paradojas, que
se pueden reducir a un mismo problema, se divigliralos cuestiones centrales: la
primera es la posibilidad de atravesar una infohide puntos (apartado 1.2) y la
segunda la posibilidad de realizar una infinidachd®s (apartado 1.3).

Respecto de la primera cuestion, el andlisis pamente se dirige hacia la
distincion aristotélica del infinito potencial yiefinito actual, atendiendo por un lado al
argumento de Aristoteles en contra de la posildlidiel infinito actual (seccion 1.2.1) y
por el otro al argumento de Faris [1996] que noat@n cuenta el infinito actualmente
dado (seccién 1.2.2). En segundo lugar, se ankdizélebre solucion aritmética de la
paradoja, que utiliza la nocidon de limite para mefiuna sumatoria infinita;
aprovechando que utiliza algunos recursos de digheion, alli mismo se presentara la
solucion newtoniana de la paradoja (seccion 1.ZB).tercer lugar, se analiza la
ambigledad presente en el término ‘siempre’ (0 Enépmino ‘nunca’) en el
planteamiento de la paradoja y se muestra la angiacién invalida que provoca
(seccion 1.2.4). En cuarto lugar, se aclarara as@el movimiento continuo asumido
por la mecanica newtoniana demuestra la posibildecdatravesar una infinidad de
puntos (seccion 1.2.5).

En cuanto a la segunda cuestion, la posibilidactdkézar una infinidad de actos,
se analizaran primeramente dos argumentos a fazoundfinitismo basado en la
realidad (el primero esgrimido por Black [1950-1¢lysegundo por Wisdom [1951-2])
y que objetan la realizacion de una infinidad desseccion 1.3.1). En segundo lugar,
se presentara el modelo de la carstecato modelo de trayectoria admitida por la
mecanica clasica que demuestra la realizacion dditédad de actos (seccion 1.3.2).
En tercer lugar, se analizaran dos objeciones l{zackas en Burke [2000a y 2000b])
hacia la posibilidad de la carrestaccatoen la mecanica newtoniana (seccion 1.3.3).

Para cerrar el capitulo, se enumeran cuatro aspeétioortantes a tener en
cuenta para el andlisis de las supertareas, dosomeeernen a ciertos procesos infinitos
(como el caso que plantea la paradoja) y otros qims conciernen a la mecéanica
newtoniana en relacién con la estructura infinitapp del espacio y el tiempo que
asume para el movimiento de los objetos (apartatjo 1

Capitulo 2. En primer lugar, se tratard con la continuidadadénea recta (ejemplo
elemental de una trayectoria) atendiendo a la pgade la division en todo lugar
(apartado 2.1). Inicialmente se planteara dichadma y se explicaran diversos modos
de llevar a cabo el proceso infinito que el plamieato sugiere (seccién 2.1.1). En
seguida, se analizar4 un proceso de division tafique consiste en fragmentar y
separar entre si subsegmentos de la misma linegdse2.1.2). Tras esto, se mostrara
gue una linea continua puede ser el resultado lger legecutado la division infinita con
éxito (seccion 2.1.3).

En segundo lugar, se tratara la idea de un estalantaneo de movimiento
atendiendo a la paradoja de la flecha (apartadp Mhitialmente se planteara la
paradoja asi como la solucion que tradicionalmeetella se brinda, que consiste en
distinguir entre un estado de movimiento instardageun movimiento realizado
durante un instante (seccién 2.2.1). En seguidplasgeara la paradoja considerando el
movimiento en un espacio y tiempo discretos, yisrara con ello que la conclusion
paradojica se obtiene tras un razonamiento falxi@n 2.2.2). Tras esto, se analizaran
los conceptos de velocidad y aceleracidon como [essitriterios para establecer un
estado instantdneo de movimiento, concluyendo dquguno de ellos es satisfactorio.
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Alli también se mostrara que, a pesar de lo Ultie®,posible establecer estados
instantaneos de movimiento si se atiende a ladtagia del movil (seccion 2.2.3).

Finalmente, se tratara con la relatividad de Galeelatividad del movimiento
adoptada por la mecanica newtoniana— atendiendoparbhdoja del estadio (apartado
2.3). Inicialmente se reconstruira, a partir desfireles, la version mas aceptada de la
paradoja (seccion 2.3.1). En seguida, se plant&arfparadoja considerando un
movimiento en un espacio y tiempo discretos y sBalaed una implicacion
contraintuitiva que esto tiene para el movimiesc€ion 2.3.2). Tras esto, se acudira a
las transformaciones de Galileo para resolver ladma (seccion 2.3.3).

Capitulo 3. En primer lugar, se tratara con los argumentos qmenazan la
consistencia logica de las supertareas (apartatlpo S3e empezard abordando los
procesos propuestos por Black [1950-1] (las maguileaBlack) ideados para defender
que la idea de una supertarea es contradictoriecigge 3.1.1); tras analizar el
argumento de Black y mostrar que es incorrectoci@ec3.1.1.1), se presentaran una
serie de modelos newtonianos para cada una dedlasimas y se especificara el estado
final consistente con el proceso segun cada mddekxion 3.1.1.2). Seguidamente se
abordaréa el proceso sugerido por Thomson [1954a5laMmpara de Thomson) ideado
también para mostrar la inconsistencia de la ideand supertarea (seccion 3.1.2). Tras
analizar el argumento de Thomson y mostrar que snoaéido (seccion 3.1.2.1) se
presentaran modelos newtonianos para la lampaeanyostrara que, dependiendo del
modelo que se tome, la lampara terminara encerdaj@agada en consistencia con el
proceso que lo antecede (seccion 3.1.2.2). Findémee tratara con el proceso descrito
en la paradoja de Ross-Littlewood (seccion 3.1T83s analizar los argumentos que
prescinden de consideraciones cinematicas y corapopi® con ello no queda claro el
estado final del proceso (seccién 3.1.3.1), seeptasgdn modelos newtonianos para el
proceso original y sus variaciones asi como eldestmal correspondiente a cada
modelo (seccion 3.1.3.2).

Una vez mostrada la consistencia de estas su@etase pasara a exponer los
principales problemas o anomalias que presentasulgertareas newtonianas basadas
en colisiones elasticas (apartado 3.2). En primgarl se expondra la supertarea ST1
con detalle, un modelo que —como ya hemos explitadgemente en el apartado
anterior— presenta pérdida de la energia (seccli)3En segundo lugar se hara una
exposicién de la supertarea ST2, un modelo queeptasla desaparicion de sus
particulas (seccion 3.2.2). En tercer lugar se @t la supertarea ST3, un modelo
que presenta el escape al infinito de todas sugplas (seccion 3.2.3). Finalmente se
especificara el modo en que aparecen los problemdasimportantes que plantean las
evoluciones de estas supertareas: el indeterminystagérdida de la energia (seccidn
3.4).

Capitulo 4. En primer lugar, se hara un recordatorio —valjpes@ el analisis de algunas
objeciones que se consideraran— de las leyes déoNewde las ideas que estas leyes
asumen, base de todos los sistemas que se suppmEmianos (apartado 4.1).

En segundo lugar, se consideran las objecionesratter newtoniano de las
supertareas supuestamente newtonianas (apartafloLd.rimera objecién que se
considerara consiste en advertir que supertargas &2 y ST3 aparentemente violan
el principio de conservacion de la masa. Se mastrae dicha violacién se basa en un
principio intuitivo que resulta ser inconveniente,que ante una formulacion mas
adecuada del principio, las supertareas en cuestioto violan (seccién 4.2.1). La
segunda objecion que se tomara en cuenta consisdestacar el hecho de que ST1,
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ST2 y ST3 son sistemas con masa total infinita.qiwenen si, este hecho no tiene un
buen fundamento para presentarse como problem@dro de la mecanica clasica),
de cualquier modo se mostrara que existen sisteorasnasa total finita en los que
persiste la presencia del indeterminismo y el fakola conservacién de la energia
(seccion 4.2.2). Enseguida se apreciara la objeeiontra del analisis local de la
trayectoria de cada particula, junto con la profuee un andlisis global para las
supertareas presentada por Alper y Bridger [1998].vera que el analisis global
presentado hasta ahora es altamente inconvenprgs,no respeta la invariancia ante
las transformaciones de Galileo (seccion 4.2.3s®llo, se analizara la problematica
en torno a la colision de los cuerpos por contaBiste, aunque es un problema
desafiante, no resulta ser exclusivo de las supadabasadas en colisiones elasticas,
sino de todos los sistemas newtonianos que preéseasxpos en contacto, donde se
incluyen una inmensa cantidad de sistemas que esurpen libres de anomalias
(seccion 4.2.4). La siguiente objecion que se atdrd consiste en sefalar la
discontinuidad de la velocidad y la fuerza en stante de la colision entre particulas.
Se vera que, no asumir dicha discontinuidad acguesaes inconvenientes y que,
ademas, existe el utillaje matematico adecuadorpadelar la discontinuidad junto con
la derivabilidad de la velocidad en el instantelaleolision (seccion 4.2.5). Una vez
hecho esto, se considerara la objecion que sostjgaeel proceso revertido de las
supertareas presentadas en el capitulo anteries na proceso posible. Es decir, que la
invariancia ante la reversion temporal de las leledlewton no implica la posibilidad
del proceso revertido de los procesos originalesn8strara que los procesos revertidos
si son procesos posibles y por qué el criteriolgueuestra es el mas plausible (seccion
4.2.6). A continuacion, se examinara la posiciditifita que defiende que los sistemas
infinitos en si son problematicos. Se evidenciangé @sto no es asi. Para ello, se
propondra un sistema infinito que lleva a cabo snpertarea, y que carece de
anomalias (seccion 4.2.7). En seguida, se valtaashservacion que repara en que los
sistemas en cuestiébn no toman en cuenta los efgcdwgatorios. Se aclarara que en
mecanica clasica un sistema que interacciona begos gravitatorios es otro sistema
que aquel que no lo hace (seccién 4.2.8). Por djtse tomara en cuenta la objecion
gue consiste en hacer notar que los principioodsarvacion son una parte constitutiva
de la mecanica newtoniana. Se aclarara este aspeaenciando que la pérdida de la
energia (cinética en el caso de ST1), no va enaontle la conservacion de la energia
gue se puede deducir a partir de las leyes de Mewtale la conservacion de la energia
cuando ésta se considera como un concepto que alld&le la energia mecanica. Se
presentara, ademas, una generalizacion de supertbasadas en colisiones elasticas
gue conservan la energia y el momento lineal Jgneakemos GSTC-, dejando asi en
alta sospecha la idea en que se basa esta Ultjpadwb(seccion 4.2.9).

Ante todo esto, quedara claro que, a pesar ddivassas dudas que todas estas
objeciones pueden suscitar, las supertareas qué rampl incumben si pueden
considerarse newtonianas. El recorrido por est@scioimes nos ayudard también a
realizar, a manera de caracterizacion, un listatts completo que los que hasta la
fecha se han presentado, de los requisitos quenddbe cumplir los sistemas
newtonianos (apartado 4.3).

Capitulo 5. En primer lugar, se precisara la idea de detéesmim con la que se
trabajard aqui, y se aclarara el sentido de coneebdieterminismo como una propiedad
de una teoria fisica —en concreto, de la mecatds&ca— (apartado 5.1).

En segundo lugar, se analizara la primera clasificehecha para comprender el
indeterminismo en supertareas como ST1 y ST3: spas que dependen de la falta
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de un limite superior en las velocidades y supestarque dependen de un limite
superior en el espacio entre las particulas. Saral&jaro que la clasificacion hasta
ahora propuesta (en [Earman y Norton 1998a] y @mefPLaraudogoitia 1999a]) de
estas supertareas indeterministas no es excluyemte, de hecho, ambas supertareas,
ST1y ST3, dependen de un limite superior en lanitsa entre las particulas (apartado
5.2).

A continuaciéon, se mostrara que la fuente del erdeihismo generado por
supertareas como ST2 y ST3 es la trayectoria gasi@t la desaparicion de al menos
una particula (apartado 5.3). Una vez hecho estofrecera una explicacion de por qué
es posible que el indeterminismo se presente @anss abiertos (en concreto, con
cadenas causales abiertas), sistemas como lagasapsrcon las que aqui trabajamos
(apartado 5.4).

Por ultimo, se tratard con una de las fuentesmdidtéerminismo en supertareas
como ST1: el reposo relativo de todas las particatano estado final de la supertarea
(apartado 5.5). A partir de dicha fuente, se prtasénuna generalizacion, que
llamaremos @1, de supertareas newtonianas bajo una relaciomatas constante
entre las particulas contiguas (seccion 5.5.1). €sin, se pondra de manifiesto que
entre los sistemas que incluyepls se encuentran dos hechos interesantes: el
indeterminismo bajo reposo relativo sin punto demadacion (y sin desapariciones de
particulas), y la ejecucion auto-excitaciones egpas (seccion 5.5.2). Para terminar,
se mostrard que ciertos sistemas que aparenters@mteausalmente desconectados,
resultan no serlo bajoj& (seccion 5.5.3).

Capitulo 6. En primer lugar, se comprobara que la imposidi@nlos principios
conservativos no implica la desaparicion del ingeigsmo en supertareas
newtonianas (apartado 6.1). Para ello, se anafizdds sistemas con evoluciones
indeterministas. El primer sistema, que llamare@5 consiste en una variacion de
ST1, con la particula inicialmente en movimientér@mando al conjunto en reposo por
el lado abierto (seccion 6.1.1); primeramente seutira una posible evolucién de GC
propuesta en [Pérez Laraudogoitia, Bridger y Al@e02] y se hara notar que tal
evolucion hace una suposicion que no se justiezdion 6.1.1.1); seguidamente, se
presentara la colisién global (ideada por Péreadagoitia [2005b]), evolucién que
rescata tal suposicion a la vez que impone logipims conservativos (seccion 6.1.1.2);
a continuacion, se discuten algunas dificultades dglicabilidad de la idea de colisién
global a variaciones de GC (seccion 6.1.1.3). Blusdo sistema, que llamaremos 2DC
(ideado por Pérez Laraudogoitia [2008]), es unaidapea en un espacio bidimensional
(seccion 6.1.2); primeramente, se presentaran thre$nS conservativos que pueden
desarrollarse bajo la condicion inicial especifeeguhra 2DC (seccion 6.1.2.1), para
después presentar una distincion de supertareadsmianas que resulta relevante a la
hora de considerar la pérdida de la energia es (@écion 6.1.2.2).

En segundo lugar, se analizara la posibilidad @eeyistan supertareas que sean
deterministas a la vez que no sean conservativpartéa@o 6.2). Se comenzara
presentando el proceso STMNC, una supertarea aligio conservativa y no
manifiestamente indeterminista (seccién 6.2.1)séguida se mostrara que una gama
de sistemas de GSTC son indeterministas bajo largkracion Gul; con ello se
sugerira el indeterminismo para STMNC (seccién2).Rara verificar tal sugerencia,
se presentara una generalizacion, que llamarembsd@ supertareas indeterministas
bajo reposo y distinta relacion de masas (secci@B)% Con ella, se mostrara que
STMNC efectivamente es indeterminista, de la mismaera que otras supertareas que
en la literatura se han presentado como determ{sieccion 6.2.4). Para terminar el
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apartado, se discutirdA como es que, a pesar\e t@davia se puede decir que la
generacion del indeterminismo en STMNC esta deslada de la generacion de la
energia en STMNC (seccion 6.2.5).

En tercer lugar, se vera una forma mas de enteeldémdeterminismo en
supertareas estrictamente sucesivas como STMNC ¢@&sentada ya por Atkinson y
Johnson [2009]), a saber, la infinidad de ecuasiopara las velocidades que se
conectan sucesiva y causalmente; esto demuestia gesersion temporal de STMNC
Si es un proceso indeterminista (apartado 6.3p Paio con rigor, se presentara una
generalizacion, que llamaremos G2, de supertamanianas con un mismo estado
final y una misma relacion de masas entre parscatmtiguas (seccién 6.3.1), para
después presentar una generalizacion, que llamar&gRo de supertareas newtonianas
también con un mismo estado final pero con unzilade masas entre particulas
contiguas distinta (seccién 6.3.2). Con esto,mmlimo se vera que no podemos estar
seguros, bajo esta forma de indeterminismo, que MBTMsea indeterminista. En
seguida, se analizara el comportamiento de la energGu2 y @ (seccion 6.3.3).

Finalmente, se hard una precision de los gradagiera pérdida de la energia
se encuentra conectada con los diversos tiposdiggeiminismo que hemos analizado
(apartado 6.4).
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PRIMERA PARTE

LAS PARADOJAS DE ZENON FRENTE AL MOVIMIENTO
DESCRITO POR LA MECANICA NEWTONIANA



1. La paradoja de Aquiles: ¢ es factible
una supertarea bajo el movimiento
continuo?

Du siehst, mein Sohn,
zum Raum wird hier die Zeit.

Richard WagneRarsifal.

El origen del planteamiento de supertareas se renm@mno de los argumentos mas
antiguos en la historia de la filosofia; a sabarpéradoja de Aquiles y la tortuga
planteada por Zeno6n de Elea. Este argumento pedgenan conjunto de paradojas que
concluyen absurdos de la idea de movimiento. Dicpasadojas son cuatro y
habitualmente reciben los siguientes nombres: diclatomia, 2) la paradoja de Aquiles
y la tortuga, 3) la flecha y 4) el estadi&on las dos primeras (que, como veremos en
seguida, se pueden reducir al mismo problema) les s tratardn en el presente
capitulo.

Ademas de hacer una presentacion de la problen@iiginaria, este capitulo no
s6lo busca familiarizarse con ella, sino que busmaprender los aspectos relevantes
gue se encuentran en las diversas propuestas @aciosar la problematica. Lo que
nos motiva a ello es, en primer lugar, que algw®ssos problemas aparecen de nuevo
a la hora de tratar las supertareas newtoniares segundo, que, al final de cuentas, no
podemos descartar el hecho de que surja un prokdeid@ago a la hora de analizar
alguna supertarea (incluso alguna que este trabajoya). Si esto Ultimo es el caso,
una solucion analoga sera de gran utilidad.

Por otro lado, cabe destacar que la paradoja dérZgue aqui nos ocupara se
refiere al movimiento fisico. Ante una primera imgbn, puede parecer que no es
necesario tener una teoria fisica del movimienta patender la paradoj&ero, bien

® Estas son s6lo las paradojas del movimiento. ldd@awia mas paradojas de Zenén: la paradoja de
pluralidad, la paradoja de la medicion, la parad@da division, por nombrar algunas. Se cree @z
llegé a plantear cerca de cuarenta paradojas (oaeSe en [Bunch 1982: 191] o en [McLaughlin 1998:
281]).

" Incluso hay quien lo sostiene. Garcia Pascua,epemplo, afirma que la “manera de abordar el
problema es, seguin mi opinién, desde las matersaticee nos aportan todos los recursos racionakes qu
necesitamos para tratar la cuestion de la infidit@sibilidad de la carrera entre Aquiles y la Tmya”
[Garcia Pascua 2003: 219].
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miradas las cosas, no es dificil percatarse quepses que hablamos del movimiento
fisico, y aunque no tengamos nociones técnicasndgima teoria fisica reconocida por
la comunidad cientifica, también tenemos siempremamte una teoria fisica del
movimiento. En caso contrario, ¢ cual seria entortegntido de las palabras que se
refieren al movimiento? Por supuesto, la teoriatogree en mente el lego en fisica es
una teoria intuitiva, sin desarrollar y, muy proleatente, poco exitosa. Pero esto no
quiere decir que el lego carezca de una teoriamdelimiento cuando se refiere a
semejante fenbmeno. Debido a este hecho, es niecesaurrir a una teoria fisica del
movimiento para interpretar la paradoja, para latledalgun sentido, asi como para
proponer algunas solucion&sPrecisamente, como en este trabajo se hara
primordialmente filosofia de la mecanica newtonjasera ésta la teoria fisica con la
que aqui trataremos la paradoja de Aquiles. Y, & nmportante, el modelo en un
universo newtoniano del proceso planteado por Zetendra consecuencias para la
mecanica newtoniana.

La estructura del capitulo es la siguiente. Pramemte, en el apartado 1.1, se
hace una presentacién y un planteamiento de lasate®nes de la dicotomia y de la
paradoja de Aquiles. Seguidamente, el analisiswsgeden dos cuestiones centrales: la
primera, la posibilidad de atravesar una infinidadountos (apartado 1.2) y, la segunda,
la posibilidad de realizar una infinidad de acisaftado 1.3).

Respecto de la primera, el andlisis en primer lsgadirige hacia la distincion
aristotélica del infinito potencial y el infinitocaal, atendiendo el argumento de
Aristoteles en la seccion 1.2.1 y el argumento alésFen la seccién 1.2.2. En segundo
lugar, se analiza en la seccidon 1.2.3 la célebleciom aritmética de la paradoja, que
utiliza la nocién de limite para definir una sunmeanfinita, y se aprovecha, pues
utiliza algunos recursos de dicha solucion, paesgntar la solucidbn newtoniana de la
paradoja. En tercer lugar, se analiza en la sectidd la ambigliedad presente en el
término ‘siempre’ (o el término ‘nunca’) en el pleaamiento de la paradoja y se muestra
la argumentacion invélida que provoca. En cuargaduen la seccion 1.2.5 se aclara si
acaso el movimiento continuo asumido por la meeamewtoniana demuestra la
posibilidad de atravesar una infinidad de puntos.

En cuanto a la segunda cuestion, en la seccioh 4e3analizan dos argumentos
a favor de un finitismo basado en la realidad y qbgtan la realizacion de una
infinidad de actos. En segundo lugar, en la sectiB2 se presenta el modelo de la
carrerastaccatQ modelo de trayectoria admitida por la mecaniéaich que demuestra
la realizacion de la infinidad de actos. En teldogar, en la seccion 1.3.3 se analizan
dos objeciones hacia la posibilidad de la carstagcato Finalmente, para cerrar el
capitulo, en el apartado 1.4 se enumeran cuatectmspimportantes a tener en cuenta
para el andlisis de las supertareas, dos que coani@ ciertos procesos infinitos (como
el caso que plantea la paradoja) y otros dos gueiemen a la mecanica newtoniana en
relacion con la estructura infinita propia del espay el tiempo que asume para el
movimiento de los objetos.

8 Salmon también reconoce la suma importancia de festho: “It is of fundamental importance to
remember that Zeno's paradoxes are arguments aongephysical change,physical motion, and
physical plurality. They are—so to speak—paradoxes of applmathematics. No theory of pure
mathematics can fully resolve them” [Salmon 197343
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1.1. Los planteamientos de la paradoja: la imposibidad con-
ceptual del movimiento

Es ampliamente aceptado que la dicotomia y la pgade Aquiles, aunque se
identifiquen como dos paradojas distintas, plantgsicamente los mismos problemas.
Las reflexiones, los comentarios y propuestas delueion que una merece, pues,
también las merece la oftéAmbos argumentos llegan a la desconcertante csidolu
de que un corredor no puede alcanzar su meta ocangtincante, aunque la meta se
encuentre sumamente préxima, el contrincante sealemio, y el corredor no sufra
ningun tipo de cansancio ni se tope con ningunach&h que le obligue reducir su
rapidez.

Planteemos las paradojas. De la dicotomia exigisrversiones: la progresiva y
la regresiva. La primera se puede plantear cosid@sentes palabras. Un corredor, para
alcanzar su meta, debe primero alcanzar la mithdakeino que inicialmente lo separa
de ella. Llegado el corredor a ese punto, paraillegsu meta, debe antes alcanzar la
mitad del camino que todavia le queda por recoldan vez que alcance este ultimo
punto, si quiere alcanzar su meta, debera alcamteas la mitad del camino que todavia
le queda por recorrer. Y asi sucesivamente. No ifapuantas mitades haya recorrido
ni cuantos puntos haya alcanzado, al corredor seefeguedaran muchas mas mitades
por recorrer y muchos puntos que alcanzar. Poaritot el corredor nunca alcanza su
meta’®

La version regresiva de la dicotomia tiene unaclkm@on todavia mas
desconcertante. Plantea que un corredor, parazaican meta, primeramente debe
alcanzar la mitad del camino que inicialmente loasa de ella. Pero para alcanzar este
punto, debe alcanzar antes el punto correspondielatenitad de la primera mitad. Del
mismo modo, para alcanzar este otro punto, anté&® ddcanzar el punto que
corresponde con la segunda mitad. Y asi sucesivam@omo siempre tiene un punto
que alcanzar antes de cualquier meta o sub-metaegpeoponga, por mas cerca que
éstas se encuentren de él, el corredor ni siqpiezde comenzar su recorritio.

Por otro lado, la paradoja de Aquiles y la tortegamuy parecida a la version
progresiva de la dicotomia, con la particularidadjde aquello que el corredor pretende
alcanzar también se encuentra en movimiento. Cdimele ser mas ilustrativo, el
planteamiento adopta un aire de fabula y asumeehuoerredor es Aquiles, “el de los
pies ligeros”, el héroe homeérico con habilidadéstiaas considerables, mientras que el
objeto en movimiento que persigue es una tortuga, reptil constantemente
caracterizado por una excesiva parsimonia en sarafbmo Aquiles es, sin duda
alguna, considerablemente mas veloz que la tortaignos acuerdan que ella tome
ventaja y que comience la carrera cierta distapoladelante del hijo de Tetis. La
carrera da comienzo y los dos arrancan en el misstante. En el instante en que

° Esta apreciacion ya la lleva a cabo Aristétel&sté argumento [la paradoja de Aquiles] es el mismo
gue el dicotdmico” FFisica 239b18-19]. También lo nota Moore: “This [la dimmia] is essentially the
same as the paradox of Achilles and the tortoidddbdre 1990: 25]. Faris también reconoce la
equivalencia, sefialando que se llega a ella traxambio de marco de referencia inercial: “the Aehi
argument so interpreted [en el correspondiente andecreferencia inercial] is essentially the saméha
Dichotomy” [Faris 1996: 30]. La misma apreciaciéa dquivalencia también puede encontrarse en
[Sainsbury 1988: 20] 0 en [Russell 1914: 178].

19 Esta misma version puede encontrarse en [AlpetidgBr 1997: 144], [Clark 2007: 181], [Erickson y
Fossa 1998: 49] y [Olin 2003: 191].

' La misma versién se encontrara en [Clark 2007], JB2ickson y Fossa 1998: 49], [Rescher 2001: 59]
y [Sainsbury 1988: 6].
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Aquiles alcance el punto en el que la tortuga adagsta ya habra recorrido, aunque
pequefia, cierta distancia y se encontrara en wonuento por delante de Aquiles. La
carrera continda, y en el instante en que Aquilesnae ese nuevo punto, la tortuga
habra ya recorrido otra nueva distancia y alcanaadamuevo punto por delante de
Aquiles. La carrera continua, y Aquiles alcanzarasevo punto, pero en ese instante la
tortuga se encontrara en un nuevo punto por detbntequiles. La carrera continda...
Y en todo punto nuevo que Aquiles alcance, la gartse encontrara en un punto mas
nuevo por delante. Es decir, siempre habra unardist, por mas pequefia que sea,
entre la tortuga y Aquiles. Por lo tanto, Aquilesica alcanzara a la tortutfa.

Como puede apreciarse, en ambas paradojas la iilpzsl por parte del
corredor de cumplir su cometido viene ocasionadal@anfinidad de puntos o de
intervalos de espacio que tiene por recorrer. m@ra vista, de ninguna manera es
ingenuo pensar que es imposible terminar de racona serie de puntos o segmentos
qgue habitualmente se concibe comterminable Habiendo apreciado esto, junto al
acercamiento que pretendo con los problemas quead®lante enfrentaré, considero
dos preguntas guia para abordar las propuestas cuinuacion se van a analizar:

a) ¢Es posible atravesar una infinidad de puntos sedmentos espaciales durante
un intervalo de tiempo finito?
b) ¢Es posible realizar una infinidad de accionesreimtervalo de tiempo finito?

Ambas preguntas son pertinentes a una interpretaciéwtoniana del
movimiento. La mecanica clasica asume un espadim yiempo que se extienden
ilimitadamente. Asume también que cualquier re@$pacial, asi como cualquier lapso
de tiempo, es infinitamente divisible. Asi, la m@ca newtoniana también asume una
infinidad de puntos dentro de un intervalo espaa@aligual que una infinidad de
instantes en un lapso de tiempo. Claramente, elimento referido por las dos
paradojas puede interpretarse como un movimientaneaniverso newtoniano. (Por
universo newtoniano entiendo un mundo en el cudbddos objetos obedecen los
supuestos y los principios de la mecanica newtaniam mundo que, naturalmente, no
habitamos—). En este capitulo se mostrara que @ diniverso, la conclusion de
Zendn no se sigue.

1.2. La posibilidad de atravesar una infinidad de pntos o
segmentos

La fuente antigua de mayor relevancia de las pg@adte Zendn del movimiento es la
Fisicade Aristdteles, en donde ya se proponen ideasspasaluciort® Las versiones

que Aristételes da de las paradojas de Zendén noesotodos los casos muy claras,
dando la impresion de que presuponia una famiidride su audiencia con los

2 por la celebridad que goza la paradoja, la litesatiue ofrece una exposicién de ella es abundaatis
(se puede encontrar hasta en literatura ajenairavéstigacion y al tema, por ejemplo, en el librg 1
capitulo 1, de la monument@luerra y Pazle Tolstoi). Buenas exposiciones se ofrecen errfB2007:
132], [Clark 2007: 1], [Olin 2003: 3] y [Peijnenlguy Atkinson 2008: 188]. Cabe afiadir también que,
tomando como inspiracion el célebre articulo deike®arroll [1895], Hofstadter [1979: 29-32] ofrace
divertido y didactico planteamiento en el que Aesiimantiene un dialogo con la tortuga.

13 Aunque en eParménidesie Platon ya se encuentra el argumento de lalioladaplanteado por Zenén,
la fuente més antigua de las paradojas del movimies laFisica de Aristételes (confréontese en [Faris
1996: 2-3)).
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argumentos? La idea que brinda como solucién a la paradojaAdeiles (y a la
dicotomia) es tan profunda y genial que, como vesen algunas propuestas que
paginas mas adelante vamos a considerar (por ejempla seccion 1.2.2 respecto a la
paradoja de Aquiles y en la seccién 4.2.3 respdetdas supertareas newtonianas),
sigue siendo el fundamento de modernos replanteéosig soluciones.

Aristételes reconoce dos interpretaciones de latoiwia. En primer lugar,
aquella que sostiene la imposibilidad de recorremamero infinito de subintervalos
espaciales o trechos —interpretacion que incunibgeegunta a)—, y en segundo lugar,
aquella que ve la necesidad y la imposibilidad danmeerar cada uno de dichos
subintervalos —interpretacion que incumbe a laypregb)—. En cualquier caso, aunque
en esta seccidbn nos concentraremos en la intecretajue incumbe a a), para
Aristételes la respuesta que merece cada integidatas la mism&

Antes de exponer la respuesta de Aristoteles, @ssag0 mencionar un aspecto
de la fisica aristotélica que juega un papel ctymasa resolver la paradoja. En la teoria
que Aristoteles tiene en mente, el espacio y ehf® ya son considerados como
continuos. Como cabria esperarse, la idea de cotith del espacio y del tiempo en
Aristoteles no es la misma que la que tenemos haljae

Entiendo por “continuo” lo que es divisible en dibles siempre divisibles. [...]
entonces el tiempo tiene que ser necesariamentingon(...] Y a la vez es
también claro que toda magnitud [el espacio] serdtimua, ya que el tiempo y
magnitud son divididos segun las mismas e igudilgsiahes [AristotelesFisica
232b25-233a12].

Aqui cabe plantearse una pregunta: si tenemos paciescontinuo (en el sentido
aristotélico), ¢,en donde, en qué posiciones puedarla cabo las divisiones? Planteada
de otra manera, ¢ qué numeros puedo atribuir aksipnes en las que cada division es
llevada a cabo? Por la concepcidon de continuideidniecitada, todo parece indicar que
Aristoteles al menos aceptaba un orden denso daglirto de numeros con los que
puedo posicionar cada division (y con la que puedir cada longitud espacial o
temporal). Es decir, al menos asumia —aunque neréuuna definicion clara de ellos, e
incluso no los concibiera conmiimeros- el conjunto de los nimeros racionales. Hoy en
dia, los racionales son considerados como un sjibtormas de los nimeros realés.

4 Por ejemplo, un fragmento, no en el que se delect@otomia, sino que el mismo Aristételes présen
como tal, dice: “el movimiento es imposible, pordogue se moviese tendria que llegar a la mitaglsan
de llegar al término final” [Aristoteles;isica 239b12-13]. Se aprecia que Aristoteles presumonea
amplia familiaridad con el argumento o una facfemencia de la infinidad de mitades por parte de su
audiencia.

'3 o afirma cuando reconoce ambas interpretacioffesmiemos que responder de la misma manera a
quienes preguntan con el argumento de Zendn y guieqae si para recorrer una distancia cualquiera
antes hay que recorrer siempre la mitad de lardigtahabra entonces infinitas mitades, y es inigpesi
recorrer un infinito, o a quienes sobre la basendsmo argumento plantean el problema de otra raaner
y pretenden que, para que hubiese movimiento dabretad del recorrido, habria que numerar antes la
mitad que resulta de cada mitad, de manera quedouandistancia total fuera recorrida se habria
numerado un namero infinito; pero todos reconoaem €so es imposible” [AristételeBjsica 263a4-

11].

16 Esto es s6lo bajo algunas construcciones, o tan#ida practica cotidiana que considera los nisnero
como dados. Por el contrario, en teoria de congirdn donde se da una construccién de los nimeros
(que a su vez se conciben en si como conjuntoajta ge conjuntos, los racionales no son subcadogin
de los reales. El conjunto de ¥ como racional nelesismo que el conjunto de ¥2 como real. Existen
varias formas de construir los reales. La mas ogéleb la actualidad consiste es definir los nimeros
reales como el conjunto de todos los cortes de lediedonde a su vez un corte de Dedekind se define
como un subconjunt de los racionale® que cumple que: a) @x#Q, b)gUOxOr <q—r OX, €)X
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De hecho, en fisica moderna, la continuidad deh@epy del tiempo no es mas que la
estructura correspondiente a los numeros realestah por las posiciones —para el
espacio— y los instantes —para el tiempo—:

the continuity of the Cantorean line consists [m&giin the complicated structural
relatedness of (point) elements which is specifigthe postulates for real numbers
[Grinbaum, 1970 (1967): 190].

Aunque es interesante cuestionarse si acaso Aliestottoncebia los numeros (o
magnitudes) reales (es decir, que incluyeran lasomales y los irracionales), la
pregunta corresponde contestarla a los historiadiwda filosofia antigua. Bostock, por
ejemplo, reconoce que Aristételes tenia todos lementos para hacerlo d$iPero el
punto que aqui considero interesante resaltar,uesla continuidad aristotélica no
excluye a los numeros reales. Sin ningun problepoalemos encontrar divisibles
siempre divisibles en los que las posiciones doseleefectian las divisiones sean
siempre numeros irracionales.

1.2.1. La distincion entre el infinito potencial yel infinito actual

Una vez planteada la idea de continuidad de Agkst podemos pasar a la idea central
en la que se fundamenta su solucion que €l daparkdoja de Aquiles. La cuestion
clave es que lo continuo, lo ‘infinitamente divisib para Aristoteles, no puede ser
entendido de cualquier manera. Aristoteles disengutre infinito actual e infinito
potencial. Aquello que es infinitamente divisible en sentido potencial se refiere a
aquello que tiene una infinidad de posibilidadgm{gncialidades?) para dividirse. Por
el contrario, aquello que es infinitamente divisildn un sentido actual se refiere a
aquello que puede llegar a dividirse infinitamentque ya se encuentra infinitamente
dividido. Pues bien, Aristételes sostiene que lationio, el espacio o el tiempo, es
infinitamente divisible s6lo en un sentido potehd#s imposible tener un espacio 0 un
tiempo actual e infinitamente divididd. En consecuencia, Aristételes ofrece la
siguiente respuesta a la dicotomia:

Al gue nos pregunta si es posible recorrer algmitof sea en el tiempo o en una
longitud, tendremos que responderle que en cierttidd es posible y que en otro

no tiene un Gltimo miembro. Una explicacion detidlgpuede encontrarse en [Enderton 1977: 111-21] o
en [Moschovakis 2006: 201-22]. Por otro lado, umastruccion sencilla en la que los racionales 1siuso
subconjunto de los reales puede encontrarse emgR@7: 266-72].

7 Bostock utiliza ejemplos de expresiones (o simg)ofwara referirse a un nimero entero (7), a un
racional (0.7) y a un irraciona¥2). Enseguida comentaWerefer to such amounts, as | have just done,
by using an expression for a rational or irrationamber in just the same way as we earlier used an
expression for a natural number. But Aristotlenbhgine, would have proceeded more circuitously. The
amount of duration that we call ‘0.7 minutes’ heuldbperhaps characterize as ‘the amount which bears
to 1 minute the ratio of 7 to 10’, and the amouhtength that we callv2 inches’ he would no doubt
refer to as ‘the length of the diagonal of a squarside 1 inch’. He may well have recognized tiatre
were amounts which he had no way of characteriziBgstock 2006 (1980): 140]. Los argumentos y los
pasajes que fundamentan esta opinion escapanradosses del presente trabajo.

'8 Moore da una explicacién valiosa de esta distmcifl) [infinito potencial] means that however gte

a natural number you consider, a trillion say, thosly can be divided into even more parts. (2)ritd
actual] means that this body can be divided inbmmber of parts that is greater than any naturaibar

you consider — and so infinite. Aristotle would baaccepted (1), and he would have found (2)
unintelligible” [Moore 1990: 42].
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no lo es. Si es un infinito actual, es imposibleropsi es potencial, es posible
[Aristételes,Fisica 263b2-6].

Es decir, si se pueden recorrer una infinidad d#gsuo intervalos espaciales durante
un tiempo finito, siempre y cuando estos puntasfioitos sean potenciales. El motivo,

segun Aristoteles, es que, en caso de que lostodipuntos o intervalos (espaciales o
temporales) fueran actuales, el movimiento no senfidinuo sino intermitente:

Y si tales infinitas mitades se hicieran actuales,se tendria un movimiento
continuo, sino interrumpido; y esto es lo que evidmente le ocurrira a quien se
ponga a contar a las mitades, porque un puntodemqa ser contado como dos:
sera el punto final de una mitad y el punto iniclalotra, si lo contado no es un
todo continuo singular sino dos mitades [Arist&gfésica 263a27-263b2].

El argumento de Aristételes es circufarConcluye un rechazo del infinito actual
asumiendo que el infinito actual se debe rechdzaplico. Todo parece indicar que
AristGteles asume que pdnaceractuales las mitades hay que detenerse en el panto
el que hay que actualizar cada mitad (si no, ¢ gigraydecir Aristoteles cuando habla
de un movimiento interrumpido?). Pero Aristételesntiene que no es posible
detenerse una infinidad de veces, y por tanto redeuactualizarse la infinidad de
divisiones (por otro lado, seria ingenuo pensar Aistoteles rechazaba un namero
finito de paradas). Es decir, de la imposibilidadl idfinito actual de paradas deduce la
imposibilidad del infinito actual de divisiones. &, pues, preguntarle a Aristételes:
¢por qué es imposible un infinito actual de paradasimposibilidad de completar una
infinidad de paradas, o de actos, no es mas quedeaaintuitiva de Aristoteles —asi
como de algunos fildsofos contemporaneos—. Esta ddga de interesar a la presente
seccion ya que corresponde a la cuestion planteadia pregunta b). Proximamente,
en la seccion 1.3.2, se vera que las concepcioeegspacio continuo, del tiempo
continuo y del movimiento continuo si admiten umdinidad de movimientos
intermitentes sin contradicciéon alguna. Se veragspuque, al menos bajo una
interpretacion newtoniana, la premisa de Aristétele falsa.

Cabe comentar una peculiaridad mas de la distiqmdencial-actual aristotélica
del infinito. La posibilidad potencial de todo lauel no es infinito no excluye su
posibilidad actual. Por ejemplo, una oruga no ésadimente una mariposa, pero si lo es
potencialmente. La actualidad de la mariposa, ppussto, es posible a pesar de que
anteriormente sélo era una potencialidad de la arugon el infinito —segun
Aristoteles— las cosas son diferentes. La actudli infinito no es posible, aunque su
potencialidad si lo sea. Esta es una incoherenelapdnsamiento aristotéliéd.
Ciertamente, los conjuntos y sistemas infinitosndie propiedades a veces
asombrosamente distintas de los conjuntos vy sistéimgos. Sin embargo, hasta ahora

19 En cambio, Bostock no encuentra ningin arguméwibat is clear is that Aristotle begins by claiming
that a magnitude such as a length is potentialtynbtiactually ‘infinite by division’, and then geen to
expound the sense of this claim. It may be notest that although he writes as if his claim were a
conclusion from argument it is in fact nothing bé&tsort” [Bostock 2006 (1972-3): 116]. Enseguidaek
texto principal, explico el argumento que piense gitiene Aristételes.

2 Asi lo encuentra también Bostock: “it seems egueléar that the sense in which a finite line is
potentially infinite by division is again that thpgocess of continually dividing it exists poteriiafi.e.
could exist), and so it turns out in the end that in se@se in which a line is potentially infinite by
division it mayalso be actually infinite by division. In that case, atthas become of the claim that the
infinite is potential but not actual?” [Bostock 0(972-3): 117].
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no hay ningun fundamento solido para postular laicdad de algo infinito como
imposible.

1.2.2. El infinito actualmente dado

Aristoteles niega la realizacion del infinito. D@au potencialidad del infinito, no
podemos pasar a una actualidad del infinito. ¢ Eeéohay del infinito actual dado? Es
decir, aquel que nunca ha sido potencial, sincsggrapre ha estado alli, presente, dado,
actual. Faris presenta un argumento que se enauesiirechamente relacionado con
esta consideracion.

La conclusion de Faris consiste en rechazar eimiemto ante la existencia de
un infinito actual. Si hay una secuencia infinieardarcas divisorias —argumenta Faris—,
y si para pasar de un punto a otro hay que toada unade las marcas actuales,
entonces el corredor no alcanza su destino. Deafatetallada, Faris construye en
primer lugar un argumento tradicional de la dicdmndesglosandolo en las siguientes
premisas:

(1) There is an infinite sequence €F points between S and F (namely,
the point half-way from S to F
the point half-way from that point to F
the point half-way from that point to F
and so on).

(2) If A moves from S to F, when it reaches F it tauched one by one all the
points in Q.

Therefore

(@) If A moves from S to F, when it reaches F it hauched one by one all the
points in an infinite sequence of points.

(b) It is impossible to have touched one by one imaditime all the points in an
infinite sequence of points.

Therefore

(3) A does not move from S to F [Faris 1996: 11-2],

en donde S es el punto de partidggaltingpos), F el punto que indica la meta
(finishing-pos) y A el corredor. El argumento es véalido y mereagos comentarios.

En primer lugar, para aclarar el sentido del amgubm Faris se detiene a
considerar la concepcién de punto geométrico. Aangcepta que no es capaz de
definir con precisién lo que es un pufitgpropone tomar la nocién de divisibilidad
como una idea previa a la nocién de punto; aspunto es una posible division y no
una entidad que conforma o que se encuentra espatie>’ Moore también apoya una
concepcion en la que los puntos no son los elemerdnformadores de las figuras
geomeétricas, sino las posiciones que podemos fabantilos puntos son los lugares
donde las lineas terminan, se dividen, o se en@mErtAmbas propuestas, que

1 Lo hace cuando reconoce que “and we are unalseytexplicitly what a point is” [Faris 1996, 21].

2 La explicacion es la siguiente: “The notion ofisibility is prior, we are suggesting, to that afipt; it

is not the case that we start with the notion dfpand then say that physical space is infinigilyisible
because there is an infinite number of points atlwh could be divided. Rather, we start with tiaion
that space is infinitely divisible and hold thatvintue of this a geometry requiring an infinitemiper of
points can be applied to it when a point is intetg@d as being a possible division” [Faris 1996. 24|
idea, que es interesante, es meramente intuitewa®de ella Faris no ofrece ningln argumento.

% Moore tampoco ofrece un argumento para susteatddda de punto, también interesante, que
encuentra satisfactoria: “a line is something ptio+ something that exists over and above — ahgfse
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destierran a los puntos como partes constituyetgegspacio o de algunas entidades
espaciales (como las curvas, los cuerpos, etcdejen la cuestion libre de problemas.
Con ellas nos podemos preguntar: ¢,creamos un fuot@jemplo, en la linea recta) a

partir de una divisién, o dividimos identificandoirpero una posicién? ¢Es posible

realizar division alguna sin antes detectar unacpos(que en primera instancia carece
de cualquier nimero asignado)? ¢Es posible detapgrposicion (nuevamente, sin

namero asignado) sin antes haber hecho un actavésod? ¢Hasta qué grado la

division de una regidén espacial y la localizaciom wha posicibn son la misma

operacion? Esta problematica, aunque sumamentesatde, escapa a los objetivos del
presente trabajo. Sélo se dird que existen fundermepara considerar los puntos

simplemente como posiciones en el espatiBsto de ninguna manera nos impedira
seguir los objetivos que este trabajo se ha pldatea

Sigamos con el argumento. La premisa (1) claragnestverdadera. De hecho,
existe un numero infinito de series infinitas datog distintas entre si y de la serie que
especifica el paréntesis incluido en la premisaeEzaso en el que el movimiento siga
una trayectoria unidimensional (que es el casodexta por Faris, asi como en el
presente trabajo) la segunda premisa también dadera. Por su parte, (a) claramente
se sigue de (1) y (2). Los problemas aparecen cuemasideramos la premisa (b), que
de ninguna manera se sigue de las premisas quetdaeden. En la seccion 1.3.2
veremos con detenimiento por qué —al menos en nwecalésica, que es lo que aqui
mMAas nos incumbe— esta es una premisa falsa. Ppoorito, veamos las consideraciones
qgue hace Faris, y que lo llevan a posicionarsayual que Aristoteles, en contra de la
posibilidad de un infinito actual.

Las consideraciones de Faris siguen la direccréstotélica que reconoce el
infinito potencial como posible pero el infinitotaal como imposible. Esta posicion la
empieza planteando cuando, basandose en su catelecpunto, aclara el significado
que le da a la premisa (1):

our claim is that what is really meant by ‘Theraipoint half-way from S to F’ is
‘The path from S to F could be divided by a perit#ptmark into two equal parts’.
The expression ‘perceptible mark’ may be abbregiédeémark’ [Faris 1996: 22].

Faris exige que la marca sea actualizada fisicanmrds la Unica forma de percibir una
marca es que ésta haya sido actualizada. Aquiisdeale escapa un detalle importante.
Cuando dice que un trayecto se puede dividir parmarca perceptible, cabe entonces
preguntarle: ¢ perceptible a los ojos de quién? agRakato perceptivo es el criterio para
clasificar una marca como perceptible? En otragbpat, ¢ no podriamos dividir en dos
partes la trayectoria entre S y F con una marcpenceptible? Es claro que si. Porque
unas marcas perceptibles para unos pueden norseptieles para otros. Y no soélo eso,

points on it, [...] This seems to me to be correcint® are where linedo things, such as stop, or meet.
[...] Its end point is neither more nor less than kehié stops. Points are, precisely, where linesulth
things as stop. Lines themselves, for that madtier, where surfaces do such things as stop; andcssrf
are where bodies do such things as stop” [Moor€®19358].

24 El desarrollo de esta cuestion es de una extewsidsiderable. Una excelente referencia es eldotic
de Roeper [1997], en el que se lee: “a point igcation in space. As a consequence, points aréhaot
primary bearers of spatial properties and spaghdtions, nor the primary objects of spatial magpin
This role belongs rather to the parts of space”efftw 1997: 251]. Esta construcciéon de los puntos
espaciales considera a las regiones como los sbfetmlamentales del espacio. Esta perspectiva, por
supuesto, no esta libre de controversias. Por éger@ppy comenta: “Even if it is true that pointe a
unlovely, there is nothing in mere consideratiofiscardinality that give one reason to suppose that
regions are more lovely” [Oppy 2006: 111].
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podemos dividir la trayectoria con marcas no pdibkgs; el hecho de que no podamos
corroborar la existencia de dichas marcas es umt@slistinto. Esta observacion podria
no ser ningun problema para Faris, que va mas yejmssolo exige que una marca sea
perceptible para poderla tocar, sino que “only a&ctaot potential marks, can be
touched” [Faris 1996: 23]. Y si hay que tocar umfnidad de marcas, entonces éstas
tienen que estar actualizadas. Tras estas consioleesa, Faris reconstruye el argumento
de la dicotomia como se muestra a continuacion:

(1) An infinite sequence Q’of dividing marks could be made between S and F

(namely, a mark dividing SF into two equal parts,

a mark dividing the part between that mark andté fwo equal parts,

a mark dividing the part between that mark andt& iwo equal parts, and so
on). [...]

(2") If such an infinite sequence of dividing markhas been made, than if A
moves from S to F it has touched one by one evesknm that sequence
when it reaches F. [...]

What will follow from (1) and (2") is:

(&) If such an infinite sequence of dividing markas been made, then if A
moves from S to F it has touched all the marksnnrdinite sequence of
marks when it reaches F.

But from (a’) and (b) what follows is [...] only that

(3) If such an infinite sequence of dividing markas been made A does not
move from S to F [Faris 1996: 22-3].

Esta reconstruccion también es una argumentacidilavaPero nuevamente la
conclusién no es satisfactoria. Ahora la pregurddinente es: ¢y si dichas marcas
divisorias ya estuvieran previamente hechas, es, denadie las tuviera que dibujar o
marcar, no alcanzaria el corredor su meta? No imayin motivo para dar una respuesta
negativa a esta pregunta. Por supuesto, si tad elaraso, nunca podria verificarse que
tal conjunto de marcas divisorias es infinito, pmoel hecho de contar y traer a
conciencia la cantidad contada nos ocupara siealpmenos un intervalo minimo de
tiempo, que en algun momento del conteo ya no pooseeducir. Pero no importa. No
necesitamos contarlos para recorrerlos todos. Estes el caso ni siquiera para los
conjuntos finitos. Nunca contamos —normalmente—hegs que pisamos mientras
caminamos por la calle, mas esto no nos impide tama una de ell&s.

El error en el argumento reconstruido de Fari,camo en la construccion
original, se encuentra en la premisa (b), que niggmsibilidad de tocar una infinidad
de puntos, uno por uno, en un tiempo finito. Estanpsa no es verdadera (lo que se
mostrara paginas mas adelante, en la seccion .1BoR)lo pronto, lo que ahora nos
ensefa el andlisis al argumento de Faris es goeddficabilidad (por parte de todo ser
humano) del infinito actual no implica su imposied.

% Russell coincide en este punto: “But it is notegsial to the existence of a collection, or even to
knowledge and reasoning concerning it, that we lshba able to pass its terms in review one by one.
This may be seen in the case of finite collections; can speak of “mankind” or “the human race”,
though many of the individuals in this collectior aot personally known to us. We can do this bseau
we know of various characteristics which every vidlial has if he belongs to the collection, and ifiot
he does not. And exactly the same happens in $®afanfinite collections: they may be known bgith
characteristics although their terms cannot be emated. In this sense, an unending series may
nevertheless form a whole, and there may be nemstdreyond the whole of it” [Russell 1914: 187].
Allis y Koetsier también acuerdan en este detéfls:soon as one realizes that Achilles and the diset

do not consciously pass the infinitely many poihtst separate them from the finish in our mathesnhti
model of the situation, the paradox disappearsligAd Koetsier 1995: 243].
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1.2.3. La solucion aritmética de la paradoja

Todavia no hemos analizado la paradoja de Aqudgslb mecanica clasica. Al hablar
de movimiento en los subapartados anteriores, deebtlao sin asumir explicitamente
ninguna teoria del movimiento, dando asi cabidbrestodo, a la interpretacion de la
paradoja bajo teorias intuitivas. Pues bien, dd aquadelante, restrinjamos nuestro
analisis ateniéndonos a las consideraciones delinmenwto que hace la mecéanica
newtoniana.

Comencemos por la solucion aritmética, que brintarespuesta afirmativa a la
pregunta que cuestiona la posibilidad de recomerinfinidad de intervalos de espacio
(o de los puntos que delimitan dichos intervalosyadte un tiempo finit6® A
diferencia de tomar el recorrido entero y subdiadinfinitamente, esta solucion
consiste en hacer notar que tanto los intervalossgacio como de tiempo que debe
recorrer Aquiles o el corredor son cada vez mengregie su suma, aunque tiene un
ndmero infinito de términos, tiene como resultato éntervalo finito?” Por ejemplo,
asignemos para la dicotomia una unidad de distanti® el corredor y su destino.
Supongamos también que el corredor avanza durawake ¢l recorrido con una
velocidad constante de una unidad de longitud derana unidad de tiempo. Asi,
avanzar media unidad de longitud le tomara medidadnde tiempo. Siguiendo el
planteamiento de la dicotomia, el corredor tiene guanzarj +4 +g+---+—-+--

unidades de longitud (dondeX{1, 2, 3, 4,...}, los naturales a partir del 1), glas
recorrera enj+g+4+---+-—-+--- unidades de tiempo. Ahora bien, por analisis

matematico (ahora) elemental, se sabe que dicha ®déinita tiene un limite que

corresponde a la distancia total. A sabEr,zin:%+%+§+--- =1. Lo que nos indica
n=1

que de la suma de un numero infinito de cantiddidéas puede resultar un nimero
finito.

Ciertamente, no todos aceptan que el limite deria s finitaesla suma total de
la serie. Knopp [1947: 102-3], por ejemplo, niegze da serie total, aunque sea
convergente, alcance su limite, y aclara que ‘lmssues solo una expresion para
referirse al limite de la serie convergente. Parpdstura de Knopp se fundamenta en
un argumento fala? Ademas, si dirigimos la atencién a algunos usosadeseries

% Esta solucién se remonta a Gregoire St. Vinceasapdo por Descartes, Peirce y Whitehead. Véase
[Glazebrook 2001: 199].
¢’ Esta solucion es defendida, por ejemplo, por Quithe fallacy that emerges is the mistaken notion
that any infinite succession of intervals of timesto add up to all eternity. Actually when anrnité
succession of intervals of time is so chosen thatsucceeding intervals become shorter and shémter,
whole succession may take either a finite or amitef time. It is a question of a convergent séries
[Quine 1966 (1962): 3-4]; por Rescher: “suspiciomes to focus on the contention of thesis (4) amat
infinity of finite quantities cannot yield a finit®tal. [...] an infinite number of increasingly dinishing
quantities can indeed make up a finite total — adem mathematics shows in such cases as: ¥2 +/8 + 1
+ ... = 1. So here the dismissal of premises (4 pk feliminates the inconsistency and thereby Wisso
the paradox” [Rescher 2001: 60]; y por Clark: “Rwdution was to define the sum of an infinite seias
thelimit to which the sequence of its successive partialsstonverges” [Clark 1007: 1].
n
%8 Tras mostrar que la seri z—sk para todon es siempre menor & 2Knopp concluye: “The total gift
k=0

therefore never reaches even the amouns.ofgd if we now, in spite of this, say thi“z—ln is equalto

2, then we are really only using an abbreviatedesgion for the fact that the sequence of partiaiss
tends to théimit 2” [Knopp 1947: 103]. Pero del hecho de que laasaen términos (de los cuales hay
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infinitas, es inaceptable negar que el valor duitd esel valor de la suma total. Un
ejemplo ilustrativo es el calculo de areas a pddiintegrales. Cuando se resuelve una
integral, o que en realidad se obtiene es el éimé& una sumatoria infinita que, cuando
se trata de la integral de una funcion de una bigjiase identifica con el area bajo la
curva que representa el comportamiento de dich@danY no se pone en tela de juicio
que el valor de dicho limitesel valor exacto del &rea bajo la cufVasi, ‘el area bajo

la curva’ no es una expresion que desorienta atipiante del concepto de integral, ni
tampoco es simplemente otra expresion, utilizadadpscuido o por mala costumbre,
para referirse al limite de la serie infinita. Bloar del area bajo la cunesel valor del
limite de la serie infinitd’ En la siguiente seccién se vera que la mecaniston&na,

al utilizar el concepto de integral en algunas uke definiciones, depende de esta idea
matematica.

Por otro lado, cabe mencionar que no todas lagsser subdivisiones de
intervalos, aunque sean cada vez mas pequefiags) sunaaantidad finita. Por ejempilo,
supongamos que queremos que un corredor recoridisiamcia y tiempo) la sucesion
de los intervalos comprendidos por las magnituées+,t,.--,.L,.... La carrera del
corredor entonces no tendria fin ni en distanciamitiempo, ya que se sabe que

L4 lgelylg.—co 3L
D izl+i+i+di+=o0,
n=1

una cantidad finita) de una serie no alcanza sitieimo se sigue que la suma de la totalidad aweitiés

de la serie no lo alcance. Aqui Knopp comete uleifade composicion: atribuye una propiedad de la
parte, incluso de todas las partes, al todo, lorques ninguna necesidad. En la misma posiciorckBla
niega que la suma en estos casos es una sumaagefiigrsay that the sum of the series [100 + 10+ 1

1/10 + 1/100 + ...]is 11% is to say that if enough terms of the series akert, the difference between

the sum of that finite number of terms and the rmmbllé becomes, and stays, as small as we please.

[...] Since this is all that is meant by saying tlia¢ infinite series has a sum, it follows that the
“summation” of all the terms of an infinite seriesnot the same thing as the summation of a fisgéteof
numbers” [Black 1970 (1950-1): 70]. Es valiosaXaleacion que Rescher ofrece en contra de est®pun
de vista: “Whoever thinks that this unfavourabldesedoes not sum up to one but always falls sbfoitt
just does not understand the function that thoseethittle dots are serving here: they standefocetera
meaning anall the rest” [Rescher 2001: 99].

29 En [Hughes-Halletet al 2005: 248-52] se ofrece una explicacién del comcele integracion y una
demostracion de que el valor de la integral, obdenias operar un limite a una sumatoria infinés,
exactamente el valor del area bajo la curva.

%0 Por supuesto, éste no es un hecho trivial. Eribua tonsagrado a mostrar e ilustrar que el caracte
creativo de las matematicas esta por encima détigarldgico (que incluso asi, nunca es abandonado)
Byers [2007: 39-41] explica el salto creador quelle’a concebir que detras de una suma infinita —un
proceso—y de un ndmero —un valor— hay una misew id

3L El resultado de la suma infinita de la serie cogerte correspondiente a la Dicotomia se puede

k
obtener operando un limitdm Zz_l" . Es muy ilustrativo el caso la funcién continuakd=iandokR:
=1

k- o0

I!im f(k) =1 en dondef (k) =1- (%)k En la Figura 1.1 se aprecia este comportamiesmia €lincion.

(o]
En cambio, para la seri{i =1+1+14+14... se puede ver que cada una de las subsumas dapuest
n~27374"5
n=2

en 2, 4, 16, ... términos a partir del segundo, Hengmera que qued§+(%+%)+(%+%+%+%)+m, es

cada una mayor que Y2. Por lo que de la suma totsé mbtiene ningun valor finito.
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Con lo que hemos dicho, es facil ver que, en mead&iasica, la dicotomia no
€S mas que un caso especial de la paradoja dee8glibra este planteamiento, las
fracciones correspondientes a cada intervalo depéndle la velocidad de Aquiles, de
la velocidad de la tortuga y de la distancia entajangue tome la tortuga al comienzo
de la carrera. Asumamos gxgees la distancia que toma como ventaja la tortogaes
Aquiles en el primer instante, y qkes la cantidad de veces que la velocidad constante
de Aquiles es mayor sobre la velocidad constantéad®rtuga V. = kv). De esta
manera, y sabiendo que toda velocidad constantgues al intervalo de espacio
recorrido entre el tiempo transcurrido para rectorév =2¢), Aquiles recorre una

distancia total dex, = x, Dzki =% ¥ , mientras que la tortuga atraviesa la distancia
n=0

de x =%, (D L =4[k Asi también, vemos que la suma de la secuenfiatande
n=1

distancias es finita y que el tiempo en que lasrrea (y en el que Aquiles alcanza a la
tortuga) también lo est =2 = =K : =ﬁ[{t&. Con lo que la paradoja queda

resuelta. La dicotomia (versién progresiva) se puaitar como un caso especial de la
paradoja de Aquiles, en donde la tortuga toma ‘dadlgis de longitud como ventaja (
= %) y Aquiles es el doble de rapido que la tort{kga 2).

La solucién aritmética, pues, por un lado recompaoe, como lo afirma Zendn,
los corredores cruzan una infinidad de intervaksaeiales (y especifica cada uno de
ellos); pero, por el otro lado, también reconoce glucruzar esa infinidad de intervalos
espaciales, el corredor también cubre la distamet@saria para llegar a su meta en un
tiempo finito.

1.2.4. El sentido de ‘siempre’ o de ‘nunca’ en ergumento

Incluso AristOteles reconoce la existencia de umitéf en la serie de trechos que

describen los planteamientos de Zenon. El reconientm de dicho limite nos ayuda a

encontrar una interesante falacia, que Aristotaledién detecta, y que se comete en el
planteamiento habitual de los argumentos de Ze&Sto se puede apreciar en el

siguiente fragmento, en el que también se inclyge, ser la fuente antigua mas

importante, el planteamiento aristotélico de laadaja de Aquiles:

El corredor més lentowunca podra ser alcanzado por el mas veloz, pues el
perseguidor tendria que llegar primero al puntade®nde partié el perseguido, de

Figura 1.1. Comportamiento, cuanddl[0, 10], de la funciérf: R — R definida porf(k) = 1—
@2y
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tal manera que el corredor mas lento mantendripseerfa delantera. Este
argumento es el mismo que el dicotémico, aunquelaatiferencia de que las
magnitudes sucesivamente tomadas no son dividida®® La conclusion es que
el corredor mas lentouncasera alcanzado y el procedimiento es el mismoetjue
del argumento por dicotomia (pues en ambos casosrgguye que no se puede
llegar al limite si se divide la magnitud de ciemanera, aunque en éste se afiade
que incluso el corredor mas veloz segun la tradi¢ciéne que fracasar en su
persecucion del que es mas lento); por tanto lgaeibn tendra que ser la misma
en ambos casos. En cuanto al segundo, es falsarpgus el que va adelante no
puede ser alcanzado; ciertamente, no sera alcamaihdrasvaya delante, pero
sera alcanzado si se admite que la distancia areeas finita [Aristoteledrisica
239b15-29, mis cursivas].

Cuando Aristoteles afirma que el corredor masolefé tortuga) “no sera
alcanzadonientrasvaya delante” no esté diciendo una obviedad, aaagulo parezca.
Y es que todos los puntos e intervalos que se apuert los argumentos de Zendn, son
puntos e intervalos anteriores al momento en quereédor presumiblemente alcanza
su meta. Es decir, cuando en el planteamiento geidadoja de Aquiles se llega a
afirmar que

(p) en todo punto nuevo que Aquiles alcance, laug@ar se encontrard en un punto
mas nuevo por delante

para después “aclararlo” con las siguientes pagabra

(p’) es decirsiemprehabra una distancia, por mas pequefia que sea,lantrtuga
y Aquiles,

en realidad se estd introduciendo un término ansbiguncompleto que provoca el
abandono de una precision crucial. EI hecho de pgwa cada nuevo punto (de los
puntos que pertenecen a la sucesion descrita @argbamiento) que Aquiles alcance,
la tortugasiemprese encontrara por delante, no implica que ésensentrara durante
una eternidad por delante del héroe. Porque este ultimo ‘siempeerefiere atodo
momentoque pertenece & sucesion indicadgor el planteamiento, y no @do
momentode todo el tiempo futuro posterior a la carrerfomando en cuenta esta
distincidn, entonces, concluir a partir de (p’) que

() Por lo tanto, Aquilesuncaalcanzard a la tortuga,

es un razonamiento invalido.

La descripcion de la carrera que el planteamieet@Zenon nos ofrece es una
descripcion limitada que, asi como no nos dice mi# que ocurre antes de que la
carrera comience —siguiendo el aire de fabula, ab®mos, por ejemplo, si Aquiles
estrechd o no la mano de la tortuga—, tampoco esrmada de lo que ocurre después
de que Aquiles presumiblemente alcanza a la tortMgasiquiera se dice nada del
instante en el que los competidores presumiblensengdcanzarf

%2 Faris reconoce la ambigiiedad del término ‘siempNBw the persuasiveness of the argument results
from a latent ambiguity in the word ‘always’ in tiheermediate conclusion (2) [There is always a gap
between Achilles and the tortoise]. [...] but [...pth are times later than all the tinigsty, t;, ... [cada
uno de los instantes en los que Aquiles alcanzpuosos de la secuencia infinita]” [Faris 1996: 231-
Rescher también detecta la misma confusion: “a deeprlying equivocation is at work in the paradox
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Muy probablemente, una de las razones por lasAgg®dteles se percatd de la
ambigiiedad que encierran los términos ‘siemprehunca’ es que, incluso bajo la
teoria del movimiento que presumiblemente Zendrsidena, es posible encontrar un
punto en el que los corredores se encuentranglhraanto es simple. Supongamos que
las velocidades de Aquiles y de la tortuga sorstglgée, por cada tramo de distancia
recorrido por la tortuga, el héroe recorre el dol distancia inicial que separa a
Aquiles de la tortuga eg. Asi, cuando la tortuga recorra una nueva distargi
Aquiles recorrera una distancixp2la distanciaxy que inicialmente lo separaba del
reptil mas la nueva distancia que recorre la tortuga. Por lo tanto, en ese eston
Aquiles alcanza a la tortuga.

Bajo las mismas consideraciones, la mecanica néaviamos indica el mismo
resultado —a éste nos referiremos como la ‘soluo@ntoniana’ de la paradoja—. Si
Aquiles alcanza a la tortuga, entonces debe dérexispunto (de encuentrad > 0 en
el espacio que Aquiles y la tortuga comparten einstante de (de encuentrig)> O.
¢Existe tal punto? De entrada, segun la mecéanigsical no lo sabemos. Para
averiguarlo, acudamos al concepto newtoniano deciield (v = %) y resolvamos para

la velocidad de Aquiles y para la velocidad deolduga, ambas desde sus posiciones y
tiempos iniciales hasta un punto y un instante tBipmp que ambos corredores
comparten. Asi,

Xe te Xe te
jdx:vAjdt y jdx:vTjdt. (1.1)
0 0 do 0

De este sistema obtenemos que en un tietm;tq/:’%VT tanto Aquiles como la tortuga

alcanzan la posicion horizonta] = (1—3—;)_1d0. (Recuérdese que las integrales en (1.1)

no son mas que los limites de sumatorias al iofind sea que, el argumento
newtoniano que ahora se esta dando incluye laiéal@aitmética). Ahora bien, esto
nos indica que SI; < v, entoncese < 0 yte < 0, es decir, que la posicion y el instante
en el que Aquiles coincide con la tortuga es amtexila carrera; o sea, que Aquiles no
alcanza a la tortuga. Por otro ladoysF v, entonces = « y te = o, lo que quiere
decir gue no hay ninguna posicion ni ningun ingaie comparta simultdneamente
Aquiles con la tortuga en todo el espacio y todiieehpo del universo, ya queIR; en
otras palabras, Aquiles jamas alcanza a la tortBgao como nuestras condiciones
iniciales consideran queg > v, entoncesc y te toman valores finitos y mayores a cero.
Aquiles, pues, alcanza a la tortuga en un tiempuitofi

Tanto la teoria intuitiva de Aristételes (y supms, también, la de Zendn),
como la mecanica clasica no sélo nos afirman quelégjalcanza a la tortuga, sino que
nos indican el punto preciso y el tiempo en queraéuel alcance. Con esto, es facil
percatarse que el planteamiento de Zenon conctuyagdosibilidad de llegar a la meta
con una descripcion de la carrera que precisaneade la inclusion de la meta. Para
que quede completamente claro, obtengamos unafupara la posicion, y otra para el
tiempo, que analice cada uno de los puntos nuewesattanza Aquiles, enumerados
con el ndmero natural{0, 1, 2, 3, 4, ...}, y veamos que sus imagenes gpriuentre
muchos otros, el punto y el instante en que elehpresumiblemente alcanza al reptil.

as between ‘the sequence of catch-upminding(limitless)in stepsand ‘the sequence of catch-ups is
unending(limitless)in time’ The two expressions have a different sense tit@icatch-up sequence just
does not cover the whole of the future, seeingithatnverges to a final limit even as 1/2 + 1/4/8 +

. converges to 1. Thus the steps of that sequen@ in endless totality, will only cover a finite
timespan” [Rescher 2001: 99]. La misma apreciatadnbién puede encontrase en [Black 1970 (1950-1):
69] y en [Ryle 1954: 50].
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Por analisis algebraico sabemos que la sunratdeminos de una serie convergente de
razonr es

Sn:nz_lairk =a1(j-f_rrn)’ (1.2)

dondea; es el primer término de la serie. Tomando en eugdmo lo hicimos en la
seccion anterior) que Aquiles es dos veces madaapie la tortuga (y por tanto, que de
cada tramo espacial que Aquiles recorra, la torregarrera sélo la mitad: = ¥2), a
partir de (1.2), es directa la obtencién de laadisias recorrida respectivamente por
Aquilesxy(n) y la tortugax(n) en el momentm a partir de que la carrera comienza (en

el momento 0):
1 1
@00=x{2—zﬂj y x00=&{2-53- (1.3)
Para obtener el tiempo, basta con considerar queldaidad constante de un objeto es
la distancia que recorre dividida por el tiempoeéque tarda recorrer dicha distancia.
Asi, de los resultados obtenidos en (1.3), obtesejue, del momento 0 al momemto
el tiempo transcurrido es

%[, 1% 1)
t(n) =2 2-— =2 2-=—|, 1.4
0-3(a- )53 o
Si, por simplicidad, trabajamos con unidades dedtsax, y unidades de velocidadg,
(1.4) se expresa
1
t(n) :(2— 2”‘1) gL
Asi, de (1.3) podemos ver que la imagenxge) es {0, 1,%, 7%, ..., 2=V, ...},
mientras que la imagen de(n) es {1, %, 7%, ..., 2%, ...} QquUe son unos

subconjuntos del intervalo real o, si se quieraadaacer justicia a los tiempos de
Zendn), racional [0, 2). Del mismo modo, el tiengresado en (1.5) es una funcién
cuya imagen es el conjunto {0, %, 7, ..., 2%, ...}, también es un subconjunto

del intervalo [0, 2). Esto es relevante. Por mande que sea cualquierposicion nno
dejara de referirse a una posicion menor a 2 upildd distancia. Y cualquisromento

n no dejara de referirse a un instante menor a@ades de tiempo transcurrido a partir
del comienzo de la carrera. Pero, precisament&y tansolucion aritmética como la
newtoniana (e incluso la aristotélica) nos informgme Aquiles alcanzara a su
adversario en el punto= 2 y en el momento en el que el tiempo transgarson 2
unidades, posicion y momento que no pertenecermrglmto deposiciones mi de
momentos wlel planteamiento de Zenon.

Esto muestra claramente como es que el desglogatdanfjue expone el
planteamiento de Zendn, asi como no nos cuenta dedi@a que sucede antes de que
comience la carrera, nada nos cuenta de lo queemeoen el instante en el que Aquiles
presumiblemente alcanza a la tortuga ni de ningomemto futuro. El planteamiento de
Zendn no nos cuenta que Aquiles alcance a la @rfpgyo de ello no se puede deducir
gue nuestro héroe no alcanza al reptil. De la misraaera que de la fabula de Esopo
no se puede deducir que la tortuga no se come ligbee el siguiente dia de su
competicion, simplemente porque el fabulista no leosuenta. En la conclusion de
Zenon, ‘todo momento’ no es la totalidad del tiempictampoco una eternidad futura.
Es un subconjunto de instantes del intervalo teaipf), 2), instantes en los que
Aquiles todavia no ha alcanzado a la tortuga. Rguesto, a partir del mismo
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planteamiento de Zenén, tampoco se puede dedueiAquiles alcance a la tortudf.
Para ello, es necesario acudir a otras consideressiocomo lo hace la solucién
aritmética, la mecéanica newtoniana, e incluso daiaearistotélica del movimiento, que
enriguecen el planteamiento de Zendn, pero queiéangagan el costo de definir una
suerte para los corredores.

Es importante sefialar que, interpretado bajo laamiea newtoniana, el desglose
infinito planteado por Zendén nos ayuda a comprerideue hay detras de las
ecuaciones (1.1); a saber, que las trayectoriasmdeimiento, en un universo
newtoniano, son trayectorias continuas. Y si lyectoria es continua, entonces el
limite de posiciones que sigue una trayectoriaese tque corresponder con la posicién
qgue toma el cuerpo (que no desaparece) en el iesjae se corresponde con el limite
de instantes en los que se desenvuelve la trajedis decir, que si el cuerpo tiene una

trayectoria tal que cruza por las posicioresO, 1,%, 7, ..., 2=%., ... (Que tienen
como limitex = 2) respectivamente en los instantes0, 1,%, 7, ..., 2=}, ... (Que

tienen como limited = 2), entonces, si el cuerpo e 2 existe, necesariamente se
encuentra er = 2.

Pero la continuidad del movimiento (en el sentidmderno) no esta
contemplada por el planteamiento de Zenén. El mcariento, pues, de la historia
incompleta, que consiste en el desglose de unaidafi de puntos, planteada por
Zenodn, nos ensefia una cuestion de suma importameiaonviene mantener en mente:
que dicha historia no implica ni la posibilidad lai imposibilidad de la carrera. La
solucién newtoniana que arriba hemos expuestoc@sio las otras soluciones, no
contradicen la historia referida por el plantearuemhe Zendn. Otras consideraciones,
supuestas, por ejemplo, bajo otras teorias del miemto, podrian dar un fallo
desfavorable para Aquiles. Una conclusion tal,dsida, también puede ser consistente
con el relato de Zendt.

% Peijnenburg y Atkinson reconocen este hecho: “Zeihes as we have now conceived them are silent
about whether Achilles might attain any points ottien the Zeno points. A fortiori they say nothing
about whether or not Achilles might reach the patéir non-Zeno point that is the limit point 1. hhéght

or he might not: either possibility is compatibléhwthese Zeno rules” [Peijnenburg y Atkinson 2008:
189]. En la misma linea, Benacerraf afirma: “In theecourse, covering all the Z-points at leastigdhr
determines where you are: you cannot cover theraralremain in the Z-set” [Benacerraf 1970 (1962):
115]. Esta afirmacién, sin embargo, no siempreegdadera. Es verdadera —y esto es lo que parece ser
gue Benacerraf tiene en mente— si asumimos quédgsctorias del movimiento son continuas. En
cuanto a terminologiaZeno pointso ‘Z-points es el conjunto de puntos indicados por la suceside
especifica el planteamiento de la paradoja.

% Cabe comentar que, de hecho, existen replantetusida la paradoja de Aquiles en las que la sgerte
torna adversa para el héroe. Bunch [1982: 200].efemplo, muestra que, si nos atenemos a laateori
general de la relatividad, en una carrera entrel@g|y la tortuga que tiene lugar en las proximaade

un agujero negro, la ganadora definitiva es lautmt Por otro lado, Alper y Bridger [1997: 163]
muestran que si nos atenemos a la mecénica cuantoaocemos con precision la velocidad de Aquiles
entonces a partir de cierto nimero de pasos laecigdén de la posicién del corredor se vuelve
descomunal, lo que es equivalente a no tener lamdaa del lugar donde se encuentra. Peor todavia,
Silagadze [2005: 2893-6] muestra que si tomamazuenta las implicaciones de medir los subintervalos
en la carrera, la mecanica cuantica dice que Agjuilesiquiera puede comenzar la carrera. Al utiliza
teorias distintas de la mecdanica clasica, no quorefe a los objetivos del presente trabajo tratar c
todos estos argumentos.
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1.2.5. La version regresiva y la falta de un primepunto

Aunque la mecanica clasica tiene un argumento @r fd& un dictamen sobre la suerte
del corredor, en este punto de la discusion erotarfa paradoja de Aquiles es justo
plantearse la siguiente pregunta: ¢demuestra |amoacnewtoniana, bajo la idea de
movimiento que asume, que el corredor atraviesainfiridad de puntos cuando se
mueve? La respuesta, que para algunos puede reged@pcionante, es negativa. La
mecanica newtonianao demuestrasino queasumeque el corredor, siempre que se
mueve, atraviesa una infinidad de puntos. Esto edge,da que asume un espacio
continuo, un tiempo continuo y trayectorias cordsi\uy por tanto, cualquier cambio de
posicion implicara cubrir la totalidad de los pusgue se encuentran en la trayectoria
que sigue®

Viene al caso destacar ahora esta cuestion, pdoqgae esta seccion quiere
sefialar es que Zendampoco demuestrgue es imposible atravesar una infinidad de
puntos. De la misma manera, Zerasumela imposibilidad de atravesar una infinidad
de puntos. Esto se aprecia al analizar la vergigresiva de la dicotomia. Su conclusion
se obtiene a partir de la siguiente argumentacion:

Como el corredor siempre tiene un punto que alcaanzi@s de cualquier meta o
sub-meta que se proponga, por mas cerca que éstascaentren de él, ni
siquiera puede comenzar su recorrido.

Es decir, como no hay un primer punto que alcanzamo de su punto inicial a
cualquier punto que se proponga como meta hayniimédad de puntos, el corredor no
puede iniciar su movimiento, no puede moverse. gidele se obtiene esta conclusion?
Unicamente a partir de la premisa que afirma queacslimiento es imposible que se dé
entre una infinidad de puntos. ¢De donde saca Zeu@n el movimiento debe
especificar un primer punto al que se movi6? Solenale suponer que todo
movimiento debe especificar un primer punto. LasMgr progresiva sigue un
razonamiento en la misma linea. Como no hay umdltpunto anterior a la meta
esperada, como entre el punto inicial y el final biaa infinidad de puntos, el corredor
no alcanza su mefA.

Habiendo notado estas asunciones hechas por Enimoaclasica, por un lado, y
por los argumentos de Zendn, por el otro, parederague la discusion entre ambas
posiciones no tiene ninguna direccion. Ni la mecamiasica tiene que decir nada a los
argumentos de Zenon (pues soélo puede negar unaisigposuponiendo lo contrario),
ni los argumentos de Zendn tienen nada que dedometna de la mecéanica newtoniana.
Esto no es asi cuando se toma en cuenta una itelgsetaciones contemporanea a las
paradojas, a saber, la que considera que el argarderZenédn en realidad defiende la
imposibilidad de llevar a cabo un namero infinite dctos durante un tiempo finito.
Esta es la idea central que corresponde discugt siguiente apartado, donde entonces
se vera que el papel de la mecéanica newtoniarsarsiexante.

% Griinbaum también se percata de este hecho y pobwesta una justificacion para considerar la
continuidad del espacio y el tiempo: “What is regdiin order to refute Zeno’'s objections to the
mathematical theory of motion is a proof that neitthe denseness of its ordering of the constituent
events of the motion nor such features of this gge@s are entailed by this denseness properttitatss
obstacles to its inception and consummation eititdinally or metrically” [Griinbaum 1970 (1955):
173].

% peijnenburg y Atkinson aprecian un aspecto quetapa la misma direccién: “Zeno’s grand paradox
shrivels into a mere tautology, stating no morenthizat a runner who is confined to Zeno points is
confined to Zeno points” [Peijnenburg y Atkinsor030 189].
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1.3. La posibilidad de realizar una supertarea

La paradoja de Aquiles se puede interpretar deglaente manera. Cuando Aquiles
alcanza el primer punto (el punto de donde partertaga), en realidad esté llevando a
cabo un primer acto. Cuando corre desde este ppurgo y alcanza el segundo, realiza
un segundo acto. Etc. Visto de esta manera, Aqual@es de alcanzar a la tortuga, o
sea, para alcanzarla, tiene que llevar a cabondimédiad de actos. ¢ Es esto posible?

En este apartado se vera que, bajo un movimieottincio segun la
modelizacion newtoniana de la carrera, esta pragmerece una respuesta afirmativa.
Esta respuesta se fundamenta en una modalidad dardara de Aquiles que, a
diferencia de las interpretaciones habituales gdigmales, no consta de un avance con
velocidad constante; a saber, la carsgecato Antes de tratarla y de considerar las
diversas objeciones que se han presentado, es@teatiar el origen de la cuestion.

1.3.1. Un finitismo basado en la realidad

La critica mas profunda a la solucion aritméticdaesuscitada por Max Black [1950-1]
en un articulo en el que, por vez primera, se tcata profundidad la idea de una
supertarea. Alli, Black niega que la solucion agtiica resuelva la paradoja de Aquiles.
La razon de esto es que —segun Black— semejantei@olasume la posibilidad de
llevar a término una secuencia infinita de actosieriempo finito>’ Es decir, que la
solucion aritmética asume la ejecucion satisfagtdei una supertarea. Pues bien, la idea
de supertarea —Black defiende— es una idea coctiwadi*®

La idea principal en la que se basan los argurseii¢ Black (con cada una de
Sus supertareas que se tratardn con detenimiedtosatcion 3.1.1) consiste en hacer
notar que a cada acto de la secuencia infinite geiéde asignar un namero natural, y
que la lista de los nUmeros naturales es interrfén& mismo reconoce que esta idea
es la base de sus argumentos:

every series of acts is like counting in requirihg successive doing of things, each
having a beginning and end in space or time. Aiglishall that was used or needed
in our arguments [Black 1950-1 (1970): 79].

Efectivamente, todos y cada uno de los actos derla infinita tienen un principio y un
final. Antes del numeram estad eln — 1, y después deat el n + 1. Si dividimos
infinitamente y tomamos el planteamiento de Zendma una secuencia infinita de
actos, en correspondencia con los niumeros natugabelemos también encontrar el
punto inicial —en espacio y en tiempo-y el pumalfde cada acto. Concretamente, si
seguimos los intervalos que nos ofrece la soluaidimética, el actmm comienza en
1--4 yfinaliza enl-— unidades de longitud o de tiempo. El problema piaak, y

znfl
esto sera manifiesto con mayor claridad cuandaabcan sus maquinas infinitas, es
que no se puede especificar un udltimo numero deteconi un ultimo acto de la
secuencia, y por tanto no es nada claro que seapesukcificar un resultado total y
consistente para la infinidad de actos. De la mismanera, tampoco se puede

3" Lo manifiesta en el siguiente pasaje: “I havedttie show that the popular mathematical refutatibn
Zeno's paradoxes will not do, because it simplyuass that Achilles can perform an infinite seriés o
acts” [Black 1950-1 (1970): 80-1].

% Lo explicita claramente: “I am going to argue thia¢ expression, ‘infinite series of acts’, is self
contradictory” [Black 1970 (1950-1): 72].
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especificar ni un dltimo punto ni un ultimo instarde la secuencia total. Pero, no se
puede simplemente porque no lo tiene.

Aunque Black es completamente consciente de quegumento va en contra
de la ideade una infinidad de actos, a favor de la incoasist I6gica de semejante
idea® al final termina encontrando un aval de su argumen la realidad:

But Achilles is not called upon to do the logicaillgpossible; the illusion that he
must do is created by our failure to hold sepattagefinite number ofeal things
that the runner has to accomplish and the infisitges of numbers by which we
denote what he actually does. We create the illusfadhe infinite task by the kind
of mathematics that we use to describe space, &intemotion [Black 1970 (1950-
1): 81, mis cursivas].

Vista la situacién desde la realidad, es una oladeglie Aquiles alcanza a la tortuga en
un namero finito, e incluso pequefio, de pasos sé&alitn este sentido, la respuesta mas
cabal que se le puede brindar a Zendn es: “veds enlrallas de Troya y ve tU mismo
como Aquiles alcanza a tortugas y a troyanos”. lBeeono es el punto interesante en la
discusion actual de las paradojas de Zendn. Sedematliscutir la consistencia entre las
concepciones matematicas adoptadas por las tedisams (que describen el
movimiento de un mundo, semejante al que habitaomrsmayor o menor éxito) en la
interpretacion que hacen éstas de las paradojagedén, no para conocer mas la
realidad ni para mero entretenimiento intelectsalp para saber a qué atenernos al
considerar ciertas teorias y concepciones. Porestipuun paso real no es igual a un
paso conceptual. Pero precisamente la cuestiory,@mo debe ser nuestro paso
conceptual? ¢Cémo acotarlo, restringifo®Que sélo veamos pasos grandes,
macroscopicos, ¢quiere decir que no pueda habes pabkitrariamente pequefios? Ya
hemos visto que cualquier suerte para Aquilesgisdénente consistente con la historia
planteada por Zendli.Dependiendo de la teoria fisica que consideres®s, el final
de los corredore®. La mecéanica newtoniana, al menos, nos permite lmo@asos
arbitrariamente pequenos, y lo que ahora se buscatid son los problemas que esta
idea plantea, asi como sus posibles consecuen@asalusiones a la realidad salen
sobrando.

A diferencia de Black, que soélo encuentra un awalsd conclusion en la
realidad, Wisdom fundamenta su posicién en ladadli En primer lugar aclara que

%9 Después de describer el funcionamiento de Alphaprimera méaquina infinita, hace el siguiente
comentario: “I hope nobody will object that the waad tear on such a machine would be too severe; o
that it would be too hard to construct! We are ihegivith the logical coherence of ideas, not witle t
practicability of mechanical devices” [Black 197®60-1): 75].

“C En la misma linea que Black, Bergson subraya: f@uachille poursuit la tortue, chacun de ses pas
doit étre traité comme un indivisible, chaque paslal tortue aussi. Aprés un certain nombre de pas,
Achille aura enjambé la tortue. Rien n’est plusgeh[Bergson 1959 (1907): 757].

“L Alper y Bridger, siguiendo el mismo parecer, atar‘Conceptual runs exist solely in the mind and,
fact, are subject only to those conditions thatagiqular mind chooses to impose on them” [Alper y
Bridger 1997: 155].

42 Owen le hace a Black la misma observacion: “jus the case here that Achilles’ movements have
been so described that they have no last terrmdituso that no subsequent state of affairs is ctibipa
with his having completed the series” [Owen 19785(1-8): 146].

43 para ofrecer un ejemplo ilustrativo y un tantotqiesco, Benacerraf [1970 (1962): 119] propone una
teoria fisica en la que el corredor se encoje poipaalmente al tramo que resta conforme avanza en
carrera. Al final de ella, el corredor (que en esis0 es un genio) desaparece, y por tanto se puede
concluir que no alcanza el punto que limita lostpsirindicados por el planteamiento de Zendén. Por
supuesto, si semejante teoria permitiera la disugdad en el tamafio de los objetos, un feliz aleatte
Aquiles a la tortuga también seria l6gicamente isterste con la historia pasada.
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Black sOlo muestra que la realizacion de una idédi de actos es una idea
contradictoria, mas no que es una idea falsa. Cdmaina idea contradictoria es
l6gicamente valido derivar cualquier conclusion,nesesario probar que la idea de
supertarea es falsa para poder concluir que Aquitesicanza al reptif: Con esto,
Wisdom argumenta que la aceptacion de una secu@rfoita de actos de hecho
constituye una premisa falsa, sosteniendo que istandia fisica (en el sentido de
realidad fisica) no puede ser descrita como lo kparadoja en cuestion, sino que tan
s6lo puede consistir en un nimero finito de pufigisos reales. Argumenta con las
siguientes palabras:

A physical point, unlike a mathematical point, lsase size, though this may be as
small as we please. But, however small a physioaitpsince it has some size
greater than zero, an infinity of them cannot beksal into a finite distance...]
Hence an infinite geometric series is inapplicatdea physical distance. I. e. a
physical race cannot be described by repeated tiisgcor Zeno's premiss is false
[Wisdom 1970 (1951-2): 88].

La Unica propiedad fisica del punto fisico que Wimddescribe es que tiene un tamafo
mayor a cero. Pero, entonces, cabe preguntarlesdoii ¢qué son los puntos fisicos?
Si pertenecen al mundo fisico, y son objetos fésigmual es su peso, cudl es su color,
Su carga eléctrica? ¢ Son unos balines diminutos @os cuerpos que se forman cuando
la tinta de las marcas hechas con un boligrafo fimayse condensa? Aqui, Wisdom
confunde la representacion grafica de un puntoetoroncepto de punto real. En la
seccion 1.2.2 ya se comenté que hay buenas rapamasconcebir los puntos como
posiciones espaciales. Son entidades fisicas ¢n ¢hrespacio es una entidad fisica.
Nuevamente, la cuestion interesante no es si posleapyoducir en la realidad una
carrera desglosada como Zendn lo propone, sinoceorias consecuencias para la
teoria que tiene la modelizacién de dicha carrera.

Este finitismo basado en la realidad, pues, z@njaivializa) la cuestion muy
rapido. Pero su principal fallo consiste en asupar,parte del ser humano, un dominio
entero de la realidad; lo que esta todavia muysleie corresponder a la situacion
humana. Ya se subrayd (en la seccidon 1.2.2) quevkificabilidad del infinito no
implica su imposibilidad, incluso en el mundo er dpabitamos (¢,como es ese mundo,
si es que ontolégicamente existe fuera de nosoinds, alla de las teorias que hasta
ahora se han desarrollado?). Los modelos, las ,idpas tenemos del espacio y el
tiempo son, hasta cierto grado, modelos exitososlgs. Las paradojas de Zendn son
importantes para conocer sus implicaciones, pradseynlimitaciones. A este respecto,
un aspecto interesante que se encuentra en lasboeoities de Black (ademas de sus
penetrantes planteamientos de supertareas) y Wjssgei haber hecho notar como las
matematicas actuales, adoptadas por las teorimssfipara modelar las diversas
entidades reales, siguen siendo en algunos aspacipsdejanas a las intuiciones mas
cotidianas®

“ Lo explica de la siguiente manera: “To prove tihat premiss is self-contradictory does not by fitsel
show that the conclusion is false. [...] for fromedfsontradictory premiss all inferences are valitius
his conclusion that Achilles never catches theoteetis validly derived” [Wisdom 1970 (1951-2): 84]

% Que algunos conceptos matematicos (en concretinfigito) se encuentren lejos de nuestras
intuiciones, pero no que son contradictorios, esbtan subrayado por Alper y Bridger: “It is not
mathematics which stands in the way of the infiriitgt rather the intuition that anything which reqa
the performance of an infinite number of acts lseently unintelligible, if not self-contradictoryAlper

y Bridger 1997: 153].
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1.3.2. La carrerastaccato: trayectorias newtonianas para ejecutar supertarea

Aunque no se puede verificar definitivamente, tpdoece indicar que, en el mundo
real, el mundo que habitamos, un numero infinit@dgones no se puede llevar a cabo
durante un tiempo finito. Pero, ¢ seria posible renniverso newtoniano? Es decir, ¢es
consistente la realizacion exitosa de una superteo@ el movimiento continuo que
asume la mecéanica newtoniana? En este apartadoo®rpie esta pregunta merece una
respuesta afirmativa.

Para ello, nos concentraremos en una interpretatedla carrera descrita en la
paradoja distinta a la que habitualmente se hadestinta a la que hasta ahora aqui se
ha considerado. Lo mas normal es asumir que etdoriviaja, durante toda su carrera,
con una velocidad constante. Asi, cada punto ngaecalcanza, lo hace sin detenerse.
Bajo esta interpretacion, el finitista que desafila actualizacion de una infinidad de
puntos durante el recorrido puede objetar que,emnegmnte carrera (con velocidad
constante) la infinidad de puntos nunca es actu@ddizDe la misma manera, tampoco es
actualizada una infinidad de actos.

La interpretacion de carrera que aqui vamos arteatlara estas cuestiones ya
gue considera que el corredor detiene su marchantinmlad de ocasiones. Asi, cada
lapso temporal que el corredor se encuentra en wmopsin avanzar puede ser
aprovechado para “actualizar” un punto. (Utilizdreaomillados porque lineas arriba
he explicado por qué hablar de la actualizaciénrd@unto no es lo mas conveniente;
en cambio, hablar despresentarun punto no ocasiona problemas). Ademas, cada
tramo de espacio recorrido, cada subcarrera, singéiedad alguna puede considerarse
un acto distinto del resto. Esta carrera internbtefne originalmente propuesta por
Grinbaum y, tomando el término que denomina elrtafeinstrumento musical de
manera discontinua, la titula la carrestéaccato Asumiendo que la carrera se
desenvuelve en una unidad de distancia duranteinidad de tiempo, la describe de la
siguiente manera:

the motion of another runner who is presumed toetse the same unit space
interval in the same unit time [...] rumstermittentlyas follows: he interrupts his
motion by [0, pauses of rest whose successive durations havdottowing
geometrically decreasing magnitudes: 1/4, 1/8, 1482, ..., and so on ad
infinitum. Thus the latter intermittent motion, whil shall call the “staccato” run,
will serve as our prototype of thé, operations [Griinbaum 1970: 203].

Es decir, en primer lugar, durante ¥2 de unidad teaipel corredor avanzara un tramo
espacial durante ¥4 de unidad y dejara de avanzantduel proximo % de unidad. En
seguida, durante ¥ de unidad temporal, el corradamnzara otro tramo espacial durante
1/8 de unidad temporal y dejard de avanzar dur@npEéximo 1/8 de unidad. Y asi
sucesivament&.

Nétese que este planteamiento no hace caso afitanhe los tramos que el
corredor cubre. Para adaptarlo al planteamientdet®n, solo hay que considerar que
la suma de las distancias de cualquier subconpimtoamos no supera alguna distancia
finita. Por otro lado, en mecanica clasica una grayoria de las trayectorias de
movimiento son aquellas que siguen funciones coasinno solo en su funcion de
posicion, sino también en las funciones de velatidaceleracion (o sea, que la funcion

¢ Otras fuentes, ademas de la original por Griinbanmgdonde se encuentra el planteamiento de la
carrera son [Burke 2000b: 1-3], [Earman y Nortonog8® 234], [Moore 1990: 3-4] y [Pérez
Laraudogoitia 2006: 433-4].
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de posicidn respecto del tiempo sea derivable, eala® una segunda vez, en todo el
intervalo consideradd). Griinbaum [1970: 214-6] ofrece una funcién de viekxt,
original de Richard Friedberg, que otorga estagipdades a las trayectorias. La
velocidad de Friedberg, ademas, hace que la veld@domedio en cada subcarrera sea
sucesivamente decreciefifeDicha velocidad viene dada por la siguiente fumci6

v(t) =%22”*2e‘”2-g<2”*2[t -1427)) (1.6)
n=0
en donde

—csé 7K

e si0D<x<1

. , @.7)
0 six<0ox=21

9(x) =

K= Ze‘“z , 1 =1g(t)dt, ytes el tiempo. A partir de (1.7) se aprecia que) de que
n=0

el argumento dg(x) # 0, 0 < 2t — 1 + 2" < 1, es decirl-% <t<1--3;. O sea,

2n+2

sélo sit se encuentra dentro de uno y sélo de un inter(lalq;,l— : ) la velocidad

2n+2
del corredor tendra un valor distinto de cero. ®aw lado, integrando (1.6) en cada uno
de estos intervalos, es facil ver que la distarutal recorrida en cada uno de ellos viene

dada por%.
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Figura 1.2. Comportamiento de la velocidad de Friedberg pmarrerastaccatocon respecto
al tiempo.

Graficamente, el comportamiento de la velocidadFdedberg respecto del
tiempo se encuentra representado en la Figurad@rzle se aprecia, para las primeras

" Hay excepciones a estas trayectorias. De hechdrdgectorias de las supertareas que trataremos a
partir del capitulo 4 presentan discontinuidadesleervelocidad y aceleracion; mas, en un sentido
contemporaneo, es falso que no sean derivableslaBeccion 4.2.5 se ofrece una explicacion y
justificacion de este tipo de trayectorias panméganica clasica.

“8 Griinbaum nota que en una misma velocidad promedia toda la carrerstaccatoproduce una
discontinuidad en la aceleracion: “since there miaimum velocity change (from zero to the average)
during each of thé&ly ever shorter time intervals, [...] the accelerafionction has an instant of infinite
discontinuity at the terminal instant of rest-armezacceleration” [Griinbaum 1970: 213].
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subcarreras, los intervalos de tiempo en los quekdor avanza. También se nota
coémo a partir de la cuarta subcarrera la velocidadima que el corredor alcanza es
bastante pequefia; esto no quiere decir que pauamaatgmuy grande la velocidad

dentro del intervalo(l—z—ln,l— 25:2) sea cero, aunque asi lo invite a pensar la

representacion limitada que aqui se presenta.

Ahora bien, bajo la misma funcién, también es lgesmodelar una carrera
legato —nuevamente, se toma el nombre del tafiido contileuan instrumento— en la
gue el corredor realiza el mismo tipo de subcastealtanzando una velocidad cero al
final de cada una, pero sin detenerse por un ldestiempo. Solo se “detiene” un
instante’® Para este propdsito, los cambios pertinentes lpavalocidad de Friedberg
hacen que ésta se exprese de la siguiente manera:

v(t) = %i Mg (2t —14+277]) | (1.8)

El comportamiento de esta funcion de velocidad seemtra representado en la figura
1.3, en la que se aprecia una evolucion tal corhertaos descrito.
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Figura 1.3. Comportamiento de la velocidad de Friedberg fm@rrerdegato con respecto al
tiempo.

No hay ningun impedimento teérico para que unpmeeciba una fuerza que le
imprima una velocidad segun la funcién (1.6), &)len un universo newtoniano. Por
lo tanto, en un universo tal, el corredor realina infinidad de carreras, cada una bien
diferenciada de las otras, pudiéndosele consigerao un acto distinto de los demas.
En un universo newtoniano la ejecuciéon de una dapea es posible’

“9 En la seccion 2.2.3 se hara ver que en algunasones no es exacto hablar de un estado instantaneo
de movimiento o de reposo.

* Tras mencionar las particularidades de la velatit Friedberg, Earman y Norton llegan a la misma
conclusion: “Newton’s laws of motion then guarantkat the runner performs a supertask” [Earman y
Norton 1998b: 234].
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1.3.3. Dos objeciones a la carrerstaccato

Ahora bien, la modelizacion de la carrataccato(o legatg no esta libre de
objeciones. Burke defiende, precisamente, la ide#&raria a la que se acaba mostrar en
la seccion anterior; a saber, que en un univerggoméno es imposible ejecutar una
carrerastaccato

| argue that thesfaccatd run is excluded by Newton's three laws of motjBurke
2000b: 1].

Los argumentos de Burke son dos. Ambos apelanreviasion temporal del proceso
descrito por la velocidad de Friedberg, es detipraceso que consiste en la misma
trayectoria solo que recorrida en sentido contrgriaon la correspondiente velocidad
invertida para cada posicion. Por otro lado, los dogumentos cometen la misma
falacia: atribuir una propiedad de las partestatiidad.

El primer argumento se basa en una modelizacida darrera que consiste en
un namero infinito de artefactos que provocan elim@nto de Aquiles. Cada uno de
los artefactos (a los que llantfarusterg tiene la funcién de impulsar al corredor (que
aqui se considera una masa puntual inerte, sirr pada autopropulsarse) la velocidad
aceleradora de Friedberg correspondiente al irftedeatiempo que transcurre. Una vez
que alcanza la velocidad pico,tktusterdeja de impulsar y Aquiles se desacelera por
fricciobn, también bajo el patrén de Friedberg. Gdeimndo que Aquiles inicia la
carrera en la posiciér = 1 con el objeto de terminarla en= 0, Burke plantea su
modelo con las siguientes palabras:

For the purposes of this thought experiment, vihilik of Achilles as a point mass.
And we’'ll imagine that each of the positive accatems of Achilles is to result, not
from his own efforts but from the eastward (1-wafoilce exerted on him by a
mechanical thruster. Located underground betweelm jgair of successive Z-points
is a thrusting device (one that is half as largdtsneast-west dimension as its
successor to its eadt)As Achilles rests at each Z-point, the first 8tar to his
west rises from the ground behind him, and, atappointed time, thrusts him
forward from that Z-point (with just the accelevatiforce prescribed by Friedberg).
When the thruster completes its thrust, Achillesl@ved by friction (at the rate
prescribed by Friedberg) and thus brought to a stofhe next Z-point [Burke
2000b: 7].

De esta manera, una vez que el mecanismo entenméesu funcionamiento, es decir,
cuando cada uno de ldwustershaya cumplido su funcion, Aquilles se encontrarfae
posicionx = 0. Asi las cosas, Burke entonces propone urexsiéwm temporal de este
proceso, en el que Aquiles se encuentre inicialmmentx = 0 y todos los artefactos
funcionen en la direccion opuesta. Observando psbeeso, ofrece el siguiente
argumento:

where, at the end of the minute, do we find Ach®dt is obvious, | trust, that
Achilles is still at the starting point. After afip thruster propelled Achilles forward
from that point. And Achilles did not proplkimselfforward from it. The infinity of

thrusters to the east of Achilles would have priggehim on to point 1 if something
had gotten him started. But the eastward thrusthmgsters to his east were

*1 Aqui Burke no toma en cuenta que los subintervespmciales bajo la velocidad de Friedberg no son
los habituales ¥, ¥4, 1/8, etc. Este punto es iragle para su argumento.
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powerless, individually and collectively, to exertforce on someone located to
their west [Burke 2000b: 7].

El proceso revertido que Burke tiene en mente nmeesponde con el sistema
del proceso original. Sin duda alguna, bajo el miscao dethrustersdisefiado por
Burke, Aquiles permanece en la posicion inicialaghie todo el funcionamiento de la
maquinaria. No obstante, en el proceso original Bieke habia un mecanismo
responsable de imprimir fuerzas aceleradoras denitana manera que habia un
mecanismo responsable de imprimir fuerzas desackleas. Burke suprime este ultimo
mecanismo en su proceso revertido, logrando aei wth reversion temporal de las
trayectorias de lothrustersmas no de la trayectoria de Aquifé$ero, el hecho de que
la trayectoria revertida de ldsrustersno implique la trayectoria revertida de Aquiles,
no implica que ésta no sea posible y acorde corelznica clasica.

De hecho, si también consideramos un mecanismaeradelr del proceso
revertido correspondiente al mecanismo desacele@eloproceso original, podemos
ver que la trayectoria revertida de Aquiles tamlagmosible. Para este propésito, Pérez
Laraudogoitia propone que cada uno detlwasters(a los que él llamd/,, cada uno
con el subindica(}{1, 2, 3, 4, ...} correspondiente) realice tantouadién aceleradora
como la desaceleradotaAsi las cosas, pone de manifiesto la falacia ciolagtor
Burke:

the fact that noM, can take the particle away froae O is not enough to conclude
that — in the absence of any other possible infleenthe particle cannot leaxe

0. We can actually consider the setMf as a new machine, ‘sup&t’, which
obviously can exert a non-null force on the paetiat points arbitrarily close to=

0 [...]- This is where the argument for dynamic ingibgity breaks down. Th#,
are individually incapable of setting somebody (#eB) to their left in motion, but
it does not follow that they are also incapabledofing so collectively. On the
contrary, [...] ‘super M’ has skills lacking in each individuaM, [Pérez
Laraudogoitia 2006: 440-1].

Estoy de acuerdo. Asi como en el proceso directdyeddo de que ninguthrusterM,

en particular deje a Aquiles ern= 0 no se sigue que el héroe no puede llegar &
bajo el efecto de la totalidad d&, en el proceso revertido tampoco se puede concluir
gue Aquiles no cambia de su posicida 0 simplemente porque ningéhrusterM, en
particular lo hace cambiar. Si la totalidad defieszas involucradas en el mecanismo
entero mueven a Aquiles de= 1 ax = 0, la totalidad de las mismas fuerzas
involucradas revertidas provocan el movimiento dgiikes dex = 0 ax = 1. En cada
uno de los tramos espaciales que Aquiles necesitarer para realizar la trayectoria
revertida estd bien identificado #iruster que actla asi como la velocidad que esta
imprimiendo.

%2 pgrez Laraudogoitia reconoce que apelar a fuelisgstivas no justifica la conclusion de Burken i
the presence of friction (and, therefore, of diasie forces) the invariance of classical mechanider
temporal inversion breaks down, which means thak®&is not authorized to appeal to it to justify hi
conclusions” [Pérez Laraudogoitia 2006: 434]. Ersé¢acion 4.2.6 se profundizara este aspecto, y se
pondra de manifiesto la importancia de distinguitre la reversibilidad de las trayectorias y la
reversibilidad de los sistemas.

%3 | o especifica en el siguiente pasaje: “I shall ptately exclude the presence of forces of frictiot,
leaving to the mechanical thrusters the task ot batcelerating and detaining Achilles” [Pérez
Laraudogoitia 2006: 434].
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El segundo argumento de Burke comete la mismaidal&ambién lleva a cabo
su analisis al proceso revertido temporalmentey perconcentra en el limite que tiene
la direccion de la aceleracion en el instante ahide la carrera (al que llarg):

Since the runner is initially at rest (and sinoer¢éhare to be no discontinuities in his
speed), to head off in the direction of 1 he wdwdgre toacceleratehimself in that
direction, which is to say that his direction-ofzakeration function would have to
have a right-hand limit af, of 0°. But it will not have such a limit, if the runner
runs as required, because the runner is requiredrio between speeding up and
slowing down (i.e., to vary between having a dimttof acceleration of 0° and
having one of 180°) infinitely often in every lateeighborhood off,. Thus the
runner is stymied. There is no way for him to begsmtask [Burke 2000a: 216].

Se aprecia que, asi como cada subcarrera de kEracstaccatotiene un limite en la
direccion de la aceleracion en el instante inidgaltke exige un limite en la direccion
de la aceleracion en el instante inicial del progesertido entero. Nuevamente, comete
el error de pensar que la carrera total, la tatdlide las carreras, tiene que compartir las
propiedades que (incluso cada una de) las subaarmanifiestan. Lo que no es
ninguna necesidad. En cuanto a la falta de un lipdta la direccién de la aceleracién,
la descripcion de la carrestaccatoesta definida de esa manera, y asi como el proceso
original describe una posicion final sin mostrargtin limite entonces para la direccién
de la aceleracion, el proceso revertido muestraitana falta de dicho limite en su
posicion inicial. Ademas, debemos tener present Iga procesos infinitos tienen
algunas caracteristicas (a veces contraintuitigas)los procesos finitos no tienen. Este
también es el caso de la carrstaccato Una carrera compuesta de un namero finito de
subcarreras tiene en sus dos extremos una primbcarsera y una Ultima subcarrera,
asi como un limite para la direccion de la aceléraen cada extremo. En cambio, una
carrera compuesta de un numero infinito de carmeoasene una primer subcarrera en
al menos uno de sus extremos, y en ese extremoteade una primera subcarrera
también carecera de un limite para la direcciosuwlaceleracion.

Por otro lado, ¢ cual es el problema con que &cdidn de la aceleracion carezca
de un limite? La cuestion que aqui Burke encugrshlematica es la presencia de una
discontinuidad®® Antes de analizar el proceso revertido, comentaaksera original
(que comienza ex= 1y termina ex = 0) y encuentra que la funcion de la direccidon de
la aceleracion presenta una discontinuidad:

Since the direction of the runner’s acceleratioanges from 0° to none to 180° to
none infinitely often in every earlier neighborhoad T, his direction-of-
acceleration function has no left-hand limit (arghte no limit)at T. Thus the
function has a finite discontinuity @t[Burke 2000a: 2113

* Es la discontinuidad, y no en la simple careneilichite, el fundamento del argumento de Burke: i
is precisely by referente to certain direccionalcdntinuities that we can provide a strong argunfremt
thelogical impossibility of the staccato run” [Burke 2000412.

%5 En el texto principal me concentro sélo en laaliginuidad que supuestamente presenta la funcion de
la direccion de la aceleracién porque me pareceds fuerte. Burke también sefiala una discontinuidad
en la direccidn de la trayectoria al final de lgugente carrerataccatomodificada: “let’'s ask the staccato
runner to reverse direction after each of his aleph runs. He is to run exactly as specified by
Grinbaum and Friedberg, except that he will rusradiach rest period in the direction opposite to th
direction in which he ran after the preceding mstiod. [...] Now, since the direction of the bacldan
forth runner changes from 0° (toward 1) to nonegmwthe runner is at rest) to 180° (toward 0) toenon
infinitely often in every earlier neighborhood of Ais direction function has no left-hand limitTatThus

that function has a finite discontinuity at T” [Baer 2000a: 212]. Pero entonces la discontinuidadlada
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Pero ésta es una asuncion injustificada. En cinematiunca se ha exigido la
continuidad de la direccién de la aceleracién pasarayectorias legitima8.Tan sélo
se pide la continuidad de la funcién de la trayggtda funcion de la velocidad y la de
la aceleracion (y hay sus excepciones; confronteseion 4.2.5). Pero lo peor de la
asunciéon de Burke es que, si seguimos el concepgtocahtinuidad exigido
habitualmente a las funciones de aceleracion, kbeidad o de posicion, la direccion de
la aceleracibn muestra discontinuidades en cadadenéas subcarreras, incluso si
tomamos cada una de ellas aisladamente.

La continuidad cinemética es la continuidad prafgécélculo infinitesimal. Y
dicha continuidad en calculo consiste no solamentque una funcién tenga un limite
en cada uno de los elementos de un dominio reahtarvalo de tiempo, por ejemplo),
sino que el valor de dicha funcién en todos lostgaievaluados sea igual al limite de
esa funcién en ese punto (véase [Christie 1976t] 3®{Hughes-Halletiet al 2005:
54]). Asi las cosas, tomese el instante de cualguiecarrera dedtaccatoen el que la
velocidad alcanza una magnitud maxima. En dichoaimet la direccion de la
aceleracion es nula. Pero, el limite desde la &daies 0°. Peor aun, el limite desde la
derecha es 180°. Sin duda alguna, en cada sulzcdmagr una discontinuidad de la
funcién de la direccion de la aceleracion. Este dipaliscontinuidades se encuentran en
situaciones tan elementales como el lanzamient® lde un objeto en direccién
contraria a la direccidon de algun campo gravitatgpor ejemplo, arrojar una piedra
hacia arriba desde la superficie terrestre sufeediscontinuidad en la direccion de su
velocidad al volver hacia la superficie). La distbonidad (en el sentido que se le da a
la continuidad para las funciones que describanalimiento en mecéanica clasica) de
la direccion de la aceleracion o de la velocidagisp no es un criterio justificado para
desacreditar la carresaccato

1.4. Si es factible una supertarea bajo el movimiemcontinuo
en mecanica newtoniana

El recorrido hecho en este capitulo por algunos maegiios que conciernen a la

paradoja de Aquiles o a la dicotomia saca a lavArios aspectos importantes que

conviene tener presentes en los siguientes capitalmcluso en analisis de supertareas
que este trabajo no incluye). Problemas similavegirgn, y por tanto no sera extrafio

gue dichos problemas merezcan reflexiones simil@@sque no es necesario por esto
que la solucion sea similar o analoga). Este capifules, proporciona un aprendizaje
gue nos ayudara a afrontar los problemas en logesigs capitulos. Los puntos a tener
en cuenta son los siguientes.

aqui no es invariante ante las transformacionetegahs. Hay una infinidad de marcos de referencia
inercial (cualquiera que viaje con una velocidaddgaccion contraria y magnitud mayor a la velodida
pico de mayor magnitud en la carrera) en los q@eneisma carrera presenta en todo momento una
trayectoria hacia la misma direccién, y por lo ¢anb hay tal discontinuidad en el punto final de la
carrera.

% El mismo Burke reconoce que la literatura en ciéméra nada dice al respecto: “So far as | can
discover, the literature on kinematics does notreskl the kinematics acceptability of those
discontinuities” [Burke 2000a: 211]. En una segundasion: “Do these discontinuities mean that the
back-and-forth run violates requirements recognizétin kinematics? To this question | cannot offer
definite answer, since | have found in the literatan kinematics nothing that addresses the kinemat
acceptability of the discontinuities in questioBufke 2000a: 212].
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1.- La historia del planteamiento de Zendn no inclujyelesenlace. Bajo las
consideraciones hechas por Zendn, tanto el éxitoAdeiles como su fracaso en
alcanzar a la tortuga son l6égicamente consistentes la historia que planteaNo fue
hasta que asumimos, adicionalmente al planteamiemtginal, una teoria del
movimiento concreta y no intuitiva cuando pudimetabklecer un estado concreto para
Aquiles en el primer instante que ya no pertenetz descripcion del planteamiento.
Replanteada la paradoja en un universo newtonglnestado dinamico en el instante
limite a la descripcion (que vendria caracterizado la posicion, la velocidad y la
aceleracion en ese instante), es consecuencialdstdaia descrita (e interpretada con
rigor, es decir, estableciendo una trayectoria @acacorde con la historia) por el
planteamiento junto con las leyes, postulados widenaciones que hace la mecanica
newtoniana.

2.- Los conjuntos, procesos o sistemas infinitos tieglganas caracteristicas
radicalmente distintas que sus subconjuntos, sulgs@s o subsistemas finitos.
Ignorarlo puede conducir a razonamientos invaligosay que cuidarse de no caer en
ello. Esto es algo ya ampliamente sabido desdesalradio de la teoria de conjuntos.
El mismo Cantor, creador de dicha teoria, se peat®emejantes propiedades en los
conjuntos infinitos. Un ejemplo paradigmatico loreae la aritmética de numeros
cardinales. La suma, por ejemplo, de dos cardinfaidss se obtiene operando una
suma de la misma manera que como se lleva a caiagtextica elemental; en cambio,
de la suma de dos cardinales infinitos resulta ayan de los sumandos. Esto es
consecuencia de definir la suma de cardinales dancardinalidad del conjunto union
de cualquier par de conjuntos con cardinalidadliguéa de los sumandd5.En la
paradoja de Aquiles, la peculiaridad de los comsimfinitos emerge al no encontrar un
altimo punto que alcanzar o un ultimo trecho quemneer (o un primero, en la version
regresiva). Todo nuevo punto lo alcaza cuando reaamrtrecho bien determinado, o
bien, cuando recorre un subconjunto finito de tscbucesivos bien determinado. La
falacia de composicién se comete cuando se atriaugenjunto infinito de tramos una
propiedad de cada uno de los subconjuntos sucegivibstos de tramos: atribuir al
corredor como punto final el dltimo punto del Ukinramo porgue en los subtramos
finitos el punto final del corredor coincide conpeinto final del dltimo tramo. Y al no
encontrar dicho punto —que no se encuentra simpiEnp®rque no existe— concluir que
la carrera no tiene final. Por supuesto, la puest&videncia de esta falacia tampoco
nos demuestra la conclusién contraria. Cuando fuas®o, la conclusion contraria se
demostroé teniendo en cuenta otras consideraci&messte capitulo, hemos visto que la
misma forma de razonar falazmente se comete cuseddefiende que la solucion
aritmética no resuelve la paradoja. También la cemiets dos argumentos de Burke en
contra de la carrerstaccato

3.- La mecanica clasica no demuestra la posibilidadjoblas trayectorias
continuas de un universo newtoniano, de atravesariofinidad de puntosSi, una de
las asunciones fundamentales (pero quizas sin mifigddamento, mas alla de su
enorme utilidad y riqueza) es que el espacio yeahgo son continuos. Ante cualquier
movimiento, pues, el objeto tendra que atravesainfinidad de puntos y una infinidad
de instantes. Y concluir, tras un argumento queidena los principios y asunciones de
la mecanica newtoniana, la posibilidad de atravesarinfinidad de puntos no es mas
que caer en una argumentacion circular de lo nedsezital: se concluye algo que ya se
presupone. Por su parte, la asuncién de un espagiotiempo continuo conduce a un
problema en la definicién de contacto entre cuefponda seccion 4.2.4 se profundizara

*" Véase, por ejemplo, en el mismo Cantor [1915 ():895 (485)] o en [Komjath y Totik 2006: 52 y
266].

55



esta cuestion). Pero, por otro lado, es un modsgdaaal y temporal sumamente eficaz,
simple® y exitoso en la préctica cientifica.

4.- La mecanica clasica si demuestra la posibilidadueruniverso newtoniano,
de realizar una infinidad de actoEsta idea es la principal contribucion del modido
trayectoria continua newtoniana descrito en laetarstaccato Nos describe en qué
momento se estéa llevando a cabo cada uno de los mfinitos separados y distintos
del resto de actos y nos dice, ademas, claramergsuitado final de semejante carrera.
Esta trayectoria nos permitira disefiar modelos rnaamoms (en el capitulo 3) de
supertareas que en un principio presentaban uh gho#dlematico y paradojico. Nos
ayudara, también, a encontrar un desenlace conpesto dichos procesos segun el
modelo que se adopte.

*8 Forrest [1995] presenta un desarrollo del esppa@btiempo discretos, en el que incluso se propone
una definicién de velocidad basada en derivadal$.salta a la vista una alta complejidad de dicho
desarrollo, comparada con la simplicidad (augueces contraintuitiva) de la continuidad del espgcio
el tiempo.
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2. Continuidad, estado de movimiento
Instantaneo y relatividad: tres aspectos
relevantes en mecanica newtoniana ante
tres paradojas de Zenon

En este capitulo nos detendremos a aclarar trestaspe suma importancia para las
supertareas enmarcadas en un mundo segun la nec#sca. Son aspectos propios
de la mecanica newtoniana que, por un lado, sdoemticos (y por ello la existencia
de paradojas en referencia a ellos) y, por el s, cruciales para la comprension de
las trayectorias continuas de los procesos newiogigue se trataran en los proximos
capitulos.

Ya se vio en el capitulo anterior (y concretamemtdas secciones 1.2.3y 1.2.5)
gue una de las asunciones cruciales para conotgyaglde Aquiles y de la tortuga en
el primer instante ajeno a la historia planteadssdecarrera es la continuidad de la
trayectoria con la que ambos personajes se mu@&ste.es el primer aspecto que a
continuacion vamos a tratar. Se vera que la nazaalle la continuidad de un espacio
euclidiano no es favorable a lo que nuestras ilmiogs nos dicen. En concreto, se
mostrard, atendiendo a la paradoja de la divisiotodo lugar, y dando un argumento
ilustrativo, que una trayectoria entendida comaconjunto continuo de posiciones es
en esencia un conjunto de posiciones infinitamdéragmentado. La adyacencia o
contigliidad de las posiciones de una trayectondimaa no es mas que una intuicion
incorrecta con origen en la representacién gréfiahitual de tal trayectoria. Las
trayectorias continuas, segun la mecanica clasma,las Unicas trayectorias que los
objetos en movimiento pueden tomar y, por elloyegeradn una y otra vez a lo largo de
este trabajo.

El segundo aspecto a tratar es el estado instanténmovimiento. En mecanica
clasica constantemente se habla de estados instastgue se concretan con el valor
gue toman las diversas propiedades de la trayactamn que el cuerpo se mueve
(posicion, velocidad, aceleracion). Sin embargestras intuiciones nos sugieren que
tales propiedades informen sobre un estado de n@vion o0 de reposo. El
planteamiento mas agudo de la probleméatica essaraente la paradoja de la flecha.
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Se mostrara que en la mayoria de los casos se haddier coherentemente de un
estado instantdneo de movimiento (o0 de reposo),quasn el resto es preciso hablar
de un estado de transicion. Este ultimo es el casa @ instante en el que ocurren
algunas colisiones instantaneas elasticas, tipcotlsiones en las que se basan las
supertareas newtonianas que este trabajo estudia.

Ambos aspectos, la continuidad de una trayectpiias estados instantaneos,
tienen una relacion directa con el infinito. Unaygctoria continua es una sucesion
infinita de posiciones con el mismo orden que &mes, y un estado instantaneo es la
situacion de un objeto en un instante de tiempo prreenece a un lapso de tiempo
también continuo. En cambio, la relatividad de @alil el tercer aspecto que
abordaremos en este capitulo, no tiene una relaliiéata con el infinito. Indirecta si,
ya que muestra como el encuentro de dos cuerposneados requieren de un espacio
infinitamente dividido. Por otro lado, en los cafos que trataremos con supertareas
newtonianas, mostrara ser un aspecto importamgeeatonstantemente acudiremos (en
la nota 55 del capitulo 1 ya hemos acudido a &l pefutar una objecién de Burke a la
carrerastaccat(Q. Este aspecto emerge en el analisis de la parddbgstadio, ya que es
la herramienta mas utilizada (ademas de ser satisi@mente intuitiva) para resolverla.
De esta manera, cerramos nuestro recorrido porp&adojas del movimiento
planteadas por Zendn.

Cabe afnadir que las contraintuiciones generadasnaotrayectoria continua no
deben ser motivo de sospecha. Y es que la estuctumtinua de las trayectorias
también tiene intuiciones a su favor. Para ilukirar la hora de tratar con la paradoja de
la flecha y del estadio, se considerara la condepdiscreta (o atbmica) del espacio y el
tiempo.

La estructura del capitulo es la siguiente. En @rilagar, en el apartado 2.1 se
trata con la continuidad de la linea recta (ejeng@ouna trayectoria) atendiendo a la
paradoja de la divisién en todo lugar. En la sec@idnl se plantea dicha paradoja y se
explican diversos modos de llevar a cabo el prodeBoito que el planteamiento
sugiere. En seguida, en la seccion 2.1.2, se anatizwoceso de division infinita que
consiste en fragmentar y separar entre si subseégsnéa la misma linea. Tras esto, en
la seccion 2.1.3, se muestra que una linea conpoede ser el resultado de haber
ejecutado la division infinita con éxito. En segurhaigar, en el apartado 2.2 se trata con
el estado instantaneo de movimiento atendiend@arkdoja de la flecha. En la seccién
2.2.1 se plantea la paradoja y la solucion quedi@athimente se brinda. En seguida, en
la seccion 2.2.2, se plantea la paradoja considerah movimiento en un espacio y
tiempo discretos, y se muestra que la conclusioradggica se obtiene tras un
razonamiento falaz. Tras esto, en la seccibn 2&3analizan los conceptos de
velocidad y aceleracion como posibles criterios @atablecer un estado instantaneo de
movimiento, concluyendo que ninguno de ellos asfaatorio. Alli también se muestra
que, a pesar de lo dltimo, podemos establecer asiadtantaneos de movimiento si
atendemos a la trayectoria del movil. Finalmente ekapartado 2.3 se trata con la
relatividad de Galileo y la paradoja del estadio.l&iseccion 2.3.1 se reconstruye (a
partir de Aristoteles) la version mas aceptadaadgaradoja. En seguida, en la seccién
2.3.2, se plantea la paradoja considerando en nienionen un espacio y tiempo
discretos y se hace notar una implicacion contridind que esto tiene para el
movimiento. Tras esto, en la seccion 2.3.3, se aauds transformaciones de Galileo
para resolver la paradoja.
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2.1. La paradoja de la division en todo lugar: el @ntinuo
dividido

Este apartado busca aclarar la siguiente cuedéiccontinuidad gréficade la linea es
una idea distinta de la idea de continuidad georoé@tde la linea Por un lado, la
continuidad geométrica de una linea consiste eord¢n requerido (en geometria
analitica elemental, que es la utilizada para nawdkls trayectorias en mecanica
newtoniana) por los elementos de un intervalo yegle comparte todo el conjunto de
puntos que pertenecen al segmento de linea. Rroelado, la continuidad grafica de
un linea es una idea intuitiva que surge de latoaeEon que se lleva a cabo con mayor
facilidad de la representacion gréfica de una limealizar un solo trazo desde un
extremo a otro de la linea, sin despegar el ingnionde trazado del lienzo (o el papel o
lo que sea) durante todo el trazo. A este trazle $ama un trazo continuo. De esta
manera, y hablandgraficamente la continuidad geométrica de una linea consiste
precisamente en una discontinuidad total, en umndraespacial infinitamente
discontinuo, infinitamente dividido, que requieree duna infinidad de trazos.
Evidentemente, debido a la limitada capacidad detrumento de trazado para
adelgazar su trazo, esta caracteristica distintigala continuidad geométrica es
imposible de representarla fidedignamente. Porestpuestas caracteristicas distintivas
entre la continuidad geométrica y la continuidadfiga no son algo ignorado.
Grinbaum, por ejemplo, lo expone con claridad:

The “continuity” of thesensedinear expanse consists essentially in its faikore
exhibit visually noticeable gaps as the eyes sdafiem one of its extremities to
the other. There are rdistinct elements in the sensed “continuum” of which the
seen line presents itself as a structured aggreBgteontrast, the continuity of the
Cantorean line consists precisely in the complitateuctural relatedness of (point)
elements which is specified by the postulates &l numbers [Grinbaum 1967
(1970): 190].

A pesar de esto, sigue habiendo explicacionesrdehacontinuo que lo describen como
aquel orden que no deja huecos:

Very roughly: an imposition of order on a set ahgs iscontinuouswhen it is not
only true that between any two of them there ikiadt but also that there are no
‘gaps’ [Moore 1990: 69].

Efectivamente, esta explicacion es tan tossagh) que, si definimos los huecagapg
como los espacios vacios de distaricta0 cuanddR, entonces cualquier linea con
elementos ordenados so6lo densamente también @suanya que no se encuentran
huecos de ese tipo. Lo peor es que, si definimollecos como los espacios vacios de
distancial > 0 y| < |x|, cuandox es cualquier nimero real, ni siquiera el orden
continuo se salva de poseer semejantes huecos.

Eso es precisamente lo que demuestra el analisestandar: que podemos
considerar otros nameros (a los que llama hipaers¢@ldemas de los considerados por
un orden continuo manteniendo la consistencia #&gigie podemos considerar, sin
incurrir en ninguna contradicciéon, nUmeros mayaesero pero menores a cualquier
ndmero real mayor a cerd.Ciertamente, este es el motivo por el que Moore

%9 Una referencia recomendable, por su claridadadélisis no-estandar es [Henle y Kleinberg 1979: 25
41]. Alli mismo se puede corroborar que, inclusadi€ndo los hiperreales a los reales, la linearect
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entrecomilla el términogaps, reconociendo asi que en un orden continuo rexasto
decir que no quedan huedSs.

A pesar del reconocimiento de la diferencia engreedntinuidad grafica y la
continuidad geométrica, dicha diferencia es tartraoruitiva que sigue ocasionando
errores. Por ejemplo, en una contribucién nada¢egn el tiempo, Glazebrook ignora
la distincién en cuestion, llegando entonces acom&lusion incorrecta:

A feature of density is that no two points touahgs they are always separated by
more points. Density therefore precludes contini@&azebrook 2001: 201].

Pues bien, a continuacion realizaré un analisisetdin de apartar por completo la idea
de continuidad grafica de la idea de continuidadng&rica. El analisis que a
continuacion se hace, y que parte del planteamita paradoja de la division en todo
lugar, ademas de eliminar una ambigliedad presantea de las respuestas brindadas
por Bostock a la paradoja, resulta altamente #dtistv para mostrar la diferencia entre
la continuidad grafica y geométrica (pues se vaa gez de representaciones graficas),
contribuyendo asi a disolver la contraintuiciércgn esto, a evitar futuros errores. Con
ello, comprenderemos con mayor claridad qué esfairmidad propia de cualquier
trayectoria en mecanica clasica.

2.1.1. El planteamiento de la paradoja: ¢qué res@tde una linea infinitamente
dividida?

Asumamos (como es ampliamente asumido) que un segrfieito y extenso de linea
recta es infinitamente divisible. Cualquier segroetenso producto de una division es
a su vez divisibled infinitum Asumamos entonces que dicho segmento es sonzetido
un proceso que lo divide en su totalidad. En ese, essjusto preguntarse:

(1) ¢ Qué es lo que queda del segmento original?

No pueden ser segmentos extensos porque el proeesivision total no se habria
completado. Pero tampoco pueden ser objetos irmbdepues segmentos sin extension
no pueden componer un segmento extenso. Pafddoja.

Bostock enfrenta este problema adoptando cuatsp@etivas distintas y sugiere
una respuesta para cada caso. Dichas perspeciv@san en dos maneras de concebir
la division de la linea y en dos maneras de coneefa division infinita de la linea.
Presupone —y por esto es importante para nuedtjeivos— que la linea se encuentra

tampoco es continua en el sentido intuitivo, pa@shién es posible asumir consistentemente un sstem
de hiperhiperreales (confrontese los teoremas enlfHy Kleinberg 1979: 121-2]). Por demas, también
se puede comprobar en [Henle y Kleinberg 1979: ]48t@ el concepto de continuidad geométrica
discutido en el texto principal se corresponde fémbon la continuidad de l@salesconsiderada por el
andlisis no-estandar.

% En el siguiente parrafo al que contiene el fragmeitado en el texto principal, Moore afiadeoti-
standard analysi$...] conferred sense on the notion of an infinitezi greater than 0 but less than any
finite number” [Moore 1990: 69]. En una reciententibucion, Byers explica siguiendo los mismos
pasos. En primer lugar sugiere que un orden camtiautiene huecos: “Does the completeness of tile re
numbers actually guarantee that the real line hagyaps™? Most mathematicians would say that istioe
[Byers 2007: 232]; pero enseguida menciona elrestde los hiperreales para afirmar, refiriéndosé a
que “in this system, even the real numbers havpsta[Byers 2007: 232].

L El mismo planteamiento de la paradoja se puedengraz en [Bostock 1988: 260-1], [Harrison 1996:
273-4], [Moore 1990: 5] y [Sorabiji 1983: 336-7].
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en un espacio continuo. Las dos maneras de diaidinea infinitamente es: 1) dividir
la linea en cada punto que pertenece a un conjofimito numerable de puntos, y 2)
dividir la linea en cada punto que pertenece aamuato infinito no numerable de
puntos. Las dos maneras de llevar a cabo una d@ivesn una linea son: a) suprimir
puntos de un segmento continuo de tal manera gqda sagmento que ocupe el
intervalo s, X ocupard, tras la division, los intervalosg, k) ¥ (%, X (naturalmente,
Xs < Xw < Xe); Y b) fragmentar y separar el segmento de lalgredos segmentos de tal
manera que, tras la division, cada segmento queabeuoriginalmente el intervalgs|
Xe] ocupara los intervalosd x;) and ko, x3] del espacio unidimensional, CEQ< Xe, Xs
<X <X2<X3Y Xe+ X2 =Xz + X1,

De esta manera, tenemos las cuatro perspectias:1), 2a) y 2b); cada
proceso de division infinita —1) y 2)— que, porlado, realiza sus divisiones de tipo a)
y, por el otro, divisiones de tipo b). Aqui trataélusivamente la infinita division de
tipo 1b), el proceso que lleva a cabo un numeiaitofcontable de divisiones de tipo b)
sobre la linea. Por simplicidad, y para favoret¢@bgetivo ilustrativo de este apartado,
también seguiré la sugerencia hecha por Bostockcqusiste en considerar que el
proceso entero dobla la distancia original entse datremos (que aqui llamq, de
startpoint y X, de endpoinj. La respuesta a (1) que Bostock ofrece considerah
proceso de division 1b) es la siguiente:

there will be no complete line-segment remainimgt we will not have separated
any point of the original line by any definite gipm all of its former neighbours.
That is, for any point of the line, and any disewyou care to take, however small,
there will be still be points of the original liméthin that distance of the given point
[Bostock 1988: 262, mis cursivas].

Todo lo que dice Bostock en esta cita me parecedorrexcepto el primer enunciado —
escrito en cursivas—, con el que discrepo profurt@ei” Precisamente, lo que aqui
VOoy a mostrar es que, una vez terminado un proces® 1b), lo que resulta es un
segmento completo y continuo de linea recta. Umsatp de linea recta continuo que
dobla la distancia del segmento original.

2.1.2. Un proceso ilustrativo de division infinita

Analicemos ahora como seria un proceso de divisifimta de tipo 1b), afladiendo la
condicion de que la operacion entera dobla lamisiaentre los extremos del segmento
original, Xs Y Xe. Supongamos también que esta division infinitdlesea a cabo en
etapas, un numero infinito de etapas, y, adoptahdstilo de Zendn, que cada etapa se
divide por la mitad cada segmento de linea queiceeatra.

En el comienzo tendremos un segmento de linea qugacel intervaloXs, X
entero. En la primera etapa, este segmento de dmelvidira por la mitad, de lo que

z . - - Xg +Xg
resultaran dos segmentos de linea que ocupan tespeente los mtervalo:{;xs,T)

%2 Aqui se podria objetar que Bostock nunca dicerquee obtiene un segmento de linea continuo, sino
s6lo que no queda ninguno de los segmentos queamaente decrecen durante el proceso. De hecho,
comenta que “we have ‘broken up’ the original lin® ‘nothing but points’ and [...] line with magnie

can indeed be put together from points without nitage, provided there are ‘enough’ of them” [Bogtoc
1998: 262], lo que sugiere que no niega la poddui de aceptar un solo segmento de linea como
resultado del proceso. Lo cierto es que Bostoclptenm dice la idea contraintuitiva: que 1o que steole

tras el proceso es un solo segmento de linea;gpreeisamente lo que yo aqui sostengo.
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lxe J Cada uno de estos segmentos de linea seranddisigor la mitad en la
segunda etapa, de lo que resultaran cuatro segsnelatdlnea gue respectivamente
ocuparan los mtervalos{xS et | [zxizx SEy) [xe 5) y lGXEfXS,”efoJ. Si

seguimos dividiendo de esta manera, en la terdapae)btendremos ocho segmentos

de linea que ocuparan respectlvamente los mtozsrvl';ndS X% ) [GXSQZXE,SXSQSXE),

4Xs+4X,  3Xg+5X 2Xs +6Xq x+7x 10X, —2Xg 11X, —3Xg 12X, —4Xs 13X, —5Xg
8 ! 8 ! 8 ! Xe 8 ! 8 ! 8 ! 8 ! y

[%%] En general, en la etapa de divisioONo), resultaran 2segmentos

de linea que ocuparan respectivamente los inteyvalo
2"-1)
| s

[ (2"-2)x,+2%, (2”—3)xs+3xe)

2" ! 2n

|:(2n (2n+1_4))x _'_(2n+1_4)xe (2n (2n+1_3))x +(2n+1_3)xe)

2" 2"
y
[(2" @-xrE 2 (@ (2"*1—1))x+(2"*1—1)xe}
2" 2"

Ahora bien, no es necesario asumir que, para eb®nsegmentos de linea,
tenemos que ejecutar las divisiones recién des@ita etapas. El proceso que se acaba
de describir sirve solo para fines explicativosiapeer claramente como se llevan a
cabo las divisiones. Asi, y puesto que no estanam$ehdo ninguna consideracion
cinematica, también podemos asumir que el segnuentmea original se divide erl 2
(independientemente delque se escoja) segmentos de linea en una sota etap

Sigamos considerando el proceso en etapas. Jonds# dar una respuesta a la
pregunta (1), consideremos ahora la localizaciée gada punto adquiere tras las
divisiones realizadas en cada etapa. Tomemos urp jardel segmento original,
posicionado ernxg; asiXe < Xg < X. En la primera etapa, % es mas pequefio que el
punto medio del segmento original, es decinpsk ==, entonces? mantendra su
posicionx,. Pero sixo es mayor o igual al punto medio, entonBetomara la nueva
posicionx; = X + ==, sera trasladado una distancig® a la derecha de su posicion

original (asumlendo, claro esta, que la region tp@sidel espacio unidimensional se
encuentra a la derecha). En la segunda etapa, toarosurrira con los puntos de los
segmentos que resultaron de la primera etap@.eSta posicionado en un punto menor
que el punto medio del segmento izquierdo, entomoastendra su posicion, que
todavia ser&y. SiP es un punto del segmento izquierdo y se encuentuma posicion
mayor o igual que el punto medio de ese segmentonees sera trasladadoce= xo +

%= . SiP pertenece al segmento derecho y esta localizada @unto menor al punto

medio del segmento, entonces mantendra la posigién=>, pero si esta localizado
en un punto mayor o igual al punto medio de esmeatp, entonces tomara la posicion
Xp = Xo+ XX 4 XX =y, + X% En cada etapa tendremos el mismo patroR:se
encuentra en una posicion menor al punto medicseg@mento resultado de la etapa
anterior, entonceB mantendra la posicion adquirida (0 mantenidajgegtdpa anterior;

si P se encuentra en una posicion igual o mayor alopomgdio del segmento resultado
en la etapa anterior, entonces sera trasladaddexrdéaha una distancia igual a la mitad
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de la distancia del segmento obtenido en la etapiar (véase la figura 2.1 para las
primeras tres etapas).

% X, X, X,
n=0 o ° o>
v lxlzxo )(1:)(0+Xe’<S
n=1 o . -
v X2:X0+% 2:X0+% X2:X0+3(Xe4_)<5)
N=2 _g— °
v X3:X0 X3:X0+% X3:XO+7(xe8_XS)
n=3_._ ® - — ——

Figura 2.1. Posicién que van tomando diversos puntos enrle®ems tres etapas del proceso
infinito de division.

Nétese que en cada etapatermina trasladado a la derecha de la posicién
original xo una distancia igual a la distancia de cada segrore resulta en esa etapa
multiplicada por el nUmero de veces que cabe kamtita de cada segmento de linea
resultado en esa etapa en la distancia que hag lanposicion originak y el extremo
derecho originaks. Es decir, en la etapa el puntoP, originalmente posicionado e,
tomara la posicion

X, + 2k Int(2 = ;:5)) paratodox, ([ X, X,)
Xe —Xs —
R cuandax, = X,,
dondelnt es la funcionint: R - Z que mapea cualquier nimero real al nimero entero
mas grande menor o igual que dicho namero.

Ahora sabemos la posicion precisa que cualquientoplP localizado
originalmente erxo tomara en la etapa Y ahora podemos preguntarnos donde esta
todo puntoP una vez que se ha ejecutado la division infifiiane que estar en algun
lugar pues, el tipo de division que estamos coraiid, no suprime los puntos del
segmento original. Es razonable pensar que la posiitial la tomara en el limite dg
cuandon - oo:

X, = (2.1)

lim x,, =2Xy — Xs AP

n-oo

Para ver que éste es el limite, basta con probey(@y -x;)-x,| <&, cuandos es un
namero real tan grande como se quiera. Por laidgfimdelnt, sabemos que

Xe%s 2" (X =%s) X~ Xs 2" (Xo=xs)
Xs +=5 Int( = )sx0<xs+ e Int( = +1),

S

lo que equivale a

Xs 2"

0< Xg = Xg = Xe;nxs Int( zngﬂ_xs)) < XX (2.3)

Y entonces el limite queda probado: si hacemosfsquéz’nﬁ, un numero real que sin
duda es tan pequefio como se quiera (basta tomarlarsuficientemente grade), y

percatarse de que, - x, - lnt(%) = |@% - %) =%,/ , por lo que la desigualdad

derecha de (2.3) puede reescribirse comg - x,) - x,| <« .
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Ahora sabemos la posicion exacta que cada purt@eenece originalmente a
cualquier segmento continuo de linea toma cuantio sessomete al tipo de division
infinita que aqui describimos.

2.1.3. Una linea continua como resultado de una d&idn infinita

Ante el proceso descrito en la seccidon anteriorpregiso ahora dar respuesta a la
pregunta: ¢ qué queda del segmento original de timetnua tras el proceso de infinita
division? La respuesta esn segmento de linea contingae dobla la distancia del
segmento originalCada punto contenido en el segmento de line@natitambién se
encuentra en el segmento resultante. Y ningun ptnato estd contenido en este
segmento resultante, aunque su longitud sea dassvweayor que la del segmento
original. Para esto es necesario que la cantidgabdieiones puntuales en el intervalo
real X, XxJ sea la misma que en el intervalo req) Px. — xg. Precisamente, por teoria
de conjuntos, sabemos que esto es asi.

Ahora que se ha demostrado el limite (2.2), podesader la posicion de cada
punto que originalmente pertenece al segmentonda lhosicionado en el intervalq, [

Xd] tras una division infinita (del tipo que estamoaando aqui). De acuerdo con este
limite, esta posicion viene dada por la funddfxs, XJ — [Xs, 2% — Xg (de intervalos
reales) que mapea caxdd[x, X a

fX) = 2X —Xs. (2.4)

Es facil ver qud posee una funcién inversa, lo que quiere decirltueuna
correspondencia uno-a-uno entre los miembros delirdo y los miembros de la
imagen dd. De hecho, la funcién inversa fles la funciorf ™ [xs, 2% —XJ — [Xs Xd
gue mapea caddl[xs, 2% —XJ a
X+ X

>

Y como los dominios déy f ~ son respectivamente los intervalag ke y [Xs,
2Xs — X, Y ambos intervalos son continuos, esto signifijce todos los puntos que
originalmente ocupan el intervalxs[ X entero (y solamente esos puntos), tras la
infinita division (del tipo que aqui estamos tratay ocuparan el intervalog 2xe — X
entero. Es claro, pues, que lo que se obtiene ssgmento de linea continua que dobla
la distancia del segmento original.

Este resultado s6lo es valido si consideramos ogieségmentos se mueven y
parten bajo un movimiento continuo. Las instruce®mlel proceso, plasmadas en la
funcién (2.1), nada nos dicen de la division toRgro no importa. Lo importante es
tener claro que la division infinita puede dar comsultado un segmento de linea
completo, o con otras palabras, que la actualinad& limite de (2.1) es un estado
consistente con la realizacion de cada una y dasttab divisiones especificadas por
(2.1), independientemente de cdmo se lleven a talbe divisiones. Soélo para fines
visuales (y de ningin modo para fundamentarlo) @sgn ayuda considerar un
movimiento de los puntos bajo una teoria inclusmaserestrictiva que la mecanica
clasica. Por ejemplo, consideremos que soélo seexdgtinuidad para las funciones de
posicion y no para las de velocidad y aceleradi, es trivial pensar en la trayectoria
para cada punto: si cada etapae desarrolla en un intervalo de tiempd' 1éhtonces
en dicha etapa, todo punto mayor o igual al purgdicnde cada segmentb’2llevara
una velocidad constante= x. — X, mientras que todo punto menor al punto medio de
cada segmento"2 llevara una velocidad = 0 (visualmente, este movimiento es el
siguiente: inicialmente, en la etapa cero, todelmtos se mueven con una velocidad,

f1(x)=
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en cuanto comienza la etapa 1, todos los puntosnmeeml punto medio del segmento
toman una velocidadr = 0, mientras que el resto sigue con la velocidae
anteriormente llevaban; en cuanto empieza la efapas primeras mitades de los
segmentos toman velocidad cero y el resto sigudacarisma, y asi sucesivamente; el
punto inicialmente eR. nunca se detiene). Con un movimiento asi, clartéeanahfinal
de todas las etapas, cuartde 1 (suponiendo que la etapa 1 comienza erD), todo
XO[Xs, Xg] S€ encontrara segun la funcion (2.4), indepeneirante de la velocidad que
tomen entonces.

Repito, este proceso (dificil de modelar para tobjeewtonianos) tan solo es
una ilustracion de una de las caracteristicas gl @o y el tiempo considerados por la
mecanica clasica: que el orden continuo de susesl®® puntuales o instantaneos es un
orden total y esencialmente dividido, total y esanmente fragmentado. Aqui cabe
comentar una forma de dividir la linea especialmentportante que Bostock no
incluye entre sus perspectivas. Consiste simplamenthacer un corte, en dividir sin
suprimir puntos ni separar segmentos de la lineac@tamente, dividir el segmento de
linea que ocupa el intervalg[X] en los segmentos que ocupag k) Y [Xw, X O [Xs,

Xw] Y (X Xe], CONXs < Xy < Xe. ES iMmportante notar que ningun punto del segmeméo
ocupa el intervalox, x,) es adyacente o toca el extreryalel segmento que ocupa,|
Xe]. Es claro, entonces, que éste es un tipo de divigenuina. Y sugiere precisamente
lo que aqui estamos ilustrando: que cualquier setprae linea, entendido como los
puntos de un intervalo espacial, es un segmentatarhente dividido por definicién.

Por otro lado, no debe extrafiarnos que, trasfiaitan division que aqui se ha
descrito, de cardinalidad,, posicione en sus correspondientes sitios firalesda uno
de los puntos del intervalo real especificado, gneconjunto tienen una cardinalidad
mayor. Porque, precisamente, un nimero real nodssque un conjunto de nimeros
racionales (de cardinalidady).®® Y asi como la cardinalidad del conjunto que escad
namero real no se corresponde con la cardinalidaccudlquier intervalo real, la
cardinalidad del conjunto de pasos del proceso degsérito tampoco se corresponde
conﬁlf cardinalidad de los elementos (“segmentosXtensos 0 puntos) que resultan de
ella.

Finalmente, la cuestion filos6ficamente importagtee nos ensefia el analisis
que acabamos de realizar a la infinita divisidbniadéinea es la siguiente: mientras la
linea se conciba como una entidad espacial coiastipor todos aquellos puntos que se
encuentran en ella, debemos aceptar que la linrg#nga es una linea infinitamente
dividida. No nos debe extrafiar, pues, que se puebtmer lineas continuas tras un
proceso de division infinita, pues incluso el segtoeinicial ya es un segmento
infinitamente dividido. La linea no posee la couaiitad intuitiva que muestran las
representaciones gréficas de la linea. La contaulies division y fragmentacion total y
no, como intuitivamente se piensa, contigiidad.tota

Ahora bien, ¢ qué idea poner por delante, contatbigeométrica o continuidad
grafica? Sherry, por ejemplo, sugiere apreciardatinuidad geomeétrica como “an
aggregate of unextended points as a model of g bne which works in some
circumstances, but fails in others” [Sherry 1988]. 81e parece que hoy en dia la idea
de continuidad geométrica esta tan arraigada pratdica cientifica (y tecnolégica) que
el agregado de puntos no es ya un modelo de uea &tincurva gréfica, sino que la

%3 Construido como un corte de Dedekind. Véase ndta 1

® El proceso de divisién infinita descrito en eltteyprincipal no debe confundirse con el proceso
utilizado para construir el conjunto de Cantor.dBagte Ultimo proceso, que de la misma manerastensi
en una sucesién de pasos de cardinalidgdambién se obtiene un conjunto con cardinalidagana
Og; en cambio, no resulta un segmento de linea amn{iconfrontese en [Byers 2007: 174-9]).
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gréfica de una curva ha pasado a ser el modelagiegjado de puntos. Ambos no son
mas que modelos; uno construido por el desarratladeéas matematicas y el otro
construido por nuestro aparato perceptivo (todicandue, a una escala microscopica,
ninguna representacion grafica real cumple la gdidad intuida al percibirla en una
escala macroscoépica). Asi, pues, el movimiento esfanémeno sensible que
modelamos con ambos constructos. Tenemos un modiioogde una trayectoria, y
tenemos el modelo geométrico de dicha trayectdrda.mecanica newtoniana, que
adopta el modelo geométrico como fundamento delées del espacio, el tiempo vy el
movimiento, falla al no satisfacer las intuiciorspge suscita la amplia utilizacion del
modelo grafico, mas no por ello cae en alguna adidcion. Solo cae en
contraintuiciones. En los proximos apartados (cdaorente en las secciones 2.2.2 y
2.3.2), veremos algunas consecuencias de concebiowmiento en un espacio y
tiempo discreto (no newtoniano, claramente), y eeawjue semejante concepcion
también suscita contraintuiciones.

2.2. La paradoja de la flecha: el estado instantamede movi-
miento

Al igual que la paradoja de Aquiles y de la dicotanfa paradoja de la flecha concluye
que la idea del movimiento de un objeto es una glea acarrea una contradiccion.
Varios autores defienden que el programa globaleedn, con sus paradojas del
movimiento, era negar la consistencia de la idéandeimiento independientemente de
si se adoptaba una concepcién continua del esgadil tiempo, 0 una concepciéon

discreta. Para ellos, las dos paradojas del momimigue se tratan en este capitulo
tenian como objetivo mostrar lo absurdo de conadhinovimiento en un espacio y un

tiempo discreto o atémics.

El desafio que propone la paradoja de la flechel siguiente: ¢cémo es posible
que podamos decir de un cuerpo que se encuentreo@miento en un instante si en
dicho instante no se mueve? Sin duda, para adatarcuestion, es necesario tener un
criterio claro para distinguir un objeto en movinie Este apartado tiene como objeto
clarificar la idea de movimiento que utiliza la reiza clasica, y bajo ésta dilucidar
hasta qué punto tiene sentido hablar de un estatlantaneo de movimiento. Esto, por
supuesto, nos ayudara a tener una solucion (neamtanpara la paradoja.

2.2.1. El planteamiento de la paradoja: estados itentaneos de reposo durante el
movimiento

El argumento de la flecha requiere de pocas palgiaes plantearse: en un instante
dentro del vuelo de una flecha, este objeto sdlpaain espacio igual a su tamafio; es
decir, no se mueve, se encuentra en reposo. Lo ors&rpuede decir para cualquier
instante de todo el vuelo. Por lo tanto, duraniatelvalo de tiempo en el que la flecha

% Entre ellos podemos encontrar a Brochard [1954G#zebrook [2001: 273-4], Noél [1893: 107-9] y
Renouvier [1875: 71-3]. Por el contrario, Faris469113-5] argumenta que atribuir semejante olgediv
las paradojas de Zenén es por completo dudosoitmasegue Owen [1970 (1957-8): 153-4] sostiene que
dichas paradojas en conjunto tienen el objeto aleaata idea de pluralidad.
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mantuvo su vuelo, la flecha siempre estuvo en @ffoso que contradice al hecho de
que vuela y que se encuentra en movimiento.

En laFisicade Aristételes se presenta un argumento mas eorai®l que se
deja cabida tanto a la concepcién continua del m@vito como a la atomica:

Si siempre todo lo que esta en algun lugar iguslmismo esta en reposo, y si lo
que se desplaza esté siempre en un ‘ahora’ entanftesha que vuela esta inmovil
[Aristételes,Fisica 239b5-8].

La solucidén que Aristételes ofrece también es breve

Esto es falso, pues el tiempo no estd compuestalaeas’ indivisibles, como
tampoco ninguna otra magnitud estd compuesta désitdes [AristotelesFisica
239b8-9].

Aristoteles niega que el tiempo esté constituiddatieras’, de instantes, ya sean éstos
puntuales (y de duracion cero) o atdmicos (de ddmaminima constante, indivisible,
mayor a cero), ya que cualquiera de los dos sadnisitles®’ Esta respuesta esta muy
alejada de la respuesta tradicional que hoy esali@Erece a la paradoja. Sin embargo,
hay que aclarar que, con esta respuesta, Arissééstd siendo, en este caso, coherente
con su pensamiento. Recuérdese que para Aristdtelesntinuo era aquello que es
divisible siempre en divisibles. Pues bien, sii@npo es continuo (asi lo consideraba
Aristoteles), entonces el tiempo esta constitueldigisibles siempre divisibles, y no de
instantes indivisibles.

Es claro, pues, que Aristoteles no encuentra naoggaincluso lo ve como una
inconveniencia, y por eso la paradoja de Zenémjttaduccién del concepto de instante
0 punto temporal en la concepcidon del tiempo. Nstantie, hoy en dia el concepto de
instante tiene un papel importante en el uso codalitenguaje y de las teorias fisicas
mas utilizadas. Un instante es en el tiempo lo guepunto en el espacio. Como
consecuencia, un instante es una “posié®dnde dimensién cero (0 de dimension
minima, bajo una concepcion discreta), en el tiengmn esto, no es necesario que el
conjunto de todos ellos sea lo que constituyesatpio, sino sélo que son las posiciones
temporales que se identifican en el transcurritideipo.

La solucion tradicional, que asume la existence idstantes como tales
(independientemente de si son 0 no constitutivégiel®po), consiste en hacer notar
gue si la flecha se encuentra volando, y detectavao®s puntos de su vuelo, y
reconocemos que en cada uno de esos puntos la fhecpa nada mas que un espacio
igual a ella (el espacio que ocupa si estuvieraepnso), esto no quiere decir que la
flecha se encuentre en reposo. El hecho de que Erstante de su vuelo la flecha solo
ocupe una posicion (tanto en espacio como en tipmpoimplica que ésta no se
encuentre en movimiento. La paradoja de Zenén aoo@ equivocacion: confunde el

% La misma version del argumento se puede encoatrdAlper y Bridger 1997: 144-5], [Arsenijgyi
Séepanovt y Massey 2008: 20], [Clark 2007: 11] y [Smith 20Q84].

®7 Aristételes describe el ‘ahora’ de la siguientenara: “el ‘ahora’ es de algiin modo el limite extoem
del pasado y en él no hay nada de futuro, y esiémab [imite extremo del futuro y en él no hay aale|
pasado; justamente por eso decimos que es el ldmigmbos. [...] quedara manifiesto también que el
‘ahora’ es indivisible” [Aristoteledrisica 233b35-234a3].

% E| término ‘posicién’ se puede prestar a confusisi se usa, como aqui, para designar un instante
el tiempo. La confusion se pierde si se realiz&faesentacion geométrica del transcurrir del teempa
linea recta infinitamente divisible con una infiaitide posiciones. Mas aun, en mecanica relativaéta,
espacio y el tiempo forman un mismo objeto conadptl espacio-tiempo, en el que el tiempo no es ma
que una dimensiéon mas, y del que se puede hablaosfusion en términos de posiciones.
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hecho de que la flecha no lleve a cabo un movimidntante un instante con el hecho
de que se encuentre en repds&l estado dindmico de un cuerpo (movimiento o
reposo), no se puede inferir de la posicion quése en un instante; es necesario saber
también lo que ocurre en instantes préximos o éa tm intervalo de tiemp@.Qué es
necesario saber de esos otros instantes es loequa & dejar en claro en la seccion
2.2.3.

2.2.2. La concepcion atémica del espacio y el tieoipel desvelo de la falacid

Antes, es justo detenerse en la implicacion deatmnan espacio y un tiempo discretos
para el movimiento de la flecha.En un espacio tal, sélo se encontrarian como
posiciones posibles regiones de tamafio minimo mey@ro. Asi, un cuerpo ocuparia
un determinado namero de regiones minimas (“atoynosada una de ellas las cubriria
por completo. Para el caso del espacio, que puedsiderarse bidimensional o
tridimensional, o normal es asumir “atomos” cuads o cubicos, segun sea el caso,
para asi evitar el problema de los intersti¢foEl caso del tiempo se salva de esta

cuestion, y considera instantes de duracion minagores que cero.

% partidarios de esta solucién son Sainsbury, gpkcax “we are failing to distinguish between thaim

— interpretable as true — that at each instanath®mv does not move, and the false claim that at ieest

at each instant” [Sainsbury 1988: 22]; y Reschex gscribe: “The fact that an arradwes not move
DURING an instant (an instant, being of its very natuo®, brief to allow the accomplishment of a
movement) does not mean that an arigwnot in motion AT this instahfRescher 2001: 100], y
posteriormente subraya: “The distinction betweeimdén motion and accomplishing a movement is
crucial for resolving this paradox because the faris actually compatible with instantaneity wherea
the latter is not” [Rescher 2001: 101].

0 Faris también subraya este punto: “It is not ursiaBy true that whatever is over against the eguat

rest; for what is in the now over against the edsialot at rest. The most we are entitled to sajas
what is in, i.e. throughout, a time over against ¢lgual is at rest” [Faris 1996: 46]. Rescher,ulisado

la misma cuestién, hace una interesante analobfeedBo de que en un instante la flecha no se meleva
un instante, no significa que no se mueva en wmniato, “any more than the fact that a single tette
conveys no information means that a text inducirggesat many of them cannot do so” [Rescher 2001:
100-1].

" McLaughlin [1998: 291] prefiere el término ‘graatil para hacer referencia a esta concepcion, ya que
‘atbmico’ y ‘discreto’ tienen connotaciones que g prestarse a confusion. Aqui se seguiran utiiza

los término ‘atémico’ y ‘discreto’, ya que ‘grandldambién puede provocar confusiones, por ejemplo,
con el término utilizado en cristalografia de lostafes.

2 La problematica del espacio y el tiempo discretaiea cuestiéon un tanto amplia. Como este trabajo
pretende profundizar en la mecéanica clasica, qusidera el espacio y el tiempo como continuos, &sta
una cuestién que escapa a los intereses del midmd. s6lo tomaremos los puntos al respecto que
repercuten en la continuidad, por un lado, y erollusion a la paradoja de la flecha y el estélite en

el siguiente apartado). Contribuciones penetragtessta cuestion son [Forrest 1995], [Van Bendegem
1995] y [Davies 2003].

" Faris [1996: 49-73], Van Bendegem [1987: 296 y5t994] y Weyl [1949: 43], por ejemplo,
consideran elementos cuadrados; Rogers [1968: h2R§gonales; mientras que Davies [2003: 320-1],
Forrest [1995: 331] y McDaniel [2007: 157] asuméenentos puntuales discretos sin ninguna forma
especifica. Ninguno comenta las siguientes dificlds: ¢como establecer qué disposicion toman los
elementos unitarios entre si? ¢(Cémo mostrar queohgye no hay espacios intersticiales entre los
elementos unitarios? Estas dificultades sugierenagiamos graficamente atrapados en el concepto de
espacio euclidiano, y que cualquier otro espaciscfeto o riemanniano, por poner dos ejemplos de
distinta naturaleza) estd condenado a ser repeskergraficamente y a ser intuido en un espacio
euclidiano. Aceptando esto, es facil ver que, dédigenio del poligono que se considere como elemento
Gltimo, habra mejores o peores disposiciones eeli@s. Por ejemplo, como es bien sabido en
cristalografia, en caso de asumir esferas comelrgentos unitarios, el acomodo reticular fcc (cdbi
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La concepcion discreta o atdmica del espacio ptesén problema incluso si
prescindimos del movimiento. Suele llamarse el mwento del tejado tije tile
argumen} y consiste en mostrar la existencia de una magrde distancia prohibida
por la misma atomicidad del espacio. TOmese, pon@e un triangulo rectangulo en
el plano euclidiano (espacio bidimensional). Supomgs que los catetos de este
triangulo son de igual longitud y que dicha londitonide un nimeran (natural) la
unidad minima espacial(la distancia atomica), o sea;a Por el teorema de Pitagoras,

la hipotenusa de dicho triangulo forzosamente tende medin/2ma, una distancia
no permitida en el espacio atomico, ya que éste @&mite distancias dea (conn =

1, 2, 3, ...). Lo mismo sucede a la inversa, si toosma hipotenusa con la longitud
minimaa, los catetos, si son iguales, resultaran de umgitled menor a la minima. De
aceptar, pues, la concepcion atémica, tendriamesripstrar ciertas reservas hacia el
teorema de Pitagords.

Asi las cosas, mostremos por el momento dich&svas y concentrémonos en
dilucidar como seria el movimiento de la flechauenespacio discreto y en un tiempo
discreto. Bien, considérese que la flecha ocupansamte el espacio de una posiciéon
atomica x unidimensional y que el tiempo transcurre trasadiones atomicas de
“magnitud” d. En un primer instante, la flecha se encuentraaepokicionx; y en
ninguna otra. En el siguiente instante, tambiénwaaiond, la flecha se encuentra en
la posicionx, y en ninguna otra. Asi, tenemos que en un lapstedgon-dla flecha
habra pasado de la posici¥na la posicion,.”® Tal como si fuera una pelicula de cine,
en donde cada fotografia es una imagen inmovil spieexpone sucesivamente en
duraciones imperceptibles de magnitldAsi, a la flecha se le ve moverse, pero nunca
se mueve. Es simplemente una sucesion de flechavinem posiciones diferentes.
Bajo esta nueva concepcion, el movimiento se ertémdomo el cambio de posiciones
(por un extrafio mecanismo), de un objeto que é&stdpse en reposo. El objeto siempre
esta4 inmovil aunque se le vea cambiar de posicjomasque se le vea “moversé”.
Pero si cambia de posicion, ¢se mueve o no se Mudvinal de cuentas, ¢qué es el
movimiento?

Esta concepcion del espacio y el tiempo sugiepetmanencia de la paradoja.
Admite que el movimiento esta hecho, esencialmateenmovilidaded! Para evitar

centrado en las caras) es el arreglo que dejapatiesintersticial menor (confrontese, por ejemgio,
[Duan y Guojun 2005: 56] o en todo el articulo dads [1997]).

4 Seglin Forrest, el problema sugerido por el argtordel tejado no se debe mas que a la represemtacio
de los elementos discretos en un espacio euclididde should not therefore take the tile paradigm
literally, but rather as just a way cépresentingone possible discrete geometry using EuclideaneSpa
[Forrest 1995: 330]. Por otro lado, en [Van Benaed®87] se construye un espacio discreto paraesl qu
dentro de cierto rango de tamafio de las unidatipsyl@iema se supera.

> Este es el caso en el que el objeto se muevevaldaidad maxima que permite una sucesién de
posiciones adyacentes. Con una velocidad menamriadiatamente menor a la maxima, por ejemplo, el
objeto estaria un tiempal2n cada posicior. Forrest, basandose en la velocidad maxima caistata

de esta concepcidn, sugiere la velocidad de lachmo un punto a favor de la plausibilidad de la
concepcion discreta como modelo de la realidacer&hs a maximum speed for a particle with [...]
uniform motion in which at every moment the padidd displaced one unit. That is good news beciuse
provides a way of understanding why no particle garfaster than some maximum speed which we can
identify with that of light” [Forrest 1995: 337].

’® Al analizar la concepcion atémica, Faris tambiépercata de esta consecuencia: “Such an accasint ha
indeed strange implications but it is consistenthvthe unnatural interpretation of Zeno’s conclasio
allowing as it does for an object to change plabdenalways remaining at rest” [Faris 1996: 69].

" Bergson atribuye este resultado paraddjico al nise® en el que funciona nuestro conocimiento:
“Nous prenons des vues quasi instantanées sualigérqui passe, et, comme elles sont caractéuissiq
de cette réalité, il nous suffit de les enfiletdag d’un devenir abstrait, uniforme, invisibletug au fond

de I'appareil de la connaissance, pour imiter cé ga de caractéristique dans ce devenir lui-méme
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esta concepcién contradictoria, se puede pensaelquigeto en movimiento pierde su
identidad, y que un objeto en “movimiento” es ealidad una sucesion de apariciones
y desapariciones de cuerpos semejafitEsta anulacién de la identidad plantea algunas
cuestiones muy serias que la hacen poco plaugjBler. qué el objeto, que es distinto en
cada instante, mantiene su aspecto, y en concretansafio? ¢Por qué semejantes
apariciones y desapariciones ocurren en una sucdsiposiciones adyacentes y no en
cualquier posicion arbitraria? Ademas, se podrtarees decir que durante el reposo,
manteniendo la misma posicion durante una sucestmsiderable de instantes
atomicos, el objeto no necesariamente es el migrodnfo saber que si lo es? ¢COmo
saber que no lo es?).

En el fondo, tanto en la concepcion atbmica, comiae&oncepciéon continua del
espacio y el tiempo, la situacion paraddjica s@mmanece cometiendo (nuevamente)
una falacia de composicion. A partir de reconoagr @n cada instante (sea atbmico o
sea continuo) de un intervalo de tiempo (continugiszreto) la flecha no cambia de
posicién, no se mueve, no se sigue que en el dongmtero (y en este caso, incluso en
cualquier subconjunto) la flecha no se mueva +as&ma es la apreciacion que hace la
solucion tradicional presentada en el apartadoriante Y por tanto, no demuestra,
como afirman algunos (como Brochard [1954: 4] oz€lmook [2001: 273-4]), la
imposibilidad del movimiento bajo un espacio y wmpo discreto. Por supuesto, a
partir de la misma asuncion tampoco se sigue gtledaa se mueve. Pero no importa,
porque la afirmacion de que la flecha se muevereintervalo de tiempo no se obtiene
a partir de semejante asunciéon, sino de la defimichisma de movimiento: que un
Mismo cuerpo se encuentre en dos lugares distima®g| transcurrir del tiempo.

2.2.3. ¢ Se puede hablar de un estado instantaneordevimiento?

Una vez que ya nos hemos percatado que del heclijuelelurante un instante un
cuerpo no se mueve no podemos deducir que el eskaddicho cuerpo no es el
movimiento, resta entonces responder la preguntang saber si el estado instantaneo
de un cuerpo es o0 no es el movimiento?

Antes de reflexionar sobre algun criterio paracoen si el estado instantaneo de
un objeto es el movimiento, es necesario dejaroctpré es el movimiento. Una
explicacion sencilla, concisa, clarificadora, eluso satisfactoriamente intuitiva, de la
idea de movimiento la podemos encontrar en lasesites palabras de Russell:

Motion consists merely in the fact that bodies spenetimes in one place and
sometimes in another, and that they are at inteateeglaces at intermediate times
[Russell 1917: 84].

Pese a su precision, esta explicacion —que biedepteenarse como una definicidh—
no nos informa del estado dinAmico instantaneondeuerpo. Y es que ni siquiera tiene

le mécanisme de notre connaissance usuelle esatieencinématographiqugBergson 1907 (1959):
753].

"8 Esta idea, basada originalmente en un mundo ddgiebranche, también es considerada por una gran
cantidad de autores: Bigelow y Pargetter [199078B-Carroll [2002: 56-7], Faris [1996: 61], Meyer
[2003: 99-100] y Tooley [1988: 243-4].

9 La segunda parte de esta definicion del movimiesetaefiere sélo al movimiento en un espacio y
tiempo continuos. En un espacio y tiempo discretosn objeto se mueve con una velocidad menor a la
maxima, entonces no siempre ocupa una posiciémnietiia en tiempos intermedios. En el texto
principal de esta seccion sélo se discutira el m@ito en un espacio y tiempo continuos —el
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gue interpretarse necesariamente referida a iestabhbs términossometimesy ‘ one
place, asi como intermediate placés ‘intermediate timéspueden bien interpretarse
como intervalos espaciales y temporales no degdoera

Ahora bien, el criterio que goza de un mayor pgéstpara dictaminar si un
cuerpo se encuentra en movimiento en algun insemtel valor de la velocidad que
dicho cuerpo posee en dicho instante. Se puedecianwon las siguientes palabras:
la velocidad instantanea de un cuerpo es distinea adro, entonces el estado
instantaneo del cuerpo es el movimienkste criterio asume, por supuesto, que la
velocidad es la derivada de la trayectoria coneespal tiempov = dx/dt.®°

Puesto que este concepto de velocidad instantaseana idea genuina y
originalmente newtoniana, nos incumbe mostrar &mgiinconvenientes que tiene a la
hora de adoptarlo como criterio de movimiento instaeo. Este criterio, al tener como
fundamento la nocién de derivada, nos aseguradgiue,derivada de la trayectoria es
distinta de cero (me refiero a una trayectoria icolat y derivable, obviamente),
entonces el cuerpo ocupa la posicién en la queageatra en un instante, dentro de un
intervalo continuo de instantes, exclusivamenteesa instante. En términos mas
precisos, si consideramos que el instante de diglw&idadv # 0 esty y la posicion que
se encuentra eg, entonces en todos los instantes de cierta irafthik intervalostd{ —

o ty) y (to, to + 9 —con O lo suficientemente pequefia— la posicién del cuerpo
necesariamente sera distintaxgleEl cuerpo, pues, estd en movimiento.

Este criterio padece una deficiencia, a saber|@ue/erso no es verdad: no es
ninguna necesidad que, dado un intervalo de tie(hpod, t + J en el que en cada
instante el cuerpo posee una posicion distinta delaesto de instantes, en todos los
instantes del intervalo el cuerpo tenga una vetatidistinta de cerd. Este hecho lo
ilustra un ejemplo bastante familiar. Supongamaslgonzamos una piedra en direccion
vertical. El objeto se dirigira hacia arriba perebiflo al campo gravitatorio, alcanzara
una altura maxima, y emprendera entonces la cBidn, en el instante en el que tiene
la altura maxima, la velocidad del objeto es nSlegun el criterio de movimiento, el
objeto no se encuentra en movimiento en ese imst&ih embargo, la curva del
desplazamiento con respecto al tiempo (una paralmoa indica que, en cualquier
instante cercano a dicho instante, no importa Izac&ue se encuentre, el objeto
siempre tendra otra posicion; es decir, la posiciimespondiente a la altura maxima no
es mas que otra posicién entre una serie contieupodicione&® ;Se puede decir,

movimiento propio de la mecanica newtoniana—. Cetx@entar que, para un espacio y un tiempo
discreto, basta suprimir esta segunda parte defilricdn del movimiento para que sea satisfactoria

8 Asi se considera, por ejemplo, en [Clark 2007; JHijickson y Fossa 1998: 13], [Glazebrook 2001:
202-3], [Harrison 1996: 279], [Meyer 2003: 97], [bte 1990: 43], [Papa-Grimaldi 2007: 138], [Salmon
1970: 24], [Smith 2003: 269] y [Zangari 1994: 19Rpr otro lado, contribuciones que muestran reserva
al respecto son [Carroll 2002], [Lange 2005] y OWES57-8].

81 para conocimiento del autor, ninguna contribuaiée considera o discute la velocidad instantanea
como criterio de movimiento hace esta observacion.

8 por otro lado, Bigelow y Pargetter [1990] sefialarcaso en el que la velocidad instantanea esigisti
de cero en un instante que pertenece a un intedeat@mpo en el que el objeto no experimenta mngu
cambio de posiciéon. El ejemplo consiste en tregrasfA, B y C de la misma masa colocadas
horizontalmente; inicialmenté se dirige con velocidad constante haBig C que se encuentran en
contacto y en reposo; en el instatyté colisiona corB de manera que “The velocity éfis transferred
from A, throughB, to C. There is a moment in time whé&hhas velocityw — even though there is no
appropriate time series of past or future positimn® which will yield velocityv as a limit” [Bigelow y
Pargeter 1990: 67]. Ante esto, Meyer hace la sijei®@bservacion: “this “velocity transfer theorg’ i
neither a theorem of classical or relativistic nauhs, nor is it a conceptual truth about velodiy.any
competent physicist will tell you, it is simply . What is true is that there isemergyflow throughB a

to. But since that is a flow of potential energy, antd of kinetical energy, this does not supportelBigv
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genuinamente, que el objeto en ese instante es&peno? No obedece, al menos, a la
definicion del movimiento que arriba se ha dado.

Es importante observar que, aunque en ese indi@antelocidad es cero, la
aceleracion no lo es. Es decir, en ese instantauhayfuerza no equilibrada actuando
sobre el objeto. Esto sugiere otro criterio del moento: si la fuerza total no
equilibrada que en un instante actla sobre un coerp distinta de cero, entonces el
estado instantdneo del cuerpo es el movimieBfectivamente, es completamente a
favor de nuestras intuiciones que, si una fuerzaasobre un cuerpo, la influencia de la
primera en el Ultimo se manifiesta en movimientadekas, esto se encuentra
estrechamente relacionado con un rasgo de sumartanp@ en la mecanica
newtoniana: la relatividad de Galileo. En el ejemgpuesto en el parrafo anterior, si
cambiamos de marco de referencia inercial en daecegertical, entonces, en ese
mismo instante, la velocidad no sera cero (y laralen dicho instante tampoco sera la
altura maxima). En cambio, para todo marco de nebdmeinercial, la aceleracion
instantanea (correspondiente a la fuerza gravitagglicada), sera la misma. Puesto de
forma generalizada: en cualquier instante de latexcia de un cuerpo, siempre habra
un marco de referencia inercial en el que, paraieseante, le corresponda una
velocidad instantanea igual a cfd>ero entonces, ¢el cuerpo se mueve en ese instante
0 NO se mueve?

Aunque parezca deseable que el movimiento seanémfeno invariante ante las
transformaciones de Galileo, no tenemos mas renmpdicaceptar que el movimiento,
ocurrido en un lapso de tiempo con una misma veééacconstante, es relativo al marco
de referencia inercial. Es decir, para todo cuerpee durante todo un intervalo de
tiempo viaja con velocidad constante, siempre hahrénarco de referencia inercial en
el que se encontrara en reposo durante dicho altede tiempo. Con la aceleracién no
sucede lo mismo. Independientemente del marco ¢kreneia inercial en que
observemos el cuerpo, la aceleracion sera la mistm nos sugiere considerar la
aceleracion como un criterio objetivo de movimiento

A pesar de esta ventaja que presenta la acelerf@ite a la velocidad, la
aceleracion instantanea como criterio de movimigmgtantaneo también es deficiente.
En primer lugar, hay casos en los que una aceleracgiantanea distinta de cero no
implica distintas posiciones para los intervalogaaéntes al instante en cuestion. Por

and Pargetter's case” [Meyer 2003: 98]. Estoy deseto, pues la velocidad —en mecénica clasicaf es u
concepto siempre referente a la trayectoria. Adera® el mismo artificio de Bigelow y Pargetter
podemos encontrar un caso problematico para suidtele transferencia de velocidad™: en vez de tres
esferas, consideremos que tenemos cuatro eeBasC y D; sity es el instante en el géeya no viaja
convy B posee —mas sin moverse— una velocigagtual es el instante en el qii@osee una velocidad

v —también sin moverse—? Contestar que el instambién es, implica violar la conservacién del
momento y de la energia (que, debido a que lai@oles elastica, se tiene que cumplir). Para nertgc

se podria contestar qu8 y C en t, tienen alguna velocidad, menor que correspondiente al
cumplimiento de los principios conservativos. O lhén queB poseev enty y posteriorment€ y D se
mueven con alguna velocidad, menor quecorrespondiente al cumplimiento de los principios
conservativos. Pero estas dos Ultimas respuestasosapletamentad hoG y no se podrian ofrecer sin
las indeterminaciones presentes en colisionesit@staas entre mas de dos cuerpos.

8 Este hecho revela una funcién explicativa muy eqior parte de la velocidad. Desde este punto de
vista, el valor de una velocidad instantdnea sék especifica el marco de referencia inercial detde
gue se mira el movimiento (o el reposo, segun asa)cO dicho de otra manera: la velocidad insterata
s6lo nos dice qué curva seguira la trayectoriardet¢ toda una familia de curvas. A esta familia de
curvas se le puede llamar movimiento objetivo, sapele que no podamos prescindir de un marco de
referencia inercial para analizar el movimientoug¢ @eterminara la familia de curvas? Las leyes del
movimiento. Esto mismo es reconocido por Meyer: atVlelocity explains, and what its causal
relevance is, depends on what the laws of natae[sieyer 2003: 99]; y por Smith: “I do not expebe
velocity to tell us about positions at later tim@sily the laws of nature can do that” [Smith 20D39].
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ejemplo, asumamos que a un cuerpo en el espadonamsional del ej&-se le aplica
una fuerza total dada por la funcién

Ft)=2 para<O0

=0 para>D0.

Asumamos también que, a un tientpo —2, el cuerpo se encuentraes 4 con una
velocidadv = —4. Asi las cosas, y tomando las definicionésrelinciales de velocidad y
aceleraciéon, obtenemos que en el instante0, el cuerpo estara en= 0 con una
velocidadv = 0. A partir de entonces, para todo tienhpoO, el cuerpo permanecera en
x =0 conv = 0. Aunqgue el cuerpo tenga una fuerza distintaeide ent = 0, permanece
en la misma posicién para todo tiempo posterior.

En segundo lugar, hay casos en los que la aceleragéantdnea se ve en la
misma situacion que mas arriba encontramos inaatia para la velocidad; a saber,
gue tampoco es ninguna necesidad que, dado umdlttate tiempot(— o, t + J) en el
gue en cada instante el cuerpo posee una posistinta a la del resto de instantes, en
todos los instantes del intervalo el cuerpo tenga aceleracion distinta de cero. Un
ejemplo de esta situacion se puede encontrar drayactoria de la carrerdggatq
ilustrada en la figura 1.3. En cada instahtel—z—ln (conn}{1, 2, 3, 4, ...}) el cuerpo

se encuentra en una posici@n con una aceleracion cero, pero en todo instante

tD( - an_l ,1—2—1n)D (1—2%,1— znl+1) el cuerpo se encuentra en una posicion distintala

aceleracion instantanea, pues, tampoco resultaursecriterio satisfactorio para el
movimiento instantaneo.

Estas apreciaciones dan la razon a Zendn en dksigusentido: no es tan
directo dar un sentido al concepto de estado it&stao de movimiento cuando la idea
de movimiento en si contempla mas de un instahteamscurso del tiempo. Asi las
cosas, tenemos simplemente que la velocidad idstaat nos dice el valor de la
velocidad en un instante, y la aceleracion insta@anos dice el valor de la aceleracion
en un instante. Pero, como hemos visto, ningunesielos satisface por completo la
idea del movimiento. Esto, me parece, recae en uivenconstantemente relegado y
gue enunciarlo resulta esclarecedor (y que adeaticig) de una forma poco académica,
lo tenemos en frente de nuestras naridasyelocidad y la aceleracion son conceptos
gue nos ayudan a entender y a describir el movitojgrero ninguno de los dos, ni los
dos en conjunto, constituyen en si el concepto o@miento® La dificultad, pues,

8 Cabe entonces también preguntarse qué son laidetby la aceleracién instantanea. Lange, por
ejemplo, sefiala acertadamente que “velocitysigentiallysomething to do with trajectory (and nothing
more than that)” [Lange 2005: 450]. Ahora bien,& gas dicen de la trayectoria la velocidad insteeda

y la aceleracién? Respecto de la velocidad, el misamge propone lo siguiente: “I propose that itas
instantaneous velocity is something like a dispas#l property, a tendency, a power, or a propgnsi

be moving atg¢in a given direction at 5 centimeters per secantb ihave certaipotentialtrajectory—
that is, to bahreateningto proceed along a certain trajectory. It is talposed aitto have a trajectory
with a time-derivativefrom aboveat { equal to 5 cm/s in the given direction” [Lange 20@53].
Discrepo en gran medida de la propuesta de Langépaiguientes razones: delante de una velocidad
instantanea, independientemente de cual sea sy ypalede tenerse una infinidad de trayectorias que
apunten a cualquier direccion, lo que nos dejanensituacion bastante precaria para saber alggetonc
de la trayectoria; peor aun, en mecanica clasiozler de cualquier velocidad instantdnea de uyetob

es compatible con el alcance de cualquier posiegfacial en cualquier instante futuro. Basta cdinaap

la fuerza adecuada. Siendo las cosas asi, ¢comosése que la velocidad indique una trayectoria
potencial? Pero atencién, esta Ultima observaciés da una clave en cuanto a la aceleracion:
dependiendo de la fuerza —es decir, de la masaagdéeraciéon— el objeto tomara una determinada
trayectoria. O sea, que la aceleracidn si es cora@ropension del objeto a tomar cierta trayect@so

no es mas que lo dicho en la nota anterior: laecs@eidn indica una familia de trayectorias (las
trayectorias potenciales) y la velocidad deternunal de esas trayectorias toma el objeto (el mdeco
referencia inercial con el que se mira el movinognt
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radica en querer una definicidbn del movimiento conceptos que no se corresponden
al concepto mismo de movimierfto.

Por otro lado, definir diversas clases de movitsienpartir de las deficiencias
de la velocidad y la aceleracion para definir elvimiento instantaneo (como por
ejemplo, estado instantdneo de movimiento por daiérda para el caso en que la
fuerza es distinta de cero pero solo en la vecindgdierda hay un cambio de
posiciones, o estado instantaneo de reposo potgracia el caso en que la aceleracion
instantanea del cuerpo es cero pero en ambas waeegsdse encuentra en otras
posiciones), es complicar en demasia un concepoirguitivamente deberia de ser
simple. El concepto de movimiento requiere de masrlenstante y por tanto, en
mecanica clasica, de un intervalo continuo ents¢aimtes. So6lo se puede decir que el
estado instantaneo de un cuerpo es el movimiergbigstante referido pertenece a un
intervalo continuo y abierto en el que el cuerpdreuun intervalo continuo de
posiciones (todas ellas distintas). SOlo se puede due el estado instantaneo de un
cuerpo es el reposo si el instante referido peceraeun intervalo continuo y abierto en
el que el cuerpo se encuentra siempre en la miss@i@n (y que, por supuesto, en
cualquier otro marco de referencia inercial es@rdanovimientof° ;Y que se puede
decir del estado en los instantes que son frometr@ el movimiento y el reposo? Mi
propuesta es que, precisamente, semejante esttdotaneo es un estado de transicion
del movimiento al reposo o0 viceversa. De ningunanere nos debe resultar
descabellado el reconocimiento de semejantes estadbre todo cuando estamos
asumiendo un tiempo continuo. La disyuntiva ‘o éstae movimiento o estado de
reposo’ aplicable a los estados en intervalosatedo, no tiene por qué ser aplicable a
los objetos en instantes.

Finalmente, cabe comentar que hay un recienterrddsaque reconstruye el
calculo infinitesimal y que encuentra al conceptovdlocidad instantanea satisfactorio
como modelo de un estado de movimiento instantéd®@oembargo, este concepto se
basa en una idea de instante completamente djstigize a su vez, recae en el rescate
de la nocion de infinitesimal. Pese a que, hastadaa de hoy, la inmensa mayoria de
los planteamientos de la mecanica clasica releg@ndesarrollo, no descarto que, con
el tiempo, comience a formar parte de la teoriaequences se conozca como mecanica
newtoniana. Si esto es asi, entonces se tendraritgmioc simple de movimiento
instantaneo. La explicacion de Bell es de granryaloon ella cierro el apartado:

The Principle of Microstraightness yields an irtgty satisfying account of
motion For it entails that infinitesimal parts of (theree representing a) motion are
not degenerate ‘points’ where, as Aristotle obsgru@llenia ago, no motion is
detectable (or, indeed, even possible!), but aagher, nondegenerate spatial
segments just large enough to make motion over emeh palpable. On this
reckoning, states of motion are to be taken sdgipaad not merely identified with
their result: the successive occupation of a seasfedistinct positions. Instead, a
state of motion is represented by the smoothlyingrgtraight microsegment of its

8 Alper y Bridger, en cambio, proponen que “One $thawt ask whether the arrow is moviag a
particular time because time is a characteristimofion, motion is change, and therenischange at a
point. It is only when we are trapped by the vedradre of speaking of motion at a point in time the

get confused” [Alper y Bridger 1997: 154-5]. No tdo#e, me parece mucho mas interesante desarrollar
conceptos para dar un sentido a la idea de estefantdneo de movimiento, en vez de la simple
eliminacién de un oximoron como ‘movimiento inséareo’.

8 La misma idea ya se encuentra afirmada por SaiyisbAn object is at rest at an instant just on
condition that it is at the same place at all nganistants; it is in motion at an instant just @andition

that it is in different places at nearby instantSainsbury 1988: 21], aunque se aprecia que redéga
estado de los puntos frontera.
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associated curve. This straight microsegment mathdueght of as an infinitesimal
‘rigid rod’, just long enough to have a slope — and like a speedometer needle, to
indicate the presence of motion — but too shortbémd. It is thus an entity
possessing (location andjirection without magnitudeintermediate in nature
between a point and a Euclidean straight line [B288: 10’

2.3. La paradoja del estadio y la relatividad galéana

La paradoja del estadio es la menos conocida o rawhe de las cuatro paradojas del
movimiento planteadas por Zenon, quizéa por la seigald de la solucidon que goza una
amplia aceptacion, y que la hace ser, bajo estéopdm vista, poco problematica.

Sainsbury [1988], por ejemplo, ni siquiera la menai en el capitulo que dedica a las
paradojas de Zendn. Con su argumento Zendn condaryeextravagantemente como
en el resto de sus paradojas, que un intervaloedgt es igual a su doble (jlo que
podria interpretarse como la afirmacion de queityjesd a 2!).

2.3.1. El planteamiento y la interpretacion tradiconal de la paradoja

Al igual que en las paradojas anteriores, partadebgplanteamiento aristotélico de la
paradoja del estadio. Como no es del todo claomnstruyamos el planteamiento de
tal manera que nos resulte un argumento coherEhfgasaje donde se encuentra se
presentara fragmentado en cuatro partes para tlataeconstruir paso por paso en
diagramas lo que Aristételes quiere decir. El prifmegmento dice:

El cuarto argumento supone dos series contrapugsteserpos de igual nimero y
magnitud, dispuestos desde uno y otro de los egata un estadio hacia su punto
medio, y que se mueven en direccion contraria anisma velocidad. Este
argumento, piensa Zenon, lleva a la conclusién e lg mitad de un tiempo es
igual al doble de ese tiempo. El paralogismo estdemisar que un cuerpo ocupa un
tiempo igual en pasar con igual velocidad a unpueue esta en movimiento y a
otro de igual magnitud que esta en reposo; pew estfalso. Por ejemplo, sean
AAAAcuerpos en reposo de igual magnitBBBB cuerpos en movimiento de igual
namero y magnitud que I08AAAY que parten desde un extremo deAdAA y
seanCCCC cuerpos en movimiento iguales en nimero, magnjitudlocidad que
los BBBBY que parten desde el otro extremo [Aristotdiésica 239b33-240a8].

87 Aunque sin retomar la idea de infinitesimal, hdgas parecidas que apuntan en esta direccion.
Erickson y Fossa contempla la posibilidad de queuerpo en estado de movimiento instantaneo ocupe
un volumen mayor al que ocupa en reposo: “A pdssilaipparently not discussed in the literaturéhist

a moving arrow might effectively fill a larger am@uof space than an arrow at rest. Thus, the parado
would fail because it would contain a false (ambigg) premise; nevertheless, motion and atomic time
would not be contradictory” [Erickson y Fossa 1998}. Y basada en el principio de incertidumbrdade
mecéanica cudntica aplicado a las particulas eleat@ntPapa-Grimaldi propone la ocupacion de un
objeto macroscopico mayor a su volumen: “So why wist ask, don’'t macro-objects behave like these
final entities of which they are also constitutadiereas atoms, protons etc. do? How far up froreethe
entities on the observational scale must one gmtban entity that behaves like a classical oljjéldte
answer, as | mentioned above and as one shoulatelxpehis theory, is of purely observational natur
[Papa-Grimaldi 2007: 148]. Aqui Papa-Grimaldi sugieometer una falacia de composicién, pues no es
ninguna necesidad que el objeto macroscopico plaseanismas propiedades que sus constituyentes
microscépicos.
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El diagrama que resulta de seguir este fragmentoArilgtoteles se muestra a
continuacion en la figura 2.2:

AL1|A2|A3|A4]
|B4]|B3[B2|B1]|®

« [c1|c2|c3]c4]
Figura 2.2. Estado inicial del estadio. Las flechas indicae gl conjunto de cuerpos alineados
se encuentran en movimiento, asi como la direagmismo.

En concreto, cuando Aristdteles expone su ejempmomenciona que los cuerpos
posean velocidades en sentido contrario, perosése menciona lineas mas arriba. De
los cuerposCCCCno se especifica de qué cuerpo es el extremoudesg parte. Como
dice “el otro extremo”, se sobreentiende que edegh. Las numeraciones se toman
segun la designacion del ‘primer’ y ‘Gltimo’ delgemdo fragmento:

En primer lugar, cuando I&BBBY losCCCCse crucen entre si, el prin@habra
alcanzado el Ultim& en el mismo momento en que el prifkzhaya alcanzado al
ultimo B [Aristételes Fisica 240a8-11].

O sea, en términos de los cuerpos numerdibgel primerB) habra alcanzadG4 (el
altimo C) en el mismo momento en q@& (el primerC) haya alcanzadB4 (el ultimo
B). Lo que es equivalente a decir que, si se indayel término ‘alcanzar’ como llegar a
alinearse, los cuerpos se disponen como lo muelstiiagrama de la figura 2.3:

Al |A2 |A3 | A4
B4 |B3|B2 |Bl1|=

&« |C1|C2|C3|C4
Figura 2.3. Estado del estadio posterior al representada éigura 2.2, en el instante en el que
los cuerpos estan totalmente alineados.

La explicacion de Aristételes comienza a ser can@irsel tercer fragmento:

En segundo lugar, como en ese momento el prénkeabra pasado a todos IBs
pero soélo a la mitad de I@s su tiempo en pasar a la mitad de Aosera la mitad
del tiempo ocupado para pasar a todoBlog que el prime€ (dice Zendn) tendra
que ocupar un tiempo igual para pasar a cada unasd®que para pasar a cada
uno de losA [Aristételes Fisica 240al11-13].

Aqui Aristoteles afirma qué€l pasa a los cuatrB y solamente a 2 de lo&. Sin
embargo, de la figura 2.2 a la figura 2.3 clarames#® ve que, a diferencia de lo que
Aristoteles diceC1l pasa todos los cuerp8s(cuatro cuerpos) y todos los cuerps
(también cuatro cuerpos). Ahora bien, para que fatgnento de Aristételes tenga
sentido, la interpretacion mas tradicional propoomenzar a tomar el recorrido de los
cuerposB y C justo en el centro de los cuerpAs como lo muestra el siguiente
diagrama en la figura 2.4:

AL1|A2|A3[A4]
|B4|B3|B2|B1|=
« |c1|c2|c3]c4]
Figura 2.4. Estado intermedio entre los representados efiglaas 2.2 y 2.3 del estadio, mas
acorde con el estado inicial referido por Aristésel
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Debe notarse que esta configuracion, a pesar deajse corresponde con el estado
inicial descrito en el primer fragmento (que degiee los cuerpos parten desde los
extremos deéd\) no es un estado posterior inconsistente contatiesnicial, y que bien
puede considerarse como un nuevo estado internmextiesario a Aristoteles para
realizar la observacion que aqui hace. Ademas, esti@do intermedio brinda al
planteamiento coherencia con las ideas que Arle®tatribuye a Zenon; de otra
manera, la afirmacion de gl pasa a los cuat® y solamente a 2 de lgs no se
puede sostener. Finalmente, el cuarto fragmentaic

En tercer lugar, en ese mismo tiempo todosBdsabran pasado a todos I6s
porque, como el priméZ ocupa el mismo tiempo para pasar a cada uno deya@s
cada uno de loBB (asi dice Zenon), el prime€ y el primer B alcanzaran
simultdneamente los extremos del estadio, ya qda cao de ellos ocupa un
tiempo igual para pasar a cada uno de\lP&ristoteles,Fisica 240a13-18].

La palabras siguen prestandose a confusion, yangues facil entender a Aristételes
cuando afirma que “eese mismo tiempodoslos B habran pasadotadoslos C” (mis
cursivas) ya que en el tercer fragmento decia gneese momentel primer C habra
pasado aodoslos B”. ¢Es posible que dado ptimer C haya pasado todoslos B,
entoncegsodoslos B hayan pasadotadoslos C? Es posible si y s6lo sbdoslos C (el
primero entre ellos) han pasadtodoslos B. Esto sugiere el siguiente diagrama (figura
2.5):

|A1|A2 |A3| A4
B4|B3[B2|B1]|®

«|c1|c2|c3]|ca
Figura 2.5. Estado del estadio posterior al representada éigura 2.3, cuando los cuerpos en
movimiento justo ya no comparten ninguna posiciornzontal.

O cualquier otro diagrama que muestre etapas pogteidado el movimiento que se ha
supuesto. Sin embargo, la interpretacion que bdada coherencia a este argumento
presta atencion a Aristételes cuando se refiessa fhismo tiempo”, es decir, el tiempo
al que se referia en el tercer fragmento en el'ejJymimer C habra pasado a todos Bs
pero solo a la mitad de 1é8, o sea, en el que los cuerpos se disponian comuéstra

la figura 2.3. De esta manera, tiene sentido pemgarcuando Aristételes dice en el
cuarto fragmento quaddoslos B habran pasadotadoslos C”, se esté refiriendo a que
el conjunto de los cuerp@sse encuentra alineado con el conjunto de los os&:;p

Todavia menos clara es la conclusién que Arist®tidbuye a Zendn, y que se
encuentra en el primer fragmento: “la mitad de iempo es igual al doble de ese
tiempo”. Si denominamos a ese intervalo de tiemfg,como debemos de entender la
descripcion de Aristételes? ¢ Quat/s 2At 0 que YAt = At (0 sea At = 2(VAt))7®
Para que tenga sentido lo que se ha reconstrurilta a&s necesario tomarlo de la
segunda manera.

Asi las cosas, la reconstruccion que resultargeinaento puede enunciarse de la
siguiente maner®. Supdénganse tres filas de cuerpos del mismo tandigfniestos
como lo muestra la figura 2.4. La primera filg permanece en reposo. La segurig)a (
y la tercera €©) se mueven a una misma velocidad en magnitud @erdirecciones

8 Esta misma observacion ya la hace Faris: “Isiitdpasserted that ¥%T = 2T or that %T = T?” [Faris
1996: 78].

8 Buenas exposiciones de la reconstruccién traditioal argumento se pueden encontrar en [Erickson y
Fossa 1998: 131-2], [Papa-Grimaldi 1996: 301],f®ead 1970: 11] y [Rescher 2001: 101-2].
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opuestas, tal como lo muestran las flechas deratia@m NOtese quBl se encuentra
alineado conA2 y Cl1 con A3. Dada esta disposicion en las posiciones y en las
velocidades, en algiin momento posterior la poside®tas filas de cuerpos serd como
lo muestra el diagrama de la figura 283. se encuentra alineado cdd, o sea que su
extremo derecho recorrio la distancia corresponéiardos cuerpos\8 y A4). Pero al
final del mismo intervalo de tiemp@1 se encuentra alineado dd#, lo que nos indica
que su extremo izquierdo recorrio la distanciaegpondiente a cuatro cuerp8&4 (B2,
B3 y B4). Asi, si al extremo derecho 8& le toma recorrer dos cuerpos en un tiempo
At, entonces al extremo izquierdo @&, que lleva la misma velocidad, le debe tomar el
doble de tiempo (&) recorrer el doble de espacio (cuatro cuerposh RReomaAt, por
lo tanto un tiempo es igual a su doble.

Como comentario mas inmediato se puede hacer @éndarsiguiente pregunta:
¢ Por qué considera el movimiento de laBlaon respecto a la fila, y el movimiento
de la filaC con respecto a la filB y no también con respecto a la #i& ¢ Por qué no
utiliza la misma unidad de medida, la misma esalanismo criterio, para medir el
movimiento? Es ampliamente aceptédgue en esta cuestién radica el error de Zenén
(se puede verificar en el primer fragmento de Isidae de Aristételes que incluso él ya
ofrece esta solucion). Incluso bajo una teoriatinuo primitiva del movimiento, no es
correcto considerar el movimiento de un cuerporespecto a otro cuerpo también en
movimiento de la misma manera que consideramosu@npc con respecto a otro
cuerpo en reposo. Si tomamos en cuenta el movimamnta filaC con respecto a la fila
A, vemos que, al igual que la fila también recorre dos cuerpos. De la misma manera,
si se toma en cuenta el movimiento de la Blaon respecto a la fil€, se vera que
recorre cuatro cuerpos tal como lo hace laGileon respecto a la filB. La paradoja se
resuelve al considerar las peculiaridades del mievito relativo.

2.3.2. Un cruce sin encuentro: implicacion del espm y tiempo discretos para el
movimiento

La reconstruccion de la paradoja llevada a cabtae®eccion anterior deja abierta la
posibilidad de considerar el movimiento en un espgctiempo discretos asi como
continuos. La paradoja del estadio, al igual quddda flecha, es considerada como
algunos como un argumento que tiene el fin de mokirabsurdo que resulta asumir un
espacio y un tiempo discreto o atémico. Indeperndieante de si esto era el objeto de
Zenon, en esta seccion vamos a mostrar que diamaciéas tiene consecuencias
contraintuitivas, mas que eso no demuestra su didsalr

Supongamos entonces, y volvemos a auxiliarnosla®mliagramas, que cada
cuerpo de las filag, B y C del diagrama mostrado en la figura 2.4 ocupaongitud
minima posible (la longitud atébmica), y ademas vare a la velocidad maxima posible,
es decir, la distancia minima es recorrida eneshpio minimo (la duracién atémica).

%0 Ejemplos de autores que aceptan esta solucioiOs@m: “This is the alleged puzzle, and plainly it
depends on disregarding the relative motions ofttbdies” [Owen 1957-8 (1970): 149]; Salmon: “It
appears that Zeno had no appreciation of relapeed, assuming that the speed of C relative totBeis
same as the speed of C relative to A” [Salmon 197(; Faris: “In the Stadium passage Aristotle says
about Zeno’s argument, what anyone might say, ithet fallacious because it depends on the false
assumption that a body takes an equal time to gtasqual speed a body that is in motion and anlequa
sized body that is at rest” [Faris 1996: 91]; y &tes: “The resolution here lies in noting the eggaation

of the idea ofspeedbetween an unrelativized and a relativized mode} We must simply avert the
equivocation as between speed relativa fixed frame of referen@ndspeed relative to the position of
other particular objects[Rescher 2001: 102].
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Asi, durante el primer instante (atdbmico) los cosrge encontraran tal como lo muestra
la figura 2.4. Durante el siguiente instante, losrpos se dispondran como lo muestra
el siguiente diagrama (figura 2.6):

AL|A2]A3]A4]
|B4|B3|B2|B1|»

« |c1|c2|c3]c4]
Figura 2.6. Siguiente estado del estadio al representada #gura 2.4, en un espacio atdomico,
con cuerpos de minimo tamafio y viajando con ladegpmaxima. En esta transicion de estados,
los cuerpo31 y C1 nunca se encuentran alineados.

Finalmente, durante el tercer instante los cuegmoparan las posiciones tal como lo
muestra el diagrama en la figura 2'3Esta sucesién discreta de posiciones tiene
consecuencias interesantes. En el primer instagtedf2.4)B1 se encuentra adyacente
con Cl, y alineado con el lugar que ocuparia el cuenpaginarioCO. En el segundo
instante (figura 2.6B1 se encuentra alineado cGA mientras qu€l esta alineado con
B2. Finalmente, en el tercer instante (figura BB)est4 alineado cod4 y C1 conB4.
Esto quiere decir quBl y C1 jamas se encuentran alineados. Ocurre un satoqes
muy acorde con nuestras intuiciones. De la mism@enaa tampoco ocurren nunca las
alineaciones dB1 conC3, B2 conC2, B3 conCl1, B2 conC4, B3 conC3, B4 conC2 y

B4 conCA4.

Dada esta consecuencia, Owen concluye que bapgsudacion atomica del
movimiento se demuestra que los cuerpos no puedearse en direccion contrarfay
Glazebrook sostiene que la paradoja del estadicestima que la concepcion atomica
del movimiento no es adecuatfaEstas conclusiones merecen dos comentarios. En
primer lugar, las dos exigen una concepcion coatael movimiento. Al exigir que dos
cuerpos se alineen al cruzarse en direccionesat@#no que se esta exigiendo es una
infinita divisibilidad, se estad exigiendo un monent una distancia atobmica mas
pequefia que la permitida por la concepcion atériistns saltos son inconsistentes con
la concepcion continua, pero si nos encontramosralelel marco de la concepcion
atémica, ¢por qué apelar a una caracteristica guengce a otro marci?jLa
continuidad también tiene intuiciones a favor!

°1 Entre los que defienden que la concepcion atoesda interpretacion debida a la interpretaciotade
paradoja se pueden contar a Gaye [1910: 115-6][1986:100], Ross [1936: 81-2] y Glazebrook [2001:
203-4].

%2 Lo concluye de la siguiente manera: “if bodiesmgale up of infinitesimal lengths, then even if iesd

do move at the same speed they cannot move in i@pirections” [Owen 1957-8 (1970): 150].

% Glazebrook argumenta: “In the time one C passesByrit has passed half an A. But this is impossibl
since there can be no half of the minimal. Undé& thading, the Moving Rows, like the Arrow, denies
the atomicity of distance in that it refutes thesgbility that both time and space are finitelyisiivie”
[Glazebrook 2001: 203-4].

°* Griinbaum también realiza esta observacion: “A2Bihdlid not cross each other at all. For given that
instants are indivisible, all we can say is thabra instant Al is over B1 and at the very nextaints A3

is over B1. Nothing has happened between the itsstaimce the supposition that A2 and B1 have exbss
springs from the tacit but illicit assumption ofrdeness” [Grinbaum 1970: 248]. Hay que aclarar que
Grunbaum utiliza otro diagrama grafico para suiaisalUtiliza sdélo tres cuerpos en cada lineagréén
numeérico no coincide con la direccién del movimiertiacia la izquierda se dirige ALA2A3 y hacia la
derecha se dirige B1B2B3. El salto del que hablalelsmomento en el que todos los cuerpos se
encuentran alineados al siguiente momento atémico.

% Van Bendegem reconoce que el movimiento represeinfunto mas problematico de un espacio
discreto y un tiempo discreto: “Of all the problemsdiscrete viewpoint has to deal with, this [el
movimiento] is no doubt the hardest problem to lgick/an Bendegem 1995: 141].
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En segundo lugar, ninguna de las dos conclusiore® trelacion con la
conclusion de Zendn, que es donde reside la paratidpuida a él, de que el tiempo es
igual a su doble. Lee, atendiendo a esto, presantaargumento adoptando la
concepcion atdmica con el objeto de que la conmude la paradoja se siga:

For Zeno’s argument it is necessary to assume hat]the only possible positions
are those in which the various As, Bs, and Csralme. [...] if we assume further
that the only possible measure of the distancedy bas travelled (and so of the
time it has been travelling relative to any othedypassumed to be travelling at the
same speed) is the number of bodies it has pagsed,s conclusion will follow
[Lee 1936:100].

Esto tiene una grave inconveniencia, y es que slusple para cuerpos de minimo
tamafio. En caso de que cada cuerpo tuviera un tadiafioto, aun respetando los
tamafos permitidos por la concepcion atomica, farmmacion de distancia recorrida
seria de poca utilidad, ya que el decir dos cuegpnso cuerpos, sin decir el tamafio en
unidades atomicas de cada uno de ellos, podriatatecwalquier distancia. Ademas,
Lee, al igual que Zenon, continta relegando laivedad del movimiento. Pero todavia
hay algo peor. Faris acertadamente detecta querisigo es alin mas paradéjicoya
gue si seguimos la sucesioén en los diagramas figula 2.4-figura 2.6-figura 2.3, se
aprecia que el cuerpBl, por ejemplo, recorre una distancia de dos cse(pon
respecto &), mientras qu@4 tan solo recorre una distancia de un cuerpo.

En suma, de tener el espacio y el tiempo una ésteudiscreta, el movimiento
relativo, el cambio de posiciones de un objetorespecto a otro, tendra peculiaridades
que, ademas de ser completamente distintas al metoncontinuo, van en contra de
ciertas intuiciones que tenemos acerca del movimideste es el caso de la falta de
alineacion entre ciertos cuerpos que se muevernreccibn contraria. Repito, pues es
relevante: el movimiento continuo, en un espaci@mpo continuos, ademas de tener
intuiciones en contra, tiene también intuiciondsvar.

2.3.3. La solucién bajo relatividad de Galileo

La conclusion de Zendn para la paradoja del estagliencuentra, sin duda alguna,
completamente fuera de la mecéanica newtoniana. dfistae un tratamiento riguroso
del movimiento relativo completamente satisfactogionuestras intuiciones. Dicho
tratamiento, que no consiste mas que en la aplicade las transformaciones de
Galileo, es uno de los pilares de la mecanica neana, pues es una de las asunciones
fundamentales de las leyes de Newton (mas de estel eapartado 4.1). Es un
tratamiento que exige la medida del movimiento at#o$ los objetos respecto a un
mismo objeto (N0 necesariamente un cuerpo) —cas&non N0 asume— que viaje con
velocidad constante, y asegura la consistenciendeimiento entre todos los cuerpos si
dicho objeto se asume en reposo, asi como si ¢aalgjpjeto (con velocidad constante)
gue se tome como referente se asume en repossupwesto, esto implica que, si yo
tomo como referente un determinado objeto en mavitoi(con velocidad constante), y
considero el reposo para tal objeto, entoncesp vissde esta nueva perspectiva (a la

% | o expresa en el siguiente pasaje: “If it is trother paradoxes emerge [...]; for example, in theeno
from the figure 6.1 position [figura 2.4 en el ®xtrincipal del presente escrito] to the figure BaBition
[figura 2.3] despite the fact that the Bs move tt lthe third B will have moved a longer distanbart
the last B, since it will have passed two As wheri last B will have passed only one A” [Fari®89
93].
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gue se le llama marco de referencia inercial),tdagectorias de todos los cuerpos y
objetos se veran modificadas (de tal manera, @E@aste, que el objeto referente
adquiera la trayectoria correspondiente al repog®@dmo se modifican? Esto es
precisamente lo que nos indican las transformasialee Galileo, que, para cualquier
cuerpoB que se mueve con respectd &suponiendo que el objefd se encuentra en
movimiento con velocidad constante en la direcai@h eje x), se expresan de la
siguiente manera:
Xg/A = Xg — Val

Ye/A =YB

ZBipn =128

tea=1s
Dondex, y, z son las coordenadas espaciales tiempo ya la velocidad constante con
la que se mueve el objefoen el supuesto marco de referencia inercial “albsbl Asi,
Xg/a denota la coordenadague toma el cuerpB cuando se mueve con respects. 40
mismo para el resto de las variables.

Noétese que el tiempo es el mismo, independientesrasA o deB, y por tanto
la conclusién de Zendén queda descartada. Para&epracisos, derivando la primera
ecuacion con respecto al tiempo obtenemos queldaistad deB con respecto A es
Vas = Vg — Va. Con esto, retomemos el agrupamiento de AlaB y C como lo muestra
el diagrama en la figura 2.4 y asumamos, como ¢@ e mecéanica clasica, un marco
de referencia inercial. Escojamos el marco en dehdeerpoA se encuentra en reposo.
Asi, un observador que se encuentra en el mismoont® referencia inercial que
observa qu® viaja con una velocidad con respect#® & s =Sy de la misma manef@
se mueve con una velocidega = -S (dondeS es un valor numérico correspondiente a
una rapidez constante). La velocidadAden este marco ega = 0. Con esto, podemos
aplicar las transformaciones de traslacion de &ali6i transformamos las velocidades
con respecto a un marco inercial en donde el cugrgp® encuentra en reposo tenemos
que las velocidades de los cuerpos\&m= Vga —Vea = 0,Vas =Vaa —Vea =0 -S=—

SY Ve =Vea —Vea = -S—S=-25 Si hacemos lo mismo para un marco de referencia
inercial con el cuerp@ en reposo tenemos qugc = Vc/a —Voa = 0,Vac = Vaa —Voa =

0—- (9 =Sy Vec =Vga—Voa =S— (-5 = 2S Estos valores para cada velocidad
referidos a estos marcos de referencia inercialani@an, independientemente del marco
de referencia de origen.

Teniendo ya esto y recordando que nuestras vetigsdson constantes, para el
calculo del tiempo que tardan los cuerpos en pdsada posicion que manifiesta la
figura 2.4 a la de la figura 2.3 podemos utiliadr= Ax/v. Asi, si suponemos qug= 2
ul/ut (unidad de longitud por unidad de tiempo)ug ¢ada uno de los cuerpos de cada
fila mide 1 ul, el tiempo que le toma al extremoedto deB llegar al extremo derecho
de A esAt = Ax/vgia = 2 ul/(2 ul/ut) = 1 ut. Ahora tomemos el marcoBlg calculemos
el tiempo en el que el extremo izquierdo@alcanza el extremo izquierdo Be At =
AxIvegig = —4 ul/ (=2(2 ul/ut)) = 1 ut. De esta forma yaseoconfunden los movimientos
relativos, y llegar a la conclusion de que un tierap igual a su doble es imposible.

Una ultima cuestion: ¢y si no exigimos —como Zendnreferencia de todo el
movimiento a un mismo objeto? Entonces tendriamosmavimiento de los cuerpos
bastante anarquico. Podriamos medir, por ejemplono¥vimiento de un objeto en
referencia al sistema de coordenadas la velocidadtante que se nos antoje, y de la
misma manera postular entonces para cada objetddeidad a nuestro antojo. En este
caso, la velocidad constante de los cuerpos na sergun parametro util para describir
el movimiento.
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SEGUNDA PARTE

LEGITIMIDAD DE LAS SUPERTAREAS NEWTONIANAS



3. El surgimiento de anomalias en
supertareas newtonianas

A pesar de las diversas contraintuiciones queaxish torno al movimiento continuo,
inmerso en un espacio y tiempo continuos, en lp#uwas anteriores hemos visto que
dicho modelo del movimiento no genera contradic@fguna. Vimos también que tal
concepcion permite trayectorias en las que se puigatificar una infinidad de actos
bien diferenciados unos de otros dentro de unvalkerde tiempo finito: trayectorias
gue, sin ambiguedad alguna, llevan a cabo unaidafinde desplazamientos —actos—
distinguidos unos de otros por los intervalos gose que los separan en un tiempo
finito. Trayectorias que llevan a cabo supertardaniendo esto, podriamos pasar
directamente a tratar las supertareas enmarcadaslabanecanica newtoniana. Sin
embargo, existen argumentos, al margen del tipondeimiento que se asuma, que
atacan con fuerza la consistencia logica de la deana supertarea. En este capitulo
veremos gue tales argumentos no se siguen, eaiestos con ejemplos (que asumen
un movimiento continuo bajo la mecanica newtonianes hay supertareas consistentes
con sus supuestos estados finales. Asi, podemas ssjuros de que la idea de una
supertarea, bajo el movimiento continuo, es una @msistente. Esto, no obstante, no
deja a las supertareas libres de problemas. Pmeema, presentaremos enseguida tres
modelos de supertareas newtonianas —el tipo degweaon los que trabajaremos en el
resto del trabajo— que muestran la presencia erméganica newtoniana de
caracteristicas problematicas: el indeterminisn®, pérdida de la energia, y la
desaparicion de objetos.

La estructura del capitulo es la siguiente. En @rilmgar, el apartado 3.1 tratara
con los argumentos que amenazan la consistencieal@® las supertareas. En la
seccion 3.1.1 se abordaran las maquinas de Blaclg seccion 3.1.1.1 se analiza el
argumento de Black, y se muestra que es incorrécas. ello, en la seccion 3.1.1.2 se
presentan una serie de modelos newtonianos pai@ waa de las maquinas y se
especifica el estado final consistente con el pocegin cada modelo. En seguida, la
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seccion 3.1.2 trata con la lampara de Thomson. Esedaion 3.1.2.1 se analiza el
argumento de Thomson, y se muestra que no es vailids.ello, en la seccion 3.1.2.2
se presentan modelos newtonianos para la lampsganyuestra que, dependiendo del
modelo que se tome, la lampara terminara encemdajzagada en consistencia con el
proceso que lo antecede. Seguidamente, el apatad®trata con el proceso descrito
en la paradoja de Ross-Littlewood. En la seccion33.1se analizan argumentos que
prescinden de consideraciones cinematicas, y sproefa que con ello no queda claro
el estado final del proceso. Tras esto, en la sec8i®.3.2 se presentan modelos
newtonianos para el proceso original y sus vanesoasi como el estado final
correspondiente a cada modelo. Una vez mostradanisistencia de estas supertareas,
el apartado 3.2 pasa a exponer los principaledgr@s o anomalias de las supertareas
newtonianas basadas en colisiones elasticas. Eectads 3.2.1 se expone ST1, un
modelo (célebre por su simplicidad) que presentdige de |la energia. En la seccién
3.2.2 se expone ST2, un modelo que presenta laatesap de sus particulas. En la
seccion 3.2.3 se expone ST3, un modelo que pressctpe al infinito. Los tres
procesos, revertidos temporalmente, muestran fodebhsdeterminismo en mecanica
newtoniana. Seguidamente, en la seccién 3.4, secifispn los problemas mas
importantes de estas supertareas: el indeterminignia pérdida de la energia,
problemas que trataremos a fondo en la tercera garéste trabajo.

3.1. Modelos consistentes de supertareas bajo la caeica
newtoniana

Antes de que se propusieran las supertareas aemdeguna teoria fisica con el objeto
de demostrar que la idea de una infinidad de aesosna idea contradictorige(f-
contradictory, Russell ya sugeria que no hay ningun impedimiégico para concebir
semejante idea:

Miss Ambrose says it iogically impossible to run through the whole expansion of
7. | should have said it wasedicallyimpossible. [...] The opinion that the phrase
“after an infinite number of operations” is selfrttadictory, seems scarcely
correct. Might not a man’s skill increase so fasttthe performed each operation in
half the time required for its predecessor? In tede, the whole infinite series
would take only twice as long as the first operafiRussell 1996 (1935-6): 323].

El argumento de Russell es breve y no profundizdaecuestion. A diferencia, los
argumentos de Black y Thomson, que recurren al gdamento de supertareas, son
penetrantes. Estos, al sostener con tanta fuerz&qdea un nimero infinito de actos
es contradictoria, amenazan en principio la comsisa l6gica de las supertareas
newtonianas que mas adelante enfrentaremos. Nanoagdgues, pasar por alto estos
argumentos antes de adentrarnos en el andlisés deipertareas newtonianas.

A continuacion se enfrentaran dichos argumentes.ega que son incorrectos vy,
por tanto, que no constituyen ninguna amenaza lparaupertareas newtonianas que
trataremos en el resto de los capitulos. Ademas pé&jar cualquier duda, se
propondran modelos, enmarcados en un universo n@amtm para cada uno de los
procesos, en los que conoceremos sin ambigledadaaéd estado de cada objeto que
interviene en todo instante del intervalo durahigue se llevan a cabo los procesos, asi
como del primer instante ajeno a dicho intervalo.
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3.1.1. Las maquinas de Black: la idea de una suparea es contradictoria

Seis son las maquinas de Black; a saber, Alpha, Bs&tmma, Delta, Epsilon y Phi. El
funcionamiento de la primera, Alpha, es descritoglanismo Black con las siguientes
palabras:

Let us suppose that upon our left a narrow tragtctes into the distance as far as
the most powerful telescope can follow; and thet ttay or slot is full of marbles.
Here, at the middle, where the line of marbles m&gihere stands a kind of
mechanical scoop; and to the right, a second, mmptyetray, stretching away into
the distance beyond the farthest reach of visimw the machine is started. During
the first minute of its operation, it seizes a nheudnd transfers it to the empty tray;
then it rests a minute. In the next half minutertiechine seizes a second marble on
the left, transfers it, and rest half-a-minute. Thied marble is moved in a quarter
of a minute, with a corresponding pause; the nexine eight of a minute; and so
until the movements are so fast that all we caniseegrey blur. But at the end of
exactly four minutes the machine comes to a haft,vee now see that the left-hand
tray that was full seems to be empty, while thétrigand tray was empty seems full
of marbles [Black 1970 (1950-1): 74-5].

Aunque Black no precisa el tamafio de los contemsd@s claro que ambos tienen la
capacidad de contener un namero infinito de bdkasel tamafio de cada bola es el
mismo, entonces es necesario que el tamafio deedgsentes sea infinito. En caso
contrario, sélo si el tamafio de las bolas decrecéadmanera que forma una suma
convergente, entonces el recipiente puede seofiih cualquier caso, considerando
que Alpha comienza a funcionar cuando el tiemnpd (minutos), su primer descanso
lo hara cuandd = 1. Volvera a arrancar cuantle 2 y se tomara su segundo descanso
cuandot = 5/2, y asi sucesivamente. En general, Alpha r@tarau funcionamiento en
cuantot tome un valorT, = 4(1—#) y su descanso en cuartttome un valorT, =

4( —23_1)+2n1.1, en donden({1, 2, 3, 4, ...}. De esta manera, a cada tiempo de

funcionamientadl, conn le corresponde un tiempo de descahsoon esa misma.
Beta, la segunda maquina, funciona de forma paraléAlpha, con la crucial
diferencia de que sélo transfiere una bola:

Let there be onlpnemarble in the left hand tray to begin with, andseme device
always returrthat same marblgvhile the machine is resting [Black 1970 (1950-1):
75].

Para esta maquina tanto el recipiente izquierdoocehterecho pueden ser infinitos o
finitos. De la misma manera que Alpha, Beta conaesas etapas de transferencia
cuandot = T, y sus etapas de reposo cuartde T, Ahora bien, la Unica bola
manipulada por Beta es regresada a su recipieigiealr(el izquierdo), mientras ésta se
encuentra en reposo, por algun dispositiveortie devicg que no conocemos.
Precisamente, ese dispositivo es la tercera madeifdack, Gamma:

| said, before, that ‘some device’ always restdfeimarble to its original position
in the left-hand tray. Now the most natural devizeise for this purpose is another
machine — Gamma, say — working like Beta fboitn right to left Let it be arranged
that no sooner does Beta move the marble fromdefight than Gamma moves it
back again [Black 1970 (1950-1): 76-7].
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Es decir que Gamma, al contrario de Alpha y Betmieoza sus etapas de transferencia
cuandot = Ty, y sus etapas de descanso cuandol,. Es importante notar que tanto
Beta depende de Gamma como ésta de aquélla. Bet@asima, no tendra bola que
transferir a partir de su segunda operacion. Lonisucederd a Gamma sin Beta. La
una sin la otra no realiza nada mas alla de trandos dos minutos. No es, pues,
extrafio ni ingenuo concebir este par de maquindsk@jar conjuntamente, como una
sola maquina.

En cuanto a la cuarta y quinta maquina, al trapajamo Beta y Gamma,
conjuntamente, Black las describe también conjuetden

Consider [...] two machines, Delta and Epsilon, ghwat begin to work with a
single marble each, but in opposite directions.Deita start with the marble and
Epsilon with the marbld. Now suppose the following sequence of operations:
while Delta transfers marbla from left to right in one minute, Epsilon transfer
marbleb from right to left; then Delta movdsfrom left to right in half a minute
while Epsilon returnsa from right to left during the same time; and so, on
indefinitely, with each operation taking half theé¢ of its predecessor [Black 1970
(1950-1): 78].

La caracteristica mas relevante de Delta y Epsidogug nunca tienen descanso entre
una operacion y su contigua dentro de la sucesidmta. Después de transferir la bola
a, siempre tendran que transferir inmediatamentgola b. Y después de esta ultima
transferencia, tendran que transferir de nuevoola & Al igual que Beta y Gamma,
Delta y Epsilon también dependen la una de la Bimeel caso de que alguna de las dos
faltara, la otra solo podria llevar a cabo la praneperacion. Por otro lado, el tiemipo
en el que Delta y Epsilon comienzan cada nueva operast =T, = 2-_1;.

Numero de bolas|  Direccion de Comienza a Comienza a Trabaia con-
Maquina. con las que trabaja.transferencia de las funcionar en los | descansar en los 'untame:ne con
bolas. instantes... instantes... !
Alpha. Infinitas. gg;é'fﬁgé a Ta. To. Ninguna.
Izquierda a
Beta. Una. derecha. Ta. Th. Gamma.
Gamma. Una. I_I)ergcha E To. Ta Beta.
izquierda.

Comienza una
nueva operacion en
cadaT.. Comienza No descansa. Epsilon.

con ay sigue con
b-a-b-aetc.

Comienza una
nueva operacion en
cadaT.. Comienza No descansa. Delta.

con b y sigue con
a-b-a-betc.

Izquierda a

Delta. Dos &y b). derecha.

Derecha 3

Epsilon. Dosigy a). izquierda.

Infinitas. El tamafig
Phi. total ocupa un
espacio finito.

Tabla 3.1.Las maquinas de Black y sus caracteristicas.

Izquierda a No se especifica.

Derecha. Puede SeF,. Puede seT. Ninguna.

Finalmente, la maquina Phi funciona de la mismaaraque la maquina Alpha
excepto por el tipo bolas con las que trabaja. Rata uUltimo caso, las bolas son
sucesivamente mas pequefias de tal manera qualidadtde ellas ocupa un espacio
finito:
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a machine — Phi, say — transferring marbles thabrine progressively smaller in
geometrical progression [Black 1970 (1950-1): 78-9]

Son seis maquinas y muchos los parecidos. Unassieglie de las demas tan
sélo por la variacion de ciertos matices. A cordiridn se pasara a hacer el analisis de
los argumentos de Black, y posteriormente se ptasenmodelos newtonianos de cada
una de las maquinas. Con el fin de tener bien afifdadas cada una de ellas en las
préximas secciones, se presenta la tabla comparat@bla 3.1— con las caracteristicas
distintivas de cada maquina.

3.1.1.1. El argumento de Black falla

El argumento de Black, que pretende demostrar quédeka de la ejecucion de una
infinidad de actos es una idea contradictoself{contradictory, consiste basicamente
en un ejercicio de comparacién. Comparar como furacuna maquina para inferir lo
que se puede decir de la otra. Comparar lo quadsuee las maquinas para inferir lo
gue le sucede a Aquiles en su carrera. La compgaracucial es la de Alpha con Beta
(que, no se debe olvidar, se encuentra trabajamjartamente con Gamma):

Imagine Alpha and Beta both at work side by sidetmir respective tasks: every
time the one moves, so does the other; if one sdsc its task, so must the other;
and if it is impossible for either to succeed sitimpossible foreach[Black 1970
(1950-1): 75].

Se aprecia que se hace la comparacién suponiemg@iquna maquina logra realizar su
tarea, la otra también, y si una no logra su caloeta otra tampoco. Aqui es preciso
dejar muy claro lo que se entiende por la taréasK' en la Ultima cita) de cada
maquina. Segun Black, la tarea de Alpha es transfigd recipiente izquierdo al
recipiente derecho un namero infinito (en el cas@ude los haya) de bolas. En cambio,
la tarea de Beta es transferir una bola del retipizquierdo al derechd.Como aqui
nos estamos refiriendo a la tarea total o globdbdmaquina, llamémosle de aqui en
adelante la supertarea de la maquina. Ante estmkBioncluye la contradiccion que
conlleva concebir que Beta ejecute satisfactoridenen supertarea, y afiadiendo la
suposicion de que si no es posible concluir la dapEa para una maquina, para la otra
tampoco, concluye la contradiccion de la idea qureibe la ejecucion de una infinidad
de actos:

Now our machine, Beta, is in just this predicaméms: very act of transferring the
marble from left to right immediately causes ib®returned again; the operation is
self-defeating and it is logically impossible fts end to be achieved. Now if this is

" |a tarea de Beta en el siguiente fragmento dexo si es acorde con la descripcién de su maquina:
“The task, as in Alpha’s case, is to transfer dmiite series of qualitatively similar but differemarbles;

[...] the task, as in Beta’s case, is constantlydogfer thesamemarble that is immediately returned to its
original position” [Black 1970 (1950-1): 75]. Sinmbargo, a lo largo de todo su argumento considera
como tarea global, como supertarea, la que searaticel texto principal. Por ejemplo: “If the resof

the whole four minutes’ operation by the first maeh[Beta] is to transfer the marble from left ight,

the result of the whole four minutes’ operationtbg second machine [Gamma] must be to transfer the
marble from right to left. But there is only one niple and it must end somewhere! Hence neither
machine can accomplish its task, and our descnipifothe infinity machines involves a contradiction
[Black 1970 (1950-1): 77].
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true for Beta, it must be true also for Alpha, as lave already seen [Black 1970
(1950-1): 76].

Pero, ¢se encuentran las supertareas que Blatkiyatra sus maquinas de
acuerdo con la descripcion de las mismas? En eldmsédpha si. En cada instarfigse
comienza la transferencia de una bola de derectgueerda que termina en el siguiente
instanteT,. A cada una de las bolas, aunque sean infingaspiresponde un intervalo
de tiempo en el que fue tomada del recipiente &doi y dejada en el derecho. Y del
recipiente derecho ya nada ni nadie las movié.upedarea de Alpha es transferir, una
por una, una infinidad de bolas.

El caso de la supertarea de Beta es distinto. Rlackidera que ésta es transferir
una bola del recipiente izquierdo al derecho. E& deegin Black, el resultado final de
ejecutar la infinidad de operaciones de Beta debeesmismo que el resultado de
ejecutar una sola operacion de Beta. Sin embasfio,n® es acorde con la descripcion.
Si seguimos la descripcion del funcionamiento d&Be Unico que se puede saber es
gue la supertarea de ésta es transferir una iafinid veces, en unos tiempos concretos,
la misma bola del recipiente izquierdo al deredhero precisamente esa infinidad de
transferencias ocurren, todas ellas, antes dergngcurran cuatro minutos. Del lugar en
el que la bola queda al término de esos cuatrotosmbp se dice nada, y por lo mismo
no se puede decir que el resultado final de Betaegar la bola en el recipiente
derecha®® Asi las cosas, es claro que no se puede condieitagidea de la ejecucién de
una infinita sucesion de operaciones es contra@hctba conclusion de Black no se
sigue®

Pese a ello, por lo pronto no se puede sabegat kn el que esta situada la bola
al término de cuatro minutos de funcionamientoaterhaquinas Beta y Gamma (algo
similar ocurre con Delta y Epsilon). Ante esto edaida dificil concebir la posibilidad
de una maquina infinita. Como Thomson bien subragas ohe una vez, la infinita
posibilidad de operaciones no implica la posibididde una sucesion infinita de
operaciones® Asi las cosas, ¢qué es lo que nos garantiza ldilied de una
sucesion infinita de operaciones? Y en caso desgagosible, ¢coémo saber el estado

% Griinbaum hace esta misma observacion: “And heciBlavokes the following false supposition: The
assumption of the occurrence of all of Beta's piibed one-way transfers in a finite time, if trumust
enable us taleducethat the marble will end up on the right sidetetfirst instantt; [pasados los cuatro
minutos] following all these transfers. If such deducibility does notamhtBlack feels entitled to
conclude that Beta could not have effectedshene-way transfers in a finite time” [Grinbaum 1970
242]. Earman y Norton también lo hacen: “All Blagkirgument shows is that the history of transfers
prior to 12:00 PM cannot determine the positiorihaf marble at 12:00 PM. The arguments that yield a
contradiction are merelseductiodemonstrations of the untenability of assumingepilise” [Earman y
Norton 1998h: 243]. La version de Earman y Nort@ounae que la maquina comienza la primera
operacion a las 12:59 y termina la supertarea 820 PM.

% Aunque Black acepta que el estado final de laascdgspués de transcurridos los cuatro minutos del
funcionamiento de las maquinas Beta y Gamma naisdegpsaber a partir de lo que sucede antes: “These
considerations show, if | am not mistaken, thatdbhtzome of the infinity machine’s work is indepent

of what the machine is supposed to have done atgatg” [Black 1970 (1950-1): 77], en ningun lugar
(de la misma fuente) retira la consideracion daujgertarea de Beta en su argumento.

1% Thomson dice la misma idea de varias manerasséip that some operation can be performed
infinitely often is not to say that a super-operatcan be performed” [Thomson 1970 (1954-5): 9fy]; “
speak of an infinity of possibilities is not to sgeof the possibility of infinity” [Thomson 1970 §54-5):

92]; “People have, | think, confused saying (1)sitconceivable that each of an infinity of tasks be
possible (practically possible) of performance hvéitiying (2) that it is conceivable that all ofiafinite
number of tasks should have been performed. Theg Bapposed that (1) entails (2)" [Thomson 1970
(1954-5): 92]; “An infinity of possible machines et the possibility of an infinity-machine” [Thoms
1970 (1954-5): 94].
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de las cosas al final de su ejecucion? Porques, gosible, entonces, forzosamente hay
un estado posterior a su ejecucion consistente stonposibilidad. Necesitamos
considerar suposiciones extra, ya que la definiaénlas maquinas tal como las
describe Black no permite sacar una conclusionpfasible acerca del estado final de
Beta, Gamma, Delta y Epsilon (estas dos simplensmp#antean para demostrar que la
imposibilidad defendida por Black no radica enrteivalos de tiempo inoperantes de
Beta y Gamma). Cualquier lugar para la bola all filgala ejecucién de la supertarea es
consistente con la descripcion de las maquinasnismo sucedia con la descripcion
que Zenon hace de la carrera entre Aquiles y lagart

Y al igual que en la descripcibn de Zendn, considexiguna teoria para
interpretar los procesos de Black nos ayudara acesrposibles estados finales de cada
uno de los procesos. El siguiente apartado trat@sareente de elucidar la posibilidad
de cada una de las maquinas de Black y su estadh fionsiderando la mecanica
newtoniana, es decir, imponiendo las condiciones eJuaparato conceptual que ésta
utiliza a las descripciones hechas por Black. $a& gee hay algunas configuraciones
que admiten la posibilidad de las maquinas y queitad también un estado final
consistente. Esto demuestra la falsedad de la céolde Black. La idea de una
infinidad de operaciones no es contradictoria.

3.1.1.2. Modelos newtonianos: consistencia de la®pesos de Black bajo mecanica
newtoniana

Un comentario de Black nos muestra que €l misma &sitado a tomar en cuenta
consideraciones tedricas del movimiento mas alléad#escripcion que brinda de sus
maquinas; a saber, que al movimiento de una baaoguila de un recipiente a otro,
incrementando su frecuencia de oscilacion confqrasa el tiempo tal como ya ha sido
descrita (para Beta, en concreto), le corresponderepresentacion grafica (cuando se
grafica posicion contra tiempo) en la que hay usaahtinuidad precisamente cuartdo
= 41 Dicho brevemente, de existir tal bolaten4 y en alguna posicién con semejante
movimiento cuando < 4, entonces la trayectoria de dicho objeto ssaditinua. Y una
trayectoria discontinua, ademas de ser intuitivaeelesfavorable, no obedece a la
inmensa mayoria de trayectorias permitidas paelasas cinematicas méas exitos¥s.
Black, sin embargo, no se apega rigurosamentaguna teoria. Atengamonos
agui a la mecanica newtoniana. Recordemos que ahlepta como el recién
mencionado surge con la velocidad al considerarnisana velocidad promedio para
cada subcarrera de la carrestaccato De hecho, la carrerstaccatoes un modelo
newtoniano acertado para las trayectorias de |gtashen movimiento de las maquinas
de Black. Estos modelos muestran, nuevamente, gejedacion de una supertarea no
es una idea contradictoria. Ademas, vistas estagiimas inmersas en un universo
newtoniano, es posible saber el estado de las quma@s cada modelo tras haber

1911 o dice en el siguiente pasaje: “The motion of tierble is represented, graphically, by a curvé wit
an infinite number of oscillations, the rapidity tife oscillations increasing constantly as apprdach
made to the time at which the machine comes atNest to say that motion is continuous is to demtt
any real motion can be represented by a curveisfctiaracter” [Black 1970 (1950-1): 77-8]. La misma
observacioén la hace Griinbaum: “We noted that uBtigk’s conditions of a fixed positive separatidn o
the two trays, there is the kinematic impossibibfya discontinuity in the position function to whihe
rightly calls attention” [Griinbaum 1970: 242].

192 En la seccién 3.2.2 se presentara una supertavé@amana que sirve como modelo a las maquinas de
Black con esta frecuencia de oscilacion crecidrdetrayectoria, en vez de ser discontinua, es coati
pero abierta, lo que significa que la particuléa(bola) desaparece.
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ejecutado satisfactoriamente una supertarea. Estdoegpor supuesto, correspondera
exclusivamente al modelo disefiado. Bajo otras deprpues, no se descarta la
posibilidad de otros estados finales.

No nos ocuparemos aqui de especificar detallesctscrde las maquinas.
Nuestras inquietudes en este trabajo son filosgifiggoor ello las cuestiones que nos
ocupan en esta seccion son, primero, asegurasteaillgue una supertarea no es una
idea contradictoria y, segundo, corroborar que é&anica newtoniana (la teoria sobre
la que reflexionamos en el presente trabajo) brimdastado final consistente con ella
misma. Nos bastard, pues, con conocer que el menimde los objetos en los procesos
de Black puede ejecutarse satisfactoriamente bajyedtorias que los postulados de la
mecanica newtoniana permiten.

El caso de las maquinas Alpha y Phi es sencillnp&mente hay que desplazar
las bolas de un recipiente a otro. Lo més facilasiderar un espacio bidimensiorsl
y establecer que toda posicion cor 0 esta dentro del “recipiente” izquierdo y toda
posicionx > 0 dentro del “recipiente” derecho. De esta manker maquina Alpha seria
un dispositivo que mueve, una tras otra, cada enkaglbolas de un lado a otro. Un
estado inicial sencillo consiste en colocar lagban fila, todas tangentes al gjé\si,
la maquina solo moveria horizontalmente a cadaderias bolas. Para hacer que Alpha
funcione a la par que las maquinas oscilatoriasatBamma, por ejemplo), asumamos
que el centro de cada bola esta alejado dey &gemitad de la distancia de Friedberg
correspondiente a su turno (la velocidad de Friepbera nuestro modelo de trayectoria
para las maquinas oscilatorias). Para ello, essaeiceaclarar que, si todas las bolas
tienen un mismo diametro, entonces no toda sus&eacuentra dentro del “recipiente”
izquierdo. Pero basta con saber que su centroesitdg y por tanto, que mas de la mitad
de la bola se encuentra en el lado izquierdo. #&stbsas, Alpha movera cada bola con
la correspondiente velocidad de Friedberg, segiareb de movimiento de cada una.
Para evitar la ambigtiedad del “recipiente” en geieescuentra cada bola, basta con
asumir que cada bola tiene el diametro de su gwnrekente distancia de Friedberg.
Asi, inicialmente todas las bolas, y toda su &eancontraran a la izquierda del gje
dentro del “recipiente” izquierdo, y terminarargsia ejecucion de la supertarea, todas
las bolas, y toda su éarea, a la derecha delyejn el “recipiente” derecho. Esta
configuracion puede ocupar un espacio finito, y f@aoto es un buen modelo para la
maquina Phi.

En cuanto a Beta y Gamma, recuérdese que trabajgnntamente y que una
sin la otra no pueden llevar a cabo sus infinitaeas. Consideremos, pues, una sola
maquina: Beta-Gamma. La supertarea de ella sexiarla cabo una oscilacion infinita
entre un recipiente y otro. Si queremos que la belancuentre en una posicion en el
espacio en el primer instante en el que la mago@ngerminado el proceso, entonces
necesariamente el limite de la trayectoria debedgdio punto. Es decir, nos vemos
obligados a modelar una maquina que imprime eml& lna trayectoria oscilante que
converge a un punto, es decir, con oscilacionea e¢ad mas pequefas. En este caso, la
posicion de la bola en todo momento sera la quegpss centro. Y la posicion a la que
converge seria la que marca la linea divisoriaeeihds dos “recipientes”. Asi,
claramente, la oscilacién es de un “recipientettab. Y el lugar final del centro de la
bola, por lo tanto, seria precisamente la fronéetee ambos “recipientes”. Ahora bien,
si acudimos, nuevamente, a la velocidad de Frigdberrespondiente a la carrera
legatg tenemos un modelo adecuado. La Unica modificaciure es sencilla, es
establecer que cada una de las subcarreras imfgareares, si se prefiere) tome la
correspondiente velocidad en sentido negativo. @uesd garantizado un movimiento
oscilatorio que converge a un punto que hay queatocomo frontera entre el
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“recipiente” derecho y el izquierdo. Asi las cosBsta-Gamma ejecuta satisfactoria-
mente su supertarea y tiene, en el primer instamte, vez que ha terminado la
supertarea, un estado concreto: la posicion deot@tera ¥ = 0 en el caso en que se

N (ef<2n>2_ef<2n+1>z]

comience la supertarea en- —=———
2"
n=0

se cubran con velocidad negativa), una velocidad y una aceleraciém=

Cabe afiadir que todavia hay mas modelos paradaingaBeta-Gamma, y que
ya se han presentado en la literatura. Estos sistBamen el inconveniente intuitivo (y
tan sélo intuitivo), de que las particulas desaparadel espacio (el argumento que lo
muestra se expone en las secciones 3.2.2 y 3.lajyrpblematica que genera en torno
a la conservacion de la masa se discute en ladseé¢@.1). En primer lugar, tenemos el
sistema de Mather y McGehee [1975]. Earman y Narfoeten una descripcion clara y
simplificada de dicho proceso:

y los subintervalos impares sean los que

0 .103

Yet, it has been proven that Newtonian mechanicsvala closely related infinite
transfer for idealized point mass particles! Coesitbur points mass particles
confined to a line in Euclidean space. When thdigles have positive separation
they are assumed to interact via Newtont$ tHw. If there is a binary collision the
singularity is regularized on the model of the &tabounce. If there is a triple
collision the solution ceases to exist. Mather BMufshee (1975) established that
there is a non-empty set of initial conditions fioe particles such that is> 12:00
PM, the particle positions obey the following cdiatis: x;(t) — —0, X3(t), X4(t) —
+oo, and the coordinatey(t) of the messenger particle passes through O amitenf
number of times, each time covering a larger digtathan before, because it
bounces back and forth an infinite number of tirnesveen binary collisions with
particles 1 and 3. At 12:00 PM positions are nog@nspecified for the four
particles. They have, so to speak, escaped tdtinflearman y Norton 1998b: 243-
4].

193 Una trayectoria mas amigable, en términos algebsaicon estas caracteristicas seria la que ifalica
funcionx(t) = (t — 1)-sen(1/(1 ¥)), con un comportamiento como el representada éiglira 3.1.a). Sin
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t t
a) b)

Figura 3.1. a) Comportamiento de la funciéct) = (t — 1)-sen(1/(1 4)). b) Comportamiento de
la funcionx(t) = sen(1/(1 +)) — (1/(1 —t))-cos(1/(1 -t)).

embargo, la velocidad de semejante trayectorianetsnto inconveniente. Si derivame@) obtenemos
quex'(t) = sen(1/(1 +)) — (1/(1 —t))-cos(1/(1 1)), que tiene un comportamiento como se muestia en
figura 3.1.b). Efectivamente, debido el factor quoeltiplica al coseno, se comprueba que la velocidad
tiende atwo conformet se acerca a 1. Pero entonces encontramos unatilistdad semejante a la
carrerastaccatocon velocidad promedio constante para cada swyealEs decir, &= 1, la posicion es

= 0 mientras que la velocidad presumiblementeves o o v = —0? Ademas de esta ambigliedad entre
el infinito negativo y positivo, una velocidad imfia, en mecanica newtoniana, no tiene ningun égenti
fisico. Cabe comentar, pues se presentard a canimuun caso en el texto principal, que esto mase
ningun problema si eh= 0 el objeto no estuviera en ningun lugar dehekp es decir, que el objeto ya
no existiese.
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La interaccion entre particulas es debida tan adtis efectos de la gravitacion y a las
colisiones, y no, como en los modelos anteriores,gb movimiento de un oscilador.
Como los mismos Earman y Norton adviert®heste modelo tiene la dificultad de que
la posicion de la particula oscilante es divergentiende a estar, al final del proceso,
enx =+ «. Ademas de que es divergente, el infinito, congafucomo posicion no es
ningun lugar del espacio newtoniano. En realidadpddicula, al no encontrarse en
ninguna posicion real, desaparece del espacio newim, preguntarse si “escapa” por
el lado del infinito positivo o del negativo satébsando.

En segundo lugar, esta el modelo de Pérez Laraii@do@p998a], que, por
formar parte de las supertareas newtonianas qu&emaos a profundidad, no se
presentara hasta la seccion 3.2.2. Basta con nmamoijme es un modelo todavia mas
simple pues funciona solo a base de colisionesiadasy que, presenta, también como
estado final, la desaparicion de todas las paatscanvolucradas.

Finalmente, en cuanto a las maquinas Delta y Hpsimdemos también
considerarlas una sola maquina Delta-Epsilon. Ciggude los modelos para la
maquina Beta-Gamma es apropiado. Lo Unico que l3e ligcer es asumir que un par
de maquinas Beta-Gamma trabajan paralelamenterancobrdenady = constante,
siempre con la misma velocidad pero en sentidaraoat de tal manera que la posicion
Xa de una maquina siempre guarda la relagion —x, con la posiciorx, de la otra. El
estado final de cada bola ya es conocido.

3.1.2. La lampara de Thomson: el estado final corddictorio

Sin lugar a dudas, la lampara de Thomson es la réiebre de las supertareas
planteadas al margen de alguna teoria fisica. lablgmética que plantea es
basicamente la misma que la planteada por las mégjde Black® Por ello, las
mismas herramientas que sirvieron para enfrentarablema propuesto por Black
también seran aqui de gran utilidad. En palabrasmdsino Thomson, la lampara
funciona de la siguiente manera:

There are certain reading lamps that have a butttre base. If the lamp is off and
you press the button the lamp goes on, and if éhglis on and you press the
button the lamp goes off. So if the lamp was oadjinoff, and you pressed the
button an odd number of times, the lamp is on, iiydu pressed the button an
even number of times the lamp is off. Suppose noat the lamp is off, and |
succeed in pressing the button an infinite numibeinees, perhaps making one jab
one minute, another jab in the next half minutej aa on, according to Russell's
recipe. After | have completed the whole infinisgjgence of jabs, i.e. at the end of
the two minutes, is the lamp on or off? It seemgassible to answer this question.
It cannot be on, because | did not ever turn itvdthout at once turning it off. It
cannot be off, because | did in the first placa ttion, and thereafter | never turned
it off without at once turning it on. But the lampuust be either on or off. This is a
contradiction [Thomson 1970 (1954-5): 94-5].

1941 0 hacen con las siguientes palabras: “But there Violation of the condition that the positionaof
particle at any instant can be obtained by takivgglimit of its position at ast approaches the instant in
question; [...] particle 2 would have to bebaith positive and negative infinity at 12:00 PM” [Eanmg
Norton 1998b: 244].

195 El mismo Thomson esta de acuerdo en ello: “theirment given above about the reading lamp is
virtually equivalent to one of Professor Black'gaments” [Thomson 1970 (1954-5): 96].
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La semejanza con las maquinas de Black salta ssta, ¥n concreto con el par Beta-
Gamma. Mientras que el estado de la lampara osctle encendido y apagado una y
otra vez, Beta-Gamma hace oscilar a la bola erdrectia e izquierda tantas veces
como la lampara.

Es conveniente dirigir la atencion a un matiz: sel@hescripcion de Thomson,
en el primer minuto, se lleva a cabo un pinchgab) @l botén, en el segundo minuto,
se realiza el segundo pinchazo, etc. Esto no esagoie a que durante todo el primer
minuto, la lAmpara permanece encendida, durasig@kente medio minuto, permanece
apagada, etc. (o si se quiere, el primer minutgage, el siguiente medio encendida,
etc.). Esto s6lo dependera del mecanismo con elumeone la lAmpara. Lo Unico que
se dice, pues, es que durante cada intervalo slecksion infinita, un pinchazo se lleva
a cabo. La lampara se podria encender o apagainalpm de cada pinchazo, a la
mitad, o al final. Este matiz brindara una mayoretiad a la hora de construir
conceptualmente un modelo de la lampara. Y en uialgaso, la problemética a
enfrentar es la infinidad de actos que se llevaab® y la consistencia del estado final
con el proceso que lo precede.

3.1.2.1. El argumento de Thomson falla

El fragmento de Thomson recién citado no solamentecefuna descripcion del

funcionamiento de la lampara sino que, ademas,n@gta que una lampara con
semejante funcionamiento acarrea una contradicEiéa.gumento, que se encuentra en
las dltimas palabras del fragmento recién citagopsede desglosar de la siguiente
manera:

Asumamos que:

(1) La lampara funciona tal como lo indica la dgszoén.

Como consecuencia de (1), tenemos que:

(2) al final de los dos minutos la ldampara no puestar encendida, porgue nunca se
enciende sin volverse a apagatr;

y que:

(3) al término de los dos minutos la lampara nadpuestar apagada, porque a cada
accion de apagado, le sigue una de encendido.

Por otro lado:

4) La lampara forzosamente debe encontrase méinizeo apagada.

Entonces, de (2), (3) y (4):

(5) Contradiccion.

Se aprecia que la argumentacién de Thomson es doacién al absurdo; se
supone una idea y se deriva de ella una contradicéd que sugiere considerar la
descripcion de la lampara (en este caso la supa¥icomo una idea contradictoria e
inaceptablé® El error de Thomson radica en inferir que (1) ic®k2) y (3). Si se mira
bien la descripcion de Thomson, se puede comprpbarnada dice del estado de la
lampara al término de los dos minutos. Sabemostaxante el estado de la lampara
(encendido o apagado) al final de cada uno deitehazos jab) realizados dentro de

1% sainsbury hace esta misma apreciacion: “It pracegdeduction ad absurdunwe suppose that dan
complete such a series, and show that this supmo$itads to an absurdity — that the lamp is neitire
nor off at the supposed end of the series of tafdaihsbury 1988: 14].

93



los dos minutos del funcionamiento planteado. Peescripcion no dice nada acerca
del instante en el que precisamente se terminas @es minutod®’ La sucesion
descrita por Thomson solo abarca todos los intesvdéotiempo anteriores al instante
en el que se completan dos minutos, sin incluihaimstante. Asi, ni (2) ni (3) se
pueden seguir de (1), y la suposicion (1), baje esgumento, no resulta ser ni
contradictoria ni inaceptable. En caso de poderctietein ultimo pinchazo entonces se
podria saber el estado final de la lAmpara, peroayaal Gltimo pinchazo. Y cualquier
estado de la lampara en tiempas2, ya sea encendido o apagado, es consistenta con
secuencia descrita por Thoms8hEsta situacién nos es ya conocida: el planteamiento
incompleto de Zendn de la carrera entre Aquiles §pftuga nada nos decia acerca del
instante en que presumiblemente se alcanzan. Deslugxito o el fracaso del héroe a
partir de dicho planteamiento era igual de invalide la misma manera era incompleto
el planteamiento de la maquina Beta-Gamma.

Ahora, en el caso de que asumamos que despuéseikencia infinita de actos
la lampara sigue existiendo (y es la suposicién madisral), entonces la premisa (4) es
completamente aceptalf€ es decir, la lampara forzosamente tiene que estandida
0 apagada. Es, pues, también natural preguntarse<eh estado de la lampara en el
instante preciso en el que han transcurrido dositmsn Para responder a esta inquietud,
Thomson comete una falacia al atribuir a dicho estath caracteristica que tienen los
estados del proceso que describe: que a un estdalte antecede un Unico estado, el
estado opuesto. Pero ésta no es ninguna necesidadstado también podria ser
antecedido y resultado de un conjunto de estadaos.eQestado B> 2 sea igual a cada
uno de los estados &€& 2 no implica que tenga un mismo antecedentestiog

De hecho, dada la descripcion de Thomson, es inlpagile al estado en> 2
(supongamos que se mantiene constante) le antecedaico estado. La ordinalidad
del proceso nos ilustra este punto; mientras lassén de pinchazos es una sucesion de
ordinalidad w, y la sucesion de instantes del proceso descnitto® que la lampara
comienza a estar apagada o encendida tambiénuienerdinalidady la sucesion de
instantes que asi considera la pregunta por el@ska la ldAmpara al término de los dos
minutos es de ordinalida@ + 1. Ante esto, si asumimos que el estado de diczly
apagado solamente lo adquiere la lampara tras lwoerido un pinchazo, entonces
tenemos un problema: entre la sucesion infinitpidehazos y el instante= 2 no hay
tiempo para realizar dicho pinchazo. La sucesiomskantes asumida en la pregunta es

197 Esta observacion la hacen varios autores. Berd@seribe: “From this it follows only that themerio
time betweengand t at which the lamp was on and which was not folldweg a timealso before t at
which it was off. Nothing whatever has been saidualthe lampat t; or later’ [Benacerraf 1970 (1962):
107]; lineas mas abajo también indica que “Theuetibns cover the sequence and the sequence only.
Nothing was said about any number not in the sexpigBenacerraf 1970 (1962): 109]. Sainsbury, en la
misma linea, afirma: “The argument is not valid.eTsupposition that the infinite series has been
completed does not lead to the absurdity that @heplis neither on nor off. Nothing follows from ghi
supposition about the state of the laafter the infinite series of switchings” [Sainsbury 1988l]. Y
Clark: “But the description of the supertask estaibthing about the lamp’s state at one minutesesin
each switching in the unending series occurs befoeeminute is up” [Clark 2007: 3].

198 Aclaracion también hecha por Earman y Norton: témep is not paradoxical since any lamp setting at
12:00 PM is compatible of the schedule of switchinigr to 12:00 PM” [Earman y Norton 1998b: 237].
199 o que también apunta Benacerraf: “Certainly,l#fimp must be on or off &f (provided that it hasn't
gone up in a metaphysical puff of smoke in therir@h, but nothing we are told implies which itesbe”
[Benacerraf 1970 (1962): 108].
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de ordinalidadw + 1, jpero en el intervalo de tiempo que ocurighaisucesion de
instantes no puede desarrollarse una sucesiémdeazios con ordinalidag+ 11*°

Esto no es ningun problema si dejamos de asumielhestado de encendido y
apagado necesariamente lo adquiere la lamparehataer ocurrido un pinchazo. La
condicion de que el estado encendido 0 apagadoresgsauencia de un pinchazo tan
s6lo pertenece a la sucesion de pinchazos despota Thomson, sucesién de
ordinalidadw Asi las cosas, el estado de la lampara en atallitistante de la sucesion
de instantes con ordinalida@ + 1 no tiene por qué ser adquirido por un ualtimo
pinchazo (a diferencia de una sucesion de pinchdelo$po w+ 1, en la que si hay un
altimo pinchazo, que seguramente causa que la larpae un estado; mas dicho
estado se dard tras una secuencia de instante?). Pero el estado de la lampara en el
instantet = 2 podria ser consecuencia no de un ultimo pawhsino de la sucesion
infinita de pinchazo$' Es decir, la realizacién de fatalidad de pinchazos, ocasionara
un estado para la lampara en el instarnte2. Los modelos que comentaremos en la
siguiente seccion mostraran que, ateniéndonosneetanica newtoniana, este caso es

posible!?

1% Thomson no distingue entre la sucesion infinitaoderaciones (que debe ser de tigoy la sucesion
infinita de puntos o instantes en los que se halifiado cada sucesién de operaciones (que deloke ser
tipo w+ 1). En su critica a Thomson, Benacerraf si &imyue: “In the case of the lamp, we have a
sequence of order typg the lamp switchings, and a sequence of order &ypel, the moments at which
they take place plus the first moment after wer@tigh, which must inexorably come” [Benacerraf97
(1962): 115].

111 Es curioso que el mismo Thomson se percata dergstasante idea: “we cannot ask whether the last
jab was a switching on or a switching off. But wid dot ask about a last jab; we asked about th@fhet
total result of the whole infinite sequence of jatnsd this would seem to be a fair question.” [Teom
1970 (1954-5): 96-7]. Digo que es curioso porquena lo indica la cita de la nota anterior, parece
ignorar la idea. Thomson no se pregunta por eltestutotal y final de una secuencia de tipasino que

ve necesario la introducciéon de una secuenciaptedi+ 1, lo que sugiere que reclama una ultima
operacion.

112 Como la teoria de conjuntos intermatérnal Set Theorp IST) por ahora se encuentra completamente
fuera de las consideraciones de la mecanica clasicamteresa a los objetivos del presente tratrajar

con detenimiento el argumento de McLaughlin (qubasa en IST) en contra de la lampara de Thomson.
No obstante, cabe aqui presentar su argumentd€idnspecificity, assume that counting is instatetih
through the ‘stroke method’: one stroke is phys$jcedcorded each time the lamp changes state. Thus,
after 1 and 7/8 minutes (on, off, on, off) the cmur(a piece of paper, an abacus, an electronicéev
etc.) reads, in stroke system notatidri,[]. Of course, any other notation which provides accete link

to the number 1 (one) would suffice, e.g., 4. Wiat are trying to avoid is abstract or indefinite
representations, such as’," by placing the counting process in the world.dmer to accomplish the
infinite task seemingly mandated by the modifiedbison’s lamp, it is certainly necessary to count to
some unlimited (and nonstandard) natural numfeeBut if this has been done, thenhas been
represented (by a numeral) as an object of ‘comweait mathematics’. Hence, must also be standard
natural number. The contradiction completesréductio ad absurdurand shows that the lamp cannot
even complete a certain finite taskfortiori, the infinite task (counting all of the naturalnloers) cannot

be completed. Thomson’s lamp is dysfunctional” [Maighlin 1998: 287]. No encuentro muy plausible
el paso argumental que realiza McLaughlin al afirgae cuando el conteo alcanza un ndmero no
estandar, entonces tal nimero tiene que poderepresentado por un objeto de las matematicas
convencionales. Mas importante, tampoco encuertesario que para terminar el proceso de Thomson
haya que alcanzar un nimero no estandar; parar@irei proceso es suficiente con contar cada uno de
los naturales. En esta misma direccion Alper y gidaclaran: “The nonstandard natural numbean
never be constructed because, as Nelson provethirgmythat can be explicitly constructed using
classical methods is a standard object. In somdicaysense, if it were possible to figure ehat nis,

then it could not béhat’ [Alper y Bridger 1997: 152].
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3.1.2.2. Modelos newtonianos: consistencia del peso de Thomson con su estado
final bajo mecéanica newtoniana

Dejemos de lado las consideraciones eléctricasnynicas en el proceso infinito de la
lampara de Thomson que, como la velocidad de agrgstr ejemplo, impedirian no
s6lo procesos infinitos sino procesos finitos demnte un lapso de tiempo de extrema
pequefez. Estas consideraciones no son esencialdmportante es la consistencia
conceptualde un estado de la lampara dado un nimero degaoshsea éste finito o
infinito. De esta manera, pueden darse los pinchgme se quieran, finitos o infinitos,
mientras la lampara carece de bombilla 0 mientoagsta conectada al suministro. Una
vez terminado el proceso, independientemente @s §inito o infinito, es totalmente
concebible comprobar el estado de la lampara coticda bombilla en ella o
conectandola a una fuente de energia.

Nuestro modelo se reduce entonces al movimiemaifeuniverso newtoniano)
del interruptor, que abre y cierra el circuito. Mamente podemos acudir a la velocidad
de Friedberg. Supongamos que inicialmente la laapansiste en un circuito que
conecta en serie la fuente de energia, el intenrypta resistencia que emite luz. Un
primer pinchazo del mecanismo interruptor consestn alejar el trozo de conductor
gue se separa del circuito para abrirlo una digtacorrespondiente a la primer
subcarrera con una velocidad de Friedberg. Un siegpmchazo en acercarlo con la
misma velocidad en sentido contrario (para que acldrmisma distancia). El tercer
pinchazo consistiria en alejar el trozo conductoea dlistancia correspondiente a la
segunda subcarrera de Friedberg, el cuarto enrcebrmismo recorrido con la
velocidad en sentido contrario. Y asi sucesivamehtieozo conductor se retirara con la
velocidad de Friedberg segun su etapa y se volvacrcar con la misma velocidad en
sentido contrario. Tendremos asi una lampara qukzaean numero infinito de
pinchazos dentro de un intervalo de tiempo finito.

Bien. ¢ Cual es el estado final? Cuando realizamagimero finito de pinchazos
sabemos sin problema alguno si la lampara se aacamncendida o apagada a la hora
de conectarla a la corriente (de hecho, bastaer salel nimero de pinchazos es par o
impar). Pero, cuando ejecutemos el proceso infigiem qué estado encontraremos la
lampara a la hora de conectarla? Dada la desanipigd modelo en el que el trozo
conductor se aleja y se acerca segun las distadei&siedberg, y dada la continuidad
de la trayectoria en mecanica newtoniana, indisartiente la lampara estara
encendida a la hora de conectarla, ya que el tirestara cerradd?

Hay otra configuracion, que trabaja exactamente leg mismos principios, en
la que el estado final de la lampara es el apadgakta cambiar el circuito y en vez de
conectarlos en serie, conectar la fuente, el upeor y la resistencia en paralelo. Asi,
cada vez que el trozo conductor del interruptoah@antacto con el circuito ocasionara
un cortocircuito que dejard a la resistencia sirrie@ate, y cada vez que el trozo
conductor pierda el contacto dejara a la resiséerai serie con la fuente. Dado el
movimiento con el patréon de Friedberg y la contliadi del movimiento, el estado final
del circuito es el cortocircuito y por tanto el agki final de la lampara sera el
apagadd*

13| a idea esencial y original del modelo es de Gaiinb[1970: 233-8].

114 Esta ligera variacién se encuentra por vez prireergEarman y Norton 1998b: 237-8], que utilizan
como mecanismo interruptor una bola conductoriafmanable que rebota una infinidad de veces con un
coeficiente de restitucion Ok< 1; asi, los tiempos sucesivos entre cada redootd k, I, I, ..., que en
total suman 1/(1 k). La bola, que tiene un cable conectado, ciercirelito cuando hace contacto con la
superficie en que rebota. La bola rebotamtee(bouncing bajlfue una supertarea originalmente panteada
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Estos modelos, ademas de mostrar la falta de castiéa conceptual de esta
supertarea asi como la posesion de un estadadmaién consistente (incluso con una
teoria del movimiento como la mecéanica newtoniaih#gtran el error de Thomson. En
los modelos aqui expuestos, el estado final nontesc@dido por un Unico estado (ya
hemos visto que esto es imposible), sino por unjuotm de estados (infinito,
necesariamente). Por supuesto, en estos modeldsmawos, un estado de encendido o
de apagado, final o intermedio, no es consecuetaigestado anterior, sino que es
consecuencia (entre otras cosasladeosicionen la que se encuentra el trozo conductor
gue abre y cierra el circuito. Esto sugiere que eterchinado estado de encendido o
apagado no es consecuencia del conjunto finitdfinitm de estados (de encendido o
apagado) que le antecede. Pero en el cada gesiciénfinal del conductor no hay
duda; por la continuidad de la trayectoria, la @@dsi final que ocupa el trozo conductor
si es consecuencia de todos los conjuntos continaayacentes de posiciones que le
anteceden.

3.1.3. La paradoja de Ross-Littlewood: un estadorfal distinto del limite

Aunque la paradoja de Ross-Littlewood fue planteadalos mismos afios que las
supertareas anteriores, no fue hasta la décadasdeolenta cuando se entablé una
discusion filoséfica sobre elfd® El planteamiento original lo exponen Allis y Koetsi
con las siguientes palabras:

Suppose that we possess an infinitely large urnamadhfinite collection of balls
labelled 1, 2, 3, and so on. There are exactly asynballs as there are natural
(standard) numbers. Consider the following thowegteriment. At 1 minute to 12
p.m. balls numbered 1 through 10 are placed irutheand ball 1 is withdrawn; at
Y% minute to 12 p.m. balls numbered 11 though 20p&aeed in the urn, and ball
number 2 is withdrawn; at ¥4 minute to 12 p.m. ballmbered 21 to 30 are placed
in the urn and ball number 3 is withdrawn; at 1/8ute to 12 p.m. balls numbered
31 to 40 are placed in the urn, and ball humbes withdrawn, and so on. How
many balls are in the urn at 12 p.m. and what laeé& fabels? [Allis y Koetsier
1991: 187].

Antes de tratar de responder a la interesanteuptagcon la que finaliza el
fragmento, y con la finalidad de tener bien estmadas la clasificacion de cada una de
las versiones, veamos los planteamientos de lasci@res de la misma supertarea. La
primera dice:

Let us suppose that at 1 minute to 12 p.m. balsb@red 1 through 9 are placed in
the urn, and instead of withdrawing a ball we adebi@ to the label of ball number
1 so that its label becomes 10; at %2 minute to.d® palls numbered 11 through 19

por Bostock [1972-3: 120-6], s6lo que con una haddormable. Alli mismo ya se considera como
mecanismo interruptor para la lampara. Es intetesemmprobar que la idea del indeterminismo detras
de los procesos infinitos en donde los estadosseusese encuentran causalmente conectados —cuestio
que trataremos en el apartado 5.4— ya es sugesidBgstock: “if the final position of the switch st
deducible from this information [los estados amtess y la leyes fisicas], then it is not determibgdhe
causal laws which govern the operation of the switmd so whatever happens there will have been a
breakdown in causal determinism” [Bostock 197225]1

15 Allis y Koetsier [1991] originalmente recogen elamteamiento del libro de Ross [1988].
Posteriormente, en Allis y Koetsier [1995], infommgue el mismo planteamiento ya se encuentra en
Littlewood [1953].
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are placed in the urn, and we added a zero toathel bf ball number 2 so that it
becomes ball number 20; at ¥ minute to 12 p.mlsbaimbered 21 to 29 are
placed in the urn and ball number 3 becomes nui@beat 1/8 minute to 12 p.m.

balls numbered 31 through 39 are placed in theamd,ball number 4 becomes 40,
and so on. At each instant, instead of withdravihrggball with the smallest label,

we add a zero to its label so that its number ikiptied by 10. How many balls are

in the urn at 12 p.m. and what are their labeldi?s[4 Koetsier 1991: 188].

La segunda variacion propone el siguiente proceso:

First of all we stipulate that inside the urn thare as many places as there are
natural numbers. The places are labelled 1, 2,n8, 0 on. Secondly, the
experiment is executed in the same manner as tomdexperiment but with one
change: we prescribe that a ball shall always ogctiee place with the
corresponding label,e. a ball with labeh must necessarily be put in place number
n. This means that as soon as ball gets another itatmeist be moved to another
place. As soon as ball number 1 gets label 10rtased to place number 10. As
soon as its number becomes 100 it is moved to plaoger 100, etc. What is the
situation at 12 p.m. in this thought experiment®igdy Koetsier 1991: 189].

Tenemos, pues, un planteamiento original y doswemmes. Para el primero, en
cada uno de los infinitos subintervalos de tiemgpmioducen diez bolas al recipiente y
se saca una, permaneciendo siempre cada unali@dascon la misma marca; para las
variaciones, son sélo nueve bolas las que ingresarada subintervalo de tiempo. Para
la primera variacion, las bolas cambian una infididle veces de marca o de nombre,
pero permanecen en la misma posicion, mientragqua segunda variacién cada bola
cambia de marca de la misma manera pero ocuparapasicion segun la marca que
posea, es decir, cambia constantemente de postgdaprecia que, a diferencia de las
maquinas de Black y la lampara de Thomson que emplamteamientos originales
parecian paraddjicas por no tener un limite, leegapea de esta seccidn se presenta
paraddjica precisamente por tener un lifite.as maquinas de Black (Beta-Gamma)
hacian oscilar una bola de izquierda y derechaa Yampara de Thomson pasaba
constantemente del estado de encendido a apagaeeadido, etc. Conforme el
tiempo pasaba, no habia ninguna tendencia ha@atado. En cambio, para la paradoja
de Ross, conforme el tiempo pasa, el recipienensaentra cada vez mas lleno, por lo
qgue es natural pensar que el recipiente se encantan una infinidad de bolas
(completamente lleno) al finalizar el proceso. &imbargo, bajo ciertas consideraciones
es posible concluir, para el planteamiento originmdr ejemplo, que el recipiente
termina vacio cuando dan las 12 p.m. En esto réai@pariencia paraddjica.

3.1.3.1. Argumentos al margen del movimiento pard estado final

Tratemos primero las respuestas libres de consideesccineméticas que merecen las
preguntas planteadas por Allis y Koetsier. Si sesiera el planteamiento original, se
puede argumentar que el recipiente contiene unnidafl de bolas a las 12 p.m.:

conforme avanza el tiempo, en cada subinterval@fselen diez bolas mas y, como
sb6lo se retira una, el numero de bolas crece imdefnente mientras se esta

118 Observacion hecha ya por Earman y Norton: “WHhike Thomson lamp depends on the non-existence
of a limit, another supertask [la paradoja de Ratkewood] purports to be paradoxical precisely
because a limit exists” [Earman y Norton 1998b:]239
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arbitrariamente mas cerca de las 12 p.m. El redipigende a contener una infinidad de
bolas. Pero también se puede argumentar que pleeia esta vacio a las 12 p.m. Para
ello basta con fijarse en cudles bolas son lagjgadan dentro. Si hay una infinidad de
bolas, cada bola con la mamcgpara toda({1, 2, 3, 4, ...}) saldra del recipiente, para
no volver a entrar, en algin momento antes de qoelwya de transcurrir un minuto.
Entonces la bola marcada con el 1, la marcada c@nlal marcada con el 3, etc., se
encuentran fuera del recipiente a las 12 p.m. Peegjsamente, esas bolas son todas las
bolas. Por lo tanto, el recipiente se encuentrdovaclas 12 p.m’ ;Cudl es el
argumento correcto? ¢, O son los dos incorrecto€?qg¢rectos?!)

A primera vista, parece ser mas convincente elimaegto a favor de un
recipiente vacio como estado final, pues dirigatémcion al estado, en todo momento,
de cada una de las bolas. Sabemos aqqga unade las bolas terminara fuera del
recipiente. No obstante, la primera variacion dep#adoja apunta a reforzar el
argumento a favor del recipiente con un numeraitafide bolas como estado final. Si
se ejecutan paralela y simultaneamente la primar&ocion y el proceso original, al
final de cada subtarea los recipientes de cadapoocontendran el mismo numero de
bolas, todas ellas con las mismas marcas. Confefmiempo transcurre, al parecer,
ambos recipientes evolucionan de la misma mari@r& ambos recipientes se
encuentran cada vez mas llenos, ¢cdmo es que &rmimun estado tan distinto y tan
distante? De un recipiente vacio a un recipiente wta infinidad de bolas hay una
enorme diferencia. Una diferencia infinita.

La situacion se torna mas desconcertante condganda variacion. Presenta
también un recipiente que va aumentando su comtatédbolas con el mismo patron.
De la misma manera, si ejecutamos paralela y shmegtmente la primera y la segunda
variacion, los recipientes evolucionan exactamégel, siempre teniendo dentro el
mismo numero de bolas e incluso las mismas bolasasomismas marcas. Pero, para la
segunda variacion, y siguiendo la evolucion de dzala, se puede concluir que todas
las bolas, una vez que entran al recipiente, rabémdonan jamas (dentro del proceso),
mas que a las 12 p.m. todos los sitios del redpiestan desocupadtds.¢Y dénde
estan las bolas? No abandonan el recipiente peneozo hay un sitio para ellas dentro
de él.

En los parrafos anteriores se lee constantememdogutres procesgsarecen
ser equivalentes. Lo subrayo porque los procesostealidad, son esencialmente
distintos. En el proceso original, constantementsasaran bolas. En los otros dos no.
En la primera variacion, una vez que cada bola entra&e mueve mas. En la segunda
variacion seguiran moviéndose. Estos matices, pstasefias variaciones, hacen que la
diferencia entre los procesos sea muy grandenal fle cada uno de los procesos el
estado del recipiente y de las bolas es diferdntduso, durante la evolucién de los

17 Este es el mismo argumento que Ross sigue pacu@ogue el recipiente termina vacio: “Ross
concludes that the urn is empty at 12 p.m. argamdpllows. Consider any ball, say ball numbeand

that at some time prior to 12 p.m. (in l‘ac'[,@)n_1 minutes to 12 p.m.) this ball is withdrawn froneth

urn. This means that for each ball numbem is not in the urn at 12 p.m.; the urn must therefoe
empty at that time” [Allis y Koetsier 1991: 188].

18 precisamente, Allis y Koetsier plantean la primeasiacion para resaltar esta cuestién: “The two
experiments seem to be equivalent as regards titerds of the urn: at each instant before 12 phey t
bring about precisely the same situation in the ¥et in the first experiment the urn is empty atdm.,
while in the second experiment the urn containmiitely many balls at 12 p.m. This sounds paradaiXic
[Allis y Koetsier 1991: 189].

119 Es el mismo argumento expuesto por los que praptmeariacion: “The following conclusions can
be drawn: that infinitely many balls enter the uhat no ball ever leaves the urn, and yet allgddnside
the urn are empty at 12 p.m.!” [Allis y Koetsieran9 189].
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procesos ocurren cosas distintasAsumamos, por ejemplo, que ejecutamos los tres
procesos materialmente con las mismas bolas digsues el mismo orden (cada uno
en periodos de tiempo que no se solapan, clard, estd detras de otro. En el caso del
proceso original, la primera bola, con la marcaritra al recipiente y en un momento
posterior saldra de él. Para el proceso de la paimariacion, esa misma primera bola
entra al recipiente, no sale ya jamas de €l (darahproceso), ni siquiera se mueve.
Pero constantemente cambia de marca. Ahora bierhigale marca pero sigue siendo
la primera bola. En cuanto al proceso correspongli@id segunda variacion, esa misma
primera bola, una vez que entra al recipiente, oaar@& a cambiar de marca y a
cambiar de posicion. De la misma manera, cadatealdra una evolucion distinta en
cada proceso: en el original, entrara al recipieséddra y no se movera mas; en la
primera variacion, entrara al recipiente y no seeréd mas; en la segunda variacion,
entrara al recipiente, tras lo cual se movera ofiaidad de veces, intermitentemente,
para ocupar una infinidad de posiciones dentromisio. Es importante hacer notar
gue estas observaciones consideran primordialnentevimiento de las bolas en el
proceso. No se considera que las bolas entrarey si@l recipiente o que cambian de
posicién bajo un proceso de aparicion y desaparieid lugares distantes. Lo mas
sensato, pues, es hacer un andlisis de los proegsngndonos a una teoria del
movimiento. Esta sera la tarea de la siguiente @ecein la que se interpretaran los
procesos para un universo newtoniano. Por ahoeacipmdamos de toda consideracion
fisica y veamos qué se puede déTiSe puede asumir, sin miedo a perder el rigor
filosofico, que las bolas cambian de posicion ptettansportacion).

Veremos, nuevamente, que tenemos ante nosotdesdaipcion de una serie de
procesos que, aunque sugieren ciertos estadoslgza? p.m., rigurosamente nada
dicen del estado en dicho instante. Los mismoss Alli Koetsier aceptan que la

1201 o mismo se puede decir de la supertarea proppestgorrest: “Initially there is precisely one lbial

the urn. In each interval first a new ball is put in, then the urn is shaked one of the two balls is taken
out. The balls, we are to suppose, are qualitatiidentical. Hence at each stage there are twailgess
qualitatively identical outcomes: either the baligh has just been put in is taken out, or the Wwhitch
was already there is taken out. Hence it is agsettere are infinitely many qualitatively identica
histories of the whole process. Of these just tven €L) the initial ball remaining there the whaime

and each new ball being taken out straightaway(@nthe initial ball being taken out in the firstérval,

and thereafter each ball being taken out in theriad after it was put in. In case (1) there is ba# left

at the end. In case (2) there is no ball left &t ¢hd. Yet the two processes were, right up tdake
moment, qualitatively identical” [Forrest 1999: 44Bsto Ultimo es un error. Los procesos (1) ys@)
cualitativamente diferentes. Las operaciones llasacabo en cada proceso son distintas, en wsacae
siempre la bola nueva mientras que en el otro sa s@mpre la antigua. El hecho de que la urna se
sacuda, lo que da la impresién de que los procsogquivalentes, es irrelevante, ya que lo qtieall
cuenta es qué bola es la que se ha sacado. Losspso€l) y (2) son cuantitativamente idénticos (lo
mismo pasa con los procesos de Ross), y su resuitad se debe precisamente a que son cualitgtiva
esencialmente distintos.

121 van Bendegem defendiendo que la paradoja de Roseaesupertarea imposible, ofrece el siguiente
argumento en el que se prescinde de toda considlerfisica: “the total sun® of balls in the urn at
completion of the task, iS = (10 — 1) + (10 — 1) + ... If we suppose tisails a finite number, thus
including the special case= 0, an inconsistency is easily derived. 8= (10 — 1) +5= (10— 1) + (10 -

1) + (10 — 1) + ... =S Hence, ifSis finite, 9 = 0. If this argument holds good [..then RP is an
impossible super-task and neither conclusion [..duith be accepted. Note that the argument is ewntirel
independent of any continuity principle or any othkéematical assumption” [Van Bendegem 1994
743]. Esto no es correcto. Si consideramos$je un nimero finito no es permitido expresar$ag10
-1)+(10-1) +...,sinoque=(10-1) + (10 — 1) + ... + (10 — 1), que finalreere simplifica & =
n(10 — 1), dond@ es un natural. Con esto, = 9 +n(10 — 1), de lo que no se puede llegar concluir que
9 = 0. Allis y Koetsier lo explican de otro moddinftiting S = (10 — 1) + (10 — 1) + ... means by
definition S=1im(10 — 1), forn - oo. It implies thatS =« [...], from which it is not difficult to derive a
contradiction with the supposition thats finite” [Allis y Koetsier 1995: 245].

100



descripcién del proceso no dice nada del estadasleosas a las 12 pMif.De la
misma manera como sucedia con las maquinas de Bleok la lampara de Thomson,
nada se puede inferir del final del proceso a mpaeila descripci6ré® Este punto
resulta ampliamente ilustrativo si se intenta obteona funcion, a partir de la
descripcion, que nos describa la cantidad de lf@atgo del recipiente.

Concentrémonos en el planteamiento original. Ehpie (en minutos) que ha
pasado a partir de las 11:59 al término de cadeaoige n (conn{1, 2, 3, 4, ...})
puede ser obtenido con la siguiente expresion:

L 1 n-1
t=1 (2) (3.1)

Asi, el conjunto de bolas que se encuentran demtorecipiente después de la
operaciomesB,, ={n+1 n+2..,10n}y la cantidad de bolas dentro sera

Q. =[By,|=9n. (3.2)
Con esto, a partir del namero de acciones que yEnhaalizado, podemos saber con
precision cuantas y cuales bolas se encuentramoddat recipiente. Ahora bien, es

posible también tener esos mismos datos en fundéntiempo. De (3.1) es facil
obtener que

n=1+ Int(mj (3.3)
In3
y de esta manera, de (3.2) y (3.3) se obtiene que
Q. = 9+9[l]nt(|nl(l—:t)j | (3.4)
2

1221 o manifiestan con las siguientes palabrasigically speakingsuch an infinite sequence of acts, or
the infinite sequence of intermediate states diedff impliesnothing whatsoevetoncerning the state of
affairs at 12 p.m. Something which is true befo?eplm. need not be true at 12 p.m. Take the seamtenc
‘It's before midnight' and the fact that it stopgibg a true sentence when midnight strikes” [Allis
Koetsier 1991: 190]. De la misma manera, Earmaroitds reconocen que la sola descripcidon no ayuda
mucho a la hora de decidirse por una conclusiéhe“@ifficulty is that there are two natural conulits
each of which fix the number of balls in the vas&2100 PM, but at different values. And the acdafn

the paradox does not clearly allow a choice betwkem” [Earman y Norton 1998b: 239].

123 \van Bendegem, en un articulo que defiende fiiitistente el espacio y tiempo discretos, argumenta
en contra de la finalizacién del proceso descrito Ross con el siguiente argumento: “in terms of
physical actions, the only type of action that takéace, is to move a ball from one location totheo
(either in or out of the urn). Nothing else is haping. But how did the urn end up empty? Not begaus
there was a last ball in the urn and because thatramoved from the urn, for there isn’t one. Biat s

the onlyphysical actiorfavailable’ that could have led to an empty urifah Bendegem 1995: 128; mis
cursivas]. Este argumento no es dificil de reb&ipongamos que tenemos un recipiente lleno con una
infinidad de bolas que estan marcadas y ordenadas3 4, ..., ..., -4, =3, =2, -1, y que cada una es
sacada del recipiente durante el intervalo de ttieqye respectivamente sucede %, ¥4, 1/8, ..., ...¥4/8,

% (en total dos minutos). La cardinalidad, tantbocd@junto de bolas {1, 2, 3, ...} como la del cortun
{1,2,3,4, ..., ..., -4, =3, -2, -1} €3,. Es decir, se llevan a cabo el mismo nimero deacmmes. Para

la suposicion hecha en esta nota, hay una ultirmeacfdn y, siguiendo el argumento de Van Bendegem,
hay una dltima accion fisica que hace que el reoipi quede vacio. Este punto sugiere que es mas
problemético el hecho de que el conjunto de balea un conjunto abierto que simplemente el hecho de
gue sea infinito. Precisamente, y volviendo al fgamiento original, como no se puede decir que hubo
una ultima accién que sacara una Ultima bola agbiente, tampoco se puede decir que hubo unaalltim
accion que introdujera una ultima bola y la depwoaiten una Gltima posicion, por lo que tampoco es
posible concluir que el recipiente termina llenstdElustra como de la descripcién del conjuntegbi

de operaciones no se puede concluir nada acenga eiemento que es el borde pero que no pertenece a
él. Otro comentario: Van Bendegem habla de accifisgsas (y por eso las cursivas), pero no sit@a es
accion en el marco de ninguna teoria fisica, pguk el términghysical actiorresulta vago.
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De manera similar, la cantidad de bolas que seshaado del recipiente se
puede obtener por medio de la expresion:

Q,, =1+ |nt('”|(#:t)j . (3.5)

2

Es un ejercicio de analisis elemental obtener gadunciones mostradas en las
expresiones (3.4) y (3.5), que se han propuestogiziener el estado del recipiente a las
12 p.m. { = 1), les corresponde como dominio el conjuntotfIR y t < 1}. Pero,
ademas, sabemos que nuestro proceso comigrez®alo que restringe el dominio que
nos interesa al intervalo real [0, 1). Y es quasiinciones nos describen exactamente
lo mismo que el planteamiento de Ross. Sabemogpramision el estado del recipiente
y de las bolas en cada instante dentro del inte@slt < 1, mas del estado en el tiempo
t = 1 nada se puede saber.

Si intentamos operar limites a estas funcionegiteeser que ambas tienden al
infinito, lo que invita a concluir que tanto denttomo fuera del recipiente hay una
infinidad de bolas?®* En términos matematicos, esto no es ningun problema
Recuérdese el planteamiento del hotel de Hilberg se encontraba completamente
lleno de su infinidad de habitaciones, pero quepsdian introducir todavia una
infinidad de nuevos huéspedes. (Si el que ocupabéacion 1 se cambia a la 11, el de
la 2 ala 12, etc., entonces se pueden hospedanédpedes mas. Esto se puede repetir
una infinidad de veced}®

Las funciones recién presentadas no nos informiare spé bolas son las que se
encuentran fuera y dentro. Una funcién del tiengaoa el planteamiento original, que
nos indique el estado de cada bola seria la gpeesenta a continuacion:

124 Holgate, con el mismo propdsito, propone variawines (cabe aclarar que Holgate modifica la
supertarea introduciendo solo dos bolas y sacandan cada operacion): “A point that comes out very

strongly in the original discussion is that sinbe function is defined for the sequente (%)n the

domain to be covered by any extension should bejlea setX: 0 < x < 1}, not the closed sek{0<x<
1}and that the definition of the function= 1 is a problem of a different nature from thit® definition

in the intervals between values bf- (%)n It is however natural to want to complete theirdgbn by

settingX; = lim,;, X; [the content of the urn at tim According to (i) [X, = th: n + 1 when

1-(4)" <t <1- (&)™ 1, i) [X =n+ 1+ 2"t —t)] and (iii) [X = —log (1 —t)] we haveX, — o ast

— 1, and according to (ivX = 0, whent # t, for some integen > 0] there is no limit, but 0 is a cluster
point” [Holgate 1994: 302-3]. La expresion (i) tholgate es la misma que la expresion (3.3) ddbtex
principal, en el que las demas no se consideram@ger una manipulacion directa a (3.1). En cuafqu
caso, Holgate no menciona que la funcién que inde#&olas que se sacan también tiende al infinito.

125 E| planteamiento del hotel de Hilbert puede enemse en [Byers 2007: 162], [Clark 2007: 94],
[Moore 1990: 9] y [Erickson y Fossa 1998: 84-5]. @Remisma manera, desde un punto de vista
matematico, tampoco es probleméatico el hecho deejnémero de bolas dentro del recipiente sea cada
vez mayor Yy al final termine vacio. Earman y Nortorexplican: “What is puzzling is that the number
count, which one moment is growing without boundddenly evaporates the next. In brief this
evaporation is simply an artefact of our subtrattid one infinite set from another. It is surprgsiout not
contradictory. Such evaporation cannot happen thighsubtraction of finite sets, where our intuitare
developed” [Earman y Norton 1998b: 239].
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dondei es la marca de cada bola(1, 2, 3, 4, ..., perd]R o, al menosi[1Q). Cuando

la funcién toma el valor de 0 la bola se encueiutesa del recipiente, y cuando toma el
valor de 1 se encuentra dentro. Si operamos eididax(t) cuandat - oo, para toda
=1, 2, 3, 4, ...x(t) tiende a 0. Es decir, todas las bolas tiendencargrarse fuera.
Funciones similares se pueden obtener para la @ipnsegunda variacion, que, tras
operar el mismo limite, cada bola tendera a estatra del recipiente. Nétese que en
estas consideraciones no se ha dicho nada de cdelamvimiento. Cada bola va de
dentro a fuera libremente, recorriendo una trayegtteletransportandose, o como se
prefiera.

Es dificil dejar a un lado las consideracionegdisipara el proceso de Ross, y es
gue la misma descripcién parece hablar en térnfisaos; las bolas, objetos fisicos,
entran, salen, se mueven, o sea, ejecutan acdisitas. En esta seccion se ha tratado
de prescindir de estas consideraciones y como tadsulhemos obtenido que no
podemos saber con claridad si el recipiente emtd Ib vacio al término del proceso. Si
se mira el comportamiento del recipiente, se temngon un recipiente lleno y un
exterior también lleno. Si se toma en cuenta cad® Be llega a que cada una de ellas
termina fuera.

3.1.3.2 Modelos newtonianos: consistencia del estadontraintuitivo final bajo
mecanica newtoniana

Existen modelos del proceso de Ross-Littlewood @lesonsiderar el movimiento
ateniéndonos a la mecanica newtoniana, tienentadegreciso y claro a las 12 p.m.
Los mismos Allis y Koetsier [1991: 191-3] proponaodelos, sin ahondar en muchos
detalles, para los procesos que describen (al gran@ofundizar en los detalles no tiene
repercusiones filoséficas relevantes; como se aaxdntinuacion, la segunda variacion
si merece una construccion mas detallada). En diohmdelos se basan los que a
continuacion se presentaran, sélo que aqui, cfindidad de mostrar la precision del
estado final, se conocera la posicién de cadadldargo del procest®

Allis y Koetsier dividen un espacio bidimensioeal dos, en donde una parte es
el interior de recipiente y la otra el exteriorr&aer mas precisos, supongamos que el

126 pAllis y Koetsier no manifiestan su apego a algtearia fisica en concreto. Tan sélo afiaden el
principio de continuidad para las trayectoriasateduerpos: The position functions of all balls are at all
instantst continuous functions of tim@Allis y Koetsier 1991: 192]. En su critica a@dl, Van Bendegem
considera que los modelos deben de cumplir lo eigei “(K1) Infinite speeds are not allowed, (K2)
Infinite accelerations are not allowed, (K3) Thesésts a largest speed L” [Van Bendegem 1994: 744].
Es claro que Van Bendegem, al considerar (K3),tisme a la mecanica relativista o, como sugieren
Earman y Norton, se pregunta por la posibilidad ded proceso: “the invocation of the relativistic
constraint K3) seems to us inappropriate since what is beiagmeld is not that Ross’s paradox
represents a physically impossible supertask irattteal world but a conceptually impossible supsita
[Earman y Norton 1998b: 240]. Como ya se ha dictés me una vez, en este trabajo buscamos las
consecuencias de este tipo de procesos para |laicecasica.
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exterior del recipiente son todas las posicionépldaoxy tal quex < 0. El interior del
recipiente es el resto del plano, es decir, todaspbsiciones tal que> 0. De esta
manera, una bola se encontrara dentro del recipgru centro esta posicionado de tal
manera que su abscisaxes 0 y fuera sk < 02" Bien, basta considerar que cada bola
s6lo se mueve en direccion horizontal, por ejengplg = —n, y que su diametro es tal
gue ninguna bola colisiona con otra (o0 sea, merfosiatodas las bolas son del mismo
diametro). Asi, solo es necesario colocar su cenic@lmente en un posiciGatal que
pueda moverse en el tiempo requerido por la deséripdel proceso a una posiciéon
dentro del recipiente.

Para ser mas precisos, supongamos que el centemdéolan (tal quen{1, 2,

- - (N 2 Ve
3, 4, ...}) se encuentra en la posiciqr€s.-,-n|. Asi, puede moverse, con la

—(n1)2

correspondiente velocidad de Friedberg a cadarfasda posicién(e 3K ,—n). De esta

manera, cada bola tiene tiempo de sobra para aeasliztarea. Para el proceso original,
las primeras diez bolas entraran en su correspatedieempo. La bola 1 en 1/4 de
minuto, la bola 2 en 1/8, la bola 3 en 1/16, etomG todas comenzaran en el mismo
instante, cuando la bola 1 termine su recorridaesto ya llevara cierto tiempo
ocupando su posicion de reposo. En seguida, la bokegresara al exterior con la
velocidad contraria, tardando ¥4 de minuto. Es ¢laoes, que en la segunda operacion
del proceso las bolas tienen tiempo de sobra pesambzar el debido movimiento.
Cuando tienen ¥ de minuto para actuar, la boldd2ésan 1/8 de minuto, mientras que
la bolas 11 entra tan sélo €4). de minuto, y el resto en tiempos todavia mendges.

mismo patron seguiran las siguientes operacionesermos, pues, un modelo preciso
del proceso original de Ross-Littlewood. Y, comoneecanica clasica la trayectoria de
los cuerpos es continua, cada una de las bolas tiea posicion precisa a las 12 p.m.

_(n-1)2 C e e
Cada bolan se encontrara e%r S ,—n), su posicion inicial.

Como ya se ha dicho en la seccion anterior, lagmcianes del proceso son
procesos cualitativa y esencialmente distintosrigiiral (y entre ellos también). Esto
queda claro cuando nos atenemos a consideracianematicas. En la primera
variacion las bolas so6lo entran al recipiente, fwrque, considerando la misma
velocidad de Friedberg que en el proceso origiaah rada una de ellas, realizan su

., . . L., _(na)2
operacion satisfactoriamente. Una vez que ocupan pssicion (e S ,—n),

permaneceran en ella durante el resto del pro€asolo tanto, por continuidad de las
trayectorias, esa también es su posicién a lasrhi2@omo resultado final del proceso

tenemos que todas las bolas se encuentran dehteciente!?®

127 También podriamos suponer, como Van Bendegem [1B94], que la bola esta dentro si todo el
espacio que ocupa pertenece al recipiente. Con @stwendria, para visualizar el proceso mas
amigablemente (como también lo hace Van Bendegaiphner bolas con un tamafio convergentemente
decreciente. En cualquier caso, ambas interpretesidel proceso arrojan un mismo estado final. Los
problemas que mostrara la segunda variacion tansei@mcuentran considerando este matiz.

128 Recordemos aqui que en la primera variacién sbicalean nueve bolas y a la primera de cada
subtarea se le afiadia un cero. Como resultadq €imdh bola tendra como marca un nimero natural
estandar seguido de una infinidad de ceros. Este pm problema que, aunque parece ser de sumo
interés matematico, escapa a los objetivos detemt@jo. La cuestidon es: ¢qué namero representa la
representacién que consiste en la representaciénndelimero natural seguido de una infinidad de
representaciones del 0? Sin duda alguna, no repaeaeningin nimero natural. Ahora bien, ¢es posibl
construir un sistema numérico para el que dicheesgmtacion tenga un sentido claro y preciso? ¢Qué
propiedades tendria semejante sistema?
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Es pertinente comentar aqui la objecion de VandBgem a estos modelos.
Volviendo al proceso original, y asumiendo que $olda bolas se encuentran ya dentro,
realiza la siguiente consideracion:

Consider point A [...]. It is the highest point oktllisc that is on top of the row of
discs ‘in the urn’. Imagine that this poitis actually a pointer. As digtis moved

to the left, it covers a distanch in timet,. Likewise, the pointer moves the same
distance Thus, if the task of moving discout is possible, so is the task of moving
the pointer down. As the super-task is executetht gowill describe a downward
movement. [...] when the super-task is completedntpaimust have come to a
stop. Hence, the limit of, is O, but as all terms are bounded below by atigesi
number, this implies an infinitely fast change peed, or, to put it otherwise, an
infinite acceleration [Van Bendegem 1994: 745-6 mirsivas].

La respuesta de Allis y Koetsier es sencilla: eltpypointer) al que Van Bendegem se
refiere no es mas que un punto virtual, y no urtgumaterial o fisico. Y el movimiento
de los puntos virtuales definidos si puede viadargrincipios que rigen el movimiento
de los objetos o incluso de los puntos fisiédshdemas, si seguimos estrictamente el
movimiento de los discos que aqui hemos modeladongideramos que el tamafio de
cada bola decrece segun las distancias de Friegleagque todas ocupen un espacio
finito, la trayectoria depointer no presenta ninguna discontinuidad, ya que regarre
verticalmente, la distancia correspondiente al didén de cada bola con el
correspondiente patron de Friedberg.

En cuanto a la segunda variacién, encontramoseguen proceso dificil del
modelar con suma precision. El problema esté eieipoar la bolan en la posicion 19
en tan so6lo 1/2de minuto. En un universo newtoniano, en el quéayun limite para
las velocidades, esto puede hacerse con una vathcigue alcanza magnitudes
descomunales, pero que evoluciona segun el patedrFriedberg (el patron de
continuidad de cada periodo, y no el de disminugicadual entre periodos). En este
caso, por continuidad de las trayectorias, lassbtdaderian a alejarse ilimitadamente
hacia <o. De hecho, todo parece indicar que para este adas,12 p.m., las bolas no se
encuentran ni en el interior del recipiente ni kex¢éerior. jNo estan en ningun lugar del
plano! j“Desaparecen”, o “escapan” al infinito! Egaida, en el préximo apartado,
veremos que semejante destino para los cuerpoemi@scprocesos que ocurren en un
universo newtoniano es posible. Otra posibilidace gatisface mas a nuestras
intuiciones es considerar que la posiciono viene dada por la ordenaga —n sino

& ()2

por la abscisa = <5-."*° De esta manera, las bolas s6lo se moverian, conese

129 E| argumento es impecable: “There must be a meéstakvan Bendegem’s kinematical analysis. It
occurs on pp. 745-6 in van Bendegem [1994] wherarticular point A after the execution of the super
task must suddenly come to a stop, which impliesnéinitely fast change in speed. Howevér,s a
virtual point while K1 through K3, of course, coneeeal points. Virtual points can undergo infinite
accelerations without any problems as a simple el@shows. Let us assume that we have a disc with
radius 1 slowly rotating around its centre at thigio on the two-dimensional plane. Considgyhgsical
point P on the edge of the disc, and thigual point A which is the intersection of thangentof the disc

in P and thex-axis. WhenP moves from (0, 1) to (0, 1) as the disc rotafesccelerates and moves to
infinity on the positivex-axis. Then, just aftd? has passed (1, 0),comes back from the negatixexis.
Clearly, whileP is at (1, 0)A has an infinite speed and infinite acceleratichiti§ y Koetsier 1995: 246].

130 Oppy afirma que no puede haber un mismo modelarie adecuado para los tres procesos: “I am at
least tempted by the suggestion that the overatly sif the Ross Urn is incoherent: there cannotibe
single urn that accommodates all three of the estanld, even though, for each of the storiesgticeuld

be an urn that accommodates that story” [Oppy 28Q6:Pero el modelo de urna presentado aqui para |
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modelos del proceso original y de la primera vadiacen direcciéon horizontal. Y el
cambio de posicion I8 a 10 * 'n (con h(}{0, 1, 2, 3, 4, ...}) tan s6lo consiste en

_ hn7 2 _10M1lm-12 . . .
moverse de(e S ,—n) a (EM’T”,—n). Con trayectorias continuas que sigan esta
sucesion de puntos, cada bola que inicialmente teemarcan terminara, a las 12 p.m.,
en la posicion (0,R). Justo en el limite entre el interior y el exterpero que pertenece
al interior del recipiente. (Por supuesto, se phaoer definido el exterior y el interior
del recipiente de tal manera que a las 12 p.m.r¢ré&gamos todas las bolas fuera).

3.2. Supertareas newtonianas: la aparicion de anortias

Tras este planteamiento exitoso de modelos parprtmsesos infinitos, con el que se
muestra que la idea de una supertarea no es ciohtraa y que, segun el modelo, a
cada planteamiento le corresponde un estado firedigp del proceso que sugiere,
pudiera parecer que la interpretacion de estoseposcbajo la mecénica newtoniana
deja libre de problemas a los sistemas infinitato o es asi. El planteamiento de
algunas supertareas, ateniéndose a la mecanicamamd, plantea problemas que
sugieren ciertas consecuencias para la misma noacdr@wtoniana. En concreto,
podemos detectar indeterminismo y pérdida de largéme aspectos claramente
anomalos a la teoria. Esto es relevante, ya queekcestudio de este tipo de sistemas
newtonianos se esta avanzando en el conocimienta thoria fisica que llamamos
mecanica newtoniana. Asi, con estudiar, analizéisgfiar supertareas posibles bajo la
mecanica newtoniana perseguimos profundizar erombamiento de una teoria que
todavia es de suma importancia para el quehaceaimum

En lo que resta del trabajo, nos concentraremodugxamente en las
supertareas newtonianas que consisten en una @ugeBnita de colisiones elasticas
entre particulas. A partir de aqui, cuando utiétéérmino ‘supertarea newtoniana’ me
estaré refiriendo exclusivamente a un proceso @s earacteristicas, pese a que existan
planteamientos de supertareas enmarcadas en mec@vidoniana que no consisten
exclusivamente en colisiones elasticas (ejemplellds son los modelos presentados en
el apartado anterior, asi como los referidos emta 139). Veamos en qué términos son
planteadas las supertareas newtonianas, asi caramdenalias que surgen a partir de
ellas.

3.2.1. ST1: el fallo de la conservacion bajo colesies conservativas

Comencemos por la supertarea newtoniana de mayuoplisdad y que fue
originalmente propuesta por Pérez Laraudogbitiddemas de ser un modelo de suma
simplicidad es, sin duda alguna, el mas célebreoda la literatura dedicada a las
supertareas newtonianas. Es de esencial importpaael presente trabajo ya que es el
punto de partida directo de sus contribucionescjpates. El proceso que describe se
desenvuelve de la siguiente manera:

segunda variacién —considerar las posiciones eaHlasisas y no en las ordenadas— también puede ser
aplicado al los otros dos procesos, y por lo témtfirmacion de Oppy es falsa.

131 Esta no es la primer supertarea newtoniana prtmeesla literatura cientifica. Anteriormente aell
Lanford [1975: 50-3] presenta un modelo de mayonpmejidad pues, aunque se basa exclusivamente en
una sucesion de colisiones elasticas entre patictdquiere de un espacio bidimensional. EI modelo
Lanford también es indeterminista.
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Assume a reference frame in which there is anitefimumber of particleB;, each
one of massn, at rest in the pointg :2—% (it{1, 2, 3, 4, ...}) while at the point =

1, a particlePy of massm and constant velocity is moving towards$;. After the
collision, P will remain at rest irx; = %, whileP; will approach and collide with
particle P, at velocityv, P, at rest inx, = ¥4. After this second collisioR; will
remain at rest i, while P, will approachP; at velocityv, and so on. In general, for
anyil}{1, 2, 3, 4, ...}, P; will move during a certain interval of time at weity v
from x; =2—1i t0 Xiuq =2—11 but it will remain at rest ix., =2—11 [Pérez Laraudogoitia

1996: 81].

De esta manera, como una vez que toda parti;ida posiciona er = Zilﬂ (ahora ya

estamos, por definicion, ante un proceso enmareada mecéanica newtoniana, por lo
qgue las trayectorias de las particulas tambiéncsatinuas por definicién) no cambia
MAas su posicidon, se concluye que, una vez que sgebatado la supertarea, todas las
particulas se encuentran en reposo (véase la fRj@)a*? Llamaré a esta supertarea
ST1, tal como la llama en varias ocasiones laditea que hace referencia a éffa.

Es facil ver que en este proceso ocurre una pédéida energia cinética. En el
estado inicial todas las particulas estan en reprseptoP,, que viaja corv, y por lo
tanto la energia cinética total del sistema emes@ento est mv. En el estado final, y

s6lo hasta que se termine de ejecutar la supertadss las particulas se encontraran en
reposo, y por tanto la energia cinética total t#&ma es nula. Es clara la pérdida de la
energia cinética en este procé¥d\o asi los motivos de ello.

Otro rasgo relevante de esta supertarea es quecapal indeterminismo. Si
tomamos en cuenta la reversién temporal de estegwo(proceso también permitido
por la mecanica clasica), entonces el conjuntaitefide particulas en reposo, dispuesto
tal como lo indica el estado final, repentinamesgeauto-excita (no hay una primera
colision, a cada particula se le imprime movimiedgbido a la colision con una

132 En [Pérez Laraudogoitia 1997b] también se descebemismo proceso con dos diferencias
irrelevantes: en vez de particulas interactlanr&sfegidas y extensas y en vez de que el conjunto
infinito sea abierto por la izquierda lo es podkiecha. Aqui también se concluye, tras la menden
proceso inverso, el indeterminismo.

133 Concretamente en [Alper y Bridger 1998], [Koetsigkllis 1997] y [Pérez Laraudogoitia 1999b]. Sin
embargo, en [Alper, Bridger, Earman y Norton 20J@&Fidger y Alper 1999], [Pérez Laraudogoitia
2002b] y [Pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper 2p02 llaman simplemente ST, por no necesitar
distinguirla de otro modelo.

134 pérez Laraudogoitia también lo reconoce: “afterdbllision betweei®, andP; and after any period

of time greater than or equal té;(therefore finite) has elapsed, the situation w#l as follows: the
particleP; will be at rest in the poing., :Zi—lﬂ (i0{1, 2, 3, 4, ...}), that is to say all the particled! be at

rest. This is the supertask, an illustration of hbe total initial energy of the system of parm% mv

can disappear by means of an infinitely denumerabtaber of elastic collisions, in each one of which
the energy is conserved” [Pérez Laraudogoitia 182§. Cabe mencionar que, para esta supertarea, la
pérdida de la energia ocurre exclusivamente enaetande referencia inercial en el que esta plaatead
En cualquier otro marco de referencia inercialplagiculas?; (iC{1, 2, 3, 4, ...}) inicialmente tendran la
misma velocidad y la misma masa. Esto suma unadeahinfinita de energia, a la que, ademas, se le
debe sumar la energia & En el estado final, todas las particulas llevdeamisma velocidad (y la
misma masa), por lo que la energia total tambiéimfesta. No obstante, hay variaciones de ST1 que
presentan una pérdida de la energia en cualquieonda referencia inercial (por ejemplo, el modddo
Atkinson [2007: 171-2] presentado en la seccién?4o2el modelo original de este trabajo presentatdo

la seccién 6.2.1).
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particula anterior). Es decir, el estado final del Sera ahora el estado inicial del
proceso inverso, y tras una evolucion del sistemaentido inverso a ST1, el estado
inicial de ST1 correspondera al estado final (@Jelocidades en sentido contrario a
ST1) del proceso inverso. Ahora bien, el estadoiahide dicho proceso inverso
coincide con el estado final del “proceso” que tstesen el mismo conjunto infinito de
particulas en reposo durante cualquier intervaldielapo (es decir, el proceso que
consiste en el reposo relativo constante de todasphrticulas durante un lapso
temporal). Aqui es donde surge el indeterminisnaoalito-excitacion del conjunto
infinito de particulas en reposo puede esperaiqaial lapso de tiempo. La ocurrencia
de la auto-excitacion es imprevisible. Pérez Laogodia ilustra la reversién temporal
de ST1 atendiendo a las posiciones de cada particul

Let us consider the temporal inversion of the stag&rdescribed above. [...] We

take as base an initial configuration with pointssy@articles?;, of masam, at rest
in pointsx; = Zilﬂ (i0{1, 2, 3, 4, ...}) The complete system may be spoatasly
self-excited in such a way that, after any inteofdime afterwards which is greater
than -, we will have a system of infinite point mass judes P, of masam, at rest

in pointsx, =X (i 0 {1, 2, 3, 4, ...}) together with a particle, of massm moving
2

rightward fromx; = ¥ and following the rising values »fat velocityv. This form
of self-excitation in the system is unforeseealbenfthe point of view of classical
mechanics; it can take place at any instant amhit in fact repeat itself in time any
number of times [Pérez Laraudogoitia 1996: 83].

Siguiendo también a la literatura, llamaré a estegso TRST1 (a partir de Time
Reversal SuperTask). Con la finalidad de facilitaadquisicion de una representacion
grafica de esta supertarea, que nos ayudara ar dagdiscusion en los siguientes
capitulos, se ofrece la figura 3.2. Aqui, por ejempe aprecia con mayor facilidad
como es que el proceso de auto-excitacion puedeiogurepetirse en cualquier
momento: el subconjunto infinitB1, P,, Ps,... en la figura 3.2d) es igual al conjunto
infinito Py, Py, Po,... de la figura 3.2c). De hecho, cualquier subcatgunfinito de este
modelo puede auto-excitarse.
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Figura 3.2. a) Estado inicial de ST1, en el que todas lafiquésis se encuentran en reposo, a
excepcion dé>, que se dirige hacia ellas. b) ST1 ejecutandBssg dirige haci&s. ¢) Estado

en el que todas las particulas se encuentran esaegorrespondiente también al estado final de
ST1, e inicial de TRSTL1. d) Estado final de TRST1.
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3.2.2. ST2: indeterminismo bajo creaciomx nihilo

Subamos de orden. Tomando en cuenta, a partir de G&iE un conjunto infinito de
particulas con ciertas caracteristicas puede aditaese, es posible también modelar
supertareas en las gue no sélo se suceden un ninfieito de colisiones, sino también
un numero infinito de auto-excitaciones. Asi oc@meST2, en la que las particulas y su
evolucion se disponen como se expresa a contirmiacio

Consider now a denumerable infinite set of partidiaving the same mass, at rest
at the pointsx,, =+~ (n 0 {0, 1, 2, 3, ...}) [...]. Suppose now that the set of

particlesP., self-excites spontaneously at instants 5 + 2—12 + 2—13 oot zi (i0o{1,

2,3, 4, ...})) at positive velocity; = 2*2if i is odd and negative velocity= —2*? if

i is even. Such a very special form of self-exaais, of course, unpredictable, but
for our purposes suffice it to know that it is pbss|...]. The time interval between
self-excitationsith andi+1th is obviouslyAt; :2—11 and in it self-excitatiorith
covers the open spatial interval (-1, +1) at a aigloof value 22 in a time t
=% =~ . Consequently, self-excitatioith disappears precisely at the instant
from which self-excitatiori+1th originates. [...] every process of self-excaati
extinction has the effect of making each one of fheticlesP., move a certain
distance towards the right or towards the left. [As]a consequence of the above,
all the particles oscillate increasingly quicklyépez Laraudogoitia 1998a: 260-1].

A simple vista no parece que ocurra nada relevardda mas alla que un proceso
ingenioso. Sin embargo, la magnitud de la velocijlzel cada particula va gradualmente
adquiriendo provoca que la suposicion (siempre rahtpara cualquier sistema
newtoniano) de que cada particula se encuentra espacio se contradiga con la
continuidad (también natural para un mundo newtmjiade las trayectorias de las
particulas®® Como consecuencia de este hecho, Pérez Larauidogaituentra que
todas las particulas involucradas en el procesapaescen:

the assumption thaP+no is at a certain point, in unidimensional space &t= 1
contradicts assumption [...] that the world line Iatb is continuous. Therefore, at
th=1 P+no cannot be at any point in space, but will haveaglieared from it

altogether. A similar line of reasoning obviouspples to particIeP_no (no 0 {1, 2,

3, ...}). Consequently, all the particles present=atO will have disappeared &t=
1 and space will be void of matter [Pérez Laraudt@y®998a: 262].

135 pérez Laraudogoitia muestra este hecho con dksiguargumento: “Let us suppose that partﬁjﬁo

(npo0{0, 1, 2, 3, ...}) is at a certain poing att, = 1, and take as the neighbourhdbdf xy an interval of
length J centred around, (wheredis a number smaller than the differengg, ;) =X, . Then itis

+r‘|0
obvious that there does not exist a neighbourhdadt, = 1 such tha1P+n0 is atV at every instant ] U,
because there exist instants of tignendt;,; arbitrarily close tdy = 1 (it is enough to select amvhich is

sufficiently big) at which P+n0 is at X,, = o and X =5

o+l b +D) ~ 72 that is, at points separated by a

distance bigger thaj, and, as a consequence, at least one of themliwilbutside V' [Pérez
Laraudogoitia 1998a: 261-2].
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Con fines ilustrativos, en la figura 3.3 se ofragw representacion grafica de los
estados representativos de este proceso.

Esta supertarea suscita varios problemas. En prngar, parece ser que el
proceso viola el principio de conservacion de lsanaras la evolucién descrita, el
conjunto infinito de particulas desaparece, y tadaasa que inicialmente habia en un
espacio aislado (y que en total era infinita) seaoula. Esta pérdida de masa arrastra
consigo una pérdida de la energia cinética y dehembo (en realidad, en mecéanica
newtoniana, no tiene sentido hablar de energidicané de momento lineal cuando un
sistema carece de masa, cuando consiste soloespanio vacio).
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Figura 3.3. a) Estado inicial de ST2. b) Estado intermediopenceso de auto-excitacion-
extincion en sentido positivo. c) Estado intermeglioproceso de auto-excitacién-extincion en
sentido negativo.

Por otro lado, el proceso inverso, TRST2, tame®min proceso posible. En él,
inicialmente se encuentra una region aislada (e#,dgue no recibe ningun tipo de
influencia desde el exterior) del espacio en laapsreceran una infinidad de particulas
interactuando de tal manera que ocurre el prooesertido de ST2, para finalmente
llegar a un estado de reposo relativo. Este proeabién es indeterminista, pues una
region del espacio vacia y aislada puede permaimeefinidamente vacia, y por tanto
no hay forma de prever la ocurrencia de un procesm TRST2.

Un comentario mas. ST2 es un modelo preciso aedguina Beta-Gamma de
Black (presentada en la secciéon 3.1.1). Si coraides, por ejemplo, que el recipiente
izquierdo es la regidon que encierra el intervalt/§-1/8] y el recipiente derecho la
region encerrada en [3/8, 5/8], la particBlava del recipiente izquierdo al derecho y
viceversa una infinidad de veces. Bajo este moggta, cual de los dos recipientes se
encuentra la particula justo cuando la supertaegaba de ejecutar? En ninguno, ni en
ningun lugar de todo el espacio unidimensionalpasicula ha desaparecidt.

136 pérez Laraudogoitia también lo reconoce, cuanttmafque para ST2 “a = 1 all theP., have
disappeared from space (Black’s marble would suffersame fate)” [Pérez Laraudogoitia 1998a: 263].
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3.2.3. ST3: escape al infinito bajo colisiones etasms

A diferencia de ST2, la supertarea a la que Illafi® & una supertarea que no se basa
en una infinidad de auto-excitaciones. No obstaate.ella cada particula también
colisiona una infinidad de veces con sus partictdasiguas. El proceso es el siguiente:

Let us consider a unidimensional space, identifiedthex axis, and situate our
origin O on it. Let an infinite, enumerable setpoint particles?; (i0{1, 2, 3, ...})
be distributed at = 0 over this space, all particles being of idsaitimass and
moving to the left, so th&, is atx; = 2 at velocityv; = 1,P, is atx, = 4 at velocity
V, = 2,... and in generd?, is atx, = 2X,; + n — 2 at velocityv, = 2" Now it is
easy to outline the evolution & from the initial moment = 0 onward.P; will
collide with P, at the poink = 1 — 1 = 0 at the moment 2/1 = 2 (since dt= 0x;

= 2) and will the become a prolongatiBs P; cannot collide at a later stage with
(sinceP,; andP; are separated Wy,) but it will collide with a prolongation oP;
(namely,P,) atx =1 — 2 = -1 at the instant 2 + %2 (since at= 2P; was atx = 0)
becoming a prolongation &%. Note thatP; will have run a unit distance, frox=

0 tox =-1, in a timeAt = %2 at a velocityw = 2. As a prolongation d?;, P; will
collide with a prolongation dP, atx = 1 — 3 = -2 at the instaht 2 + %2 + Y4 (since
att = 2 + ¥2P; was atx = —1) becoming a prolongation Bf. So,P; will have run a
unit distance, fronx = -1 tox = -2, in a timeAt = % at a velocityw = 4. By
elementary induction we can immediately see thatdiscription for any will be
as follows. As a prolongation &%, P; will come into collision with a prolongation
of Ppatx=1-natthe instant=2 + % + % + ... + 1/Z + 1/2"" (since at = 2 +
Yo+ Y+ ...+ 1/2° Py was atx = 1 — o —1) = 2 —n) becoming a prolongation of
P.:1. So,P; will have run a unit distance, frorF 2 —ntox =1 —n, in a timeAt =
1/2"* at a velocity = 2'* [Pérez Laraudogoitia 1997a: 51-2)].

Con fines ilustrativos, presentamos la figura 8@l Ja que se muestra el estado inicial
del sistema asi como el estado a un tietrp@ + Ya.

Ante semejante escenario, Pérez Laraudogoitia ridkfieque la particulap
desaparece del espacio en un tiempo finito. Alligu® para ST2, el argumento que
aqui utiliza presenta una contradiccion con elgipin de continuidad:

Let us suppose that, at the instapt2 + lim,_.,, 1/2 + 1/4 + --- + 1/2= 3,P; is at
pointx =r (r being any real number). In this case, the world bfP, would not be
continuous att = 3 because, if we take df) the function defined by the&
coordinate ofP,, then lim_ s f(t) = —o while f(3) =r. Since [...] the world line of
P, is continuous, it follows that @t= 3 the particle®; cannot be at any point in
unidimensional space, from which it has therefasamgpeared completely [Pérez
Laraudogoitia 2007a: 52].

Y de la misma manera argumenta para el resto getéisulas=>’ Asi, su conclusién es
gue a un tiempot“= 3 all the particles present tat 0 have disappeared into infinity
leaving behind space void of matter” [Pérez Largaitia 1997a: 53].

137 El argumento para el resto de las particulas, @ing es estrictamente el mismo que Fargor el
hecho de que cada particla (n > 2) colisiona sucesivamente con sus dos particedamas, se
fundamenta en los mismos principios. Tras llai@) a la posicién deP, y dar cuenta de que es
decreciente, argumenta: “if limg- h(t) = s (s being any real number), théh could not have collided
with P, at any poink < s. However, as we know that it collide, there isreal number that is lims-h(t).
From this, and the fact thh(t) is nonincreasing , it follows that lins- h(t) = —0. Now we can make use
of (1) [la continuidad de las trayectorias de lastipulas], as in our analysis Bf's motion, to deduce
once again that at= 3 the particld®, cannot be at any point in unidimensional spacehba disappeared
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Figura 3.4. a) ST3 en su estado inicial {& 0). b) ST3 & = 2 + ¥;P, ha adquirido una
velocidad mayor a la d&,; el impacto dd’; conP, es inminente.

Cabe comentar que el “escape al infinito” de uadigula no es mas que una
facon de parlerutilizada cuando la existencia de la particulecestradictoria en el
momento en que su limite tiende a infinito. En idzal, si la desaparicion de una
particula aqui es consecuencia de asumir la egisteie ella junto con el principio de
continuidad, no es necesario pensar que las pagi@scapan al infinito, como si
hubiera una regién exterior a todo el espacio diarip. Efectivamente, en ST3 el limite
de cada trayectoriata= 3 es <o, pero precisamente en dicho instante las pardcuta
existen mas, y por tanto el limite que tengan yaowinforma de nada. (Otra forma de
verlo: en cualquier momento anteriot a 3, lo arbitrariamente cercand & 3 que se
quiera, cualquier particula se encontrara infingata lejos de la supuesta “region
infinita”).

Ademas de la desaparicion de las particulas, € también encontramos
indeterminismo. Nuevamente es posible plantearpeoekeso temporalmente revertido.
En él, el estado inicial consiste en el espaciad{mensional) vacio de materia en el
que repentinamente aparece un conjunto infinitopdeiculas:® Al igual que en
TRST2, en TRST3 la aparicion del conjunto infinde particulas que presenta el
proceso invertido es espontanea, puede ocurrirreinstante o en cualquier otro,
siempre y cuando el espacio unidimensional se @b@ie/acio de materia. La
diferencia es que requiere de todo el espacio meiasional vacio. No basta con una
pequefia region.

3.2.4. Indeterminismo y pérdida de la energia: lagnomalias centrales

Basta con la presentacion de estas tres superfaeagustrar la emergencia de los dos
problemas a los que se les prestara la mayor ateran lo que resta del presente
trabajo: el indeterminismo y la pérdida de la efeeen la mecanica newtoniana. Una
teoria habitualmente considerada, por un lado, cdaterminista y, por el otro, que
sélo describe sistemas conservativos.

completely from it” [Pérez Laraudogoitia 1997a: 53hora si, este argumento utilizado p&ase
extiende y aplica al resto de las particulas.

138 Asf lo expresa también Pérez Laraudogoitia: “tbeasponding process generated by the temporal
reversal of each of the collisions should also besible — that is, the process leading to the sudde
appearance in empty space of an infinite set dfqbesP,” [Pérez Laraudogoitia 1997a: 54].
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Como se acaba de presentar, las tres supertaresenf@das generan
indeterminismo. Los procesos revertidos de cadadenellas presentan un evento (o
una sucesion de eventos) que puede ocurrir enwiaal(pomento, antes o después, o
que incluso puede no ocurrir nunca. La mecanicator@ana muestra asi ser
indeterminista ya que la ocurrencia de dicho event@ualquier momento es parte de
su descripcion del universo (newtoniano).

Por otro lado, en ST2 y en ST3 ocurre la desaparide todas las particulas,
sugiriendo asi una violacion del principio de lagervacion de la masa (esta cuestion
se tratara en el siguiente capitulo, concretamamta seccion 4.2.1). De esta manera, la
comprension de la pérdida de la energia en estoeloses trivial: facilmente se ve
gue proviene directamente de la desaparicion deddfculas masivas. A diferencia, la
pérdida de la energia cinética que presenta ST gsoblema mas agudo ya que se
presenta en un conjunto de particulas que permameektiempo.

Asi las cosas, los problemas de interés filosdfio® plantean estos procesos son
varios™* Respecto del indeterminismo, ¢por qué son ind@iei@s estos procesos?
¢Lo son simplemente porque son sistemas infinipgSRales son las fuentes del
indeterminismo en cada caso, los mecanismos qukilgaa la emergencia de eventos
indeterministas en este tipo de sistemas? ¢Es werlgupertarea newtoniana
indeterminista? En cuanto a la pérdida de la eagggor qué se pierde la energia en
estos procesos? ¢Simplemente porque son infinif8e?pierde la energia en cualquier
supertarea newtoniana? ¢Es un hecho casual queskenpia del indeterminismo y la

139 : . . . . -
La misma discusion de estos problemas requerirldeteamiento de otros modelos que se iran
presentando a lo largo del desarrollo de los siegecapitulos. La mayoria de estos modelos nonssn
gue variaciones de los modelos presentados aqui.pés ejemplo, los modelos de Earman y Norton
[1998a: 125-8] no son mas que variaciones de S@&dais con el objeto de aclarar el indeterminismo en
ST3; el modelo que llamaré GC (de Global Collisies)una variaciéon de ST1 disefiada por Alper y
Bridger [1998: 366] para introducir mayores probdsna las supertareas newtonianas; y el modelo de
Atkinson [2007: 174-5] es también una variacionSd&. con masa total finita que también presenta una
pérdida de la energia e indeterminismo. De la misraaera, los modelos originales que presento en est
trabajo no serdn mas que variaciones o generaizeside ST1.

Cabe también hacer una breve mencion de los nogedsentes en la literatura cientifica pero
gue, aunque algunos constituyen contribuciones iitaptes para el indeterminismo o la pérdida de la
energia, no se abordaran en las proximas paginaemontrarse fuera del marco de investigacion
propuesto para este trabajo. Podemos hacer lastgutlasificacion de estas supertareas exclupdas:
un lado, aquellas que estan planteadas en el rr&oo de la mecénica clasica pero que no consste
la sucesion de colisiones elasticas, y por el @iogllas que estan planteadas en el marco tedgicma
teoria que no es la mecéanica newtoniana.

Para el conocimiento del autor, s6lo hay una sapEax newtoniana que no se basa en colisiones
elasticas. Se trata de la supertarea indetermidistdiada por Norton [1999: 1269-71] que consiate e
una infinidad de particulas dispuestas en el espatdimensional, en donde cada particula inteoaeci
con sus particulas adyacentes por medio de resdttasotro lado, también se encuentran aquellos
sistemas que, aunque son newtonianos e infinitodehen confundirse con supertareas. Por ello tambi
se excluirédn en este trabajo. De estas caractedstis el modelo de Cooke [2003: 592-3] en el gual
infinidad de esferas colisiona inelastica y simmé@mente con otra esfera. Estan también los modelos
Pérez Laraudogoitia [2001 y 2003a] en los que ofiaidad de particulas interaccionan bajo graviagi
asi como el modelo de Pérez Laraudogoitia [2002a] @pnsiste en la interaccién por contacto de una
infinidad de esferas, y su variacion con masaditatal [Pérez Laraudogoitia 2007a: 24-5].

Por ultimo, supertaras planteadas en un marcaintdishl de mecanica newtoniana son los
modelos de Pérez Laraudogoitia [1998b y 2007b:3®8¢ de Atkinson [2007: 175-8], modelos que se
encuentran enmarcados por la teoria especial dgldfvidad y que consisten en colisiones elasticas
Bajo la consideracidn relativista de espacio-tiesnge Malament-Hogarth se encuentran las supertareas
planteadas por Earman y Norton [1993]. Y plantedzigs la mecanica cuantica, estan la supertareas
propuestas por Norton [1999: 1279-96] y Bokulicb(3].
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pérdida de la energia cinética se presenten entipstale procesos? ¢Qué relacion
guardan el indeterminismo y la pérdida de la emeggiestos sistemas?

Este es el panorama global de problemas que sdaahoren la tercera parte del
trabajo. Antes de pasar a ello, es convenientendete ahora en los aspectos que
amenazan el caracter newtoniano de lo que aqui shhafeoominado ‘supertareas
newtonianas’. Si tales procesos en realidad norsavionianos, entonces no tienen
nada que decir sobre la mecénica newtoniana. Hiesite capitulo se dedica a aclarar
esta cuestion.
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4. ¢; Cuando es newtoniana una
supertarea?

Nature and nature’s laws lay hid in night.
God said, let Newton be, and all was light.

Alexander Pope\ewton’s epitaph

Los modelos presentados en el apartado 3.2 delulaginterior son ejemplos que
muestran que la mecanica newtoniana presenta siartamalias: indeterminismo,
pérdida de la energia cinética, desaparicion décp&s. Uno de los argumentos para
defender que estos modelos no muestran la preseecidichas anomalias en la
mecanica newtoniana consiste en mostrar, precigameue dichos modelos no
cumplen los requisitos para clasificarlos como oev@nos. Si los modelos tienen
caracteristicas que no se encuentran dentro detom@drico que la mecanica
newtoniana constituye, entonces no tienen absokrntemada que decir de la mecanica
newtoniana.

sSon, pues, ST1, ST2, y ST3 modelos genuinamentgomanos? ¢Qué
conceptos constituyen a un sistema newtoniano? g Quoéipios debe cumplir un
sistema para poder considerarlo newtoniano? ¢ eloesistema al que se apliquen las
leyes de Newton garantizar también el determinignte conservacion de la energia?
¢Son el determinismo y la conservacién de la emarghsecuencias de las leyes de
Newton? Este capitulo tiene como objetivo aclastas cuestiones. Para esto, se
analizaran algunas caracteristicas de las supastarecuestion que originan objeciones
en contra de catalogarlas dentro de los sistemasni&anos. Por supuesto, se tomara
en cuenta, entre otras contribuciones, la discysiiiwipal que al respecto se encuentra
en la literatura, y que presenta dos posicioneseetddas. Por un lado, Pérez
Laraudogoitia pretende mostrar con sus modelos césnque la presencia tanto del
indeterminismo como de la falta de conservaciotadenergia en ciertos sistemas son
deducibles a partir de las leyes de Newton (y sus@ones), lo que invita a pensar que
el determinismo y la conservacién de la energiaatoconsecuencia de elf48 A este

190 No es necesario citar aqui algin fragmento emelRgrez Laraudogoitia manifiestamente afirme esta
posicién, pues salta a la vista en los fragmentesemtados en el capitulo anterior. A lo largo ste e
capitulo también se ira corroborando que ésta pesaion.
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parecer se suman Earman y Norton, subrayando quesistemas conservativos y
deterministas son la gran mayoria de los sistenm@gtonianos y con los que
normalmente se trabaja, mas no que éstos seantddddd de los sistemas
newtonianos®* En direccién contraria, Alper y Bridger sostiereamo idea principal
que todo sistema newtoniano debe incluir en susideraciones el principio de la
conservacion de la energia, y que a todo sisteradoquiole, aunque cumpla las leyes
de Newton (como es el caso de ST1), no se le peeasiderar como newtoniand.
Fuera ya de esta discusion original, las reciettetribuciones de Atkinson también se
posicionan a favor de la no conservacion y del terd@&inismo de estos sistemas
newtonianos*?

La estructura del capitulo es la siguiente. Emerilugar, en el apartado 4.1, se
hara un recordatorio de las leyes de Newton y sl&dias que estas leyes asumen, base
de todos los sistemas que se asumen newtonianosnasnde una ocasion, este
recordatorio sera de gran utilidad dentro del aiglle algunas objeciones que van a
considerarse. En segundo lugar, en el apartadsd.@onsideran las objeciones. En la
seccion 4.2.1 se considerara una primera objeade, consiste en advertir que
supertareas como ST2 y ST3 aparentemente violarningipio de conservacion de la
masa. Se mostrara que dicha violacion se basa eningipio intuitivo que resulta ser
inconveniente, y que ante una formulacion mas atkscalel principio, las supertareas
en cuestion no lo violan. La segunda objecion qué&mara en cuenta (en la seccion
4.2.2) consiste en destacar el hecho de que STLy STT'3 son sistemas con masa total
infinita. Aunque en si este hecho no tiene un fuedamento para presentarse como
problematico (dentro de la mecanica clasica), dalqoier modo se mostrard que
existen sistemas con masa total finita en los qeesigie la presencia del
indeterminismo y el fallo de la conservacion deeteergia. En la seccién 4.2.3, se
apreciara la objecion en contra del analisis lalla trayectoria de cada particula,
junto con la propuesta de un analisis global passsupertareas. Se vera que el andlisis
global presentado hasta ahora es altamente incemienpues va en contra de ciertos
supuestos basicos de las leyes de Newton. En leiéeed.2.4, se analizara la
problematica en torno a la colision de los cuerpos contacto. Este, aunque es un
problema desafiante, no resulta ser exclusivo geslgertareas basadas en colisiones
elasticas, sino de todos los sistemas newtonianeesentan cuerpos en contacto (y
en los que se incluyen una inmensa cantidad densast que se presumen libres de
anomalias). En la seccion 4.2.5, se enfrentaraodllggma de la discontinuidad de la
velocidad y la fuerza en el instante de la coligatre particulas. Se vera que no asumir
dicha discontinuidad acarrea peores inconvenieptgse, ademas, existe el utillaje
matematico adecuado para modelar la discontindigiai con la derivabilidad de la
velocidad en el instante de la colision. En la €ecd.2.6, se considerara la objecion
gue sostiene que el proceso revertido de las supag presentadas en el capitulo
anterior no es un proceso posible. Es decir, que/kiancia ante la reversion temporal
de las leyes de Newton no implica la posibilidatipdeceso revertido de los procesos

41| o manifiestan, por ejemplo, en el siguiente pEs4he familiar Newtonian systems happen to be in
the subclass of deterministic, energy conservirgjesys. But we should not turn this accident of the
familiar into a necessity” [Alper, Bridger, EarmgiNorton 2000: 286].

42| a idea principal de su critica es ésta (ideasgudiscute en la seccion 4.2.9). Se vera en etrdéea

del capitulo que también participan con otras dbjexs.

143 Junto con Peijnenburg, formula el siguiente commdmt “The provisional conclusion of all these
considerations, agreed upon by all participanthéndebate, is that we must bite the bullet anepicthat

the law of conservation of energy is indeed notasanct. Apparently, there are situations in whtwdh
conservation law should be given up. This conclusiust be unexpected, and for some even unpleasant,
but it is not paradoxical” [Peijnenburg y Atkins2@08: 196].
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originales. Se mostrara que los procesos reversilesn procesos posibles y por qué el
criterio que lo muestra es el mas plausible. Esetxion 4.2.7, se examinara la posicion
finitista que defiende que los sistemas infinitasséson probleméticos. Se evidenciara
que esto no es asi. Para ello, se propondra wmsisinfinito que lleva a cabo una

supertarea, y que carece de anomalias. En la se¢@@®, se valorara la observacion
que repara que los sistemas en cuestion no tomeneena los efectos gravitatorios. Se
aclarara que en mecanica clasica un sistema gemdotona bajo efectos gravitatorios
es otro sistema que aquel que no lo hace. Porajlem la seccion 4.2.9, se tomara en
cuenta la objecion que consiste en hacer notalaguprincipios de conservacion son

una parte constitutiva de la mecanica newtoniana. &larard este aspecto,

evidenciando que la pérdida de la energia (cinétical caso de ST1), no va en contra
ni de la conservacion de la energia que se puatiedea partir de las leyes de Newton,

ni de la conservacion de la energia cuando éstarsgdera como un concepto que va
mas alla de la energia mecanica. Se presentarmaadeuna generalizacion de

supertareas basadas en colisiones elasticas q@ercan la energia y el momento

lineal, dejando asi en alta sospecha la idea es@basa esta ultima objecion.

Ante todo esto, quedara claro que, a pesar ddivassas dudas que todas estas
objeciones pueden suscitar, las supertareas qué rampl incumben si pueden
considerarse newtoniand$.El recorrido por estas objeciones nos ayudaraigamekn
el apartado 4.3, a realizar, a manera de caraatédiz, un listado, mas completo que los
gue hasta la fecha se han presentado, de los itequigie deben de cumplir los
sistemas newtonianos.

4.1. Las leyes de Newton: la base de los sistemagvtonianos

Newtonian Mechanics [...], as commonly understoodisigis of Newton'’s three
laws of mechanics and their associated presuppositand entailments [Wilson
2007: 173-4].

Esta afirmaciéon de Wilson nos dice de forma brewvdsen qué consiste la teoria que
llamamos mecanica newtoniana. Efectivamente, comagousede comprobar en la
literatura, ésta es la idea mas comdn que se tien&a teoria con la que aqui se
trabajard* Incluso Alper y Bridger, que defienden que mode&oso ST1y ST2 no

144 Cabe afiadir que, aunque fuera del objeto de ksepte investigacion, los procesos de supertareas
tratados en el presente capitulo no son sistentadexcni con la mecanica relativista ni con la ¢gan

En la dltima seccion de [Alper y Bridger 1998: 3j7se encuentran importantes observaciones al
respecto: segun el principio de incertidumbre egdnia cuantica, al conocer con precision la pdsici
inicial de las particulas en ST1, la enorme indartibre en el momento implica que éstas deben
encontrarse en movimiento. Por relatividad genéadljerza gravitacional cerca e 0 sera gigantesca,
atrayendo y moviendo a todas las particulas. Ademldsspacio-tiempo tendria una curvatura muy
grande en la region cercanaxa 0. Por otro lado, aunque ST1 es posible segsirptmcipios de la
relatividad especial, ST2 no, ya que la velocidadadluz es alcanzada y superada por cada unasde la
particulas en cualquier marco de referencia inercia

45 por ejemplo, Arya escribe: “Essentially classical Newtonian mechanics is the study of the
consequences of the laws of motion as formulatedéywton” [Arya 1998: 1]. Y aunque la mecanica
newtoniana no sea la misma hoy que en los tiempdsesvton (esta observacion sera pertinente mas de
una vez en nuestra discusidn principal), debe quetimo que detras de su planteamiento con
lagrangianos o hamiltonianos se encuentra la misoréa: “A great many of the applications of claasi
mechanics may be based directly on Newton’s lawmeofion. [...] There are, however, a number of
other ways of formulating the principles of clas$ienechanics. The equations of Lagrange and of
Hamilton are examples. They are not new physiadriles, for they may be derived from Newton’s laws,
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son newtonianos, exigen también que todo sistemgual se le clasifigue como
newtoniano debe cumplir las tres leyes de Newtdn.

Recordemos, pues, las leyes de Newton. Pero amtesllal es importante
recordar también, de forma breve, algunas de sesuposiciones: los conceptos de
espacio, de tiempo, de posicion, de velocidad, aderacion y de los marcos de
referencia inercial. La mayoria de estas presujposs estan tan arraigadas en nuestra
forma cotidiana de pensar, que constituyen alguh@snuestras intuiciones mas
elementales. Por esto mismo, resulta dificil exartas con una definicion preci&H.

Tenemos, primeramente, que los objetos se enameertrel espacio y el tiempo.
Dicho intuitivamente, los objetos “habitan” un ueiso que se deposita, o se dibuja, en
un “depdsito”, o en un “lienzo”, conformado poreapacio y el tiempo. El espacio en
mecanica clasica es un espacio euclidiano, confjrtudimensional, aunque el analisis
de los sistemas se puede reducir a un espacio dndional o unidimensional, como
sera el caso de los sistemas que aqui vamos a fPatasu parte, el tiempo es un
espacio euclidiano continuo unidimensional. Silgdramomento (un punto de la linea
del tiempo), o durante algun lapso de tiempo (derialo de la linea del tiempo), un
objeto existe, entonces necesariamente ese ol@gioesle localizar en algun punto del
espacio. Si este objeto es un cuerpo extenso sk se localizara en un punto, pero
el cuerpo entero se localizara en la misma regelnedpacio que ocupa el conjunto
infinito de puntos espaciales con la misma figuweangétrica que el cuerpo en cuestion.

Ahora bien, un cuerpo en movimiento tendra digiinposiciones conforme el
tiempo transcurre. La velocidad es la razon de eatsbio de posicion respecto al
tiempo, y en términos del célculo infinitesimal vielocidad instantdnea se expresa por

la ecuacion diferencial =% , dondev es la velocidad (vectorialy,la posicion (también

vectorial) yt el tiempo. De la misma manera, la velocidad irtéteea puede cambiar
conforme el tiempo pasa. La aceleracion es la rdedeste cambio de la velocidad con
respecto al tiempo, que se expresa con la ecuaci@h, dondea es la aceleracion.

Estas definiciones no obedecen siempre a las ideasvas que se suelen tener
de los conceptos que definen. Intuitivamente, lacigad es la rapidez con la que un
objeto se mueve, mientras que la aceleracion agmneénto de dicha rapidez. Pero estas
nociones no son mMas que casos especiales de lmnewaue las expresiones del
parrafo anterior recogen. Para verlo claramentstabeon reparar que el concepto de
velocidad newtoniano siempre incluye una direccidm;cuerpo puede viajar con la
misma rapidez hacia delante o hacia atras, pemmnda misma velocidad. Una rapidez
hacia delante es una velocidad, y la misma rapideia atrds es otra velocidad (en
simbolos matematicos, el vector de ambas veloc&dielee la misma magnitud, pero el
signo de cada uno de sus componentes es respeetiteael contrario). De esta manera,
un cambio de direccion también es una acelerapides es un cambio en la velocidad.

but they are different ways of expressing the sahgsical theory” [Symon 1971: 3]. La misma
aclaracion también se encuentra en [Arya 1998: d&3] [Sussman y Wisdom 2001: 2-3].

16 | 0 afirman junto con Earman y Norton: “A necessapndition for a system of particles to be
Newtonian is that Newton’s laws of motion are dmdsat all times” [Alper, Bridger, Earman y Norton
2000: 282].

47 Aclarar estos conceptos se encuentra fuera debjesivos del presente trabajo, que se limitara a |
utilizacion de ellos tal como la mecéanica newtoai&abitualmente lo hace. Por mas que sean todo un
campo digno de investigacion y reflexion, incluaditeratura en fisica no suele ocuparse de dllabe
mostrar que existe la preocupacién por esto: “Thanimgs of these primitive terms must be made clear
by some means that lies outside of the physicalribe being set up. We might, for example, simpg u
the terms over an over until their meanings becolmar. This is the way babies learn language, [It..].
has the disadvantage that we are never sure thabaaepts have been given a precise meaning” [Bymo
1971: 2].
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Por su parte, debe quedar claro que ni el conapteelocidad ni el de aceleracion se
corresponden con el concepto de movimiento (cuesfi® ya se aclaré en la seccion
2.2.3).

Por otro lado, un marco de referencia inercialresistema de coordenadas que
se mueve con una velocidad constante respecto dapuesto sistema de coordenadas
en reposo absoluto (que a su vez también seriaanoconde referencia inercial, pues
podemos suponer que el primer marco es el quecseina en absoluto reposo y este
altimo el que se mueve con una velocidad constgrde signo contrario). De esta
manera, la aceleracion es un invariante de la niec@ewtoniana: un cuerpo acelerado
tendrd la misma aceleracién en cualquier marco eferancia inercial®® Por el
contrario, la velocidad no es un invariante y ng ftema de saber objetivamente si un
cuerpo con velocidad constante se mueve o se emguen reposd’® A las
transformaciones que llevan un sistema de un ngceferencia inercial a otro se le
llaman transformaciones galileanas (éstas ya ssemt@on en la seccion 2.3.3, para
solucionar la paradoja del estadio). La existedeidos marcos de referencia inercial,
asi como el hecho de que cualquier analisis quanhag de cualquier sistema se realiza
en uno de estos marcos, es uno de los supuestigiviis de la mecanica clasica v,
como se vera en seguida, se encuentra estrechametsxt@onado con las leyes de
Newton.

Este breve recordatorio de los supuestos en lesguasa la teoria nos ayudara
a comprender mejor los comentarios de las leyesNdeton que se hacen a
continuacion.

La primera ley

Es la llamada ley de la inercia y suele enuncideséa siguiente maneréodo objeto
continta en su estado de reposo o de movimientidimeo uniforme a menos que una
fuerza actie sobre &1° Es decir, si no hay una fuerza que actle sobrepartécula,
ésta no tiene ningn motivo para cambiar su esdadeposo o de velocidad constante.
Tomando esto en cuenta, es claro que para cadaeufas objetos sobre los que no
actla ninguna fuerza, siempre es posible encamtranarco de referencia inercial en el
que dicho objeto se encuentra en reposo. Es d=sta, ley nos dice también que los
marcos de referencia inerciales pueden ser idesdifis tras el examen del movimiento
de las particulas librés! las particulas que no experimentan ninguna fuerza.
Claramente, la primera ley asume la existenciaodemarcos de referencia inercial.
Incluso se afirma que la existencia de estos maesoel contenido esencial de la
primera ley*>* Ahora bien, las particulas que no se encuentrarurerestado de
velocidad constante, son particulas que estanradeke La relacion entre la fuerza que
estas particulas experimentan y su aceleracionspraente es el asunto de la segunda

ley.
La segunda ley

Hay varias formas de enunciarla. Una puede seigilaeste:la razon del cambio de
momento de un objeto es directamente proporciorial faerza que se le aplica, y su

148 Confrontese en [Lange 2002: 207] o en [Longairdt 89].

149 Se puede confrontar en [Earman 1986: 34] o ende&002: 208].

1301 3 misma formulacién puede encontrarse en [Ary@818] o en [Symon 1971: 7].
151yéase, por ejemplo, [Hestenes 1986: 589].

132 por ejemplo en [Arya 1998: 6] y en [Kibble 198k: 7
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direccién es la misma que la de dicha fuerza aplica® Si sabemos que el momento
(que representaremos cpnse define como la masan)(multiplicada por la velocidad,

la expresion diferencial de esta Ieyles%z md =ma. Esta formulacion en si es, junto

con la correcta interpretacion de los simbolos iguelucra, otra forma completa de
expresar la segunda I&.Con esto, es facil ver que la primera ley no es que un
caso especial de la segunda ley: cuando a unaylanio se le aplica ninguna fuerka (
= 0), la aceleracion, o sea, la variacion de la veeatj también es nula, y por lo tanto
su velocidad es constaritg.

Ahora bien, la interpretacion de esta ley no dgtatio trivial. Por un lado, se
puede interpretar como la definicion del concept fderza. Esto presenta un
inconveniente; a saber, que excluye a las fuermasirgeraccionan en los objetos en
reposo, como aquellas presentes en cualquier esauestatica>® Por el otro lado, la
segunda ley se puede interpretar también comofiaiaén del concepto de masa: la
resistencia que opone un objeto a ser movido parfuerza. Sobre esta definicibn nos
ocuparemos en la siguiente seccivh.

Sin el proposito de profundizar en este aspec@iesu que se dejen aparte los
conceptos de fuerza y de masa (aunque sea estadag mejor defina alguno de estos
conceptos), y que se vea en la segunda ley simptenuma relacion importante para
describir (y para ayudarnos a predecir, por suplest movimiento de los objetos
acelerados.

La tercera ley

Aunque también se le llama la ley de reciprocidsdnuchas veces presentada como el
principio de accion y reacciéon. Se enuncia asioda fuerza aplicada por un primer
objeto a un segundo objeto le corresponde una &ue@puesta (misma magnitud,
direccién contraria) que el segundo objeto aplidapamero.**® Su implicaciéon mas
inmediata es que las fuerzas existen siempre @s.par

Aunque es un hecho que no afecta a los sistem&glquresente trabajo trata,
cabe comentar que se puede interpretar que lardeleg no siempre se cumple. Por
ejemplo, no se cumple para las fuerzas que se geopde un cuerpo a otro con
velocidad finita®>® Tampoco se cumple para las fuerzas que los caimposnen en los
cuerpos, ya que los cuerpos no reaccionan aplicandduerza al camp@® A pesar de

133 podemos encontrar la misma formulacién en [Ary@818] o en [Symon 1971: 7].

134 Confréntese en [Hestenes 1986: 590] o en [KibBR516].

1%5y/éase también en [Arya 1998: 7].

1% E| mismo Symon, quien acepta que la segunda leyoodefinicién de fuerza nos ayuda a entender
mejor las leyes de la fisica, hace esta importahservacion: “Newton’s discovery was not that force
equals mass times acceleration, for this is meaedigfinition of “force”. What Newton discovered was
that the laws of physics are most easily expregsadrms of the concept of force defined in thisywa
[...] The whole science of statics, which deals withices acting in structures at rest, would be
unintelligible if we took [la segunda ley] as ouefidition of force, for all accelerations are zéma
structure at rest” [Symon 1971: 8].

157 Como se puede verificar en [Hestenes 1986: 5@0] hongair 1984: 86].

%8| a misma formulacion puede encontrarse en [An@818] o en [Hestenes 1986: 588].

139 Confréntese en [Symon 1971: 9.

180 yvéase, por ejemplo, [Lange 2002: 163]. Este nelemso de los campos gravitatorios, para los que
cada fuerza si tiene su par (véase [Longair 198@])2Por otro lado, Kibble sostiene que las fusrza
generadas por campos electromagnéticos, aunquetantes en fisica clasica, no pertenecen a sistemas
de mecanica clasica: “More serious is the existeniceelectromagnetic forces, which are of great
importance even in the field of classical physisst which cannot readily be accommodated in the
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estas excepciones, se sigue aceptando la valid@znyportancia de esta ley para la
inmensa mayoria de los sistemas clasicos.

Una vez presentadas las leyes de Newton y susgm&siones, es importante
tener presente que lo que hoy en dia se concib® ecoetanica newtoniana es una
teoria distinta de la formulacion originalmentenpéada por Newton. La teoria original
de Newton se ha ido gradualmente enriqueciendolesban afiadido conceptos
desarrollados desde otras teorias que contribuigen@anprension del movimiento, y se
ha ido interpretando desde planteamientos matepsatiada vez mas poderosos.
Truesdell, por ejemplo, reconoce:

In the three books of tHerincipia, Newton displays in the highest every ability of a
great theorist [...]. But by no means did he giveaSsical” mechanics its present
form, nor were his principles clear and definiteowgh to do so [Truesdell 1968:

91-2] 1t

AUn en nuestros dias, la mecéanica newtoniana sgtiqueciéndost? No podemos
decir, pues, que su situacion actual es definitisie aspecto podria ser un obstaculo
importante para el problema que trata este capiBilta mecanica clasica es una teoria
gue no esta terminada, ¢cdmo es posible sabeisgeas entran en su marco teorico?
A pesar de esta situacién, es posible dar unossitmpiminimos que deben de cumplir
los sistemas newtonianos; de otra manera no podsiaecir de ningun sistema que es
newtoniano, lo que resulta escasamente convinc8ntn algin futuro algunos de los
requisitos actuales se modifican, sera para ervégue la teoria (como se ha venido
haciendo en su desarrollo) y no para truncarla.eBtwr mismo, no debemos temer que
un sistema que hoy se reconoce como newtoniane,aseun futuro de reconocerse
como tal.

4.2 Objeciones en contra del caracter newtoniano déas
supertareas

Aunque ST1, ST2, y ST3 son sistemas cuyas evolesiaamplen las tres leyes de
Newton del movimiento, asi como sus asuncioneségstambién son sistemas con
caracteristicas que pueden ser el apoyo de obgsigincaracter newtoniano de dichos
sistemas. A continuacion, analizaremos tales aaniatitas, para asi mostrar que los
sistemas en cuestion —y semejantes— si son newtsnia

framework of classical mechanics. The force betweencharges in relative motion is neither centia
conservative, and does not even satisfy Newtoird taw” [Kibble 1985:8].

161 Esto también se afirma recientemente: “Newtonvsslaf motion in his Principia are far from those
generally accepted today as ‘laws of mechanicser@his abig discrepancy between what modern
readers (and teachers) deem Newtonian and what ddeattually did” [Maltese 2003: 199, mis
cursivas].

182 por mencionar ejemplos, en la seccién 4.2.5, s& gae las colisiones instantaneas se pueden ver
ahora bajo teoria de distribuciones, desarrollorquaparece hasta el siglo XX; en [Sussman y Wisdom
2001] se ve la teoria desde un planteamiento als ma&edoso, que pone mas atencion a las
caracteristicas de las trayectorias que a lasigesnres simbdélicas del movimiento; en [Bell 1998:-

9], por otro lado, se muestran aplicaciones arsgsenewtonianos de un calculo basado en infinitdssn
nilpotentes.
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4.2.1 El fallo de la conservacién de la masa

Empecemos con una primera objecién posible: lagrsangas ST2 y ST3 no son
newtonianas porque violan el principio de la covaseibn de la masa. Esta posible
objecién (que por cierto, hasta la fecha nadie haifesstado) ya fue considerada tanto
por Earman [1986] como por Pérez Laraudogoitia $899que resuelven la cuestion
precisando el principio de la conservacién de laananunciando asi un principio que
difiere de aquel que intuitivamente poseemos. AlpdBridger, que sostienen que
sistemas como ST2 y ST3 no son newtonianos, noeppasistencia a esta precision de
la conservacion de la masa, aceptando asi la @asidn de Earman y Pérez
Laraudogoitia.

Aunque exista semejante consenso en esta cuagsita interesante revisar la
precision considerada. Originalmente Earman la @aude la siguiente manera:

Distinguish two principles of conservation of ma@&s1) particle world lines do not
have beginning or end points and mass is conskamg @ world line, and (C2) for
all time t; andt,, the total mass a; = the total mass ap. (C1), I claim, is a
fundamental principle of classical physics, and gatisfied even in the anomalous
escape solutions. Further, if the laws of motiomdballow escape solutions, then
(C1) entails (C2). Some people have been misledthihking that (C2) is a basic
law of classical physics because they have notgrezed the possibility of escape
solutions [Earman 1986: 38].

Esto, segun Pérez Laraudogoitia, demuestra quegEdna formulacion mas apropiada
del principio de conservacién de la masa que {&2hunque estoy de acuerdo en
preferir (C1), me parece que la explicacion de Bares poco clara y se puede prestar a
confusién. Sdlo se dice que si no se reconocedibitidad de particulas que escapan al
infinito, entonces hay una desorientacion que prawa considerar (C2) como principio
basico de la fisica clasica. Lo gpareceque pone las cosas al revés: en vez de que la
conservacion de la masa justifique la posibilidacsidtemas en donde ocurren escapes
al infinito espacial, los sistemas con escapesnfahito justifican el principio de
conservacion.

Las cosas estan bien puestas. La razon de antdpsrsstemas con escapes al
infinito es que, si en mecanica newtoniana losaeamos so6lo porque presentan dichos
escapes, entonces estamos rechazando también id@zvale algunos marcos de
referencia inercial, marcos que permiten la caeedei un limite para las velocidades
involucradas en dichos sistemas (y que son lasegquel fondo, provocan los escapes al
infinito). Podemos encontrar un marco de referepaial que cualquier velocidad que
participa en estas supertareas sea nula. Y pomesoo, cada una de las velocidades
gue intervienen en estos procesos son velocidatleas (que en conjunto ocasionan
irremediablemente la desaparicion de las partitulas

Ademas de esta observacion, otro motivo de gr@oitancia para preferir (C1)
radica en la concepcion actual (incluso en mecaneatoniana) que se tiene de la
masa. En mecénica clasica, se pueden tener dogpmmces de la masa: (M1) la

183 Asi lo expresa en el siguiente pasaje: “Earma8@)l®as demonstrated that (Q1) [(C2) en el pasaje
citado de Earman] is not a good way of formulating principle of the conservation of mass (withie t
framework of classical physics, to which we hawaitéd ourselves throughout this paper), because it
takes no account of escape solutions, that isat&tus in which a particle escapes to spatial ityfim a
finite amount of time, thus disappearing from spdPérez Laraudogoitia 1998a: 263].
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cantidad de materia de la que esta hecha un cti®mp¢M2) lo que mide la resistencia
que opone un cuerpo para cambiar su movimientdeeis, la medida de la inerci&
(M1) es la concepcién tradicional, intuitiva, elirsp la que Newton considéffen sus
definiciones. No obstante, es importante recordse p mecanica newtoniana en
nuestros dias no es la misma teoria que la mecaewtoniana en los tiempos de
Newton. Desde entonces, el concepto de masa hidcsuwin cambio sustancial, y la
preferencia actual en mecanica clasica por cong@hirosamente la masa como lo
dicta (M2) es unanim¥’ No debe resultar extrafio que esta concepcion deaks,
propia de la mecanica relativisfi, se prefiera en la formulacién de la mecénica
newtoniana: en ésta, la masa entendida como (M2mas de que se identifica con el
concepto relativistd’, mantiene su naturaleza aditiV, propiedad intuitivamente
atribuida a la masa entendida como (M1).

Tomando en cuenta (M2), la preferencia por (Cldieta. Ya no es necesario
concebir la masa como materia y por tanto la coas@n de la masa se refiere a la
conservacion de la inercia. Y eso es precisamergaé expresa (C1): la inercia de toda
particula es la misma en cada punto de su trayatfoMas esto no implica que las
particulas deban tener trayectorias tales que #agangan en todo momento en alguna
posicion del espacio, que es lo que se necesitaquar (C2) se cumpla. El principio de
conservacion de la masa entendida como (M1) seebfmccomo un principio de
conservacion de la materia, que intuitivamente iexigh enunciado (C2); y, como ya
hemos visto, esto prohibe trayectorias que, peativedad galileana, no deberian estar
prohibidas en mecéanica newtoniana. La conservai®dia masa formulada como (C1),
pues, es un principio adecuado al concepto contémpo de masa y a la relatividad
galileana. Es un principio adecuado a la mecaregdoniana contemporanea.

4.2.2 La masa total infinita

Hay otra posible objecién que involucra a la m&ansiste en hacer notar que ST1 (y
en este caso ST2 y ST3 también) es un sistema m@mMmasa total infinita. Allis y
Koetsier son los Unicos que han encontrado estactesistica como ilegitima. La
objecidn se encuentra dentro de las siguientes\aisenes:

ST1 does not constitute a physical problem. Frophysical point of view point
masses without dimensions do not exist; the ida@bis is sometimes useful but
this is not the case when we are dealing with itgfiy many pointmasses in a

1% Por ejemplo, Lange escribe: “In classical physicbpdy’s mass is often interpreted as the amoiunt o
some “stuff’ of which the body is made. (Noticettietassically, a body is made ofatter not ofmass

its mass measures the amount of matter compo3frjgainge 2002: 229].

185 Tal como lo hacen, por ejemplo, Arya [1998: 6] avi3 [1986: 24].

186 Confrontese en [Lange 2002: 254].

167 Ademas de las dos fuentes referidas para la fewitn de (M2) (véase nota 165), se pueden consultar
[Hestenes 1986: 590], [Kibble 1985: 9-11], [Land#02: 169-70], [Sudarshan y Mukunda 1983: 3] y
[Symon 1971: 6]. Hay casos, por ejemplo en todovi®4986], en los que ni siquiera se hace la mas
minima mencién de la concepcion (M1).

188 y/éase [Lange 2002: 232].

189 Se refiere al concepto de masa inercial.

170 Confréntese [Kibble 1985: 11].

"1 E| principio de continuidad, es decir, el princigie la conservacién de la masa de los fluidos en
movimiento, no dice otra cosa. Dice que el difei@te la mas@m en cualquier elemento diferencial de
volumen dvV enmovimiento con el fluidse mantiene constante. Las particulas del fluidati@mnen su
inercia. Confrontese [Symon 1971: 314-17].
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bounded area and the distances between the posdembscome arbitrarily small.
Moreover, in ST1 the total mass is infinite, whishmore than according to modern
physical theory is available in the entire univdiseetsier y Allis 1997: 310].

Antes de atender el comentario que hacen de la toedaanalicemos los comentarios
que hacen sobre la idealizacion de las masas pestin primer lugar, dicen que las
masas puntuales no existen. Pero entonces cahenfadgs: ¢ qué es lo que en realidad
existe? De todas las entidades fisicas que lagsefisicas suponen existentes, ¢ cuales
de ellas existen en la realidad y cuales de el@sAunque es un tema que escapa a los
objetivos del presente trabajo (a pesar del sun@rés que tiene para la filosofia), me
aventuro a afirmar que es mas acertado decir qugina entidad que una teoria asume
como existente, existe en la realidad. Y en cualqtaso, la discusion interesante sobre
estas supertareas no es la existencia de las @ggidgue ellas involucran, sino las
consecuencias que tienen para la teoria que asuexestencia de dichas entidades.

En segundo lugar, dicen que la idealizacion derasas puntuales, aunque a
veces util, no es util para el caso en el que unana infinito de ellas se encuentra
dentro de un espacio finito. Mas, ¢a partir de d@wlobtiene esta conclusién? Quizas
Allis y Koetsier estan pensando en términos de mieaacuantica o de relatividad
general, pero éstas no son las teorias que seehaoten mente para disefiar ST1.
Ademas, ¢;como podemos estar seguros de que unaresl€iti o no? ¢De nuestra
ignorancia de su utilidad podemos deducir su iidiaiil? Claramente no. La utilidad de
las geometrias de Riemann durante un periodo deptiefue ignorada, y poco se
sospechaba que fueran un modelo tan bueno pandbitesicespacio-tiempo real.

Finalmente, dicen que la masa total infinita eyonaue la masa que la fisica
moderna dicta hay en el universo entero. Esta dinjeademas de ser irrelevante, es
por completo refutable. Como se vera a continuadigs problemas principales que
plantea ST1 son independientes de si la masaiegadrnd no. Para mostrarlo, basta con
presentar un modelo, variacion de ST1, con masHa fitotal y que presenta
indeterminismo y pérdida de la energia. Una coresezia interesante de la masa finita
total para este modelo es que la conservacion dedagia falla en cualquier marco de
referencia inercial.

Recordemos que ST1, vista desde cualquier otroawkerceferencia inercial, no
presenta un fallo de la conservacion de la enepgies tanto al principio como al final
la energia es infinita. En cambio, el modelo qum®mrtinuacion se expone, presenta el
fallo de la conservacion de la energia en todo sndecreferencia inercial. Ante este
matiz, Pérez Laraudogoitia [2007a: 22-3] hacedaisnte clasificacion: violacion en un
sentido débildel principio de conservacion, para los casos c8mb, y violacion en un
sentido fuertedel principio de conservacién, para los casos ca&nque ahora se
expone, y que llamaremos ST1A.

El modelo fue propuesto por Atkinson [2007: 171Alxcepcion de las masas,
la disposicion de las particulas en su estadoaingd exactamente igual a ST1, es decir,
cada particuld®, (n{0, 1, 2, 3, ...}) se encuentra eR = 2"; Py viajando con una
velocidad Hp (siempre hacia la izquierda) mientras que el restencuentra en reposo.
La masa de cada particula 8% = 77z M, de lo que resulta una masa total del
sistema de . Asi las cosas, y tras considerar la conservaggdrmomento y de la
energia para cada colision, es directo llegara@ieclusion de que todas las particulas,
al final de la supertarea, terminan con una misel@cidadv, = —1u,.

Es facil ver el indeterminismo en ST1A: la revénstemporal también es un
proceso posible, y en su estado inicial todas tHqudas se encuentran con una misma
velocidad (o en reposo, si se encuentra en el ndgo®ferencia inercial apropiado),
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por lo que, teniendo dicha condicién inicial, lapserarea revertida puede tardar
cualquier lapso de tiempo para que comience suu@@t Asi, respecto al
indeterminismo, estamos en la misma situaciéon quesd 1.

Por otro lado, aunque el momento se conserva,degiEnno lo hace. Y no lo
hace en un sentido fuerte: el principio de la cors®on de la energia se pierde en
cualquier marco de referencia inercial. Tambiéfaes verlo. Un calculo elemental nos
muestra que en el estado inicial la energia tcta} ®oUo’, mientras que en el estado
final es 4 myup”. De la misma manera, en cualquier otro marco fizemcia inercial,
con una velocida® respecto del reposo original, la energia inicsiaJijaanouo2 + MoUoW
+ mgw” mientras que la energia final €snouy® + MW + MW (W podria tener signo
negativo, y por tanto afectar la suma, mientrasugee refiere sélo a la magnitud, pues
ya se ha considerado que en el marco origtpaliaja siempre hacia la izquierda). De
forma similar, se puede comprobar que tanto el nmboni@icial como el final esryup.

Y que en cualquier otro marco de referencia ineroia velocidadw, el momento
inicial es -yuy —2mpw, que también iguala al momento final.

Queda claro, pues, como la imposicion de una riaiséa a ST1 no destierra ni
el indeterminismo ni el fallo de la conservaciénlaenergia (aunque, al menos para
este caso, si destierra al fallo de la conservagginmomento). En el capitulo 6, se
presentard un modelo original, también con mas#afitotal, y con un fallo de la
conservacion de la energia, pero no manifiestamedéterminista.

4.2.3 El andlisis global de los sistemas infinitos

Con un talante aristotélico sobre el infinito, AlyeBridger sostienen que las anomalias
presentes en las supertareas que estamos estudmgigden a un analisis inadecuado
de los sistemas infinitos. El andlisis apropiadistisnen, debe considerar un infinito

actual, completado, y no un infinito potencial:

we argue that the paradoxical behaviour arisesusecthe infinite systems are
analyzed in terms of potential infinities. The @tins of the particles are
considered separately and sequentially, rather ithégrms of completed infinities
in which the system is treated as a whole [AlpBriglger 1998: 356].

La intencidon de Alper y Bridger por tener una hevienta que nos facilite el analisis
global de los sistemas infinitos es altamente d@eeaSin embargo, se verad a
continuacion que la propuesta concreta que ellvgldn es altamente inconveniente,
pues va en contra de uno de los supuestos basclzs decanica newtoniana (teoria
que ellos intentaban reestablecer con su propuesta)

El modelo global de Alper y Bridger comienza defimdo vectores de dimension
infinita que representan el estado total del siatenfinito de particulas. A las
posiciones de las particulas les corresponde utong¢) = (Xo(t), xa(t), ..., Xa(t), ...),
en donde,(t) es la posicion de la particiba (n[{O0, 1, 2, 3, ...}) . De igual manera, se
definen los vectores infinitos para la velocid&d) y para la fuerza (o aceleracidr(}).
Con esto, introduce dichos vectores en espacibslidert:

Since we will need to talk about continuity and sthoess, we define a metric to
determine when two infinite vectors are close tcheather. [...]. SupposE = (u).

Then write]] Ul = :;Ouiz - this is called thenorm of U. The set of all such
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infinite dimensional vectors having finite norme(i. those whose components are
square-summable) is called ARilbert SpaceAlper y Bridger 1998: 360].

Bajo esta nueva perspectiva, consideran enton@slacion de ST1, y con ella exigen
una solucion para las nuevas “ecuaciones del mewiwii:

it is reasonable to seek a solution for the equoatiof motion of the supertask,
namely a pair of vector functions: [0, 1] — 74’andV : [0, 1M - 7% 'satisfying
equations

(2a) X"(t) =V(t)] and

(2b) [V"= F(X(1))/m]
with the appropriate initial conditions [Alper yiBger 1998: 360].

Ante esto, finalmente argumentan que hay una disezodad de (2a) y (2b):

for values oft arbitrarily close td = 1#, | V(t) | = v> 0. Thus, the limit o¥/(t) ast
- 1N is not0. SinceV(1A) is equal td), V(t) is discontinuous dt= 1. [...] ast
- 1A, the norm ofF becomes arbitrarily large and cannot be close thé®norm
of the zero vector. ThuB(X(t)), like V(t), is discontinuous at = 1A [Alper y
Bridger 1998: 361].

El primer problema que presenta esta propuestauescgnduce a Alper y
Bridger a plantear un argumento invalido. En ejjiinento recién citado dicen que “the
limit of V(t) ast — 1A is not0” [idem], pero esto es una conclusion falsa. El operador
del limite opera sobre cada componente del vegtarada componente tiende a O
cuandot tiende a A/, por lo tantoV(t) si tiende &. El paso invalido del argumento
consiste en partir de que limylV(®) £l V@A, para concluir queVv(t) es
discontinua. Pero con esto lo Unico que Alper yd@er demuestran es que la
normal V(t) | es discontinua, y no que el vecisft) lo seat’? Esto, por tanto, no afecta
a las leyes de Newton, que asumen que las func{@a¢y (2b), y no las normas de sus
vectores, sean continuds.

Pero el motivo principal para rechazar la sintesks comportamiento global
representada por la norma de los vectoted/ y F es que su introduccion en los
sistemas infinitos viola el principio de relativilae Galileo. Es decir, considerando
esta norma como parte de las ecuaciones de Newtdonces éstas no tendrian
solucion en cualquier marco de referencia inersiahcaso en algin marco en concreto

172 En un articulo posterior, Alper y Bridger comet#mmismo error, y hasta lo explicitan de forma méas
clara: “The stronger sense requires that the nomiiféetence ofV/(t) andV (1) vanish in the limit [...]:
lim._+- | V() - V(1) | = 0. We can easily see that the limit condition failshe stricter sense. The vector
V(1) =0. [...] At that time | V(t) - V(1) | = 1” [Alper, Bridger, Earman y Norton 2000: 284-5jor otro
lado, se le debe a Pérez Laraudogoitia el hacerot@s este error: “To avoid misunderstandings, what
one should conclude from the fact tHa¢(1) | = 0 and lim_, | V(t) | = 1 is that the functiod V(t) | is

not continuous, and therefore not differentiabte, a1, i.e., that there is nold/(t) | /dt att = 1. But this
does not lead to the collapse of Newton’s laws tvhas can be seen in (BX[t) = V(t) andV'(t) =
F(t)/m], are formulated in terms of derivates of infimitectors and not derivates of thBinorms” [Pérez
Laraudogoitia 2002b: 160].

73 Earman y Norton, que sostienen que es suficieaterhun anélisis de estas supertareas particula por
particula: “by tracking the behavior of each indwal particle (and even their pairwise interactjpmge
would have no reason to declare any violation ofvtdéa’s laws” [Alper, Bridger, Earman y Norton
2000: 285], no hacen una critica a Alper y Bridg#np que se limitan a comentar simplemente que la
propuesta de los dltimos esta afiadiendo principides newtonianos: “Its properties are not to be
stipulated by further legislation” [Alper, BridgeEarman y Norton 2000: 285].
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la tienen. El mérito de habernos hecho esta obsérvae debe por completo a Pérez
Laraudogoitia [1999b y 2002b], ya que nadie habdtado este grave fallo en la
propuesta de Alper y Bridgéf* Argumenta considerando nuevamente a ST1 y
aclarando como en otros marcos de referencia alescla norma d¥ es infinita (en
contra del mismo requerimiento establecido por AjpBridger) en tiempos en los que
para el marco de referencia habitual la norma de&inim vector es finita:

According to Galileo’s principle of relativity, Netan’s law in the form of (2a) and
(2b) should also be applicable in any other inkrégerence system (IRS). Take an
IRS that moves at velocitywwith respect to the system in which Alper and
Bridger develop their argument (and as | myselirday 1996). In this new IRS
(which | call S) the components of infinite vectérdo not change and their norm
remains finite fot < 1~&. What happens to infinite vect¥f? Since fort < 1A it has
infinite components of value # 0, its norm is infinite. [...] irS', vectorV does not
belong tos for t < 1A either, which means that 8 there would be no solution to
(2a) and (2b), not even fox 1A [Pérez Laraudogoitia 1999b: 316-7].

Alper y Bridger responden a Pérez Laraudogoitiaeluaodelo matematico de ellos si
conserva la invariabilidad galileana en relacién eb centro de masa del sistehfra.
Pero esto, responde a su vez Pérez Laraudogaitimcenveniente para una teoria
interesante ya que deja de lado una gran cantidaglstemas infinitos de particulas:
todos aquellos que no tienen un centro de ma8&am ejemplo de ellos es ST3 o, para
verlo mas claro, un sistema infini® de particulas con masaposicionadas er = i
(iC{o, 1, 2, 3, ...}). En este ultimo caso, Rj lleva inicialmente una velocidad positiva
v, la evolucion del sistema es en todo momento wohtésta y conservativo. Pero
entonces el constructo propuesto por Alper y Bridgetendria ningun sentido ya que
el sistema no tiene un centro de masa.

Todavia hay mas. Si hacemos caso de la invadabiliraslacional, considerar la
invariancia galileana con respecto soOlo al centeo ndasa también trae consigo
consecuencias en contra del requerimiento de ndimta establecido por Alper y
Bridger. Basta con trasladar ST1 (en su estadaainipor ejemplo) en el eje de
coordenadas una distancia finita desde el centroa$a al origen. Esto implicaréa que el
vector de posicione% tendra siempre una norma infinta.

7 En el resto de la bibliografia, dentro del condeitto del autor, en donde consta conciencia ackrca
la propuesta de Alper y Bridger no se encuentrguria observacion ni siquiera cercana al respeeto. S
pueden confrontar los articulos anteriores a lassgmmacion del resultado de Pérez Laraudogoitia:
[Koetsier y Allis 1997] y [Alper, Bridger, EarmanNorton 2000].

17 3u respuesta la expresan asi: “A Galilean tramsftion adds the same constant velocity,watp the
velocity of each particle of the system. By the imiébn of the center of mass, this Galilean
transformation also adds to vcy [la velocidad del centro de masa]. Consequentighe;” remains
unchanged and so does its norm. [...] We concludeotiniaHilbert space model, interpreted as desagibin
the motion relative to the center of mass, is @alilinvariant” [Bridger y Alper 1999: 328-9].

176 | a respuesta es la siguiente: “The idea is thatlikory of Alper and Bridger is applicable to it
systems, thereby giving us a global analysis ofmthBut resorting in these cases to the center alsma
[...] tends in general to be very problematic becdoBeite systems often lack a center of mass (ofi

by a process of going to the limit) or, more swsimgly, have a center of mass only at certain imstaf
time” [Pérez Laraudogoitia 2002b: 165].

17 Esta, también, es una apreciacion de Pérez Lagaiido “The situation becomes even worse for
Bridger and Alper when one considers one of thetmgeserally accepted requirements of invariance in
classical physics, namely, translational invariaheg us consider their version of ST (Bridger @iper
1999, 326-7) and choose an inertial reference sy§tieS) with its origin shifted to any finite disteeh
with respect to the center of mass of the systempacficles (but at rest relative to it). In thissnéRS
(which | shall call$) the components of the infinite vectdfsandV do not change and their norm
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Finalmente, Alper y Bridger aceptan las respuedta®érez Laraudogoittd®
Auln asi, proponen una nueva norma, pero que nelwestodos los problemas que la
anterior ocasionabd? Queda, pues, sin aclarar si acaso las anomalias sopertareas
se deban al analisis particula-por-particula quéasm de ellas. Asi también, queda
pendiente el desarrollo de un constructo matemagimoofrezca satisfactoriamente un
analisis global de los procesos dinamicos que @damlas supertareas newtonianas, que
tal vez nos ayude a comprender las anomalias ga® @®sentan en ciertas ocasiones.
En cualquier caso, en los capitulos posterioregxgdoraran otros caminos que se
mostraran fructiferos para la comprensién de dieinasnalias.

4.2.4 El contacto en el instante de la colisiéon

Las colisiones elasticas que se llevan a cabo dn ST2 o ST3 ocurren en el instante
en que un par de particulas se encuentran en tentacdescripcion de este contacto
no es una tarea facil. El problema se presentaisaocén las colisiones entre cuerpos
extensos. Para plantearlo, basta con considelikion entre un par de esferas con
radior. En el instante de la colision, habra entre elfapunto de contacto que serd o no
ocupado, dependiendo de la descripcién geométedasdesferas.

Hay varias formas de describir geométricamente mtele esferas. Una es que
ambas esferas sean cerradas, o0 sea, que ocuperdeuds decir, que si posicionamos
el centro de alguna de las esferas en el origeresjgcio tridimensional, entonces
cualquier ejeX, y 0 2) intersecciona con la esfera en el intervalo derfar, r]). Otra es
que ambas esferas sean abiertas, 0 sea, que nenosupborde (es decir, que si
posicionamos el centro de alguna de las esfera$ @igen del espacio tridimensional,
entonces cualquier eje intersecciona con la esierd intervalo abierto (+r)). Y otra
mas, es que una de las esferas sea abierta caotla es cerradd’

Los tres casos son problematicos. En primer liggambas esferas son cerradas,
entonces en el instante de la colisién el puntacalacto es ocupado por los dos
cuerpos. Pero, ¢como puede ser posible que dgsosuecupen un mismo punto? ¢No
hay un solapamiento? ¢No hay una violacién delcjmio de impenetrabilidad de la
materia? Si un punto puede ser ocupado por dopasiefpuede también ser ocupado
por tres? ¢ Por cuatro? ¢Por mil? ¢Por una cantdiada de cuerpos? ¢Un punto,
inextenso, ocupado por una multitud de cuerpos?ciDile concebir sin dejar de
provocar cierta perplejidad.

remains finite fort < 1. What happens to infinite vectdf? Since fort < 1 it has infinite components of
value= ah # 0 (0 <a < 1 fixed), its norm is infinite. So, i6’ the vectoiX does not belong to4 either

fort < 1" [Pérez Laraudogoitia 2002: 164].

178 1 0 hacen en un articulo conjunto con Pérez Largoitia: “For infinite dimensional vectors, AB
[Alper y Bridger] had, in their previous work, usad extension of the Pythagorean norm [...]. As PL
[Pérez Laraudogoitia] pointed out, tfenorm [...] introduces several problems” [Pérez Laamoitia,
Bridger y Alper 2002: 178].

79| a propuesta es la siguiente: “Many of these diffies are remedied by introducing the ‘Sup’ norm.
This norm is defined by (10)zl = sup{z [}, i = 1, 2, 3, ... where ‘sup’ denotes thepremunor least
upper bounti[Pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper 2002: 17H].defecto radica en que “the embedding
using the Sup norm cannot be applied to unboungstéras because such systems involve vectors whose
Sup norms are infinite” [Pérez Laraudogoitia, Badg Alper 2002: 179].

180 por supuesto, también podemos describir una esterain hemisferio abierto y el otro cerrado. Lo
mismo podemos hacer con sus cuartas partes, sasmeqiartes, etc. Estas descripciones ya no aportan
nada a la discusion.
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En segundo lugar, si ambas esferas son abientmoes en el instante de la
colision el punto de contacto no es ocupado pogurio de los dos cuerpos. Pero
entonces no parece ser que haya habido un congestaino. Hay un punto,
desocupado, entre las dos esferas. ¢ Realmentpwsede llamar a esto contacto?

En tercer lugar, si una esfera es abierta miedradgra es cerrada, la primera
impresion es que no hay ningun problema, pues arstnte de la colision, ademas de
gue la unién de los radios de las esferas que rmrizaunto de contacto con sus centros
es un intervalo continuo, y por tanto no hay untpujue falte por ocuparse, tampoco
hay un punto que se encuentre ocupado a la vetopatos cuerpos. Sin embargo,
aparentemente no estamos legitimados a consideeresfera como abierta en un
tiempo y cerrada en otro posterior (o anterior). daso contrario, ¢cuando y como
ocurre esta transformacion? No parece haber ningupbcacion que no sead hoc
Por tanto, tenemos asumida en este caso la exstamto de esferas abiertas como de
esferas cerradas. ¢ Quiere decir esto que dossstaradas, o dos abiertas, no pueden
colisionar entre si, puesto que la Unica descnipg@ométricamente coherente de una
colisién es cuando ocurre entre un cuerpo cerragmyabierto®!

Ademas, si nos limitamos a describir la constitngi@ un cuerpo (aunque sea
de un medio continuo) con los puntos que ocupal esgacio, tampoco es del todo
claro que la colisién entre una esfera abiertag/ aerrada presente contacto. La esfera
cerrada ocupa el punto de presumible contacto,trageque el cuerpo abierto no ocupa
ningln punto que sea adyacente (simplemente pargue hay) al punto de contacto.
Los puntos del espacio son sitios en los que @bouse puede posicionar, o en donde
se puede ubicar alguna divisién y no los atomadsitesimales que lo constituyen. No
olvidemos (como ya se ilustré en el apartado 2uB €l conjunto de los puntos del
espacio continuoes un conjunto infinitamente dividido. Por tani®,descripcion de
cualquier cuerpo constituido por nmedio continu@ partir de los puntos que ocupa en
el espacio continues sospechosa.

Estos problemas pueden ser evitados si definilhogngacto entre dos cuerpos
como la posicién geométrica relativa en la que artuerpos se encuentran separados
entre si por una distancia cero, 0 mejor dichondaano hay una distancia que los
separe. Desde luego, esta definicién se refieeedistancia menor entre los puntos de
los bordes de los cuerpos (independientemente elésjas pertenezcan o no al cuerpo),
dejando lugar asi a la posibilidad de que dos @seeptren en contacto en al menos un
punto. Bien, esta definicion evita el problema ¢y @ como en muchas ocasiones la
practica cientifica cotidiana se hace), pero nesuelve'®?

Daré una respuesta, nada ambiciosa (pues estlempelse encuentra fuera de
los objetivos del trabajo), y la voy a dar atend@ial argumento de Kline y Matheson
[1987] en contra de la posibilidad logica de laisiéh (fundamentalmente, su

181 Esta misma problematica entre el contacto de asfeerradas con cerradas, abiertas con abiertas, y
cerradas con abiertas, esta planteada en Langg:[2d(®].

182 Motivado por las fuerzas de bajo rango, pero raasiv sus reservas, Atkinson apoya esta definicién
de contacto: “insistence on zero spatial separatadher than a coincidence of points, is motivdtedhe
physical idea of interaction by a short-ranged doiia the limit that the range is taken to zerowdwer,

it must be admitted that the precise outcome wdejgend on the details of the model of the shorgadn
force in question” [Atkinson 2008: 10]. Cabe incltambién la definicién de colision que ofrece Rére
Laraudogoitia: “definition of collision (by contgctwo material bodies of additive mass A and Bidel

by contact at time if and only if they have at (although not immediately befot® a certain common
point C and there is also a transfer of momentutwéxen them at’ [Pérez Laraudogoitia 2005b: 325].
En donde “Two material bodies A and B are saidd¢mbadditive mass if the mass attributable toegith

A or B distributed in any set D of points of spae¢he sum of the mass attributable to A distriduteD

plus the mass attributable to B distributed in Péfez Laraudogoitia 2005b: 324]. Esta definicion
tampoco resuelve la cuestion.
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argumento es en contra de la posibilidad l6gicacdetacto, y no de la colision). El
argumento lo plantean de la siguiente manera:

(1) A collision between two bodies involves th@uthing.

(2) If two bodies are touching, then they eithecugy adjacent points in space or
they spatially overlap.

(3) Space is continuous.

(4) No two bodies ever occupy adjacent points acep(Since space is continuous,
no spatial point is ever adjacent to another siadiat.)

(5) It is impossible that two material bodies sliogpatially overlap.

(6) Therefore, no two bodies ever touch.

(7) Therefore, no two bodies ever collide [Klinéatheson 1987: 509-10].

El argumento es valido, por tanto su critica dedsalse en alguna de sus premisas. No
podemos cuestionarnos la verdad de (1), (3) yy&@)gue las premisas (1), (3) son
supuestos también de la mecéanica newtoniana, raseqtre la premisa (4) no es mas
gue una consecuencia de la (3). En cambio, lasigpaeni2) y (5), aunque a primera
vista son bastante razonables, requieren de prégigae sostienen y los términos que
utilizan.

La premisa (2) parece ser en si una definicionai¢acto, aunque enuncia dos
consecuencias de una supuesta definicion no etgolici ¢ Cuél podria ser una
definicion de contacto con estas consecuenciagihiRetos las esferas con radicEl
contacto con mayor aceptacion (al menos como cadicylar) era el de una esfera
abierta con una cerrada. Sin embargo, en este loasouerpos no ocupan puntos
adyacentes (pues en el espacio continuo no haygalgos) y, evidentemente, tampoco
se solapan espacialmente. ¢Qué definicion tienmmess en mente Kline y Matheson?
Como la premisa siguiente establece que el espaaiontinuo, se me ocurre que en la
premisa (2) Kline y Matheson todavia contemplapdsibilidad de un espacio discreto,
gue mas adelante se anularia con la premisa (Bpr¥so, ponen como posibilidad de
contacto los puntos adyacentes. Pero entonces dajan Unica salida el solapamiento
espacial. Pero esto, ni siquiera es necesaridautefinicion que lineas arriba acabo de
dar. Nuevamente, una esfera abierta en contactto (vituitivamente o incluso como
arriba lo he definido) con una esfera cerrada nsdapan. No parece haber una
definicién satisfactoria para la premisa {).

Por su parte, Kline y Matheson aceptan que laiderecion mas interesante
para descartar la premisa (2) es la que ellos Haraspuesta topolégic¢&’ Consiste
simplemente en considerar todos los cuerpos conested Sin embargo, este caso
tiene sus problemas. Ademas del punto espaciakgugueda sin ser ocupado (en el
caso de las esferas, como ya hemos visto mas)affibae y Matheson hacen notar una

183 seguin Kline y Matheson, la Gnica definicion detaoto que la premisa (2) no contempla es la de una
distancia (mayor a cero) entre los cuerpos: “Prer®} is much more certain. It seems to be logjcall
exhaustive. The only apparent possibility that&rss to leave out is ‘“Two bodies are physicallyhiog

if they are within a certain distance (e.g. a miceter) of each other’. This apparent possibility ca
quickly be discounted. If there is a finite distarietween two bodies, those two bodies are nohinge

no matter how small that distance is” [Kline y Meglon 1987: 512]. Como acabamos de ver, su premisa
(2) tampoco contempla la definicion que he daddaeque la distancia entre los cuerpos es cero.

18¢ Asi lo manifiestan en el siguiente pasaje: “Suppibsit no material bodies include their boundaries.
[...] If satisfactory, this account of touching fdiss premise (2) and hence invalidates our argument
against collision. This is the most interestingom@sse to our argument. We shall call it ‘the togatal
response™ [Kline y Matheson 1987: 513].
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cuestion que plantea un conflicto: la divisién denaterid® Si un cuerpo es abierto v,
por ejemplo, lo dividimos por la mitad (supongamas es simétrico), y tenemos como
resultado un cuerpo abierto, el otro cuerpo restdt&ntonces sera semiabierto, es
decir, cerrado por el contorno por el que se rédizdivision. ¢ CoOmo puede ser esto si
se supone solo la existencia de cuerpos abierte&? €5 una buena observacién en
contra de la llamada respuesta topoldgica.

En cualquier caso, es falso que dos cuerpos pumzgrar puntos adyacentes, y
por tanto la Unica opcion que nos queda para guee@verdadera es que los cuerpos se
solapen espacialmente. Para esto, debemos prguisas el solapamiento geométrico y
cual es su sentido fisico.

Esta definicién también es crucial para aclarar®6demos intentar una primera
definicion con las siguientes palabras: dos cuemmwsencuentran en solapamiento
espacial si comparten al menos un punto del espBsta es la definicion que Kline y
Matheson tienen en mente, pues asi queda manifestodo abogan a favor de
considerar los puntos como volimenes del espa@segyueden ocupatr:

If we are going to accept the idea that spatialbregof zero volume exist, then we
should also accept the idea that those regionbearccupied or not. And if we take
these ideas seriously, then we should treat regidizero volume seriously. Why
should two material objects be able to share sqragad location but not be able to
share spatial volume? [...] Why can material objsttare regions of zero volume
but not regions of non-zero volume? [Kline y Mathes1987: 511-2].

Mi respuesta a estas preguntas es que dos objesmem compartir regiones con
volumen cero precisamente porque dicho volumen wds. rEn un punto no hay
volumen alguno. Un punto no encierra ningan volun®nlo encerrara, podriamos
decir que encierra volimenes de espacio de cualdunension, incluso superior a tres.
¢ Tiene sentido decir que cualquier punto en elogspaidimensional, por ejemplo,
encierra un volumen del espacio tridimensional?dglespacio 453-dimensional? De
hecho, un punto puede servir como la representalg@am espacio 0-dimensional (en la
medida en que éste tenga algun sentido). ¢ O seanqeleespacio 0-dimensional hay un
volumen tridimensional? Esto es inaceptable. Ura@spsolo contiene elementos de
dimensionalidad igual o menor a la suya. Por tatii@ndo se acepta que un punto es
una regién con volumen cero, no se estd asumiendaallj existe un volumen, sino
que, precisamente, alli no hay volumen alguno gtadcia alguna).

Esta es también mi respuesta a toda la problemait® esta respuesta, se
puede mantener la definicion que arriba he dadmdtacto. Asi las cosas, propongo la
siguiente definicion de solapamiento espacial: dngerpos se encuentran en
solapamiento espacial si comparten un volumen essghcio. Un volumen mayor a
cero, naturalmente, puesto que un volumen cersmingin volumen. La falsedad, por
tanto, de la premisa (2) es clara. Asi también¢la que dos cuerpos cerrados en
contacto no comparten ningln volumen, comparten posicion. Y dos cuerpos
abiertos no comparten ningun volumen ni ningunaicpmy pero tampoco se
encuentran separados por ningun volumen, y poo también se puede decir que se
encuentran en contact¥,

1850 hacen con las siguientes palabras: “the topcdbgesponse runs into problems once we realiae th
matter is divisible. [...] Whichever way you cut tket, at least one of the resulting pieces will udel
one of its boundary points” [Kline y Matheson 19814].

18 En contra de Kline y Matheson [1987], y a favorderespuesta, cabe recordar aqui que existen
desarrollos matematicos contemporaneos en las mpeinto no es una region del espacio sino tan solo
una posicion, una localizacién (véase seccién y.2@a 24).
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Finalmente, aunque no voy a profundizar mucho rondbe comentar que el
problema se agudiza cuando consideramos el corgatt® dos particulas puntuales. En
el instante de la colisién, las particulas no sitran en contacto sino que parece ser
gue una se “fusiona” con la otra. Pérez Laraud@y@br ejemplo, sugiere la siguiente
posibilidad:

one might consider, for example, that at the irtstéfncollision between point
particles, a new (ephemeral) particle is createtthvimmediately disintegrates in
the original ones [Pérez Laraudogoitia 2005b: 325].

Pero, en este caso, ¢,cOmo podemos estar seguyae ths particulas que surgen tras la
colision son las originales? ¢Como saber que no habintercambio de masa? Por el
principio de impenetrabilidad, podria contestaRero, la “fusion” instantdnea de las
particulas puntuales en una sola particula, ¢nda viambién el principio de
impenetrabilidad?

Se puede explicar, por un lado, que estas paticuinca se “fusionan” sino que
simplemente se encuentran localizadas en una npssiaion. Después de todo, ¢,qué
otra cosa podriamos esperar del contacto entrepakticulas puntuales? También, por
otro lado, se puede decir que las particulas plegismplemente son idealizaciones de
los cuerpos extensos, para los que su tamafio peediespreciado; y que es necesario
que ocupen una misma posicion en el instante déacion pues asi lo requiere la
trayectoria que sigue el centroide del cuerpo gymatticula puntual representa.

Definitivamente, el problema del contacto, ya sefie cuerpos extensos o entre
particulas puntuales, no es un problema trivial.ostante, es importante resaltar que
no es un problema que amenace a las supertaredasatpreos en mayor medida que a
todos los sistemas dentro de la mecanica newtonja@grescinden de los campos. Es,
evidentemente, un problema presente en cualqustensa finito de cuerpos que
colisionan, y en el que no se contempla la preasfeiingtn tipo de camp®

4.2.5 La velocidad y la fuerza en el instante de kolision

Las colisiones que ocurren en las supertareas reelses tienen otra peculiaridad,
aparentemente problematica, que radica en lasidabies y las fuerzas en el instante de
la colision. Uno se puede preguntar entonces auk eelocidad de dos particulas en el
preciso instante en el que estan colisionandoarntsten el que se encuentran en
contacto. ¢Tienen las particulas la misma velociglael llevaban antes o ése es el
primer instante en el que ya llevan su nueva vedat? ¢No hubo un proceso de
transformacion de la velocidad de cada particulaptdceso de transformacion tal se

187 Asi es considerado por Lorenzen, en su recoriistérico de la mecénica de colisiones: “collisidn o
two particles (which is what we call billiard balfswe want to forget the fact that they have &ngize.
One might also say “points of mass”, but that wdagdasking a bit too much. | shall therefore cargito
refer to particles. All it means is that their scan be disregarded)” [Lorenzen 1987: 206].

18 De hecho, Lange resuelve la cuestién atendiendopaesencia de los campos: “When two particles
“collide”, they do not touch, but they come neapegh for each to feel a tremendous repulsive force
from the other’s field. So the two particles appt@atbounce off each other. [...] Although one body
excludes any other from the locations it occupibsese locations can be occupied simultaneously by a
field and matter” [Lange 2002: 35]. Esto resuelV@mblema mirando a la realidad; no obstante, los
sistemas que prescinden de campos también sooae@mnte admisibles.
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puede facilmente concebir en cuerpos extensosicelgsd plastica$®, en donde la
colision y el contacto no son instantaneos sinoaqueren a lo largo de un intervalo de
tiempo. Pero ni siquiera para los cuerpos rigidosrraia este proceso, donde la
colision es instantanea. Hay pues, una clara diseodad en las velocidades de las
particulas que colisionan. ¢ Es esto aceptable?

Precisamente, una de las criticas que Alper ygerichacen a las supertareas
newtonianas con las que trabajamos consiste preerda en hacer notar esta
discontinuidad en la colision. En su primera cdmicion sostienen incluso que las
ecuaciones de Newton no tienen sentido en todantesten el que este tipo de
colisiones ocurré® Pero en este caso, las colisiones instantaneas patticulas
puntuales o entre cuerpos rigidos (que no camb@rfotma durante la colisién)
plantean una mayor dificultad. Si no aceptamosidaoditinuidad de la velocidad en
estas colisiones, estamos obligados a aceptarcessaln mas extrafio. Seria necesario
asumir que existen ciertas fuerzas de repulsidagigue nada sabemos de su origén.
Por ejemplo, tomemos el caso de que una particula@imiento impacta con otra
particula de la misma masa que se encuentra esaePara que la primera adquiera
finalmente una velocidad 0 continuamente, seriees@® que la velocidad vaya
disminuyendo conforme se acerca a la particulaposo.  Como es posible esto? Solo
aplicandole una fuerza que la haga desacelerase upa fuerza tal es desconocida por
completo en mecanica clasica. Ademas, dentro dgeseso de desaceleracion, la
velocidad ya no seria la misma, y entonces ¢composible que la particula que
todavia se encuentra en reposo adquiera la vetboidginal? Tendria que ser por una
fuerza también desconocida por completo.

En su defensa, Pérez Laraudogoitia explica quéedaia de distribuciones
resuelve el aparente problema que plantea diclearttinuidad, ya que ésta trata con la
diferenciabilidad de funciones aparentemente (onetgalmente, mejor dicho) no
diferenciables. Su explicacion es la siguiente:

Now, the ‘infinite’ force that, at the moment of liision, originates the
discontinuity atF(t) andV(t) that Alper and Bridger mention, causes no problem
whatsoever. In fact it is quite normal to introduten (2b) [V° = F(X(t))/m,
ecuacion de la segunda ley] as the functidtal (where J is called Dirac’so
‘function’ andK is a constant) and solve the differential equatesulting in the

class of generalized functions, where the solulifh) = £-6(t) is admitted. [...]
the discontinuities in force and velocity arisingrh a collision can be made

189 Me refiero a materiales en régimen de elastici@h régimen de plasticidad, es decir, que cambian
de forma durante la colisiéon y que la recuperafinall, para el primer caso, y que cambian de forma
durante la colision sin recuperarla totalmenterell f para el segundo.

10 o explicitan de la siguiente manera: “In ST1 thelocity of the moving particles changes
instantaneously fromvwto 0 when it collides, while the velocity of itsllision partner changes
instantaneously from 0 tov—Consequently, Newton'’s equations are not meaniraifany time at which

a collision occurs” [Alper y Bridger 1998: 358]. @0 se vera mas adelante, en un articulo posterior
cambian de dictamen.

91 Este es el punto que Pérez Laraudogoitia ofrec@aespuesta a Alper y Bridger [1998]: “If this wer
true, it would have disastrous consequences farré¢hieal mechanics. It would mean that null impact
parameter collisions between point particles cagtlbe dealt with in dynamics unless one postulésd

do Alper and Bridger) very special forces of repns and in no case could collisions between point
particles not interacting at a distance be death.WEven more serious would be the fact that dyoami
could not deal with interaction by contact betwegid solids, as such collisions originate discouatiies

in force and velocity of the kind that Alper anddgyer say violate ‘any of the fundamental principte
Newtonian mechanics™ [Pérez Laraudogoitia 1999b1]3

133



compatible with the laws of Newtonian dynamicsitritisition é accounts for the
former, distribution@for the latter [Pérez Laraudogoitia 1999b: 315].

A manera de respuesta, Bridger y Alper [1999] aaiti la introduccion de las
distribuciones como modelo aceptable de las cokesio Su critica se basa en hacer
notar que, si se considera la introduccion de eéspate Hilbert para el analisis de las
supertareas, resulta que el vector de fuerzas nnadistribucién valid&> Pero, como
acabamos de ver en la seccién 4.2.3, la introdnabédespacios de Hilbert es altamente
inconveniente para la mecanica clasica.

Un punto importante emerge nuevamente en mediostie discusion. En la
seccion 4.2.1 ya vimos que el concepto de maslasmen mecanica newtoniana, no es
el mismo que en los tiempos de Newton. Lo misma dwra con el caso del modelo
matematico para las colisiones instantaneas. Exddemte, la teoria de distribuciones
no existia en los tiempos de Newton, y es un ejerdplcomo incluso el utillaje tedrico
de la mecanica clasica hoy en dia sigue desardotEn Ademas, es importante
mencionar que incluso expertos de la teoria deilulisiones aceptan sin chistar la
aplicacion de ellas para modelar este tipo de refibicos >

Asi las cosas, la discontinuidad de las velocidagede las fuerzas en las
colisiones instantdneas no son ningun problemaigédl que Pérez Laraudogoitia,
Alper y Bridger [2002] terminan aceptando que existmodelos matematicos
aceptables para su interpretacion dinamica y quéopanto las discontinuidades en las
colision&s no son mas un problema; por el contragaina cuestion que se puede dejar
de lado.

4.2.6 La reversion temporal

El indeterminismo en las supertareas newtonianadugron presentadas en el capitulo
anterior manifiestamente depende de la reversiompdeal de los procesos que
originalmente se proponen (por el contrario, ladjukr de la energia que ocurre tras
estos procesos es independiente de dicha reverklargrgumento, pues, en contra de

1921 o afirman en el siguiente fragmento: “with a @aable interpretation of the norm for these tuples
distributions, the vector of forces is not a comtins functional, i.e., it is not a valid distribii Thus,
even if we model the forces by means of distrimgjathe resulting motion remains singular and non-
Newtonian” [Bridger y Alper 1999: 330].

193 por ejemplo, Guest afirma que “as often happemsathematics, the introduction of what first appear
to be ‘artificial’ concepts eventually results imetemergence of a whole new field of study which no
only makes further progress easier but also thmowsh light on the older problems. [...] the attempts
‘differentiate’ non-differentiable functions soagald us into a powerful new branch of mathematidashwh
the modern theory of Fourier transforms and padifiérential equations could hardly do without. tWi
regard to applications, we here find ourselveshim world of concentrated forcesnit impulses point
charges, point dipoles, point couples aindtantaneous changes iwoltage, currentyvelocity and
displacement” [Guest 1991: 218, mis cursivas].

19 Manifiestan su acuerdo de la siguiente manera:[frez Laraudogoitia] and AB [Alper y Bridger]
agree that for any isolated collision the discauitias in velocity and acceleration of the two paes at
the instant they collide is unimportant” [Pérez dizdogoitia, Bridger y Alper 2002: 175-6]. Hay todav
una cuestién que cabe comentar. Mas adelante esctibhe discontinuities resulting from a collision
can be treated mathematically by either using itision functions, in particular Dirac delta furarti
[...], or by using smoothed force and velocity funas as suggested by Friedberg and discussed iih deta
by Grinbaum” [Pérez Laraudogoitia, Bridger y Al@@002: 176]. No aclaran que la velocidad de
Friedberg sélo funcionaria para ciertos cuerpogtietds. De otro modo, para cuerpos rigidos y paesc
puntuales, es necesario, como ya se explicO enexb tprincipal, suponer que existen fuerzas
desaceleradoras y aceleradoras mientras los cumighda no se han tocado.
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la presencia del indeterminismo en estas supestaceasiste en mostrar que la
invariancia ante la reversion temporal de las ley@dNewton no es aplicable a estos
procesos. Esta postura critica fue adoptada, nuenvampor Alper y Bridger. Antes de
analizar su argumento y la discusion en torno, éx@mos otros argumentos,
esgrimidos por Hutchison, a favor de tesis aun foéstes, y que aparentemente
amenazan la reversibilidad temporal de la mecai#sica entera.
Lo primero que necesitamos es introducir concépierte lo que es la

invariancia de la reversion temporal. Earman expam& concepcion simple para el
caso de la mecéanica de particulas:

In the case of particle mechanics [...]: if the higtb— (x(t), v(t)) is in accord with
the laws, so is— (x(—t), —v(t)) [Earman 2002: 247>

Es decir, si las leyes que rigen el movimiento pEmuna trayectoria para una
particula, entonces también permiten la misma ttaye pero con la particula viajando
en sentido contrario. Dicho de una manera ilus@asi las leyes permiten la trayectoria
que una pelicula muestra de un objeto que viajah deacia B, entonces las leyes
también permiten la trayectoria que la misma p&iceproducida hacia atrads describe,
que consistira en el objeto que se mueve de B Wgcsguiendo el mismo camino y
con velocidades contrarias.

Es importante mencionar algunos puntos con rela@desta concepcion.
Primero, la invariancia del tiempo revertido es idaba una simetria que es
caracteristica de las leyes de Newton, y no deikiemas que se analizan bajo las leyes
de Newton. Por eso, la reversion temporal de niaguanera debe entenderse como
regreso al pasado de un sistema. Tampoco debedergergue el futuro de un proceso
deba corresponder con el proceso especular deemifi Segundo, la invariancia de
las leyes se demuestra a partir de procesos R se asume la carencia de fuerzas
no conservativaS’ Esto no implica que las leyes no sean invariafiteste a la
reversion temporal de algunos procesos con fuediagativas. De hecho, la
concepcion de Earman recién citada (asi como l@ta@sn las notas) implica que las
leyes son invariantes ante cualquier proceso pgsitdependientemente de si involucra
o no fuerzas disipativas.

Este tipo de fuerzas son la base del primer argtorde Hutchison, que propone
un sistema elemental con fuerzas disipativas pastrar que la mecanica clasica no es
reversible. El sistema consiste en una particudpesudida por un resorte. Actdan tres
tipos de fuerzas: una debido al campo gravitatarig a las propiedades del resorte
(con constant&), y otra mas debido a la friccion del aire y a ilaperfecciones del
resorte. Asi, la ecuacion que rige el movimientdadgarticula esnxX’(t) + KxX'(t) +
Kx(t) = 0 [Hutchison 1993: 311]. Pero, debido a la comgnte disipativa (la que

195 En otro lugar, Earman da la definicién de formasng&neral, pero menos clara, en términos de
mundos posibles: “Suppose that the ldware time translation invariant. They are then tiraeersal
invariant just in case MV 0 7 then alsoN" O /., whereW'(t) = [W(-)]® with []¥ being the state reversal
operator” [Earman 1986: 131]. Dondfé¢ es un mundo posible, ¥ es el conjunto de mundos posibles
admitidos por un conjunto de leyes.

19| a explicacion, por Earman, es la siguiente: “Tiraeersal invariance of the lawsdoesnot imply
that in a historyt — D(t) in accord withL, then the future and the past are mirror imagesaoh other in
the sense thad(-t) = "D(t) andD(t) = *D(~t). [...] In classical mechanid3(0) = "D(0) holds just in case
the three velocities of all the particles vanish=at. [...] This is just an instance of the more gahéact
that contingent conditions don’t have to exhibi¢é fymmetries of the laws that govern them” [Earman
2002: 254]. La misma explicacion se puede encoptrddavies [1974: 23-4].

197 En [Davies 1974: 23] se ofrece una demostraciéa laa ecuaciones elementales del movimiento.
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depende de la velocidad), esta ecuacién no esiam@rante la reversién temporal.
Efectivamente, es conocido que, ante la inversgmpbral, esta ecuacion arroja
soluciones que carecen de sentido fisico, comodeecion espontanea de la particula
a una velocidad infinita por el contacto con el ratisipativo’®® Pero el ejemplo que
da Hutchison, claramente, es un sistema admitiddapmecanica clasica. Y como ésta
admite esta clase de movimientos irreversiblesiesvHutchisort?® entonces no se
puede decir que mecanica clasica es una teoriesiglee

Una primera objecidn a este argumento consisteaear notar que el calor que
disipa la fuerza de la particula no es mas queogimiento que se les transmite a las
particulas que constituyen el medio en el queilagra se mueve, y que, por tanto, si
también revertimos el movimiento de cada una dasgsarticulas, entonces el sistema
mecanico es estrictamente reversible, pues el mentmrevertido de estas particulas
ocasionara el movimiento revertido de la partiawlginalmente modelada. Esta es una
objecién que Hutchison considera, y que calificmacserid®® Su respuesta a ella es
simple: ‘the original irreversible simulation remains a \@lipiece of classical
mechanics [Hutchison 1993: 315]. Es decir, la mecanica icasindudablemente
estipula sistemas como el ejemplo de Hutchisorl gneeactian fuerzas disipativas. En
si, es un sistema clasico e irreversible. (CoOmersador ejemplo, en términos clasicos,
que las particulas del medio no describen trayest@imilares a la de la particula
modelada. Ademas, argumenta Hutchison, si aceptamos qoal@l que produce la
friccion puede ser revertidamente convertido enim@nto macroscopico, entonces lo
hacemos al costo de hacer la termodindmica connpéeti reversiblé®

Dentro de este primer argumento, Hutchison ofrademas, un argumento para
demostrar queévery system in which non-deterministic processes ocoust have
irreversible processes” [Hutchison 1993: 319]. Ed&be tener procesos irreversibles”
no significa que algunos procesos indeterministssidtema sean irreversibles, sino
gue todos los procesos indeterministas del sissnadrreversibles. De otra manera el
argumento no se seguiria. El argumento lo expondasosiguientes palabras:

Given our system is non-deterministic, there muestabstateA from which the
system does not evolve reliably: that is, the sgstan evolve (in some tin into
at least two different states. LBtbe one of them, and I&* be its time reversal
(i.e., the state with configuration unaltered, butvallocities reversed.) Given also
that the system is time-reversible, there mustdmesprocess$’ which takes the
system from the statg* to the stateA* (the time reversal of) in time T—for the
change fromA to B sometimes occurs, and it sometimes takes Tipand it is (by
assumption) reversible. Then this procEssmnnot be time reversible: for if it were,

198 precisamente, Davies [1974: 25] desarrolla un gjeron friccion para ilustrar este hecho.

199 o hace en el siguiente pasaje: “it is evidentlpnyg to interpret the claim that classical mechsigc
reversible as if this meant that all mechanicateayps were reversible” [Hutchison 1993: 312].

20| a misma descripcion (intuitiva) de este sistena@nmscopico irreversible en el que supuestamente se
esconde un sistema reversible se halla tanto efcliidon 1993: 314] como en [Davies 1974: 26].

21 Dicho mas detalladamente, un cuerpo macroscépiedeptomar el movimiento bajo una fuerza no
conservativa, lo que se explica con el movimierdasd cuerpos microscopicos que conforman el medio
que opone resistencia. Ahora bien, si asumimos Igsiecuerpos microscopicos pueden tomar un
movimiento de las mismas caracteristicas, ¢ conexica la transformacion de energia a ese nivel? S
descartamos tal asuncioén, ¢cudl es la justificaggéda hacerlo? Una buena exposicion y discusidagie
diferentes posiciones en torno a este interesaintdgma se encuentra en [Callender 2004].

221 o dice con las siguientes palabras: “in so faitdk presente objecién] preserves the claim that
classical mechanics is reversible, it does soeattist of making heat-conduction, gas-expansiooh tiaa
mixing of liquids reversible as weli.e., it makes all thermodynamical systems fully reude!”
[Hutchison 1993: 315].
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the system would have to evolve reliably from Aoil in timeT. But it cannot do
this, because (by hypothesis) the evolution ofsystem from staté is unreliable.
So the presumption of both time-reversibility amtdterminism leads to a
contradiction [Hutchison 1993: 319].

El argumento es valido y su conclusién parece sen#® pero, cuando realiza la
reduccion al absurdo, se nota que se refiere a&ameepcion de la reversion temporal
distinta a la que arriba se ha escrito. Esta esimmaesicion de Hutchison. Para
aclararlo, sigamos su argumento tomando la evalud@®TRST1. El estado inicial del
sistemaA, corresponde a la infinidad de particulas en repAgpartir de dicho estado,
el sistema puede evolucionar hacia al menos desl@stdiferentes: un&, que es el
reposo, y otra, llamémos(& que se corresponde con el estado final de TRBd@ Esta
maneraB* es el reposo, y la evolucion & a A*, también al reposo, d5 Ahora bien,
si seguimos el argumento de Hutchison, tendremegiquir que el procedono puede
ser revertido: si lo fuera, el sistemacesariamente tendria que evolucionar de A a B
pero esto, por hipotesis, no es asi. Pero conglugr una evolucion® que consiste
simplemente en el reposo constante no es un praegsdido de ninguna manera es
convincente. Es importante notar que lo Unico questra el argumento de Hutchison
es que, stodo proceso reversible es determinista, entonoes proceso indeterminista
es irreversible. Pero suponer que la reversibilidaglica el determinismo, suposicion
de la que depende el argumento, como se acaba rdeewveuna premisa poco
convincente. De hecho, ST1 sugiere la idea coatrgtie la reversibilidad temporal no
necesariamente implica el determinismo.

En una nota critica a Hutchison, Savitt destacaufasicion de éste al distinguir
entre dos concepciones de invariancia ante lasgéretemporal. Una, que dicta que

a theoryT istime reversal invariantunder the following circumstances: a sequence
of states§ — S is dynamically possible (relative to the lawsTofof course) iff
()R — (S)Rin dynamical possible (relative 1. [Savitt 1994: 910];

y otra, que dicta que

a theory,T, istime reversal invariantiff § evolves t0S, according tol, then G)R
must evolve to$)R. [Savitt 1994: 9112

La primera, es equivalente a la de Earman que hesw#o mas arriba. La segunda,
asume (como Hutchison en su argumento), entre obisess, que la reversibilidad de un
proceso implica su determinismo. Savitt apuntaecamente que Hutchison muestra
gue la mecanica clasica no iesariante ante la reversion tempogaly no que no es
invariante ante la reversiéon temposal

¢Por qué preferir lanvariancia ante la reversion tempoga@l EI mismo
Hutchison tiene la respuesta (aunque €l no la @&@@cque se muestra con un sistema
que ofrece y que resulta ser indeterminista. Elefods ejemplar (de aqui en adelante
lo llamaremos HI), asi que citamos por entero antphmiento:

293 por supuesto, Savitt incluye uimevariancia ante la reversiéon tempogakn términos mas generales,
que queda fuera de los puntos en discusién: “Sepiied some set of lawk, are at least a significant
component of a scientific theory, If these laws involve a time parameterthen one can definetame
reversal transformas the mapping t — —t. If the laws,L, are differential equations, then one can say
thatT is time reversal invariantl if and only if eveglgion ofL is mapped to a (not necessarily distinct)
solution ofL under the time reversal transforth[Savitt 1994: 908].
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A particle of mass 1 kg moves in a three-dimendigpace under the action of a
central force, repelling it from the origin withferce equal to 24" newtons when
it is distantr = V(3¢ + y? + Z) metres from the origin. At time 0, it is projedtalong
the x-axis towards the origin with velocity 24 meterstsed, from an initial
distance of 8 meters. Its velocity is imagined regd when it reaches the origin,
and we ask whether classical mechanics will reqthia it return close to its
original starting point. The motion towards thegimiis governed by the differential
equationx” = 24", with initial conditionsx(0) = 8 andx (0) = —24. This non-
linear equation is easy to integrate (begin by iplying both sides by’), and
yields solutionx(t) = 8(1 —t)>. So the particle reaches the origin when 1, and
thenx = 0 =X, so the particle is in equilibrium—stationarytivino force acting
on it [Hutchison 1995b: 230-£{*

Ante esto, concluye que el sistema no puede resertjue no puede adquirir el estado
inicial original:

we can predict the particle to remain stationarthatorigin. But since the particle
is stationary, its state is its own time reversal, the subsequent motion of the
particle—its perpetual rest at the origin—will beettime reversal we are seeking,
so a classical mechanics conceived in terms ofiggedalues fails to impose a
return to the original condition [Hutchison 1992i31].

Pero tras esto, cae en una contradiccion, puesageeajue Hl es indeterminista y que
el sistema, tras el estado de reposo, puede egnhrdnacia cualquier direccion:

the equation of motion [...] has multiple solutioms the initial valuex =x = 0:
this is why the system is non-deterministic. Theigi@ can move away from the
origin in any direction at all [Hutchison 1995b:123

Y precisamente, uno de los infinitos movimiento® quede tomar la particula para
alejarse del origen es el que corresponde corvéagi®n temporal del proceso original.
En términos precisos, el proceso original en desia de Hutchison es una
particula que a un tiempga= 0 parte de la posiciax{O) = 8 con una velocidad(0) = —
24 y una aceleraciéom’’(0) = 48, y que tras seguir la trayectoria qudidan las
ecuacionex(t) = 8(1 —t)°, X (t) = —24(1 —t)* y x"(t) = 48(1 —t), a un tiempd = 1 se
encontrara en la posiciéil) = 0 con una velocidaxi(t) = 0 y una aceleraciéd’(t) =
0, es decir, se encontrara en reposo. Notese qtmayectoria que describen estas
ecuaciones no obedecen al “reposo perpetuo” quehidon presume (y que es, por
supuesto, una evolucion posible aunque no, pdasads intuitiva, la Unica), sino que
predicen que a un tiemgo= 2 la particula se encontrard en la posici®) = —8 con
una velocidad'(2) = —24 y una aceleracion’(2) = —48. Esta misma trayectoria, sélo
gue en sentido contrario, es la que nos indicaelersion temporal. Si tomamos
nuevamente la fuerza del sistema origimdl = 24<"® y la resolvemos bajo las
condiciones de fronterg—1) = 0 yx'(-=1) = 0, es facil ver que podemos obtener como
soluciénx(t) = 8(1 +t)*, que también corresponde a la transformatibr> —t. Esta
solucion nos corrobora que el proceso revertidogae inicialmente esta en reposo y
ninguna fuerza actla sobre él, evoluciona de madmtinta al reposo perpetuo.
Evoluciona en sentido contrario al proceso originamando a un tiempd = 0 la

204 E|l comportamiento de la funcién que describe elimiénto de este sistema es de las mismas
caracteristicas que el comportamiento de la fungidm describe el movimiento en el domo de Norton.
Este Gltimo sistema se tratara en el apartado 5.4.
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posiciénx(0) = 8 con una velocidaxi(0) = 24 y una aceleracién’ (0) = 48. A primera
vista, se podria pensar que esta evolucion va etracde la primera ley de Newton,
pues aparentemente la particula abandona su regposque ninguna fuerza se le
aplique. Esto es incorrecto. La particula no abaadm reposo mientras no se le aplica
una fuerza. Segun la trayectoria revertida, cuande-1 la fuerza es 0, claramente, y
para todd > —1 la fuerza que se le aplica a la particulagre es mayor a cero.

Definitivamente, el proceso original de Hutchisét, si es reversible. Es un
ejemplo diafano para mostrar la falsedad de la sojgm de Hutchison que arriba se
apuntaba, ya que demuestra que los procesos dogersi pueden encontrarse en
sistemas indeterministas y, por ello, constituguavez procesos indeterministas. Por
este motivo, la formulacion deilavariancia ante la reversion tempogads preferible.

Hay una segunda objecion al argumento originaHde&chison (en el que se
ponia un sistema con fuerzas disipativas). ¢ Noipadr que exista una fuerza tal que
imprima en la particula una trayectoria inversaaaque describe el ejemplo de
Hutchison? Intuitivamente, si lo puede hacer. Us@aa que se deja caer en un medio
viscoso (aceite, por ejemplo) tiene cierta traye@iosNo podriamos reproducir la
trayectoria inversa aplicando, por ejemplo, el cammagnético adecuado?
Intuitivamente, es claro que si la podemos repriodtititchison responde a esto que,
en términos matematicos, este tipo de inversioaedactibles pero que, con su debida
interpretacion fisica, deliberadamente se estaalandsalto de un sistema a offdLa
canica cayendo en un medio aceitosoes el mismo sistentpe la canica subiendo
inversamente bajo el efecto de un campo magndiiceegundo sistema no muestra la
irreversibilidad del primer sistema como tal, sieélo la irreversibilidad de las
trayectorias.

El argumento de Hutchison, pues, se dirige en aatgrla reversibilidad de un
sistema entero y concreto, y no en contra de lerséhilidad de un proceso que pudiera
ocurrir en diversos sistemas. Pero es esta Ultyimap otra, la reversibilidad que
precisamente se contempla en la invariancia deyas.

El segundo argumento de Hutchison se fundamenlasemprecisiones que en
algunas ocasiones son utilizadas al trabajar caténiea clasica. El argumento es el
siguiente:

A point particle, under the influence of no forcissprojected at time 0 along tke
axis with a velocityV from positions = 0. After T seconds, this particle will have
positions = VT and velocityV. [...] let us presume the velocity liable to varythim
the rangeV + JV. [...] After time T, the particle’s position will then be somewhere
in the rangeVT £ dV-T, and its velocity will still be in the rangé+ V. We now
reverse the motion of the particle: i.e. we follisvmotion given an initial position
in the rangeVT + AV-T and an initial velocity range\V~+ JdV. Will classical
mechanics show that the particle returns to the tieversal of its original state

295 o dice claramente en la respuesta a la distingi@mhace Savitt: “when he [Savitt] asks whether th
transformation fronB" to AR is possible, he is asking the question: ‘Is tlepellection of forces that can
be applied to the material components of the systexhwill allow this transformation?’ By contrast,
ask a quite different question: ‘Do interactionatthlready act within the system allow it?’ [...] tlgh
Savitt can [...] obtain his reversed motions by nwitihg the magnitudes of the forces unchanged, this
often means that the physical interactions withia teversing systems are radically different frinose

in the forward motions. [...] the reversing procesplysically different from that which undergoes th
forward motion” [Hutchison 1995a: 343-4]. Se apsegdues, que Hutchison no alega un fallo de la
invarianza de las leyes de Newton (que prescindeta chaturaleza de las fuerzas) sino un fallo en la
reversibilidad presente en la ontologia newtonigsta es la observacion que lleva a cabo Callender:
“Hutchison’s real problem is not with the TRI [Timeversal invariance] of classical mechanics, bustm
instead lie with the classical ontology” [Callend€95: 335].
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anothelT seconds later? NO! For all we can predict aboaifpibsition then is that it
will be somewhere in the rang¥{+ V-T) — (V £ MNM)T = £ 2JV-T [Hutchison
1995: 227].

Este argumento contiene una suposicion ambigugppsenta varios inconvenientes.
Concretamente, ¢ qué quiere decir Hutchison cuasgimer que una velocidad eapaz

de variardentro de un rangd = dvV? ¢ Que la velocidad en si no es constante? ¢ Que hay
una incertidumbre en la velocidad, o en el momdata@omo en mecanica cuantica? ¢ 0
gue solo es posible conocer que la velocidad exsactamcuentra dentro de un rango? Si
la velocidad en si no es constante, entonces ex@teleraciones, y no estamos
legitimados, debido al concepto diferencial de exeglion, a hacer el célculo que
Hutchison aqui lleva a cabo, ni siquiera para et@so no revertido. Tendriamos que
conocer la fuerza que hace variar a la velocidatrdele ese rango e integrar la funcion
para asi obtener la posicion final. Por otro lattampoco estamos legitimados a
considerar, en un sistema clasico, una incertidamabmo la que la mecéanica cuantica
postula para el movimiento de las particulas. @meente, Hutchison no hace esto, ya
que en caso de considerar una incertidumbre coroedatica, que vincula el momento
de la particula con su posicion, la posicion nolgendria tras la multiplicacion directa
que él realiza.

La opcidon que nos queda es pensar que la velocidastante y exacta de la
particula se encuentra dentro del raMgh JV. Esto también tiene sus problemas. En
primer lugar, si asumimos un valor We= 0, entonces tenemos que el rango en que se
encuentra la velocidad est® = 0. Por tanto, en un caso en que la particalatiene el
reposo en un mismo punto mientras que, en cualgtiemarco de referencia inercial,
la particula se mueve de un punto preciso a otrguke perfectamente podemos saber
su proceso revertido. Esto tiene una salida f§cigs decir qued no representa un
porcentaje dé&/, sino quex = dV en si es un valor concreto. Es decir, que la \adoc
varia en un rang¥ = o. Esto tiene una consecuencia indeseable, a sglremunca
podriamos conocer 0 con precision o sin casualiggmbr tanto, no ser conscientes de
él) el marco de referencia inercial en el que kiipala se encuentra en reposo.

En cualquier caso, Hutchison comete un error algetrelemental. Cuando un
signo negativo afecta a un término que viene adigaegor los dos signas, éstos se
invierten. O sea, -M* MN)T = -V ¥ V. Por lo tanto, el ultimo calculo algebraico en el
argumento de Hutchison no da como resultadV-T sino precisamente 0. En otras
palabras, el proceso revertido si tiene como pasitinal el punto preciso que tenia
como posicion inicial del proceso original. Estas@tyacion no sélo apunta al rigor
algebraico, sino a un sentido fisico preciso. Le gqui significa la inversién de signos
+ a ¥ es que si la velocidad constante y exacta derté&cpka se encuentra dentro del
intervalo ¥, V + &V), entonces la velocidad revertida forzosamentnsentrara dentro
del intervalo (V¥ — dV, -V), y si la velocidad constante y exacta de la paldi se
encuentra dentro del intervaMd £ dV, V), entonces la velocidad revertida forzosamente
se encontrara dentro del interval®/(—V + V). Eso es lo que fisicamente esperamos,
aungue asumamos un cierto desconocimiento del \eacto de una velocidad
constante.

Ninguno de los argumentos de Hutchison amenaas supertareas newtonianas
presentadas en el capitulo anterior. El Gltimo rmwepnto, como se acaba de mostrar,
radica en un error algebraico que repercute enestido fisico del modelo. El
argumento anterior, que demuestra que todos losepos indeterministas deben de
tener procesos irreversibles, se basa, como hernsts, ¥n una concepcion de la
reversion temporal incoveniente. El primer argurngpbr su parte, es sélo aplicable a
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sistemas que involucran fuerzas no-conservativas, mmguna de las supertareas que
trabajamos aqui involucra fuerzas no-conservativas.

Por otro lado, y en relacion directa con las siépeas que nos ocupan, esta el
argumento de Alper y Bridger. En esencia, es ehmisargumento que Hutchison
brinda para concluir que es imposible revertirreicpso en Hl, sélo que tomando ST1
en consideracion. Ante el estado inicial de TRSque es el reposo de todas las
particulas, Alper y Bridger sostienen que la Gmiealucion posible para dicho sistema
es que éstas continlien en repdéd&esulta muy natural pensar que un sistema aislado
en reposo (que implica que ninguna fuerza extenttuya para cambiar tal estado
estatico) continle en reposo. La respuesta a esteign, dada por Pérez Laraudogoitia,
también se fundamenta en las mismas consideracipreese utilizaron para demostrar
que HI si es reversible: aunque en el momento euelel sistema esta en reposo la
fuerza es nula, en cualquier momento posterioraresariamente es asi:

if we assume thaE(t) = F(-1A) = 0 for allt > —1& (as Alper and Bridger do,
without apparently realising) then the only solatis indeedX(t) = X(-1A) and
V(t) = V(-1A) for all t > —14; but if we assume that, far> —1&, some of the
components oF(t) are non-null (specifically those representingcésr on particles
colliding binarily in a process of self-excitatiotijen the only solution corresponds
to real variable vector function§(t) andV(t) which, fort > —14, are not equal to
X(-1N) andV(-1N) respectively, and whose components vary in aecare with
what is required by this self-excitation. This pb#iy on indeterministic evolution
in classical dynamics [...] is a profound and intérgs consequence of the local
character of differential equations of motion [Réraraudogoitia 1999b: 320-1].

La misma concepcion de la reversion temporal dsistema mecanico de particulas
ayuda a visualizar esta posibilidad. Las fuerzaslvan al reposo total, al invertirse,
seran las fuerzas que lleven al sistema en repts@uato-excitacion. Y toda particula
inicia su movimiento tras la colision con otra parta.

Como comentario final, cabe comentar que todogearedicar que Alper y
Bridger terminan aceptando la reversién temporaladesupertareas en cuestion. En
[Pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper 2002], conticion en la que los autores intentan
terminar la discusion dejando claro las posiciaesoincidencia y discrepancia, no se
discute el punto de la reversion temporal. Séldaentroduccion, hay un vestigio que
hace pensar que Alper y Bridger finalmente concealegptabilidad a la reversion
temporal:

Extrapolating backwards in time, we see that same & earlier that,, the system
was stationary. Thus we have self-excitation; icstary system has spontaneously
evolved into a moving one. In addition, the seléigation can occur at any time so
we have indeterminism [Pérez Laraudogoitia, Bridgaiper 2002: 174].

En la actualidad, pues, no esta en tela de jguelos procesos revertidos de las
supertareas que nNOS ocupan sean procesos posibleseeinica newtoniana. El
consenso, ademas, es amplio. En cualquier casargeimento a favor de la

298| a explicacién que dan es la siguiente: “Let us/meturn to the assumption that the initial state o
TRST1 isX(-1N) = (1/2, 1/4, 1/8, ...) an¥ (-1A) = (0, 0, O, ...) and integrate Newton’s equatiqosrft

= —1Nto t = 0. At the initial time of TRSTX,= —1#, the force on each of the particles is 0. Newton’s
equations of motion for this system of particlesgte of which is initially at rest, hasumiquesolution,
namely the constant solutiof(t) = X(—1A) andV(t) = V(-1A)" [Alper y Bridger 1998: 363].
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reversibilidad de HI aqui presentado, en el que sélinvolucra una particula, ilustra la
legitimidad de aplicar la reversion temporal adapertareas newtonianas en cuestion.

4.2.7 El nimero infinito de particulas

El nimero infinito de particulas involucradas endapertareas expuestas en el apartado
3.2, podria ser otro motivo para dejarlas fuera marco tedrico de la mecanica
newtoniana.

Alper y Bridger reconocen que los sistemas irdmitienen un lugar en la
actividad teérica de la fisica. Por ejemplo, enagicepto de limite termodinamiy.A
pesar de ello, sostienen que éste no es el cadstdmas como ST1:

Supertasks like ST[1] and TRST[1], involving animite number of particles in a
bounded region of space, are different. If they stuelied using a framework in
which Newtonian dynamics is reduced to a localigarby-particle description,

energy fails to be conserved and indeterminacyesgossible. From the point of
view of both the philosophy and practice of scientdee failure of energy

conservation is serious [Bridger y Alper 1999: 333-

Alper y Bridger no dejan completamente claro smeltivo aqui para rechazar ST1 y
TRST1 es el nimero infinito de particulas en umggdrede espacio finita o el fallo del
principio de conservacion de la energia. El restdadseccion donde se encuentra este
fragmento resulta igual de ambigua, pues aunqugute “Modeling infinite bounded
systems”, a continuacion solo hablan de la imporéadel principio de conservacion de
la energia.

En cualquier caso, atendamos por lo pronto a fimidad de particulas, y
dejemos el principio de conservacion para la sectid.9. El problema, entonces radica
en que el nimero infinito de particulas se encaetentro de un espacio fint® Esto
se puede refutar de una manera muy sencilla. YuesSJ1 se puede plantear de tal
manera que cada region finita del espacio contaodmmente un numero finito de

297 | o reconocen con las siguientes palabras: “Daiefisystems, even indeterminate ones, have any
place in physical theorizing? The answer is clegdg. In statistical mechanics, the concept of the
thermodynamic limit, in which the number of parieN and the volume they occupyare both allowed

to go to infinity while keepind\/V constant, is used in the analysis of systems gontpan enormous
(approximately 1¢), but finite, number of molecules [Balescu 1973;7B]" [Bridger y Alper 1999:
333]. En otro lugar, Pérez Laraudogoitia sefial@sosistemas en donde idealizaciones infinitas son
importantes para la actividad tedrica fisica: “Egample, all the known exact solutions for the ¢igna

of the theory of elasticity imply material bodiegended to infinity (something that would probahbve
caused major upsets long after Newton) and the smmers with all the known exact solutions for the
equations of fluid dynamics for the case of theemdl flows (solutions, moreover, that are essktdia
the study of, for example, the lift of aircraftfPérez Laraudogoitia 2005a: 435]. Una contribucide se
ocupa de ilustrar con ejemplos el papel relevaat&ldalizaciones infinitas con una aplicacion daex
sistemas reales —péndulos, cinética quimica deoblgutacion, difusién de particulas en fluidos,
transferencia de calor por conveccion y equilie@onomico— es [Segel 1991].

2% De hecho, segin Alper y Bridger, el concepto detdi termodinamico admite una infinidad de
particulas s6lo porque éstas no se encuentran &mregion finita del espacio. Esto lo explica Pérez
Laraudogoitia con el siguiente argumento: “Sinegigical mechanics is also studied using a franmmkwo
in which Newtonian dynamics is reduced to a locattiple-by-particle description, it is clear thé&by
Alper and Bridger, the reason that infinite systezans be considered in such mechanics lies in ttie fa
that their infinite systems do not occupy a bounagion of space” [Pérez Laraudogoitia 2002b: 159].
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particulag”. El modelo, que aqui llamaremos ST1P, que denauesto es el expuesto
en [Pérez Laraudogoitia 19978y consiste simplemente en considerar las paricula
puntuales de ST1 como esferas, todas ellas conismardiametro, con sus centros
posicionados sobre el ejede tal manera que, inicialmente, la distancia, ideedobre
ese mismo eje, que separa a cada par de particalsgguas, es respectiva y
sucesivamente 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, ...,,1/2 De esta manera, el centro de cada
particula tendra que recorrer la misma distancie ju correspondiente en ST1 para
colisionar con su vecina, y la evolucion entonces»actamente igual que en ST1. Asi,
pues, queda claro como el indeterminismo o la garde la energia no depende de que
la infinidad de particulas de ST1 se encuentrerfiraoias en una region finita del
espacio.

Ahora bien, también debe quedar claro que un ms&ténfinito, incluso
confinado a una region finita de espacio, no inglig presencia de anomalias. Un
ejemplo que pretende mostrar esto con claridad iGambs presentado por Pérez
Laraudogoitia en [Pérez Laraudogoitia, Bridger pe&kl 2002: 180]. EI modelo toma el
nombre de 2D y consta de particulas puntuales dééca&n parejas en el espacio
bidimensional. En el tiempio= 0, cada particulB,,; (N1, 2, 3, 4, ...}) (con etiqueta
impar) se encuentra posicionada en la posiaﬁ;éinﬁ) viajando con una velocidag

= (1, 0), mientras que cada particBla (con etiqueta par) se encuentra en reposo en la
posicion (lﬁ) En la figura 4.1 se representa este estado link& las cosas, a un

tiempot = 1, toda particula impar habra ya impactado epnasrespondiente pareja, y
una supertarea habra sido ejecutada. En todo monesntposible encontrar una
infinidad de regiones finitas, limitadas, de espacjue encierren la totalidad de las
particulas que constituyen esta supertarea.

A primera vista, esta supertarea no presenta af@sna asi es como lo creen
Alper, Bridger y Pérez Laraudogoitia:

Unlike ST[1] and TRST[1], 2D is free of paradoxésth energy and momentum
are conserved, there is no self-excitation, andighes are neither created nor
destroyed [Pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper 2Q181].

Esto no es precisamente asi. Si este proceso amnre tal, la energia se conservara,
pero si habra indeterminismo. Es decir, puedenrio@wentos, en cualquier momento,
gue no estan contemplados en el proceso desciiginamente para 2D, y que
modificarian la evolucion de dicho proceso. ¢ Comesto? Bien, basta percatarse que,
en la condicion inicial de 2D (es decir, en 0), la disposicién de las particulas pares
consiste en una misma alineacion que la de lagcpkas en ST1, so6lo que en direccion
vertical. Y por tanto en cualquier momento puederrcuna auto-excitacion de ellas.
Incluso cuando haya comenzado la supertarea dnggmée descrita para 2D, habra un
subconjunto infinito de particulas pares podriso@axcitarse. También las particulas
impares pueden auto-excitarse. Es facil verlo siaimos un marco de referencia
inercial en el que las particulas impares se erniereen reposo. Las particulas impares

29 En la discusion entablada entre Alper y Bridg@réyez Laraudogoitia, el término “particula” seizil
para referirse tanto a masas puntuales como aaziesiensos: “l use the term ‘particle’ in the same
sense as Alper and Bridger (1998). As is clear ftbair discussion, Alper and Bridger (1998, 3663 us
the term ‘particle’ to refer to both termed poimirticles (of null size) and bodies of finite sike Bridger
and Alper (1999), no changes are introduced in teigard” [Pérez Laraudogoitia 2002b: 169].
Claramente, la variacion de ST1 que a continuasgmexpone en el texto principal, requiere que las
particulas sean cuerpos extensos.

419 Asi como en [Pérez Laraudogoitia 1999a: 138].
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entonces se encuentran en reposo alineadas enagoaal, teniendo asi la posibilidad
de una auto-excitacion como en TRST1. De la mismaaema que en las particulas
pares, las impares tampoco tienen el impedimentautieexcitarse porque el proceso
descrito originalmente haya comenzado. Finalmeniando el proceso original haya
concluido, las particulas pares tendran la alieaoriginal de las impares, y viceversa,
y por tanto, también es posible que entonces ataut-excitaciones.
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Figura 4.1. 2D en su estado inicial {a&= 0). Cada particula con etiqueta impar se diagaisma
velocidad al encuentro de otra particula con etayjpar.

Esto tiene una solucién sencilla, que consistglsgimente en posicionar a las
particulas de tal manera que en ningln momento tblagaalineacion, en un espacio
finito, de un numero infinito de particulas. Poemaplo (lamemos a este modelo
2DM1), pongamos que en el tiempo= 0, cada particula con etiqueta ffar; se
encuentra posicionada en el par de coorden%éﬁ%) viajando con una velocidag

= (1, 0), mientras que cada particula con etigpatd,, se encuentra en reposo en la
posicion (1— T {;T%) Ante esta condicion,ta= 1 una supertarea se habra ejecutado.

2DM1, pues, es una supertarea libre de anonfdfi€Ss conservativa y es
determinista. Y ahora si se puede concluir queeeht de que un sistema infinito se
encuentre confinado a una region de espacio fimates un motivo serio para rechazar
sistemas como ST1. Asi también, 2DM1 sugiere qoenafias como el indeterminismo

211 por supuesto, nunca podemos estar completamegeosede que modelos como éste presenten
anomalias que todavia no hayamos detectado. Equieiataso, con lo que sabemos hasta ahora, es poco
plausible que 2DM1 presente alguna anomalia.
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y la pérdida (o ganancia) de la energia en losme&s$ infinitos es una cuestion sutil y
profunda, y que va mas alla de la propuesta fiaitidna cuestion nada trivial.

En direccion contraria a la inquietud de Alper gdBer que, como ya hemos
visto en la seccién 4.2.3, demandan un andlisisaglloasado en la consideracion de un
infinito actual y no potencial, se encuentra latdbocién de Cooke, que aboga por
descartar los sistemas infinitos, de cualquierigefisica, por el hecho de que asumen
un infinito actual de objetos fisicos, asuncion @std basada en el infinito actual
aceptado en las matematicas. Asi, su contribugiétepde demostrar queerto tipode
infinito actual ocasiona incoherencias cuando $ieap algin modelo fisico:

The intention would be to show thatartain kindof actual infinity was incoherent

in a hypotetical objective universe, but becausahef mathematical nature of
infinity, not because of the nature of any parécudet of physical laws. This is

complicated by the fact that modern real-world jtaidaws assume set-theoretical
mathematics. Within pure mathematics, the distimcbetween potential and actual
has less importance, since a potential existencanigxistence of sorts, whilst
within set theory itself it has none [Cooke 200312, mis cursivas].

Para ello presenta en su argumento un modelo tmfque se encuentra fuera de los
objetivos del presente trabajo, ya que consistenaninfinidad de particulas (esféricas)
gue se acercan desde una infinidad de direccicar@sgplisionar simultaneamente con
una esfera en reposo. Las colisiones son perfentarirelasticas, pues las particulas en
movimiento se incrustan en la esfera en reposom@detampoco esta claro que sea una
supertarea, pues la colisibn mdultiple, al ser siaméla, bien puede considerarse como
un solo evento. En cualquier caso, este modelosnesencial? en el argumento de
Cooke, sino meramente ilustrativo. La esencia dargumento consiste en resaltar que
distintas secuencias infinitas de objetos dan lagdistintos estados, aunque posean la
misma ordinalidad. Acude a la descripcion de la@aja de Ross, y se concentra en los
estados intermedios de los procesos de adicidrstyasgion de las bolas al recipiente.
Mientras el proceso de adicion se esta ejecutaldecipiente gradualmente aumenta
el numero de bolas. En cambio, durante el processustraccion, el recipiente siempre
contiene la misma cantidad de bolak. Ambos procesos los supone de ordinalidad
w3 Ante esto, y refiriéndose al proceso sustractiemienza su argumento:

For this @+ 1)-sequence, however, the intermediate statébeobox (that is, it
containing O, balls, between the initial and final states of @ddl, balls
respectively) are completely different to the imediate states of the box for the (
+ 1)-sequence given by the balls-additions (whiemeanatural numbers of balls in
the box). The only changes to the state of thedrexdue to additions and removals
of single balls, so the appearance of these tweat@mns of intermediate states

%12 Este modelo puede tener cualquier momento tataluo antes de la colisién, punto importante que
Cooke no menciona), ya que se obtiene a partindesuma que esta compuesta de dos series divergente
alternantes. Con esto, Cooke muestra la preseeciadéterminismo en este modelo (véase en [Cooke
2003: 592-3]), para luego sugerir que el probleatica en la cantidad de particulas infinitas, pistas
fisicamente no obedecen ninglin orden y por tantn@uento puede ser cualquiera.

213 A este respecto, Cooke comete un grave errordgcAila secuencia 1, 2, 3, 4, ..., al tener un némer
g de elementos, le atribuye un Gltimo nimEp Y por eso, atribuye al proceso una ordinalidad 1.

Asi lo hace en el pasaje que a continucion seetitel texto principal, y lo explicita cuando habkd
tiempo en que se ejecuta la supertarea: “afteretwie time it took to put the first ball in the bthere
would bell, balls in the box. We would have aw+ 1)-sequence, for the number of balls in the Hox:

2, 3 ...0¢" [Cooke 2003: 595]. Sin embargo, como es bien ca@m la secuencia 1, 2, 3, 4, carece de

un dltimo elemento, aunque su cardinalidad$gay por tanto su ordinalidad es
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(with each element of one collection separatedlpyalls from those of the other)
may be dueo having allowed that the endless sequenceslishdditions and ball-
removals could be completed, as would not be plassibthere were indeed a
distinction between actual and potential infinitiddow these sequences have
different intermediate states is reminiscent of lemery single natural number is in
the first (no more than) 0% of their totality, ineir natural ordering. Whilst that
property is a reasonable one for a potential ityfi(of an endless sequencit)can
seem less plausiblas one possessed by any actual collection of b[€@ooke
2003: 595-6, mis cursivasf!

Se aprecia que su argumento carece de rigor. Tlanss@iere que la diferencia de
estadospuede deberse al hecho de haber permitido que los precedgmitos se
completen, y qupuede parecemenos plausible que en una coleccion de objetoglac
cualquier elemento pertenezca al primer 0% detslidad. De esta manera, Cooke sélo
muestra la diferencia de los estados del recipiemecada proceso, mas no la
incoherencia que defiende que ocasiona un infattaal de objetos.

De hecho, visto desde un punto de vista fisicod@sr, acudiendo a alguna
teoria que nos ayude a estudiar este procesa@siados de ambos procesos son mucho
menos incoherentes de lo que Cooke los exhibe. 2DMinodificacion de 2D que
lineas arriba acabamos de exponer, nos ayudararaetda cuestion. Supongamos que
el recipiente es la region del espacio bidimensimpaomprendida pox> 1y 0 <y <
1, y que las particulas pares son las bolas quemnps meter al recipiente. Vista desde
esta perspectiva, 2DM1 es un modelo perfecto pata groceso. La infinidad de
particulas entra al recipiente en un tiempo fifiot = 1). Ahora bien, un proceso de
substraccion es el inverso al de adicion, y el ggocinverso que fisicamente le
corresponde a 2DM1 es su reversion temporal. Hete tuna ordinalidadw, y
claramente asigna al recipiente un estado inteonachrde con su estadio intermedio
en el proceso de adicion: un numero finito de palds gradualmente disminuyendo,
para el caso sustractivo, y un numero finito deipalas gradualmente aumentando para
el aditivo. Por tanto, la incoherencia que Cookeuentra se debe a que atribuye como
proceso inverso un proceso que, al menos fisicaneatse corresponde con el proceso
inverso de mayor naturalidad.

Cooke es consciente del proceso con ordinaliddd pero lo rechaza,
nuevamente, con una simple sugerencia y no congumanto:

One could argue that thef-sequence was not implausible (and so could ndhee
root cause of the other paradoxes) because i¢#s that, say, at any time when we
have already begun to take a step, we have alreamlyed [1, points. But
conversely, if the root cause of these paradoxee wmeeed the ancient distinction
between potential en actual infinities, then thager assumption would itself be
invalid [Cooke 2003: 597].

Si, si la distincién entre infinito actual y potaicfuera la raiz de estas paradojas,
entonces la asuncion de que hemos atraveSadpuntos seria invalida. Pero ni los
procesos incoherentes para una misma cardinalided paradojas (son contra-

24 Hasta donde alcanzo a entender, en este fragrastitda idea central del argumento de Cooke. Esto
podria no ser asi, pues el articulo es bastantea@s&unque su tesis es clara y simple, durante &d
hilo conductor de su articulo no logro encontran completa certeza cual es el argumento. Una y otra
vez profiere sugerencias, invitaciones hacia lamaisnclinacién, pero en ningun lugar un argumento
trenzado, claro y contundente.
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intuiciones), ni Cooke demuestra que la distinaédrire infinito potencial e infinito
actual sea la raiz del problema.

Un modelo como 2DM1, muestra rotundamente quenghito actual de
particulas en algin universo fisico (newtonianoegte casé}® no necesariamente es
problematico. Efectivamente, sistemas como ST1, STXST3, no presentarian
anomalias en caso de ser sistemas finitos; lo geendica que el numero infinito de
particulas es una condicién necesaria, pero noisnfe, para que aparezcan algunas de
estas anomalias. EI nimero infinito de particutasire sistema, entonces, no es ningan
fundamento para excluir las supertareas que tratatabmarco tedrico que constituye
la mecéanica newtoniana.

4.2.8 La falta de gravitacion

Hasta la fecha, nadie ha objetado que las supastajee aqui nos ocupan no son
newtonianas porque en ellas no se considera ebefeavitatorio entre las particulas.
Incluso Alper y Bridger reconocen que, dentro deuaiverso newtoniano, esto no
constituye ningun problema. Dan la siguiente exgiian:

The supertasks also neglect the mutual gravitdtiatteaction of the particles. In

Newtonian physics, it is legitimate to “turn offié gravitational force describing
the attraction between two gravitational masseaum this force is independent of
the laws of motion which describe the motion ofriia masses [Alper y Bridger

1998: 368].

En otras palabras, en mecanica newtoniana, unrsistgie no considera los efectos
gravitatorios es un sistema distinto a uno queoskidera las interacciones de tipo
gravitatorio entre las particulas. De la misma mamgie es distinto de un sistema que
toma en cuenta la resistencia que opone el meda gene se mueven las particulas, o
de otro que contempla las cargas eléctricas dedegculas, o de otro que considera
todas estas cosas a la Y&zSin duda, el Gltimo es un sistema mas adecuad® par
describir la realidadyero, como filosofos de la ciencia, éste no es agastro interés.
Como se ha comentado desde la introduccion, nuesteyés es conocer las
caracteristicas del conjunto de ideas que constituia teoria llamada mecanica
newtoniana, bajo la estrategia de estudiar algutedos sistemas que esta teoria
contempla. El caso de los sistemas con gravita@dngue es de gran interés, se
encuentra fuera de los objetivos del presentejtvaba

15 Se pueden disefiar modelos, variaciones de 2DMa,cpee esto también sea cierto tanto en relatividad
especial como general. Basta con disminuir la rgessdual y apropiadamente a cada pareja de pagticula
y considerar que la velocidad de las particulasgpan su condicion inicial no excedan la velocideda

luz.

1% Como ya se establecié en el capitulo anteriorsistemas que incluyen los efectos de la gravitacio
estan fuera de los objetivos de este trabajo. Releelar claro, de todos modos, que un sistema con
interacciones de tipo gravitatorio en si no es umdggarantia para erradicar anomalias. En [Pérez
Laraudogoitia 2003], por ejemplo, se presenta atesia newtoniano en el que sélo hay interacciones
gravitatorias y que resulta ser indeterminista.rPam, Atkinson [2008: 7-10] ofrece una supertarea
relativista que presenta indetermismo y pérdiddadenergia y que es practicamente insensible a la
consideracion de las fuerzas gravitatorias.
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4.2.9 El fallo de la conservacion de la energia

Por ualtimo, consideremos la objecidbn que consisteapreciar que los principios
conservativos son principios constitutivos de laaméca newtoniana. En esta posicion,
McAllister, por ejemplo, afirma que supertareas cdfT1 no son newtonianas ya que
“the principle of conservation of momentum or oeggy [...] can properly be claimed
to form part of the laws of Newtonian physics” [Mtster 2004: 192-3]. Mas fuerte
aun es la posicion de Alper y Bridger, que encaenél cumplimiento del principio de
conservacion de la energia en todo sistema fisico:

No physical system, when analyzed using the apiat@ptheory, be it classical,
relativistic, or quantum mechanics, has been fouadviolate the law of

conservation of energy. The first law of thermodyies, which states that the
energy of an isolated system cannot change, isressto hold without exception
[Alper, Bridger, Earman y Norton 2000: 287].

Este pasaje sefiala un punto importante: la consérvde la energia no es en origen un
principio aportado por la mecénica, sino por lantetinamica. En este caso, la idea de
energia que se tiene en termodinamica se introgll@anecanica clasica. Anadir ideas
nuevas a las teorias no siempre es una acciotintagiRecordemos que la mecéanica
newtoniana contemporanea no es la misma en nueditassque en los tiempos de
Newton. Secciones atras ya hemos visto como esefjwdncepto de masa se ha
modificado sustancialmente, y como es que se hesdircido constructos matematicos
contemporaneos con el fin de modelar una colisidtantanea. ¢No se ha afadido, con
este mismo espiritu, el principio de la conservadi@ la energia? La actitud y la
practica cientifica habitual contemporanea tienalelar una respuesta afirmativa a esta
pregunta. Esta tendencia, sin embargo, no reduamralepto de energia a energia
mecanica (cinética mas potencial), sino que lceaxgl a otros tipos de energia. Symon,
por ejemplo, reconoce:

The conservation laws are in a sense not lawd, didl postulates which we insist
must hold in any physical theory. If, for examgdlar, moving charged particles, we
find that the total energy, defined &s« V), is not constant, we do not abandon the
law, but change its meaning by redefining energndtude electromagnetic energy
in such a way as to preserve the law. [...] The amagien of this quantities is then
not a physical fact, but a consequence of our getation to define them in this
way [Symon 1971: 172].

La sola conservacion de la energia mecanica esgdeaague —todo parece indicar— fue
concebida en primer lugar por Leibniz. Aunque dstanulacion primitiva de la
conservacion de la energia se cumple en la maglerlas sistemas mecanicos, es bien
conocido que es un principio falso. En él sélo sasieran lo que ahora llamamos
energia potencial y energia cinéticaLos sistemas que incluyen fuerzas de friccién en

21" Truesdell menciona los términos precisos de estauflacion: “Leibniz [...] introduced the concepts
of live forceanddead force The dead force is only the old force of positikmown to the schoolmen and
nowadays called potential energy, but the live doisc mass times velocity squared, twice what is now
called kinetic energy. Leibniz asserted that thes lof dead force resulted in corresponding gailivef
force” [Truesdell 1968: 105-6]. Aunque hay consessbre la originalidad de la idea de Leibniz, no
resulta claro cuando se comenzd a utilizar el téorteénergia’. Por ejemplo, Von Laue expresa: “Lé&bn
(1646-1716) was the first to devote his attentmthe product of mass and squared velocitsf. [...]
Johannes Bernoulli (1667-1748) gave us the expmessnergy, but this name did not gain the upper
hand until later” [Von Laue 1949: 506-7]; mientge, recientemente, Miller afirma: “The word energy
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oposicion al movimiento de un cuerpo, por ejemplogue no hemos dejado de
clasificar como newtonianos, claramente no cumglste principid'® De la misma
manera, muchas de las supertareas newtonianasggilestamos tratando tampoco
cumplen este principio primitivo. Asi las cosasclestion que ahora nos incumbe es:
¢cumplen nuestros sistemas newtonianos —las stgartaewtonianas— el principio de
la conservacion de la energia en un sentido comtempo, es decir, donde la idea de
energia no se reduce a la idea de energia mecghcajué Atkinson, Earman, Norton
y Pérez Laraudogoitia sostienen que la conservatgda energia falld?

Como acabamos de decir, los sistemas mecéanicosueoras de friccion si
cumplen el principio de la conservacion de la ei@eeg un sentido contemporaneo, ya
gue la energia mecanica perdida por el sistemagsférma en energia térmica, de tal
manera que la suma entre los tres tipos de engigigtica, potencial y térmica) es la
misma en todo momento. Aqui, el concepto iniciaédergia, que se limitaba a energia
mecanica (cinética y potencial) ha sido extendidwidh otros tipos de energia
(concretamente, en térmica). No podemos afirmamiemo para las supertareas no
conservativas que aqui nos ocupan. El argumenttoqueestra es simple. Es claro que
en las supertareas newtonianas la energia medgniezen realidad solo es cinética, al
menos en todos los instantes en que las partioglasstan colisionando) se pierde.
Bien, si el principio de conservacion se cumpldpreces dicha energia perdida debe
transformarse en otro tipo de energia. ¢ En quédgpenergia se transforma? No hay
teoria que posea y que explique un tipo de enegdasatisfaga tal pérdida, asi que no
podemos decir en qué energia se transforma. Y ragenb especifiquemos la energia
en que se transforma, no tendremos un conceptondegia lo suficientemente
extendido y rico para que satisfaga el principiocdaservacion. No podemos, por lo
pronto, hablar de una conservacion de la energiai(@o de cual?) en las supertareas
newtonianas no conservativas.

is a technical term invented by Thomas Young (1Z829). [...] Young used it as a convenient
abbreviation for the sum of kinetic energy and gedional potential energy of a mass and the aasti
energy of a spring to which the mass may be attidihiller 2007: 9].

218 A partir de las leyes de Newton, sélo se puedensstla conservacion de la energia (cinética +
potencial) para sistemas en los que, precisamsate, intervienen fuerzas conservativas. Véase, por
ejemplo, [Arya 1998: 45], [Davies 1986: 34] o [KlbH985: 39].

219 Atkinson precisamente estudia este aspecto deufsartareas. Refiriéndose a supertareas como ST1,
gque se encuentran confinadas a un espacio fiffitmaaque “inclassical mechanicthe total momentum

is necessarily conserved, but energy can be legpefiling on the specific model for the masses)”
[Atkinson 2007: 171]. La posiciéon de Earman y Nartambién es clara: “Adding extra conditions such
as energy conservation is not uninteresting. Buhas constitutive of Newtonian systems” [Alper,
Bridger, Earman y Norton 2000: 285]; asi como |&Pdeez Laraudogoitia: “if the law of conservatidn o
energy is a consequence of Newton’s laws and th@seare not violated in ST1, how it is that eneigy

not conserved in ST1? However, there is no cordtiadi; what we have is a contraintuition. The
conservation of energy is deduced from Newton'sslanly for finite systems, and what ST1 shows is
that what is valid for finite systems is not alwasaid for infinite systems” [Pérez Laraudogoiti@9Bb:

318].

220 Se podria sefialar aqui que no existe tal conaapiquecido de energia simplemente porque no hay
otra teoria que se ocupe de otro tipo de energialay vez brinde un sentido fisico preciso para los
sistemas en cuestion, por el hecho de que talemmsis no representan ningln suceso fisico de la
realidad. A esto hay que contestar que el hechgudehasta el dia de hoy no hayamos encontrado una
aplicacion para nuestros sistemas, no implica queeanse encuentre alguna. Recordemos el caso de los
espacios de Riemann, que inicialmente se veian emaanera abstraccion, y que ahora un caso especial
es el que mejor describe el espacio-tiempo queddrabs. Por otro lado, [Atkinson 2009: 14] sugieve g

las supertareas newtonianas que terminan con waparticulas en reposo relativo podrian ser un
modelo de colisiones perfectamente inelasticagjue convertiria a la energia mecanica perdida en
energia térmica.
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Se puede objetar que el principio de la consetwade la energia (bajo el
concepto actual y extendido de energia) se tiere agunplir siempre en mecanica
clasica y que, por lo tanto, sistemas como ST1 dASBon simplemente no
newtonianos. Pero como en seguida se mostrard @msel siguiente parrafo) existe
una infinidad de supertareas newtonianas, que wnarsente semejantes a ST1, y que
son conservativas, lo que sugiere con fuerza qegdmsion de ST1 o de ST1A por el
s6lo hecho de no ser conservativa es completanaehteoc Ademas, y todavia mas
importante, la aceptacion del principio de la coveedn de la energia (bajo el
concepto extendido de energia) ha ganado amplpaaién en la comunidad cientifica
para ser aplicado en las diversas de teorias digitacias a la extension y
enriguecimiento del concepto de energia y no gsaeida exclusion de sistemas no
conservativos bajo un concepto limitadnte la pérdida de la energia mecéanica en los
sistemas con fuerzas de friccién, no fueron eligsadichos sistemas, sino que fue
extendido el concepto de energia. ¢ Por qué halsidmexcluir a sistemas como ST1,
sistemas genuinamente mecanicos que cumplen ekisapente los principios
newtonianos qugobiernan el movimientde los cuerpos, en vez de extender todavia
mas la idea de energia? Como el desarrollo deateodnlleva siempre la creacion de
ideas, es claro que la extension del concepto dgines la opcidn mas interesante, la
mas enriquecedora; la eliminacion de sistemas ®iioes mas bien la eliminacion de
un desaffo, la eliminacién de una oportunidad pagar a ideas nuevas:

Las supertareas newtonianas conservativas a éasapireferimos en el parrafo
anterior son las incluidas en una generalizaci@ligumaremos GSTC. Se basa en una
variacion muy simple de ST1. Su planteamiento emit¥s precisos es el siguiente.
Inicialmente, digamos en un tiempo= 0, toda particuld@, (nCHO, 1, 2, 3, ...}) se
encuentra en la posicién= 1 — 1/2, en un marco de referencia inercial en el questoda
las particulas®, conn > 0 se encuentran en reposo, mientras Ryigiaja con una
velocidadvy” hacia la derecha. La Unica diferencia sustamcal ST1 es que la masa

my+1 de cada particul®,.; guarda una relaciém=%< 1 con la masan, de su

particula contiguaP,. Por tanto, la masa totafr del sistema es finita, y se puede
expresar coma = my/(1—u).%%

Ante este estado inicial, la particlPg que viaja convy” colisionara con la
particulaP; que se encuentra en reposo, tras lo Pygalontinuara su movimiento con
una velocidads,™™ mientras qud®; lo hara con una velocidad™. Un poco después, la
particulaP, que viaja corv,” colisionara con la particuR que se encuentra en reposo,
tras lo cuaP; continuara su movimiento con una velocidad mientras qué; lo hara
con una velocidag,’. En general, ocurrira una sucesion de colisialeetal manera que
la particulaP, que viaja conv,” colisionara con la particuld,.; que se encuentra en
reposo, tras lo cud, continuara su movimiento con una velocidgd mientras que
Pn+1 10 hara con una velocidag:; . La sucesion de colisiones naturalmente ocuasia
pues, como se puede ver intuitivamente a partiadelacion de masas, la velocidad
final de la particul@n.1, Vo+1 ~, Siempre es mayor que la velocidad final deddipula
Pn, Vn', ¥ por tantadP, solamente colisiona una Unica vez &m. Habiendo visto esto,
es facil percatarse también de que la supertarepesata, pues en un instante posterior
at = 0, después de que transcurra un lapso de tiéimjpm P, se encontrara viajando

221 Un recorrido histérico de la gradual extensién amicepto de energia puede encontrarse en [Miiller
2007: 9-46].

222 Concretamente, el modelo cen= % ya es presentado por Atkinson [2008: 6-7] y Pérez
Laraudogoitia [2007a: 26].
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convy~ en el puntox = 1, y la sucesion de colisiones debié haber yallsado al resto
de particulas hacia la regia 1 del ejex.

En términos precisos, de cada colision eRftegue inicialmente viaja cow,’, y
Pn+1, que inicialmente se encuentra en reposo, la ceesén de la energia y el
momento lineal nos indican que

v, = 14 v, (4.1)
1+ u
y que
V, '—Lv : 4.2)
n+l 1+ILI
Por recursividad, a partir de (4.2) podemos obtguoer
(1Y
A —(mJ Vv, . 4.3)

gue es la velocidad con la que cada particula avenel reposo tras su primera colisién
(a excepcidon dey, que inicialmente ya viaja cog’, aunque también se puede suponer,
mas no es ninguna necesidad, que su velocidadlifil obtenida por una colisién con
alguna particula que no forma parte del sistema ghera modelamos). Asi,
sustituyendo (4.3) en (4.1), se obtiene la velatfitzal de cada particula:
n
v = 2"(1- 'ﬁQVo _ a0
@+ 4)

Con (4.4) se puede verificar qb‘f(ﬁ— =14, Y por tanto que la velocidad final &e., es

mayor que la velocidad final d&, (tal como intuitivamente ya se habia visto). Ahora
bien, la ejecucion de la supertarea terminara auaada particul®, haya recorrido el
espacio que la separa de la particula configua y que es\x, = 1/2"**. Este espacio es
recorrido con la velocidad,”. Sabiendo esto, junto con (4.3), podemos salbelpién
gue la supertarea termina en el instante de tiempo
Z; Vi’ R u)v
Es claro, pues, que se ejecuta con éxito una suipart
Por otro lado, el momento lineal inicial clarameerntene dado pomyv,. Con
(4.4), se obtiene que el momento final es igual:
n

P ZWV - (1 /'l)lTb 0 Z (1ilzl)n+1

Lo mismo se puede deC|r de la energia, que erstlnte inicial es} MmoVo 2, mientras
que al final de la supertarea es

n

MVo -

=] 2n n

_13 a1 2 2 27t 1 2
Ef zgrnnvn 2 (1 ,U) rr]OVO ; (1+Iu)2n+2 anvo
Todos los procesos descritos por GSTC, pues, o@rsta energia. Por ello, son
ejemplos que desacreditan el rechazo de supertacgas ST1A basado en el solo
hecho de que presentan un fallo en la energiaicanddejan, ademas, algo claro que
nos sera util en los préximos capitulos: el sinfideho de que el sistema sea infinito y
gue en el proceso no haya una ultima colision,arorazones suficientes para que el
proceso presente un fallo de la conservacion dadagia cinética.
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4.3 Requisitos para que una supertarea sea newtonie

Dentro de los objetivos de este capitulo nos prigmos encontrar una respuesta a las
siguientes preguntas: ¢ Qué principios debe cumplsistema para poder considerarlo
newtoniano? ¢Qué conceptos constituyen a un sistemdoniano? No daré una
respuesta definitiva, por el simple hecho de qumeg probable que nunca exista una
respuesta tal. Hoy en dia, en que la mecanica newit® no es la teoria con el mayor
prestigio en cuanto a descripcion y prediccionudgverso que habitamos, la cuestién
de qué principios, qué conceptos y qué construetdscos constituyen un universo
newtoniano termina siendo una cuestion de consemse la comunidad cientifica. En
el recorrido realizado en el capitulo, hemos visfono algunos conceptos se han
modificado en el transcurso del tiempo. En congremos visto que el concepto de
masa ahora es completamente distinto al concemceljmismo Newton definio; con
ello, se ha visto conveniente modificar el pringigle conservacién de la masa.
También hemos visto que el utillaje matematico paoaelar una colision instantanea
es un desarrollo que no se llevd a cabo hastaglel @inte. Asimismo, se vio que hay
una tendencia a introducir a la mecanica newtonfahigual que al resto de las teorias
fisicas modernas) un principio originalmente ajenella, a saber, el principio de la
conservacion de la energia, principio que la teim@dica lo plantea como su primera
ley; esta introduccion conlleva una ampliacion a®@cepto de energia que va mas alla
de la energia meramente mecanica. Hemos vistoaquel@oncepto actual de energia,
el principio no se cumple todavia en algunos siatemmecanicos newtonianos. En
suma, nada nos asegura que la mecanica newtorvasigan modificando en el futuro
ciertos conceptos o que no prefiera nuevas hermdasiepara su modelizacion e
interpretacion del mundo. Incluso ante estos casylse le seguira llamando mecéanica
newtonian&??

Hestenes [1986: 582-9], quien también reconoca #sinsformacion de la
teoria®** se atreve a enunciar una serie de principios itoteds de la mecanica
newtoniana. En primer lugar, enuncia una ley cere describe la estructura de los
conceptos del espacio y el tiempo, asi como sasiogles. Asi, la ley cero incluye

a) la ley de orden espacial, que no es mas quesgdaciicacion de la
estructura matematica de un espacio tridimensi@@lR®) y su debida
interpretacion fisica,

b) la ley de orden temporal,

c) la ley de continuidad para las trayectorias y

d) la ley de simultaneidad, que no se refiere aitaultaneidad de los
eventos, sino que postula que para cada instamt@ particula se
encuentra en una Unica posicion.

23 Mas alla de esta reflexion, una actitud de resbaaa la especificacion tajante de los sistemas qu
son newtonianos es la de Malament. Discutiendoosiadde Norton —modelo que se presentara en el
apartado 5.4— responde a la siguiente cuestiorNélstonian particle mechanics a deterministic ti@or
[...] My answer is: “It depends”. It depends on whkatnts as a proper “Newtonian system”, and that is
not entirely clear (at least not to me)” [Malam&008: 799].

224 Dicho reconocimiento se aprecia en las siguiep@sbras: “Newton’s original formulation of
mechanics [...] is not entirely satisfactory for sedegeasons. First, it is incomplete in the sehst hot

all major assumptions of the theory are explicigpelled out. Second, in the last century Newtonian
theory has undergone profound modifications anceresibns which should be taken into account”
[Hestenes 1986: 574].
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Englobando todas estas leyes, Hestenes enunew ¢eilo de la siguiente manetado
objeto tiene una historia continua en el espacielytiempo™® En segundo lugar,
enuncia las leyes de la mecénica en las que, cab®easperarse, se incluyen

e), ), g)) las tres leyes de Newton.

Junto con éstas, también enumera

h) la ley de superposicidon, que dice que cuandavdwerzas actiuan sobre
un cuerpo, hay una fuerza resultante que es la sectarial de todas
ellas y que produce el mismo efecto,

i) la ley de absoluta simultaneidad (esta si, Bereea la simultaneidad entre
dos eventos, tal como se ha enunciado en el apattay

j) el principio de interaccion local y

k) el principio de relatividad de Galileo.

Estoy fundamentalmente de acuerdo con Hestenegb$tante, el recorrido que
se ha hecho en este capitulo sugiere la conveaigiafiadir algunos principios a
éstos. Me atrevo a afiadir, pues, dos principios mas

) el principio de la conservacion de la masa (aqoele la materia), tal como
se postuld en la seccién 4.2.1,

m) el principio de impenetrabilidad, que es fundatakpara el estudio de
las colisiones y que enuncia que varios cuerpospueden ocupar
simultdneamente una misma region del espacio.

Ademas de las razones dadas en la seccidén 4. 2ahpancluir el principio de
conservacion de la energia, debe notarse aquiogies tos principios o leyes, de a) a
m), contribuyen directamente en el movimiento de ¢merpos o particulas. ¢Qué
tendria que hacer entre ellos un principio de laseovacion de la energia, cuando la
mecanica newtoniana no es una teoria que se oeupaedergia sino del movimiento, y
cuando el concepto extendido de energia —esta ianexgtendida es la que
supuestamente se conservaria— no contribuye en aada caracterizacion del
movimiento? De afadir el principio de la consergadie la energia (bajo el concepto
actual mas extendido) estariamos adoptando unrigritee exclusion de sistemas
mecanicos no conservativos (como ST1 o ST1A), ywm@rincipio que nos ayude y
enriquezca en la comprension del movimiento.

Con todo esto, ya podemos responder a otra pregue planteamos al inicio
del capitulo: ¢ Son el determinismo y la conservadi la energia consecuencias de las
leyes de Newton? La respuesta definitiva es lathegeSe vio también en la seccidn
4.2.6 que hay sistemas que, bajo las leyes de Mewtimuieren estados que admiten
mas de una evolucién futura, y no necesariamemtesistemas infinitos. Las leyes de
Newton solas, pues, no garantizan ni el determimiaimia conservacién de la energia
para todos los sistemas.

Finalmente, la pregunta que mas nos interesa g§ohn ST1, ST2, ST3 modelos
genuinamente newtonianos? La respuesta es afiam#&iNo largo del capitulo hemos
visto argumentos que amenazan el caracter newtordanestas supertareas. Se ha
mostrado, en cada uno de los casos, que las s@asrtsalen a salvo de las supuestas
amenazas. Ciertamente, vimos que hay algunos aspatwlientes, como puede ser el
problema que plantea los cuerpos en contacto,tperbién vimos que estas cuestiones
no son exclusivas de las supertareas que aquhoosiben, sino de una gran cantidad
de sistemas que sin chistar se asumen como newtsni&T1, ST2 y ST3 también
cumplen cada una de los principios a)-m). Por taotapodemos estar seguros de que
las supertareas que consisten en la sucesiontantiei colisiones elasticas con las que

225 Confrontese en [Hestenes 1986: 586].
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en adelante trabajaremos son sistemas newtoni&uwosaracter indeterminista y no
conservativo, por supuesto, es sumamente intrigatiay que aceptar, no es el caracter
habitual de un sistema newtoniano. En los proximegsitulos se profundizara en la
comprension de estas dos anomalias.
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TERCERA PARTE

ANOMALIAS EN SUPERTAREAS NEWTONIANAS:
EL INDETERMINISMO Y EL FALLO DE LA
CONSERVACION DE LA ENERGIA



5. Las fuentes del indeterminismo en
supertareas newtonianas

And much harder is to suppose that all the pagiglean
infinite space should be so accurately poised aneng
another as to stand still in a perfect equilibriufar |
reckon this as hard as to make not one needleharilan
infinite number of them (so many as there are gadiin
an infinite space) stand accurately poised upom foints.
Yet | grant it possible, at least by a divine pawend if
they were once so placed | agree with you that theyld
continue in that posture without motion for evetlass put
into new motion by the same power.

Isaac NewtonSecond Letter to Bentley

El problema que se abordara en este capitulo essengillo de plantear: ¢ por qué
supertareas como ST1, ST2 o ST3 son indetermifig@ual es el motivo, la fuente
por la cual estos sistemas muestran un comportémiedeterminista? La basqueda y
el andlisis que se hara aqui de las fuentes deldndinismo en estos sistemas tiene dos
pretensiones. La primera es la generalidad; es,dp@ todas las supertareas —asi como
el resto de sistemas— que presenten tales fueatéa sambién indeterministas. La
segunda es la satisfaccion intuitiva; es decir,lgdeente que genera el indeterminismo
esté planteada de tal manera que nos muestrenseieg y asveamospor qué tales
sistemas son indeterministas.

El capitulo se estructura de la siguiente martemgprimer lugar, en el apartado
5.1, precisaremos la idea de determinismo con éaagui trabajaremos, y aclararemos
el sentido de concebir el determinismo como ungipdad de una teoria fisica (en
concreto, de la mecanica clasica). En segundo,legael apartado 5.2, analizaremos la
primera clasificacion hecha para comprender elterdgnismo en supertareas como
ST1y ST3: supertareas que dependen de la falia mite superior en las velocidades
y supertareas que dependen de un limite superi@l espacio entre las particulas.
Dejaremos claro que la clasificacion hasta ahorapymsta de las supertareas
indeterministas no es excluyente, y que, de hechbaa supertareas, ST1 y ST3,
dependen de un limite superior en la distancieedag particulas. En tercer lugar, en el
apartado 5.3, defenderé que la fuente del indeté&smo generado por supertareas
como ST2 y ST3 es la trayectoria que ocasiona sap#icion de al menos una
particula. En cuarto lugar, en el apartado 5.4fseera una explicacion de por qué es
posible que el indeterminismo se presente en sisteafiertos (en concreto, con
cadenas causales abiertas), sistemas como lagasapsercon las que trabajamos. En
quinto lugar, en el apartado 5.5, se tratara cendenlas fuentes del indeterminismo en
supertareas como ST1: el reposo relativo de t@tapdrticulas como estado final de la
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supertarea. A partir de dicha fuente, en la secddb.l, se presentara una
generalizacion, que llamaremosG de supertareas newtonianas bajo una relacion de
masas constante entre las particulas contiguasla Bseccién 5.5.2, se pondra de
manifiesto que entre los sistemas que incluypl Ge encuentran dos hechos
interesantes: el indeterminismo bajo reposo redasv punto de acumulacion (y sin
desapariciones de particulas), y las auto-excii@sioexpansivas. Finalmente, en la
seccion 5.5.3, se mostrara que ciertos sistemasapaentemente son causalmente
desconectados, resultan no serlo bgjd.G

5.1. El determinismo fisico laplaciano: una precisin

A lo largo de todo el presente trabajo, al habi&rdgterminismo nos estamos refiriendo
a la idea mas elemental, tradicional, y a la ves reatrictiva del determinismo. Es la
idea de que absolutamente todos los sucesos quemae encuentran determinados,
de que, a pesar de las apariencias de libertadamelgcia, ningln suceso pudo haber
sido cambiado ni podra serlo. ¢Quién o qué determifija tal historia? Visto desde un
punto de vista teoldgico, un Dios 0 unos diosesyaeesariamente todopoderosos, pero
lo suficientemente poderosos para tener el coabsbluto de su propia creacién. Visto
desde un punto de vista meramente natural, somey&s de la naturaleza las que
determinan la historia fij&° Al ser aqui la filosofia de la fisica la disciglibajo la cual
trabajamos, este Ultimo es el punto de vista qué s& adoptara: las leyes de la fisica
son las que determinan una historia fija.

Dicho brevemente, y prescindiendo todavia de lstencia de leyes, un sistema
fisico determinista es aquel que presenta y som@ypresentar una unica evolucion
(una Unica sucesion de estados) a lo largo de #@diiempo. En términos mas
detallados, si en un momerttoun sistemés presenta un estado concré&ip entonces a
dicho sistema le corresponde una Unica historiareten hacia el pasadry (la sucesion
de estados anterioresoy una unica historia concreta hacia el futggla sucesion de
estados posteriores tg). Como esto también se aplica al est&gajue el sistema
presenta en cada uno de los momenhtgse pertenecen a la historia pasBdy a la
historia futuraF,, es claro que a su vez el estdgjolnicamente se presenta ante una
historia pasadB y ante una historia futuig.?*’

Esto quiere decir que, en caso de que el determinisea verdadero en el
mundo fisico real, y de que tal mundo en verdad gsbernado por leyes, todo lo que
ocurra en una historia fisica estuvo, estd, y @stampletamente determinado por
dichas leyes. Aquel, pues, que conozca la deséripgpmpleta del estado del mundo
real en algin momento, asi como todas las leyedajgebiernan, tendraccesoal
conocimiento preciso y completo del pasado y delréudel mundo re&f® Esta idea,

226 por *historia’ entiendo simplemente la sucesid@m(an orden continuo) de los estados de un mundo.
22 Nétese que la explicacion de este parrafo no mmeadodavia las leyes de la fisica. Efectivamanie,
mundo determinado no necesariamente estd determnp@dieyes. No obstante, la interpretacion fisica
considera que son las leyes (y no un mero capdeha naturaleza) las que fijan la historia de wmdo
concreto, si es que lo fijan. Schaffer ofrece ur@lieacion mas directa basandose en la misma mwa,
afladiendo la influencia de las leyes: “a worldegedministic iff its total occurrent history is & by its
occurrent state at any time plus its laws” [Scha2f@07: 114].

228 Esto no significa que el determinismo sea lo misme la predecibilidad. El determinismo ontolégico
del mundo no implica el conocimiento total de Isttiia de tal mundo. Sélo aquel que conozca
completamente la descripcion de un estado instaatgria totalidad de las leyes que rigen con pidatis
el mundo determinista podra tenaccesoa la descripcion completa de la historia del munda
ignorancia de tal estado y de tales leyes no imppiaes, que el mundo en que vivimos en si seaseano
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que se remonta a discusiones filoséficas y teodgiclasicad” fue manifestada y
apoyada elocuentemente por Laplace, a tal gradohgyeen dia se le denomina
determinismo laplaciano. Las palabras con las quexplica, y que conforman un
pasaje que ya es clasico, se transcriben a conidrua

Nous devons donc envisager I'état présent de larsivcomme I'effet de son état
antérieur, et comme la cause de celui qui va sulvre intelligence qui pour un
instant donné, connaitrait toutes les forces dmmiature est animée, et la situation
respective des étres qui la composent, si d'adleelte était assez vaste pour
soumettre ces données a l'analyse, embrasserag @Famméme formule les
mouvemens des plus grands corps de l'univers et dewlus Iéger atome: rien ne
serait présent a ses yeux. L'esprit humain offegsda perfection qu’il a su donner
a I'’Astronomie, une faible esquisse de cette iigefice. Ses découvertes en
Mécanique et en Géomeétrie, jointes a celle de samteur universelle, I'ont mis a
portée de comprendre dans les mémes expressiolysicares, les états passés et
futurs du systéeme du monde [Laplace 1825: 3-4].

Aunque en un principio Laplace habla del determimisdel mundo, su explicacién
termina apuntando que las teorias del mundo queusalesarrollado se dirigen hacia
una concepcion determinista del mundo. Efectivamesit Unico modo de acceder al
conocimiento del mundo es bajo teorias del misnmmlaTdiscusion razonable, pues,
sobre el determinismo del mundo real, se dirigepemer lugar a la discusion del
determinismo en las descripciones del mundo heelmaen los mundos posibles
permitidos— por las teorias. Aqui nos concentraeaxelusivamente a los mundos que
la mecéanica clasica permite.

Una definicion simple y rigurosa del deterministaplaciano en términos de
mundos fisicamente posibles —-mundos admitidosejgonplo, por el aparato teorico de
alguna teoria—, la ofrece Earman con las siguigraksoras:

Letting # stand for the collection of all physically podsilworlds, [...] we can
define the Laplacian variety of determinism asdeal. The worldW [0 7 is

determinista. Una propuesta que identifica el deit@smo con la predecibilidad pertenece a Poppes, q
define el determinismo (cientifico) con las sigténpalabras: “The doctrine of ‘scientific’ detenisim

is the doctrine that the state of any closed physsyatem at any given future instant of time can be
predicted, even from within the system, with areceigd degree of precision, by deducing the ptastic
from theories, in conjunction with initial conditie whose required degree of precision can always be
calculated (in accordance with the principle of aootability) if the prediction task is givep..] we
might add [...] the requirement that it can be pridic of any given stateyeather or not the system in
question will ever be in this statfPopper 1982: 36-7]. Aunque buena cantidad derast(por ejemplo,
Earman [1986: 8-9], Roberts [2006: 198] y Weathaer{d991: 152-8]) consideran incorrecta esta pastur
por identificar el indeterminismo con la prededdal, es justo decir que Popper diferenciaba laritac
metafisica del determinismo de la predecibilidatihe¢’ metaphysical doctrine of determinism simply
asserts that all events in this world are fixedinaiterable, or predetermineld.does not assert that they
are known to anybody, or predictable by scientifieans But it asserts that the future is as little
changeable as is the past. Everybody knows whahesn when we say that the past cannot be changed.
It is in precisely the same sense that the futumenot be changed, according to metaphysical
determinism” [Popper 1982: 7-8, mis cursivas]. Ealidad, cuando Popper habla de determinismo
cientifico, esta siempre refiriéndose a la predid#n. Como bien apunta Earman [1986: 8], esttra
tiene consecuencias indeseables, ya que podriaomz$uc el indeterminismo cuando sélo es valido
concluir una incapacidad de prediccion.

22 En el atomismo de Demécrito se puede ya encoutrarconcepcion del determinismo bastante fuerte
(confrontese en [Bailey 1964: 121]). En cuanto pdespectiva teol6gica, la ‘divina providencia’wes
idea que introduce el determinismo con fuerza -wtroversia— desde los escolasticos (véase en [Henry
2002)).
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Laplacian deterministigust in case for anW’ [ 7, if WandW’ agree at any time,
then they agree for all times [Earman 1986:%3)].

Con esto, la concepcion del determinismo como pdga de una teoria se encuentra a
un paso. Una teoria —el conjunto de todas las igeasngloba, con las entidades y los
axiomas que asume— es determinista si todos losdlosuque posibilita, todos los
mundos que su marco teorico permite, son mundesrdetistas. Un solo sistema fisico
—que puede constituir en si un mundo o un submuadoiitido por el marco teérico de
una teoria que muestre ser indeterminista, esieuotic para mostrar a su vez que tal
teoria es indeterminista> Aqui se encuentra una de las principales motivesiael
presente trabajo: si la mecanica newtoniana esaamé indeterminista, ¢ por qué lo es?
¢, Como deben de ser los sistemas que asi lo mugstran

Ademas de esta concepcion del determinismo, hag ddrmas de concebirlo
que aqui no vamos a considerar por varios motiars:algunos casos por ser
concepciones inconvenientes, en otros por ser poiwees parciales, y en otros mas
simplemente por salirse del ambito fisico. Entr® dancepciones inconvenientes se
encuentra aquella que identifica el indeterminiscom la predecibilidad (como en
[Popper 1982]), o la que identifica el determinisncon la inevitabilidatf*
Concepciones parciales en fisica son las versiomEs débiles del indeterminismo
laplaciano que s6lo miran en una direccion tempahah es el determinismo futuristico
gue se da cuando cualesquiera dos mundos posibE<alnciden en un instante,
coinciden en todos los instantes posteriores. la, @l determinismo histérico, se
presenta cuando cualesquiera dos mundos posiblescguciden en un instante,
coinciden en todos los instantes anteriéf@sEn mecéanica newtoniana, para cada

230 Dicho de una forma menos arida: “if determinisririge, then no two possible worlds can completely
coincide at any point unless they coincide at aihs” [Weatherford 1991: 59]. Aqui Weatherford se
basa explicitamente en la definicién de Earman.

231 E| pionero en concebir el determinismo como prdpie de las teorias es Nagel [1953]. Su
formulacién se basa en la construccion de lasaedrdjo leguajes formales. Como consecuencia de est
Montague [1974 (1962): 303-4] encuentra que todaideentendida asi es indeterminista de una forma
distinta a la que se explica en el texto princi@al.argumento simplemente hace notar que existsn ma
estados fisicos posibles que enunciados de laatdas variables fisicas pueden tomar una infinided
numerable de valores, mientras que la teoria cafdtade una cantidad numerable de enunciados. La
reformulacion de Montague [1974 (1962): 320-4], gaéva esta deficiencia, es una antecedente a la
formulacién de Earman, sélo que en vez de hablanutelos posibles habla de historias posibles azla |
de una teoria.

%32 Esta concepcién es propuesta por Katsenelinboiges, insiste en la existencia de grados de
indeterminismo: “the degree of indeterminacy is diegree obur ability to change the path of a system
as its contituent parts themselves changeutfability to change the parts is finite, the occooe of a
particular event may be ultimately unavoidable.sTis determinism, the case of an inevitable event.
Indeterminacy, on the other hand, is charactertzgdvoidability or alterability of an outcome of an
entire category of events rather than a single cou&? [Katsenelinboigen 1997: 12, mis cursivas].
Aunque es interesante la idea de grados de indeiemo, la inconveniencia de esta concepcion radica
en que explica un aspecto dificil de probar enistemma, el determinismo, con otra idea que, adefeas
ser mas vaga, es mas dificil de probar en el mismmtema: la inevitabilidad. Por otro lado, esta
concepcion del determinismo asume la existenciagdntes en posesion de cierta libertad (¢hay otra
forma de entender la ausencia de inevitabilidad?pgOqué Katsenelinboigen habla de “nuestra”
habilidad para cambiar el camino de un sistema®)que la hace relevante para el determinismo
psicoldgico y biolégico, mas no con el fisico.

33 Esta distincién puede encontrase en [Earman 1986:[Montague 1962 (1974): 320-1], [Roberts
2006: 199] y [Schaffer 2007: 115]. Alli mismo, caleran también la variacién de otros matices para
definir tipos de determinismo alin mas débiles. gué afiade el determinismo condicional, Earman el
determinismo parcial, y Schaffer el determinismgioral y el determinismo aspectual. Se podria segui
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sistema que presenta una de estas situacionete eiis que presenta la contraria: la
reversion temporal de un mundo posible tambiénnesiundo posible. Asi, aunque en
mecanica clasica haya procesos que entren dengstaelasificacion, la teoria en si no
puede caracterizarse exclusivamente con uno des efpos de determinismo.
Finalmente, hay también concepciones del determmigue escapan a la discusion
directa del determinismo en los mundos posibilisagor las teorias fisicas, como son el
determinismo l6gico, el determinismo teolégico, ddterminismo bioldgico o el
determinismo psicol4gict™

Quedémonos, pues, con el determinismo laplaciamples para mirar a la
mecanica newtoniana. Ahora bien, recordemos gueelednica clasica es una teoria
tradicionalmente reconocida como determinista. Estenocimiento ya se aprecia en el
pasaje clasico recién transcrito de Laplace, queeakll caracter determinista que
sugieren la geometria y la mecanica (Laplace, sidadalguna, tenia en mente la
mecéanica newtoniana de sus tiemptsy se manifiesta también en las contribuciones
que muestran el caracter indeterminista de la niezétésic#>° Incluso hay autores
que recientemente ofrecen argumentos a favor déttest determinista de la mecanica
newtoniang>’

De hecho, el arraigo a la tradicion que proponesicierar la mecéanica
newtoniana como una teoria determinista para akysngiere una actitud excluyente,
discriminante, hacia los sistemas indeterminist&fison [1989], en una critica a
Earman [1986], defiende esta actitud sugiriendo ale reconocimiento del
indeterminismo deberia ir acompafado de una recmesdn (ecasting matematica de

matizando para seguir definiendo variaciones derdghismos laplacianos, pero en ello no parecerhabe
ningun objetivo interesante.

234 El determinismo légico es aquel que sostiene ooeo tenunciado es verdadero o falso
independientemente del momento en el que se peofiese piensa (véase, por ejemplo, en [Oaklander
1998: 191-2], que lo llama fatalismo logico, o ®¥of Wright 1984: 1-13]). El determinismo teol6gies
basicamente la idea de la predestinacion del muredgestinacién debida a un agente responsabtesde |
acontecimientos de su creacién (véase en todod@@07] o en [Henry 2002: 131]). El determinismo
psicoldgico es aquel que sostiene que las accimmesnas, aparentemente voluntarias, no son mas que
manifestaciones determinadas por mecanismos deistas que todavia no logramos desvelar (por
ejemplo, en [Skinner 1953: 6-10]). El determinisimoldgico esta estrechamente relacionado con el
anterior, pues de la misma manera sostiene querlmsesos biologicos (entre ellos los mentales),
aparentemente aleatorios o inesperados, son tanmb#mfestaciones determinadas de mecanismos
deterministas (buenas explicaciones pueden encsatea [Dawkins 1982: 10-4] o en Rose [1997: 5-7]).
235 Aunque es una cuestion que incumbe discutir askria del pensamiento cientifico, cabe comentar
gue Weatherford sostiene que la opinion actualgbeene sobre el determinismo en la mecénica clasica
se debe en gran medida a Laplace: “He [Laplace]ialtargely responsible for our contemporary view
that Newtonian mechanics is a deterministic systpffgatherford 1991: 55].

23 por ejemplo, ante algunos sistemas indetermini&tasa propone deshacernos de tal prejuicio
histérico: “give up the attempt to complete the kawf Motion, and simply conclude—despite the
prejudices of history—that Newtonian mechanicsais] has always been, an indeterministic picture of
the universe” [Zimba 2008: 427]. Por otro lado, Bab reconoce la posicion tradicional, ademas de
aceptar la conciencia contemporanea sobre el earnficteterminista de la mecanica clasica: “Classica
physics is traditionally viewed as the very paradigf a deterministic physical theory [...]. Howevi¢iis

now known that classical physics is not determiziish either the predictability sense or the ostnse”
[Roberts 2006: 200].

237 por ejemplo, McAllister defiende que “There iseuntingency in a Newtonian universe: all events in
it are completely determined” [McAllister 2004: 19&n el apartado 5.4 se presentara una critiaa a s
argumento. Por otro lado, Korolev, que presentaargumento en contra del indeterminismo de la
mecanica clasica bajo sistemas como el domo deohl@viease el mismo apartado y la nota 254), no
manifiesta tajantemente que la mecéanica clasicalsgaminista, mas también reconoce el arraigade |
idea “classical physics is often assumed to be radigm example of a fully deterministic physical
theory” [Korolev 2007: 943].
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la teoria®®® Esta actitud excluyente surge del andlisis quesaMilhace a los sistemas

que involucran colisiones perfectamente elastigasplicitamente la manifiesta con las
siguientes palabras:

exclusionary attitude towards unwanted possikditiseems to me the only
reasonable approach to the problems. [...] we shextulise classical mechanics
from any obligation to deal seriously with the @asncounters of point particles.
Accordingly, we simply erase such systems frompilneiew of particle mechanics
[Wilson 1989: 523].

No es necesario detenernos méas en la fundamentdedlas colisiones elasticas
instantaneas entre particulas o cuerpos rigidoto(li@mos hecho en la seccion 4.2.5).
Basta recordar que si se ha realizado una recoogtnumatematica de tal idea bajo la
teoria de distribuciones (que la penetrante criedVilson no menciona). Ademas, e
independientemente de esto, la actitud excluyemt las sistemas indeterministas me
parece poco interesante, pues en vez de enfrenfamobleméatica y proponer nuevos
desarrollos y explicaciones, simplemente hace #ado los especimenes incémodos.
Después de todo, las caracteristicas “indeseaflesse encuentran en ellos, como, por
ejemplo, la perfecta elasticidad en una colisiérescuentran en muchos otros sistemas
gue no son indeterministas (como cualquier colisidraria unidimensional), y que con
toda naturalidad reconocemos como newtonianoslnrame, cabe afadir, en contra de
esta actitud excluyente, una cuestion que Weatiteréeiala y que resulta ser
sumamente aguda:

Suppose, then, wegnore the theoretical counter-examples. After all, trey
extraordinarily artificial, and it seems unlikeljat any such incident would ever
occur. Then our hypothetical world of classical gbg would be (let us assume)
strictly deterministic. What would thimear? [Weatherford 1991: 195].

Weatherford no responde esta pregunta, pues lteplagtoricamente. No obstante, creo
gue el mensaje es claro. Semejante mundo hipot@tiésico) incluye un postulado,
entre aquellos que conforman la mecanica newtongueordena la exclusion de tales
procesos. Pero esto es aceptar el determinismosesidtemas propios de la mecanica
clasica porque queremos que haya determinismocegstaa el determinismo bajo un
fiat (después de todo, si el determinismo es un pastutads, reconocerlo es algo
trivial).?*® Por el contrario, lo que en este trabajo se deéiees que, bajo la teoria que

238 | o sugiere con las siguientes palabras: “My p@snsimply that accepting classical mechanics as
indeterministic will require a considerable mathéo@ recasting of the entire edifice, not the mere
acknowledgement of a breakdown” [Wilson 1989: 522].

239 E| cumplimiento de la condicién de Lipschitz, ques asegura que para una ecuacion diferencial
existe una Unica solucién, y por tanto que la Ty que describe es determinista, es aceptado po
algunos como parte de la mecéanica clasica actoalgjemplo, por Arnold [1989: 8]). Sin embargo, la
inmensa mayoria de los textos ni siquiera la meweio Norton hace una apreciacion importante sobre
ella: “Since it [Lipschitz condition] is only suffient, it may be too strong” [Norton 2008 (2006)1}. O

en otras palabras, al imponer la condicion de lhgsgodriamos estar excluyendo sistemas con faerza
gue no la cumplen pero que tampoco originan nirtgem de indeterminismo. ¢Por qué habriamos de
excluir también dichos sistemas (si existieran)ndeason deterministas? En la misma linea, Zimba
sefiala que el determinismo en principio no order suavidad como la impuesta por la condicién de
Lipshitz: “I don’t think they [mathematicians] cdn@ correct in saying that the smoothness conditidéns
their treatises are mandated by observed factst algberminism” [Zimba 2008: 427]. Dandole la razén,
Zak [1994 y 1996] muestra que “in many cases thpsfthitz] condition is not compatible with the
physical nature of motions” [Zak 1998: 1183]. Eracto a las supertareas newtonianas, Alper y Bridger
[1999: 332-3] explican que algunas de ellas (pemgjo la auto-excitacion de TRST1), no cumplen la

161



ahora conocemos como mecénica newtoniana, una togiconstituye un modelo para
el movimiento de los objetos, el determinismo naiea consecuencia de las leyes y
asunciones que en conjunto modelan tal movimiento.

Este es el talante que seguiremos en el restpreeénte capitulo (asi como del
resto del trabajo), bajo el que buscaremos compretas diversas fuentes del
indeterminismo en las supertareas newtonianas.

5.2. Velocidades sin limite y limite para el espaxientre
particulas: un primer acercamiento a las fuentes dandeter-
minismo

El primer acercamiento a las fuentes del indetéema o a los mecanismos
responsables de la emergencia del indeterminisnhmsesistemas ST1 y ST3, fue hecho
por Earman y Norton. En primer lugar, indican qadacproceso puede llevar a cabo
una supertarea gracias a un mecanismo, distintoada caso. ST1 se lleva a cabo
gracias a que no hay un limite inferior para elddmde las cuerpos, a que el tamafio de
cada cuerpo decrece sin ningun limite; es decto @ tamafial, de Py (Ssupongamos
que es una esfera de diamedgs*®, siempre hay un nimero remtal que 0 <h < do, lo
pequefio que se quiera, junto con un natutal que cada diamet, dn+1, dne2, dneas

... de las esferd®,, Pn+1, Pn+2, Pnss, ... €S menor &. Por otro lado, ST3 se lleva a cabo
gracias a que no hay un limite superior en lasciddoles que pueden tomar los
cuerpos, es decir, a que no hay un tope de vebbaigee los cuerpos no puedan
sobrepasar. La magnitud de la velocidad de cualgaigicula puede tomar un valor tan
grande como se quiera. Ambos mecanismos los pegsdatla siguiente manera:

In order for these infinitely many collisions tcafize a supertask, the rate at which
they occur has to be accelerated so that infinikefyny are completed in a finite
time. The mechanism of this acceleration is esakfatithe conversion of a task into
a supertask and it differs essentially in Laraudkage two cases. In the example of
Laraudogoitia [1997] [ST3], the rate of these sudins is accelerated by allowing
there to be no upper bound on the velocities ofbtbdies. Thus the time between
successive collisions can decrease without limithe case of Laraudogoitia [1996]
[ST1], the rate of collision is accelerated by eoypig bodies with no lower limit
to their size so that infinitely many can be enetbwithin a finite volume of space.
Thus the distances to be covered by the bodieseleet\successive collisions can
decrease without limit and the infinity of collisi® be completed in a finite time—
and this without arbitrarily great speeds [Earmayioyton 1998a: 124].

Bajo esto, Earman y Norton concluyen que la fueetandeterminismo en cada uno de
los casos es distinta una de otra. Cada una imellms mecanismos recién
mencionados con los que la supertarea se ejecutaxdo:

condicién de Lipschitz. No hay que irse tan lejogalquier colision binaria perfectamente elasteca |
viola. Pero una colision elastica instantanea esidealizacion totalmente admisible.

240 En el planteamiento original de ST1 se habla dtiquéas puntuales, pero bien puede replantearse
suponiendo que cada cuerpg; tiene un tamafio menor que el cueRyale tal manera que la infinidad
de cuerpos ocupen un lugar finito. Por ejemplo, cadga cuerp®, (n[){0, 1, 2, 3, ...}), incluso con el
mismo estado inicial, sea una esfera rigida de eti@nd, = 1/2*%. Asi las cosas, la supertarea se
realizaria antes que lo indicado en el planteamieriginal.
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We point out that the sources of the indeterminism rather different in the two
cases—one involves unbounded patrticle velocitiespther involves particles with
no lower bound to their sizes [Earman y Norton E9923].

Se aprecia aqui un apego por parte de Earman piNartas teorias mas exitosas de
nuestro tiempo. Todo indica que lo que tienen entenes que no debe resultar extrafio
que el indeterminismo esté presente en sistemasaranteristicas que los excluyen de
la modelizacion bajo teorias mas exitosas que kednmea clasica. Un sistema que no
tiene un limite superior para las velocidades essistema que no esta permitido
modelar bajo la mecanica relativista. De la misnan@na, no nos deberia extrafar el
indeterminismo presente en un sistema que carec@ tienite inferior para el tamafio
de las particulas, cuando, por eso mismo, dicherseg no se puede modelar bajo la
mecénica cuanticd! No obstante, como se vera en las siguientes sexide este
capitulo, los mecanismos del indeterminismo desestipertareas en mecanica clasica
van mucho mas alla de los aspectos que la haceteoma falsa o0 menos exitosa.

Ante la contribucion de Earman y Norton, se puledeer una clasificacion de
los mecanismos del indeterminismo presente en sii@snas en dos tipos, tal como lo
hace Pérez Laraudogoitia:

the underlying mechanisms responsible for indetgistic behaviour. According to

the authors, such mechanisms are of two types,iomeat in the titles to their

sections 2 (‘Supertasks that depend on there lmmingpper limit to velocities’) and

3 (‘Supertasks that depend on there being no Itiand to the size of the bodies’)
[Pérez Laraudogoitia 1999a: 137].

Sin embargo, esta clasificacion es deficiente. 2ésraudogoitia encuentra un fallo:
ST1 (la supertarea que supuestamente dependefalealae un limite inferior para el
tamafio de los cuerpos) puede replantearse de t@rengue se imponga un limite
inferior al tamafio de los cuerpos, ocupando aséspacio infinito, pero obteniendo
exactamente el mismo comportamiento. Este es praeiste el caso del modelo
presentado en [Pérez Laraudogoitia 1997b] y queusdve a describir en [Pérez
Laraudogoitia 1999a: 138]. Dicho modelo, que llaroarya ST1P en la seccién 4.2.7 (y
al que también se hace referencia en la nota £32)na sencilla modificacion de ST1.
En él, cada una de las particulas son consideesderas rigidas de un mismo diametro
d, cuyo centro esta siempre posicionado en ek.dn el estado inicial, el centro &g
estad + % a la izquierda del centro &g, el centro dé?, ad + ¥4 a la izquierda del
centro deP; y, en general, el centro dR.; se encuentrd + 1/2"*! a la izquierda del
centro deP, (con n({O, 1, 2, 3, ...}). Asi, como las colisiones son methmente
elasticas, una vez qu® colisione corP;, ST1P se llevara a cabo en el mismo tiempo

241 No es dificil comprobar que esta intuicién, partp de Earman y Norton, esta histéricamente

arraigada: “Until the beginning of the twentietmttegy, Newton’s laws were completely aplicable lo a
well-known situations. The difficulties arose whibiese laws were applied to certain definite sitrei
(a) to very fast moving objects (objects movinghnépeeds approaching the speed of light) and (b) to
objects of microscopic size such as electronsamat These difficulties led to modifications in tlaevs
of Newtonian mechanics: (a) to the formulationtw special theory of relativity for objects moviwgh
high speeds, and (b) to the formulation of quantu@chanics for objects of microscopic size. Theufail
of classical mechanics in these situations is #selt of inadequacies in classical concepts of espa
time” [Arya 1998: 2]. Por su parte, no hay dudagde ésa es la intuicién que se encuentra en ebfded
la clasificacién hecha por Earman y Norton. Queatemqte cuando hablan de la carencia de limiteianfer
en el tamafio de los cuerpos: “Any matter theory dldanits such bodies will admit pathologies” [Eanma
y Norton 1998a: 129].
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gue ST1 (siempre y cuando, por supuesto, la veddeidchicial dePy sea la misma para
ambos casos).

Estéa claro, pues, que la supertarea ST1 no depindie carencia de un limite
inferior al tamafio de las particulas y, por lo nosml indeterminismo que dicho
sistema presenta es independiente de tal pecaliariéinte esto, Pérez Laraudogoitia
propone modificar la clasificacion de la siguiemtanera:

We can now classify supertasks generating indetgésmiinto two sorts:

a) those which depends on there being no uppertiinvelocities, and

b) those which depend on there being an upper tortite distance between bodies
[Pérez Laraudogoitia 1999a: 138].

Esta clasificacibn merece dos comentarios impatant

En primer lugar, es preciso notar gtgglas las supertareas indeterministas
basadas en colisiones binarias en el espacio ueigiional son de tipo Bf? En
supertareas como ST3, la falta de un limite supexiolas velocidades no es una
condicion suficiente ya que, aungue un sistemagyesta caracteristica, basta suponer
que las particulas estan lo suficientemente alsj@dano para que no logren llegar a
término una supertarea. Lo que quiere decir quliskancia entre los cuerpos necesita
tener un limite superior, 0 sea, que también séstensas de tipo b). Esto puede
ilustrarse facilmente modelando una variacion |&ra, y que aqui llamaremos ST3M.
Asumamos, pues, que un numero infinito de particBla(n({1, 2, 3, 4, ...}) con
masas iguales se encuentran en el espacio unidonahsAt = 0,P; se encuentra eq
= 0 con una velocidad, = —-1,P, se encuentra e» = 1 con una velocidad = —2,P3
se encuentra exy = 5 con una velocidag = -4 y, en generaR,.+1 Se encuentra e

n-1
=n-2' - )" 2* viajando con una velocidag.; = —Z'. Este estado inicial es similar al
k=0
estado inicial de ST3, con la Unica diferefitiae que las posiciones de las particulas
son distintas. ElI hecho de que en el espacio (ausga unidimensional) haya tanto
espacio nos permite modelar esta variacion, pascido a las particulas de tal manera
que la distancia entre ellas es mayor que la digtaentre las correspondientes
particulas de ST3. Esto hace que la evolucion seagmpleto diferente. A un tiempo
= 1 P; colisionara corP, enx = —1, intercambiando velocidades y asi conviriiéed;
(ahora conv; = —2) en la prolongacion d&. En el tiempad = 2, P; colisionara con la
prolongacion dd”; enx = =3 convirtiéendose en dicha prolongacion y adendo una
velocidadv; = —4. At = 3, P, colisionard con la prolongacion d& en x = -7,
convirtiéndose en ella y adquiriendo una velocidad —8. En general, a un tiempe

n-1
n, P, colisionara con la prolongacion &g.; (que viaja cornvp.; = =2") enx = —Z 2%,
k=0

obteniendo entonces una velocidag = —-2'. Este proceso continla con este
comportamiento durante todo tiempe 1. A pesar de que el modelo consiste en un
namero infinito de particulas distribuidas en upaeso infinito y que no tiene un limite
para sus velocidades, el proceso no termina jamaanga se logra ejecutar una
supertarea. Por lo tanto, ST3 también depende éexjsta un limite superior para la

242 Esta aclaraciéon no la hace Pérez Laraudogoitiagquei la enunciacién de su clasificacién no lo
descarta. Por su parte, Eaman y Norton invitamagrdo contrario cuando comentan: “We point oat th
the sources of the indeterminism are rather diffeirethe two cases” [Earman y Norton 1998a: 123].

243 pérez Laraudogoitia [1997: 51] indica sélo la niagh de las velocidades cuando las expresa
numéricamente mientras que la direccion la espacfomentando que todas viajan hacia la izquierda.
Aqui se prefiri6 indicar la direccidn con el sigmee antecede el nUmero que indica la magnitud.
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distancia que separa los cuerpos. Y claro estamedielo (ST3M) no genera
indeterminismo. El mismo tipo de modificacion puddeerse con cualquier sistema:
alejar lo suficiente a las particulas unas a oimdal manera que nunca se ejecute
satisfactoriamente una supertarea. Por supuestgidtemas extendidos a lo largo de
todo un espacio unidimensional infinito, como esaso de ST3, necesitaran carecer de
un limite superior para las velocidades, aunquesff@mo dejen de ser de tipo b).

En segundo lugar, aunque el hecho de que todatargseindeterminista sea de
tipo a) o de tipo b) no implica que toda supertageatipo a) o de tipo b) sea
indeterminista, es preciso decir que aqui Péreamudmgoitia expresa que toda
supertarea newtoniana, ya sea de tipo a) o dé}jpes indeterministd” Esta idea, que
sélo con los elementos que hasta ahora hemos da@ongustificada, podria resultar
verdadera. Sin embargo, asumirla como verdadema ti@ grave inconveniente, y es
gue conduce a una comprension del indeterminismtanto superficial. Si es verdad
que todas las supertareas newtonianas son sistedeisrministas, ¢qué nos asegura
gue los mecanismos para ejecutar una supertaist@astriamente son los mismos que
la hacen indeterminista? Decir que el indeterminiggenerado por estas supertareas
depende de los mecanismos referidos en a) o eny) paso trivial que nos ayuda poco
a la hora de querer entender el indeterminismaets sistemas. Tan trivial como decir
qgue la presencia del cancer de préstata en unusearfo depende de que dicho ser
humano sea hombre (0 sea, que tenga prostata) ka gquesencia del cancer de mama
en un ser humano depende de que el ser humano gea (®s decir, que tenga
glandulas mamarias). Esto no nos ayuda en nadeprender la presencia del cancer
en las personas. De la misma manera, decir quedetarminismo en las supertareas
newtonianas depende de las caracteristicas quackn tsupertarea, poco nos ayuda a
comprender la presencia del indeterminismo en sagartarea. Peor aun, entender el
indeterminismo de estos sistemas en términos denkxsanismos que posibilitan la
ejecucion de la supertarea nos obstaculiza encameafuente del indeterminismo —que
quiza sea la misma— en procesos que nunca ejecntasupertarea. De hecho, como
veremos a continuacion en el resto del capitule, fecanismos responsables del
indeterminismo son mas sutiles que las condicigpea que se logre ejecutar una
supertarea.

5.3 La fuente del indeterminismo en ST2y ST3

La falta de un limite superior para las velocidages supuesto, esta estrechamente
relacionada con el indeterminismo de supertareasoc8T3. Sin ella, el sistema

extendido en un espacio infinito no podra ni siuiejecutar una supertarea, y
dificilmente seria un sistema indeterminista. Sitbargo, como acabamos de ver en la
seccion anterior, dicha carencia de un limite sSap&émpoco es una garantia para que

244 Asi lo explicita en el pasaje que transcribo atiooiacién, y que pertenece a una justificacion que
Pérez Laraudogoitia brinda de su clasificaciéntligd number of such bodies is finite no problersesi
and the evolution of the system is perfectly detmistic in any finite interval of timethis is in fact the
paradigm of determinismSo the number of bodies must be infinite. Thisitgelf, is, howevernot
enough [...]. What is required then, is that there exists a finite interval ohea At in which the
decomposition described above is not feasible, if)adn interval in which all the bodies belongiiog
some (at least one) not necessarily proper infisitbset S’ of S end up causally connected” [Pérez
Laraudogoitia 1999a: 139, mis cursivas]. No enaweotra interpretacién de este pasaje que la sitpiie

la condicién suficiente que necesitamos para guedetterminismo aparezca en un sistema infinito de
particulas, es que éstas se encuentren causalemmetadas en un tiempo finito de tal manera que
ejecuten una supertarea.
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se ejecute la supertarea. La falta de un limiteersop para las velocidades es una
condicion necesaria, mas no suficiente, para qgémas como ST3 ejecuten
satisfactoriamente una supertarea que resultadeterminista.

Sin duda alguna, es interesante conocer las dondg suficientes y necesarias
para que un sistema dado sea indeterminista. P&santeresante es conocer el motivo
por el cual dicho sistema es indeterminista; comgeg yver, por qué el sistema es
indeterminista. Dicho motivo, la fuente genuineglanecanismo responsable genuino,
requerira de ciertas condiciones para que se dé Biducidar dicha fuente es
conveniente mirar y analizar el estado en el gaesistemas presentan la bifurcacion de
su historia. En el caso de ST3, tenemos que miéar lren el proceso revertido en el
tiempo, TRST3. El momento de la bifurcacion essthdo inicial, correspondiente con
un espacio unidimensional totalmente vacio de naat@®uede evolucionar de dos
formas: continuar con el espacio vacio indefinidai®e ejecutar la reversion temporal
de ST3, o de cualquier otro modelo que presenteocestado final un espacio
unidimensional completamente vacio. En realidadgteéba@ue desaparezca una sola
particula para que el sistema sea indeterminidttdéaddo de forma general, si un
sistemaS, presenta un proce@, en el cual una particuRy, desaparece en el momento
t: (el primer instante en el que la particula ya si&)e entonces su reversion temporal,
TRQ,, ocurre en un sistema indeterminista. Su estada@lipuede evolucionar de dos
maneras: una, que el sistema evolucione sin quezagala particul®,; la otra, que
ocurra precisamente TR, es decir, que el sistema evolucione con la aparieP,.

El indeterminismo en esta situacion, claramentgesera gracias a la aparicion
espontdnea de particulas. Bien, ¢por qué apardeerie en el proceso directo
desaparecen. ¢Y cOmo es que en proceso directpadesan? En la seccion 3.2.2 ya se
presenté el argumento: porque aceptar que talgégcylas se encuentran en alguna
posicion recae en una contradiccion con la cordemlide sus trayectorias. Como hay
un instante a partir del cual ninguna posicion dspacio es coherente con su
trayectoria, las particulas en ese momento desagrare

El mecanismo por el cual desaparece una partiguter el cual este tipo de
sistemas son indeterministas, ahora es claro:

o) el movimiento de una particula tal que en cadénservalo de tiempot], tn+1)
(connd{0, 1, 2, 3, ...}), cuya magnitud es el correspemtie término de la serie

convergenteZ(tn+1—tn), la particula cubre una distancia mayor a un &mit
n=0
inferior s.

En el caso de ST3, esto ocurre gracias a que absnena particula adquiere
velocidades cada vez mayores, dentro de un interdal tiempo finito, en una
proporcion tal que toda distancia que la particulare con cada velocidad nueva tiene
un mismo limite inferior. Como ya hemos visto ersécion anterior, para que esto
ocurra no basta, aunque sea necesario, que ehaisie tenga un limite superior en las
velocidades, sino ademas, que las particulas estgacialmente dispuestas para que
la(s) particula(s) que desaparece(n) adquiera(ayasuvelocidades en la proporcion
debida y el tiempo debido.

¢, Qué otras condiciones deben cumplir sistemas &F8gpara que presenten la
fuentea)? A primera vista existe la tendencia a pensaruguespacio infinito también
es una condicidon necesaria. Earman y Norton intemtastrar que el indeterminismo
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generado por esta fuente no depende de la infirdéaéspacié®® Para ello proponen
una variacion bidimensional de ST3, que aqui ll@mas ST3EN. Consiste en una
esfera negraR;) que adquiere un movimiento oscilatorio por colsir sucesivamente
con una infinidad de esferas blancBs.{, conn(}{1, 2, 3, 4, ...}). (El “color” en este
modelo es irrelevante para el resultado que quiergtrar; es simplemente una etiqueta
supuesta de las esferas para distinguir el conjahtgue pertenecen). En el estado
inicial, a un tiempd = -1, el centro de la esfera ne@¥ase encuentra en la coordenada
(0, —1) con una velocidad= (0, 1). Det = 0 at = 1 colisionara una infinidad de veces,
para modificar la componentede su velocidad y mantener la componegnteon las
esferas blancas que se aproximan por ambos coglad®glucion de esta trayectoria
se representa graficamente en la figura 6.1): eoprimera,P,, colisionara & = 0
cuando su centro esté en (0, 0), con la seguRglaat = ¥ cuando su centro se
encuentre en (1, ¥2), con la tercé?g,at = 3/4 en (0, 3/4), con la cuart;, at = 7/8 en

(0, 7/8), y en general, colisionara cBg, at = 1 — /2P en (0, 1 — 1/4"Y) y con
Powiat=1-1/2"1en (1, 1 — 1/2™). Esto quiere decir que:

The initial velocities and positions of the whifghgres are set so that tig#selocity
of the black sphere is unaltered butxtgelocity rises according to the following
schedule:

to +2 after the collision with the white sphereP}] [

to —4 after the collision with the white spherePg] |

to +8 after the collision with the white sphereP3| [

to —16 after the collision with the white spherg>4

etc.
Since the black sphere must coveradistance of unity between collisions, it
follows that the time to complete all collisiongust 1 =% + ¥4+ 1/8 + 1/16 + ... If
the collision with the white sphere 1 isyat 0,t = 0, then the«-coordinate of the
black sphere oscillates increasingly rapidly betw@end 1 during the course of the
timet = 0 tot = 1 with its value becoming indeterminatd at1 [Earman y Norton
1998a: 127§

Este estado final que Earman y Norton atribuyeru gpr®ceso es incorrecto, pues
concluyen que la posicién de la particula negren@sterminada, y no que desaparece.
Pero, repito, la particula desaparece en el tiempol porque, Si suponemos que
entonces se encuentra en alguna posicion, caemosnéadiccion con la continuidad
de la trayectoria de la particula. La posiciénal@drticula & = 1 seria indeterminada
en caso de que en ese instante mas de una po#ie consistente con toda su
trayectoria anterior. Claramente, éste no es @ .¥4as

245 Recuérdese que ellos no se refieren a la fuehtesino a la falta de un limite superior en las
velocidades: “spatial infinity is inessential inathonce there is no upper bound to velocities,
indeterminism can arise without any communion végtatial infinity” [Earman y Norton 1998a: 125].
Véase también el apartado 5.2.

246 Hay un notable distanciamiento de este modeloS38 ¢ Por qué considerarlo como una variaciéon de
ST3? Porque lo es. En realidad, es una variaciénndevariaciéon de ST3. Esta Ultima consiste en la
misma ST3 con las siguientes modificacion@g:tiene una velocidad; = (0, 1), cada una de las
particulasP, restantes se encuentra en una coordeyalitinta (por ejemply = 1 — 1/2) pero avanza
con la velocidad de ST3 de tal manera todas cabsiosucesivamente cd?y, (imprimiéndole una
velocidadv; = (Vn+, 1)) antes dé = 1 (confrontese [Earman y Norton 1998a: 125-8i, ST3EN es
este mismo proceso sélo que con las particulas paagndo desde la izquierda de tal manera que la
particula negra adquiere el movimiento oscilatdascrito.

247 pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper explican colaridad la distincién entre desaparicién e
indeterminaciéon en este tipo de procesos: “It ipdrtant to note that “disappearance” must be
distinguished from “indeterminateness”. Disappeegameans that the particle is nowhere, i.e., it no
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Figura 6.1. ST3EN antes de que ocurra la primera colisionm8estran la particula negra y la
primera particula blanca previamente a la colisotre ambas. Se aprecia también las pro-
yecciones de las trayectorias de las primerascpéati blancas (en gris), asi como la proyeccion
de la trayectoria oscilatoria de la particula negr las primeras colisiones.

Por otro lado, ST3EN no cumple rigurosamente I §arman y Norton buscan,
ya que dicho modelo si requiere de un espacio itofilDe la descripcion de la
evolucion de velocidades recién citada es facilquer la velocidad de cada esfé&g
antes de que colisione con la esfera negra,es+2"*y de cada esfe@y:1 €SVons1 =
—2". Para hacer las cosas mas simples, supongamotasjesferas son particulas
puntuales (esta modificacion no afecta en nadai@ek que a continuacion se quiere
plasmar). Asi, para que se efectien las colisieegsin la descripcion de Earman y
Norton, en el tiempada = 0, por ejemplo, cada una de las particiagstendra que
encontrarse en la coordenada (22521 — 1/2™), mientras que cada una de las
particulasP,.+1 tendra que estar en?{2- 1, 1 — 1/2""). Se observa aqui que las
componentex del conjunto infinito de particulas blancas recerieque el espacio
carezca de un limite en su tamafo, al menos ennsendion horizontak. Es claro,
pues, que el modelo de Earman y Norton requietadsspacio infinito. No obstante, la
motivacion de Earman y Norton al querer mostrar egte tipo de indeterminismo no
depende de un espacio infinito apunta a dejar aamla aparicion de las particulas
desde el “infinito espacial’ (o el “escape al iitii, en el proceso directo) no es un
mecanismo esencial en el indeterminismo de losegax que presentam). Dicha
motivacion se aprecia en el siguiente comenta8d 2EN:

Indeterminism arises in this supertask. The posstiand velocities of all the
spheres prior ta = 1 fail to specify the position of the black sphatt = 1.
However, the indeterminism does not arise from gphentaneous appearance of
particles of disturbanceat spatial infinity [Earman y Norton 1998a: 127-8, mis
cursivasf*®

Este aspecto si que es mostrado con el modelo STRpNsar de que hay un aumento
progresivo y sin limites de la magnitud de la vielad de la esfera negra, no hay

longer exists. Indeterminateness, on the other ,hanaedns that the particle may be somewhere, but we
cannot determine what its position is” [Pérez Lagoitia, Bridger y Alper 2002: 176].

48 | o podemos apreciar también en el siguiente paaajerior a la presentacién de sus variaciones de
ST3: “The indeterminism arises from bodies, pagtcbr excitations spontaneously materializiram
spatial infinity’ [Earman y Norton 1998a: 125, mis cursivas].
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manera de ver que ésta escapa al infinito. Ahaa, lwabe comentar nuevamente (ya se
hicieron algunos comentarios al respecto en laiGe&:2.3), y dejar claro que lo que
sucede cuando una particula “escapa al infinitom@ en ST3, es exactamente lo
mismo que sucede cuando desaparece, como en STBENambos casos la(s)
particula(s), en el instante terminal, no se enwa@r) en ningun lugar en el espacio.
Esto de ninguna manera implica que la(s) partisuk€ adentre(n) en alguna region de
una nueva dimension. En el caso de los “escap&¥imito”, como el limite de la
posicion de la particula en dicho instante es itofjrintuitivamente se tiende a pensar
que la particula alcanza el infinito, como si dggga una region real (en el mundo de la
mecanica clasica) exterior al espacio. Pero tabnego es una region reconocida por la
mecanica clasica. No por lo pronto. Llamar “escalpafinito” a estos casos no es mas
qgue undgacon de parlecuando el limite de la trayectoria tiende a inéini

Debe quedar claro, ademas, que la fuentao necesariamente requiere de un
espacio infinito, pese a que ST3EN no es un mode lo muestre. La muestra la
tenemos en la supertarea ST2, que claramente paegeyn se desarrolla durante todo
momento, y en cualquier direccion temporal, en tegion finita del espacio. Sin
embargo, y sin lugar a dudas, ST2 depende de taseaaitaciones de TRST1, pues no
hay otro modo de que las particulas en dicho ssstedguieran velocidades cada vez
mayores Yy sin ningun limite, lo que implica querapeste caso, la fuentg depende a
su vez de la fuente de ST1. Esta fuente la tramsenprofundidad a partir del apartado
5.5. Por lo pronto, es facil ver que la fuente @& 8o es ni necesaria ni suficiente para
gue un sistema preserd¢: Nno es necesaria porque ST3 presentarescindiendo de
las autoexcitaciones de TRST1 o ST2; no es sufeiprecisamente porque TRST1,
gue es indeterminista, en ningln momento presenta

Ademas, la fuent&) tampoco necesita de una masa total infinita, aeng
namero de particulas sea infinito. Para verlo,sbesplantear ST3EN de tal manera que
las masas de las bolas blancas decrezcan monot@ritapara formar los términos de
una serie convergente. Asi, a cada particula concauespondiente masa le
correspondera una posicion concreta y una veloadadreta para que la bola negra
tenga el movimiento original descrito en ST3EN.

Ante este panorama, pareciera que, aunque haganjunto, llamémosle CN1,
de condiciones necesarias que en si es suficiarespcumplimiento de), éste podria
no ser exclusivo, es decir, podria haber otro ctdojude condiciones necesarias,
llamémosle CN2, distinto de CN1 que en si també&nsificiente para que se presente
a). Independientemente de si éste es el caso pararieea), podemos decir, sin temor
a equivocarnos, que hay dos condiciones necegmiagjue una supertarea hewtoniana
sea indeterminista a partir d¢; es decir, en caso de que haya unas condicioNésyC
otras CN2, habria al menos dos condiciones neesspdrtenecientes a CNCN2.
Primero, es necesario que las velocidades que eukrpos les son permitidas tomar
carezcan de un limite superior. Segundo, es necagpae haya un limite superior para
la distancia entre las particulas.

Por otro lado, aunque escape a los interesesteléralsajo (por ser sistemas en
los que las particulas interactiian bajo la ley oeiaha de gravitacion rfj, cabe
comentar brevemente que la fuendetambién puede presentarse en sistemas con un
namero finito de particulas. Lo que deja claro gnenimero infinito de particulas no es
una condicidn necesaria para que un sistema peeggntyn ejemplo es el sistema
modelado por Mather y MacGhee [1975], en el quercyzarticulas confinadas en un
espacio unidimensional interactiian segin la le¥ Dlentro de un intervalo de tiempo
finito, tres de las particulas “alcanzan” el infiimiuna por un extremo y otras dos por el
otro, mientras que la particula restante colisiona infinidad de veces oscilando entre
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las deméa$?® Ademas, las colisiones perfectamente elasticagdeanson una condicion
necesaria para que surja el indeterminismo a pdetar). Xia [1992] proporciona un
sistema en el que cinco cuerpos interactGan (tamtego la ley newtoniana rf) sin
colisionar jaméas y en el que en un tiempo finitaroen escapes al infinitg°

Vemos asi que ciertas condiciones necesarias estdlicionadas a ciertos tipos
de sistemas. ST2, sin un numero infinito de pdd&u jamas presentaria
indeterminismo a partir d@). Como acabamos de ver, éste no es el caso paadelo
de Mather y McGhee. La posesion de un namero tofithé particulas es una condicion
necesaria para la emergencia del indeterminisnarta dea) en ciertos sistemas, pero
en otros no.

La busqueda, pues, de las condiciones suficientexgsarias para la presencia
de alguna fuente del indeterminismo en nuestrers@s, ademas de ser una tarea
compleja, consta de la realizacion de una clasificaque probablemente nunca sea
exhaustiva. Lo mas importante para comprenderdelt@mminismo en las supertareas es
conocer su fuente genuina en sus diversas marmif@sts. Entiendo como fuente
genuina no sélo una condicion suficiente ni un gotg de condiciones necesarias que
conjuntamente implican el indeterminismo, sino asluacion (o al conjunto de
condiciones) que nos muestran e ilustran por quésistema es indeterminista.
Explicitamente esto se ha hecho en esta secciam.a8ij no deja de ser relevante el
conocimiento de las condiciones necesarias para@peesente dicha fuente, pues esto
nos va a indicar las posibilidades de que tal fiesg manifieste en sistemas que
pertenecen a mundos establecidos por otras tedim®ste sentido, la apreciaciéon
hecha por Earman y Norton sobre la necesidad decamgacia de un limite para las
velocidades para que los sistemas sean indetetasngs relevante. Claramente, la
teoria de la relatividad (especial y general) deada existencia de sistemas como ST2
y ST3, asi como el tipo de indeterminismo genefaatax). A pesar de su prestigio y
del interés que suscita, esta teoria no es obgeesaidio en este trabajo.

En suma, hasta aqui podemos asegurar que para giteacion descrita par)
se presente, es necesario que el sistema no imporfaite superior a las velocidades
de los cuerpos, a la vez que imponga un limitersupe la distancia que separa unos
cuerpos con otros.

249 Al comentar estos sistemas, Earman y Norton tamitgéonocen que hablar de “escapes al infinito”
no es mas que una forma de expresar que el limadetignen las trayectorias es infinito, y no que la
particulas se encuentran en una regiéon que nos &s1to inaccesible: “In the case of particles,largl

4, we have a ready answer to the question of wiherearticles went: 1 went to negative infinityaidd 4
went to positive infinity. But these infinities anetbona fideplaces in space. The notion that the particle
3 is “at spatial infinity” is an intuitively comfting fable that cannot bear scrutiny” [Earman y fdor
1998b: 244]. Sin embargo, cometen un error cuarspecifican el lugar de las particulas a partir del
instante en el que “alcanzan” el limite: “The cotranswer to where are the particles at 12:00 Ptias
their positions are indeterminate, or, more prégighat the second condition of world line coniigyu
fails to specify them” [Earman y Norton 1998b: 24Bhrman y Norton, claramente, concluyen que las
particulas siguen en algun lugar en el espaciajuino sepamos decir cual. Pero ya hemos vistéaque
continuidad de las trayectorias no falla a la lfm@specificar un lugar para las particulas. Laicoidad

de las trayectorias implica que las particulasugdpn ocupar ninguna posicion.

20 Describir estos modelos a detalle nos tomariaguaa cantidad de paginas, labor innecesaria para lo
objetivos que persigue este trabajo. Incluso, paedeemcontrar que [Saari 2005], un libro consagaldo
problema de los N-cuerpos, prescinde de tal desérip comentando: “A complete and careful
description of Xia’'s construction would require eparate book” [Saari 2005: 170]). Explicaciones
ilustrativas pueden encontrarse, para el modelMatner y McGhee, en [Earman 1986: 36] y, para el
modelo de Xia, en todo [Saari y Xia 1995].
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5.4 ¢Por qué es posible el indeterminismo en sistagabier-
tos?

Comentando sistemas que presentan “escapes atahfiy concretamente, el modelo
de Xia [1992]) Earman afirma que no podemos espgprarlos sistemas abiertos sean
sistemas deterministas:

The time reverse of such a process is an examplepaice invaders”, particles
appearing from spatial infinity without any prioraming. To put it crudely, you
can't hope to have Laplacian determinism for opgstesns, and for the type of
interaction under discussion, the entire univessan open system [Earman 2004:
4].

Se aprecia que, en este caso, la nocion de ‘sisédeato’ apunta principalmente al
espacio infinito, espacio que ademas de no tenéinahpor ninguno de sus extremos,
no impone ninguna barrera a “influencias exteribfésPero insisto, los “invasores”,
las particulas que aparecen, no provienen de ningira dimension exterior (ni
siquiera espacial) al espacio contemplado por esttsmas.

Dejaré claro en esta seccion que, para comprehdeteterminismo que puede
surgir en algunos sistemas, la nocion de ‘sistdmerta’ no se limita al espacio abierto.
En términos mas precisos, la situacion que le dédaaal indeterminismo en estos
sistemas consiste en glaecadena causal es abiertaituacion que no necesariamente
va acompafiada de un espacio abierto. Para mostaieloderé a un argumento que
intenta mostrar precisamente lo contrario: que kcéanica cldsica es determinista
debido a que la cadena causal que imponen sus ésyedinita en ambos extremos
(abierta en ambos extremos), hacia el pasado @ eatuturo.

El argumento se debe a McAllister [2004: 198-9%¢ey puede plantear de la
siguiente manera. En primer lugar, es necesarimiaglo que es totalmente plausible y
hasta natural) que cierto sistema tiene un estadareinstante. Un estado viene
caracterizado por sus pardmetros cinematicos: d¥sn las posiciones, las velocidades
y las aceleracion€s? En un determinado momento, pues, un sistema ékestadcE.
Ahora bien, supongamos que existe un est&do(IC a partir de initial conditions)
anterior al estad& que junto con las leyes de la mecanica newtorlidhdeterminan
completamente el estado A su vez, existe un estatlog anterior aCa que junto con
las leyed_N determinan completamente el esté#dg De igual manera, existe un estado
ICc anterior aCg que junto con las leyddN determinan completamente el esté@e.

Y asi sucesivamente... A partir de estas premisas|lidier concluye:

1 gi, Earman relaciona la ‘apertura’ espacial no soin los extremos infinitos (lo que es técnicament
correcto), sino también con el libre acceso desares desde el “exterior” (lo que es intuitivamente
favorable, pero que en si es un error). Dos lirebdante del pasaje transcrito en el texto primcipa
afirma que una de las formas para desterrar eténdismo en estos sistemas es “to impose boundary
conditions at spatial infinity to rule out spacevaders” [Earman 2004: 4]. En otro lugar sugiere
exactamente lo mismo: “it is hopeless to try t@esh determinism for a system which is not cloted
outside influences.” [Earman 1986: 33]. Como séadaie explicar en la seccion anterior, sistemascom
ST2 muestran que los “invasores” del espacio puguesentarse incluso en regiones confinadas. Es
evidente también que para ST2 se puede considaraspacio confinado cerrado, es decir, con una
primera y una ultima posicion, e incluso como wtesna fisico cerrado, que no recibe influenciaglées
el exterior.

%2 Una concepcién de estado, debo decir, que me @aaeertada: ‘“instantaneous values of the
kinematical parameters — masses, positions, vasciand accelerations — characterizing the sthte o
physical system” [McAllister 2004: 193].
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the causal chain is infinite in both directions. wtlenian physics admits no
processes by which a physical system can arise fnomanish into nothing. This
holds also for the physical system consisting af timiverse in its entirety:

notwithstanding Newton’s personal conviction thia¢ tuniverse was created by
God, such an event is forbidden by the laws of Meign physics [McAllister

2004: 199].

Aqui McAllister realiza una argumentacion incoregqbues a partir de que una cadena
causal sea infinita no se sigue que ésta debadetsna lo largo de la totalidad del
tiempo, y por tanto no se puede concluir que wersia no puede surgax nihila Por lo
mismo, tampoco se puede concluir que un universgameano no es contingente, o
determinist£> Explicado brevemente, una cadena causal infingeptetamente
determinista puede ajustarse dentro de un intergdaldiempo &, b). Y de aqui no
podemos concluir —a menos que lo asumamos, lo gua de ésta una argumentacion
circular— que el estado en el tientpoa determina completamente la cadena causal que
tiene por delante.

Para que quede claro, miremos algunos ejemplosTZRIRST3 son sistemas
adecuados para ilustrar esta situacion. A partinrdespacio vacio surge la evolucion
revertida de ST2 o ST3, en donde cualquier estasosg quiera tomar de dichas
evoluciones tiene detrds una cadena causal infiniealo determina completamente.
Veamos la cadena causal que antecede al estadodén@RST3 suponiendo que
entonces el tiempo d@s= 0. Tal estado corresponde al estado inicial @@ &n las
velocidades de las particulas revertidas: 2" (hacia la derecha) eq = 2¢,.1 + n — 2
(x, = 2). Tal estadoH) tiene un evento antecedent€) que junto con las leyasN lo
determinan completamente —en realidad tiene muestsdos antecedentes que lo
determinan completamente (cada posicion de lascpks$ con sus correspondientes
parametros dindmicos: una infinidad), pero paraditustrativos el mas adecuado es la
colision—, a saber, la colision ge (que viajaba com;, = 2) conp; (que viajaba com, =
1) enx =0 yt = -2, en donde intercambian velocidades. Estel@4i@,) también tiene
un evento antecedent€f) que junto con las leyésN lo determinan completamente: la
colision dep; (que viajaba com; = 4) conp; (que viajaba com, = 2). La secuencia de
colisiones deterministas entpg y p. (y entre cada par de particulas contiguas) que
anteceden al estad® es infinita. Claramente, en este proceso, haysataencia de
estados que junto con las leydd forman una cadena causal infinita completamente
determinista que se limita al intervalo de tiemp8, (0). Pero, como bien sabemos, el
estado 4 = —3, que se corresponde con un espacio unidioeadsvacio de materia, no
determina junto con las leyesl la cadena causal que acabamos de describir.

Esta situacion también la podemos encontrar eansést mas sencillos y que no
presentan evoluciones que provienen o terminaa dadaparicion de sus entidades. Un
ejemplo sumamente ilustrativo de este tipo de migsees el domo de Norton, que él
mismo modela de la siguiente manera:

253 Es justo decir que este paso argumentatativo reness el argumento completo de McAllister. Tras
esta subconclusion, que entonces toma como premiggstra “(i) that no contingency is introduceaint
the Newtonian universe by the initial conditions pifysical systems in the universe, and (ii) that th
claim that the Newtonian universe as a whole hasimgent properties leads to incoherence” [McAdlist
2004: 191]. Estoy de acuerdo que estas conclusemesguen de sus premisas. Sin embargo, como se
muestra en el texto principal, la premisa que asumaecadena causal extendida a lo largo de ladatal

del tiempo infinito no esté justificada.
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The dome [...] sits in a downward directed gravitadicfield, with acceleration due
to gravity g. The dome has a radial coordinaténscribed on its surface and is
rotationally symmetric about the origin= 0, which is also the highest point of the
dome. The shape of the dome is given by specififingow far the dome surface
lies below this highest point, as a function of thdial coordinate in the surfaae,
For simplicity of the mathematics, we shall bet (2/3)r¥%. (Many other profiles,
though not all, exhibit analogous acausality). Ainptiike unit mass slides
frictionlessly over the surface under the actiorgadvity. The gravitational force
can only accelerate the mass along the surfacanypoint, the magnitude of the
gravitational force tangential to the surfaceFiss dgh)/dr = r*? and is directed

radially outward. There is no tangential forcer at 0. That is, on the surface the
1/2

mass experiences a net outward directed force difehdagnitude ™. [...] Equation
() F(t) = (1/144) (-T)* fort>T
=0 fort<T

whereT > 0 is an arbitrarily chosen constant] describesiatpnass sitting at rest at
the apex of the dome, whereupon at an arbitrarg tisT it spontaneously moves
off in some arbitrary radial direction [Norton 20@®3.

El indeterminismo es evidenf€ puede tomar cualquier valor mayor a cero. La cdéa
la masa deslizante, si es que llega a ocurrir, puettasarse indefinidamente. Pese a
ello, es sencillo ver que una vez que la bola t&y, una cadena causal infinita
consistente con el indeterminismo. Asumamos urdedfaen el cual la bola esta ya
deslizandose sobre el domo. Llamer®ogor otro lado, al estado anterioEan el que

la bola se encuentra, por un ultimo instante, ecinfea del domo experimentando una
fuerza nula. Asi las cosas, entre el estagoel estadd hay otro estadtCa que junto
con las leye4 N determinan el estadé. De la misma manera, entre el estidgy el
estadoD hay un estadtCg que junto con las leyds\N determinan el estad@a. Y asi
sucesivamente, podemos especificar, con un tathewédmico reversivo, una sucesion
infinita de estados conectados causalmente, todlos eosteriores aD y que
desembocan e&.*** Es claro, pues, que la existencia de una cademsalcanfinita
determinista entre estados no implica la inexiséede un estado que junto con las
leyes de la mecanica clasica sea incapaz de detariai cadena causal infinita que en
cierta evolucién tiene por delarff®.Un mismo estado puede ser el resultado de mas de
una cadena causal infinita, y por lo tanto la reiger temporal de dicho estado no podra
determinar por cual de los procesos revertidosueiahar.

%4 Korolev critica el indeterminismo del domo notandoe no cumple la condicién de Lipschitz.
Concluye que esto se debe a que se asume un dtatmeote rigido: “The only way to generate non-
Lipschitz spontaneous motion of the mass down thmelis to have an absolutely rigid dome; any
diversion from actual infinity in the elasticity efficient would result in the mass staying on topefer”
[Korolev 2007: 955]. La rigidez total, no obstarme, es una asuncion injustificada, pues existe nguaia
cantidad de sistemas que también la adoptan y quaeleterministas (el suelo o los planos inclinados
normalmente se idealizan asumiendo una rigidezlatago Por otro lado, Malament [2008: 804-15]
profundiza en la singularidad de la cima del petél domo, sin mantener una posicion frontalmente
contraria. A esto, Norton advierte que: “while thaface admits a curvature singularity at its aples,
tangent to the surface is everywhere defined. Hahde more differentiable than another surface
routinely appearing in Newtonian texts, a tabletglh a sharp edge formed by the intersection of fiab
surfaces. At the edge, both curvature and tangentirdefined” [Norton 2008 (2006): 794-5]. Sobrs lo
defectos de la condicién de Lipschitz véase noga 23

25 En esencia, Norton manifiesta la misma idea cuahderva: “We are tempted to think of the instant t
=T as the first instant at which the mass moves.tBat is not so. It is thiast instant at which the mass
doesnot move. There is no first instant at which the maswes. [...] there is no first instant of motion
and thus no first instant at which to seek théatiitg cause” [Norton 2003: 11].
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La misma situacién encontramos en $¥iCada colisién de la auto-excitacion
tiene una cadena infinita de colisiones graciaa aull adquiere el movimiento. Sin
embargo, estas auto-excitaciones son indeternsniatd como pueden ocurrir, pueden
no ocurrir. Hay dos fuentes que ocasionan el imoetésmo en ST1. La primera, que
llega a ser bastante simple, la trataremos en dorgsta del capitulo. La segunda, que
también estd estrechamente relacionada con lashasdeausales infinitas, no la
trataremos hasta el préximo capitulo (apartadg fLB)s constituye un gran apoyo en el
analisis de la relaciéon entre el indeterminisma pérdida de la energia en este tipo de
sistemas.

5.5 El reposo relativo como estado final: una formaimple de
entender el indeterminismo en ST1

Zimba, en una reciente contribucion sobre el inda@tdgsmo en mecanica newtoniana,
se plantea la siguiente situacioén:

Suppose all of the particles of the universe shdwppen to come at rest at the
same time, in positions so arranged that all oféhees on every particle balance to
zero at that time. What would happen next? Or rativnat does Newtonian
mechanics say will happen next? [Zimba 2008: 417].

Una respuesta inmediata es que tal sistema congmiaeposo. No obstante, si
revertimos temporalmente las fuerzas que llevarsanaejante sistema al reposo total,
tendremos entonces un conjunto de fuerzas capasasar dicho sistema de tal reposo.
Asi, otra respuesta es que ocurre la reversiondeahgel proceso original. El problema
aqui es que la condicién inicial de tal reversiémporal no sélo se presenta ante el
estado final de la situacion planteada, sino eriqaiex momento de la evolucion
correspondiente al reposo. La reversion temporat@iesperar cualquier intervalo de
tiempo antes de ocurrir, y puede incluso nuncarocUtsta es la idea, puesta en
términos generales, de un sistema que irremediablenpresentara indeterminismo.
Es, pues, una de las condiciones suficientes paeaug sistema sea indeterminista.
Estamos ante un mecanismo genuino del indeterminism

El articulo de Zimba presenta varios sistemas erdehistas, pero relega por
completo los modelos de supertareas existentes l@éaratura, asi como sus resultados.
Es facil apreciar, sin embargo, que la situacio®dé es exactamente la misma a la que
Zimba describe. Lo mismo sucede en el modelo STAlAtkinson, en el que
originalmente todas las particulas terminan conmisana velocidad. La situacion es la
misma ya que hay un marco de referencia inerciatlegue el estado final de las
particulas es el reposo. La idea, pues, del inarté&smo que surge del reposo se puede
extender al reposo relativo, tal como lo hace leegalizacion de Pérez Laraudogoitia
[2007b] (que entre sus casos incluye tanto ST1 cBAl) >’

2% por cierto, McAllister niega el indeterminismo ke sistemas como ST1 tomando como base el
principio de conservacion de la energia, y apelanocontribucion de Alper, Bridger, Earman y Naort
[2000]. En la seccion 4.2.9 ya se dio un argumentoontra de esta postura.

47 El mismo explicita que ésta es su idea base: fdiea is to arrange things so that, as a resulef t
collisions, all the material bodies involved aré b relative rest. The temporal inversion frore fimal
state achieved leads to (at least) two possiblardugévolutions: one is permanent relative rest ted
other is spontaneous self-excitation leading totéimeporal inversion of the state that was thedhgtate

in the direct temporal process” [Pérez Laraudoga@f07b: 725].

174



La generalizacion es la siguiente (de aqui en atiellamaré GPL1). En primer
lugar se asume una cantidad infinita (humerable)atticulas puntuales en el espacio
unidimensional con masa total finita. La masade cada particulg, (nC{1, 2, 3, ...})
guarda una relaciom = my.1/m, con la masan,.; de la particul®,.;. Inicialmente, la
particulaP; se aproxima con una velocidad constante positi¥?, anientras que el
resto de las particuld®, Ps, P4, ... Se encuentran en reposo, cBda a la derecha de
Pn y posicionada de tal manera que hace posibleeleuejon de una supertarea que
consiste en la sucesién infinita de colisiones fifsd>® Asi, P; colisionara corPs, tras
lo cual ésta colisionara cdfs. De la misma manera, posteriormente colisioraréon
P4, y en generalP,.4, tras colisionar coR,, colisionara corP,., una sola vez. Bajo la
conservacion de la energia y del momento en Ia&ioalideP, (que inicialmente viaja
conVvy) con Pneq (que inicialmente se encuentra en reposo), sabgmestras dicha
colision, las particulas adquiriran respectivamertecidades

V)= v, (5.1)
y
Voer =15 Vo - (5.2)
Por recursividad, de (5.2) se obtiene que
Vo, =2 Hﬁ : (5.3)
Asi, de (5.1) y (5.3), tenemos que cada partieglaterminara con una velocidad
n-1m _
. 27—y v (5.4)

v.'= :
T @)L )W Y) L)

Haciendo quev,.1” =V, ~, se encuentra, a partir de (5.4), que las retees de masas

entre particulas contiguas deben cumplir que

_ 1), 250 (5.5)
3/,

Asi, todos los sistemas que cumplan con las camisi iniciales especificadas por esta

generalizacion junto con la condicion (5.5), sopestareas indeterministas. El estado

final, que consiste en el conjunto infinito de frras viajando con la misma velocidad

(y que corresponde al reposo relativo), mostrag&tarminismo tanto si lo revertimos

como si no lo revertimos temporalmente: en cualquike los casos hay un marco de

referencia inercial en el que la velocidad de tddasparticulas se corresponde con la

velocidad final revertida en la que termina cada d@ las supertareas incluidas.

Con la finalidad de entender mejor algunos aspemta®rno al indeterminismo
generado por este mecanismo, y de extendernog difmrde sistemas, a continuacién
presentaremos otra generalizacion basada en estaandea. Mas tarde (en el apartado
6.3), esta misma generalizacidbn nos sera de ulilgia poner en evidencia el otro
mecanismo del indeterminismo presente en estalgmistemas.

n+l

28 En [Pérez Laraudogoitia 2007b: 725-6] la colocadié las particulas es la especular, y la velocidad
v;" vigja a la izquierda. Los cambios del texto ppatson irrelevantes.

29 Es interesante notar que la funcf@) = (1 +x)/(3 —x) tiene un punto fijo indiferente en= 1. Six <

1, la funcién es atractiva hacia el punto fijo glae en (5.5) implica la posibilidad de sistemas ic@sa
finita total), mientras que > 1 la funcion es repulsiva desde el punto fimdque en (5.5) implica una
masa infinita total del sistema). Este aspectatiefevancia a la hora de considerar la energia.
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5.5.1 Qul: Generalizacion de supertareas indeterministas lpa reposo final y una
misma relacion de masas

Al igual que la generalizacion presentada en [Pé&aaudogoitia 2007b], la que a
continuacion presento aqui basa su modelizacid@ exeterminismo provocado por el
reposo relativo en el que todas las particulasiterm Pero difiere en tres aspectos. En
primer lugar, en mi generalizacion el estado ihicla un subconjunto infinito de
particulas no se limita al reposo relativo, ni taggpse limita a estar posicionado dentro
de un espacio confinado. En segundo lugar, en casta particular que pertenece a la
generalizacion, la relacion de masas entre caddeparticulas contiguas es la misma.
En tercer lugar, la estrategia a seguir no consistgar una misma velocidad final para
todas las particulas, sino en fijar una velocidala para todas ellas (que, por supuesto,
en cualquier otro marco de referencia inercial espondera a una misma velocidad
final).

La idea central es la adquisicion sucesiva dedgeor parte de las particulas.
Asi, supongamos que tenemos una infinidad de plsipuntuale®,, Py, Pa,... en el
espacio unidimensional. Consideremos que a un temp0 la particuleP, viaja con
una velocidad constantg” > 0, mientras que el resto de las particulasadigpuestas
de tal manera quetazvio, Py colisiona corP,, at =%0, P, colisiona corP,, at=-- P,

4v,

colisiona conP3 y, en general, a un tiempo:( - znl_l)vio, la particulaP,; colisiona con

la particulaP, (nC{1, 2, 3, 4,...}). Toda particul®, colisionara en primer lugar céth-

1Y en segundo lugar cd®., tras lo cual no volvera a colisionar con ningpagticula.
La particulaPy, por su parte, solo colisionara cBn después de lo cual no volvera a
colisionar con ninguna particula. Asi las cosagnaiempot = 2, una supertarea se
habra ejecutado. Ahora bien, para hacer de éstasupertarea indeterminista bajo el
mecanismo del reposo relativo, establezcamos qusuesegunda colision (primera
colision paraPy) cada particula adquiere una misma velocidad. $taplicidad,
escojamos el marco de referencia inercial en eldickea velocidad es cero. Ademas,
limitémonos a modelar los casos en los que la mgske toda particul®, guarda una

relacién constante = con la masan,_; de la particuld,,_;.

My

Hasta aqui el modelo en términos generales. Ralstaa especificar las
posiciones y las velocidades de cada particulal ¢éierepot = 0 para que las cosas
sucedan tal como las hemos disefiado. Con estegiimdamemos, a la velocidad de
todaP, ent = 0, yv, a la velocidad que tod, obtiene al colisionar coR,;, que por
su parte lleva una velocidag ;" para finalmente adquiriv, ;" = 0. (Asi, no debe
entenderse qug  haya sido obtenida p&, en una colision en algir> 0). Con esto, y
a partir de los principios de la conservacion desme@rgia y el momento de cada
colision, colision de la particuR,_; conP,, tenemos que

0=12H vn_l'+2—'uvn (5.5)
1+u 1+ u
2 -LH, (5.6)

Vn=mVn—1 m ne
De (5.6) podemos ver que, =ﬁ n_l'—iﬁ—Zvn', a partir de lo cual, y tras sustituir en

(5.5), se obtiene qug’:lg—;vn_l’, de donde resulta claro que

S (5.7)

n-1 2n—1lun—1 0~

Por otro lado, de (5.5) se sabe que
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Vh = _]-__#Vn—ll . (58)

Asi, sustituyendo (5.7) en (5.8), obtenemos que
n-1

= _%%g (5.9)

Obtengamos ahora las posiciones. Para ello, llasema la posicion de la
particulaP, ent = 0 yx, a la posicion en donde la misma particula cat@ioonP,_;
para adquirir una velocidad’, y en dondé>,_; adquiere el reposo (y por lo gue; ™ =
Xn ). Por su partexy” es la posicion d@ (que viaja conyg’) al tiempot = 0. Con esto
podemos expresar el tiempo transcurrido en el og&R,,_; viaja conv,;, es decir, el
tiempo que transcurre desde d¥e, choca corP,; hasta qué,_; choca corP,. Para
el caso particular de = 1, es decir, para la particu®g, el intervalo de tiempo al que
nos referimos partiria de= 0 hasta el tiempo en el que colisiona BenEste intervalo
de tiempo viene dado por

n

1 XX
n-1 "~ 1. - ,
2n VO Vn—l
Por otro lado, el tiempo que tarBaen recorrer la distancia entre su posicion inigial
y el punto en el que choca cBp, X, , €s

1)1 x'=X
t '=|2- = ="n " 511
" ( 2”'1jv0’ A ( )

Obtengamos primera,”. De (5.10) tenemos que, = 2:f;§,+xn—1,, de donde,

At (5.10)

sustituyendo (5.7), se obtiene que

. @+t ,
Xn =2(2(+)?un_1 + Xn—l . (512)
De (5.12), claramente se ve que
n k-1
@+4)
Z 92(k= 1)'uk 1 X0 (5'13)
k=1
@t 2P )"
y como Z 22(k-D) k 1= 22(n-1)’un—1(22’u_(1+ﬂ)) ’ entonces
2n ,,n _ n
Xn,: 2 ,U (1+ IU) + XO, ) (514)

220D "2 - W+ p))
Ahora bien, para (5.14) hay una excepcion, a sahendo el denominador de la

()kl

fraccion es cero, es decir, cuande 1. Para este caso se ve qu— n. Por lo

2(k 1)( )
tanto,
Xn =N+Xy (5.15)
para el caso exclusivo en que 1.

Obtengamos ahora. A partir de (5.11) podemos ver que= xn'—(z— l)j—o Y
si en esta expresion sustituimos (5.9), obtenemes g
n_ n-1
Xy = %, +2 1)(212n /fifﬁ“’) (5.16)
Si en (5.16) sustituimos (5.14), finalmente obteogque
__ 1 22“ "), @ -DA-pAr T,
%n = Q20D i “a+ ) 2u *tX - (5.17)
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Mas para el caso exclusivo en el quel, de (5.15) y (5.16) se obtiene que
X =2'+n—-1+xg. (5.18)
Sabemos ya las posiciones y las velocidades depaticula en el tiempo= 0
y sabemos como va a evolucionar el sistema. Sinaggob a lo largo de toda la
modelizacién hemos asumido que toda partiBylaolisiona primero co®,_; que con
Pns1. ¢De verdad sucede tal evolucion? Para verificarkresitamos probar que
t,= (2— L )A el tiempo en el quP,; colisiona corP,, es menor que el tiempo en el

AR AT
queP, colisionaria corP.1 en caso de que estas dos particulas se encordisiaaas.
Si llamamosx, a la posicion en la que se daria esta colisiootéiga, entonces el
tiempo seria

t, = th‘xn (5.19)
0
t, =% (5.20)
n+l

Del sistema (5.19) (5.20) obtenemos gyje "y que

Vi1 ~Vn

t, =20 Yna (5.21)

Vn+1 ~Vn
Para el caso exclusivo en el que 1 es preciso considerar (5.9), (5.18) y (5.21) para
obtener que el tiempg = (2+ znl_l)vio,, gue claramente es mayot,a Para el resto de los
casos, se consideran (5.9), (5.17) y (5.21) paeneb que el tiempo
wele-te
Asi, para qué, >t,’, se debe cumplir que

2_
2- oS L5 (5 L)L
2"L-)° )V, 2" )V,

Comovy > 0, basta con probar que
u? -6u+1 1
on (1—ﬂ)2 on-1 !
desigualdad que se cumple siempre y cuando
4>-1. (5.22)
Pero, por definiciony > 0, por lo que (5.22) siempre se cumple. Y pdatdo,t, >t
es decirP,, siempre colisiona coR, antes de quB, choque corPp.1.
En resumen, esta generalizacion de supertareasgemuadelante llamaremos
Gul, describe el siguiente proceso. A un tierhpd) la particul®, se encuentra e’
con una velocidady’, mientras que cada una de las demas particulascseentra en
1 2 - )", @A A +x, (para el caso exclusivo gde=

X, =
n 22(n—1) /jn—l 22/1 _ (1+ /j) 2#

_ -+
2nﬂﬂ
L toda particuld,_; colisionara con la particul, en la posicion

Vo

1/3,% = 2"+ n—1 +x¢’) viajando con una velocidag| = Vo . Asi, a un

tiempot,’=(2- 1)

2n—l
_ 22nlun_(1+'u)n
2Dy = (1 )
con lo que P,; adquiere el reposo mientras qu adquiere una velocidad

+x,” (para el caso exclusivo gde= 1/3,x,=2'+n—1 +xy),

n
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v, = (%)”vo’ . De esta manera, a un tiempo 2A" una supertarea se habra ejecutado y

todas las particulas se encontraran en reposo ReadenX,1 = Xy ).

5.5.2 Particularidades de @1: indeterminismo bajo reposo relativo sin punto de
acumulacion y auto-excitaciones expansivas

La reversién temporal de estas supertareas tandsénon proceso posible. Dicho
proceso consiste en una auto-excitacion que egermdi@ista, pues su estado inicial
(que corresponde al estado final de las supertam@sén modeladas) es el reposo
relativo de todas las particulas, que puede praisegdurante cualquier lapso de
tiempo antes de que ocurra la auto-excitacion. bdipado de la relacién de magas
la evolucion posible de estos procesos revertideset caracteristicas distintas.
Hagamos una clasificacion de ellos, a partir délisis de la distancia inicial entre cada
par de particulas contiguas y la velocidad corua cpda particula termina tras la auto-
excitacion del sistema.
La posicion con la que cada particula inicia erosepclaramente eg_;” = X, .
Asi, a partir de (5.14), se obtiene que la distamuicial entre cada par de particulas
contiguasP, y P1 es
e o (1)

AX, =X, =Xy ( Ay j -
Donde facilmente se aprecia que cuandqji44) > 1, o sea, cuando< 1/3,Ax, es la
unidad o tiende a infinito junto cam En otras palabras, el estado inicial carece de un
punto de acumulacion. Por otro lado, también secigpmque cuando (34/(44) <1, o

sea, cuandqu > 1/3, Ax, tiende a cero junto con de tal manera queZAxn es
n=1
convergente. Es decir, el estado inicial es urermiaten reposo con un punto de
acumulacion.
En cuanto a la velocidad, a partir de (5.9) se spigela velocidad final, tras la
auto-excitacion, de cada particBlaesv,* = —v,, que también se puede expresar como

{5
1+u \ 2u

Donde facilmente se aprecia que, cuapdo 1, v,* tiende a cero por la izquierda
conformen tiende a infinito (pues el primer factor sera amero entre —1 y 0, mientras
que el segundo sera un numero entre 0 y 1 elevéaa)aEs decir, en el estado final,
cada particuld,_; terminard alejandose de su particula contiguhacia la izquierda;
en particularPy llevara la velocidad minimave-(pero con una magnitud maxima). Por
otro lado, se aprecia también queyst 1, toda particul®, terminara en reposo (pues
el primer factor es 0), mientras que la particBlatermina alejandose del resto.
Finalmente, también es facil ver que, cuapdo 1, v,* tiende a infinito (positivo) junto
conn (pues el segundo factor asi lo hace, y el priresron nimero entre 0 y 1).

Ante esto, tenemos cuatro casos con distintasielooles:

l) 4> 1. Tenemos un conjunto de particulas infinita amasa total infinita. La
masa es mayor conforme cratd.a totalidad de particulas estan siempre posacias
dentro de un espacio finito con un punto de acuoniea la derecha. Su estado inicial
es el reposo relativo, que espontaneamente se potiré&xcitar de tal manera que, tras
ello, cada particula termina con una velocidad tieydhacia la izquierda), que crece
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desde un minimow hasta un maximo 0 (que ninguna particula posed#paoe crece

n. Basta con percatarse que a cualquier tiempo nisee la auto-excitacion siempre
habra una infinidad de particulas que, debido asslaxidades, se encontraran tan cerca
como se quiera al punto de acumulacion originalsttbacon tomar unn lo
suficientemente grande). Es decir, con esta evimu@l sistema mantiene su punto de
acumulacion.

) x# = 1. Proceso correspondiente TRST1 (s6lo que dorpueto de
acumulacion especulaiy termina con una velocidadis-y el resto de las particulas en
reposo.

1) 1/3 < x4 < 1. Tenemos un conjunto de particulas infinito otasa total finita.
La masa es menor conforme cratelnicialmente, la totalidad de las particulas se
encuentran en reposo relativo y estan posicionddago de un espacio finito con un
punto de acumulacion a la derecha. Con este egtalal, el sistema se podra auto-
excitar de tal manera que, tras ello, cada pasafutermina con una velocidad positiva
(hacia la derecha) que crece ilimitadamente cordozrecen, mientras qué, termina
con una velocidadw (hacia la izquierda). En otras palabras, el cdojunfinito de
particulas (exceptBy) cruza el punto de acumulacion y se expande,ritéstaamente, a
lo largo de una regién infinita del espacio. Estoss facilmente si nos percatamos que,
a cualquier tiempo posterior al comienzo de la -&xmtacion (incluso antes de que el
proceso se haya completado), habra una infinidagpadticulas que, debido a sus
velocidades, se encontraran tan lejos como seagqd@rpunto de acumulacion original
(basta con tomar un lo suficientemente grande). Es decir, una vez lquauto-
excitacion ha comenzado, el sistema pierde su glenerumulacion. Es ésta la gama de
sistemas que presenta una auto-excitacién expaiSiVeas ocupar una region finita
del espacio, los sistemas instantaneamente pasaupar una region infinita de manera
indeterminista.

IV) 0 < £ < 1/3. Tenemos un conjunto de particulas infinito owasa total finita.
La masa es menor conforme cratelnicialmente, la totalidad de las particulas se
encuentran en reposo relativo posicionadas a o lde un espacio infinito, de tal
manera qu®, se encuentra en algun punto del espacio mienaaglgesto se extiende
infinitamente hacia su derecha. Claramente, edrsigtcon este estado inicial carece de
un punto de acumulacién, pero se podra auto-exditdal manera que cada partideja
termina con una velocidad positiva (hacia la deagchue crece ilimitadamente
conforme creca, mientras qué, termina con una velocidadip—(hacia la izquierda).
Estos sistemas, pues, en ninglin momento tienennto pe acumulacioff!

Cabe comentar que todos estos sistemas con esfasienes también pueden
ser planteados en términos de cuerpos extensossdd@ambién que, a pesar de la
carencia de un limite para las velocidades de dadcplas caracteristica de las auto-
excitaciones expansivas, estos sistemas no presantal “escape al infinito” ni la

%0 as supertareas de GSTC también expanden susytestinstantaneamente a lo largo de una regién
infinita del espacio (que para el casoude %2 ya se encuentra expresado en [Pérez Larau@og007a:
26]). La diferencia es que, mientras que GSTC kel@n una supertarea de ordinalidaegsta gama de
casos de Gl lo hace con una supertarea de oddidalf.

%1 Este es un aspecto novedoso de la generalizagidh fues no existen en la literatura sistemas
indeterministas bajo el reposo (relativo) de susi@das como estado final que a la vez se enceentr
extendidos a lo largo de una regién infinita dgdaeso. ST3, que si esta extendida a lo largo de una
region espacial infinita, es indeterminista bajo y no bajo reposo relativo. ST1P, si es indeteista
bajo reposo relativo y esta extendida a lo largarteregion infinita del espacio; no obstante, cathua
particulas puntuales, es un sistema que si necgspanto de acumulacion para ser indeterminisite E
no es el caso para Gul con @< 1/3.

180



desapariciéon de alguna de las particulas. Toddcpkat en todo momento, tiene una
posicion perfectamente bien ubicada.

5.5.3 Consecuencia de |id: sistemas espacialmente extendidos con colisiones
globalmente dependientes

Una consecuencia importante de esta generaliz@gién concreto de los casos
gue cubre 0 < 1/3) es queal indeterminismo en supertareas newtonianas deaido
reposo relativo como estado final de la supertaneadepende de que la configuracion
del sistema posea en algin momento un punto deu@&cidn Esto a su vez tiene una
importante consecuencia, y es que muestra que adgwistemas que no son
manifiestamente indeterministas son de hecho indeistas. Concretando mas,
procesos que parece ser que involucran exclusivemealisiones globalmente
independientes en realidad involucran colisionebamente dependientes.

Antes de poner esto en evidencia, atengamonos deflaicion que Pérez
Laraudogoitia brinda de colisiones globalmente preselientes:

suppose that the particles of the getvolve (during a finite period of time)
exclusively by means of an infinite number of atastleterministic collisions
between them following the proceBR from the initial conditionC given at the
instantt,. For eachglP, letPq be the set of particles Bfcausally connected witl
(obviously through elastic collisions) during theopess PR from the initial
conditionC. We shall say that the collisions involvedRR (from C) are globally

independent when, for eadilP, Pq is finite and there is one sole evolution
possible forg from C [Pérez Laraudogoitia 2008: 365].

A partir de esto, aqui llamaré ‘colisiones globatiteedependientes’ a las colisiones de
un proceso que no son globalmente independientas. €ta definicion técnica, Pérez
Laraudogoitia presenta entonces una gama de pggesoconsisten en una sucesion
infinita de colisiones elasticas globalmente inaelientes:

let us suppose a proceQdn which, for eacm}{1, 2, 3, ...}, the particle®,, and
P..1 are small spheres the centers of which move pesnignin the coordinate
planeX, = n and that they collide head-ontijp= 1h at the point in spac¥, =n, Y,

= 0, Z, = 0. Although the infinite collisions take plagea unit interval of time we
would be hard put to call this a supertask, sirfve tollisions are globally
independent in an evident sense (as reflected irtewignical characterization of
global independence): they take place in arbitragimote spatial regions with no
possible connection between them [Pérez Laraudadf08: 365].

Pues bien, aunque las colisionesQi®curran en regiones espaciales arbitrariamente
alejadas, hay casos concretosden los que las colisiones si se encuentran calas;ta
al grado que no es posible en algunos casos degrrpor ejemplo, 9,1 colisionara
primero conP,, 0 conPzn2. El motivo es que hay casos en los que el conjunfitato
de particulas (por ejemplo, la totalidad de lagipalasP,,1, 0 P2, Si intercambiamos
las etiquetas)n sipueden tener una conexion causal sucesiva bagioras elésticas.
Para poner en evidencia esta conexion tomemos 8o tastrativo de nuestra
generalizacion.

Antes de ello, es necesario hacer una aclaracaba pacer justicia a Pérez
Laraudogoitia. Cuando él afirma que el proce®o involucra soOlo colisiones
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globalmente independientes, se esté refiriendauskamente a supertareas que en todo
momento tienen una energia cinética total defifeadecir, que no es “infinita®f?
Asi, estrictamente él no esta diciendo que todesikiemas que presentan el proc@so
involucran colisiones globalmente dependientesntbreces, lo cierto es que, también
hablando estrictamente, él tampoco afirma que exigtrocesoQ que involucran
colisiones que no son globalmente independientes,eg lo que precisamente aqui se
mostrar&?®

Hecha esta aclaracion, tomemos el caso de Gul g@megl = 1/3, que arroja
nameros relativamente agradables y que, por lo misesulta un ejemplo ilustrativo.
Para este caso, que llamaremos STM1, tenemos ueratnfinito de particula®;_;
(10{1, 2, 3, 4, ...}) en el espacio unidimensional cgpendiente al eje. A un tiempaot
= 0, Po viaja con una velocidad constanté = v (dondev es cualquier escalar mayor a
cero) y se encuentra ep= 0. En ese mismo instant, se encuentra en la posicixn
= 2 vigjando con una velocidad constame= —-v, P, se encuentra e = 5 con una
velocidadv, = -2, P3 se encuentra e = 10 con una velocidag = —4v y, en general,
en el instanté = 0 toda particul®; se encuentra en la posicign= 2 +i — 1 viajando
con una velocidad constante= —2'v. Ante este estado inicial, y tomando en cuenta la
conservacion de la energia y de la cantidad delimemto para las colisiones entre
particulas, es facil ver que el sistema evolucidmigr la siguiente manera. A un tientpo
= < la particulaP, colisionara con la particuly, enx = 1, adquiriendo entonc& una

velocidadvy” = 0 yP; una velocidad,” = 2v. Posteriormente, a un tiempe &+,

P, colisionara corP, enx = 2, adquiriendo adP; una velocidad;,” = 0 y P, una

velocidadv,” = 4v. Tras ello, a un tiempb= L+ +-L, P, colisionara corP; enx = 3,

con lo queP, adquiere una velocidad™™ = 0 yP3 una velocidadi;” = 8v. En general, a

un tiempot = (2--%), Pi_s, que lleva una velocidad ;= 27, colisionaré corP,,

que lleva una velocidad = =27, en la posiciérx =i, obteniendo entoncé3_; una
velocidadvi_;”" = 0 yP; una velocidad;” = 2v. Con lo cual, a un tiempto= 2, habran

ocurrido un nimero infinito de colisiones y todatfzalla P;_; se encontrara en reposo
en la posicionx_; = i. La reversion temporal, TRSTM1, claramente es aun#-
excitacion de estas particulas extendidas a lm ldey una region espacial infinita a
partir del reposo.

Ahora bien, si consideramos la totalidad de paldac en TRSTM1 como un
subconjunto de la totalidad de particulas que @l Q, es posible encontrar casos
para los que las colisiones no son globalmentepenientes y que resultan ser
indeterministas. En particular, tomemos el casaleque el proces® ocurre en el
sistema que especifican las siguientes condicimmaalesC, y que llamaremos 2DM2:
cada par de particul®s, y P21 tienen una misma masa, = 1 Mientras que cada
par de particulaBz, y P2, asi como cada pds,_1 Yy Pone1, guardan una relacion de

masas constantw:%:%:é; en el tiempoty, = 0 cada particuléP,,-1 se

encuentra en reposo en la posicign; = (n, 0, 0), mientras que cada particBg se

%2 | o explicita al principio de su articulo: “I shalbncentrate exclusively on supertasks with defined
energy (for example, the energy in a supertaskvnvg infinitely many identical particles with non-
uniformly bounded velocities is not well defineds ¢he total energy will be “infinite”)” [Pérez
Laraudogoitia 2008: 364-5].

%53 Por méas que esto quepa esperarse, No es unadnueestial, ya que también hay procesdsque,
ademas de carecer de una energia definida, séduaman colisiones globalmente independientes. De
ningdn modo es evidente, a primera vista -y memo$Gal—, cuales son los sistemas que involucran
colisiones globalmente independientes y cuales no.
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encuentra en la posicidn, = (n, 1/, 0) viajando con una velocidag, = (0, -1, 0).
Esta configuracion inicial se encuentra representadla figura 5.2. Asi las cosas, la
evolucion de 2DM2 puede ser exactamente como loritbesel proces®: cada par de
particulasPz, y P2n-1, que solo se mueven en el plado=n (en realidad, en el modelo
2DM2 las Unicas particulas que se mueven son kigridas poP,,), colisionan en el
tiempot, = 1h en el punta,, =rz1 = (n, 0, 0).

F:a +—a Rs

Hi e +—@ B,

E, @ +—@ B

E e +— F

F; o —aeF;

E @ +— @ L

F e — L

1 F

Figura 5.2. Estado inicial (4, = 0) del modelo 2DM2; cada particula con etiquetase dirige
frontalmente, con la misma velocidad y desde dasirposiciones que el resto de particulas
pares, a la correspondiente particula en reposettqureta impar.

Pero ésta no es la Unica evolucién posible, yappaemos considerar que el
conjunto (o algun subconjunto) de particulas querssientran en el ejeen algin
momento dado, se corresponde con el conjunto diécylas del estado inicial del
sistema TRSTM1,; dicho brevemente, que TRSTM1 esulnsistema de 2DM2. Una
vez hecha esta apreciacion, es facil ver que 2DM&I@ evolucionar de una manera
distinta al proces® descrito en el parrafo anterior. A un tiempq = 1/(n+1), por
ejemplo, todas las particul®s.+2, Pan+s, Panse, Ponss, ... habran chocado respectiva y
frontalmente (en direccidy) con las particula®sne1, Pones, Pones, Pon +7, ..., las
primeras adquiriendo el reposo y quedando en leipas 2, = (0, 0, 0) mientras que las
segundas se alejan de ese mismo punto con unadaglog,-1 = (0, —1, 0). Cabria
esperarse que ta = 1h la particulaP,,; choque de la misma manera dés, pero
podria suceder también que el conjuRig.2, Pon+a, Ponvs, Ponss, ..., @hora alineado en
el ejex, se auto-excite de la misma manera que TRSTMlucanvelocidad tal que la
particulaP,n-1 colisione antes coRzn+ (en direccionk) que conP,, (en direcciony).
Claramente, 2DM2 es un sistema indeterminista.
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Nétese que, aunque el procé€3dague consiste en el choque frontal (en direccién
y) sucesivo de cada particuPa,-1 con P2, es un proceso en el que cada colisién es
“independiente” de las demas en el sentido de aqda parP,, 1-P,, sufre el mismo
choque frontal si lo aislamos del resto de pariguho es independiente en el sentido
en el que especifica la definicién de Pérez Largaiia. Tal proceso, en caso de que se
corresponda con el sistema que acabamos de pred@d2), viola las dos
condiciones de independencia global: (i) cada @4deiP, esta potencialmente
conectada causalmente con un numero infinito déicpdas (todas las que en un
momento dado se encuentran alineadas en el@ex > x,) y (ii) para cada particula
P, existe mas de una evolucion posible en términastisiones elasticas.

En realidad, para que ocurra este tipo de procaetetérminista, la separacién
entre cada par de particulas contiguas alineadakegex puede ser tan grande como se
quiera, siempre y cuando la relacion de masas aategt entre cada par de particulas
contiguas sea menor a 1. Para verlo, retomemotaeleamiento original de & vy
hagamos una ligera modificacion. En vez de especil tiempo para cada colision,
asumamos que toda particla, adquiere el reposo eq;”” = X, = sn Asi, tomando
en cuenta (5.7), el intervalo de tiempo en el qaea@articuld,_; viaja con velocidad
V1 €S

- , n-1
pt =2 TR [ 2H ]S (5.23)
n V 1+'[1 ,

’ v,
n-1 0
El tiempo, pues, en el qirRy_; adquiere el reposo es

ZN (“ﬂJ [ 2u J S (5.24)
w) " 1+ |V,

que, comqu < 1, converge cuando - . Por lo tanto, esta modificacion, ejecuta una
supertarea satisfactoriamente. Y la reversion teatpel sistema infinito de particulas
en reposo, cada una separada una distandegasus contiguas, y con una relacién de
masas 4 < 1, tendrd la posibilidad de auto-excitarse (oipuesto, bajo esta
modificacién, ninglin caso se corresponde con urna-excitacion expansivay’
Definitivamente, la separaci@de las particulas alineadas en ebepe 2DM2 puede
ser tan grande como se desee sin temor a destkimdeterminismo del sistemi&

264 Aqui hemos asumido qu’._; (que viaja cov, ;") colisiona corP, (que viaja cor,) antes de que ésta
colisione conP,,; (que viaja conv,.,). Precisamente eso es lo que sucede. Qghyo (X," — X,)/V,, con
(5.9) sabemos queta 0P, se encuentra en

X, :l(%/j)” +n—1]s. (5.n1)
Asi, si consideramos que s6lo tenemos en el espatgdimensional el par de particul®s y Ppg
posicionadas eR, y X1 Y con velocidades, y v,.1 respectivamente, obtenemos que el tiempo hipotétic
en el que colisionarian, expresado en (5.21) y ngimaen cuenta (5.9) y (5.nl1), también se puede
expresar

t_(1+y+(2ﬂ7)"ﬁ)i_ (5.n2)

“H (@) @) W

Buscamos que se cumpla la desigualtlad < t,, que para este caso, con (5.24) y (5.n2),

equivale a la siguiente desigualdad:
-@u)" <-4

Como aqui nos referimos s6lo a los casos en Ioguquﬂe, el miembro derecho de la desigualdad siempre
es mayor a cero, y por lo tanto la desigualdad mierse cumpleR,_; colisiona corP, antes de que ésta
colisione corP,;;.
%5 Esto no quiere decir que las supertareas que @l no dependan de un limite superior para el
espacio entre sus particulas. Para cada casosgada@ue se tomen, cada par de particulas (contiguas y
no contiguas) necesitaran un limite superior afid@ancia que las separa para ejecutar satisfaoterite
la supertarea. La infinita posibilidad del tamaf@sdho implica que en cada caso (cajldas particulas
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La generalizacion (EL, pues, nos ayuda a comprender de qué manemnasst
que aparente e intuitivamente son deterministasug igvolucran soélo colisiones
globalmente independientes, en realidad son inu@ietas e involucran colisiones
globalmente dependientes. Esto, por supuesto,didtebajo el indeterminismo que se
encuentra detras del reposo relativo de las ptati@n el estado final de una supertarea
newtoniana.

Es interesante afiadir que no soélo los proc€3oson energia definida son
globalmente independientes. Por ejemplo, si a 2iMAodificamos de tal manera que
cada una de las particulas tenga la misma masaomst tenemos un proce§ocon
energia infinita y colisiones globalmente indepentis. No es posible una auto-
excitacion por parte de las particulas que se em@realineadas en el efePiénsese
en ST1 con las particulas extendidas a lo largoirde region infinita: no es posible
llevar a término la supertarea y, por lo tanto,ctmfiguracion de particulas que
corresponde cuando el tiempo— o (y que una de ellas se corresponde con las
particulas del ejg-de la modificacion de 2DM2 en cuestion) no puedt®-axcitarse,
por mas grande que sea la velocidad de auto-eXuitasperada.

Para terminar, podemos considerar que los sistecpatemplados por la
generalizacion @1, al poseer inicialmente una energia no definidénita), son de
escaso interés para la comprension de la pérdida deergia. Es cierto que no son
sistemas tan interesantes pues, a diferencia,lgmsastemas con energia bien definida
en todo momento y en todo marco de referenciaialemmodemos hablar en términos
precisos de la cantidad de energia que se pidarde serde). Sin embargo, no dejan de
tener un grado de interés ya que, pese a la careecuna energia bien definida en
algunos momentd$? no se destierra por completo la pérdida de lagémede una
energia infinita pasan a tener, al completarseaglgso, una energia finita bien definida.
Por ultimo, Gul es un modelo que nos ilustrara de una manerasengjlla otra forma
de ver el indeterminismo de los sistemas que eagldbomo dicha forma del
indeterminismo se encuentra bien enmarcada deatl® discusion entre la relacion del
mismo con la pérdida de la energia (en las supeanewtonianas), me reservo su
explicitacién al siguiente capitulo (apartado 6°3).

puedan posicionarse arbitrariamente. Es dificit, ggemplo, que con una separacién no constante entr
particulas contiguas,.; = s, + € sea posible que la supertarea logre ejecutarsgeigral, para todo es
posible encontrar una separacion para que la surcdsicolisiones tome un tiempo infinito.

%6 Me refiero a los casos cqn< 1. El resto de casos, cpn> 1, tienen una energia infinita en todo
momento en cualquier otro marco de referencia ialerc

267 gg interesante, ademas, darse cuenta de que elmmwlimeal en las supertareas dglGse conserva
cuandoyu < 1, es decir, cuando la masa total es finitap @sse a que las velocidades iniciales de las
particulas carecen de un limite. Por un lado, sabene el momento final es nulo, pues es el redeso
todas las particulas. Por otro lado, el momenwmahviene dado por

P = m)Vo,"'z myv, -
e

Introduciendo (5.9) y las correspondientes relagsate masa, se obtiene que

P = Myvp —myvg (A~ ,U)Z—(“fﬁm -
p=1

p-1
&7 — 1 por

(o)
Comoy < 1, la sumatoria de esta Ultima expresion esagante; concretamentE: - T

p=1
lo tanto, el momento lineal inicial también es nulo
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6. El fallo de la conservacion de la
energia y su relacion con el
Indeterminismo

Hasta aqui, nuestra discusion sobre el indetermmisn supertareas newtonianas se ha
hecho al margen de la pérdida de la energia (ongamaegun la ordinalidad con que se
vean). A primera vista, parece ser que hay unaxé@mesntre el indeterminismo y el
fallo de la conservacion de la energia mecanic®supertareas newtonianas. Por un
lado, las supertareas incluidas en Gul son indetestas a la vez que no conservativas;
por otro, las supertareas incluidas en GSTC soermatistas —al menos asi lo hemos
manifestado hasta ahora— a la vez que conservagizascasual la presencia conjunta de
estas anomalias? ¢Es casual la carencia conjurdatale anomalias? ¢En qué grado
podemos decir que el indeterminismo y el fallo decbnservacién de la energia se
encuentran relacionados en las supertareas new#stia Profundizar en estas
cuestiones es el objetivo principal que persigugrekente capitulo. Como en el
capitulo anterior, seguiremos profundizando enflamntes del indeterminismo, pero,
debido al contexto de la problematica que aqui mosiva, ahora también haremos
siempre caso de la pérdida de la energia en lastatgas newtonianas. Cabe advertir
que, a lo largo de todo el capitulo, cuando hab$eme energia, nos estaremos
refiriendo exclusivamente a la energia mecanig#f{ica mas potencial) de un sistema.
Aungque en mecanica newtoniana se puedan aceptegpios de energia mas ricos que
la sola energia mecanica, la pérdida de ésta esufsestareas newtonianas no deja de
ser intrigante y contraintuitiva. Avanzar en la @uension de esta pérdida, es también
un objetivo que persigue el presente capitulo.

La estructura del capitulo es la siguiente. Emeprilugar, en el apartado 6.1,
comprobaremos que la imposicion de los principiosiservativos no implica la
desaparicién del indeterminismo en supertareasaméavtas. Para ello, analizaremos
dos sistemas con evoluciones indeterministas. Eedaion 6.1.1 se analiza el primer
sistema, que llamaremos GC; en la seccion 6.1€ldissute una posible evolucién de
GC propuesta en [Pérez Laraudogoitia, Bridger yeA®002] y se hace notar que tal
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evolucion hace una suposicién que no se justifoala seccion 6.1.1.2 se presenta la
colision global, evolucidén que rescata tal sup@sia la vez que impone los principios
conservativos; en la secciéon 6.1.1.3 se discugumak dificultades de la aplicabilidad
de la idea de colision global a variaciones de G€.la seccion 6.1.2 se analiza el
segundo sistema, que llamaremos 2DC; en la se®ibr2.1 se presentardan dos
procesos conservativos que pueden desarrollarseldapndicion inicial especificada
para 2DC; en la seccién 6.1.2.2 se presentaraigtiacibn de supertareas newtonianas
que resulta relevante a la hora de considerarriligaéde la energia en ellas. Tras esto,
en el apartado 6.2, analizaremos la posibilidadjae existan supertareas que sean
deterministas a la vez que no sean conservativada Eeccidon 6.2.1 presentaremos
STMNC, una supertarea no conservativa y no matafiesnte indeterminista. En la
seccion 6.2.2, mostraremos que una gama de sist#en&STC son indeterministas
bajo la generalizacion Gu1l; con ello sugeriremdads#terminismo para STMNC. Para
verificar tal sugerencia, en la seccion 6.2.3, sesgnta una generalizacion, que
llamaremos @@L, de supertareas indeterministas bajo reposo tntdisrelaciéon de
masas. Con ella, en la seccidon 6.2.4, mostraremies STMNC efectivamente es
indeterminista, asi como otras supertareas que étetatura se han presentado como
deterministas. Para terminar el apartado, en lai@e®.2.5 se discute cOmo es que, a
pesar de @l, todavia se puede decir que la generacion detenainismo en STMNC
esta desvinculada de la generacion de la enerddd INC. En el siguiente apartado, el
apartado 6.3, veremos una forma mas de entendedeterminismo en supertareas
estrictamente sucesivas como STMNC o ST1, a skberfinidad de ecuaciones para
las velocidades que se conectan sucesiva y causgatnesto demuestra que la reversion
temporal de STMNC si es un proceso indetermini&ga verlo con rigor, en la seccion
6.3.1 se presenta una generalizacion, que llama&p@, de supertareas newtonianas
con un mismo estado final y una misma relacion dsaw entre particulas contiguas,
mientras que en la seccidn 6.3.2 se presenta unegiagizacion, que llamaremogyZ; de
supertareas newtonianas también con un mismo eStedgero con una relacion de
masas entre particulas contiguas distinta. En dagen la seccion 6.3.3, se analiza el
comportamiento de la energia en Gu2 w2 .Grinalmente, en el apartado 6.4, se hace
una precision de los grados en que la pérdida dedegia se encuentra conectada con
los diversos tipos de indeterminismo que hemoszat.

6.1. La imposicion de los principios conservativoso implica
la desaparicion del indeterminismo

Comencemos por ver que hay sistemas en los quenglimiento de los principios
conservativos no surte siempre el efecto de elimehandeterminismo presente en las
supertareas newtonianas. En el primer caso, seardalna evolucién posible ante la
imposicion de tales principios a un sistema prolcn. En el segundo caso, se
analizaran sistemas con evoluciones naturalmenteseceativas. Se vera que en
ninguno de los dos casos presenciaremos el destietindeterminismo. No se puede
responsabilizar, por lo tanto, al fallo de los pios conservativos del indeterminismo
que surge en las supertareas newtonidtias.

%8 Es decir, no es verdadero para las supertareasomiemas que la conservacion implique el
determinismo. En otras palabras, no es verdadezoetjfallo del determinismo implique el fallo de la
conservacion. Pérez Laraudogoitia parece decipidrario cuando afirma: “l shall prove that there a

dynamics systems whose indeterministic evolutiopli@s the violation of the laws of conservation of
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6.1.1. El problema originario de la colision globaluna particula en contra de un
conjunto abierto de particulas

Trataremos en primer lugar un sistema al que llan@t (de Global Collision) y cuyo

estado inicial consta de una sencilla pero crugaiacion del estado inicial de ST1.
Esta variacion fue originalmente propuesta por AlgeBridger y es aun mas

problematica que ST1, ya que su misma evoluciomg wolo su estado final, es una
fuente rica de problemas. El planteamiento origasa¢l siguiente:

Consider, first the set-up as in ST1 with partickéspoints 1/2i = 1, 2, 3, ...
Suppose instead of partidRy approaching from the righB, approaches from the
left, passing througk = —1 att = 0 with unit velocity (rightward). What can weysa
about the evolution of this system? [Alper y Brid@898: 366].

En realidad, la colision global no es mas que woayesta para la evolucion de este
sistema. (Asi, independientemente de si se aceptatal evolucién, seguiré llamando

al sistema GC). Bajo esta idea, que impone unaieiwl conservativa, resulta que GC
es un sistema indeterminista. Antes de presentatar las evoluciones que generan el
indeterminismo en este sistema, veamos una pra@pdestvolucion que la antecede.

6.1.1.1. La desaparicion de la particul®,

Tomemos, pues, el modelo GC. De 0 at = 1 Py viajara con velocidad constante xe
= -1 ax = 0; asi, en el instante= 1, Py se encontrara en= 0. Hasta aqui, nada fuera de
lo normal ha sucedido. Ahora, ¢qué sucede corsteinsa entero para el tiempe 1?
En la misma contribucién que plantean el probledager y Bridger sugieren que
semejante sistema es incompatible con la mecaregaoniana. El argumento se
muestra a continuacion:

On the one hand, it is impossible to name any@arthat is hit byP,. P, cannot hit
P; because in order to do $ must have passed through,, the particle lying
immediately to the left oP;. We conclude thaP, cannot hitany particle. On the
other hand, ifPy does not hit any patrticle, then its motion is shaibed, and it
arrives at, for example, positiot= %2 at timet = 3/2. But there is a particle, namely
P, at x = %. Py must hitP;, contradicting the conclusion thBg hits none of the
particles. [...] The systems described in this sectice clearly incompatible with
Newtonian mechanics [Alper y Bridger 1998: 366%7].

La primera parte del razonamiento es correct®,®lisiona con una particula, por el
principio de impenetrabilidad, tiene que ser comiianera, pero no hay una primera

energy and momentum in the strong sense” [Péreaudagoitia 2007a: 23]. Sin embargo, aqui él se
refiere a una variacién del sistema presentadoPeémef Laraudogoitia 2002a], del que aqui no nos
ocupamos por no consistir en sistemas basadodisioces elasticas.

289 En otro lugar, junto con ellos, Earman and Notambién concluyen: “Both Alper and Bridger (1998,
366-7) and Earman and Norton (1998, 129-30) hagerdeed a system in which Newton’s laws are
violated. In their example, if particlg, [...] were initially at some positior, with x > 1, and were to
approach the remaining particles from ftight with velocityv = -1, Newton’s laws will fail wherP,
arrives atx = 1" [Alper, Bridger, Earman y Norton 2000: 29Hn este caso, el sistema ST1 esta
posicionado especularmente, en vez de que cadaytarse encuentre er 1/2', se encuentra en= 1

— 1/2\. Por su parte, el sistema al que se refiere emifiay Norton 1998] no consiste en particulas
puntuales, sino en discos en contacto y en rotacion
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particula®’® Es decir, bajo el principio de impenetrabilid®g,no puede colisionar con

ningunaP; (i > 1), pues tendria que atravesar la infinidad déquéas que le anteceden.
La segunda parte del razonamiento, en cambio,ez@tina asuncién un tanto débil.
Asume que, por el hecho de que la parti€glao colisiona con ninguna particu?g el
movimiento deP, no sufre ninguna alteraciéfi- Por supuesto, es intuitivamente
desfavorable a nuestras intuiciones By@ltere su movimiento sin antes colisionar con
una particula concreta. Pero recordemos que l@sjgeerto para los sistemas finitos, no
necesariamente es cierto para los sistemas irdirfifecordemos también que relegar
esta cuestion conduce muchas veces —como precigamaede cuando se asume esta
premisa— a cometer una falacia de composicién)P,Sse enfrenta con velocidad
constante a un conjunto finito, necesitara coliafocon una particula concreta para
alterar su movimiento. Enseguida veremos que es@sminguna necesidad cuarijo
se enfrenta a un conjunto infinito, como es el asGC.

De hecho, en una contribucion posterior, Alper gid@er abandonan tal
suposicién y proponen que para tiempgos 1 la particulaP, desaparece. Esta
conclusion la obtienen basandose en el principio

(P5) A particleP; has disappeared by tinme if for any positiona, the assertion
x(t*) = aleads to a contradiction [Pérez Laraudogoitiag@er y Alper 2002: 175].

Que es el mismo principio bajo el que se conclugsrdesapariciones que ocurren en
ST2 y ST3. Asi, brindan el siguiente argumento:

At time t = 1, nothing special happenB, is atx = 0, but since none of other
particles are either at = 0 or to the left ok = 0, there are no collisions. Now
choose some timig, t; > 1. Where i$; at this time? Suppose it is)at a, wherea

> 0. We can find an integgrsuch that 1/2< a. But then, by the principle of
impenetrability, particld®, must have either collided with beforeP, reached =

a or elseP, collided with some other particle which is to tleét of P;. In either
case Py stops moving before it reaches a. Thus,Py is not atx = a for anya > 0.

It is equally clearthat it cannot be at any other posites O either. Since the only
restriction ont; is that it is greater than 1, assumption (P5stall thatP, must
vanish at all times aftar= 1 [Pérez Laraudogoitia, Bridger y Alper 20024 16nis
cursivas].

2’0 También Allis y Koetsier consideran este modelo amso imposible de tratar por la mecanica
Newtoniana: “the discussion between Pérez Larautagnd Alper & Bridger concerns question like
‘What is precisely Newtonian mechanics?’ and ‘Ddeisiclude the systems of pointmasses of ST1 or
not?’ There are several good reasons not to indlbdesystem of pointmasses of ST1. [...] as Alper &
Bridger point out, if the particly is initially atx = —1, moving with a constant positive velocity, # is
very unclear how we are supposed to write down ta@psof motion. In this case there is a lot of mas

the way of the moving particle, but at what timeesldhe first collision take place?” [Koetsier y iéll
1997: 310-1]. Koetsier y Allis plantean esta praguretdricamente, como si no existiera una respuest
para ella, y el planteamiento presupone Bgiiene que encontrarse con una primera particelay po
hay una particula tal. Retomando la dicotomia, tmpodemos preguntar cudl es el tiempo en el bue e
corredor alcanza un primer punto, pero ya hemo® wsie no hay ningdn primer punto (ni primer
instante). Esto no es ningun impedimento para duereedor avance. De manera analoga, si con esa
primera colisiéon (la de la pregunta de Koetsier liispinos referimos a una colisién global, entonces
como se vera en el texto principal, si podemosrstiEzmpo en el que ocurre.

271 Atkinson atribuye el error de esta suposicionagloepto de colision que se tiene detras: “Concgrnin
Alper and Bridger’s contention that the new bahmat be brought to rest at the origin because tiseme
Zeno ball with which it could collide, that depenals how one understands the meaning of the word
‘collision’. One says that two systems collide agigen time if they have zero spatial separatiothat
time, rather than that one point of one systenpisaident with a point of the other” [Atkinson 2008)].
Claramente, Atkinson aqui también apoya la ideeatision global.
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Asi, pues, abandonan la suposicién de que el mextmideP, no puede ser alterado si
no colisiona con ninguna particula concreta. Ea esasion aceptan que el movimiento
de la particula se altera de tal manera que éstpdeece en cuante 1. El argumento
gue ahora ofrecen es valido, pero una de las pasmis es verdadera. Ciertamente, es
claro que la particulBy no puede estar, para tiemgoes1, en alguna posicion=a > 0,

y el argumento que dan es correcto. Sin embargmaaf también que egual de claro
que Py no pueda estar en una posicior a < 0, y aqui se echa en falta un argumento
que nos lo muestre. Por supuesto, intuitivamentdifesl imaginar de qué manera la
particulaP, tome una posicion = a < 0, pero esta intuicion no es ningln argumento
(s6lido) de tal evolucion. La colision global, psaamente, es una evolucion en la que se
abandona esta premisa y que, ademas, resulta sgpatible con la mecanica
newtoniana. Por ello, es también un argumento atraae la premisa que afirma que
la particulaPy no puede estar en una posiciona < 0.

Antes de presentar la idea de colision global gansistencia con los principios
de la mecanica newtoniana, es interesante afadieua misma contribucion, Pérez
Laraudogoitia, Bridger y Alper presentan una evidinae GC en la que, aungig
también desaparece pdra 1, la energia y el momento se conservan. Laa@qibn es
como sigue:

Consider once again AB’s supertask [GC] in whigbagticle approaches from the
left. After the completion of this supertask, assumself excitation a la TRST[1].

We then have the following scenario: A partick¥, approaches from the left

(moving rightward) and disappearstat 1. Then self-excitation occurs, resulting in
a sequence of collisions of particles with theighti hand neighbors [Pérez
Laraudogoitia, Bridger y Alper 2002: 186].

De esta manera, si la auto-excitaciéon de las pdatcinicialmente en reposo ocurre
bajo la misma velocidast en la que la particul®, (o0 mejor,P* para este ejemplo
concreto) viaja inicialmente, la energia y el motodimeal claramente se conservan. En
realidad, esta evolucion es una idea previa ada gk colision global. La diferencia
crucial es que en la colisién global se abandomademisa que afirma qu&, no puede
estar en una posicion= a< 0 para tiempos> 1.

6.1.1.2. La solucion bajo la idea de colision globael rescate de los principios
conservativos mas no del indeterminismo

Tenemos que la condicion inicial de GC, a un tiempo0, consiste una particuRy
que se encuentra en= -1 con una velocidad constante= 1 mientras que toda
particulaP; (conil{1, 2, 3, 4, ...}) se encuentra en reposoerc 1/2. Ante esta
condicion inicial, Pérez Laraudogoitia [2005b] s&s¢ que es posible que, en el tiempo
t = 1, ocurre una colision global, y que tal evabmcies acorde a la mecéanica
newtoniana. La idea de colisién global que propemé&a siguiente: eh= 1 P, colisiona
globalmente con el conjunto entero de particBlgs> 1), es decir, aunque no colisiona
con ninguna particul® en particular, si colisiona globalmente con eljgoto infinito

de particulas de tal manera que es una colisiGioade se conserva el momento y la
energia (si es elastica). Dicho brevemeRteno interactia con una sola partic®ja
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sino con todas ellas en conjuifd.Una vez que tenemos esta idea base, la cuestién
ahora es saber como es la evolucion que resukardejante colision, y ver si acaso es
compatible con la mecénica newtonidfia.

La propuesta de Pérez Laraudogoitia asume gque,rdesma forma que en todas
las supertareas que aqui tratamos, todas lasar@ssi(incluyendo la colision global)
entre las particulas son elasticas. Tomemos queymatiempa > 1 cada particulRo,

P1, P2, Ps,... tiene respectivamente una velocidadv,, vs, vs4,... Como pard < 1 Py
viaja con una velocidad = 1 mientras que el resto de las particulas seesiian en
reposo, tenemos entonces que la conservacion dakento y de la energia se pueden
expresar respectivamente en las siguientes reksion
l1=vp+vi+Vvr+vs+ ... (61)
1 :V02+V12+V22+V32+ (62)

En primer lugar, Pérez Laraudogoitia asume queattiqulaP, transfiere todo
su momento lineal y toda su energia cinética ajucto de particula®; (i > 1). Con
esto, tenemos ya una evolucién posible y precé&sauna colision global: en el tiempo
= 1 la particulaP, llega a la posiciorx = 0 con velocidadsr = 1, donde colisiona
globalmente con el conjunto de particuRs(i > 1) para adquirir, eri > 1, una
velocidadvp = 0 mientras que el conjunf® (i > 1) ejecuta una excitacion idéntica a
TRST1: en momentos muy concretos cada partiguhlunicamente ella, viaja con una
velocidad constante; = 1. Una evolucion de estas caracteristicas, cuwgiados
iniciales se encuentran representados respectitanen las figuras 6.1a) y 6.1b),
claramente cumple con los principios conservatesxqgesados en (6.1) y (6.2).

Aunque la idea de colision global es interesantaasolucion al problema que
plantea el sistema GC, es todavia mas interesaetesgpndo una evolucion compatible
con la mecénica newtoniana, es una evolucion cuétaeser indeterminista a pesar de
que se impone la conservacion de la energia y dehento. Y es que la evolucion
descrita en el parrafo anterior no es la Unica@Gepuede desarrollar tras una colision
global. Para mostrarlo, Pérez Laraudogoitia asuoeePg, en vez de adquirir tras la
colision global una velocidag = 0, adquiere una velocidag < 0 (que explicitamente
es el abandono de la suposicion de Alper y Bridgéalada en la seccidon anterior: que
Po no puede estar en una posicimr a < 0 para tiempos > 1). Rescribiendo las
ecuaciones (6.1) y (6.2) respectivamente como

1-vo—-2=v+VWV (63)

1 -V’ =% = vy + vy, (6.4)
en donde = v + Vs + Vs +... Yy X* = v + 2 + vs° +..., en [Pérez Laraudogoitia 2005:
328-9] se pone en evidencia que, asumiendo/gigadd, (6.1) y (6.2) admiten soluciones

272 En [Angel 2001] se propone un sistema en el quebjeto en reposo interact(ia globalmente con una
infinidad de esferas (que en pares enfrentan alpoueon una velocidad cada vez mayor, y con un
volumen cada vez menor, segln crecen los subindieediendo todo par con subindioe+ 1 a
colisionar con el cuerpo antes que todo par comdiden), con el cual sugiere una colisién sin contacto.
Como respuesta, Pérez Laraudogoitia argumentacksitad de auto-excitaciones de tipo TRST2 en tal
sistema, con lo que concluye que “neither Angeltsdel, nor any other, may be adduced as proof of
impact without contact in classical mechanics” fRélcaraudogoitia 2003b: 323]. Posteriormente, [Pére
Laraudogoitia 2006b] propone una variacion de esimo sistema, con anillos en vez de pares de
esferas, en donde se evitan las indeterminaciomdssdcolisiones triples del anterior; en este casin
involucrar ninguna supertarea, concluye la deseigardel cuerpo.

273 La desaparicién dB, sugerida por Alper y Bridger también constituye imteraccion global con el
conjunto entero de particuladd. Me limito, sin embargo, a utilizar el término lsion global’
Unicamente a la interaccion entre una particula ganjunto abierto de particulas cuando tal intgéac
sea por contacto y conserve la energia y el monl@ei@ (al menos en un marco de referencia inBrcia
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para 0 <v; # V» > 0 si se cumplen las siguientes condicioneg-apJ1->* <3 <1, b)
0<Y*<1,¢)X<l-v,yd) X*<1-y,> 2"

¢, Como es una evolucién que cumple estas condgdohenemos que < 0, y
que 0 <v; # v, > 0. Asumamos ademas qye= 0 para todd > 3 y quevy > -1, lo que
hace que a), b), ¢) y d) se cumplan. Por lo tasitB; tiene una velocidad, > 0 y P,
una velocidads, > 0, entonces; anteriormente le fue transmitidéPa por P,, aP, por
Ps3, aP3 por Py, y asi sucesivamente. De la misma manerke fue transmitida &, por
P, aP3; por P4, aP,4 porPs, y asi sucesivamente. Es decir, inmediatamenjgudse

2’ L a condicién a) obtenida por Pérez Laraudogoitizes la misma que la escrita en el texto principal.

Su condicién, 1—\/5\/1—2* <Y <1+ \/Ewll—z* , que llamaremos a’), se deduce de un analisis
deficiente. Tras establecer que (6.3) y (6.4) pnetig@resarse con®= vy + v, y b = v;? + v,%, escribe:
“Verifying that solutions exist fov; andv, which are positive and different if and onlygit> 0,b > 0 and

2b > a’ is an exercise in elementary analytical geomefBgrez Laraudogoitia 2005b: 328]. Pero
posteriormente a un ejercicio de geometria analélemental se obtiene que ;<4 v, >0 - a>00b

> 002b >a’ > b. Pérez Laraudogoitia no considera la condicdm b. Considerémosla ahora® > b
equivale, de (6.3) y (6.4), a (lvg—2)°> 1 —vy’ —2* osea, a%’ + 2 — I + 22— 2Z +3*> 0, lo

que implica que

_1-3—-32425-25*+1
2

Vo (6n1)

o que

_1-3+/-32425 25441
> .

Para que (6.n1) y (6.n2) tengan un sentido fisisgecesario qu&Z+ 2> — Z* > 0, 0 sea, que
1-4241-T* < T <1+421-3*, (6.n3)

gue es igual a la condicion a’); para que a su&a1B) tenga un sentido fisico es necesario que

>*<1. (6.n4)
Ahora bien, (6.n1) nos garantiza quepuede tomar valores negativos. Pero de la comdiZhé> a* se
deduce (véase en [Pérez Laraudogoitia, 2005: 3@@])

1-3 =252 45 -3*+4
3
Entonces, de (6.n1) y (6.n5) es necesario que

1-3-252 +45 -63* +4 _1-F—/-32 425 25" +1
3 2 ’
que es una igualdad un tanto compleja. Como estamsxsando condiciones que nos garanticen que hay

soluciones para (6.1) y (6.2) de tal manera quev@ ¥ v, > 0, establezcamos, para hacer las cosas
simples, que

Vo

(6.n2)

V.- (6.“5)

(6.n6)

s<1. (6.n7)

: T2y 2y _ J-232+4y -63%+4
Entonces, de (6.n6) y (6.n7) se sigue que (6.nfebe cumplir si * 5 =< * & *

sea, Si

Y223 -6Y*+7>0. (6.n8)
Ahora bien, de (6.n8) podemos tomarY? -2Y -6 *+7, una parabola que se abre hacia arriba
(cuando el ejg es el vertical y el ej& es el horizontal en un plano cartesiano), y veryqa 0 cuando

Y =1+/64/3* -1, y entonces cuandgX.* -1 es un nimero imaginario no habra punto algunouen g
la parabola toque o cruce el gjeo sea, qug > 0. Por lo tanto, (6.n8) se cumple cuando

>*<1 (6.n9)
y

Z0R (6.n10)

Finalmente, a) se obtiene considerando las regtnies establecidas por (6.n3), (6.n7), (6.n10), y

a’). También se puede apreciar que considerandd)(§.(6.n9), b) permanece igual. Por su partg,d))
que se obtienen a partir de (6.3) y (6.4) consitbwajue 0 <, # v, > 0, también permanecen iguales.
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= 1, cuando la colisién global ocurre, el subcotguie particula®; (i > 1) comienza a
ejecutar simultaneamente dos procesos TRST1, camlaam una velocidad distinta (un
proceso, claro estd, se desenvolvera mas rapidelgoieo). Al final del procesdp;
termina conv; (que forzosamente serd mayok.a y P, con Vv, mientras queP, se
encuentra viajando con una velocidadhacia la izquierda, alejandose del sistema de
particulasP; (i > 3) que a su vez termina en rep6SoUna representacion grafica de
este estado final se encuentra en la figura 6.1c).

a @ T > @
B, E, FE B, )
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b I ] ] )
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£) & @ - @ @
By E R B B 3

Figura 6.1. Colision global dé’, conP; (i > 1) en el sistema GC. a) Algun instante anteriar a |
colisién global en GCP, viaja con velocidad unitaria mientras el restqdeiculas esta en re-

poso. b) Algin instante posterior a la colisionbgliobajo la cuaP, adquiere el reposo y el con-
junto P; (i > 1) ejecuta TRST1 con velocidad unitaria. ¢) Algastéante posterior a la colision

global bajo la cuaP, adquiere una velocidag < 0 y el conjuntd; (i > 1) ejecuta simultanea-

mente dos procesos TRST1 con velocidades 0w, > 0.

Lo mas relevante de este proceso es que, aungabdasaue el sisteni (i > 1)
se excitara con dos velocidades (0 quiz& con%tfasp se sabe de qué magnitud seran
las mismas. Si la particuRy, tras la colision global con el conjurf(i > 1), adquiere
una velocidadi < 0, entonces el conjuni (i > 1) puede excitarse con dos velocidades
distintas y mayores a cerq y Vo. Pero hay una gama infinita de valores que estas
velocidades podrian tomar. Por ejemplo, si escogamovalor para; de tal manera

que 0 <v; < 1y los sustituimos em, = 24"E243%  ghtanemos entonces una velocidad
vV, =1-v, —-v, <0 que satisface (6.3) y (6.4) (o (6.1) y (6.2)).a8sposibilidades son

infinitas y todas ellas son acordes con la consé&wuadel momento lineal y de la
energia cinética. Cualquiera de estos valores goert las velocidades es igual de
compatible con los principios de la mecénica neilatman El sistema GC es
indeterminista bajo la colisién global, un procese es estrictamente conservati{/o.

27> Como explicacién complementeria, transcribimogue nos brinda Pérez Laraudogoitia: “To see how
this solution can be understood in terms of thetation of the system of particlés (i > 1), it is a good
idea to reinterpret (1) [(6.1)] and (2) [(6.2)] buthat, withv, remaining as the velocity &, after the
global collision, thev, (i > 1) will be the velocities of the particldy (i > 1) involved, but without
presupposing any correspondence of subindicestfia.\ is the velocity oP;, v, that ofP,, and so on).
After the global collision we havevg < 0 (the withdrawal velocity oPy) and two positive and distinct
velocitiesv; andv,, which may be velocities of different particles different timest (t >1)" [Pérez
Laraudogoitia 2005b: 329-30].

278 Esto todavia no se ha explicitado, pero tampaaetimucho interés hacerlo. Es suficiente saber que,
el sistema puede excitarse bajo una colision glabal dos procesos simultdneos de TRST1 cuyas
velocidades son distintas, y que en tal caso lluedm que presenta es indeterminista.

2’7 La colision global parece contradecir a Pérez udogoitia cuando en una contribucién posterior:dice
“all indeterministic supertasks known to date letm the non-conservation of energy” [Pérez
Laraudogoitia 2008: 367]. Sin embargo, en estaagewtribucién, ademas de referirse a la consamaci
de la energia en un sentido fuerte (es decir, gueimple en todo marco de referencia inercialjeBere
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Para terminar la seccién, recordemos que en ladseanterior vimos que Alper
y Bridger descartan, sin ofrecer ningun argumelatqosibilidad de qu®, tome una
velocidadvp < 0 para > 1. Ciertamente, la adquisicién de esta velocmadbarte dég
es un tanto contraintuitiva, y una explicacion exial que ayude a disolver la
contraintuicion es valiosa. Una explicacion de stxacteristicas la tenemos al mirar a
la reversion temporal de la colisién global. En sgmte proceso tenemos inicialmente
que, a un tiempo < -1, la particuld@, viaja convy > 0 hacia el conjunto abierto de
particulasP; (i > 1) mientras qué; y P, viajan respectivamente con Ovp# v, < 0
listas para desencadenar, cada una por su pagesupertarea ST1 sobre el resto de
particulasP; (i > 1) que tienen por delante. Asi las cosas, a unptiet = —1 cada
particulaP; (i > 1) se encontrard4 con una velocidad nula, miempuasla particuld
adquiere una velocidad= —12"® A tiempost > —1, la particul®, se alejara dB; (i > 1)
por la izquierda cowv = —1, mientras qu®; (i > 1) continuard en reposo (siempre y
cuando se siga conservando la energia). Esta agidiic ayuda a posicionar la idea de
colision global a favor de nuestras intuiciones,qua resulta natural, segun el estado
inicial de la reversion temporal descrita, dqyepor medio de las particul®s (i > 2), y
queP,, por medio de las particul®s(i > 3), transmitan su momento y energigda

6.1.1.3. ¢ Es aplicable la idea de colisién globab#&os sistemas?

Hay motivos para dudar de la aplicabilidad de kaidle colision global a sistemas
semejantes a GC. La inquietud surge con el planésdonde una variacion de GC en
donde la masa total es finita. Esta variacion essigtema, ademas, que resulta ser
mucho mas interesante debido a que en todo marcefelencia inercial podria tener
una energia bien definida —una energia fiMfa—Esto es importante ya que,
precisamente, la imposicion de la conservaciornadenkrgia esta encerrada en la idea
de colision global.

Tomemos por ejemplo el caso en el que todas ldkyasP; (i > 1) guardan
una relacion de masas constgmte %2 entre particulas contiguas, y que la mada, @és

exclusivamente a supertareas de ordinalidadar; la ordinalidad de la colision global es 1cx 0 w+

1.

28 Este proceso revertido de la colision global oagjia su vez es otra colisién global. Sin embalayo,
evolucién revertida no parece ser indeterministgo(tial colision global). Puede pensarse que, como
resultado de este proceso revertido, el sistemdu@wvoa justo como evoluciona la colision global
original. Esto parece imposible si mantenemos lgosition de la conservacion del momento lineal y la
energia. Si tal evolucién se presentara, en tierngosl yt > —1 la energia claramente seria la misma en
todo momento; sin embargo, s —1 todas las particulds (i > 1) tendrian una velocidad nula y, para
que se conservara el momento y la ene@jajebera tener una velocidad distintaa -v,. Pero no
parece haber ningin sentido ad hocpara queP, tome por un solo instante una velocidad de esas
caracteristicas.

219 A este respecto, Pérez Laraudogoitia [2007a: a2Etuna distincién importante: en una supertarea
ocurre una pérdida de la energia en un sentidtefeeando la pérdida se da en todo marco de refaren
inercial (como en ST1A), mientras que ocurre un@idé de la energia en un sentido débil cuando la
pérdida de la energia se da exclusivamente en uronda referencia inercial (como en ST1). Sin duda,
son de mayor interés los sistemas que pierden degienen un sentido fuerte. Hay que afadir, sin
embargo, que la pérdida de la energia en un sefuite no implica una energia bien definida —&nit
del sistema en todo momento. Puede ocurrir quedm marco de referencia inercial el sistema pase de
tener una energia finita a una energia infinitaiceversa. Por otro lado, en [Pérez LaraudogoR@8b:
505-6] el autor propone, ante ST1 y ante la corsddn de la energia en el resto de marcos de nefare
inerciales, comprender la conservacion de la eaéngioduciendo una energia de reposo; como él mism
reconoce [Pérez Laraudogoitia 2007a: 24], estaywstp fracasa dada la existencia de sistemasqsara |
que la energia se pierde en un sentido fuerte.
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la misma que la dBy. Si el estado inicial de este sistem&=a0, es idéntico que el de
GC salvo las masas de las particulas, ¢cual oscaételas evoluciones posibles para
> 17? ¢ Qué ocurre tras una colisién globaPgleonP; (i > 1) en esta variacion de GC?
La conservacion de la energia cinética y del moméneal expresados en el
sistema (6.1) (6.2), para este caso quedan ex@aesaho
1:v0+v1+%v2+%v3+---+2iv +. (6.5)

n-1"n

1:v02+v12+%v22+%v32+-~-+iv2+~-~ (6.6)

2n—1 n

Aunque el sistema (6.5) (6.6) tenga solucionesrdsino tipo que se encontraron para
(6.1) (6.2), no es directo hacer la misma integmién que entonces se hizo para el
sistema GC originario. Si hay valoreswde< 0 y dev; y v, tal que 0 <1 # v, > 0 que
satisfacen (6.5) (6.6) mientras que el resto decidhdes son nulas, no es nada claro
que tal sea el resultado de una excitacion (o skagee se haya(n) propagado a partir
del punto de acumulacion. Para qieobtenga una velocidad y P, una velocidads,
de esas caracteristicas, tuvieron antes que halisiosado con las precedentes
particulas que, debido a la relacién de masas xjaeentre ellas, es sumamente dificil
gue obtengan el reposo.
Si seguimos como estrategia la busqueda de ldsoimoes que el subconjunto
Pi (i > 1) desarrolla para terminar con un reposo totaswke particulas (tal como se
encuentra inicialmente), para luego ver si acagonal de esos procesos revertidos en el
tiempo pueden desencadenarse como consecuencie @®lision global, también nos
encontramos con una tarea altamente compleja. jPopk, hasta ahora conocemos
que el cas@ = %2 de Gu1 es un proceso que termina con todgsastisulas en reposo
y cuyo estado final se corresponde con el estad@limel subconjuntd; (i > 1). Sin
embargo, no es posible que una reversion temporain conjunto de reversiones
temporales, de Gul cqn= % se desencadenen tras una colision globaPgoB8omo
ya se explicé en la seccion 5.5.2, debido a laciddml de cada particula (expresada en
(5.9) para el casp = ¥2), la excitacion dB; (i > 1) seria expansiva y, por tanto, una vez
que ha comenzado, un nuamero infinito de partictiessen velocidades tales que
necesitan la regiom < 0 para moverse libremente. Ante esto, puedeapemgiue la
particulaP, escapa al infinito o, mejor dicho, desaparecdalSuera el caso, tenemos,
de todas formas, que la energia no se conserva (puejecucion de la reversion
temporal de Gul brinda una energia infinita al stéaaP; (i > 1)), no cumpliendo asi
la imposicion de la conservacion de la energiaaeruél se basa la idea colision global.
Asi las cosas, en caso de que exista una excitdelosubconjuntd; (i > 1) resultado
de una colisién global y consistente con la cors®én de la energia y del momento
para GC comu = Y2, tal excitacion tiene que ser distinta a \eersion temporal de Gu 1.
Es interesante notar aqui que para que un conjafitito de particula$;, P»,
Ps, P4, ... (acomodados espacialmente en el mismo order® ipberactdan
exclusivamente bajo colisiones elasticas binagasihe en reposo, es necesario que las
particulas adquieran una por una y sucesivamentpeto definitive™®. Es decir, st;
es el instante en el gl adquiere el reposo definitiv, el instante en quié, adquiere
el reposo definitivo y, en genersl el instante en el qu&, adquiere el reposo definitivo

280 por ‘reposo definitivo’ aqui me refiero al repagee obtiene la particula en cuestién para no valver
salir del reposalurantetodo el proceso que desenvuelve el sistema complet lo lleva al reposo de
todas sus particulas como estado final. Estrictéerteaiblando, no es un reposo definitivo ya que veza
que el proceso termine, el sistema evidentemengelpauto-excitarse para sacar de tal reposo a la
particula en cuestion.
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(conn{1, 2, 3, ...}), entonce$; <t, <tz < ... <t, < ... (esto no impide que en algun
momento alguna particula ya esté en reposo, laidurante el proceso, para final y
definitivamente volverlo a obtener). Para mostraaleumamos quey, Py, P3, ..., Pna

se encuentran con velocidades distintas a ceroPgse encuentra con velocidad igual
a cero y quePn:1, Pni2, Pnis, ... coOn velocidades distintas a cero. Ahora bien, s
asumimos que la particuR (con subindice > 1) ya no sale mas del reposo (es decir,
gue ya ha obtenido el reposo definitivo), entorelesonjuntoP,, Py, Ps, ..., P tiene
que obtener el reposo por si mismo. Pero esto pgsitrie; para una colision elastica
binaria no es posible que de cada par de partiquiagarticipan en la colisién, ambas
particulas terminen en reposo. Por lo tanto, seanmocsean las colisiones (elasticas
binarias) entrd®;, P,, P3, ..., P,1, al menos una particula terminara con una veldcida
distinta de cero. Por lo tanto, el conjunto de ipalasP;, P,, Ps, ..., Pn1 N0 puede
obtener el reposo definitivo antes e Asi, P, tiene que obtener el reposo definitivo
antes qud>,; P; y P, tienen que obtener el reposo definitivo antes Ry 1é>;, P> y P3
tienen que obtener el reposo definitivo antes Byey en generalPy, Py, P3, ..., Py
tienen que obtener el reposo definitivo antes Buie. Por ello, hay una supertarea
estrictamente sucesiva en la que las particulasnat el reposo en estricta sucesion; es
decir, independientemente y por complejas que tEawolisiones que las particulas
lleven a cabo, habra una Ultima supertarea queistensn una sucesion de Ultimas
colisiones, en las que cada particula obtienepsls@ definitivo sucesivamente. Ahora
bien, la supertarea de estas caracteristicas @ gnd, ademas, solo se llevan a cabo
tales ultimas colisiones, es indudablemente laespondiente a Gul. Pero como ya
hemos visto en el parrafo anterior, la correspandieeversion temporal de Gul no
puede ser una evolucion posible resultado de lgigolglobal. Por lo tanto, tras una
colision global, las particulas del subconjuBtdi > 1) deberan colisionar entre si antes
de ejecutar la dltima colision descrita por GuluiAsurge un problema, a saber, que
especificar un proceso que evolucione con talesiopes es una tarea sumamente
compleja. Es una tarea, ademas, que presuponexigte @na evolucion consistente de
esas caracteristicas; pero esta es una suposiifm que, por lo pronto, no podemos
estar seguros.

Llegamos aqui a un estado de incertidumbre relevadr un lado, se puede
creer que existe un proceso de colisiones elasticae las particulag; (i > 1) tal que
sea consistente con la idea de colision global. éPastro lado, se puede tomar la
posicibn antagonica: ser escéptico de la existem@auna evolucidon de tales
caracteristicas. Cualquiera de las dos posturaseale pruebas convincentes. Los que
abogan por la primera, tienen que mostrar que pergientemente de las masas de las
particulasP; (i > 1) (y cuando la masa total sea finita, si se guiecer sentido de la
conservacion de la energia en todo marco de refererercial; el caso dg = %2 es tan
solo un ejemplo), existe al menos una evolucidnad@sen colisiones elasticas
consistente con la idea de colision global. A lag e inclinan por la posicion
contraria, les queda por mostrar que hay al menasstema de particul®s (i > 1) con
masa total finita que no puede tomar una evolucasistente con la idea de colision
global. Todo parece indicar que, en caso de qugasiale encontrar una prueba de
alguna de estas dos posiciones, su busqueda ndalsg una tarea considerablemente
ambicios&™!

En cualquier caso, la incertidumbre actual de kstian invita a considerar la
idea de colision global como una idea que careda delidez suficiente; al menos para

2L Al final de [Atkinson y Johnson 2009] los autone®meten un préximo articulo que aborda el
problema de la colisién global. Ignoro por complsit@lguna de las reflexiones hechas en esta seccié
también seran expuestas alli, asi como los resisitade alli se proyecta presentar.
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algunos sistemas (sistemas que, ademas, son nadfissarites debido a la energia
definida que involucran). Cabe sefalar, que estesnon motivo para descartar la idea
de colision global aplicada a sistemas como GCh&erobado que es una idea
consistente con la mecanica newtoniana y con losipros conservativos. Esta prueba
es una explicacién nad hocde por qué la idea de colision global se apli€éaCa por
ejemplo, aunque no se aplique a otros sistemasleFhaber una tendencia a pensar que,
si la colision global se aplica a algunos sisterrasos que una particula enfrenta a un
conjunto abierto de particulas, entonces debeliéaapt a todos los sistemas de esas
caracteristicas. Hacer esto seria imponer una nlegilacion que mande la
consistencia de una colision global para todos dsdemas que se consideren
newtonianos. Pero esto no parece ser correctoe $otdo si todos estos sistemas tienen
una evolucion consistente con los principios qu&farman la mecanica newtoniana e
incluso, si se desean imponer, con los principimsservativos. Seria una extension
innecesaria de la mecanica newtoniana. La incentile, pues, sobre la aplicabilidad
de la idea de colision global en algunos sistermpas éjemplo, en GC con p = %) no
implica que estos sistemas no sean newtonianosuni@o que esta incertidumbre
sugiere es que, quiza, sea mas razonable consida@mrtipo de procesos como
resultado de la interaccion d& con el conjunto abiertd; (i > 1). Tal vez la
desapariciéon d@, para el tiempd > 1, que ya se explicd en la seccién 6.1.1.1)asea
evolucion mas plausible para esos sistemas.

6.1.2. Supertareas bidimensionales: indeterminismg conservacion prescindiendo
de la idea de colision global

Para todo aquel que estime, ya sea partiendo deolasideraciones con las que
cerramos la seccion anterior 0 en cualesquieras,otpae la colisién global, aunque
metafisicamente aceptable, es una idea fisicanmateptable (en términos siempre de
una teoria fisica), es preciso mostrar que hay rearpas indeterministas, que
prescinden por completo de la idea de colision ajlop en las que el principio de
conservacion de la energia (al igual que el prinaije conservacion del momento) se
cumple.

6.1.2.1. Dos supertareas bidimensionales conservas ante un mismo estado
inicial

Un ejemplo de este tipo de supertareas, recientemfiere propuesto por Pérez
Laraudogoitia [2008: 367-75]. Consiste en un sisténfinito de particula®,, Py, Ps,
P4, ... posicionadas en un espacio bidimensional. Eestddo inicial (digamos a un
tiempot = 0) todas las particulas se encuentran posicamadbre el ejg, de tal

manera que las particulas con indice imPak: estan en la posiciomr,,,, :g(“:;l)

mientras que las particulaBn1y con indice par se encuentran en la posicion

Xo(ns1) :1—%(42;1) (en donden{0, 1, 2, 3, ...}). Ademas, toda particula con indice

impar viaja en este instante con una velocidadtaates/,,.; = (CosZ, sen¥) a la vez

que toda particula con indice par lleva una vebtidonstant®,n.1y = (—C0S %, sen
Z); la magnitud de la velocidad de todas las pdeg;ypues, es la unidad, las impares
en direccion a la diagonal de 45° sobre elkgjdas pares en direccion a la diagonal de
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135° sobre el ej&. Tal estado inicial, de este sistema que llamased® aqui en
adelante 2DC, esta representado en la figura 6.2.

o o ee e "o

P]. P3 Pj“ * Plj P.‘. Pg x

Figura 6.2. Estado inicial del sistema 2DC. Las particulasatigueta impar estan posicionadas
enXon1 = (2/3)(4' - 1)/4'y las de etiqueta par efn.;) = 1 — (1/3)(4— 1)/4' sobre el ejex. Las
particulas impares tienen una velocidad constamtaria (12, 1N2) y las impar (12, —14?2).

¢,Como evoluciona el sistema ante semejante condianicial? Pérez
Laraudogoitia muestra que, bajo los principiosadmécanica newtoniana, hay al menos
dos procesos acordes con dicha condicién iniciab, Uamado supertarea A, en el que
ocurre en términos precisos lo siguiente:

Each particleP,n., collides once and only once wilhyq.;y) (n=0, 1, 2, 3, ...), and
these are the only collisions that occur [Péreaudogoitia 2008: 370].

En el otro, llamado supertarea B, ocurre en térmprecisos lo siguiente:

Each particleP,,., collides once and only once wify, (n = 1, 2, 3, 4, ...), and
these are the only collisions that occur [Péreaudogoitia 2008: 373].

Ambas son supertareas de ordinalideigd no podemos, pues, hablar de una primera
colision simplemente porgue no la hay. Podemosmibargo, describir regresivamente
cada supertarea. En el caso del procede, Alescribira una trayectoria en diagonal (en
45° sobre el ejex) para terminar colisionando cdh, que también describe una
trayectoria en diagonal (en 135° sobre el gjg tiempo antes, y describiendo
trayectorias respectivamente paraleRscolisiona corP4; un poco antesd)s colisiona
con Pg, que también habian seguido trayectorias respeceute paralelas; y asi
sucesivamente. En el caso del procesB;Bjescribird una trayectoria diagonal (en 45°
sobre el ej) pero no colisionara con ninguna particula delsidpe tiempo ante?;,
gue viajaba describiendo una trayectoria diagos@l4BC sobre el ep@ colisiona con

P, que viajaba describiendo una trayectoria diagqieal 135° sobre el ej);
anteriormentePs colisiona conP, describiendo trayectorias respectivamente paslela
antes de esto, y también describiendo trayectomspectivamente paralela®;
colisiona conPg; y asi sucesivamente. Puestas de forma grafisardgectorias que
siguen las primeras particulas (que seran las a@dtien colisionar) en estos procesos,
desde el estado inicial hasta la colision con suespondiente pareja en cada caso,
estan representadas en la figura 6.3.
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F; B;E F, B, x , B;E F, B, x
al b}
Figura 6.3. Dos evoluciones posibles para 2DC. a) Supertaremada particul#®,, ; colisiona

Unicamente con la particuRy,. b) Supertarea B: cada particBa,.; colisiona Gnicamente con
la particulaP,,. En ambos casos: no ocurre ninguna otra colisiéft, 2, 3, 4, ...}.

Hay que afadir que, en cada caso, la colision da par de particulas ocurre de la
siguiente manera: la particula de masa menor cfionéalmente con la particula de
masa mayor, de tal manera que la particula de masar, que describe una trayectoria
perpendicular con respecto a la particula de mag@mmtransfiere momento y energia
en direccion de la trayectoria de la particula @samenor, mientras que el momento y
la energia en direccién de la trayectoria de léi@da de masa mayor se mantiene en
cada una de las particuf#8Bajo colisiones de estas caracteristicas, lasdttagias que
siguen cada particula, posteriormente a la coligépecificada, no interceptan a
ninguna otra particula para impedir o modificar tadisiones que restan ejecutarse
segun se ha especificado. Asi las cosas, las am@st A y B son procesos auto-
consistentes. No me detendré en comentar la censiat de estas supertareas; la
demostracion de que es asi (que se encuentraadetah [Pérez Laraudogoitia 2008:
370-5]), ademas de seguir un desarrollo largo, anege indiscutiblemente correéta.

282 por ejemplo, si un par de particulisde masa @ y Q de masam viajan respectivamente con
velocidades (0, 1) y (1, 0), tras una colisién comaspecificada en el texto principal las pardsul
obtendran respectivamente las velocidades (2/3y &1/3, 0). (Este, por supuesto, no es el Unico
resultado posible de una colisién binaria en urag@spbidimensional). Nétese que este mismo ejemplo,
visto en un marco de referencia inercial que sevengen una velocidad (0, 1) respecto del origitee,
particulas tienen respectivamente velocidadesaiesi(0, 0) y (1, —1) y como velocidades finale8,(2)

y (=1/3, —-1); el intercambio de momento y de erzergi se limita a la direccién del eje que la veladi

(1, -1) deQ sigue como trayectoria. Esta observacion es irmptatpara la siguiente nota.

83 Me permitiré, sin embargo, dar una explicacionfigraque resulta ser elegante. Hay un marco de
referencia inercial del sistema 2DC (tomemos eb csA) en el cual inicialmente las particulas irega

se encuentran en reposo sobre elxepientras que las pares, también sobre ekejgajan hacia las
particulas en reposo. Aqui parece que el conjuatpaiticulas pares tendria que colisionar globakenen
con el conjunto de particulas impares. No obstammo se explico al final de la nota anterior, uiaa
colision binaria que se da en un espacio bidimeasientre particulas que inicialmente siguen un eje
como trayectoria, las particulas pueden obtenarcidddes que las saquen del eje inicial de tragiacto
Nuestras particulas aqui no estan confinadas asspac® unidimensional (una colisién binaria en un
espacio bidimensional es en si un sistema indetedn). Es, de hecho, bajo la imposicion de una
evolucion concreta para toda colision —que porresse restringe a un espacio unidimensional- que se
muestra que, aun asi, el sistema 2DC es consayvaéino indeterminista. Tenemos, pues, en el nuevo
marco de referencia inercial, que los dos conjud®particulas inicialmente se enfrentan —un pineer
reposo y un segundo que se enfrenta al primerovetotidad constante—, y que conforme chocan en
pares abandonan la direcciéon del gjedas particulas que ya han colisionado (siempr@aBs), por
tanto, no impiden que las particulas que no harsiocohdo colisionen tal como se especifica, pues
claramente se encuentran fuera de su curso (paelesjex hacia el exterior de él mientras las demas
siguen en el ejg). Por su parte, cada par de particulas que coéisim alcanza a ningun otro par de
particulas que anteriormente ha colisionado: caaldicpla impar (para el caso de A) se encuentra
inicialmente en reposo en una posicién distintdadedemas, por lo que cada colisiébn ocurre en una
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Lo interesante aqui es destacar que las supestArgaB en las que el sistema
2DC puede evolucionar son procesos conservativpesar del indeterminismo que
implican para 2DC, y por tanto, que el indeternmmasen supertareas newtonianas no
necesariamente esta conectado al fallo del primcipila conservacion de la energia.

6.1.2.2. Supertareas de tipo | y tipo Il: una disticion importante para la
conservacion de la energia

A estas alturas de la discusion, es interesanter ha@ distincion entre dos tipos de
supertareas newtonianas:

Supertareas newtonianas de tipslpertareas newtonianas de ordinalidaal «* para

las queno se puede hacer una particion de subsistemasn{dstal sistema completo)
en la cual la evolucion de cada uno de los sulmseétesea independiente de la evolucién
de cualquier otro subsistema.

Supertareas newtonianas de tippdupertareas newtonianas de ordinalidamlc para
las que se puede hacer una particion de subsisteististos al sistema completo) en la
cual la evolucion de cada uno de los subsistenm@mindependiente de la evolucion de
cualquier otro subsistema.

Las supertareas A y B de 2DC claramente son ddltipa particion cuyos subsistemas
son cada par de particulas que colisionan, en cada, evolucionaran tal y como
evolucionan incluso si se encontraran aisladogeftb de subsistemas. Notese que el
hecho de que las supertareas A y B sean de tipo iinplica que el sistema 2DC sea
determinista; la independencia de la evolucioneelts subsistemas en una evolucion
determinada de un sistema no implica que tal ei@iusea la Unica que pueda tomar tal
sistema y que, por tanto, sea determinista. Deidsnenmanera, la supertarea descritas
por el proceso Q del sistema 2DM2, asi como losgao planteado originalmente para
2D y 2DM1, también son supertareas de tipo Il, sid@ procesos de 2DM2 o 2D en
los que ocurre una auto-excitacion de las particalmeadas en un eje. Por otro lado,
las supertareas ST1, ST2, ST3, ST1A, asi commtdsidas en GSTC, por ejemplo,
son supertareas de tipo I. Aunque en ellas sieppdeemos encontrar un subsistema
cuya evolucion es independiente del resto, a sabesistema que incluye todas las
particulasPy, P, Ps, ..., Py (excluyendo, evidentemente, el subsistema queyada
totalidad de particulas, tal como lo hemos defipida evolucion del resto de los
subsistemas siempre dependerd, para que evolualoc@mo la supertarea en cuestion
describe, de la evolucién que desarrolle este prsubsistema; el resto de sistemas,
considerados aisladamente, no podra describir bevalucién correspondiente a la
supertarea en cuestion (esto no implicara, de nimguanera, que tales subsistemas
sean deterministas 0 que no puedan ejecutar poissios otras supertareas). Por su
parte, la colisién global en el sistema GC no eslenitipo | ni de tipo II, pues su
ordinalidad es 1 +f (mientras que su reversion temporal es de oridiadlko+ 1).

coordenada distinta, y como todo par de partictéasina con el mismo par de velocidades, cada
particula que ha colisionado se encuentra fueraudeb del resto de particulas que ya han colidora

si se encontraran en el mismo curso —sobre un migeng tampoco colisionarian, ya que la magnitud de
las velocidades es la misma). El caso de B esgmalo
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La distincion entre supertareas de tipo | y tip@d importante debido a que
resulta natural que en las supertareas de tipa #nkrgia se consertfé.Si en cada
subsistema la energia se conserva, y cada subaist@tuciona de la misma manera si
lo aislamos del resto, y asi el intercambio de gineentre cada subsistema es nulo
incluso entre subsistemas adyacentes, entoncesmdayia total del sistema debe
conservarsé® Para comprender mejor la diferencia entre la awas®n de la energia
en supertareas de tipo | y de tipo I, es Util dégra expresiones generales de la energia
de cada caso. Para el caso concreto de 2DC, queaesipertarea de tipo Il, miremos a
su reversion temporal (para que la supertarea seardinalidada). En un estado
inicial, toda particul@®, (conn{1, 2, 3, 4, ...}) tiene una velocidad que designamos
por v,. Asi, la energia inicial total viene dada porxaresion

1 [ee]
T = 52 mqvq2 .
g=1

En la colisién entre cada par de particulas, éstéienen velocidades que llamaremos
vy . De esta manera, en términos generales, la enetgrmedia total —la energia del
sistema en un momento dado en el que no ha termidadejecutar la supertarea—
tendra la siguiente forma:

[ )

Tio =%Zmpvp'2 +% PUAAE (6.7)

p=1 g=k+1
ya que un namer& par de particulas habra colisionado, cada unasiedales habra
adquirido una velocidad, (conn < k) mientras que el resto, que todavia no habra
colisionado, continla con velocidag (conn > k). Finalmente, cuando la supertarea
termine su ejecucién, todas las particulas invaellmé®® en la supertarea habran
adquirido su correspondiente velocidgd por lo que la energia final es:

1 ;
T, = EZ myv,2. (6.8)
p=1

Ahora, si la energia se conserva, la energia irtianT,; debe ser igual a la energia
final Trin; y el limite de la primera cuando- « debe ser igual al limite de la segunda
cuandok — oo, de lo que resulta, con (6.7) y (6.8), que

1 PP .2
EZ myVv, = E Z myV, .
p=1 p=1

284 En un principio Norton encontraba una fuerte cidrerntre la energia infinita y el indeterminismo e
sistemas infinitos: “a system of infinite bodiesurfit mass each moving with unit velocity has thme
energy as the same system with each mass movimgtwi units of velocity. In each case, the total
energy is infinite. With only a little further thght, one can see that such supertask systems can
spontaneously acquire energy and momentum andirsustieterministic time developments” [Norton
1999: 1268]. Teniendo en cuenta las supertareagpad| (con energia bien definida), y los sistemas
como STI1A, es muy poco plausible que el indetesnioi en supertareas newtonianas tenga alguna
conexion con la energia infinita.

285 pérez Laraudogoitia expresa la misma idea corsitasentes palabras: “The conservation follows
directly from the fact that each particle presentlergoes precisely one collision, in which the ggper
(and linear momentum) is conserved. [...] these sstbgys [cada par de particulas que colisiona] do not
mutually exchange either energy or momentum, reimgiisolated from each other. The energy and the
momentum will therefore be conserved [...] if theye aconserved in each subsystem” [Pérez
Laraudogoitia 2008: 372].

288 En el sistema de la supertarea B, por ejemplpatéiculaP; nunca colisiona y sigue con la misma
velocidad todo el tiempo. Esto no afecta en nathes afirmaciones hechas en el texto principal, pues
claramente, aunquB; forma parte del sistema, no forma parte de la réa@®a que conserva 0 no
conserva la energia.
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Lo que es trivialmente verdadero. Esta trivialidsid,embargo, explica también por qué
es natural que en las supertareas de tipo Il (gagereto, en A y B) la energia se
conserve.

A diferencia, la energia en las supertareas deltip@oncretamente, la energia
en las supertareas que trata el presente trabje, éxpresiones donde no se encuentra
tal trivialidad. En las supertareas estrictament®sivas tenemos, como estado inicial,
una particuld; con velocidads” y el resto de particuld®,., (conn{1, 2, 3, 4, ...})
con velocidad/n;. La energia inicial, pues, se puede expresar como

Ty = my 23 my,. (6.9)
2 24

Como la supertarea es estrictamente sucesiva, Hassu colisiones que ocurren
consisten en el choque, para todae la particuld, que viaja con velocidad,” con la
particulaP,.1 que viaja con velocidad.1, y que como resultado obtienen velocidades
Vn Y Vel respectivamente. Asi, en un momento dado en el lgusupertarea ha
comenzado pero no ha sido concluida, tendremos (imero k de particulas con
velocidadv,” (conn < K), una Unica particula con velocidagd; y una infinidad de
particulas con velocidad, (con n < k). En tal momento dado, la energia total del
sistema viene dada por la expresion

1 o 1 P
Tlnt = _z mpvp ? +_rnk+1vk+1 2+ z r’nqvq2 : (610)
2 p=1 2 2q:k+2
Cuando la supertarea concluya, todas las parti@ilasndran una velocidad,". La
energia final, pues, de la supertarea viene dada po

T, = %Z my, 2. (6.11)
p=1

Ahora bien, si la energia se conserva, la energamediaT,,; debe ser igual a la
energia finallg,; y el limite de la primera cuando- o debe ser igual al limite de la
segunda cuando - o, de lo que resulta, con (6.10) y (6.11), que

1< 2 1y 2 15 2

E; myv, +§||<'To M Vet —E;mpvp ;
lo que quiere decir que, en supertareas de tigiriceamente sucesivas la energia se
conserva si y solo si

lim mv,.a =0 287 (6.12)

87 Atkinson [2007: 174-5] ya calcula la pérdida desteergia y del momento de una supertarea sucesiva
operando el limite a este término intermedio. lfardncia esta en que Atkinson sélo considera lessca
en los que el estado inicial de la supertarea @sitaera particula en movimiento y el resto en sgpo
Como se ve en el texto principal, considerar ungyomageneralidad (considerar los casos en que
inicialmente el resto de las particulas no se amtcale necesariamente en reposo) no tiene repenassio
en la aplicacion este limite. Hay, no obstante, n@peercusion importante para el momento linealeEn
mismo lugar, Atkinson demuestra que el momentaoalinen toda supertarea sucesiva con masa finita
total, se conserva: si suponemos que no se congnekecir, que el limite del produet® v, cuando

k tiene a infinito es distinto de cero, entoncesneda masany,; debe tender a cero (pues la total es
finita), la velocidadv.,” debe tender a infinito; de igualar (6.9) con 0§.&s facil ver quemyv,? >
MuiVier % lo que es imposible sh.qVie:” tiende a cero cuanda,; tiene a infinito; por lo tanto, el
momento necesariamente se conserva. Esta mismaemtacion no se puede aplicar al planteamiento
general expuesto en el texto principal: dado gisgalmente el resto de las particulas no estarepaso,

de igualar (6.9) con (6.10) no podemos aseguramyug’ > M.1Vis1 %, Y POr tanto tampoco podemos
aplicar la misma reduccién al absurdo para demogtra el momento lineal, mientras la masa total sea
finita, siempre se conserva.

202



Esta es una interesante forma de ver que no egcehotrivial que las supertareas de
tipo I, y concretamente las estrictamente sucesseen necesariamente conservativas.
De hecho, por los procesos que conocemos (asi tmsnque se propondran en las
siguientes secciones), se sabe que esto en reakdatso. Existen supertareas de tipo |
no conservativas. Por consiguiente, su correspotadiémite expresado en el miembro
izquierdo de (6.12) no es igual a cero. Nuevamegitejemplo con ST1 resulta ser
sumamente ilustrativo ya que para tal caso resultiente que (6.12) no se cumple.

Con el sistema 2DC, pues, y habiendo notado queepenolucionar ejecutando
la supertarea A o la supertarea B, Pérez Larautlagouestra que el indeterminismo en
supertareas newtonianas no necesariamente estétastmel fallo de la conservacion
de la energia. Dicho con mayor precision, Pérezaudwgoitia muestra que el
indeterminismo en supertareas newtonianas de ltipo hecesariamente esta conectado
al fallo la conservacion de la energia. Queda claues, que existen supertareas
conservativas que constituyen evoluciones indetestais de determinados sistemas.
No obstante, la cuestidbn que queda abierta y quiejade ser de sumo interés es la
siguiente: ¢existen sistemas indeterministas bhjdesencadenamiento de diversas
supertareas de tipo | y que al menos dos de epagateas sean conservativas? ¢ Esta el
indeterminismo, al igual que en las supertareagpdell, no necesariamente conectado
con el fallo de la conservacion de la energia gersareas de tipo 1?

Planteada en términos mas generales —y ambicios@mspregunta es: ¢qué
relacion guarda el indeterminismo y el fallo decnservacion de la energia en
supertareas newtonianas de tipo 1? No daremosaspuesta exhaustiva a esta ultima
pregunta pero, en lo que resta de este capitubptaedmos una perspectiva diferente a
la adoptada en el presente apartado, y daremos pasoretos hacia la respuesta que
merece.

6.2. La existencia de supertareas deterministas noonser-
vativas

En la seccion anterior hemos analizado procesospps® a que son indeterministas,
son conservativos en toda la variedad de evolusigpue hemos podido conocer de
ellos. Estas supertareas muestran que hay proasuservativos a la vez que
indeterministas y, por tanto —y mas importante-e gjundeterminismo presente en una
supertarea newtoniana no implica la presenciaadlel de la conservacion de la energia.

En el presente apartado analizaremos la idea guenwdireccion contraria: la
plausibilidad sobre la existencia de supertareagamanas que sean no conservativas y
que a la vez sean deterministas. Es decir, la diea@ue el determinismo en una
supertarea newtoniana no implique el cumplimiemtopdincipio de la conservacion de
la energia. Puesta de una forma directa y asetéiviaipotesis puede enunciarse de la
siguiente manera:

(A)  Existen supertareas newtonianas de tipo | detestas que no son conservati-
vas.

Al menos un ejemplo que sea determinista a la weznp conservativo, bastard para
probar que (A) es verdadera. Claramente, estadssoa su vez hace una importante
asuncion:

(B)  Existen supertareas newtonianas de tipo | detestas.
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Semejante asuncion, que resulta ser muy fuertbaskecho mas de una vez en la
literatura de supertareas newtonianas. Por ejemq@oientemente se afirma lo
siguiente®®®

New examples with finite total mass have clearlyesded that there is no instrinsic
connection between deterministic supertasks anchéimeconservation of energy:

there are cases of deterministic supertasks whagege is conserved and cases
where it is not [Pérez Laraudogoitia 2008: 388].

En el presente apartado presentaremos un ejemplginadb que es
presumiblemente (dadas las formas de indeterminigo® se han presentado en la
literatura) determinista y no conservativo, queieoonstituye un argumento a favor de
la hipotesis (A). Tras ello, mostraremos que diejgmnplo presenta un proceso que si es
indeterminista. El argumento para mostrarlo coesish la presentacion de una
modalidad del indeterminismo en las supertareas gpse a que se fundamenta en un
mecanismo ya conocido, es ignorada hasta ahora bterdatura. Esta modalidad del
indeterminismo es la idea mas interesante, y tomeocconsecuencia que la hipétesis
(A) esta todavia por probarse. La asuncion (B), guesto, también carece de un
fundamento contundente.

6.2.1. STMNC: una supertarea no conservativa y no amifiestamente indeter-
minista

Modelemos una supertarea no manifiestamente imdigtista (cerciorandonos de que el
estado final no es el reposo relativo de todapdaiculas) y llamémosle STMNC. En
primer lugar, hagamos algunas consideraciones geserAsumamos una cantidad
infinita de particulas puntuales en el espacio iomedsional con masa total finita. La
masam, de cada particulB, (nC){1, 2, 3, 4, ...}) guarda una relacign = my.2/m, con
la masam,.; de la particulaP,+;. Asumamos también un proceso en un marco de
referencia inercial de tal manera que, inicialmglagarticulaP; se aproxima con una
velocidad constante positivaPa, mientras que el resto de las particlads, Ps, ... se
encuentran en reposo, cd®a; a la derecha de, y posicionada de tal manera que hace
posible la ejecucion de una supertarea que coresiska sucesion infinita de colisiones
binarias. Asi,P; colisionara corP,, tras lo cual ésta colisionard cBa De la misma
manera, posteriormente colision&aconP,, y en generalP,.,, tras colisionar cory,
colisionara corPn:, una sola vez.

Bajo la conservacion de la energia y del momentdaecolision deP, (que
inicialmente viaja cow,’) conPp.1 (que inicialmente se encuentra en reposo), sabemos
que, tras dicha colision, las particulas adquiriegspectivamente velocidades

28 Otro lugar en el que se encuentra esta asuncijRész Laraudogoitia 2007a: 26], en donde se
presenta el caso ge= % de la generalizacion STC como deterministayrene, en la seccién 6.2.2, se
mostrara que esto no es asi. Uno méas es [Péremdogaitia 2007b], en donde se presenta toda una
gama de supertareas con masa finita como detetasnien la seccidon 6.2.4, se mostrard que esto
tampoco es asi.

29 En una comunicacién personal, Pérez Laraudogaitiaré al autor que en este fragmento, por
supertareas deterministas y no conservativasfisegigpor ejemplo, a ST1 en su planteamiento oaigy
directo (sin tomar en cuenta la reversion temppmlle presenta una evolucion “predecible” y no
conservativa. Alli mismo reconocié que, efectivateeiomando en cuenta la reversion temporal, el
sistema es en todo momento indeterminista.
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V)= v (6.13)
y
Voer =1 Vo - (6.14)
Por recursividad, de (6.14) se obtiene que
Vi, = 2”vl'nﬁ : (6.15)
Asi, de (6.13) y (6.15), tenemos que cada partiéglaterminara con una velocidad
yn+l n .
V, 2"y, : 6.16
n+1 1+ yn+1 D 1+, ( )

Por otro lado, la energia cinética inicial ésv, . Sabiendo, también por

recursividad, quemya = Wk ppyim, Yy tomando (6.16), tenemos entonces que la
energia cinética final viene dada por

1- 22n 1— 2 n
_ml1( yl] ml122[ 4= Vou) D(ljfk)z] (6.17)

1+y L+ Y)®

Ahora bien, para asegurarnos de que la sucesid@oli#gones se dé tal como
hemos especificado, requerimos qua~ < vn+2 , €S decir, tomando en cuenta (6.16),
necesitamos que (Ly1)(1 + Je2) < 2(1 —ps2), que equivale a

(B =Jh+1) M2 < 1 + . (6.18)

Una vez que hemos hecho estas consideracionesalgenexl modelo de cada
sistema consta tan solo de especificar la masaad& gna de las particulas (o bien,
especificar la relacion de masas entre particubasiguas). De esta manera, nuestra

supertarea STMNC es aquella que tiene= (n+11)2 como masa de cada particlHa

Como se sabe qug—2 :— sabemos también que la masa total de este siggma
n=1

%—1, una masa total finita. Por otro lado, es facit gee la condicion (6.18) se
(n+1)?
(n+2)?’
desigualdad (6.18) equivale a 0 < 1, desiguald&dsgucumple independientemente del
valor que tome.

Probemos ahora que STMNC presenta una pérdida dadrgia al ejecutarse
por completo. A partir de (6.17), se ve que podemgmesar la pérdida de la energia

22n1 . 2 n . 1 i
j m“zz{ i Dafml%nwlz’

satisface ya que, sustituyendo la relacion de magesen este caso ¢s =

con la desigualdad%mlvl'(

+ yl (1+ yn+1)
gue, para nuestro modelo, equivale a
00 2n —- 2 n —_ 2 2
Z 2 (1 yn+12) H Vi _ <1- 1 yl - [1_2j . (619)
ml @+ Y)T ke 1+y, 13

Es posible verificar que la desigualdad (6.19)adesfmce. Nuestras relaciones de masas

(1+V )?

n 2 2 ]
indican que el productﬂ = HM Puesto de esta manera, es facil

| (2Kk?+6k+5)?

1)? (k+2)2 (k+1)*(k+2)® _ 1 . "
percatarse de que cada termlﬁjgw < acroa? — 20 ash, sabemos que el

n

producto H Ty 22“ Por lo tanto, de la sumatoria en (6.19) (el mimrdxtremo
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izquierdo), cada términe

2n( _yn+1) ﬂ Yk < (:]-_yn+1)2

Ty Ty ) ry.) Y como bajo nuestras
n+1 =1 n+1

. . 1- 2 2 2
relaciones de masas se obtiene Y1) = §2”+5) > < (22n+5) ; = —=,
Y )2 (2n? +10n+13) (2n?+9n+10) (n+2)
n+l

entonces, finalmente encontramos que (6. 19) glaoente, se cumple:

i 22n(1_yn+1)2 - Yk <i i 1 1_2 2.
n=1 (1+yn+1)2 l:l @' | H(n+2)? & 3n2 6 4 13
Hay, pues, una pérdida de la energia cuando STMN®irta su ejecucion.

Cabe comentar que STMNC es un proceso sumamerdeigm@ los procesos
conservativos que se encuentran incluidos en largbracion presentada en [Pérez
Laraudogoitia 2007b: 726—8] (que en la secciordgpPesentaremos como GPL2) con
la Unica —pero crucial- diferencia de que STMNC cumserva la energia. Esta
diferencia probablemente es un reflejo de que GB&2imita a una relacién de
velocidades finaless,,,’=1v,”” con a > 0 y constante, mientras que la supertarea

STMNC presenta una mayor complejidad. Partiend@6dks), y tomando en cuenta
nuestras relaciones de masas, se puede verificearSEiMNC tiene una relacion de

velocidades finales entre particulas contlgugé— j —jzziggzzggnniﬁg Vni2

claramente es mayong.; . La pérdida de la energia mostrada en el paemaferior y
esta tendencia a la unidad de la relacién de \dddeis invita a pensar que ninguna
velocidad final rebasa un limite concreto por mése ., > Vy+1. Esto lo podemos
asegurar si nos percatamos de que la velocidal fiaa sustituir nuestra relacion de

n
e , 2
masas en (6.16), se puede expresar comé= 2"y, (ani’l‘gﬁ+l3)ﬂ G2 Del producto
., , 2 2
en esta expresion podemos ver que cada térgififd— < -4 = L4+ por lo tanto,
n n
(k+2)? (k+2)  — 2 . @n5)(n+2) -
D s < D e 2. Tenemos entonces quaw < L2ra0y’ <

@n*+10n+13) \, 7 —
2(2n?+10n+13) 1

creciente pero convergente.

Con las modalidades de indeterminismo que hasteaa®e han presentado en la
literatura, el proceso STMNC se clasificaria comoa usupertarea newtoniana
determinista y no conservativa. Asi, es un modek® cpnfirma nuestra hipotesis (A).
No obstante, veremos en seguida que hay motivosrtanges para dudar del caracter
determinista de esta supertaféa.

1v,". Las velocidades forman una progresion monotorecaen

2% En [Atkinson y Johnson 2009: 9-10] se ofrece ajemplo con las mismas caracteristicas que
STMNC. Concretamente, cuando la masa= 24my/((n+1)(n+2)(n+3)(n+4)). Sin embargo, Atkinson y
Johnson no sefialan la relevancia del ejemplo para@érdida de la energia en relacién con el
indeterminismo. Sugieren que este tipo de supadas®n indeterministas, aunque no ofrecen una
demostracion de ello. El indeterminismo que siesmukstran con su planteamiento es el de la rewversio
temporal de estas supertareas. Esta forma de imdeiemo la trataremos con detalle en el aparta8o 6
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6.2.2. Auto-excitaciones expansivas en GSTC: unagarencia de indeterminismo
en STMNC

La modelizacion de la generalizacion Gul no es imple ejercicio laborioso de
algebra elemental. Es un ejemplo que nos aywdksr abmo es que el mecanismo del
indeterminismo que consiste en el reposo relatieo tadas las particulas como
culminacién de las supertareas es mas poderosm qleel se ha presentado hasta ahora
en la literatura. En la seccion 5.5.3 ya vimos cdangeneralizacion Gul mostraba que
ciertos sistemas que aparentemente son deterrsingtarealidad son indeterministas.
En esta ocasion, acudiremos de nuevo a ella pastranajue algunos sistemas de
GSTC, que en la secciéon 4.2.9 presentamos comoandfiestamente indeterministas,
son indudablemente indeterministas. Esto nos Bevarsu vez, a visualizar de qué
manera la supertarea STMNC podria ser indeterrainist

Recordemos que, para los casos de Gul en los/guell< 1, la reversion
temporal consiste en una auto-excitacion expansaiyertir de una cantidad infinita de
particulas en reposo confinadas a un espacio fiodo un punto de acumulacion, el
sistema puede auto-excitarse espontaneamente marara que, a partir de un instante
cualquiera (jque no de cualquier instante!), urfaigad de particulas se encuentra
viagjando mas alla de la posicion del punto de adaonn original (que ya han
atravesado) extendiéndose a lo largo de una régjfidita de espacio de tal manera que
no conforman ya ningun punto de acumulacion. Puy latdo, recordemos que toda
supertarea de GSTC, mientras no haya terminadojedeitarse, tiene un conjunto
infinito de particulas en reposo confinadas en spaeio finito con un punto de
acumulacion. Ante esto, no es dificil percatarsquieun subconjunto del estado inicial
de GSTC puede corresponderse exactamente con asloesticial de la reversion
temporal de Gul. Por lo tanto, en caso de que dtardiia y las masas entre las
particulas correspondientes coincida, podemos estguros de que todas las
supertareas de GSTC con 1/31< 1 son supertareas indeterministas, ya que aetes
qgue terminen de ejecutar la supertarea podran iexgiar una auto-excitacion
expansiva tal como ocurre en la reversién tempmedbs procesos de GAT.

Ante este panorama, cabe entonces plantearsguirgie pregunta: ¢no sera
posible también que la supertarea STMNC sea indetsta de la misma forma en que
las supertareas de GSTC lo son? Es decir, ¢ edgqsi un subconjunto de particulas
de STMNC, que se encuentran en reposo y con um genacumulacion mientras que
la supertarea no haya terminado de ejecutarserimgee una auto-excitacion del
mismo tipo que experimentan los procesos revert®sGUl? Si ese es el caso,
entonces nuestra supertarea STMNC es indetermiristi®m todavia no es posible
saberlo con Gu1l, ya que los procesos que inclujimgan solo a aquellos que guardan
una misma relacion de masas entre particulas castid?ara responder a la pregunta,
pues, es necesario dar un paso mas hacia la gdadral averiguar de qué manera es
posible que este tipo de auto-excitaciones ocuwgrasistemas en los que las diversas
particulas contiguas no guardan la misma relacgbmasas.

291 En realidad, todos los sistemas incluidos en GSdiCindeterministas bajo este mecanismo, al menos
si toda particuld@, se encuentra posicionada inicialmentexenl — 1/2. Esto quedara demostrado en la
seccion 6.2.4.
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6.2.3. G/1l: Generalizacion de supertareas newtonianas indetainistas bajo
reposo y distinta relacion de masas

Asumamos una supertarea que consta de una sucedidita de colisiones
perfectamente elasticas entre particulas puntgalesina evolucion semejante a la de la
generalizacion @1, solo que ahora, generalicemos mas y asumamds: gelacion de
masas entre particulas contigyas My+1/my # Mho/Ma1 = W1 NO Obstante este paso
hacia una mayor generalidad, reduzcamos nuestsos @aquellos en los que< 1,
para todan[{0, 1, 2, 3, 4, ...}. En el instante inici&y’ = 0 una primera particuRy, se
encuentra ey’ = 0 viajando con una velocidag > 0, mientras que cada una de las
particulas restantd%,.; (connJ{0, 1, 2, 3, 4, ...}) se encuentra en la posicign, con
Xn+1 < Xne2 < Xne3 < ..., Viajando con una velocidag:i, CONVirr > Vi > Vies > ...
Posteriormente, en el instartié > to’, la particulaP, colisiona con la particulR; en

X0 =X =1/2, con lo qué&, adquiere una velocidad™™ = 0 mientras qu@, adquiere
una velocidadv;". Tras ello, en el instant®” > t;", la particulaP; colisiona con la
particulaP, enx;”” = X" = 3/4, con lo qué; adquiere una velocidad™ = 0 mientras
que P, adquiere una velocidad". En general, en el instantg,’, la particulaP,
colisiona con la particulBy1 enx,” = X1 = 1 — 1/2™, con lo queP, adquiere una
velocidadv,” = 0 mientras quéPn.; adquiere una velocidad,.;". Notese que la
modelizacion de esta generalizacion fija las posgs de las colisiones al provocar el
reposo en una de las particulas en vez de fijangtantes de dichas colisiones, como se
hace al modelar E. Esto puede sugerir que algunos sistemas induaio esta
generalizacion no logran ejecutar nunca una supert&n breve se mostrara que para
los casos en qug < 1 (los casos que aqui nos interesan), la taihlide colisiones
sucesivas ocurren en un intervalo de tiempo figjecutando asi satisfactoriamente una
supertarea que tiene como estado final la totalifgaparticulas en reposo.

Una vez presentado este modelo general de sug@sigrrecisemos en primer
lugar las velocidades que requiere la evoluciérritas Se conoce, por la conservacion
de la energia y el momento en una colision elgsticaiguiente sistema de ecuaciones
gue relaciona las velocidades involucradas en aadade las colisiones descritas en el
parrafo anterior (colisiéon en la que inicialmeRgviaja conv,” y Ppi1 CON Ve, para
terminar conv,” = 0 yvp+, respectivamente):

oy ey, (6.20)
1+, 1+,
Vn+1,: 2 n,_ l_ yn n+l* (621)
1+y, =~ 1+y,

A partir de (6.21) se ve que,; =2-V, = iﬁ: V,., ,» con lo cual, sustituyendo en (6.20),

n
se obtiene que

=T (6.22)

n

De (6.22), es facil ver que
vy

Vo= 1+y 1+ 0 v
2 2y, 2)y °

(sl
2y, 21 2y,
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1 (14 (11, 6.93
Vh+1 2n+1( V. J ( Y ]Vo- (6.23)

Por otro lado, de (6.20) se sabe que
1- .
Vi = ZV: A (6.24)
Asi, tomando en cuenta (6.23) en (6.24), tambiéaabver que
1-y

Vl == VO,
2

v __1-n 1+, v
? 2\ 21 °

v, = -y (1*' VlJ(l"' Yo ]Vo,
2y, L 2n N 20

_ 1 1_“(le (1+VOJ :
Voo =~ : .. V, . (6.25)
2 2 2 yn+1 yn yO °

Ahora bien, para qué.i > V2 > Vs > ..., debemos afiadir una restriccion (que limita
un poco mas nuestra generalizacion, pero que dgiminmanera amenaza los intereses
que aqui perseguimos). De (6.25) sabemos que wdaidadv,.; dirige aP,.; hacia la
izquierda (puesto que, al tengr< 1, tenemos también qug; < 0), y por tanto, para
asegurarnos de qug1 > Vnsz, €S suficiente quivinzl > Vi1l ; lo que implica, también
tomando en cuenta (6.25), que

|Vn+2| — (1_yn+1)(1+ yn) >1
|Vn+1| 2yn+1 (1_ Vn)
que, comos, < 1, a su vez equivale a la siguiente desigualdad:
1+y,
3= Va
Esta es la restriccion que debemos afadir, paguasaos de qU& 1 > Vie2 > Vg >
..., en los sistemas que esta generalizacién congempl
Con esto, comprobemos ahora que, independienterdenta posicionx..; que
deba tener cada particUPa.; para que viaje de..; a X1 con una velocidady.s, la
sucesion de colisiones de hecho ocurre tal confa sspecificado en la descripcion de
la supertarea, es decir, gBg1 (cuando viaja comy.,) colisiona corP, (que viaja con
V) antes de colisionar cd®.» (que viaja comv,:2). En primer lugar, comB,.; recorre
de X+1 enty = 0 aXw1 entyi con una velocidad constantg;, sabemos que
Vi = *ﬁg;,m , de donde claramente se ve que

Xi+1 = Xn+1” —tne1 Vst (6.27)
Por otro lado, ya hemos especificado anteriormguéd,.;” es el instante en el que la
particulaP,.; adquiere la velocidad,.,” tras colisionar coR,, que entonces adquiere el
reposo. Especificamos también que tal colisiénrecen la posicion
X1 =1 —1/2", (6.28)
Por tanto, cada particuRy, recorrera la distancia comprendida des@diastax,.;” con
la velocidadv,’, y en un intervalo de tiempp,,'~t,"= »+-% = —1__ De donde vemos

V, 2n+1vnf

Vi < (6.26)

entonces que
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1 1 1
vy 22y 2%y,

1 1 1
t = + +. 4 , 6.29
n+1 2\/0, 22\/1, 2n+]_Vn, ( )
Ahora bien, lo que queremos probar es Bule (que parte ey’ = 0 deXq+1 CONVp41)
colisiona corP, enXx.+1" Y th+1 antes de que colisione céq., (que parte ety = 0 de
Xn+2 CON Vie2) €N un punto hipotética, y en un tiempo hipotétic,. Dicho tiempo
hipotético claramente se puede expresar de dosrazane

t, = % (6.30)
n+l

t, = % . (6.31)
n+2

Del sistema (6.30) (6.31) obtenemos que la posihipotética esx, = =2Zrihthz y

V2 Vns1
que el tiempo hipotético es
X =X
t, =L T2 (6.32)
" Vhni2 = Vha
Con toda esta simbologia que hemos especificadogu® queremos probar es
simplemente que

ther <tp. (6.33)
Si sustituimos (6.27) en (6.32), (6.33) se puedsarbir de la siguiente manera:
tn+1,< (Xn+1 “Xn+2 )+ (tn+2 Virz ~thet Vn+1) ) (634)
Vine2 ~Vna

Como nos estamos ateniendo sélo a los casos equesvnsl > [Viil, y ademas
sabemos, de (6.25), que ambas velocidades sonivasgatntonces (6.34) se puede
multiplicar por {2 — Vn+1) (factor que cambiara el sentido de la desigudjdaara
obtener que

(th+r” —tne2 )Vne2 > Xne1” —Xne2 (6.35)
De (6.28) se sabe que., -x,.,=--%, Yy de (6.29) qua, ., t,.,= - Si esto lo

1 -1
+2 1 n+2
2" ANV

sustituimos en (6.35), y multiplicamos ambos miessbpor (-2*%), obtenemos que
(6.35) equivale a la siguiente desigualdad:
Yz <,
Vi
Si sustituimos (6.24) ew.,, esta ultima desigualdad se puede reescribir como
_1_yn+1 <1,
2yn+1
gue equivale a
Yosr > —1. (6.36)
Pero por definicidong.: > 0, por lo que (6.36) siempre se cumple. Poatud, (6.34)
también se cumple o, lo que es lo mismo, tBda colisiona corP, antes de que pueda
colisionar corPp.».

Para terminar de mostrar que la generalizacion apgid hemos modelado
corresponde a sistemas que ejecutan satisfactoriamea supertarea, debemos mostrar
gue el tiempo total para que ocurran la totalidaccalisiones, que se puede expresar
como (el limite den.1” (expresado en (6.29)) cuanale- )
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S N S U S (6.37)
ZVO 2 \ 2V2 2” Vi

es un tiempo finito. El tiempls” expresado en (6.37) se puede reescribir de lgesitg
manera:

=t 1+ Vo Yoy Vo (6.38)
2V v 2%y 2"v,’
Ahora bien, es claro que para que la condicion
Vo <V <L <vy (6.39)

se cumpla, basta simplemente que para toda < vn+1', |0 que, sustituyendo (6.22),
equivale a

m<1l. (6.40)
Como nuestra generalizacion se reduce precisanaeltte casos en los que (6.40) se
cumple, los sistemas que incluye, por tanto, cumtambién (6.39). Y entonces resulta
claro que la siguiente desigualdad también se cimpl

t_l__i 1+ —— VO + \2/0 +...+V_0+... <i'(1+l+i+...+i+...];
25 2w 2%y 2",

ya que de (6.39) y (6.40) se sabe q;a;uel, y por tanto, cada uno de los términos de la

sumatoria expresada dentro del paréntesis del mienzguierdo es menor a su
respectivo término de la sumatoria expresada delefrparéntesis del miembro derecho
de la desigualdad (con excepcion del primero, quaeal). Es archiconocido que la
sumatoria del miembro derecho es convergente, Jopganto, esta desigualdad muestra
qgue el tiempo total de la supertatga(que hemos expresado en (6.38)) es un tiempo
finito.
En resumen, las supertareas que incluye la gé&rsm@n G1 pueden

describirse de la siguiente manera. Tenemos un nimignito de particula®o, Py, P2,

.., Pn, ... que se encuentran en un espacio unidimens(poagamos el ej&). Para
todan (connD{O 1, 2,3, ...}), lamasan, de cada particul@, guarda una relaciép =
My+2/m, con la masa de Ia particlta.1, de tal manera que < 1,ynZ yne1 Y Vo < y”+1 .

Inicialmente, en el tiempd™ = 0, la particulaP, se encontrara viajando con una
velocidad constante > 0 enx,” = 0, mientras que cada una del resto de lascplasi
Pn+1 S€ encontrara viajando con una velocidad constant€tal como se expresa en
(6.25)) y en un posicior,+1 (tal como se expresa en (6.27)), 6RA < Xpe2 < X3 < ...

Y CONVp1 > Ve > Viez > ... (desigualdad que toma en cuenta el signo ivegdé cada
velocidad, que las dirige hacia la izquierda, amjuie | Vol < [l < lvimsl < ..0).
Asi las cosas, en el instarite,” (expresado en (6.29)), la particiHacolisiona con la
particulaPn:1 enx,” = X1’ = 1 — 1/2"%, con lo queP, adquiere una velocidag” = 0
mientras qué>,.; adquiere una velocidag.,” (expresada en (6.23)). De esta manera, a
partir del tiempoty” (expresado en (6.37) o en (6.38)), una sucesidbnita de
colisiones elasticas habra ocurrido, y cada pdatiBg se encontrard en reposo en su
posicion finalx,” = 1 — 1/2*%,

6.2.4. Auto-excitaciones en STMNC bajo @.: indeterminismo en STMNC

La reversion temporal de las supertareas que lergieracion Gl incluye también son

procesos posibles dentro del marco tedrico de ladniea newtoniana. En tales
procesos revertidos, inicialmente tenemos un caéajunfinito de particulas confinados
en un espacio finito y con un punto de acumulackinsistema, obviamente, puede
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continuar en reposo por un tiempo indefinido, mawkién puede (a partir de un
instante cualquiera) ejecutar la reversion tempadehproceso especificado endsLos
procesos revertidos, pues, de los procesos induida G1 son procesos
indeterministas.

Una vez que sabemos esto, es muy sencillo mostealagsupertarea STMNC es
un proceso indeterminista. Asi como la generaliwadsptl muestra cOmo una gran
cantidad de supertareas de la generalizacion GS®€ isdeterministas, la
generalizacion el muestra como STMNC (junto con otros procesosihessupertarea
indeterminista. Mientras que la supertarea STMNChaga terminado de ejecutarse,
habra un subconjunto infinito de particulas, gueiaimente se encontraban en reposo,
gue aun se encontraran en reposo. Pues bien, esmginto de particulas puede auto-
excitarse de tal manera que lleva a cabo la rewersemporal del proceso
correspondiente que incluye la generalizacigi £5° Por lo tanto, el sistema STMNC
podra evolucionar adoptando el proceso que seidesam el planteamiento original (en
la seccién 6.2.1), o bien experimentando una axtdaeion de un subconjunto infinito
de particulas cuando la supertarea no ha termimd@dejecutarse, tal como en el
presente parrafo se sugiere.

Es sencillo verificar que el sistema STMNC se entia entre los sistemas que
Gyl contempla. Primero, es evidente que todas lascplas P, de STMNC pueden
disponerse inicialmente en la posicigh= 1 — 1/2, posicion correspondiente a la
posicion inicial en los procesos revertidos de¢lGel hecho de que la particula
desencadenante de STMNC tenga un indice 1 en vez den = O es irrelevante).

Segundo, también es evidente que en STMNE 1, ya quey, = (‘:j; (n. Tercero y

altimo, necesitamos que la restriccion expresadéaatesigualdad (6.26) se cumpla;
precisamente, sustituyendo las relaciones de m#saSTMNC en dicha expresion,
llegamos a que la desigualdad en este caso equivdle< 1, que en si es una
desigualdad satisfecha independientemente del vdéorn. Definitivamente, la
supertarea STMNC es un proceso indeterminista,rygtanto, no es un ejemplo que
muestre que el fallo de la conservacion de enemgias supertareas newtonianas pueda
presentarse aislada del indeterminismo. La aut@aexén bajo G1 del subconjunto de
particulas en reposo mientras STMNC no termina jeeutarse esta representada
graficamente en la figura 6.4.

Es importante sefialar que este tipo de indetermmisn STMNC no pudo
haber sido detectado bajo las generalizacionespbrtareas indeterministas basadas en

el reposo relativo como estado final que hastaaahan sido expuestas en la literatura.
En [Pérez Laraudogotita 2007b: 726] la relacionnuesas requerida eg,,, :%
mientras que en [Atkinson y Johnson 2009:11] laciéh de masas requerida es
y,=4m1l (dondel es un valor arbitrario). Claramente, la relacion masas de

STMNC, que ey, =

2 . - .
(‘::22 , ho cumple con ninguna de las dos condiciones.

292 Es claro que el subconjunto de particulas no itagstla totalidad de las particulas involucradas e
Gy1l. Esto no constituye ningun problema para la autitacion del subconjunto infinito de particulas e
cuestion, ya que para que ocurra la auto-excitadgbmstado inicial en el proceso revertido gé 6o es
necesario la presencia de un subconjunto finitgakticulasP,, Py, P,, Ps, ..., P, independiente del
naturaln concreto que se quiera tomar. Para verlo, piérsagdemente que el proceso revertido con la
totalidad de particulas no ha concluido y, pordagtie todavia hay un nimenale particula®,, Py, P,,

Ps, ..., P, en reposo. Es evidente que, si suprimimos tale$cpkas, la auto-excitaciéon también pudo
haber ocurrido, ejecutando exactamente la mism&u@do exclusivamente con las particulas ahora
involucradas.
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Figura 6.4. Auto-excitacién en el sistema que ocurre STMNQ1sistemas afines. a) STMNC
en algin momento posterior a la colisionRjecon P, y anterior a la colision dB; conP,. b)
Momentos después, se presenta una auto-excitdmafm la reversion temporal deyG de un
subconjunto infinito todavia en reposo. Las veladiek deP, y P; corresponden a las descritas
en STMNC, las d@,, Ps, Ps, ... a las descritas enyGGeon sentido revertido.

Ahora bien, las auto-excitaciones que ocurren siptocesos de& revertidos
temporalmente también tienen implicaciones impoespara algunos de los sistemas
newtonianos considerados hasta ahora por la literaTras la presentacion de GPL1,
Pérez Laraudogoitia [2007b] presenta otra gamaisiensas (a la que llamaré GPL2)
como deterministas. Los procesos de GPL2 tieneroamndicion inicial, en cuanto a
posiciones y velocidades, la misma que GPL1. Laesidn de colisiones binarias
también es la misma. La diferencia es que los posxen GPL2 se modelan de tal
manera que las velocidades finales de las parsiccdatiguas guardan una relacion
V... =xv,. Asi, las relaciones de masa deben guardar lgesiguelacion:

n

_20-1+y,
C2a+1-y,
Pérez Laraudogoitia comienza presentando esta ajaeién con una afirmacion
bastante fuerte. En términos precisos, dice:

(6.41)

n+l

| shall show now that the indeterminism and nonseowation of energy found in
the previous section are not characteristic oftyipe of systems considered there
[los sistemas de la generalizacibn GPL1] in théofahg precise sense: botan
disappear simply by changing (even under the saitial iconditions) the masses of
the particles involved [Pérez Laraudogoitia 200728, mis cursivas].

La interpretacion que encuentro correcta de esiacédo es la siguiente: el hecho de
cambiar las masas de los sistemas de GPL1 da asulado una de dos cosas: o0 que
todos los sistemas resultantes son deterministagleolos sistemas resultantes se
pueden clasificar en dos tipos, uno en los quaddterminismo se mantiene y otro en
los que el indeterminismo desaparéfe.La cuestibn importante que Pérez
Laraudogoitia aqui sugiere es que existen supagarewtonianas deterministas (y asi
lo sugiere también el titulo de la seccion en l& @maliza esta ideaClassical
mechanics, determinism and non-violation of theslas conservatioh y eso es
precisamente lo que pretende mostrar con la géresein GPL2. Pese a lo fuerte de la
afirmacion inicial, mas adelante, tras analizar gameralizacion, y al enunciar su

293 Otra interpretacion que existe de esta afirmae®ta siguiente: que el hecho de cambiar las ni#Esas
los sistemas de GPL1 da como resultado sistemaspaseimiblemente son deterministas, es decir,
sistemas para los que no hay ninguna certeza desegre indeterministas, y por lo tanto qabe la
posibilidad de que de hecho sean deterministas. Esta intecgyptes incorrecta. Afortunadamente, la
lengua inglesa distingue la ‘posibilidad’ como diatte certezangay) de la ‘posibilidad’ como capacidad
(can). Al utilizar el segundo término, el enunciadoadid afirma claramente la capacidad del
indeterminismo de desaparecer al cambiar las nuEskss particulas.
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conclusién acerca de la gama mas interesante des,cas afirmacion respecto al
indeterminismo muestra bastante prudencia:

If a <1, the attractox = 22 — 1 guarantees that the total mass of the systdimite
and is the most interesting case. After all theisiohs have taken place, the
particles disperse, moving progressively away fe@oh other so that the final state
is not a state of relative rest. The temporal isiggr of this final state does not now
appear to lead to the possibility of indetermigistivolution,at leastnot in the
obvious form seen in the previous section: the rgimallisions that took place in
the direct process will simply occur in inverseediion [Pérez Laraudogoitia
2007b: 727, mis cursivas].

Aunque no sea la reversion temporal de estos sastéanque nos lleve a la posibilidad
de una evolucion indeterminista de las supertae@asuestion, resulta ser que tales
procesos si son indeterministas. Otras superteggagidas temporalmente, en concreto
una gama de @, son las que nos llevan a la posibilidad de qsesupertareas de la
generalizacion GPL2 can< 1 tengan una evolucion indeterminista. Asi cantes de
que terminara la ejecucion de STMNC un subconjunfmito de particulas podia
experimentar una auto-excitacion de tal manera djokeo subconjunto ejecutara la
reversion temporal del sistema correspondiente ¢é, @e la misma manera las
supertareas de la generalizacibn GPL2 eox 1, mientras no hayan terminado de
ejecutarse, podran experimentar una auto-excita@j@cutando también la reversion
temporal del sistema correspondiente gé&)@lel conjunto de particulas que todavia se
encuentra en reposo.

Es sencillo verificar que los sistemas de GPL2«enl se encuentras entre los
sistemas que @ contempla. Primero, es evidente que todas ldicpasP, de GPL2
con a < 1 pueden disponerse inicialmente en la posiciprr 1 — 1/2, posicién
correspondiente a la posicion inicial en los prosagvertidos de . Segundo, (6.41)
se corresponde con una funcidifx) =22 ' que tiene dos puntos fijos:= 1 que es

2a+1-x !
un atractor cuanda > 1 y un repulsor cuando< 1, yx = 2o — 1 que es un repulsor
cuandoa > 1 y un atractor cuande < 1. Como explicitamente la generalizacion se
limita a los casos en que< 1 y la masa total es finita, tomar alg@r> 1 implica, por
la repulsion de = 1, que la masa total sea infinita. Por lo tanegesariamentg < 1.
Tercero y ultimo, necesitamos que la restricciépresada en la desigualdad (6.26) se
cumpla; precisamente, sustituyendo la relacioreticiones de masas (6.41), llegamos
a que la desigualdad en este caso equivale<al que, como acabamos de ver, se
cumple. Con esto se pone de manifiesto, definitesstey que las supertareas de GPL2
cona < 1 son procesos indeterministas.

Esto no es todo. En la seccion 6.2.2 probamos lgsiesupertareas de la
generalizacion GSTC son indeterministas en la ghi®a& u < 1. Quedaba una laguna
importante ya que la gama de casos en los quga € 4/3, y para la cual no probamos
la presencia del indeterminismo, es de gran intdefsdo a que la masa total del
sistema es finita. Pues bien, la generalizacigh i@uestra que las supertareas de GSTC
con < 1 son indeterministas. Exactamente de la misiar@ena que lo hemos probado
para STMNC y para GPL2 caen< 1: antes de que termine de ejecutarse una auvpert
de GSTC, tenemos una infinidad de particulas qaeiso auto-excitarse ejecutando la
reversion temporal correspondiente dgl GTambién es facil verificar que esto es asi.
Primero, es claro que cada particBlade GSTC inicialmente puede colocarse en una
posiciénx, = 1 — 1/2. Segundo, GSTC se limita a los casos en losugaen,.«/m, =
Mh2/Mhe1 = 0 = pne1 < 1 0N. Tercero, con estas Ultimas relaciones de masdesnpus
expresar la desigualdad (6.26) en términos exasside ; asi tal desigualdad se
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expresa comau(— 1Y > 0, que evidentemente se satisface siempre. §orse pone de
manifiesto, definitivamente, que las supertareasG&C conp < 1 son procesos
indeterministas.

Hemos comprobado, pues, que muchas supertareasfifudad, en realidad)
qgue hasta ahora no se habian presentado como rindestas, si son supertareas
manifiestamente indeterministas; esto, ademas, asehdtho utilizando el mismo
mecanismo del indeterminismo bajo el cual se peniduda el indeterminismo en tales
procesos: se sugeria que, por el hecho de quedossos de GPL2 (o de GSTC) no
tenian el reposo relativo de todas sus particutesocestado final, no podian ser
indeterministas bajo el reposo relativo de todas particulas resultante de una
supertarea; se suponia que, como los procesos 2 BRle GSTC) no terminan en
reposo relativo y por tanto su reversion tempoeala$ correspondientes procesos no
puede ocurrir en ningun instante, la reversion talple alguna otra supertarea distinta
a la de los procesos de GPL2 (o a la de los prec&IC) no podia ocurrir. O al
menos se dejaba relegada por completo la positbilida que ocurriera. Hemos
comprobado aqui que esto de hecho es posible; etanoente, hemos visto que la
reversion temporal de algunos procesos g¢& @uede ocurrir en el transcurso de la
ejecucion de los procesos de GPL2 (y de GSTCxanb de STMNC y otros muchos
mas.

Asi, la generalizacion @ es un modelo de supertareas que complementa a la
generalizacion GPL1 en cuanto al indeterminismereditto bajo el reposo relativo
como estado final de una supertarea. Ahora, ¢p®IGRL1, que al igual quey® es
disefiada para mostrar el indeterminismo de algwigstemas bajo supertareas que
tienen el reposo de todas sus particulas comoceBted, no incluye todos los sistemas
que incluye la generalizacionyG? El motivo es simple: porque los procesos de GPL1
no soélo culminan con el reposo relativo de todasparticulas, sino que a su vez son
modelados para que tengan un estado inicial eruelun subconjunto infinito de
particulas se encuentra también en reposo reladiwtiferencia, los procesos deyG
gue también culminan con el reposo relativo de dc&les particulas, son modelados
para que su estado inicial sea explicitamententtistil del reposo relativo de cualquier
subconjunto de particulas. Esta distincion entseplmcesos de GPL1 yyGtiene una
consecuencia interesante para el indeterminismo pyaeentan: mientras que los
procesos de GPL1 presentan una evolucién indetestaiinclusive antes de que
termine de ejecutarse la supertarea (una autoaeiait de algun subconjunto infinito
que todavia se encuentre en reposo relativo), losepos de 4 no presentan su
evolucion indeterminista hasta que termine de ¢gese la supertarea (una vez que
haya un conjunto infinito de particulas en reposiativo). Todo esto, por supuesto,
bajo el mecanismo de reposo relativo.

6.2.5. Rescatando la hipoétesis: la generacion de lpérdida de la energia
desvinculada de la generacion del indeterminismo

Se puede pensar que el indeterminismo en STMNCfeséado en la seccion anterior
no es ningun hallazgo importante. Puede notarsinall de cuentas, que desde hace
tiempd>* es conocido que sistemas como STMNC son trivialenemeterministas bajo

TRST2. Siempre que tengamos un intervalo espagiafta, de distancia mayor a cero
y vacio de materia, en un sistema durante un ialerde tiempo mayor a cero, es

2% Desde la publicacién de [Pérez Laraudogoitia 1p98a

215



posible que ocurra una auto-excitacion TRST2. Sidadalguna, éste es el caso del
sistema en el que ocurre STMNC: hay una infinidadrdervalos espaciales con las
caracteristicas mencionadas entre cada par dewyastcontiguas, al menos mientras no
se haya terminado de ejecutar la supertarea.

Esto es indudablemente cierto. Sin embargo, TR&M2 tuna masa infinita vy,
por lo tanto, en cualquier otro marco de referem@acial distinto al marco en el que se
describe, carece de una energia definida. Como STM&Nimportante, precisamente,
debido a la pérdida de la energia que presengetaicion espontanea de TRST2 en
algin momento de la ejecucibn de STMNC no es biddaea la hora de tratar de
comprender la pérdida de la energia y su relacam & indeterminismo. Por el
contrario, el caso dey& bajo el sistema de STMNC tiene una energia béfinida en
todo momento. Para comprobarlo, y como sabemosigdagmasa total del sistema es
finita, es suficiente con demostrar que el limiedalenergia de la particuPa que lleva

la velocidad intermedig m,v,”” cuandon — o también tiene un valor finito (pues este

limite es la energia que el sistema pierde; estpreria al operar el limite cuankio-
o en (6.10) y (6.11)). De (6.23), y por la definitide la relacion de masgsen Gy/1 es

n
7 - e e 2 Ve -
facil llegar a quemyv,>=imy, 2”% , por lo que el limite
k

72 o
Lim%mvn’zz ”‘0‘2’0 G’ (6.42)

Asi, simplemente tenemos que mostrar que el prodafihito en el miembro derecho
de (6.42) converge. Si sustituimos la relacion dgesas de STMNC en tal producto,
obtenemos que se puede escribir de la siguientenaran

f(l((k+l)2+(k+2)2j | (6.43)
U 2(k+D(k+2)

Ahora bien, es conocido que un producto infinitdaléormall(1 + a) es convergente
si y s6lo si la sumaay es convergente? Es posible reescribir (6.43) de la forfél +
ay); en tal caso el término

2
= (@k*3 (6.44)
(2(k +1)(k +2))
De esta manera, s6lo nos resta probarXpesegun (6.44) es convergente. Para ello

—  (2k+3)? (2k+4H* 1 : P
basta darse cuenta de qaje= Pt <~ Frariay g €S decir, que cada término

de Za, segun (6.44) es menor que cada término de unaickanserie convergente. Por
lo tanto,Zax segun (6.44) es convergente; asi, el product@)Ganbién es convergente
y el limite (6.42) tiene un valor finito para nuestaso. Por lo tanto, la energia que se
pierde con la ejecucion deyGbajo la misma relacién de masas que STMNC esfini
lo que quiere decir que la supertarea tiene unagendien definida (aunque no
necesariamente conservada) durante toda su evolucio

Ahora bien, a pesar de que queda manifestado etemdinismo en STMNC
bajo G/1, hay todavia un sentido importante en el cupélalida de la energia que se
presenta en la culminacion de STMNC se encuengar®ilada del indeterminismo.

2% También tenemos una regién infinita vacia de rimten todo momento: la regién del espacio
unidimensional izquierda al sistema de particuMs. obstante, son mas interesantes los intervalos
espaciales especificados en el texto principau@atambién constituyen una condicién que posabidit
ejecucién de TRST2 en un espacio acotado para STMNC

2% Confrontese teoremas de convergencia de prodinfioisos en [Knopp 1947: 220].
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Es importante notar que los procesos que hacen umae supertarea de
ordinalidadewsea indeterminista son siempre supertareas deaticttid «*. >°” STMNC,
por ejemplo, es de ordinalidadmientras que el proceso que la hace indetermjrssta
reversion temporal del proceso correspondiente de €s de ordinalidad). Ahora
bien, este ultimo proceso, en caso de que ocuctaredsiempre antes de que STMNC
termine de ejecutarse. Pero entonces, si taleggmemcurren, impiden la ejecucion de
STMNC asi como la pérdida de la energia generaderemmente por su culminacion.
Asi las cosas, el indeterminismo que la reverssdmporal de @l ofrece a STMNC no
parece ser muy relevante para la pérdida de lgiengue esta ultima ocasiona. Uno no
parece estar muy relacionado con la otra. Este rpar@ plantea las siguientes
cuestiones: ¢existe alguna supertarea newtonianardiealidad «f que se pueda
ejecutar una vez que la energia se pierde bajo STM{\.a ejecucion total de STMNC,
junto con la pérdida de la energia que conllevapatie al conjunto de particulas para el
indeterminismo? ¢Genera STMNC indeterminismo emisimo sentido en el que
genera la pérdida de la energia?

En cuanto STMNC termine de ejecutarse, en cadantestada par de particulas
Pn vy Pr+1 S€ encontraran respectivamente en posiCigngsx,.1 tales quex, < X1,
ademas, llevaran respectivamente velocidades cuesta”” y v+~ tales quev,” <
Vne1 . Asi las cosas, la distancig1 —x, entre cada par de particulas crecera conforme
el tiempo transcurre, por lo que no parece queé#atculas tengan la posibilidad de
volver a encontrarse. Una vez, pues, que STMNC jseuta completamente, las
particulas se iran alejando unas de otras. Noeexisb al menos manifiestamente—,
alguna supertarea de ordinalidatl que las particulas, tal como quedan una vez que
ejecutan STMNC por completo, sean capaces de ejedtltconjunto de particulas, al
ejecutar STMNC, parece ser que queda indispuestogpecutar alguna otra supertarea
«f que haga del sistema de particulas un sistenstgndinista.

Asi, pues, la ejecucidon de STMNC no genera indetesmo en el mismo
sentido en el que genera la pérdida de la ene8gieambigliedad alguna, la energia del
sistema que ejecuta STMNC se pierde justo cuandara su ejecucion. STMNC es
una supertarea que genera una pérdida de la eneagial contrario, el indeterminismo
bajo G/1 deja de presentarse una vez que STMNC se ejeatitdactoriamente. La
ejecucion de STMNC, por un lado, genera una pérdalda energia, y por el otro,
bloquea la posibilidad de procesos indeterminisiagipo G1. Aunque de esto no
podemos concluir que la pérdida de la energia eMNBT esta desvinculada del
indeterminismo en general, si podemos asegurarlajyerdida de la energia esta
desvinculada del indeterminismo entendido bajcepbso relativo en el que terminan
todas las particulas tras la ejecucion satisfactdei una supertarea. La pérdida de la
energia en supertareas de tipo |, pues, no estilada a una fuente concreta de
indeterminismo.

297 por las razones ya expuestas en el texto prinaieghmos aqui de lado los procesos TRST2, cuya
ordinalidad esv-(af + @.
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6.3. Una forma mas de entender el indeterminismo esuper-
tareas de tipo |

Aunque el indeterminismo en STMNC se bloquea ahitesir de ejecutarse —al menos
como esta manifestado hasta ahora—, es justo magieala reversion temporal de
STMNC si es indeterminista bajo procesos distiattzsreversion temporal deyG

La clave para darse cuenta de ello es notar qie [®F poner el ejemplo mas
ilustrativo, no solamente es indeterminista bajoeploso relativo en el que terminan
todas sus particulas. También es indeterministaddebque las auto-excitaciones que
pueden presentarse, pueden hacerlo con cualquignitonch de velocidad. Ademas de
las dos posibilidades que ya hemos visto —autdasei 0 mantener el reposo— existe
una diversidad infinita de posibilidades: la auxaiacion puede ser con una velocidad
de cualquier magnitud. Esta misma forma de indetgsmo también se encuentra, en
términos precisos, pese a su complejidad, en tmsepos Gul y @. En estos procesos
las auto-excitaciones pueden identificarse coraklndevy” (del cual dependen el resto
de las velocidades). Como bien se puede obsemndb.£9) y (6.28), las posiciones de
las particulas que estan en reposo antes de laacitacion son independientes \ge
Por lo tanto,vy,” puede tomar cualquier magnitud (por el posicioeato de las
particulas, la direccion siempre tendra que semiama). Asi, las reversiones
temporales de Gul yy&, ademas de las dos posibilidades que ya hemiws-asito-
excitarse o0 mantener el reposo— tienen una diasitfinita de posibilidades: pueden
auto-excitarse con una velocidafl de cualquier magnitud.

En el presente apartado mostraremos que la rémetsmporal de GSTC, asi
como la reversion temporal de otra modelizacionigokelye una mayor generalidad (en
la que se incluye la reversion temporal de STMN@ybién son indeterministas bajo
este mismo principio. La idea central es la sigieieel estado final que se obtiene en las
supertareas incluidas en GSTC también puede senidb{ por los mismos conjuntos
de particulas, bajo condiciones iniciales distirdas establecidas en la generalizaciéon
GSTC. De esta manera, los procesos revertidos d&@G8n indeterministas: pueden
evolucionar de tal manera que ejecutan el procesertido de GSTC, o bien,
evolucionar ejecutando el proceso revertido deipeedarea distinta que tiene un mismo
estado final que GSTC. ¢ Cdmo es esta otra supE?tare

En este apartado presentaremos en términos premsos pueden ser dichas
supertareas distintas a GSTC. Probaremos con ed#olajreversion temporal de los
procesos involucrados en GSTC, asi como de unaaaeion de supertareas mas
amplia (en la que se incluye la reversion tempdeaBTMNC), son indeterministas v,
lo que es mas importante, se comprobara que laafaenentender el indeterminismo
explicada en el segundo parrafo de esta secciépliesable a una gama muy amplia de
supertareas newtonianas.

Esta forma entender el indeterminismo para lasrtangas es la idea principal
en la que se basa la generalizacién de Atkinsoohpsbn [2009f%® A continuacién

2% En términos formales esta idea consiste en quedae iteratividad infinita de las ecuaciones a@e |
velocidades, éstas admiten una infinidad de vedamlgd iniciales como solucién a un Gnico estadd.fina
Esta idea de entender el indeterminismo ya viepea#ficada por Norton en su discusion sobre el domo
“What is essential [...] is that the set of equatimsfinite. Otherwise, if there are justequations, the
iterative construction will likely fail at theth step” [Norton 2006: 21]. (Este fragmento, juctn la
seccién a la que pertenece, ‘When Determinism eftxonal or Generic’, fueron suprimidos para la
publicacién en [Norton 2008 (2006)]). Por su pasteefiriéndose ya a la reversién temporal de las
supertareas, Atkinson y Johnson manifiestan: “Goiatisn of the equations of motion is the precise
inverse of the forward process, but it is not thgy@olution” [Atkinson y Johnson 2009: 8].
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vamos a modelar un par de generalizciones basadaste reciente resultado con el fin
de acercarnos hacia la gama de casos de supemaretmianas de tipo | para las que
esta forma de indeterminismo es aplicable. Estemad de aclarar los puntos
especificados en el parrafo anterior, nos ser&iligaal para aclarar, hasta cierto grado,
la posibilidad del indeterminismo de STMNC depuésegecucion (y no soélo del
indeterminismo de su proceso revertido). Es preses@lar la ligera variacion entre el
planteamiento de Atkinson y Johnson y las genex@ilines que aqui presento: mientras
que el planteamiento de ellos apunta hacia unargeted exhaustiva (que, por
supuesto, es altamente deseable), de manera quedam de especificar la relacién de
masas entre las particulas ni las distancias dagrenismas en algun estado inicial
concreto para que los procesos que contemplan seém-consistentes, las
generalizaciones que vamos a presentar a contgruae restringen a una gama de
casos para los que la ejecucion de las supertdaeas;esion especificada de colisiones,
sean procesos auto-consistentes. Aqui, ademas)aredes nuestras generalizaciones
explicitando los estados iniciales en términosagevielocidades iniciales posibles de la
primera particula.

6.3.1. Gu2: Generalizacion de supertareas newtonias con un mismo estado final
y misma relacion de masas

Modelemos en primer lugar supertareas que tienenisggho estado final que GSTC;
llamemos a esta generalizacion Gu2. Recordemogmj@t estado inicial de GSTC la
particulaPy se aproxima con velocidag™ al resto de particulas mientras que éstas se
encuentran en reposo. Es decir, la velociadiene un valor constante, digamos que
Vo =Q > 0, mientras que, = 0 [In. Con esto, una vez que la supertarea se ejecuta po
completo —con el proceso descrito en la secciérB4.2abemos, de (4.3), que cada
particula termina viajando con una velocidad

n
v, = L’ﬂ Q. (6.45)
@+ 4)

Ahora bien, lo que queremos modelar son estadosmles distintos bajo los cuales
todas las particulas también terminen con la vedmtisegin se expresa en (6.45).
Sabemos, por la conservacion de la energia y delemto inicial en cada colision entre
toda particuldP, y Pr+1, que las velocidades resultantes del choque stepusxpresar
en funcion de las velocidades anteriores al misad@omo se muestra a continuacion:

o=l oy (6.46)
1+ u 1+ u
v, =2y 1A (6.47)

= n Vn+l'
1+ u 1+ u
De (6.47) es facil ver que

.2 . 1-u
V= ——V, ———V,
1+ u 1+ u
v, = 2 2 Vo'_l_’uvl _1_/1\/2
1+ pu\ 1+ u 1+u 1+ u

29 Es preciso aclarar aqui que Atkinson y Johnsontgém dos modelos. Uno, general, que es al que me
refiero en este fragmento del texto principal, sopen el que todas las particulas terminan enskepo
relativo. Para este Ultimo, Atkinson y Johnsonestringen su generalizacién a una gama de sistemas,
especificando unas relaciones de masas concretas.
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V= 2 2 2 VO,_l—,uV1 _1—/,1V2 1- /J
1+ p\ 1+ pu\ 1+ u 1+ u 1+,u

Vn,:( 2 JnVO (1 IUJ[(Mﬂ) Vl (l+#)n_zv2+"'+(ﬁ n_1+Vn]. (648)

1+u 1+ u
Por otro lado, a partir de (6.46), tenemos que
LV e (6.49)
2u 2U

Ahora, como queremos encontrar procesos que tergjacidades finales exactamente
igual que en GSTC, introducimos (6.45), adema$dis], en (6.49) para obtener que

Vnﬂ:l—_,u{( 2 j“( ~V, ).|.(1 zj[(l”’) v1+(13”) v, +- +(ﬁ n—1+vn] . (6.50)

2u |\ 1+ u 1+

Es un paso sencillo obtenef., a partir de (6.50); tras comparar el resultado leon
misma (6.50), se ve facilmente que

2 - 1)? 1+
n+2 = Vn+1 + n+l n+l -
1+u 2u@+ p) 2u
Lo que implica que
n+l
1+
Voo = ( 2,ulu J Vv,. (6.51)

Ahora, para el caso = 0 sabemos de (6.45) qug = l+IJQ mientras que de (6.49)
sabemos que, :“—“vo"—l—“v ; Si sustituimos lo primero en lo segundo, tenemos
v, =54 2 (Q-Vy'), que tras sustituir a su vez en (6.51), sabemainfiente que

1-pu\1+u -
w228 0 62

De (6.52) se ve que es conveniente gsie> Q para que el sistema ejecute una
supertarea. El factor que esta elevadora tomop < 1, es mayor a 1 y crece junto con
n, ademas de que nos asegura e | < [viol < [viusl < ... Por lo tanto, siy” <Q
el signo devy:+1 es positivo y tendremos que. < V2 < Vi3 < ... (todas con signo
positivo), lo que indica que, si tambigsl < vh.1, las particulas nunca colisionan. Por el
contrario, svy” > Q el signo devn+1 €S negativo y tendremos que: > V2 > Ve > ...
(todas con signo negativo), lo que nos abre labflmkEd de que las particulas en algin
momento se alcancen para ejecutar la supertareaigac

Queda por ahora obtener las posiciones de lagplagien algin momento dado
para que esta posibilidad se actualice. No es agoesin embargo, especificar tales
posiciones para asegurarnos que la sucesion dgoo@s ocurre en estricta sucesion y
de manera autoconsistente. Es suficiente simplemeon mostrar que existen
condiciones iniciales que son consistentes coru¢esson de colisiones tal como se
especifica. Precisamente, las condiciones inicigles lo muestran son las que aqui
mejor vienen al caso: las reversiones de los estfidales que corresponden a un
tiempo posterior a la finalizacion de la supertaregertida. Miremos, pues, a los
procesos revertidos. Claramente, si las posiciamegles de las particulas (para el
proceso no revertido) tienen un punto de acumuta@nitonces el caso de referengia
= Q desencadena la sucesion de colisiones tal conmoeklo lo especifica; su
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reversion temporal, por lo tanto, también es urcgso consistente con la sucesion
revertida de colisiones. Pues bien, partiendo tke resersion temporal en concreto, y
con cualquier valovy” > Q con el que se auto-excite el sistega; tendra que adquirir
la velocidad .1 (es decir, la revertida de la expresada en (6.5je resulta positiva)
antes de quP, adquiera la velocidadvr (qQue también resulta positiva). Comg, < —
Vn+1 Y Pn adquiere w, en una posicion menor que la posicion en laRugadquirio —
Vn+1, €ntoncesP, no puede volver a alcanzarPa.;. Esto, por supuesto, sin perder
generalidad: en el proceso revertido, una vez aqueparticula adquiere su velocidad
final (la velocidad inicial (6.52) revertida), naelve a colisionar con otra particula.
Asi, este camino libre que tienen las particulaglgiroceso revertido, es exactamente
el mismo camino libre que tienen en el procescacthbrdPor lo tanto, aunque no sepamos
con precision cual es la posicion inicial de ladipalas en Gu2, podemos estar seguros
que existen posiciones que ejecutan la sucesiénlifones en estricta sucesiof.

Las supertareas que engloba la generalizacion s&ufgueden resumir de la
siguiente manera. Tenemos un conjunto infinito detigulas Py, P, P,, Ps,
posicionadas en el espacio unidimensional (digagh@gex) en ese mismo orden: la
posicion de cad#, siempre es menor a la posicion de c&da (excepto cuando
colisionan, que tendran la misma posiciéon). Inioehte la particul®, se encuentra
viajando con una velocidagy’ > Q (tbmese com@ cualquier nimero real mayor a
cero) mientras que el resto de las particulas viegm una velocidad,.; tal como se
expresa en (6.52p; colisionara una sola vez céy, tras lo cuaP; colisionara una sola
vez conP;3 Yy, en generalP, colisionara una sola vez céh.;. Cuando la supertarea se
ejecuta satisfactoriamente, cada particula se éracarviajando con una velocidagl”
tal como se expresa en (6.45). Ahora bien, lascidddes expresadas en (6.45) tan solo
dependen de€. Es decir, para cada que se tome, hay una infinidad de posibilidades
(cualquiervy” > Q) en donde las particulas tienen las velocidadesigas para ejecutar
una supertarea que resulta en un mismo estado Asallas cosas, es directo darse
cuenta que la reversion temporal es un procesdeimdmista: un mismo estado inicial
tiene ante si una infinidad de posibles evolucioges desarrollar. Por lo tanto, la
reversion temporal de GSTC es indeterminista: puedelucionar ejecutando
exactamente GSTC revertido o bien ejecutando algtrassupertarea incluida en Gu2.

6.3.2. G2: Generalizacion de supertareas newtonianas con umismo estado final y
distinta relacion de masas

Es interesante dar un paso mas hacia la generalidastificar que esto también podria
darse en sistemas en los que los diversos pargartieulas contiguas no guardan una
misma relacion de masas, es decir, gue My1/My Z Myo/Mo = e (debido a que
Gy2 contiene a Gu2, pudimos haber prescindido dedseptacion de esta ultima; sin
embargo, Gu2 es valiosa, por su simplicidad coreinde, no sélo para fines ilustrativos
sino para resultados posibles en un futuro). Asta generalidad, habra casos en los
que posiblemente la supertarea de referencia n@eode manera sucesiva (jo tal vez
nunca llega a ejecutarse una supertarea!). Paguraseos de que la cadena de
colisiones es rigurosamente sucesiva, limitemostraigeneralizacion para los casos en
gue today, < 1y que las velocidades finalg§ <vi;”" <w, < ... <y, < ...

390 Este argumento, que garantiza la auto-consistalei®s procesos que pueden ocurrir, €s un punto
relevante que no se encuentra en la generalizale@dhtkinson y Johnson [2009]. Es importante sefialar
que esta garantia de la auto-consistencia no ienglie las particulas puedan tomar cualquier pasicié

como estado inicial para que los procesos searcaugistentes.
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El caso que tomaremos de referencia consiste ensupartarea en la que,
inicialmente Py viaja con velocidady” = Q > 0 al encuentro dé; que esta en reposo al
igual que el resto de particulas, que en conjunse@n un punto de acumulacion. De
manera general, sabemos, por la conservacion delemto lineal y de la energia en
cada par de de particul®; y Pn+1, que las velocidades resultantes de la colisién se
pueden expresar en funcidon de las velocidades aeteshoque, y de su relacion de
masas, de la siguiente manera:

v, = 17y, v, + 2/ Vo (6.53)
1+y, = 1+,
Vo, = 2 vn'—l_ Yn V- (6.54)
1+y, =~ 1ty
Asi, para el caso de referencia que tigpe= 0 yvy' = Q, tenemos, de (6.53), que
v =TieQ, (6.55)
mientras que, de (6.54), sabemos que
2n+1

Vo = Q
@+ YAy @+ )
que, tras tomar en cuenta (6.53) y (6.55), nosleewvbtener que
= 2= 1h) Q. (6.56)
@+ YA+ Vioa) - A+ 1)
De (6.56) se obtiene que la condiciéon que hemosiésto, a saber, qug~ < Vi1,
equivale a que

n

You < T hn 201 (6.57)
3-1
que es la misma restriccion (6.26) obtenida pafh Ga presente generalizacion, pues,
también se limita a los casos en donde esta relamidre las relaciones de masa se
cumple.

Hasta aqui es el modelo completo del caso de refiereAhora lo que queremos
obtener son otras condiciones iniciales para obt@menismo estado final, para que asi
la reversion temporal de esta supertarea sea wegwadndeterminista. Asi, pues, de
(6.54) tenemos que

2 ., 1=y,
v, = v, - v,
' 1+y, ° 1+, '
v, = 2 2 Vo,_l—yov1 _1—y1v2
I+ \1+y, — 1+)p 1+
V= 2 2 2 vo,_l—yovl _1—y1v2 _1—y2v3
1+, \ 1+ 1+ ), 1+, 1+y 1+y,
. 2™ , [ 2"(1-y,)
Vi = Vo~ Vi
A+ )0+ p)--- A+ pp) @+ 1Ay 1+ ) (6.58)
n1pm _ - - -
270y o k) 0 yn)vmj_
(1+yn)(1+yn—l)"'(1+yl) (1+yn)(1+yn—1) (1+yn)

301 Esta restricciéon no se incluye en el planteamier@Atkinson y Johnson [2009]. Como se vera en
seguida, es importante para la auto-consistendiasd&rocesos que incluye.
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Por otro lado, de (6.53) sabemos qug, =
obtenemos, sustituyendo (6.55), por un lado que

A "_l_yn 7
5 Vn — 3,2V, , de donde

1-y, ,
v, =—2(Q-v, 6.59
1=, Q%) (6.59)
y sustituyendo (6.56) y (6.58), por otro lado, que
4y = 2"~ ¥pa) (Q_VO')+1_yn+1( 2°A-y,) v,
yn+1(1+ yn)(1+ yn—l)'“(l+ yO) 2}/n+1 (1+ yn)(1+ yn—l)“'(l+ yO)

(6.60)

n-1
27Ap) e W) 0 yn)vmj
A+ ) A+ Vo) A+ 1) +y)A+ye) - A+ 0
Ahora bien, (6.60) ya es una expresion generab, lbagual obtenev,.s (también como
expresion general) es un paso simple. Si a esteesrp devn.z le separamos el
sumando que multiplice..,, no es dificil darse cuenta que el resto de laesign es
una funcion dev, Vs, ..., Y Vae1, de la misma manera que lowgs,. De hecho, una vez
gue nos percatamos de esta peculiaridad, es sewneillque dicho resto de expresion de
Vn+3 S€ puede reescribir en términos exclusivog,de puesto que contiene los términos
precisos den.,, de tal manera qug.s se puede escribir, ahora con el sumando reescrito
en términos de&,., mas el sumando originalmente separado, de laesitumanera:

— 2yn+1(1—yn+2) Vn+2 + (1_yn+2)(1_ yn+1) Vn+2 — (1_yn+2)(1+ yn+1) Vn+2 (661)
yn+2 (1+ yn+1)(1_ yn+1) 2yn+2 (1+ yn+1) 2yn+2 (1_ yn+1)

Ademas, a partir de (6.59) y de (6.60), se ve quebiénv, = F4E%)y, | por lo que

sabemos entonces, mejor que (6.61), que

- (1_ yn+1)(1+ yn)vnﬂ. (662)

2yn+1(1_ yn)
Por lo tanto, con (6.59) y (6.62), podemos exprgadodas las velocidades iniciales de
toda particuleP,+1 en términos de la velocidad inicial de la paraded en el caso de

referenciag, y de la velocidad de la misma particula en camtadel resto de los casos,
Vo'

n+3

n+2

1- ,
Vi = 2 };0 (Q_Vo)
- (1—}/1)(1"' Vo) .
v, = = ARV (g _y )
L 2y ’
V. = (1_y2)(1+ yl)(1+ yo) (Q -V ')
: 23y2y1y0 °

V.., = 1n:2yn+1 1+yn 1+yn-l 1+y0 (Q—VO'), (6.63)
2 yn+1 yn yn—l yO

De (6.63) se ve que es conveniente gsie> Q para que el sistema ejecute una
supertareaComo toda relacion de masgs< 1, el resto de los factores expresados en
(6.63) —todos los distintos & (- Vo' )— son mayores a cero. Asi,gi > Q, el signo de
Vhe1 €S negativo. Con esto, también es convenientevgue> Vo > Vs > ..., pPero
como todas tienen un signo negativo, nos bastaalar quévn+1| < | Vhial < |vimsl <
..., que se cumplird cuando.i/Vnsol < 1 On. Pero, de (6.63), sabemos que esta

desigualdad equivale a quq+1<§:+:ﬁ, que es lo mismo que (6.57), por lo que se

223



cumple para la gama de sistemas que nos hemdsagikir® De esta manera, existe la
posibilidad de que las particulas en algin momegoalcancen para ejecutar la
supertarea sucesiva.

Para ver que esta posibilidad es actualizableggrfal especificar las posiciones
que las particulas deben tomar para realizar larsanea sucesiva. Sin embargo, debido
a la monotonicidad que hemos especificado paravédscidades, el argumento
presentado a este respecto para los procesos GibRtaes perfectamente valido y
aplicable para @ 3%

En resumen, los procesos de la generalizacigh €8 pueden describir de la
siguiente manera. Tenemos un conjunto infinito detigulas Py, P, P,, Ps,
posicionadas en el espacio unidimensional en esmonorden: la posicion de caBa
siempre es menor a la posicion de cBgla (excepto cuando colisionan, que tendran la
misma posicion). Inicialmente la particl®a se encuentra viajando con una velocidad
Vo > Q (cualquier real mayor a cero) mientras que ebrdstlas particulas viajan con
una velocidadi.; tal como se expresa en (6.68).colisionara una sola vez céy, tras
lo cualP; colisionara una sola vez c&3y, en general, colisionara una sola vez con
Pn+1. Cuando la supertarea se ejecuta satisfactorineatla particula se encontrara
viagjando con una velocidad,” tal como se expresa en (6.55). Ahora bien, las
velocidades expresadas en (6.55) tan solo depatel@nEs decir, para cada que se
tome, hay una infinidad de posibilidades (cualgwigr> Q) en donde las particulas
tienen las velocidades precisas para ejecutar upertarea que resulta en un mismo
estado final. Con esto, es directo darse cuentdagueversion temporal es un proceso
indeterminista: un mismo estado inicial tiene asfeuna infinidad de posibles
evoluciones que desarrollar.

Para finalizar, una vez que tenemos esta genacadiz, es de sumo interés
percatarse que la forma del indeterminismo bajoclel es modelada podria
manifestarse también en los procesos no revertidokas supertareas. Por ejemplo,
¢podria ser algun estado posterior a la ejecuc®nSAMNC un estado que se
corresponda con la reversion temporal de algure sapertarea? Si la respuesta es
afirmativa, entonces la supertarea STMNC tambiémuresistema indeterminista en
momentos posteriores a su ejecucion. La cuestitn.emsbargo, es compleja. En
cualquier caso, se puede notar que existen ddide#t para que una auto-excitacion de
este tipo ocurra. En los estados posteriores getai@én de STMNC las particulas
tienen velocidades tales que< Vv, <v3 < ... <V, < ...; Si la reversion temporal de otra

392 Aunque este planteamiento no es mas que una cidierdel realizado por Atkinson y Johnson
[2009], ellos no expresan las velocidades iniciataso aqui se hace en (6.63), en términos exclsisieo
las relaciones de masa, la velocidad iniciaPgen el proceso de referencia y en el proceso aligm

Una expresion de este tipo es importante para &@isede la auto-consistencia de los procesos que
involucra, como se pone de manifiesto en este feamgondel texto principal. Es justo afiadir que ellos
también hacen un comentario de este talante postemte a la presentacién de un ejemplo concreto
(sefialado ya en la nota 290), para el que si expriss velocidades iniciales en estos términos. El
comentario manifiesta conciencia sobre la dificliig estos procesos: “However, wijth 53, additional
collisions will take place. The nature of thesdisimns, which depend crucially upon spatial locas as
well as velocities, has not been analyzed. It igeeted to be quite complicated” [Atkinson y Johnson
2009: 10]. Es importante aclarar que aqui Atkingdmhnson estan hablando del estado final de & aut
excitacién, y no del estado inicial del proces@ctn. De esta manera no hay una inconsistencia satr
condicién puesta en reserya 3y mi condicion recomendadg > Q.

393 N6tese aqui que he cuidado de expresar esto cositnljglad. Es decir, si tal supertarea es postile,
ejecucién es auto-consistente. Ahora bien, ¢podoiaser posible? Si. Debido a que no hemos
especificado las distancias que debe haber estigaldiculas, seguramente habra una serie de aestan
entre particulas con las cuales la sucesion iafuhit colisiones no pueda llevarse a término, ytaoto la
supesta auto-excitacion del sistema correspondmengera posible, al menos no en estos términos.
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supuesta supertarea tiene dichas velocidades emestdo inicial, entonces las
velocidades finales de su proceso directo debetales que vy > v, > V3 > ... > ),

> ... Pero entonces, hay una dificultad para quedi@do final llegue a darse: come,

es mayor en magnitud qug la particulaP,.1 podria colisionar, antes de que el resto de
particulas obtengan las velocidades finales deseadaP,; es decir, que el estado final
deseado de velocidades que gradualmente van adglorilas particulas, se puede
perder, debido a las posibles colisiones entres ko tal estado, en un momento
anterior a la obtencion definitiva de dicho estdidal deseado. Esta dificultad, por
supuesto, podria (aunque no lo sabemos con sedyrislaperarse con cierto
distanciamiento de las particulas. El problemadte es que tal distanciamiento tendria
que ser tal que la supertarea se logre ejecutaéxibm. Ademas, tal distanciamiento
debera ser tal que se corresponda con el distalrieonde las particulas de algun
estado posterior a STMNC en alguna de sus configares. En definitiva, aunque bajo
el mecanismo del indeterminismo especificado pokindbn y Johnson cabe la
posibilidad de que el sistema que ejecuta STMNCirs@eterminista una vez que la
supertarea culmina, cabe también la posibilidagugeno lo sed’ Esta es una cuestion
de sumo interés que queda por aclarar.

6.3.3. El comportamiento de la energia en Gu2 yya

Es interesante conocer ahora cOmo se comportaela@ianen las supertareas de las
generalizaciones Gu2 wa

Empecemos por Gu2. Por un lado, a partir de kci@t de masas y de las
velocidades finales en (6.45), podemos ver quedagéa final viene dada por

2
1 1_/,[ . 1
T =—mQ? 2 =—mQ2. 6.64
fn = (1+,Uj L™ =g (6.64)
Por el otro lado, tomando en cuenta también la misafacion de masas, y con las
velocidades iniciales en (6.52), tenemos que lagéménicial se puede expresar como

_1 2,1 2 ]-_,Uzmn2n
Tini _Enbvo +Errl)(Q_V0) P{HJ L (22',:1/)1'1 . (6.65)

Puede observarse que cuamgo= Q la energia se conserva, ya que (6.64) y (6.65) se
reducen a lo mismo, tal como se espera por el comET@o que tenemos de la
conservacion en GSTC. También puede observarsdéagaiematoria en (6.65) es una
serie divergente para cualquier valond@ues cada término de la sumatoria es siempre
mayor a la unidad, independientementenePor lo tanto, cuanda” # Q, la energia
inicial es infinita. Tenemos asi, en estos casos, perdida de la energia, pero no
tenemos una energia bien definida en todo momento.

El caso de @ es considerablemente mas complejo. Es posibl@bstante,
hacer observaciones interesantes. Por un ladatiageala relacion de masas y de las
velocidades finales en (6.56), podemos ver quedagéa final viene dada por

304 Ellos también reconocen, sin entrar en detalles, lq falta de especificacion de unas condiciones
iniciales concretas amenazan el indeterminismosties @orocesos: “Since a spontaneous wave of motion
of arbitrary energy may originate from the originaay time whatsoever, it is strictly undetermineiat

the velocity of any ball will be from one moment tlee next. A ready objection to such a muddled
situation is that the initial condition has not bdelly specified” [Atkinson y Johnson 2009: 20].
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1 1 y 22(n+l) (1 y )2 n
T =2 0 n+1 | 6.66
"™ l(“ Voj Zo L+ Von)® [0 (620

Por el otro lado, tomando en cuenta también la misafacion de masas, y con las
velocidades iniciales en (6.59) y (6.63), tenemaes |g energia inicial se puede expresar
como

|n| = n'bV 4= n'b(Q Vo ) |:(1 yO z (1 yn+1)2 lil(l+yykk)2j|' (667)

2(n+2)
2 yn+l

Verificar que Ia energia flnal (en (6.66)) es |gaala energia inicial (expresada en
(6.67)) es una tarea de considerable complejidacan@o vy = Q las cosas se
simplifican bastante. Dentro de estos casos emga@gamente STMNC, el caso que
agui mas nos interesa, para el que ya se probdageeergia final es menor que la
energia inicial. Aunque no sepamos el valor predisda energia final, sabemos con
seguridad que es una energia bien definida.

Es interesante verificar que la energia inicig{} para el caso correspondiente
al mismo conjunto de particulas que STMNC tambgta bien definida. En la seccion
6.2.5 ya probamos que el limite de la energia auand o en Gy1 para STMNC es
finito, lo que implica que la energia inicial eylGara STMNC esta bien definida (ya
que tal limite es la energia perdida). Pues bmmahdo en cuenta (6.25), llegamos a
que la energia inicial dey® es

) _ 2 n )
T. == m)V m)Vo {(1 yo) +Z(1 Vot H(H}Zk)] (6.68)

2 22 yo e 22(n+2) yn+1 i}

gue para el caso de STMNC es una energia finitai #@ puede observar que el factor
que multiplica al segundo sumando del miembro derémdo lo que esta dentro de los
corchetes) en (6.68) es exactamente igual al fagtermultiplica al segundo sumando
del miembro derecho en (6.67). Por lo tanto, largiaeen G2 para STMNC (la
expresada en (6.67)) también es finita. La eneagidién esta bien definida.

En suma, la supertarea STMNC es de sumo inteués, @lla misma, las auto-
excitaciones posibles bajoyG y la diversidad de evoluciones posibles de sarssn
temporal bajo @&, son todos ellos procesos con una energia binidéeen todo
momento.

6.4. Precisando la relacion de la pérdida de la ergga con el
indeterminismo en supertareas newtonianas

El recorrido realizado en este capitulo resultaveaite para aclarar la relacion que el
indeterminismo y el fallo de la conservacion deelergia guardan en supertareas
newtonianas.

En las supertareas que consisten en colisionéslgk de una particula con un
conjunto abierto de particulas, la conservacidadenergia no se presenta como una
consecuencia de la evolucién del sistema que taitgjePor el contrario, la evolucién es
una consecuencia de la imposicion del principidadeonservacion de la energia (asi
como del principio de la conservacion del momenid). se presenta, precisamente,
porque asi se impone, ni una pérdida ni una gaaalecia energia. Asi, no tiene mucho
sentido hablar de una relacién indeterminismo-fdéda conservacion de la energia en
procesos para los que previamente sabemos, cornidssjugue no hay tal fallo de la
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conservacion de la energia. Sin embargo, el intd@&mo encontrado que puede
presentarse en una colision global guarda ciefftciém con la conservacion de la
energia. Las velocidades que las particulas puedesr se obtienen precisamente bajo
las ecuaciones correspondientes a los principioserwativos, y la diversidad de
soluciones que permiten son las que hacen el proondsterminista. Si miramos a las
ecuaciones, debe notarse que este indeterminismototeémente analogo al
indeterminismo presente en colisiones instantdaptie mas de dos cuerpos. Tenemos
s6lo dos ecuaciones (la conservacion de la engriiaconservacion del momento) y
mas de dos variables incégnitas (las velocidadesda cuerpo después de la colisién):
es natural que existan una infinidad de soluciooes,un sentido fisico preciso, para
cada colisién de estas caracteristicas. Esto essaneente lo que ocurre en el proceso
descrito en la seccion 6.1.1.2: tenemos soOlo doscemnes con una infinidad de
incognitas.

En las supertareas de tipo Il, a diferencia de daksiones globales, la
conservacion de la energia no es una caracterfsgegamente impuesta. No obstante,
también es natural que la energia se conserve.oivande esto ya se explico en la
seccion 6.1.2.2: puede hacerse una particion delepo en la que cada subproceso
resulta independiente del resto; si en cada subpoode éstos la energia se conserva,
entonces la energia del proceso total también dehservarse. Este es el caso para las
supertareas A y B que puede presentar el sisterGa(@i@alizada en la seccion 6.1.2.1).
Asi, aqui tampoco tiene mucho sentido hablar dereta@ion indeterminismo-fallo de
la conservacion de la energia, pues son procesasgsague previamente sabemos, con
seguridad, que no presentaran un fallo de la ceasién de la energia. Ahora bien, la
conservacion que estos procesos presentan no paremgeninguna relacion relevante
con el indeterminismo que generan. El indeterminign las supertareas de tipo Il se
debe primordialmente a la disposicion espacial ake particulas, aspecto que no
modifica en nada a la conservaciéon de un sisteraangturalmente es conservativo.

Las supertareas de tipo | son las mas problensatcapor ello, las mas
interesantes. Algunas veces presentan una pérdida ehergia mientras que en otras
ocasiones la energia se conserva; algunas vecesleterminismo que generan es
evidente mientras que en otras no hay una forma die ver que sean generadoras de
indeterminismo. ¢ Cual es la relacion que guardaimdgterminismo y el fallo de la
energia en este tipo de procesos? Para acercarfigespuesta que merece esta
pregunta es util mirar a las fuentes del indeteisnio y de la pérdida (o ganancia) de la
energia por separado. Es util también, distingaireesupertareas de tipo | las cuales
terminan (si la ordinalidad es) o comienzan (si la ordinalidad e$) en el reposo
relativo de todas sus particulas y las supertatedipo | que terminan (si la ordinalidad
esa) 0 comienzan (si la ordinalidad e$) con un estado distinto al reposo relativo de
todas sus particulas.

En las supertareas de tipo | que terminan coremso relativo (ST1, ST1A,
STM1, GPL1, Gul, €, por mencionar las que aqui se han tratadogldaion entre el
indeterminismo vy el fallo de la conservacién desteergia es clara. Debido al reposo
relativo en el que terminan (claro esta, cuandorginalidad esw), la generacion del
indeterminismo es indiscutible: una vez que la gapea se ha ejecutado, siempre se
podré ejecutar la reversion temporal del mismo ggocPor su parte, la pérdida de la
energia también esta omnipresente en estos caseknerco de referencia inercial en
el que todas las particulas terminan en reposestatio inicial del sistema debe tener al
menos una particula en movimiento, por lo que rga inicial necesariamente es
mayor a cero; por el contrario, en el estado fitmlas las particulas se encontraran en
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reposo, por lo que la energia final necesariamesteula®® Se puede entender, pues,

que el reposo relativo en el que todas las paagctérminan tras una supertarea
newtoniana no sélo es una fuente del indeterminisimo también de la pérdida de la
energia para el sistema. En suma, en supertarei@zodeque terminan con todas sus
particulas en reposo relativo siempre habrd unaergeidn de indeterminismo
acompafada de una pérdida de la energia.

Para las supertareas de tipo | que no terminar@so relativo, es conveniente
profundizar mas en el origen del indeterminismoey fdllo de la conservacion de la
energia en los casos en que se presentan. Ya hestosen el apartado 6.3 que la
fuente del indeterminismo en estas supertareasrasrgialmente la falta de una ultima
ecuacion, que conecta causalmente el movimientmnédeparticula con el movimiento
de otra, y que posibilita en algunos casos queguaa cantidad de estados iniciales
(cuando la ordinalidad de la supertareaese corresponda con un mismo estado final,
la reversion temporal de estos casos (donde |laalidiad seréwf) es indeterminista,
pues un mismo estado inicial tiene ante si una gaatidad de evoluciones posibles.
No hay una ultima ecuacion simplemente porque yaiha Gltima particula.

Por su parte, el fallo de la conservacion de largdaeocurre cuando las
expresiones (6.9), (6.10) y (6.11) no son iguasgjecir, cuando cierto valor numérico
no es el mismo para el estado inicial que parastade final. Esto, por supuesto, no
ocurre cuando el numero de particulas (y de ecoesigue conectan causalmente el
movimiento) es finito. No obstante, no es una ridegsque la conservacion de la
energia falle en este tipo de procesos por ellstho de ser infinitos (ejemplos de ello
son GSTC y GPL2). Pese a ello, el hecho de que ramdiaya una ultima particula
también juega un papel importante. Es valiosa Eogfia que Atkinson utiliza de la
carrera de Aquiles —finalmente, hemos tenido queevaa ella— para comprender el
fallo de la conservacion en ST1. La carrera quetpaes de relevos y la describe de la
siguiente manera:

An [...] analogy would be a relay race, in which ang of Achilles is stationed at
each Zeno point. The original Achilles starts his from the zeroth Zeno point and
passes the baton to his clone at the first Zenatpaho then runs to the next clone,
passing on the baton, and so forth. [...] Read nogntZball’ for ‘Achilles clone’,
and ‘momentum’ for ‘baton’, and the problem is 8ot much that momentum has
disappeared in a puff of metaphysical smoke, aatltthere is no ball at the limit
point to carry it away [Atkinson 2008: 11].

Bien, esta analogia funciona perfectamente biem mamprender la pérdida del
momento y de la energia en ST1, pero ¢podemosdextasta misma idea, para
comprender la pérdida de la energia, a procestiatdssde ST1, a procesos de tipo |
cuyas particulas no terminan en reposo relativorespuesta es afirmativa. En la
seccion 6.1.2.2 también vimos que, en los casoguenla energia no se conserva, el
limite de la energia que lleva la particBlaantes de adquirir su velocidad final (asi
como su energia final) es distinto de cero. Puas, [plodemos hacer una analogia con la
carrera de relevos que plasme este hecho perfati@anpara que nos ayude a
comprender, con una mayor generalidad, la pérdidi @nergia de las supertareas en
cuestion.

395 Por supuesto, los procesos que en todo momententiena energia bien definida son los méas
interesantes para analizar esta cuestidn; est@batante, no impide que la pérdida de la energia no
ocurra en el resto de procesos, al menos en urordarceferencia inercial.
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Por ejemplo, aplicada a las supertareas de GSTE, spm conservativas,
tenemos una carrera que podemos describir de uéestg manera: Aquiles comienza
con un testigo (ubaton el objeto que cada corredor lleva para pasasio i@levo y asi
probar que ha llevado a cabo por completo su rel@rmientras que sus clones
empiezan la carrera con las manos vacias; cuanddeAcplcanza el primer clon, en
vez de pasarle el testigo completo, le da tan saldrozo del mismo, quedandose
Aquiles con el resto; cuando el primer clon alcaalzsegundo clon, en vez de pasarle el
trozo completo que inicialmente lleva, le da talo st trozo del mismo, quedandose el
primer clon con el resto; y asi sucesivamenteinillfde la carrera, Aquiles y cada clon
tienen un trozo concreto del testigo original, yosios los clones juntan con Aquiles los
trozos que cada uno tiene en las manos, resulisggamente el testigo completo
original. Analogamente, si leemos ‘energia’ porstigo’ y ‘particula’ por ‘clon’,
podemos entender intuitivamente cémo es que layenen GSTC se conserva.

No sucede lo mismo para la analogia corresporeianSTMNC. En esta
carrera, Aquiles también comienza con un testigentras que sus clones empiezan la
carrera con las manos vacias; cuando Aquiles acalngrimer clon, en vez de pasarle
el testigo completo, le da tan so6lo un trozo dedmai, quedandose Aquiles con el resto
(que es mas pequeiio que el trozo dado al clonj)doual primer clon alcanza al
segundo clon, en vez de pasarle el trozo completda tan sélo un trozo del mismo,
quedandose el primer clon con el resto (que es pegsefio que el trozo dado al
segundo clon); y asi sucesivamente, de tal manerado largo de todos los relevos,
habra un pedazo de testigo original que nuncasex arrancado y retenido por ningun
clon. O sea, al final de la carrera, Aquiles y calia tienen un trozo concreto del
testigo original, pero si todos los clones juntam @quiles los trozos que cada uno
tiene en las manos, resultara un nuevo testigoucotamafio menor al original. Y es
que hubo un pedazo de testigo original que fuedmapar cada uno de los clones pero
qgue no fue mantenido por ninguno de ellos. Retomdadanalogia, este pedazo de
testigo corresponde al limite (expresado en (6.d2))a energia de cada particBla
antes de obtener su velocidad final; es la enepggase pierde.

Podemos generalizar todavia mas, y suponer que erarfera inicialmente
tenemos que Aquiles y todos los clones tienen gadaun testigo de tamafio distinto, y
que todos esos testigos juntos forman un testigondamaro determinado (el testigo
total inicial). Cuando Aquiles alcanza al primeorgl Aquiles le pasa un trozo de su
testigo mientras que el primer clon le pasa a Aguibtro trozo del suyo; tras el
intercambio, cada corredor forma un nuevo testmolos dos trozos con que termina:
el trozo recibido y el trozo retenido. De la mismenera, cada par de clones
intercambian un trozo del testigo de cada uno, &mcho cada uno un nuevo testigo con
los trozos resultantes del intercambio. Ante esteopama, ¢de qué depende que el
testigo total inicial sea del mismo tamafio queestigo total final? De que el testigo
total inicial se distribuya y reparta en su tot@atldoor medio de las transferencias de
trozos entre cada par de clones; de que no hayeomo de ningun testigo que sea
sucesivamente transferido sin ser retenido porumngon. Analogamente, ¢de qué
depende que la energia total inicial sea la misogalg energia total final? De que la
suma de energias iniciales iguale a la suma degiasefinales; de que el limite
(expresado en (6.12)) de la energia de la partRudantes de obtener su velocidad final
sea igual a cero.

La carrera recién descrita es una analogia qudicaxple una manera
satisfactoriamente intuitiva el origen de la péadit la energia en supertareas de tipo |
estrictamente sucesivas. Asi, pues, ya que conachasia este grado las fuentes del
indeterminismo y del fallo de la conservacion desteergia en supertareas de tipo |,
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gueda todavia por responder a la cuestién: ¢ guatdana relaciéon? Depende de lo que
entendamos por relacion, asi como de los gradodosoque se puede concebir una
relaciéon entre dos cosas. Definitivamente, a difgeede las supertareas de tipo | que
terminan en el reposo relativo de todas sus p#&idy que no son Mas gque una gama
de casos particulares de las supertareas de tigstrictamente sucesivas), las
supertareas de tipo | estrictamente sucesivas cesagamente fallan en los principios
conservativos por el hecho de ser indeterminisiagceversa; ni lo primero implica lo
segundo, ni lo segundo implica lo primero. Habieeadplicado de una forma intuitiva
el origen de ambos aspectos, no es dificil ver qua¥ esto es asi. Por un lado, el
indeterminismo dependerd de que haya varias solesipara la evolucion que el
sistema puede tomar tras un mismo estado (que msdeonsiderar como inicial) y que
dichas soluciones sean consistentes con las poesgcigue las particulas pueden tomar.
Por otro lado, la pérdida de la energia dependerduk la energia inicial no se
distribuya por completo a lo largo de todo el sisiepor medio de cada una de las
colisiones. Claramente, una situacion no tienegpérpresentarse junto a la otra.

No podemos, sin embargo, decir que la relacioreesitfallo de la conservacion
de la energia y el indeterminismo es nula, y queeeho de que ambos se presenten no
es mas que una “bonita” casualidad. De hecho, autegpresencia de uno no siempre
viene acompafiada de la presencia del otro, laidelantre ambos es un tanto sutil.
Basta con percatarse que ambas anomalias desaparedeconjunto de particulas es
finito. Es, pues, necesario (mas no suficientep parpresencia de una u otra que el
sistema sea infinito. En resumen, podemos afirmarg fuente del indeterminismo y la
fuente de la pérdida de la energia en supertaedipal | estrictamente sucesivas son
completamente distintas y, que en este sentide)daion entre ambas anomalias no es
muy estrecha; pero también podemos afirmar quelpanaesencia de ambas fuentes es
indispensable que el sistema sea infinito, y pototague ambas anomalias tienen una
caracteristica en comdn que las ata, provocandaenuauchos sistemas se presenten
juntas. El hecho de que ambas anomalias dependkniclinitud de los sistemas en
donde se presentan era un aspecto un tanto evidestke el comienzo del trayecto
investigador que da lugar a este trabajo, no ds¢@&io de que éste es el Unico aspecto
que encontramos comun a ambas.
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7. Conclusion

La mecénica newtoniana, una teoria que, si biegam del mayor éxito entre las
teorias vigentes que estudian el movimiento fissigue siendo de suma importancia
para el quehacer cientifico y tecnologico actual,uea teoria indeterminista y no
conservativa. Dicho en términos mas precisos, medtidad fisica fuera newtoniana, es
decir, si el comportamiento de los objetos que @onén el mundo en que vivimos se
rigiera exclusivamente por el aparato tedrico qoestituye la mecanica newtoniana,
entonces existirian situaciones en las que, en dasgue se presentaran, los objetos
fisicos ejecutarian procesos indeterministas yomservativos. Esto va en contra de dos
concepciones que imperan en torno a la mecanictonema. Por un lado, se concibe
la mecanica newtoniana como una teoria en la glasteus procesos son deterministas:
dadas unas condiciones iniciales, un sistema s@deptener una Unica evolucién. Por
el otro lado, impera la idea de que el principidadeonservacion de la energia tiene una
validez universal: todo proceso fisico, indepeniigrente de la teoria con el que se
describa, conserva la energia. Por supuesto, laniaage los procesos que ocurren en
un mundo newtoniano son deterministas y consenstimas de aqui no se sigue que
todos los procesos asi lo sean.

El hecho de la presencia de estas dos anomaliaglgemos procesos
newtonianos, asi como la comprension del mismdaseenido profundizando en los
altimos afios bajo el estudio de las supertareasonéamas, procesos que se presentan
en un mundo newtoniano y que consisten en una isacésfinita de colisiones
perfectamente elasticas entre particulas dentundatervalo de tiempo finito. Es esta
misma estrategia para profundizar en el conocimielet ambas anomalias la que ha
seguido este trabajo. Por su parte, se ha puestepatial interés en la comprension de
la relacion que guardan ambas anomalias. Se haleoado, ademas, que avanzar en el
conocimiento de cada anomalia por separado noparedtlar luz sobre la relacion de
ambas y, a su vez, que el conocimiento de la @@aentre ambas en si también es

231



conocimiento de las anomalias en particular. Amlipgsspectivas, pues, son
mutuamente enriquecedoras.

El principal resultado, pues, que se ha obtenideste trabajo se consiguio
puntualmente con el analisis y la reflexion en doenla supertarea newtoniana que
nombré STMNC, y que fue presentada en la seccifh.@sta supertarea es un modelo
original que presenta una pérdida de la energia gee no manifiesta trivialmente
indeterminismo. Se tenia la sospecha, al inicitadealizacién de este trabajo, que las
fuentes del indeterminismo y del fallo de la comaeion de la energia son distintas de
tal modo que no siempre se presentan conjuntarearits supertareas newtonianas. De
esta manera, se pensaba también que dicha diferemice ambas anomalias permite la
existencia de supertareas newtonianas que no ©anséa energia pero que son
deterministas. A primera vista, STMNC seria un @emque apunta hacia la
corroboracién de tal sospecha. Sin embargo, corandisis realizado lo muestra, esto
no es exactamente asi. ¢ En qué grado esto essyasi?e

Por un lado, en la seccién 6.2.4 he mostrado gsieictamente hablando,
STMNC es de hecho un proceso indeterminista. Estchigo construyendo una
generalizacion de supertareas (un planteamientsugertareas en términos generales
aplicables a toda una gama de casos concretosgofumdeterministas bajo el reposo
relativo en el que terminan todas sus particulaseshdificil ver el indeterminismo en
estos sistemas, puesto que la reversion temporédsdenismos tiene al menos dos
evoluciones posibles: mantener el reposo indefmatde o ejecutar el proceso
revertido de la supertarea original (es decir, -&xittarse). El modelo de esta
generalizacion, que llaméyg se presentd en la seccién 6.2.3. Ahora bieme éos
sistemas que Y& abarca, se encuentra un sistema cuyas partsrilesrresponden con
el sistema de particulas de STMNC, y el estad@asi@éarticulas que dispone a la auto-
excitacion de la reversion temporal dgldo comparte un subconjunto infinito de
particulas de STMNC cuando no ha terminado de &ges®1 Por tanto, un subconjunto
de particulas del sistema que ejecuta STMNC, paatieexcitarse imprevisiblemente
bajo Gyl siempre y cuando STMNC no haya acabado de ejseutRe este modo,
STMNC muestra ser un proceso indeterminista. E®itapte sefialar la originalidad de
la generalizacion @.: las generalizaciones de supertareas indetetasniz®jo reposo
relativo presentadas en la literatura, de Péreaudmgoitia [2007b] o de Atkinson y
Johnson [2009], se reducen a una relacion de neswes particulas que no incluyen a
STMNC. Con estas Ultimas, pues, no es posible resi@ tipo de indeterminismo en
STMNC. Esta importante caracteristica dgl Ge debe a que, al modelarla, no se
impuso un estado inicial de las particulas par@drusna relacion de masas entre ellas
sino, al contrario, se impuso una gama de relasial®e masa para buscar el estado
inicial de las particulas. Es de suma importan€iada que, al modelar \&, se ha
mostrado que todos los procesos que incluye samcausistentes, es decir, que la
sucesion de colisiones ocurre exactamente tal camoodela.

Por otro lado, he sefialado (en la seccion 6.3.8) guesar de los resultados
MAs recientes expuestos en la literatura, unaweSGMNC culmina, no queda claro si
el sistema que la ejecuta es o0 no es indetermirBst@ la idea del indeterminismo
manifestada por Atkinson y Johnson [2009], que istei€n notar que una infinidad de
supertareas puede llevar a un mismo estado finphrytanto que un mismo estado
inicial —del sistema revertido— tiene ante si Isipdidad de ejecutar o una u otra
supertarea entre una gran cantidad de ellas, seelinddn la seccion 6.3.2) la
generalizacion €, bajo la cual se pone de manifiesto que la revereemporal de
STMNC si es indeterminista, pues hay diversas taneas que comparten el mismo
estado final de STMNC. No obstante, se sefialo gy®sibilidad de que el sistema se

232



auto-excite tras la ejecucion de STMNC, posibilidaeé cabe bajo el mismo principio
utilizado por Atkinson y Johnson, no es muy cl&sdecir, existen dificultades de que
haya supertareas auto-consistentes cuyo estadoréwexrtido sea igual al estado de
STMNC en algin momento posterior a su ejecucionsima, por lo pronto no es
posible asegurar que el sistema que ejecuta STMQIsterminista o indeterminista
después de la culminacion de dicha supertarea.

En conjunto, con las generalizacioneylGy Gy2 se ha avanzado en la
elucidacion de la relacién que guarda el indeteismio con la pérdida de la energia en
supertareas newtonianas. Se ha comprobado, acaden@/l, que antes de que
STMNC culmine, el proceso es indeterminista. De esbdo, estrictamente hablando,
se ha visto que STMNC es una supertarea indetestainsin embargo, tomando en
cuenta la generaciéon de la pérdida de la energiasrtlaro todavia si esta generacion
favorece la aparicion de mas indeterminismo; nol@® que al culminar STMNC, al
perder la energia, el sistema pueda mostrar un @aampiento indeterminista.

Todo este analisis en torno a STMNC sugiere corzéugue las fuentes del
indeterminismo y la fuente del fallo de la conseida de la energia son distintas,
impulsando asi, en un sentido afirmativo, la sdspeague inicialmente teniamos; de
hecho, como se sefal6 en el apartado 6.4, el asfecto en comuin que se encontrd en
torno a la generacion de ambas anomalias en lastargas newtonianas es la infinitud
de los procesos y sistemas en los que ocurrererirargo, de la existencia definitiva
de alguna supertarea que no conserve la energia (quer sea determinista —una
situacion que, considero, puede ocurrir en un munagtoniano a pesar de la presencia
abrumadora que ha mostrado tener el indeterminsmias supertareas newtonianas—
no hemos podido dar cuenta. Por supuesto, que STMIN§&a una supertarea de tales
caracteristicas, no implica que no haya algun isi@ma que ejecute un proceso tal. El
hecho de que el indeterminismo en las supertareagonianas ha mostrado su
presencia en una gran cantidad de casos y deisiteac no imposibilita la existencia
de supertareas newtonianas deterministas. En c¢emlcpso, demostrar que de hecho
hay supertareas deterministas no conservativase o@ lo puede haber, es una cuestion
interesante que hoy en dia sigue abierta.

A pesar de la relevancia de haber mostrado elenu@tismo auto-consistente
de STMNC para la comprension de la relaciéon dedalida de la energia con el
indeterminismo en las supertareas newtonianasstertrabajo también se han obtenido
resultados, que vistos de manera independientesa@sos por si mismos, pero que
ademas, han tenido, unos mas, otros menos, unnefh positiva para aclarar algan
aspecto del indeterminismo, de la pérdida de lagéae de su relacién en STMNC. En
otras palabras, el analisis en torno a las anosndé&5TMNC realizado en el capitulo 6
se ha enriguecido —y en algun caso hasta inspir@doesultados obtenidos en capitulos
anteriores.

El resultado que mas influencia tuvo para el aisaigara las consecuencias de
STMNC es el analisis de la generalizacion Gu 1l asioclas consecuencias que mostré
tener. Esta generalizacion, que se presentd enetzids 5.5.1, establece el
indeterminismo en las supertareas que incluye &aeismo mecanismo utilizado para
Gyl: el reposo relativo de todas las particulas dgema como estado final de la
supertarea. La generalizacion se limité a una migfaeion de masas para cada par de
particulas contiguas. Viendo la generalizacién @mera independiente, resultdé ser de
gran ayuda para visualizar cOmo es que ciertagtsupas que aparentemente (debido a
su extension espacial infinita) sélo involucranisiohes globalmente independientes en
realidad no lo hacen. Concretamente, se disefi6o agelm bidimensional de nombre
2DM2, que se incluye dentro de procesos que prédemente son deterministas, pero
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gue resulta ser indeterminista bajo la reversiémptgral de un caso especifico de Gul.
Esto es importante ya que muestra que las supastasavtonianas indeterministas bajo
el reposo relativo de su estado final no necesiséar confinadas en un espacio finito ni
el conjunto de sus particulas tener un punto demalacion. Ahora bien, la importancia
de Gul para STMNC se encuentra en el indeterminigo® muestra para algunos
sistemas. Concretamente, en la seccion 6.2.2, sstraugue una gama de supertareas
incluidas en la generalizacion GSTC son indetestasi bajo Gul, de manera que un
subsistema del sistema que ejecuta GSTC pueddajeantes de que GSTC culmine,
una auto-excitacion que se corresponda con el dgfidceso revertido de Gul. Y
precisamente, STMNC es una supertarea de un canmerito muy similar a las
supertareas de GSTC —con la diferencia de su delade¢ masas, la pérdida de la
energia, y la ocupacion espacial de su estado-fikan las cosas asi, el desarrollo de
Gyl no fue mas que un intento exitoso para trasledaconsecuencias que tiene Gul
para GSTC a las consecuencias que pudiera tefdgpdsa STMNC.

Otro resultado de especial relevancia para laxiéfiede las anomalias de
STMNC es la distincion de supertareas newtoniangzugsta en la seccion 6.1.2.2. Por
un lado, tenemos las supertareas de tipo |, queagoellas supertareas (de ordinalidad
w 0 ) para las que esnposible hacer una particion de subsistemas en la cual la
evolucion de cada uno de los subsistemas sea indiepée de la evolucion de
cualquier otro subsistema. Por otro lado, teneraessupertareas de tipo I, que son
aquellas supertareas (de ordinalidad «f) para las que egosiblehacer una particion
de subsistemas en la cual la evolucién de cadal@mas subsistemas sea independiente
de la evolucion de cualquier otro subsistema. Histiincion entre diversas supertareas
es de suma importancia para comprender el cardmbservativo 0 no conservativo de
las mismas y, por supuesto, para comprender laidal@ue el indeterminismo pueda
guardar con la pérdida de la energia. Y es quepcmesa misma seccion se muestra,
las supertareas newtonianas de tipo Il necesari@nsen conservativas. Por lo tanto, el
indeterminismo que pueda haber en supertareapad {ique lo puede haber, como se
ilustra en la seccién 6.1.2.1 acudiendo a los nusdé¢ Pérez Laraudogoitia [2008]) no
tiene ninguna relacion con la pérdida de la engpyies ésta no existe en supertareas de
este tipo. Este no es el caso de las supertargdemanas de tipo |, ya que en ellas la
energia (asi como el momento lineal) no siempreoseserva (como es el caso de
STMNC); y como ya es bien sabido, hay supertarea#pd | que son indeterministas.
La relacidn, pues, de la conservacion de la engrglaindeterminismo en supertareas
de tipo | no es una cuestion trivial. De esta mangueda manifiesto que nuestra
supertarea STMNC se encuentra entre los procesomgar interés. Para el analisis del
comportamiento de la energia en estos dos tipasupertareas (I y 1), se siguio la
estrategia de Atkinson [2007 y 2008] que, para cengi una supertarea sucesiva es
conservativa o no, obtiene el limite del términolalenergia de la particula tras su
primera colision y previamente a su segunda coljstdandan tiende a infinito. Si el
limite es cero, la supertarea conserva la enesgies distinto de cero, no conserva la
energia. A este respecto, es interesante sefiataaqui se mostré como es que la
estrategia de calcular este limite se extiende itamd supertareas sucesivas que tienen
como condicion inicial un estado de algun conjunfmito de particulas distinto del
reposo relativo. Asi las cosas, esta estrategidiéames Util para conocer si las
supertareas de y@, cuyo debido caso muestra el indeterminismo deelaersion
temporal de STMNC, conservan o no la energia.

Por otro lado, el sefialamiento sobre la escasipdad de que el sistema que
ejecuta STMNC sea indeterminista después de qsedartarea culmine también se
encuentra influenciado por otros resultados. Em@rilugar, con el analisis realizado
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sobre las primeras propuestas para comprendedeteiminismo (en la seccién 5.2), se
argumento (en la secciéon 5.3) que la fuente deterchinismo en sistemas como ST2 y
ST3 se debe a la desaparicion —y por tanto al nsnande tal desaparicion— de
particulas. El reconocimiento de esta fuente eshmumas esclarecedor que la
clasificaciéon hecha por Earman y Norton [1998ahmendada por Pérez Laraudogoitia
[1999a], pues nos ayuda a comprender el porquindelerminismo en estos sistemas.
Ademas, respecto a esta Ultima clasificacion, eset&ion 5.2 se aclar6 —se eliminé la
ambigiiedad prevaleciente hasta entonces— que tedasupertareas newtonianas
indeterministas dependen de la existencia de uitelisuperior para la distancia entre
sus particulas, incluso las supertareas indetestagique dependen de la falta de un
limite superior para las velocidades. Esta es é&sttdn relevante para STMNC, pues
claramente apunta la importancia que tienen lagipags que toman las particulas en
un momento dado para que el sistema sea indetsteifiste punto, pues, es uno de los
origenes de la puesta en duda de que el sisterSBaMIC sea indeterminista tras su
culminacién. En segundo lugar, y reforzando el migmnto, en la seccion 6.1.1 se
analizé el sistema GC junto con la colision gloleablucidon para tal sistema propuesta
por [Pérez Laraudogoitia 2005b] y que es conseadi la vez que indeterminista.
Concretamente, en la seccion 6.1.1.3 se sefalGaquesar de que la colision global es
una evolucion consistente con un sistema en eltgdas las particulas tienen una
misma masa, no es nada claro que lo sea en sisfgm@ados que las masas de las
particulas contiguas sean distintas, al menos nto@os los casos. Alli mismo se
advirtio que un sistema, por ejemplo, con una r@tade masag = %2 entre particulas
contiguas, no puede evolucionar bajo la reversadnpbral de Gul como la colisién
global lo sugiere, debido al caracter expansivdadexcitacion que presumiblemente
desencadena la colisién global en tal sistema. fiistéo, ademas de ser relevante para
la busqueda de una evolucion plausible y consisteet este tipo de sistemas (una
cuestion que en si misma es un problema intrigatas)bién nos ilustra que tanto la
relacion de masas entre particulas como la relatgodistancias entre las mismas son
parametros que muchas veces repercuten en el épevalucion que desarrolla el
sistema y, por lo tanto, no deben ser relegadas &ota estudiar las posibles
evoluciones indeterministas. Asi, el tomarlas eental para los diversos estados del
sistema que ejecuta STMNC nos ayudd a mantenavassiente a la posibilidad de
gue haya indeterminismo en algun tiempo posteriarcalminacion de la supertarea.
Asimismo, con la inquietud de comprender con mayoofundidad el
indeterminismo, no sélo de las supertareas newtasjasino de los sistemas infinitos
en general, se ofrecié una explicacion y precigiéh indeterminismo en sistemas
abiertos (en la seccién 5.4). Esto, claramentelobada fuente del indeterminismo en
sistemas como ST2 y ST3, que involucran la desagaride sus particulas, pero
también engloba el indeterminismo en sistemas c®fiiby STMNC, e incluso a otros
modelos distintos de las supertareas propuestda keratura como, por ejemplo, el
domo de Norton [2003] o el modelo HI. Se hizo notare la apertura mas importante
para el indeterminismo en este tipo de sistemassria propia del espacio abierto o del
conjunto de particulas abierto, sino el de la cadesusal abierta. Por supuesto, la
apertura del espacio y la apertura del conjuntpatticulas posibilitan en gran medida
la apertura de la cadena causal. La cuestion sel@bealizando una critica a un
argumento esgrimido por McAllister [2004] que sesé que el mundo de la mecanica
newtoniana es determinista debido a que las cadenssles son infinitas. La critica
consiste en sefalar que lo primero no se sigue ddtimo, pues una cadena causal
aungue sea infinita se puede confinar en un inenemporal finito; y precisamente,
aungue cada uno de los estados instantaneos thaislentro de la cadena causal
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infinita se encuentre causalmente conectado coest de estados, no es una necesidad
que se encuentre causalmente conectado con locdogséateriores a dicha cadena
causal infinita. Se ilustrd, ademas, como éstaesgamente el caso de las supertareas
newtonianas con las que aqui se ha trabajado. pariamcia de esta aclaracion sobre el
caracter indeterminista de los procesos que agubcparon es evidente y se reflejé en
la dltima fuente del indeterminismo que tratamasedleapartado 6.3).

Ahora bien, todos estos resultados sobre el inu@tesmo, sobre el fallo de la
conservacion de la energia y sobre la relacion rdbaa anomalias en mecanica
newtoniana, solo cobran sentido si los sistemas logj cuales se han obtenido son
sistemas genuinamente newtonianos y los procesesefggcutan son légicamente
consistentes. Asi, dado su caracter fundamentak aspectos son de suma importancia
para el resultado principal del presente trabaguiAambién hemos obtenido resultados
gue nos reafirman ambos aspectos, fundamentalasSidr, STMNC y para todas las
supertareas newtonianas.

En cuanto al caracter newtoniano de las supertanemgonianas, se ha
presentado (en la seccion 4.3) una lista de régsisiinimos para que un sistema fisico
pueda ser catalogado como newtoniano. Esta lesta tlos aspectos interesantes que la
distancian de la caracterizacién presentada paeHes [19867°° Primero, la lista aqui
presentada es mas amplia que la de este ultimpririgipio de la conservaciéon de la
masa, por ejemplo, es un principio que considemvamente incluir y que no se
encuentra en el listado de Hestenes. Segundo, rasegtie Hestenes presenta su lista
basandose exclusivamente en la practica cientffiemlominante, aqui no se osa
enunciar un listado hasta no hacer un recorridoggunos problemas conceptuales.
Dicho con mayor precision, ademas de tomar en adargractica cientifica, aqui se ha
hecho un recorrido por cuestionamientos que dificulla clasificacion teorica de
algunos sistemas (como el de las supertareas new#sncon las que trabajamos); una
clasificacién, ademas, que es de crucial imporéaparra las consecuencias que tales
sistemas tienen para la teoria. Por supuesto, sensomento en el capitulo 4, esta lista
no es definitiva por la sencilla razén de que ladné&a newtoniana no es una teoria
definitiva. Gracias al desarrollo de nuevas teoriasdebido a que la mecanica
newtoniana no es una teoria muerta o caida enajdausecanica newtoniana no se ha
negado a enriquecerse adoptando ideas de otréssteBomo se sefiald también en este
capitulo, éste es el caso para la idea de masagdade energia. Este enriguecimiento
de la idea de energia, es importante comentampbcia la conservacion de la misma
en mecanica newtoniana (esto se ha explicado seclz@én 4.2.9). De esta manera, se
ha dejado claro que supertareas como ST1, ST1A MN&ETL pese al conjunto de
problemas conceptuales que gira en torno a ellas, @ocesos genuinamente
newtonianos.

Se comprob6 también (en el capitulo 3) que la ideauna supertarea,
independientemente de si es newtoniana o0 no, esd@aaauto-consistente que no
conlleva ninguna contradiccion. Una cuestion irganée que se desarrolld en la
discusion entablada en dicho capitulo es el mgaielsentado (en la seccidon 3.1.3.2) de
la segunda variacion de la paradoja de Ross tmjedtorias admitidas por la mecanica
newtoniana, y que es igualmente adecuado tantdgaranera variacion como para el

398 pgrez Laraudogoitia, Bridger y Alper [2002] tanmbi#recen un listado. Sin embargo, es importante
sefialar que aqui ellos no buscan caracterizaridtergas admitidos por la mecanica newtoniana, sino
ofrecer una serie de principios de talante axicpatiirigidos exclusivamente al conocimiento del
comportamiento de supertareas basadas en coligpenfestamente elasticas. No es de extrafiar, faes,
falta manifiesta de algunos principios importantésr ejemplo, ni siquiera estan enunciadas exglicit
mente las tres leyes de newton.
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planteamiento original. Este modelo demuestra defimente, como contraejemplo,
que la sospecha de Oppy [2006] de que no existeagelo de una urna coherente con
los tres procesos planteados conjuntamente ersAlKoetsier 1991] es falsa. De esta
manera, el modelo de la paradoja de Ross que agpimemos reafirma y enriquece el
hecho de que una supertarea —newtoniana 0 no namdpnconservativa 0 no
conservativa, bajo STMNC o bajo GSTC- es una iithea tle contradicciones.

Este modelo de la paradoja de Ross, asi como p@stateas newtonianas con
las que hemos tratado el indeterminismo y el fddola conservacion de la energia,
asumen un espacio continuo y un tiempo continuoh®&sho, como ya se comentd
desde la introduccion, la ejecucion de supertag@asn mundo newtoniano es posible
gracias al orden continuo del espacio y el tiempe asume la mecanica newtoniana.
Por tanto, tales ideas también son fundamentales glaresultado principal de este
trabajo: dicho resultado sélo cobra sentido siitesss del espacio y el tiempo que
asume la mecanica newtoniana se encuentran lieresrdradicciones. La cuestion no
es trivial pues tales ideas traen consigo algur@draintuiciones, sefialadas por
argumentos tan antiguos como la filosofia misma, gjgieren con fuerza la existencia
de algunas contradicciones.

De esta manera, aqui también gqueriamos mostratagueontraintuiciones —
resaltadas por las paradojas de Zenon- en torras adéas del espacio y tiempo
continuos son consistentes con la ejecucion desupertarea en un mundo newtoniano.
A este respecto, se ha especificado (en la se@c®B) cuando es adecuado hablar de
un estado de movimiento instantaneo. Esto no switribuye al esclarecimiento de la
solucion tradicional de la paradoja de la flechae-gonsiste en hacer notar que el
hecho de que un cuerpo no se mueva “durante” wantesno implica que el estado del
cuerpo en dicho instante no sea el movimiento—+autk el sentido de la idea de estado
de movimiento instantaneo al que la solucion reguso que arroja luz sobre los
conceptos de velocidad instantanea y aceleracgiarithnea asumidos en la mecénica
newtoniana. Tras mostrar que existe una arraigaddencia a identificar el estado
instantaneo de movimiento de un cuerpo con la madgnnstantanea de su velocidad
distinta de cero, se ha puesto en evidencia poregteees incorrecto. Se ha sefalado,
ademas, que hacer lo mismo con la aceleracionnidstea también es inconveniente.
Se advirtié —y esto una es parte importante derestdtado— que esto resulta ser asi por
la sencilla raz6n de que tanto la idea de velociado la idea de aceleracién no se
corresponden con la idea del movimiento. Asi, sefthl los instantes que en algunas
trayectorias continuas no resulta claro si su estslel movimiento o el reposo, he
propuesto concebir tales instantes como instaneestransicion del reposo al
movimiento o del movimiento al reposo. Esto es irtgpude para la comprension de las
trayectorias en un mundo newtoniano ya que, denesateera, tenemos una forma, que
nos libra de ciertas ambigledades, de caractéogalistintos instantes de la trayectoria
de un cuerpo que se mueve en un espacio continelo yn tiempo continuo. Esta
sugerencia, ademas, tiene su repercusion a ladeoperseguir la comprension de las
supertareas newtonianas que aqui tratamos y dissfiégtomo STMNC). En ellas
ocurren colisiones binarias perfectamente elasteasionde los cuerpos, por ejemplo
(dependiendo del marco de referencia inercial enqud se encuentren), pasan
instantaneamente de tener una velocidad nula a te@evelocidad distinta de cero (o
viceversa). Pues bien, un estado de transicion erstante de la colision no solo es
acorde con las apreciaciones de la seccién 2ia@,cen el mismo caracter transitorio
gue se espera como resultado de una colisién @osreuerpos (independientemente de
si es elastica o0 no).
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También dentro de la discusion donde se mostrolagieontraintuiciones del
espacio y el tiempo continuos son consistentesla@jecucion de una supertarea, se
propuso un proceso (en la seccion 2.1.2) de divigifinita de una linea recta. Este
proceso ilustra que la idea de continuidad geongtie una linea recta concebida como
un conjunto de puntos —ordenados bajo la estruditas nimeros reales— es una idea
muy distinta de la continuidad gréafica de la repneacion grafica de la misma linea. La
continuidad geométrica asume un orden que dejaoajucto de puntos en una
fragmentacion radical, ningin punto adyacente a, atrientras que la continuidad
gréfica sugiere una contigiidad perfecta de todeselementos. De esta manera, la
continuidad grafica no es ninguna ilustracion dectmtinuidad geométrica. Por
supuesto, esta idea es una idea ampliamente candesdle hace tiempo (al menos por
la comunidad de matematicos). Sin embargo, la déean proceso como el presentado
aqui, aunque no demuestra ninguna idea nueva,liesav@orque, al ser una idea que
requiere de perspectivas gréaficas, ayuda a porfava de nuestras intuiciones una
cuestién que sigue estando en contra de ellasngsaceso grafico que si ilustra un
aspecto importante la idea de continuidad geonaéttee una linea recta. Aspecto que
comparte la estructura del espacio y el tiempo idersdos por la mecanica
newtoniana, asi como las trayectorias del movimignte siguen los cuerpos en un
mundo newtoniano. Tenemos una idea, pues, que yumka comprender —dada la
posicion intuitivamente favorable en que nos dejaaspecto que posibilita la ejecucion
de supertareas en un mundo newtoniano.

Ademas, en la discusion de la paradoja de Aquiddgplanteamiento originario
de las supertareas— se realiz6 una objecién (sackEidén 1.3.3) a Burke [2000a] sobre
su argumento en contra de la carseccato Aunque la carrerataccatofue planteada
hace bastante tiempo por Grinbaum [1970], el argtoneriginal de Burke no es
antiguo. Consiste basicamente en hacer notar quérajgectoria propuesta por
Grunbaum para la carresgéaccatotiene velocidades y aceleraciones cuyas funcidaes
direccion son discontinuas. Mi objecion a ello iespse, y consistié en sefialar que la
continuidad de las trayectorias exigida por la ma@newtoniana es, en el caso mas
restrictivo, sobre las funciones de posicion, vidlad y aceleracion, y no sobre las
funciones que arrojan la direccion de la velociddd aceleracion. Ademas, se sefialo
que si el criterio de Burke fuera apropiado, n@sante la carrerstaccatoseria una
trayectoria prohibida en mecanica newtoniana, si@ma una de sus subcarreras, asi
como una gran cantidad de otras trayectorias. eneanera se ve que, incluso con el
reciente argumento de Burke, las trayectorias aqustblitan las supertareas (con las
que trabajamos y con las que no) son consisteateaanecanica newtoniana.

Cuestiones abiertas para una investigacion futura

Para terminar, es justo reconocer las cuestionegjgedan abiertas para la continuidad
de esta investigacion en el futuro. Al presentaieslltado principal de este trabajo al
principio de esta conclusion, se comenté ya quelapendiente por demostrar que el
sistema que ejecuta la supertarea STMNC es, o hnaéeterminista en momentos
posteriores al primer instante en el que la suptha culminado. Esta no es la Unica
cuestion que queda pendiente de aclarar. Refirogdtodavia a STMNC, queda por
verse si hay alguna supertarea “privilegiada”, stede las supertareas en las que puede
evolucionar la reversion temporal de STMNC baj? Gjue sea conservativa; si son
varias las supertareas con estas caracteristioasnces quedara mostrado que la
presencia del indeterminismo en supertareas del tfpao de tipo Il, como ya se ha
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mostrado) no necesariamente se presenta junto rcdalla de la conservacion de la
energia. Por supuesto, probar esto en términosgerérales, y no centrarse sélo en
STMNC, es una cuestion interesante digna de explralambién hablando en
términos generales, queda todavia por mostrar gigeego que no puede existir) un
sistema que ejecute una supertarea de tipo | qusenoconservativa y que sea
determinista en todos los instantes de su evolugoa sea determinista antes, durante
y después de la ejecuciéon de la supertarea.

Otra de las cuestiones interesantes que siguemtaa)iecomo campo para
investigaciones futuras, es la comprensién deb fd# la conservacién del momento
lineal en las supertareas newtonianas y su relamarel indeterminismo, asi como su
relacion con el fallo de la conservacion de la gi@erEn Atkinson [2008] se puede ver
que la naturaleza de la pérdida del momento espatgcida a la de la pérdida de la
energia (de hecho, originalmente Atkinson plandéeanialogia de la carrera de relevos,
tomada en el apartado 6.4, para analizar el momentola energia). Sin embargo, la
relaciéon con el resto de anomalias no es claragéeiitkinson [2007] demuestra que
para una masa finita total en una supertarea neaviamue tiene un estado inicial con
una sola particula en movimiento relativo, aquiasefialado que (en la nota 287), bajo
el mismo argumento, esto no es una necesidad ppeatareas con un estado inicial
distinto. Pero se sefialé en la nota 267 que lasrsupas de Gul —que tienen dicho
estado inicial distinto— si conservan el momentw.tBnto, queda pendiente comprobar
si en realidad el momento se conserva para ladathtle supertareas newtonianas con
masa finita total.

La relacion de la pérdida de la energia y el momentmecanica clasica difiere
en gran medida de la relacion entre ambas anon&tiasecanica relativista ya que,
como sefiala Pérez Laraudogoitia [2007b], la présermnjunta de ambas anomalias es
necesaria debido a la estrecha relacion concegigagjuardan el momento, la energia y
la masa. Precisamente, otra cuestion pendienteuparavestigacion futura es el grado
en el que los resultados obtenidos aqui para lpsrtsueas newtonianas pueden
extenderse hacia otras teorias y, principalmendés, ¢onsecuencias que tales
extensiones, cuando sean admisibles, tienen psramikmas teorias. Al trabajar aqui
con procesos mecanicos, lo natural es intentamégtelas cosas hacia la mecanica
relativista o hacia la mecanica cuantica. No degasdr interesante, sin embargo,
considerar la posibilidad de una extension anabogalos mismos fines hacia procesos
de naturaleza distinta al movimiento, como, pomg@je, los procesos termodinamicos.
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