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PREFACIO

Manual. ||m. 2.- Libro en que se compendia lo méis substancial de una
materia. (R.A.E.)

Atendiendo a la definicién de manual, lo que se expone en las siguientes
paginas ha de ser entendido como un resumen de la asignatura de Meca-
nica Teérica del segundo ciclo de las carreras de Fisica y Matematica. Es
un complemento, por tanto, de cualquiera de los excelentes libros de texto
que versan sobre esta materia. Este manual se ha basado en los siguien-
tes libros: Theoretical Mechanics por E.J. Saletan y A.H. Cromer, Wiley
(1971); Mechanics por L. Landau y E. Lifshitz, Pergamon (1976); Classi-
cal Mechanics por H. Goldstein, Addison-Wesley (1981); Classical Mecha-
nics por J.V. José y E.J. Saletan, Cambridge U.P. (1998); Mechanics por F.
Scheck, Springer-Verlag (1988); A Treatise on Analytycal Dynamics por L.A.
Pars, Heinemann (1965); Mathematical Methods of Classical Mechanics por
V.I. Arnol’d, Springer-Verlag (1988) y Geometrical Methods of Mathematical
Physics por B. Schutz, Cambridge U.P. (1980). Finalmente quiero agradecer
los comentarios y la ayuda recibidos de J.A. Oteo y 1. Egusquiza.

J. Ibanez

Ya, ya tan gran maldad ni la gran Juno
ni Jupiter permite con justicia.

No hay verdad, no hay fe en lugar alguno:
todo es traicién, doblez, todo malicia.

Virgilio, La Eneida
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Capitulo 1

FORMULACION
LAGRANGIANA

1.1 Introduccion

El movimiento de un sistema mecénico est4, a veces, forzado por agentes
externos que actian mediante fuerzas no conocidas aunque el efecto sobre el
movimiento sea conocido. Estas fuerzas desconocidas se denominan ligaduras
y pueden ser calculadas una vez que el movimiento general del sistema ha
sido resuelto. Distinguiremos los siguientes tipos de ligaduras:

Ligaduras holdnomas: son aquellas que pueden ser expresadas mediante
K ecuaciones:

fA(Fla"'yf’Nyt)zo A=1,"',K<3N (11)

donde se supone que las funciones f4 son continuas. En el caso més general
las ligaduras varfan con el tiempo, independientemente del movimiento de
las particulas que forman el sistema. Las ecuaciones anteriores imponen 2K
restricciones al movimiento del sistema ya que en cualquier instante de tiempo
se ha de verificar que:

fa =0 (1.2)
Br _ O O _
& - o T + ot =0. (1.3)

Es interesante notar que las ecuaciones (1.3) imponen limitaciones al valor de
las velocidades de las particulas, en particular a las componentes normales
a las superficies f4 = 0 definidas en el espacio de todas las coordenadas,
de dimensién 3N. Las derivadas superiores de las funciones f4 no imponen

11



12 CAPITULO 1. FORMULACION LAGRANGIANA

nuevas restricciones ya que al depender de las aceleraciones, que vienen de-
terminadas por las ecuaciones de Newton, son verificadas trivialmente.

Si la ecuacion (1.3) no impone restricciones al valor de las velocidades,
entonces la ligadura no es holénoma. Veamos un ejemplo.

Ejemplo: Supongamos una particula sometida a una ligadura dada por
7-7 = 0. Esta ligadura implica que la particula se mueve en el plano ortogonal
al vector 7i. La derivada de esta ligadura es: 7 - ¥ = 0, que significa que la
velocidad de la particula estid contenida en el plano. Si en lugar de usar la
anterior expresién de la ligadura usamos (7 - 7)? = 0, que expresa lo mismo
que antes, su derivada, ahora, es (7i-7)(7-7) = 0 que es satisfecha trivialmente
y no impone ninguna restricciéon a la velocidad.

De este ejemplo deducimos que es necesario no solo que la ligaduras se
expresen en la forma (1.1) para que sean holénomas sino que es preciso
también que las ecuaciones (1.3) den lugar a condiciones en las velocidades.

Otra forma de ver las restricciones que imponen las ligaduras al movimien-
to del sistema consiste en escribir las ecuaciones (1.3) en forma diferencial:
%—gdﬂ«&-%dtzo. (1.4)
Esta ecuacion indica que los desplazamientos de las particulas no son arbi-
trarios.

De lo anterior deducimos que otra forma de expresar una ligadura es
mediante una ecuacion de Pfaff:

Z(ai dz; + b; dy; + c; dzi) +edt =0, (15)

7

dfa =

donde a;, b;, ¢; y e son funciones de las posiciones y del tiempo. Si la ecuacién
anterior es integrable entonces la ligadura es holénoma.

Ligaduras no holénomas: pueden ser dependientes de la velocidad (cuando
las funciones f4 dependen de las velocidades) o del tipo

fA(Tl,"',TN,t)>0 A=1.--K <3N (16)

Un ejemplo de este tipo de ligadura es el movimiento de las particulas de un
gas en un volumen finito. No existen métodos generales para tratar el caso
de ligaduras no holénomas, por lo que a partir de ahora solo consideraremos
ligaduras holénomas.

1.2 Ligaduras Hol6nomas

En esta Seccién veremos que en el caso de ligaduras holénomas, el movimiento
del sistema puede ser resuelto. Para ello consideraremos, primeramente, el
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caso de una particula sometida a una ligadura (es decir, forzada a moverse
a lo largo de una superficie). En este caso las ecuaciones de Newton y la
ligadura son:

mi = F+N (1.7)
0 (1.8)

donde F representa la fuerza externa aplicada sobre la particula y N la
fuerza debida a la ligadura. En el sistema anterior hay 6 incognitas: 7 y
N pero solo disponemos de 4 ecuaciones. Por tanto para poder resolver el
sistema necesitamos afadir dos ecuaciones mas. Para ello suponemos que N
es normal a la superficie descrita por la ligadura; es decir

N = AtV (1.9)

donde A es una funcién desconocida. Con esta suposicion el sistema anterior
se puede resolver ya que ahora tenemos sélo 4 incognitas: ¥y A(¢). Una
manera de encontrar la solucién es despejando A: como el vector mi—F es
ortogonal a la superficie f = 0, s6lo tiene dos componentes independientes,
siendo la tercera ecuacién la de ligadura. Asi obtenemos 7(¢) y de (1.7) la
fuerza N.

Veamos ahora de qué forma la suposicién sobre la fuerza de ligadura
afecta al valor de la energia. Para ello supongamos que la fuerza externa es
derivable de un potencial V (F = —VV/(7,t)). Entonces, de la ecuacién de

Newton, escribimos:
mit = 2 (Gmi®) = B4 20 F= =9V F4ATf 1 (L10)

Supongamos que 7(t) es una solucién de las ecuaciones de movimiento que,
por tanto, verifica la ligadura: f(7(t), ) = 0, entonces

i &, ., 0f
2= . — = 11
o Vfi-7+ 5 0, (1.11)
ademas, 5
av s . 0V
Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (1.10) se obtiene
d (1l o, _  dV 9V of
@) = ~FrEw =
dE _ d (/1 ., 4 of
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Es decir la energia total varia solo si V' y f son funciones explicitas de t.
Usualmente V' no depende explicitamente de ¢ y la variacién de la energfa es
debida al “movimiento” de la superficie de ligadura.

Si la superficie es estacionaria, es decir que f no depende de ¢, entonces
de la ecuacion (1.11) se ve que la velocidad de la particula es tangente a la
superficie (6 f- F= 0) y, por tanto, la fuerza de ligadura no realiza trabajo
(N - 7 = 0). Evidentemente esto no se verifica si f depende explicitamente
del tiempo.

Cuando la condicién (1.9) no se verifica y N tiene una componente tan-
gente a la superficie de ligadura, ésta se denomina fuerza de rozamiento.

Todo lo desarrollado hasta aqui se puede generalizar facilmente al caso
de varias particulas.

1.3 Coordenadas generalizadas

De lo visto en la Secciéon anterior se deduce que al resolver el movimiento
de un sistema con ligaduras no se necesita resolver todas las ecuaciones de
Newton ya que alguna de ellas son satisfechas al tener en cuenta las liga-
duras. En esta Seccién vamos a desarrollar un procedimiento para resolver
el movimiento general de un sistema con ligaduras holénomas integrando el
niimero minimo de ecuaciones necesarias.

Las ecuaciones de ligadura (1.1) definen una hipersuperficie de dimensién
3N — K en el espacio Euclideano IE*" de dimensién 3N de las componentes
7; tal que el sistema dindmico se mueve en esta hipersuperficie. Esta hi-
persuperficie se denomina espacio de configuracion Q. Introducimos nuevas

coordenadas g, @ = 1, - -, 3N, diferentes de las cartesianas, tales que
Ga = qa(Fla"')FN)t) (114)
7_'; = ﬁ(Qh"'a%N,t) (115)

La invertibilidad implica que el jacobiano de g, con respecto a 7; es diferente
de cero. Suponemos, ademés, que las funciones son continuas y dos veces
diferenciables (continuamente).

Supondremos K ligaduras

fA(FIJ"'7FN7t)=0- (116)

Se define coordenadas generalizadas a las coordenadas (1.14) tales que al
sustituir (1.15) en (1.16) las funciones f4 dependen explicitamente solo de
K coordenadas ¢,; por ejemplo de las altimas K coordenadas:

fa(@sn-k+1, -+, q3v) = 0. (1.17)
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Llamaremos grados de libertad del sistema al niamero n = 3N — K. Ya que
las funciones f4 son independientes entre si, la ecuacién anterior la podemos
invertir

@sn-k+4 = galfr, -+, fx) = 9a(0,---,0) (1.18)

es decir, las tltimas K coordenadas g son constantes y s6lo nos resta calcular
n coordenadas ¢ .

Antes de continuar veamos algunos ejemplos de espacio de configuracién:
Linea finita. Supongamos una cuenta obligada a moverse por un alambre de
longitud {. En este caso N =1y K = 2 (la ecuacién de una curva en tres
dimensiones viene dada por dos ecuaciones). Por tanto n = 1, la dimensién
de @ es 1 y solo hay una coordenada ¢ cuyo rango es de 0 a [.

Circulo. En el caso de un péndulo la coordenada generalizada es el angulo 6:
el espacio de configuracién es el circulo S*.

Esfera. Un ejemplo seria el péndulo esférico cuyas coordenadas generalizadas
son el 4ngulo azimutal ¢ que toma valores entre 0 y 27 y el 4ngulo polar que
varia de 0 a 7. El espacio de configuracién es la esfera S2.

Péndulo doble. En este caso el espacio de configuracién Q es S?2x S2

Hemos reducido el problema de describir el movimiento del sistema a
un problema de n variables. Lo que tenemos que hacer ahora es obtener
las ecuaciones diferenciales para estas coordenadas. Para ello suponemos N
vectores &j;, (1 = 1,---, N) arbitrarios y tangentes a las superficies definidas
por las ligaduras, es decir:

N
Vifa-@=> Vifa-&; =0, (1.19)
=1
donde V; significa el gradiente respecto de las variables 7; y donde hemos
supuesto el convenio de Einstein para la sumacién. Estas ecuaciones son K
ecuaciones que nos relacionan entre si las 3NV componentes de {@;}, es decir
de éstas s6lo hay 3N — K cantidades independientes.
Las ecuaciones de Newton son:
mi; = F; + N;. (1.20)
Igual que en el caso de una particula, aqui supondremos que las fuerzas de
ligadura V; son ortogonales a las superficies definidas por las ligaduras:
N; = AaV;fa. (1.21)

Sustituyendo lo anterior en las ecuaciones de movimiento, multiplicando éstas
por los vectores &J; y sumando todas las ecuaciones obtenemos

f: (mfi - Fz‘) (@ = AVifa- @ =0. (1.22)

=1
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Es importante sehalar que lo anterior es s6lo una ecuacién, cuya parte iz-
quierda es una combinacién lineal de las cantidades {&;}. Los coeficientes
de las 3N — K componentes independientes en (1.22) han de ser iguales a
cero. Es decir, de la ecuacién anterior obtenemos 3N — K ecuaciones, cuya
solucién junto con las ecuaciones de ligadura determina el movimiento del
sistema. Para obtener explicitamente estas ecuaciones usaremos los siguientes
vectores:
- or;
G; = €q— a=1,---,n=3N-K, (1.23)
94a
donde €, son constantes arbitrarias. Antes de obtener las ecuaciones de mo-
vimiento, demostraremos que los vectores anteriores satisfacen la condicién
(1.19). En efecto:
= - or; Ofa
szA Wy szA €a aqa €a 3% .
Como las g, son coordenadas generalizadas, las funciones f4 s6lo dependen
de las ultimas K ecoordenadas, luego lo anterior es cero. Sustituyendo los
vectores (1.23) en la parte derecha de la ecuacion (1.22) obtenemos

(1.24)

€a i (mi%} - E) . 67-‘; =0. (125)
i=1 94a
Como las constantes €, son independientes entre si, obtenemos n ecuaciones:
N L\ OF
miT; — Fy) - — =0, 1.26
> (mifi = F) - 5- (1.26)
donde 7; son funciones de las coordenadas generalizadas ¢, (¢ =1,---,n) ya

que el resto de las coordenadas ¢ son constantes, por definicién. Teniendo en
cuenta esto obtenemos las siguientes expresiones

s on, o o _ of;
R T 9. 04
don _ om0 (O0R)_ 0 (on.  On\ _
dtdg.  0ga0gs " " 0t \0gs)  Oga \Ogs " Bt)
or;
= (1.27)

Teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos

& n o OF Y d ., OF N
Zmim'aqa = Za<mi7‘i'6—qo‘)—zmiri‘aaqa—
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S K S A B L
o Zdt\ " 94 =Y g,
dor or
= —— - — 1.28
490 ba (1.28)
donde T es la energia cinética del sistema:
1y . N1,
T=2Y mr? =Y Smf - 75 (1.29)
2 =1 i=1 2
Con este resultado la ecuacion (1.26) se escribe como
aor or ~ 0
4aor _pon _ 0 (1.30)

dtde  04a ' Oda

Usualmente, se denomina fuerza generalizada al iltimo término de esta ecua-
cion: o7
— T;

=F - —

a 7 aqa

Estas ecuaciones constituyen un sistema de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden cuya solucién general es g,(t) y mediante (1.15) nos permite
encontrar 7;(t).

El sistema anterior puede ser escrito en una forma mucho més simple si
todas las fuerzas son conservativas, es decir si derivan de un potencial:

(1.31)

., > =~ Of; - or; oV
=V = Bl Gy i I 1.32
- 04a 0qq 0qa ( )
y (1.30) se escribe
dor oTr ov _0 (1.33)

0100 00 ' 04
Generalmente el potencial V sélo depende de las coordenadas, y por tanto,
solo de las coordenadas generalizadas (0V/d¢, = 0). En este caso la ecuacién
anterior la podemos escribir como

——— == =, (1.34)

donde la funcién L se llama funcidn lagrangiana o lagrangianoy viene definida
por

L=T-V. (1.35)
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Las ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones de Fuler-Lagrange y
es importante senialar lo siguiente:

° El movimiento del sistema viene determinado por una funciéon es-
calar, el lagrangiano, en lugar de por cantidades vectoriales como en las
ecuaciones de Newton. Esto simplifica el calculo de la solucién general.

° Veremos més adelante que podemos todavia simplificar mas el pro-
blema al imponer ciertas condiciones de simetria al lagrangiano.
° Las ecuaciones de Euler-Lagrange proporcionan un sistema de ecua-

ciones diferenciales de segundo grado. La solucién general dependera de 2n
constantes de integracion, que pueden ser las condiciones iniciales.
° Finalmente, vemos c6mo el concepto de fuerza pasa a un segundo
plano siendo méas importante la energia para determinar el movimiento.
Otro aspecto a tener en cuenta es que no es importante la forma del
lagrangiano sino las ecuaciones de movimiento que se derivan de él. En par-
ticular, si tenemos un lagrangiano L, entonces el lagrangiano L’ definido por

0,4 = Lig.4,t) + 28D (1.36)
donde la funcién A es arbitraria, conduce a las mismas ecuaciones de movi-
miento que las que se derivan de L. En la expresion anterior ¢ y ¢ describen
el conjunto de coordenadas ¢,, ¢, (usaremos esta notacién a partir de ahora).
Lo contrario no es cierto, en general. Es decir si dos lagrangianos conducen a
las mismas ecuaciones de movimiento no significa que estan relacionados por
(1.36). Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento que se obtienen de los la-
grangianos con dos grados de libertad L = ¢142—q1¢2, L' = %(q%+d§ -¢-¢%)
son las mismas, pero no existe una funcién A(qi, g2, %) tal que se verifica la
ecuacién anterior.

Veamos ahora la forma general que toma la ecuacién (1.34). De (1.27)
obtenemos

I | or; or; or; . Or
T = mifi 7o = omi (o —dat+ o2 | - [ ods + = 1.37
pMule =g (8qaq * 3t) (eaqﬂq‘”r 875) (1.37)
Desarrollando los productos obtenemos
T = a(g, t) + ba(g; t)da + Capdads (1.38)
donde:
0 = L, 0n O
279t ot
or; O0r;
be = Mij—  — 1.39
© T TS B (1.89)
1 or; 0Of
Caf =

"0 B0
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Como las funciones a, b, ¥ cap n0 dependen de ¢, T es una funcién cuadratica
de ¢. Si la transformacion de coordenadas no depende explicitamente del
tiempo

or;

8tz =0, = a=0b,=0 (1.40)
entonces 1" es una funcién cuadratica homogénea de g.

Al desarrollar las ecuaciones de Euler-Lagrange vemos que estas se escri-

ben como

0’L
anxaQﬂ
Para poder encontrar una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales an-
terior, § ha de estar univocamente determinada, es decir

ijﬂ = Gﬂ(qa 47 t) (141)

2
| oL (1.42)

a‘ja 3Qﬁ

1.4 Principio de Hamilton

Hemos deducido las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de las ecuaciones
de Newton. Vamos a buscar, ahora, un principio que nos permita derivar las
ecuaciones de Euler-Lagrange sin necesidad de recurrir a dichas ecuaciones.
Para ello supondremos que conocemos las coordenadas generalizadas ¢. Su-
pongamos, ademés, que conocemos que en el espacio de configuracién, en
t = t; el sistema se encuentra en un punto q1 = q(tl) yent =1t >t se
encuentra en g2 = ¢(t;). De todas las posibles curvas que unen estos dos
puntos sélo una de ellas, la que verifica las ecuaciones de Euler-Lagrange, es
la curva que sigue el sistema. Tomemos una curva C particular dada por ¢(¢),
si la sustituimos en el lagrangiano L(§(t),¢(t),t) obtenemos una funcién de
t. Podemos calcular la integral

11c] = /t t L(4(t), q(0), ) dt. (1.43)

I[C] significa que la integral anterior depende de la curva que hayamos esco-
gido y se denomina funcional de accion. Demostremos ahora lo siguiente: la
curva fisica que sigue el sistema es un extremo de la funcional de accion.

Para demostrarlo “etiquetamos” las curvas con el pardmetro e: ¢(¢, €), es
decir para un valor dado de este parametro tenemos una curva particular.
Supondremos que la curva con € = 0 es la curva fisica. Todos los caminos
verifican

q(tly 6) = qu q(t27 6) = q27 V67 (144)
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que implica
3% (tla 6) — 8QQ (t2a 6) -

0. 1.45
Oe Oe (1.45)
La condicién de extremo se expresa como
al  d gt
— = — Ldt] =0. 1.46
de de /tl =0 ( )
Como los limites son fijos
dI t2 QL t2 | 0L 0g, OL 0qgy,
e =l 3T, {aqa dc ' das e }

(2| 0L d0qy , OL Oqq _
= /tl [Bq’adt 9 ' Oqa ae}dt"

-/ 4 (2L %) d (OL) 04  OL O],
— Ju | dt \ 94 Oe dt \O84, ) Oc = Oqo O N

OL 8ga|” (2 [0L d (OL\] O4a \
@Ee—tl-F/tl @—a @ Edt. (1.47}

El primer término de la tGltima igualdad se anula debido a (1.45). Imponiendo
a la expresién anterior la condicién de extremo, obtenemos

_ ["|9L _d (oL 9%a
_/n [aqa = <3da)]e:0[3f]ezodt' (1.48)

Como los limites de integraciéon son totalmente arbitrarios, de la expresion
anterior, deducimos que el integrando es igual a cero. El segundo factor del
integrando es también arbitrario ya que depende de la familia de curvas que
hayamos escogido y de la parametrizacion. Es decir el primer factor ha de ser
cero que es precisamente la ecuacién de Euler-Lagrange, que es la ecuacién
que verifica la trayectoria fisica.

El resultado anterior lo podemos elevar a la categoria de principio: princi-
pio de Hamilton; es decir podemos formular la mecéanica a partir del mismo y
no de las ecuaciones de Newton. Es evidente que partiendo de este principio
con coordenadas cartesianas recuperamos las ecuaciones de Newton.

Es interesante encontrar una formulacién méas general del principio de
Hamilton permitiendo que las curvas en el espacio de configuracién tengan
los extremos “abiertos”, es decir que cada curva empiece y acabe en tiempos
diferentes. Consideremos que el sistema se encuentra en el punto ¢! en el
tiempo ¢; y alcanza el punto ¢* en el tiempo ¢, a lo largo de una curva

dI
0= —
de

e=0
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C. Supongamos una nueva curva C’ que difiere infinitesimalmente de C con
puntos extremos ¢ y ¢ en los tiempos #; y t, respectivamente:

t = t+Aty, th=1ty+ Aty

q;(t) = qa(t)+6QQ(t)a
d(t) = da(t) + CZéqa() (1.49)

Calculemos la variacién de la funcional de accion entre estos dos caminos.

Al = I[C") - I[C] = / L) dt— /:L((j,q,t) dt. (1.50)

1

Ahora hacemos uso de la siguiente expresion:

t’2 to+Atz t1 t2 to+Ata
/ fdt = / Fdt = fdt+/ fdt+/ Fdt =
th t t1 23

1+At t1+At

/tltzfdt+/t:’2fdt—/:fdt. (1.51)

Obtenemos, por tanto,

t2 th
A [L(q.laqlat) - L(Q:‘Lt)} dt+~/t L(ql7q/7t) dt -
1 2

4
- / L(d,q, 1) dt. (1.52)

t1

A primer orden:
oL 0L d

7,q',t) ~ L(4,q,t) + =—0¢a + ———0q, 1.
Ld.d,8) = L4, 0:8) + 5 ~04a + 5= 7,0 (1.53)
Usamos, también, el siguiente resultado
t+At dF
/ f(®)dt = F(t+ At) — F(t) = At = fAt, (1.54)
¢

donde F’ es la primitiva de la funcién f. Sustituyendo (1.53) y (1.54) en (1.52)
obtenemos

t [ 9L oL d
Al = / O g+ 22 2 5. | dt+ L(§ ¢, DAL, —
A _8qa5q +8qadt q] + L(d, ¢, t)At],_,,

-—L(q’, q, t)At|t=t1 =

t2 [ OL d (0L oL
= /t1 _@5(]& + E (5}_;‘5(]04) dt (8 ) 6qa:| dt +

+ L(cj’,q’,t)Atlt2 - L(d,q,)At, =

t2 [ 9L oL oL t2
- o4 o dt g, At + ——6q, $(1.55
/tl _8qa <BQa> ] 00 d +{ (q E ) * 04, e }t(1 )
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Los tltimos términos dependian de ¢’ pero, al orden considerado, podemos
tomarlos como dependiendo de gq.
Definimos variacion total Aq, a las siguientes cantidades:

Aga(t) = (1) — ¢a(?). (1.56)
La relacién con la diferencia dada por la ecuacion (1.49) es

Aga(t) = go(t+At) = go(t) = ¢4 (t) + 4o ()AL — gu(t) =
044 (t) + da(t)At. (1.57)

Teniendo en cuenta esta relacion el altimo término de (1.55) lo escribimos:

oL oL oL
LAt + —0q, = LAt + —Agy — 4o AL, 1.58
* g, = EA g e g e 15

Finalmente la variacién de la accién viene dada por

21 9L d (0L
Al = /t; [@—E<£)]5qadt+

oL oL b2
L= 5Ga | At+ =Agap - 1.59
{( aQaq ) 04a ? }t1 ( )

A partir de la expresién anterior podemos recuperar el principio de Ha-
milton tomando variaciones tales que At; = Aq(¢;) = 0,7 = 1,2, es decir no
hay variacion en los puntos final e inicial de la curva. En el caso més general
vemos que si la curva C, alrededor de la cual calculabamos la variacién A, es
la curva fisica que sigue el sistema, la variacion de la accién no es cero pero
dicha variacién no depende de los puntos de la curva sino solo de los puntos
inicial y final. Como veremos més adelante, esta propiedad de la variacién
nos permitird definir los momentos generalizados y el Hamiltoniano.

Otra forma de expresar el formalismo anterior es mediante la derivada
funcional. La funcional I[C] es tal que para cada curva C obtenemos un
nimero. Calcular la variacién de la funcional es como calcular la derivada
de una funcién. Sea F[f(z)] una funcional, definimos derivada funcional a la
siguiente operacion:

SFIf@)] _ . FIf(z) + (@ — )] - FlI@)]

5f(y) &0 €

Antes de aplicarlo al funcional de accién, veamos algunos ejemplos.

(1.60)
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FEjemplo 1: Sea F[f] = [ f(z)dz, su derivada es:

% = ll_r%e{/[f +ed(z—y ]d:c—/f dm}:

- /5(3,« —y)dz = 1. (1.61)
Ejemplo 2: Sea F;[f] = [ G(z,y)f(y)dy, su derivada es
SF,
575 = e {[ U@+ - 216E 0 - [ 6} =

- /G@ﬂﬁ@—zMyzG@J} (1.62)

En el caso de la funcional de accién:

. 1 . 8L ! a ! ! _
= hm—{/[L(q,q,t)+a—qe5(t—t)+5q.—66(t t)Jdt

e—0 ¢

- [ L@ t)dt} -
- /[gsé(t—t)+g—L5'( )J dt =

/ [a_L - ia—ﬂ §(t —t')dt = B—‘;’ - %g—ﬂ (). (1.63)

Otra forma de ver la derivada funcional es mediante lo siguiente: la di-
ferencial de una funcién f(z,---,2,) viene dada por df = a;dz; donde los
coefecientes a; son las derivadas parciales de la funcién respecto de sus va-
riables. Si tenemos una funcional I{g] y su variacién respecto de la funcién ¢
viene dada por

5 = / Alg, t)dq dt, (1.64)

entonces el coeficiente A sera la derivada funcional de I.

La derivada de la funcional de accién esta relacionada con la variacion
que hemos considerado al principio de esta Seccién, es decir con la que es
proporcional a dg. Esto es debido a que el limite que aparece en la definicién
de derivada funcional se calcula en un punto fijo de la variable, en nuestro
caso t, por tanto las variaciones que hemos de considerar son aquellas que
mantienen fijos los puntos inicial y final de la integral.
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1.5 Constantes del movimiento

Una funcién F'(q, g,t) es una constante del movimiento si no varia a lo largo
de las curvas que son solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange:
dFF _ OF . OF oF

s+ %Y o, 1.
ol T ot =0 (1.65)

Definimos momento generalizado p, asociado a la coordenada g, como:
Po = 7 (166)

De las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos:

oL

Do = @ (167)

Una coordenada g, la llamaremos ciclica cuando no aparece en el lagrangiano.
En este caso su momento correspondiente es una constante del movimiento.

Es importante sefialar la diferencia entre una constante del movimiento
y una ligadura. Una ligadura viene descrita por la ecuacién (1.1) que se
ha de verificar para la solucién general de la ecuacién de Euler-Lagrange,
sin embargo una constante del movimiento toma diferentes valores segin las
condiciones iniciales que estemos considerando.

Sean Fy, Fy, - - -, Fy, constantes del movimiento, es facil ver que la funcién
G(Fy,---,F,) también serd una constante del movimiento; sin embargo no
es interesante, ya que no proporciona informacién nueva sobre el movimien-
to que no esté contenida en las funciones iniciales. Es decir lo que interesa
encontrar son constantes del movimiento que sean independientes entre si.
Lo primero que necesitamos saber es el nimero de constantes independientes
que podemos encontrar en un sistema. Demostraremos el siguiente resulta-
do: un sistema con n grados de libertad tiene 2n constantes del movimiento
independientes.

Supongamos que encontramos la integral general de las ecuaciones de
movimiento. Al ser las ecuaciones de Euler-Lagrange n ecuaciones de segundo
grado, la solucién general dependera de 2n constantes de integracion:

9o = qa(clac2a”'702n, t) (168)

Para cada valor de las constantes C’s obtenemos movimientos particulares di-
ferentes. Sea una funcién arbitraria f(q, ¢, t), sustituyendo la solucién general
obtenemos

fg,4,1) = £ (a(C,1),4(C, 1), t) = G(C,1). (1.69)
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La funcién G no puede ser independiente de las constantes C’s ya que si lo
fuera obtendriamos, de la ecuacién anterior, una nueva ligadura. Por tanto
al menos la funcién G dependerad de una de las constantes. Derivando la
ecuacion anterior obtenemos las siguientes ecuaciones:

0G _ 8f B, . Of Oda

= 4 T 7 ZHa 1.7
8C; ~ 8¢, 0C; | 84, 0C; (1.70)
Considerando como incognitas las cantidades
of of
-y = 1.711
09a Y 04 ( )

las ecuaciones (1.70) constituyen un conjunto de 2n ecuaciones lineales inho-
mogéneas. Para una f particular las derivadas (1.71) existen luego el sistema
ha de tener una tnica solucién. La condicién para que esto ocurra es que el
determinante del sistema sea diferente de cero:

P@@
oC

, #0, (1.72)
que es el Jacobiano de la transformacién
do = QQ(Ca t): o = Qa(cy t)- (173)
Al ser el Jacobiano diferente de cero la relacién anterior se puede invertir:
Ci ICi(q,(j,t) 1= 1,"',2TL. (174)

Cada una de estas 2n funciones son constantes del movimiento; el valor que
toman dependen de la solucién particular que siga el sistema. Son indepen-
dientes entre si ya que son las constantes que aparecen en la solucién general
de las ecuaciones de movimiento.

Veamos ahora que no hay otra constante del movimiento independiente
de las anteriores. Sea una constante F:

F(q,q,t) = F(4(C,1),4(C,1), ) = G(C,t). (1.75)
Al ser una constante del movimiento se cumple que

_dF _dG _8G

=% T w

(1.76)

es decir F' = G(C) y por tanto no es independiente de las funciones C.
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1.6 Simetrias

Habiamos visto anteriormente que si una coordenada es ciclica, por ejemplo
¢1, entonces su momento generalizado p; = 0L/d¢; se conserva. Esta propie-
dad no es de la coordenada ¢; sino de todo el sistema completo de coordena-
das ya que podemos introducir nuevas coordenadas ¢’ tales que g; = ¢; pero
OL/8q; ya no sea cero y la coordenada ¢; ya no es ciclica. Como veremos en
esta seccién una coordenada ciclica corresponde a una simetria en el sistema.
Definimos transformacién puntual a una transformaciéon del tipo:

0o = da(9,?) (1.77)

que sea invertible. Bajo esta transformacion el lagrangiano se transforma en
otro lagrangiano L':

. [V Y} 1 ! d /
L(g,q,t) =L'(¢,¢,t) =L (q (g,1), i (q,t),t) : (1.78)

Es facil demostrar‘que al hacer esta transformacion las ecuaciones de movi-

miento se escriben de la misma forma en las nuevas coordenadas. Es decir:
ddL oL doL' oL _
dt e  0qa S dt 9q,  Oq, a

(1.79)

Esto es contrario a lo que sucede en la formulaciéon Newtoniana. Por ejemplo

cuando pasamos a un sistema de referencia no inercial las ecuaciones de

Newton las tenemos que modificar para introducir las fuerzas no inerciales.
Las transformaciones anteriores las podemos representar en la forma:

¢ =Rq q¢=38¢, (1.80)

donde R y S son operadores que pueden depender de ¢ y no tienen que ser
lineales. De lo anterior se deduce que

RS =1. (1.81)

Supongamos que en el lagrangiano L ninguna coordenada es ciclica. Po-
dré existir una tranformacién dada por las ecuaciones anteriores tal que el
nuevo lagrangiano tenga una coordenada ciclica, por ejemplo g3, es decir que
su momento conjugado p;, es constante. Esto podria ser un procedimiento
para obtener cantidades conservadas, sin embargo no es ficil encontrar una
transformacién que nos lleve a coordenadas ciclicas.

Lo que pretendemos es encontrar cantidades conservadas mediante trans-
formaciones de las coordenadas segtin (1.80). Estas cantidades conservadas
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no tienen porque estar asociadas a que una coordenada sea ciclica sino, como
veremos, estardn relacionadas con las simetrias que existen en el sistema.
Para hacer esto, en lugar de considerar una transformacién, vamos a consi-
derar una familia de transformaciones, “etiquetadas” cada una de ellas con el
parametro e:

0o = 40(0,%,€), @ =aa(d,t€). (1.82)

Supondremos, ademas, que la transformacién anterior es continua y diferen-
ciable en el pardmetro € y que la transformacién identidad esta contenida en
la familia de transformaciones y viene dada por € = 0; es decir ¢'(g,¢,0) = g.
Si usamos la notacién de operadores lo anterior lo escribimos como:

g (te) =R(e)q(t) q(t) =S(e)d'(t,€),
R(0) = S(0) = 1. (1.83)

Los operadores R y S pueden depender explicitamente de ¢. Para cada € hay
una transformacién diferente y por tanto da lugar a un lagrangiano diferente:

Had.) = LA 620 = L (ROn ROt (189

la primera igualdad la podemos escribir como:

LAd. .0 = L (0. G 1511). (185)

La igualdad anterior constituye una definicién de L. y es cierta para
cualquier conjunto de variables que usemos ¢'. Es decir que la expresion
anterior la podemos escribir como:

Lo(z,é,4) =L (S(e)x, % [Sa] ,t) , (1.86)

donde z indica un conjunto de n variables totalmente arbitrario. En particular
podemos tomar como variable la propia ¢ y definir:

a(t,e) =S(e)q(t) = a=R(e)q(t ). (1.87)
Escribiremos, por tanto,

Le(g,4,t) = L(7, 4, 1), q(t,0) = q(t). (1.88)
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La dependencia de L. en € viene a través de g. Derivando lo anterior con
respecto a € obtenemos:

OL. _ OL&, OL%, OL&, OL dd&q, _
Oe 0q, O 83, ¢  0g, Oe = O, dt O

_ oLom,  d(oLég,) _d (9L a7, _
_B_Q(f?e dt \ 8g, Oe dt \ 0g de

oL d [ 0L Jq, d (0L 0q,

[Fa @ (aﬂ B T (EE) ' (1.89)

Supongamos que ¢(t) describe el movimiento del sistema, es decir que es
solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange, entonces la expresién anterior

calculada en € = 0 da:
0L, _d oL dq,,
<§)¢'=0 - dt (8qa e )e:O . (190)

Si la parte izquierda de esta ecuacién se puede expresar como una derivada
total con respecto al tiempo de una funcién G:

oL\ _ dG
( ae)ao" = (1.97)

entonces diremos que el lagrangiano es cuasisimétrico respecto de la trans-
formacion y, asociada con ella, hay una cantidad conservada:

d ([ oL ag, _

Puede ocurrir que el lagrangiano sea invariante frente a la transformacion,
es decir que el lagrangiano transformado no dependa de €. En este caso el
lagrangiano es simétrico y, como antes, hay una cantidad conservada:

d (8L 83\
iloge) =0 (99

Es interesante ver el resultado anterior desde el punto de vista de trans-
formaciones infinitesimales. En este caso a primer orden en el pardmetro €

obtenemos: 9 o/
q q
Qo =gy + ——a:e, 0o = Ga + 506 (1.94)
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y se verifica al orden considerado:

04, g,
de _ o 1.
Oe Oe (1.95)
Usando esta relacién, el cambio en el lagrangiano es:
. g . d O0q
L ! ! — et P —
(d,d,t) L(q €509 edtae’t>
. 0L 9q, OL d dq,
— —e | — 22 ) .96
La, 1) =c <8qa de " Bgadt ae> (1.96)

Si el lagrangiano es simétrico respecto de esta transformacion, entonces el
término a primer orden es cero:

OL 0g,  OL d Oqo
dam 0c T BGadi B (197

Es facil demostrar que, si la ecuacién anterior se verifica, la cantidad
oL o,
04, O¢
es una constante del movimiento. Para demostrarlo lo que hay que hacer es
derivar la cantidad anterior con respecto al tiempo y usar (1.97):

4 (0L00) _ d (0L 0w 0L (dda) _
dt \Ogo Oc | ~ dt \Ods) Oe ' O, \dt Be | —
_ d (8L\ 8¢, OLOg, _
B E(Bqa) e g, O¢ =0 (1.99)

Esta ecuacién es cero debido a que ¢ verifica la ecuacion de Euler-Lagrange.
La expresion (1.98) es la misma que la que obteniamos en (1.93), ya que
7 es la transformacién inversa, lo mismo que g. Con este resultado podemos
enunciar ahora el teorema de Noether: Si el lagrangiano tiene una simetria,
entonces hay una cantidad conservada dada por (1.93) o (1.98). El inverso de
este teorema también es cierto, es decir, si conocemos una cantidad conserva-
da existe una transformacion bajo la cual el lagrangiano es simétrico. En este
caso el problema de encontrar la tranformacion es, en general complicado. A
partir de (1.98) podemos encontrar el primer orden de la transformacién.
Veamos dos ejemplos.
Ejemplo 1: Sea un lagrangiano que no depende explicitamente del tiempo:
L(q, ). Hagamos una translacién de ¢:

q¢(te) = q(t+e)=R(e)q(t)
t,e) = S(e)g(t) =gt —e) (1.100)

(1.98)
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De lo anterior obtenemos:

0q, dge

e e ¥ (1.101)
y
Le=L(q(t,€),q(t,€)) = L(q(t —€),4(t — €)). (1.102)
Calculamos ahora
oL, _ dL _ _@
( 66 )e=0 a (dT>e=0 - dt 7 (1103)

donde hemos usado 7 = t—e. Vemos, por tanto, que en este caso el lagrangia-
no no es simétrico respecto a la translacién temporal, pero es cuasisimétrico.
Usando (1.92) obtenemos que la cantidad conservada es:

) oL .
h(g,q) = A L, (1.104)

que, como veremos més adelante, es la energia bajo ciertas condiciones.

Ejemplo 2: Consideremos el lagrangiano de una particula:

1 o0 o .
L= m(@+@E+8) - V@ +d) + i) (1109)

Claramente el lagrangiano es invariante frente a rotaciones en el plano (g1, ¢2):
g1 = q1COS€+ gasine, ¢y = —gisine+ gaCos€, g3 = gs. (1.106)
La transformacién inversa es
Qy = q1COS€ — gasine, G, =gy sine+ g2 cos€, T3 = gs. (1.107)

Es facil ver que la derivada de L. con respecto a € es cero. La cantidad
conservada es, por tanto,:

OL 92,

8q 66 = _quq'l + m‘h‘b, (1108)
«

e=0

que es la componente z del momento angular.
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1.7 Lagrangiano de una particula libre

En este Seccién vamos a demostrar cémo a partir de consideraciones de si-
metria podemos deducir el lagrangiano de una particula libre. Supongamos
dos sistemas inerciales relacionados por una transformacién de Galileo:

F=RF+0t+E=8(eF, t=t+r. (1.109)

Sabemos que si una particula es libre en el primer sistema (7 = 0) lo es
también en el segundo sistema (7’ = 0). La transformacién anterior depende
de 10 parametros (3 para las rotaciones, 3 para las velocidades, 3 para las
traslaciones espaciales y 1 para la traslacion temporal). Al tomar sucesivas
transformaciones tales que todos los parametros excepto uno son cero, pode-
mos aplicar los métodos de la seccién anterior. Evidentemente el lagrangiano
serd invariante al realizar cualquiera de estas diez transformaciones:

L(77t) =1L (SF, 9 s, +r) | (1.110)

Es decir los dos langrangianos han de ser los mismos, lo que conduce a las
mismas ecuaciones de movimiento.

Consideremos una translacién temporal, es decir R = 1,7 = E = 0.
La ecuacion anterior se escribe L(7,7,t) = L(7,7,t + 7). Luego L no puede
depender explicitamente de ¢.

Consideremos ahora una translacion espacial: R = 1,7 = 0,7 = 0. En
este caso L(7,7) = L(F+ £ 7). Por tanto L no puede depender de 7.

Tomemos ahora una rotacién, 7 = & = 0,7 = 0, entonces L(f') = L(R?’)
y L no puede depender de la direccién de 7 sino solo de su médulo 72,

Finalmente consideremos una transformacioén de galileo pura: R = 1, 5 =
0,7 = 0. Obtenemos L(r?) = L([F + #]%). Luego L tampoco puede depender
del médulo de la velocidad. Es decir que L tiene que ser una constante que
nos darfa una ecuacién de movimiento {j0 = 0!!. El problema estriba en que
la exigencia de que los lagrangianos sean iguales es excesiva. Lo que tiene que
ser igual son las ecuaciones de movimiento y sabemos que dos lagrangianos
que se diferencian en la derivada total con respecto al tiempo de una funcién
arbitraria de las posiciones dan lugar a las mismas ecuaciones de movimiento.
Impongamos, por tanto, la invariancia en las ecuaciones del movimiento y no
en el lagrangiano. Las ecuaciones del movimiento se escriben:

0’L 0*L oL oL

550558 ¥ D00, T oma " Bm, —0  (@=123. (111
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Al hacer una transformacion de Galileo %, no cambia, luego su coeficien-
te en la ecuacién anterior tampoco puede cambiar, es decir, ha de ser una
constante: )

0°L

034025

Esto implica que el lagrangiano tiene que tener la siguiente forma:

=Kap, Kaop=Kp. (1.112)

1
L= §Kaﬁﬁca§:ﬂ + 2o Fy(z,t) + G(z,1). (1.113)

Las ecuaciones de movimiento se escriben:

oF, O0F;\ 0F, 0G
Toz.) "t 0w

Kaﬂ.’i'g +.’i:5 ( 0. (1.114)

Org Oz,

Los tres dltimos términos han de ser una constante para preservar su inva-

riancia al hacer una transformacién de Galileo. Como el segundo término es

proporcional a £3 ha de ser cero:
0F, OFp
O0rg Oz,

_av

~ bz,

0 = F, (1.115)

donde ¥ es una funcién arbitraria. Los dos ultimos términos han de ser
constantes:

o*v oG oG 0 oY
- = == _C,, 1.11
0t0z, Oz, Ca 0rq Oz, Ot ¢ (1.116)
cuya solucién es:
ov
G= o Caza + A(t), (1.117)
siendo A(t) una funcién arbitraria. El lagrangiano se escribe ahora como
1 ovr ov
L = §Ka5j3a.’i}/3 + %xﬂ + E - Oﬁxﬂ -+ A(t) =
1 d
= SKaphats — Ctp+ 2 (\11 + /[ Adt) . (1.118)

El dltimo término lo podemos eliminar ya que es una derivada total con
respecto al tiempo que no afecta al lagrangiano. Entonces las ecuaciones de
movimiento quedan:

K.pig+Cq =0. (1.119)

Consideremos ahora que realizamos una rotaciéon: z, = Ragxg. El nuevo

lagrangiano es:

1 ..
L'= §KaﬂRa7Rﬁ51’7x5 - CaRa’)'x% (1'120)
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y las ecuaciones de movimiento obtenidas con él son:
KopRoyRpsis + CoRoy = 0. (1.121)
Estas ecuaciones han de ser idénticas a las anteriores, es decir:
KogRoyRgs = K5 CoRoy = C,. (1.122)

La ultima ecuacion nos dice que C ha de ser un vector invariante respecto
de cualquier rotacion. El tnico vector que cumple esta condicién es el vector
cero: C, = 0. Para ver cuanto vale K,s tomamos la siguiente ecuacion:
K,pr0xs = a, donde a es una constante arbitraria. Esta ecuacién nos define
una superficie en el espacio. Si hacemos una rotacién, la superficie anterior
se transforma en: KopRa,Rps7,25; = a, que teniendo en cuenta (1.122) se
convierte en: K52/ z; = a, es decir la superficie es invariante respecto de las
rotaciones. La tnica superficie que tiene esta propiedad es la esfera es decir:

Ko = kdag, (1.123)

donde k es una constante arbitraria. Es decir, el lagrangiano que da lugar a
ecuaciones de movimiento invariantes frente a las transformaciones de Galileo
es:

1 1.
L= é-kéaﬁ:'caﬁcg = 519772 (1.124)

que es el lagrangiano de la particula libre.
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Capitulo 2

FORMULACION
HAMILTONIANA

2.1 Introduccién

En un sistema con n grados de libertad las 6rbitas del sistema en el espacio
de configuracién vienen determinadas por las ecuaciones de Lagrange. Por
otro lado siempre es posible reducir el orden de las ecuaciones de movimiento,
que en el caso de las ecuaciones de Lagrange son de orden dos, a ecuaciones
de un orden inferior duplicando el nimero de variables. Asi, definiendo como
variables el conjunto de 2n cantidades ¢, u = ¢ las ecuaciones de movimiento
se convierten en

2.1)

dga d (0L oL
P zz( ) 0

N 0ua)  Oqa

Esta técnica puede resultar 1til en ciertos casos con vistas a simplificar las
ecuaciones. Habiamos visto, también, que dichas ecuaciones no cambian de
forma si realizamos una transformacién arbitraria de las coordenadas gene-
ralizadas g. Se puede conseguir una simplificacién mayor haciendo transfor-
maciones que mezclen las coordenadas ¢ con las velocidades u. Sin embargo,
debido a la forma asimétrica en que aparecen ambas cantidades en las ecua-
ciones de Lagrange, cualquier transformaciéon general de la forma indicada
anteriormente, destruiria la forma de las ecuaciones. Por tanto es conveniente
introducir cantidades que den lugar a ecuaciones de movimiento simétricas
respecto de ellas. La formulacién Hamiltoniana consiste, basicamente, en la
introduccién de unas nuevas variables de tal forma que las ecuaciones de
movimiento se escriben de una forma simétrica respecto de ellas, y son de
primer orden.

35
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2.2 FEcuaciones de Hamilton

En las ecuaciones (2.1), en lugar de g, podiamos haber usado como variables
los momentos generalizados de las coordenadas:

oL

= —. 2.2

p a a q‘a ( )
Estas n expresiones pueden ser invertidas y obtener ¢ como funcién de q y

de p. La condicién para que lo anterior sea invertible es que

‘ 0L

— 2.3
6QaaQB ( )

Condicién que hemos visto que se verificaba. Es decir de (2.2) obtenemos
n ecuaciones de la forma ¢, = f(g,p,t), que junto con las ecuaciones de
Lagrange p, = 58;];- = 0, constituyen un sistema de 2n ecuaciones de primer
orden. Para asegurar la dependencia del lagrangiano respecto de las nuevas
variables (g, p) hacemos una transformacién de Lagrange:

H(q,p,t) = 4a(g,p,t) Pa — L(g,4(q, p, 1), t). (2.4)

Obviamente la funcién anterior solamente depende de las nuevas variables:

oL oL oL

dH = dgape + Gudpe — adqa - b—g—dq'a - Edt =
03 a
oL oL oL
= —5— jodpa — ——-dt = —p odPa — —-dt (2.
. Ao + fadpa — 50t = —Padqa + Gadpa — - dt (2.5)
De este resultado obtenemos:
O0H o0H
e = —7—> (o= 7—- 2.6
P 04q ? O0pa ( )

Estas ecuaciones son las ecuaciones candnicas del movimiento en el forma-
lismo hamiltoniano. La funcién H definida mediante la ecuacién (2.4) se
denomina hamiltoniano y las variables (g, p) que nos sirven para describir el
movimiento del sistema se llaman wvariables candnicas.

De las ecuaciones (2.6) es facil deducir las siguientes propiedades:

. Como habiamos comentado en la Introduccién, las ecuaciones de
movimiento presentan una gran simetria respecto de ambos conjuntos de
variables.
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) Las ecuaciones de movimiento constituyen un sistema de 2n ecua-
ciones diferenciales de primer orden, cuya solucién general dependeré de 2n
constantes de integracion.

o De la ecuacién (2.5) obtenemos
0H oL
- _-_= 2.
ot ot’ 27

es decir, si L no depende explicitamente de ¢ entonces tampoco H. Por otra
parte,

dH _ 9H, OH, O0H OHOH OHOH OH

@ 00 p. T B T 00adpa  Opadaa | OF
0H oL
= —=—-— 2.
ot ot (2:8)

H es una constante del movimiento si L, y por tanto H, no depende explici-
tamente de t.

° Habiamos visto que en algunos casos L =T — V' y que en general
V no depende de ¢. En este caso, suponiendo ademéas que T' es una funcién
homogénea cuadratica de ¢, obtenemos

Hza,—an—Lza_—Tqa—(T—V):2T—T+V:T+V. (2.9)

9o a
Es decir, bajo ciertas condiciones, el hamiltoniano coincide con la energia
total del sistema.

El espacio de las variables (g,p) se denomina espacio de fases que, a
diferencia del espacio de configuracion, es un espacio de 2n dimensiones. Para
poner de manifiesto la simetria que existe entre ambos grupos de variables
introduciremos la siguiente notacién: a partir de ahora usaremos &, para
indicar las variables del espacio de fases, donde o toma valores entre 1 y 2n,
y en términos de ¢, p las definimos como:

§a = Gay a=1,...,n
¢ = Po-n, a=mn+1,...,2n. (2.10)

Definimos ahora la matriz simplética del sistema como una matriz 2n x 2n
dada por:

r= (Sg) = e (.11)

donde cada una de las cajas de la matriz anterior reperesenta una matriz
n X n. Veamos, como ejemplo, la forma de la matriz anterior en los casos de
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uno y de dos grados de libertad:

0 0 10
0 1 0 0 01
F1“<—1 0)’ 2=1 1 0 00 (212)
0 -1 00
Las propiedades de la matriz simplética son:
v = 1, YaBYap =5ﬁp>
FT+F = 07 7aﬂ+7ﬂa:0a
detI' = 1. (2.13)

Con esta notacion es facil ver que las ecuaciones de movimiento se escriben
en la forma compacta

: 0H

§a = 'Ya/ja—gﬁ- (2.14)

2.3 Corchetes de Poisson

Sea F' una variable dindmica, es decir una funcién de las variables del espacio
de fases y del tiempo F'(§,t) = F(g,p,t). La variacion de esta funcién a lo
largo de las trayectorias del sistema en el espacio de fases es

dF _0F, OF OQF 8H _OF

7 a—éafa'i- 5 g’yag%-f-a. (2.15)

Definimos corchetes de Poisson de dos funciones F' y G a una nueva funcién
definida mediante la siguiente expresion:

OF OR OF OR OF OR
F R = 2 oot - 28 o 97 9% 2.16
[ ] 8&047 g 8€ﬂ 0¢a Opa 0po 04a ( )
Con esta definici6n la equacién (2.15) la podemos escribir como:
dF oF
—_— = —. 2.1
R (2.17)

Las ecuaciones de movimiento pueden escribirse, también, en términos de los
corchetes de Poisson: _
ga = [§Q7H]- (2.18)
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Los corchetes de Poisson son una aplicacién entre las funciones del espacio
de fases que verifican las siguientes propiedades:
i) lineal:
[@F + BR,S) = a[F,S] + B[R, S].
ii) antisimetria:
[F,R]=—|[R, F].
iii) regla del producto:
[F,RS) = [F,R]S +[F,S]R.
iv) identidad de Jacobi:
[F,[R, S]] + [R, [S, F]] + [S, [F, R]] = 0.

v) El corchete de Poisson de dos coordenadas cualquiera vale:

[ar €8] = Tas = { {ZZZZ]] _ Ei‘;’pﬁ] =0 (2.19)

La demostracion de estas propiedades es trivial a partir de la definicién (2.16).

2.4 Transformaciones en el espacio de fases

Un aspecto importante a la hora de estudiar las ecuaciones de movimiento es
su comportamiento frente a cambios de coordenadas en el espacio de fases.
Al hacer una transformacién de coordenadas, las curvas &,(t), solucién de las
ecuaciones de movimiento (2.14), se transforman en otras curvas 7,(t). La
cuestién importante es saber si estas nuevas curvas verifican una ecuacién de
movimiento semejante a la ecuacién (2.14), es decir si respecto de las nuevas
coordenadas existe un hamiltoniano que representa al sistema fisico cuya
evolucion viene descrita por las curvas 7,(t). Veamos primero un ejemplo:

Consideremos un oscilador arménico cuyo hamiltoniano es : H = %5? +
3€2. En este caso las ecuaciones de movimiento son &, = &, & = —&;, cuya
solucién general es &;(t) = asin(t + to), &(t) = acos(t + t5). Supongamos
que hacemos una transformacion en el espacio de fases dada por: n; = &,
12 = &5. Las trayectorias en términos de las nuevas coordenadas son: 7, (t) =
asin(t +to), 72(t) = a® cos?(t + tp). Las ecuaciones de movimiento son: 7; =
acos(t +ty) = /N2, N2 = —2a®cos(t + to) sin(t + to) = —2m1,/7. El nuevo
hamiltoniano K (n,t) en esta coordenadas lo podemos obtener a partir de las
ecuaciones candnicas:

0K oK
= —py =2 , =P = /7. 2.20
om = T2 = 2Th/72 o m 2 ( )
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es facil ver, sin embargo, que no existe ninguna funcién K que satisface las
ecuaciones anteriores ya que no se verifican las condiciones de integrabilidad.

Supongamos una transformacién de coordenadas 7, = 7, (£, t); el corchete
de Poisson de dos funciones en terminos de las nuevas coordenadas viene dado
por:

OR oS OR Bna oS 377ﬁ OR oS
Ae po o s 2.21
3¢, 58, o &, "oy & oma el (22

La solucién general de las ecuaciones de movimiento describen unas curvas
en el espacio de fases. Lo que nos preguntamos ahora es cuando un conjunto
de curvas dadas en dicho espacio corresponden al movimiento de un sistema.
La respuesta viene dada por el siguiente teorema:

Teorema: Sea &, (t) un conjunto de curvas en el espacio de fases. Este conjunto
representa el movimiento de un sistema con hamiltoniano H (¢, t) si y sélo si
cualquier par de variables dinamicas R(,t) y S(£,t) satisfacen:

d dR as
SIRSI=(2, 51+ R 2]

[R,S] =

(2.22)

Demostremos primero la condicién necesaria. Si el desarrollo est4 gene-
rado por H(¢,1):

d 0 0

Por otra parte, obtenemos:
Opg — O(0R 0S\_ R 055 OR &S _
ot 7 T ot \0&, °0g, ) T 0E,0t 1P BE, T B, 1P BEs0t
OR 0S
= [E’ S]+[R, 5]- (2:24)
Sustituyendolo en la expresién anterior obtenemos:
d OR 65’ dR as

Demostremos, ahora, la condicién suficiente. Supongamos que (2.22) se
verifica, y mostraremos que entonces existe una funcién H que cumple las
ecuaciones (2.14). Si (2.22) se verifica para cualquier par de funciones enton-
ces también se verificard cuando R =§, y S = &s:

[fon gﬂ] dt7aﬂ =0= [éaafﬂ] + [ga: fﬂ] (2'26)



2.5. TRANSFORMACIONES CANONICAS 41

Sea &, = U,(£,1), entonces lo anterior se escribe:

0V, 8¢ 0& 0L, 0, 0T,

"7 3, o, T o o, T 3 T ag,

(2.27)

Si multiplicamos esta expresion por 7,,7ss, teniendo en cuenta las propieda-
des de 44, obtenemos:

agﬂ YuBYapYBoe T Yap VB Yav aé.u = 85” uoYap v YBo _——85,, =
O, 9,
= e 4 T8 2.28
aé-o- ’y 14 + ’Yﬂ agp ( )

Si existe una funcién H de la cual se derivan las curvas &, se verifica lo

siguiente:
O0H o0H :
'Ypﬂ@ =&, = @ = Yapéa = \Ija7aﬂ~ (2'29)

Esta ecuacién es la que determina la funcién H. Para que el sistema de ecua-
ciones diferenciales anterior tenga solucion se han de cumplir las condiciones
de integrabilidad:

2 2
H  8*H 9, oo (2.30)

0= - = p —
€, 08, O0L,06,  0&, ' B,

que es, precisamente, la ecuacion (2.28). Por tanto al verificarse las condicio-
nes de integrabilidad el sistema anterior tiene solucién y por tanto existe la
funcion H.

Como corolario del teorema anterior deducimos que si R y S son cons-
tantes del movimiento entonces también lo es la funcién [R, S]. Lo que, sin
embargo, no estd asegurado es que el corchete sea independiente de las dos
funciones.

2.5 Transformaciones Canodnicas

Habiamos visto que al resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, a veces, se
recurria a realizar una transformacién de coordenadas que simplificara las
ecuaciones de movimiento. Una transformacién de coordenadas también po-
dia servir para encontrar cantidades conservadas. Una propiedad importante
de la mecénica lagrangiana es que, frente a las transformaciones de coordena-
das, las ecuaciones de movimiento no cambian. Adaptaremos aqui el mismo
punto de vista, es decir vamos a considerar transformaciones en el espacio
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de fases para intentar simplificar las ecuaciones de movimiento. Supongamos
que (g(t),p(t)) describen el movimiento de un sistema en el espacio de fases
en forma parameétrica. Si realizamos un cambio de coordenadas y a las nuevas
las denominamos Q, P, las trayectorias con estas nuevas coordenadas seran
(Q(¢), P(t))- Lo que no es evidente, como vimos en la Seccién anterior, es que
estas nuevas curvas deriven de un hamiltoniano, e incluso en este caso, que
el nuevo hamiltaniano sea la transformacion del anterior. Llamaremos trans-
formacion candnica a aquella transformacion que hace que las nuevas curvas
deriven de un hamiltoniano y, por tanto, mantiene las ecuaciones canénicas
del movimiento.

Supongamos un sistema dado por el hamiltoniano H (€, ¢) y una transfor-
macién en el espacio de fases:

Na = ”704(5’ t)' -(2'31)

Respecto de las nuevas coordenadas, la variacion a lo largo de las trayectorias
del sistema viene dada por

_OMag O _ Ona OH 0O Oa

ot

Mo = 265 8+ 5 —6_&704/3@4‘ Bt = [ne, H] +

(2.32)

Invirtiendo (2.31), obtenemos &, = &u(n,t) v de aqui 7y = Ya(n,t). Sila
transformacion es canonica, de (2.32) obtenemos:

0K
¢a (na t) = 70:,8%) (233)

donde K (n,t) es el nuevo hamiltaniano en las nuevas coordenadas. Eviden-
temente, no todas las transformaciones verifican lo anterior. Cuando una
transformacién cumple lo anterior sélo para un hamiltoniano determinado y
no para otros hamiltonianos se denomina transformacién canonoide. La di-
ferencia con la canoénica es que ésta se verifica para cualquier hamiltoniano.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo: Sea el hamiltoniano H = 1/2 p?, cuyas ecuaciones canénicas son

p=0 Gg=rp. (2.34)
Consideremos la transformacion:

me=m@): { 295 p = &-&n: {

I
5O
+
.

q
p
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Las nuevas ecuaciones de movimiento las encontramos derivando la expresién
anterior:

. . 0K
QR = Q=P=(P+Q2)2=5'}3,
oy o P gy — 0K
= 55 29¢=—-2gp=-2Q(P+Q*)° = 50" (2.36)

Con la ultima igualdad en ambas ecuaciones planteamos la ecuacién dife-
rencial que ha de satisfacer el nuevo hamiltoniano K(Q, P, t), si existe. En
este caso es facil ver que K = 1/3 (P + Q?)%. Es interesante comprobar
que este nuevo hamiltoniano no se obtiene cambiando las coordenadas en H.
De esta forma hemos demostrado que la transformacién (2.35) al menos es
canonoide para el hamiltoniano del problema. Para demostrar que es canéni-
ca tendriamos que demostrar la existencia de K para cualquier hamiltoniano
H. Veamos que, efectivamente, la transformacion anterior es canonoide. Para
ello consideremos el siguiente hamiltoniano:

1 1
H=>p"+=¢ :
5P+ 50> (2.37)
cuyas ecuaciones de movimiento son: ¢ = p y p = —q. Repitiendo lo mismo
que antes:
0K
= ] = = P 2)2 = —
q . p=(P+Q° T
p . q
2\/p 2/p »
1 21 g 0K

Sin embargo, en este caso no existe la funcién K ya que la condicién de
integrabilidad del sistema anterior no se satisface:

K 0’K

5GoP * 5POQ" e

Para ver cuando una transformaciéon es canénica usaremos el siguiente
teorema:
Teorema: Sean R y S dos variables dindmicas que dependen de las coorde-
nadas del espacio de fases &, y de t. Sea 1y = 7,(€, t) una transformaciéon de
coordenadas en el espacio de fases, invertible. Entonces los siguientes resul-
tados son equivalentes:
i) La transformacion es canonica.
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ii) Se verifica el siguiente resultado:
[R,S]" = X R, S]¢ (2.40)

donde A es una constante diferente de cero. (El superindice en los corchetes
determina las coordenadas respecto de las cuales han de ser calculados).

iii) La transformacién es canonoide con respecto a todos los hamiltonianos
de la forma:

1
H=c+cys+ §wa[3§a§ﬁ (2.41)

donde c, ¢y ¥ wap son constantes.

Lo que dice este teorema es que si uno de los tres resultados anteriores se
cumple también se verifican los otros dos. El tercer resultado es usado para
demostrar que i) implica ii). Veamos la demostracién:

Es trivial ver que i) = iii), ya que si la transformacién es canénica por
tanto también lo serd para el hamiltoniano (2.41). Veamos ahora que ii) =

i):

d ‘ d dR ds
- - il § hatakd 3 M) =
dnsp = 2 dip sp-a ([ R o + 1R, %) )
dR s
= [%7 S]ﬂ + [R7 E]nv (242)

es decir, 7,(t) estad generado por un hamiltoniano, independientemente del
hamiltoniano de partida. Por tanto la transformacién es canénica.

Finalmente demostremos que iii) = ii). Consideremos primero el caso
cuando ¢, = weps = 0, es decir H = c¢. Las ecuaciones de movimiento son f'a =
0. Como la transformacion es canonoide, 7,(t) deriva de un hamiltoniano y,
por tanto, se verifica:

d ) .
%[é‘aa §ﬁ]n = {fa, fﬂ]n + [fou gﬁ]"? =0. (2'43)

Usando la transformacién inversa podemos escribir el corchete anterior en
términos de las coordenadas £ y definimos:

[€a: &6]" = Pas (& ). (2.44)

Las funciones ¢q4(,t) no dependen de la forma particular del hamiltoniano
sino solo de la transformaciéon. Como H = ¢, la ecuacién (2.43) la podemos
escribir:

dg, o o,
0= 2008 _ 1, prpe 4 00 _ Oes (2.45)

Todt ot ot

Es decir ¢,4(€,t) no depende explicitamente de t.
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Tomamos ahora ¢ = wes = 0, es decir H = c,&,, y las ecuaciones de
movimiento son §, = Yascs. Haciendo lo mismo de antes llegamos a la misma
ecuacion que (2.43), ya que &, son constantes. Asi obtenemos:

_ dpap _ ¢, Opap ¢ dvap
= Ta [%ﬂ,H] + ot [(paﬁvcpép] = de, YovCu- (2'46)

Como las constantes ¢, son arbitrarias lo anterior nos dice que las fumciones
©Yap tampoco dependen de &,, es decir son constantes.

Finalmente consideremos el caso cuando ¢ = ¢, = 0, es decir H =
%waﬂfafﬂ, siendo las ecuaciones de movimiento éa = Yapwpp€,- Haciendo
como antes y teniendo presente que ¢o4 son constantes, obtenemos:

&l = 22 < 0= o6, 7+ el 1. (247)

Esta ecuacién la podemos escribir como:
0= YopWpoPos T PacVBpWoo- (248)

La ecuacién anterior la podemos expresar en forma matricial, definiendo las
cantidades ¢,3 como una matriz M y wap como 2

QM = MQT (2.49)

Si multiplicamos a la derecha por I'7 y a la izquierda por —T' obtenemos:
(recordemos las propiedades (2.13) de la matriz T")

QMT =T MQ. (2.50)

Como la matriz  es arbitraria podemos tomar Q = 1 es decir MT' = ' M,
es decir MT es simétrica, y obtenemos:

Q(MT) = (MD)Q, (2.51)

es decir, MT" es una matriz simétrica que conmuta con todas las matrices
simétricas. Se puede demostrar que si una matriz simétrica conmuta con
todas las matrices simétricas entonces es un miltiplo de la matriz unidad.
Por razones de simplificaciéon tomaremos este multiplo negativo:

MI=-Xx1 = M =T, (2.52)
y obtenemos, por tanto,

Pop = [§ar €617 = Map (2.53)
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Finalmente, el corchete de dos variables dinamicas, usando (2.21), es

R, S]”— [ép,fa] —A[R,SF (2.54)

9,

Con lo que completamos la demostracion.
i) = ii) ya que i) = iii) = ii), con lo que el teorema queda demostrado.
Este teorema nos permite determinar de una manera sencilla cuando una
transformacién de coordenadas en el espacio de fases es 0 no canénica. Para
ello usamos este teorema y el resultado dado por (2.21). De (2.21) obtenemos
que:

9,

OR
[R’ S]TI = a_ga

y para que la transformacién sea candnica:

as
[ga, fﬁ]n%’ (255)

[R,S]" = A[R, S| (2.56)

luego, la condicion necesaria y suficiente para que la transformacion sea ca-
nénica es que

[€as §6]" = Masp- (2.57)

La constante A puede ser absorbida redefiniendo la transformacién, es decir,
que sin pérdida de generalidad tomaremos a partir de ahora A = 1. Lo que nos
indica el resultado anterior es que las transformaciones canénicas son aquellas
cuya matriz jacobiana deja invariante la matriz simpléctica del espacio de
fases. Por otra parte es facil demostrar que las transformaciones canénicas
forman un grupo.

2.6 Funcion generatriz

Hemos visto un criterio sencillo para determinar cuando una transformacion
en el espacio de fases es candénica. Un problema importante que nos queda
por resolver es la forma del nuevo hamiltoniano. Vamos a ver en esta secciéon
como encontrar este hamiltoniano y demostraremos que las transformaciones
canoénicas pueden ser derivadas a partir de una funcién. Esto nos permitira,
maés adelante, clasificar dichas transformaciones. A partir de ahora vamos a
considerar sdlo aquellas transformaciones para las cuales A = 1. Ya hemos
dicho que en caso contrario podemos redefinir la constante A absorbiéndola
en la propia transformacion. En este caso se verifica:

3 6773
&
[7a; 5] afpvpaagd Vap- (2.58)
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Tomando determinantes en esta ecuacion:
617 on
23

Supongamos una transformacién canénica 7, = 7,(&, t). Consideremos la
siguiente expresion:

= +1. (2.59)

l|=>’

Nwubs — NwTulo, (2.60)
donde A, son los elementos de una matriz A de 2n x 2n elmentos definida

o A= (o5) = 0 (261)

Esta matriz verifica la siguiente propiedad:
A-AT=T, = =)= (2.62)

El significado de la expresion (2.60) quedara claro mas adelante. En esta
expresion consideramos todas las cantidades funciones de las coordenadas
&,. Es decir:

. _ O, 3%
o + = 2.63
7 agf (2.63)
Sustituyéndolo en (2.60):
: . : 0 0
Auugugu - /\/wnuny = )\uyé.‘u,éu - (agﬂ é.a nﬂ) M =
577(1 877 -
= <)‘HV§" - aﬁ 6{ 77/5) f/z /,w atu M = ‘-Pp,gu + T, (264)
donde hemos definido las siguientes cantidades:
— 67704 — 3%
Ou = Mo — Aap 0€, T8> V=—-Aw—- ot M- (2.65)
Realizamos ahora el siguiente célculo:
Iy 0*1a Ona Ong
T N — Ao — Agg i T8 2.66
afy 2 ﬂagﬂaéjnﬁ B 85“ 8£V ( )
Y de aqui obtenemos:
9y _ Opy O Ong Ona Ong
- =Aw — Ay — A= + Aag =
%, ot " P96, 06, " "’ 0¢, B¢,
R Ona O Msa Ona Ons e, 877a (2.67)

3¢, 66, | B¢, d6, ™ aE, *Pog,
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Definimos corchetes de Lagrange respecto a la variable n a las siguientes
cantidades:

877& 877;9
&} = 2 2.68
Con esta definicién lo anterior se escribe:
a(p” Opy _ 7
afy aé-u - 7[“1 {5#7611} N (269)

Vamos a demostrar que los corchetes de Lagrange est4n relacionados con los
corchetes de Poisson:

0ng 0 0&, 0
{§;u éu}n [é-mgp]n = azu aZf 7aﬂa7£7: 6§p7 o =

Ong O
= 6a07a6'70'raz.3 gp =

v

_ 677;3 afp _ 8777' aé.p _
= Ggpat = g =t (270)

Si la transformacién es canénica

{gmgu}n Yup = 6p1/- (2.71)

Multiplicando esta ecuacién por 7,, obtenemos:

{£;u Eu}n YupYop = {fuy é-u}n 5;10 = {gmgu}fl = Yov- (272)

Antes de proseguir es interesante ver que una condicién necesaria y suficiente
para que la transformacion sea canonica es que {£,,&,}" = 75,

Hemos demostrado la condiciéon necesaria, demostremos que si lo ante-
rior se verifica entonces la transformacién es canénica. Esto es trivial de
demostrar; usando (2.70) obtenemos que [¢,,&,]" = 7., y por tanto la trans-
formacion es canoénica.

Sustituyéndo (2.72) en (2.69) obtenemos:

Opu  Op, _ _ _
%~ ag, = =0 @)

Esto significa que existe una funciéon F(,t) tal que:

OF

= 3e (2.74)
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De esta forma hemos conseguido obtener una nueva relacién para la fun-

cién p,. Veamos ahora como hacer lo mismo para la funcién ¥; para ello

calculamos

a_‘p;i_a_\ll Y 37]«1 _ anaanﬁ
ot €, Potae, o, ot

OnaOng _y Ons Ona _

ot 6¢, P0¢, ot

3277 Ona Onp _

Ao pgpe, 1+ A 5r e, =

8770 377ﬁ n
= Ot = t; . 2.75
Al ser una transformacién canénica, tenemos que:
: OH oK
= Yoo, o = —_— 2.76
o = Yap 9%, e = Yas 5 (2.76)

donde K representa el nuevo hamiltoniano en términos de las nuevas coor-
denadas 7. De esta tltima expresiéon deducimos lo siguiente:

0K 877,1 OH 1,

Na = YaBa— 877 f Yoo 6{0 + E =
3% aK 8na 8H
e, OB O 0F 9.
ot ~ Pon, o, ™ ae, @77)
Sustituyendo esta expresion en (2.75) obtenemos:
Opy 0¥ _ O OH Oms OK 15 _
ot o, 08¢, ¢, *Pog, T T on, P ae, T
_ 0H 0K 7],3 _ O0H 0K ng _
= b hepe g, B, = O dg, + ans0,
OH 0K 0
= ——+— -H+K 2.78
06, ' BE, 0%, = : (278)
Finalmente obtenemos de (2.74):
0 Opy _ 0 oF
- & 2.
0= agu(‘ll H+K)- % " 5, (\Ii H+ K (%) (2.79)

Es decir U~ H+K —2 es una funcién solo de ¢. F viene definida por (2.74), es
decir que esté determmada salvo una funcién arbitraria de ¢t. Podemos tomar,
por tanto, una funcién de ¢ tal que se verifique que

oF

U-H+K="7 (2.80)
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Por altimo sustituimos en (2.64) los valores obtenidos para ¢, y para U:

. . OF : oF
)\m,fuf,, - /\u,ﬂ’]lﬂ},, = a—fufu +H—-K+ E (281)
y de aqui obtenemos
. . dF
()‘uug,ufl/ - H) — ()\uununu - K) = E (2'82)
Ademas habiamos obtenido las siguientes ecuaciones:
oF I
Ou = 7 =Awbs — Aap N8 (2.83)
I aé-u i agﬂ
oF on
U = K4+ —=-)\,,—%n,. 2.84
H=Kt 5= =g (284

Si n(&,t) es una transformacion canénica, de la ecuacién (2.83) podemos
encontrar la funcién F, llamada funcidn generatriz de dicha transformacion,
salvo una funcién arbitraria de ¢. Conocida la funcién F, la ecuacién (2.84)
nos permite encontrar el hamiltoniano K, salvo una funciéon de ¢, que es
irrelevante ya que no interviene en las ecuaciones de movimiento que se de-
rivan de él. De esta forma asociamos una funcién, la funcién generatriz, a
cada transformaciéon canoénica que, ademéas, nos permite calcular el nuevo
hamiltoniano. Las ecuaciones anteriores las podemos contemplar en el senti-
do inverso, es decir, supongamos una funcién arbitraria F'(£,t), la ecuacién
(2.83) representa un sistema de ecuaciones diferenciales para las funciones
n(€,t) que nos permiten calcular la transformacién canénica asociada con
dicha funcién; y de nuevo la ecuacién (2.84) da el hamiltoniano. En este ca-
so, al contrario que lo anterior, para cada funcién F' no obtenemos una sola
transformacion canénica ya que las ecuaciones (2.83) para las funciones 1 no
son lineales. Es decir a cada funcién F' le puede corresponder més de una
transformacién canénica.

Si la transformacién canénica no depende explicitamente de ¢ (%”ti =0),
lo mas simple es suponer que la funcién F' tampoco depende explicitamente
de t. En este caso obtenemos que H = K.

Es interesante escribir las ecuaciones (2.82)-(2.84) en términos de las va-
riables (g,p). Las variables correspondientes a 7 las denominaremos (Q, P).
La ecuacion (2.81) se escribe:

((jupu - H) - (Q#Pu - K) = % (2.85)
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Ahora podemos ver méas claramente el significado de la expresion de partida
(2.60): cada uno de los sumandos de la parte izquierda de la expresién anterior
es el lagrangiano obtenido a partir de cada uno de los hamiltonianos corres-
pondientes. Como ambos nos dan las mismas ecuaciones de movimiento, las
funcionales de accion correspondientes han de ser iguales salvo la derivada
total con respecto al tiempo de una funcién F' que al calcular la integral de
accién se anulara en los puntos inicial y final de la trayectoria del sistema:

5/; (G —H)dt—é/: (QuP.—K)dt=36 mdE L sE

ta _
t1 — V¥

11 dt
(2.86)
La ecuacion (2.83) se escribe:
0Qa oF 0Qq OF

_Kap 07 _Kap O 2.87
pu aqﬂ 6(]“ apﬂ ap# ( )

Finalmente escribimos la ecuacién (2.84):

0Q4 oF
-H+ K- —PFP,=—. 2.

TR e T (2.88)

2.7 Clasificaciéon de la funcién generatriz

Hemos visto como podemos asociar a cada transformacién canénica una fun-
cién F'. También podemos verlo a la inversa, es decir, dada una funcién
arbitraria F' encontramos una transformacién canénica resolviendo las ecua-
ciones diferenciales (2.83). Vamos a ver en esta Secciéon cémo imponiendo una
condici6n adicional podemos simplificar las ecuaciones diferenciales (2.83) y
clasificar parcialmente la funcién F.

Supongamos que la transformacién canoénica que nos pasa de las coordena-
das (g, p) a las coordenadas (@, P) es tal que las cantidades (g, Q) constituyen
un sistema de 2n cantidades independientes entre si. Veamos un ejemplo: sea
la transformacién Q, = —pa, P. = go- Es facil ver que esta transforma-
cion es canoénica y que la funcién generatriz, resolviendo (2.87) es F' = gq,p,,.
Las cantidades (g, @) en esta transformacién forman un conjunto de 2n can-
tidades independientes, lo mismo que (p, P). Por tanto vamos a considerar
ahora las transformaciones canénicas para las cuales las cantidades (g, @), o
(g, P), o (p,Q) o (p, P) son independientes. Esto dara lugar a cuatro tipos
diferentes de transformaciones y por tanto cuatro tipos de funcién F. Sin
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embargo puede ocurrir que una transformacién no pertenezca a ninguno de
estos tipos o0 que pertenezca a mas de uno a la vez, como hemos visto en el
ejemplo anterior.

Supongamos, por tanto, una transformacién canénica

Ga = Qa(Q’Pa t), Po= pa(QaPa t), Qa= Qa(p,q,t), Po= Po(p, g, 1),
(2.89)
tal que las cantidades (g, @) son independientes entre si. La tercera ecuacion
la podemos invertir obteniendo:

Pa = Pa(¢, @, 1) (2.90)
Sustituyendo lo anterior en la funcién F":
F(g,p",t) = F'(q,Q,1). (2.91)

De esta relacion obtenemos las siguientes derivadas:

OF' OF OF 0p, 9F' _OF 0op,

9 % O OF OBy 2.92
04, 0a apu 0q 0Qq ap,u 0Qq ( )
Por otro lado como ¢, @ son independientes
0Qq 9Qa | 0Qq Op,
=0= —k, 2.93
9gp dgs  Opu Ogs (293)
Usando (2.87) en estas ecuaciones obtenemos:
OF' OF 0Qp _, Op, OF 0Qg
=____P_”_=—+ P:a 2.94
aqa 8‘104 apu ? aQa aq«m a(Ia p=P ( )
g OF! oQ op}, oQ
F 8 p OP 5
- — Py—F — _ = =-P,. 2.
50. ~ Op, P0Q. ~ 0Qa 0= CetFb="Fe (295)

Al suponer la independencia entre ¢ y @ vemos que las ecuaciones (2.87)
se reducen a las ecuaciones (2.94) y (2.95) que son mucho maés sencillas.
Partiendo de una funci6n arbitraria F(g,Q,t), de (2.94) obtenemos p como
funcién de ¢, Q y t. Invirtiendo estas funciones obtenemos @ como funcién
de ¢,p y t. Finalmente P viene dado por (2.95) con lo que obtenemos la
transformacion canénica asociada a la funcién F! de partida. El hamiltoniano
K lo determinamos a partir de (2.88):
OF OF' OF' 0Q, OF" 0Q. OF!

o = o Tog. o ot lea & K=HIT (29
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Lo anterior lo podiamos haber obtenido de una forma més sencilla a partir
de la expresion (2.85):

. OF' . OF' .  OF
(4upu — H) = (QuPy - K) = 5t aQ”Q“J’ 5 (2.97)

Multiplicando por dt¢ y teniendo en cuenta que las variables independientes
son ¢, y t obtenemos las ecuaciones (2.94)-(2.96).

Lo anterior constituye las transformaciones canénicas de tipo I. Conside-
raremos ahora las de tipo II para las cuales las cantidades independientes son
q y P. Como antes suponemos que de (2.89) obtenemos p y @ como funcién

de ¢, P y t. En este caso partimos de la funcién F” definida como:
F*(q,P,t) = F(q,p(q, P, 1), 1). (2.98)

Usamos la expresion (2.85), teniendo en cuenta que las variables indepen-
dientes son ¢, P y t:

i1~ (240 + 228, 92V b,k -
= ‘gjqﬂ + gi: B, + aftz. (2.99)
De esta expresién obtenemos:
oG, - % =0, = n=p Q) (100)
—g%:Pa— gg: =0, = Q.= 0(193 (F? + QaP), (2.101)
~H+K- agtapa - %F; =0, = K=H+ ;(F2 +QuP). (2.102)

Definimos ahora la funciéon F?2:
F(q,P,t) =F + QoPa (2.103)

que serd la funcién generatriz de las transformaciones de tipo II. Vemos
que F? la obtenemos mediante una transformacién de Legendre de F!. Las
ecuaciones son:

_ OF? OF? OF?

Q;rtﬁ, K=H+—-. (2.104)
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Dos transformaciones importantes que pertenecen a este tipo son la trans-
formacion identidad, cuya funcién generatriz es F? = g,P,, y las transfor-
maciones puntuales generadas por la funcién F? = f,(g,t)P,.

Las transformaciones de tipo III y IV se obtienen de la misma forma que
las anteriores.

2.8 Familia continua de transformaciones cano6-
nicas

Vamos a considerar ahora una familia de transformaciones canénicas conti-
nuamente conectadas con la identidad y dependientes de un parametro 6.
Tomaremos el parametro de tal forma que la transformacion identidad co-
rresponda a = 0. Supongamos que la familia de transformaciones viene
descrita por:

o = &a(€°,1,0). (2.105)
Hemos cambiado la notacién usada hasta ahora; las coordenadas de partida
las denominaremos ahora £, y las coordenadas nuevas seran &,. El motivo de
este cambio quedard mas evidente al final de la Seccién. Para cada valor del
parametro 6 tenemos una transformacion canoénica a la que podemos asociar
una funcién generatriz F'. Es evidente, por tanto, que dicha funcién dependera
de 0, ademés de las coordenadas de partida £ y de ¢. La transformacién
inversa es:

€a = &l(&1,0). (2.106)
La dependencia en @ de las transformaciones anteriores no puede ser arbi-
traria ya que estamos imponiendo que todas las transformaciones deben ser
canonicas. Queremos por tanto obtener cual es la condicién que ha de verifi-
car la familia de transformaciones (2.105). Para ello partimos de la condicién
de transformacién canénica (2.83):

0&q oF

Ay = Aag 8_§9§ﬂ = 5—52

(2.107)

Derivando esta expresion con respecto a 6 obtenemos:

— 5, Ka0 06 OF _
0 = tosgesan T oge00" T Bevan
aga agﬂ A 8{5 8501 0 (/\ aga )+ O°F

o600 *oe0 00 T g1 \"*"20 ) T oeoon

06, 06 0O (/\ O 8F)

"0 9¢0 96+ oeg \** 26 T 20
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650: aé‘ﬁ

= o555 50 6507 (2.108)
donde hemos definido una nueva funcién:
— o0& oF
0 = ) -
G(€ atu 0) - /\a5 0 §ﬂ + o0 . (2109)
Multiplicamos lo anterior por Z—g%:
0 aag“a G 0¢° 0 oG a¢°
0 = 2 206 _Oﬁ:%ﬁ W20 0%
0¢) 98, 00 9E), 08, 08  0&) ¢,
ag,, 8G €9
= . 2.
+ = 960 %, (2.110)

Multiplicamos ahora por 7,,, y teniendo en cuenta las propiedades de la
matriz I, obtenemos

- agﬂ 0G o5 _ Og 9GO _
0 = YvBYva a7, 90 ’)’ucx §0 af,, 55& 30 Va 50 66’
0¢, oG afu

39“*‘ vy f0 3&,. (2.111)
Definimos:
G(§1,0) =G(E(&,1,0),4,0) (2.112)
y, entonces, (2.111) se escribe:
o oG
89 ’}’aua—gu. (2113)

Esta es la ecuacién diferencial que ha de verificar la familia de transforma-
ciones para que todas ellas sean canodnicas, siendo la funcién G la funcién
generatriz de dicha familia. Podemos partir de una funcién arbitraria G y
obtener la transformacién canénica resolviendo las ecuaciones diferenciales
anteriores. Para obtener una solucién necesitamos una condicién inicial £°
que representa las coordenadas de partida. La solucién, por tanto, describe
la “trayectoria” £(0) que siguen las coordenadas a partir de la condicién inicial
mediante la serie de transformaciones.

Es interesante notar que la ecuaciéon (2.113) es formalmente idéntica a
las ecuaciones canodnicas del movimiento. Es decir, el desplazamiento por
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.\g@.)‘\

Figura 2.1: Familia continua de transformaciones canénicas como "trayecto-
s n
rias

las trayectorias que el sistema sigue en el espacio de fases es equivalente a
sucesivas transformaciones canénicas cuyo paradmetro es el tiempo ¢ y cuya
funcién generatriz es el propio hamiltoniano.

Veamos un ejemplo de lo anterior: sea una funcion G = —&; + %f%; quere-
mos obtener la transformacién candnica que genera. Para ello escribimos la
funcién en términos de ¢, p y resolvemos las ecuaciones (2.113):

G=-Q+ %PQ, (2.114)
4@ _ 96 _ dP __9G _
=3 P, =90 1. (2.115)

Es trivial encontrar la solucién de estas ecuaciones diferenciales:
1
Q:b+a9+§92, P=a+4, (2.116)

donde a y b son constantes de integracién. Identificamos ahora las condiciones
iniciales (6 = 0) con las coordenadas originales (g, p) y obtenemos:

Q=q+p0+%92, P=p+0, (2.117)

que es la familia de transformaciones candnicas generada por la funcién
(2.114).



2.9. SIMETRIAS Y LEYES DE CONSERVACION 57

Finalmente vamos a demostrar que cualquier funcién G(&, ¢, 6) genera, a
través de las ecuaciones (2.113), una transformacién canénica, es decir que
&(0) esta relacionado con la condicién inicial £° mediante una transformacién
canoénica. Para ello demostraremos que:

(62,6 = yas. (2.118)

. 4 L.
Definimos {gg,gg} = fap(£°,0). Como las coordenadas £° son canénicas la
funcion anterior verifica que fos(£°, 0) = 745. Veamos como varia esta funcién
respecto de 6:

0fas E(% %)_ﬁ_(aﬁ %+%ﬁ_< Qf:)
86~ 06 \ogd " aey) T aeg \ a0 7“”) 8¢y " g2 o¢% \ ™ 5g
0 (8G\og, 08 0 (0G

s (5c) 55 - ooy (52
8 (8G 38, . 0G 8%, 0 (8GaE,\ G &%, |
& (558?2) ©06,0600¢5 [6_55 <5E¥> - a_@aﬁgafg] B

&3
(2.119)

006 _ 538 _
9 Oy DEFOEY

Como la funcién f,s no depende de 6 tomara el mismo valor que el corres-
pondiente a § = 0, y por tanto la transformacién es canénica para cualquier
valor de 6.

2.9 Simetrias y leyes de conservacion

En esta Seccién vamos a desarrollar lor resultados que se extraen de las
ecuaciones obtenidas en la Seccién anterior. Para ello consideremos, primero,
una variable dindmica arbitraria R(&,t) y veamos cual es el efecto que sobre
ella tiene una familia de transformaciones canoénicas con pardmetro 6:

dR  ORd¢ OR 0G

—=—=t=—y —~ —[R Q. (2.120)

dg 0§, do 0, 70,
Esta ecuacién diferencial la podemos usar, conociendo la funcién G, para
obtener la dependencia respecto de 6 de la funcién R. Formalmente la solucién

€es:
dR 1 (dR\ ,, 1 (dR) ,
k@) = Rﬂ““(@)f*ﬂ(ﬁ)f +§(W)09 o=
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1

= Ro+[R, Glof + [[R, G, Glob” +
: !

3!

Si R es el hamiltoniano

+5[([R, G, G, Glo6® + - -- (2.121)

dH
— =[H,G]. 2.122
o =H,G] (2122)
Si H es invariante bajo la transformacién, entonces su derivada con respecto
a 0 es cero y obtenemos:
oG dG
0=[H,G=———, 2.123
[#,G]= 2~ — (2.123)
si, ademas, G no depende explicitamente de t, entonces G es una cantidad
conservada. Por ejemplo, si la coordenada gz es ciclica, es evidente que el
hamiltoniano es invariante bajo las transformaciones:

Qo =qo+00as,  Pa=D0 (2.124)

cuya funcién generatriz la obtenemos a partir de las siguientes ecuaciones:

d oG d 0G
Ho_gpg=22, Px_g-_ (2.125)
dé OPa de 044
La solucién de lo anterior es: G = pg, que es una cantidad conservada.

Es interesante ver también la forma que toman las ecuaciones cuando con-
sideramos una transformacioén canénica infinitesimal. En este caso tenemos:

o~ & +0X,(£%1). (2.126)
Sustituyendo esta ecuacién en (2.113) obtenemos a primer orden

oG oG

Xo= ’Yaﬁ% = %‘ngg’

(2.127)

donde ahora la funcién G, al orden considerado, es una funcién de las coor-
denadas de partida £°. De esta forma obtenemos

oG
~ £0 il
o =&, + 07 o€y’ (2.128)

Estas ecuaciones en términos de las coordenadas (g, p) se escriben:

oG oG
a = (o a0 a = Pa— U5 2.
Qo ~ ¢o+0 o Py~ po—0 50 (2.129)
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Las expresiones anteriores las podemos obtener también usando una trans-
formacién candnica “cercana” a la identidad. habiamos visto que la trans-
formacién identidad era generada por una funcién de tipo II: F? = g,P,.
Podemos ver cual es la transformacién generada por la funcién:

F? = q,P, +60G(q, P). (2.130)
Con esta funcién la transformacion es:
OF? oG
a = = Pa 9 —_—
P aQa * 6‘]0
OF? oG
Qo = o5, =t 9 R (2.131)

A primer orden estas expresiones coinciden con (2.129).
De (2.121) vemos que a primer orden la variacién de una variable dindmica
viene dada por:

§R=R(9) — Ry~ 0[R(£° 1), G(€%,1)). (2.132)

Si consideramos el hamiltoniano obtenemos que para una transformacién
infinitesimal su variaci6n es:

§H=0[H,G)]. (2.133)

Como antes, si el hamiltoniano es invariante G es una constante del movi-
miento. Veamos un ejemplo: supongamos un sistema con 3N grados de liber-
tad y tomamos como funcién generatriz de una transformacién infinitesimal
la definida por:

N
G =3 (wips, —¥ipi,) = L. (2.134)
=1

La transformacion a la que da lugar es:

/

o= om0y, yi=yitOn,  z=2,
v, = pi, —0pi,, D, =pi, +0p;,, D, =pi  (2.135)

iy

Y

Esta transformacién corresponde a un giro alrededor del eje z. Si el hamil-
toniano es invariante frente a esta rotaciéon, la cantidad conservada es la
componente z del momento angular. En general si tomamos en este sistema
G = I 7 la transformacién que origina es una rotaciéon alrededor de un eje
determinado por el vector unitario 7. En este ultimo caso la variacién de una
variable dindmica en este sistema viene dada por:

SR=0[R,l-) (2.136)
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Si consideramos una variable vectorial cada una de sus componentes se trans-
formara segtin la expresién anterior, es decir:

§F=0[F,[- 7). (2.137)

Ahora bien, si contemplamos la transformacién desde el punto de vista activo,
es decir, que el espacio de fases no cambia sino que la transformacién canénica
manda un punto del espacio de fases a otro punto del mismo espacio de fases,
entonces, frente a un giro el cambio que experimenta un vector F viene dado
por:

§F =07 x F. (2.138)
Igualando las dos expresiones anteriores obtenemos:
[F,l-@l=fAxF =  [F,l]=epFx (2.139)

En esta expresion la referencia a la transformacién canénica de partida ha
desaparecido y es util para obtener el valor de ciertos corchetes de Poisson en
lugar de calcularlos por evaluacion directa. Si en lugar de tener una funcién
vectorial hubieramos tenido un escalar, como bajo rotaciones no cambia, en-
tonces el corchete anterior seria cero. Esto se puede aplicar cuando la funcién
vectorial es el propio momento angular:

GU-dl=axl = [lyh]= ek (2.140)
o cuando es el médulo del momento angular:

(13,77 =0. (2.141)

2.10 Teorema de Liouville

Consideremos un sistema formado por muchas particulas, por ejemplo, un
gas. El nimero de particulas en un volumen medio es de unas 10%° lo que
hace imposible el estudio de la dindmica de dicho sistema. La mecénica esta-
distica nos permite calcular ciertas magnitudes medias del sistema mediante
el estudio de un conjunto estadistico de sistemas. Cada sistema es un punto
en el espacio de fases cuya evolucién viene determinada por las ecuaciones ca-
noénicas. Inicialmente todos los sistemas del conjunto estadistico constituyen
un volumen en el espacio de fases, vamos a demostrar que dicho volumen no
cambia cuando el sistema evoluciona temporalmente. Para ello consideremos
un sistema cuyas coordenadas en el espacio de fases vienen dadas por &,. El
volumen de cualquier regién arbitraria del espacio de fases viene dado por:

J=/"‘/ (d§) = // dq1dgs - - - dgndp1dpy - - - dpy,. (2-142)



2.11. PRINCIPIO DE MINIMA ACCION 61

Si realizamos una transformacién canénica a unas nuevas coordenadas 7, el
elemento de volumen se transforma, con el valor absoluto del jacobiano de la
transformacion:

9a

ons

Si la transformacién es canonica, entonces, segin (2.59), el valor absoluto
del jacobiano es 1 y por tanto los dos elementos de volumen son iguales: el
volumen no cambia al realizar una transformacién canénica.

Como la evolucién con respecto al tiempo de un sistema en el espacio
de fases se puede considerar como una transformacién canénica, un volumen
arbitrario en el espacio de fases no cambiara con el tiempo. El nimero de
puntos que constituyen el conjunto estadistico tampoco cambia con el tiempo.
Es decir la densidad de puntos D del conjunto estadistico es independiente
del tiempo:

(d€) = |5 (dn) (2.143)

dD oD
E_O = [D’H]__E

que es lo se conoce como el teorema de Liouville.

(2.144)

2.11 Principio de minima accién

Habiamos visto que las ecuaciones de Euler-Lagrange las podiamos derivar de
un principio variacional: el principio de Hamilton. En dicho principio calcula-
bamos la variaciéon de la funcional de accién cuando variabamos la trayectoria
en el espacio de configuracién. Las ecuaciones canoénicas del movimiento las
podemos derivar, a su vez, de un principio similar pero considerando las va-
riaciones en el espacio de fases. Asi, tomando variaciones de la funcional de
accion

¢ ¢
§I =6 / *(Gopa — H(g,p,t))dt =8 [ Ft, (2.145)
t1 t1
teniendo en cuenta que nuestras variables en el espacio de fases son (g, p)
obtenemos
d (OF OF d (OF OF
el I — =) -==0. 2.146
dt (34,1) 044 0, dt <0pa> OPa ( )

Es facil comprobar que las ecuaciones canénicas se obtienen de (2.146).

Al aplicar el principio variacional anterior hemos supuesto que las trayec-
torias en el espacio de fases no variaban en los puntos inicial y final, igual
que cuando derivabamos las ecuaciones de Euler-Lagrange. En el caso de
Lagrange esto implicaba las ecuaciones (1.45) y en nuestro caso esto supone
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que para t; y ¢ se ha de verificar que dg, = dp, = 0. Aunque parece que te-
nemos que imponer més condiciones que en el caso anterior, no es asi ya que
estas condiciones las imponiamos, en el caso de Lagrange, para eliminar los
términos que, fuera de la integral, dependian de la derivada del lagrangiano
con respecto a g,. En este caso, como el integrando en (2.145) no depende
de p, no necesitamos imponer la condicién de que dp, = 0.

Un principio que est4 ligado con el hamiltoniano es el llamado Principto
de minima accidn: para un sistema cuyo hamiltoniano no depende explicita-
mente de ¢ se verifica que

t
A /t  Gapedt = 0, (2.147)
1
donde la variacién A es la variacion total definida en (1.56), con la condicién
de que en los puntos inicial y final Ag, = 0y que el valor de H es el mismo en
todas las trayectorias, tanto en la fisica como en las obtenidas por la variacién
de ésta. La primera condicién significa que todos los caminos tienen el mismo
punto inicial y final pero son recorridos en tiempos diferentes.

Habiamos visto anteriormente que la variacién de la funcional de accién
era (ecuaci6n (1.59)): ’

t2

t
Al = A Lit= (L _ a—_an) at+ 2L g,
t1 8q01 aqa 11

= —HAt+pAgal . (2.148)

Imponiendo las condiciones anteriores obtenemos que
Al = —H(ty — ). (2.149)

A partir de este resultado obtenemos:

t2 t2
A/ GoPadt = A [ (L+ H)dt = AT+ H(ty — t,) = 0, (2.150)
i1 t1
con lo que queda demostrado el principio.
Si las ecuaciones que definen las coordenadas generalizadas no dependen
de ¢, entonces la energfa cinética T es cuadratica en las velocidades genera-
lizadas y ¢opa = 2T y el principio de minima accién se escribe como:

t2
A [ Tdt=0. (2.151)
t1
Sino acttia ninguna fuerza exterior sobre el sistema T se conserva y lo anterior

se convierte en:
A(ta —t1) =0. (2.152)
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Esta ecuacién nos dice que de todas las trayectorias que el sistema puede
recorrer, todas ellas con el mismo valor de la energfa, la que sigue el sistema
es la que el tiempo que invierte en ir de un punto a otro es el menor.
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Capitulo 3

ECUACION DE
HAMILTON-JACOBI

3.1 Introduccién

En el Capitulo anterior hemos visto como la evolucién de un sistema con el
tiempo en el espacio de fases constituye una transformacién canénica. Es de-
cir, que la relacién que hay entre las condiciones iniciales en el espacio de fases
en un tiempo ty y los valores que toman las coordenadas en un tiempo arbitra-
rio ¢ es una transformacién canénica cuyo generador infinitesimal es el propio
hamiltoniano. Si esta transformacién la contemplamos a la inversa, es decir,
la transformacién que nos proyecta las coordenadas en un tiempo arbitrario
con las condiciones iniciales encontramos una transformacién para la cual las
nuevas coordenadas son constantes: las condiciones iniciales del movimien-
to. Al ser constantes las nuevas “coordenadas” significa que el hamiltoniano
asociado es también constante. Si conseguimos realizar esta transformacion
canénica hemos simplificado totalmente el problema ya que en las nuevas
coordenadas el movimiento est4 completamente resuelto: las trayectorias son
constantes. La dificultad estriba en conocer cual es la funcién generatriz F
que realiza dicha transformacién. Existen varios métodos para encontrar di-
cha funcién, todos ellos dan lugar a la misma ecuacién diferencial que ha de
satisfacer la funcién generatriz: la ecuacidn de Hamilton-Jacobi.

3.2 Funcioén principal
Consideremos el movimiento del sistema en el espacio de configuracién, y

supongamos que realizamos pequefas variaciones o desplazamientos de las
coordenadas que sigue el sistema, similar a lo que hicimos en la Seccién 1.4.

65
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La variacién que obtenemos del Lagrangiano es:

oL oL d
L=_— o - .a=.a a a 'oz:_ 204n)- .
) o oq +3qa 0 = Pa 0¢a + Pa 64 o (Padqa) (3.1)

Si integramos esta ecuaci6n entre dos puntos, inicial y final, de la trayectoria
que sigue el sistema obtenemos:

t
" SLdt = pLoqk — ploq- (32)
to

Como la variacién que estamos considerando es a tiempo constante esta ex-
presién la podemos escribir también como:

t1
0, Ldt=Ppadq—padds. (3.3)

Cuando las variaciones son cero en los extremos recuperamos el principio de
Hamilton. ‘
Introducimos ahora la funcidn principal S como la integral:

t1
Ldt (3.4)
to
tomada a lo largo de una trayectoria y expresada en términos de las coorde-
nadas inicial y final y de los tiempos inicial y final:
S = S(q13q07tlat0)' (35)

Para construir esta funcién realizamos lo siguiente: supongamos que conoce-
mos la trayectoria que sigue el sistema:

da = QQ(qO)q07t0at) (36)
que nos describen la trayectoria en términos de las condiciones iniciales.
Cuando las sustituimos en la integral anterior obtenemos:

t1
Ldt = E(qo;qo,tmtl)- (37)

to

Por otra parte las expresiones para las coordenadas finales son:

7 = qa(¢°, % to, 11). (3.8)

Estas expresiones las podemos invertir para expresar ¢° en términos de ¢°, ¢*, t,
y t1, que al sustituirlo en = nos da, finalmente la funcién S.
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Vamos a considerar ahora cémo la funcién S varia respecto de sus 2n + 2
variables. Para ello primero tomaremos variaciones que dejen ¢, y ¢; fijos. En
este caso, de (3.3):

t
55 =06 [ Ldt=pLogk — plsc’. (3.9)
to

Consideremos ahora variaciones respecto ¢;. De (3.7) obtenemos:

= 1
o= _ 0504 05 510

B= ) =50 =g on o

y de esta expresion:

oS .
% = L1 —p;q; = —H(tl) = —Hl. (311)
1
Haciendo lo mismo con %, obtenemos:
oS
=~ — H.. 12
o, Hy (3.12)

Finalmente obtenemos que

dS = padq, — podgg — Hidty + Hodto. (3.13)

Esta expresién demuestra que el estado final del sistema no es una funcién
arbitraria del estado inicial: sélo son posibles aquellos movimientos para los
cuales la expresién anterior es una diferencial exacta.

El conocimiento de la funcién S puede ser muy valioso ya que nos pro-
porciona directamente la solucién al problema dinadmico del sistema. Consi-
deremos, por ejemplo, las ecuaciones

oS

=70 .14

Estas n ecuaciones podemos invertirlas y obtener ¢} como funcién de ¢°, p°, ¢
y t1. Como ?; es totalmente arbitrario, lo anterior constituye la integral de
las ecuaciones de Lagrange. De la misma forma las ecuaciones

0S 1

— =p,. 3.15

dqL Do (3.15)
junto con las anteriores constituyen la solucién general de las ecuaciones de
Hamilton.
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Veamos ahora algunos ejemplos. El primero que consideraremos es una
particula de masa m sometida al campo gravitatorio g. El movimiento viene
determinado por:

1
T=z9+v0,(t—t0), Y=1yo+vo,(t—1t)— Eg(t—t0)2. (3.16)
En este caso podemos calcular directamente la funcién S:
arl o,
S= bm(x +9°) - mgy} dt. (3.17)
to

Sustituyendo (3.16) en la integral obtenemos:

1 1
S =m {—(Ug,, +ug )t —to) + ggz(tl — t0)°—

2
—vo,9(t1 — t0)* — gyo(t1 — to)} : (3.18)
Finalmente sustituimos los valores de las condiciones iniciales:
_T1— g y1—Y% , 1
Vo, = ) vy, = ——— + =g(t1 — ¢
Oz t — to 0y t — 29( 1 0)

y obtenemos el valor de la funcién S:
5 = m{(xl —20)* + (y1 = )°
2(t1 —to)

~ 50t~ 1)’} (319)

El otro ejemplo que vamos a considerar es el del oscilador arménico. En
este caso la ecuacién de movimiento es:

1
- Eg(tl —t0)(y1 + v0)—

T =zgcosw(t —tp) + 1—0 sinw(t — to). (3.20)

Siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo anterior obtenemos:

mwIoTy

1
S = imw(zl + x0)% cot w(ty — tg) — (3.21)

sinw(tl - tg) '

3.3 Propiedades de la funcién principal

Veamos ahora algunas propiedades generales de la funcién principal S. Si
L no depende explicitamente del tiempo, entonces H es una constante del
movimiento y de la ecuacién (3.13) obtenemos:

dS = padq, — pdgy — Hid(t, — to). (3.22)
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Por tanto la funcién S, en este caso, depende de (t; — t5).

La solucién de las ecuaciones de Hamilton dada mediante las ecuaciones
(3.14) y (3.15) expresan ¢! y p' en términos de los 2n parametros ¢° y p°.
Supongamos que introducimos un nuevo conjunto de 2n pardmetros ug, va,
funcién de los anteriores y que verifican la siguiente condicién:

Vadug = p2dgl. (3.23)

(Esta condici6n es verificada cuando los nuevos parametros se obtienen me-
diante una transformacién de coordenadas: u, = u,(q°), siendo las v los
momentos correspondientes). Expresemos ahora la funcién S en términos de
los nuevos parametros:

Sl(uaqlat07t1) = S(q07q17t07t1)' (324)
De las ecuaciones
0,0 0 as 0/ 0 1
ua‘_‘ua(q D )7 pa:_aqo =pa(q g ,to,t1), (325)
. (o3

podemos expresar ¢° y p® en términos de u,q',t, y t;. Por otra parte es
evidente que p' obtenido a partir de (3.15) ha de ser lo mismo si usamos S
o §'. Efectivamente, usando (3.14) y (3.23) obtenemos

_ 88 83 as . aS

dS’ = dS=—""dq® + ==dq* + ——dt —dt; =
ST g et gy et gy ot gy,
oS oS oS
= —v,du, + —dqt + —dty + —dt. .26
Vo du +aq;dqQ+ato 0+3t1 1 (3.26)

s ! .
De aqui obtenemos que % y gf—l son iguales.
. i . ol . . ., . .
Consideremos ahora un sistema que admite trayectorias periddicas. Si la
orbita es cerrada, como los puntos inicial y final coinciden, entonces la forma

(3.5) se reduce a:
S=25(r) (3.27)

donde 7 es el periodo de la 6rbita. Ahora bien la forma de S no puede
depender de ¢° ya que podriamos haber tomado cualquier otro punto en la
misma trayectoria cerrada. Esto significa que S = S(7). De (3.13) obtenemos:

dS = —Edr (3.28)

donde E es el valor constante de la energfa para dicha 6rbita. Por tanto:

=22 2
E=-— (3.29)

Es decir, para las 6rbitas periddicas, la energia es una funcién sélo del periodo.
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3.4 Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Hemos visto cé6mo la funcién principal S nos lleva al conocimiento de las solu-
ciones de las ecuaciones de Hamilton. Veremos en esta seccién como obtener
dicha funcién. Primero, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
to = 0. Ademas supondremos que las 6rbitas del sistema vienen parametriza-
das, en lugar de por las condiciones iniciales (¢°, p°) por los parametros (u,v)
relacionados con los anteriores por la condicién (3.23). Es decir la funcién S
dependera de 2n + 1 parametros. En lugar de considerar ¢, lo sustituiremos
por t en general. Es decir:

S =S(q,u,t) (3.30)
y por tanto:
dS = padqy — vodu, — Hdt, (3.31)
" 0 0
S S e, B _m (3.32)

_ _va _ —_— =
Oy, ’ g, ot
habiamos visto que la primera ecuacién da la solucién a las ecuaciones de

Lagrange que junto con la segunda da la solucién a las ecuaciones de movi-
miento de Hamilton. Usando la segunda ecuacién en la tercera obtenemos:

oS oS 9S8 oS
‘é;‘i’H(qlaq%'”;qn:5q-1;8—q27"'78_qnat)_0' (333)

Esta es la ecuacion de Hamilton-Jacobi, que es una ecuacién diferencial en
derivadas parciales para la funcién S y constituye la base de una forma
general para encontrar las ecuaciones del movimiento.

Es sabido que la solucién general de una ecuacién diferencial en derivadas
parciales, como la ecuacion (3.33) depende de una funcién completamente ar-
bitraria. Para encontrar las ecuaciones de movimiento no necesitamos conocer
la solucién general sino que nos basta con lo que se denomina integral comple-
ta de la ecuacién que es aquella que depende de n + 1 constantes arbitrarias
de integraciéon. Debido a la forma de la ecuacién, una de estas constantes es
aditiva y la podemos tomar siempre como cero. Las otras n constantes son
los parametros v de los que depende la funcién S que son constantes ya que
dependen de las condiciones iniciales. La ecuacién anterior tiene una gran
variedad de soluciones completas diferentes. Demostraremos que todas ellas
conducen a la solucién de las ecuaciones canénicas de Hamilton: Supongamos
una solucion completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi dada por S(g, u,t)
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de clase C; y tal que el determinante

89S
—_— (3.34)
O0u,0ggs
es diferente de cero . Consideremos las ecuaciones
oS oS
== = —u,, — = Da, 3.35
Ot “ 0¢q . (3:35)
donde v, son constantes arbitrarias. Estas ecuaciones nos determinan
Qo = qa(u,v,t), Da =pa(U,Uat), (336)

que demostraremos que es la solucién de las ecuaciones de movimiento en el
espacio de fases. Derivando parcialmente la ecuacién de Hamilton-Jacobi con
respecto a u, obtenemos:

2 H 2
o5 (0H &5 _ (3.37)
Oua0t  Opg Oua0gg
Derivamos ahora la primera ecuacién de (3.35) con respecto a t:

s, &S
Buadt | Ouadgs ¥

= 0. (3.38)

Restando ambas ecuaciones obtenemos:

028 . 0H
m ((H; - %) =0. (339)

Ahora hacemos lo mismo pero derivando con respecto a gq:

%S L OH  OH o’s  _
09,0t  0qo  Ops 89a0gs

(3.40)

y derivando la segunda ecuacién de (3.35) con respecto a t:

o] 92S

Restando de nuevo ambas ecuaciones obtenemos:
0%S ( 8H> 0H
B

by = ———— |G — — | — =—. 3.42
P 04a0qps g Opg 0q (3.42)
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De las ecuaciones (3.39) y (3.42) vemos que las funciones definidas en
(3.36) verifican las ecuaciones de movimiento de Hamilton. Es decir el cono-
cimiento de una integral completa de las ecuacién de Hamilton-Jacobi nos
proporciona la solucién general de las ecuaciones del movimiento del sistema.

Para comprender mejor el significado de la funcién principal y de la ecua-
cién de Hamilton-Jacobi interpretemos la funcién S como la funcién genera-
triz de una transformacion canénica. Teniendo en cuenta las variables de las
que depende la funcién S, la transformacién canénica a la que da lugar seria
del tipo I (ver Seccién 2.7). Las ecuaciones de este tipo de transformaciones
vienen dadas por (2.94) y (2.95). Estas ecuaciones coinciden con (3.35). Es
decir u,, jugarian el papel de las nuevas coordenadas y las v, serian los nuevos
momentos. El nuevo hamiltoniano viene dado por (2.96):

oS

K=H+ 5 =0, (3.43)
ya que S verifica la ecuacién de Hamilton-Jacobi (3.33). Es decir, la fun-
cién principal genera una transformacion canénica de tal forma que el nuevo
hamiltoniano es cero. Por tanto las ecuaciones canénicas de las nuevas coor-
denadas y momentos son u, = 0, ¥, = 0, de donde resulta que son constantes,
como habfamos supuesto desde el principio (constantes relacionadas con las
condiciones iniciales mediante (3.23)).

Habiamos visto en la Seccién 2.7 que a partir de la funcién generatriz
de una transformacién canénica de tipo I podiamos definir mediante una
transformacion de Legendre una transformacién de tipo II. Si hacemos esto
mismo con la funcién S, de (2.103) obtenemos:

S(g,v,t) = S(q,u,t) + ugUa. (3.44)

La funcién S depende de los nuevos momentos y las ecuaciones que nos dan
las ecuaciones de movimiento son:

95 _ U, 95 = Da- (3.45)
Ovq 0qa

Como la funcién S es S mas una constante, verifica la misma ecuacién de
Hamilton-Jacobi (3.33) que la funciéon S. Luego para resolver el movimiento
del sistema a partir de la ecuacién de Hamilton-Jacobi es indistinto considerar
la funcién S o S y apartir de ahora las designaremos genéricamente como
funcién S . Una vez que encontramos una solucién completa que depende de
2n constantes, el considerar estas constantes como los nuevos momentos o las
nuevas coordenadas de la transformacién candnica que genera es totalmente
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irrelevante ya que en ambos casos dichas constantes estaran relacionadas con
las condiciones iniciales.

Consideremos un ejemplo: sea una particula bajo la accion de la gravedad,;
el Hamiltoniano es: H = % + mgy. La ecuacién de Hamilton-Jacobi en este
caso se escribe:

2 . 1 (8S\®

ZLi 1= =0. 4

8t+2m <6y> +mgy =0 (3.46)
Una solucién completa la obtenemos suponiendo S = —vt + W (y), donde

v es una constante que identificamos con el pardmetro del que depende la
funcién S. Sustituyéndolo en la ecuacion anterior obtenemos:

W= \/2m/\/v — mgy dy, (3.47)

cuya integraciéon nos da la funcién S:

2 /2
S =——4/= (v—mgy)®? —ut. 3.48
39\ m (v m9Y) (3.48)
Es interesante sehalar que para la obtenciéon de la expresién anterior hemos
supuesto el signo positivo para la funcién W o lo que es lo mismo para
el momento p. Ahora podemos obtener el movimiento usando o bien las
ecuaciones (3.35) o las (3.45). Usaremos las ecuaciones (3.45):
oS
p= 3 = V2m\/v — mgy. (3.49)

La derivada de S con respecto a la constante v nos da otra constante: u

08 2 2
u_%_——d-ﬁl—g—?\/v—mgy—t = u+t-—-1/m—g2\/v—mgy. (3.50)

De esta tltima expresiéon podemos obtener y como una funcién de ¢:

v 1

t) = — — —g(u+1)?% 3.51

() = - = Sou+1) (351)

y sustituyendolo en (3.49) obtenemos p (hay que tener en cuenta que he-
mos supuesto p positivo, lo que significa que al extraer la raiz cuadrada nos

tenemos que quedar con el signo positivo y que u + ¢ es negativo):
p(t) = —mg(u + t). (3.52)

Al imponer condiciones iniciales en ¢ = 0 obtenemos py = —mgu y yo =
v/mg— % gu?, que al sustituirlos en las expresiones anteriores nos da el movi-
miento del sistema: y = yo + 22t — % gt?. Es facil ver que si hubieramos usado
las ecuaciones (3.35) el resultado final seria el mismo.
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3.5 Funcién caracteristica de Hamilton

En la mayor parte de los problemas el Hamiltoniano no depende explicita-
mente del tiempo, y en este caso la ecuacién de Hamilton-Jacobi puede ser
simplificada. Suponemos que la funcién S tiene la siguiente forma:

S(g,v,t) = W(g,v) — vt (3.53)

donde la funcién W no depende de ¢ y la denominaremos funcion caracte-
ristica de Hamilton. Con esta suposicion la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi se

reduce a:
H( 6—W) =y, = E. (3.54)

La primera de las constantes v de las que depende la funcién S es el propio
hamiltoniano, que es constante ya que no depende explicitamente de ¢, y que
puede coincidir con la energia E.

Antes hemos considerado S como la funcién generadora de una trans-
formacién canénica y habiamos visto que el hamiltoniano transformado K
era cero. Ahora podemos considerar la funcién W como generadora de otra
transformacioén canénica, que como en el caso anterior, serd de tipo II. En
este caso las ecuaciones de la transformacién son:

oW oW

Do = %7 U = :9’1}—&' (3.55)

Es decir, como antes, las coordenadas (g, p) son transformadas en las coorde-
nadas (u,v). Como la transformacion es independiente de ¢ los hamiltonianos
son funcionalmente iguales:

K(u,v) = H(q(u,v),p(u,v)) = v, (3.56)

El hamiltoniano transformado no es cero en este caso, sino que es igual al
primer momento. Las ecuaciones de movimiento son:

_8_K_{1 a=1

0 =3-=10 a1

0K

5 = (3.57)

Vo =

De estas ecuaciones obtenemos que todas las v, son constantes, como ha-
biamos supuesto desde el principio, y todas las u, son constantes excepto
u; = t — to. Es decir identificamos el tiempo ¢ con una coordenada cuyo
momento es el propio hamiltoniano.
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La funcién S fué definida como la funcién cuya derivada total con respecto
al tiempo era el lagrangiano. Veamos cual es la derivada de la funcién W:

dW %%
_ o = Do 58
dt 8qaq Pada (3.58)

Las variables g,, en la ecuacién de Hamilton-Jacobi son separables si una
solucion de la forma

W:ZWa<qaavl;"'7vn) (359)

desacopla la ecuacion en n ecuaciones:
oW,
Ha (qa,a_a,vl,"',?}n) = Vg (360)
9o

Es evidente que la separabilidad depende de las coordenadas elegidas. Por
ejemplo el caso de una particula en presencia de un potencial central, la ecua-
cién de Hamilton-Jacobi es separable cuando usamos coordenadas esféricas
pero no lo es cuando se usan coordenadas cartesianas.

Un caso particular se da cuando una o varias de las coordenadas son
ciclicas. Supongamos que la coordenada ¢; es ciclica, esto significa que

ow
=— 3.61
D ) ( )
es constante. Es decir podemos tomar la funcién W en la forma:
W= q1P1 +W’(Q27“'a‘In,U)- (362)

Si hubiera maés coordenadas ciclicas podriamos “separar” la funcién W en
sumas correspondiente a dichas coordenadas.

3.6 Variables angulares de accion

El método de Hamilton-Jacobi es especialmente atil cuando tratamos sis-
temas periédicos ya que, como veremos en esta seccién, permite calcular
facilmente las cantidades mas caracteristicas del sistema sin necesidad de
resolver las ecuaciones de movimiento. En un sistema con un grado de liber-
tad podemos distinguir dos tipos de movimiento periédicos. Primero aquellos
cuyas trayectorias en el espacio de fases son curvas cerradas, generalmente
simétricas respecto del momento lo que refleja la dependencia cuadratica del
Hamiltoniano. Este caso, en el que las curvas pueden ser contraidas a un
punto, se llama movimiento de libracién. Segundo, puede darse el caso de
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movimientos cuyas trayectorias en el espacio de fases son curvas abiertas en
las que p es una funcién periédica de g. Este segundo supuesto es denomina-
do movimiento de rotacion. Coviene sefialar que ambos tipos de trayectorias
pueden aparecer en un mismo sistema. El ejemplo méas evidente es el del
péndulo.

En un sistema con mas de un grado de libertad podemos extender la
definicién de movimiento periédico explicada anteriormente de la siguiente
forma. Si el sistema es totalmente separable, en el sentido explicado en la
seccién anterior, entonces cada p, es una funcién sélo de la coordenada g,
y podemos ver las trayectorias de todas las parejas (ga,po) en cada uno de
los planos «. Estas trayectorias constituyen la proyeccién del movimiento en
el espacio de fases sobre cada uno de los planos a. Si las trayectorias en to-
dos los planos son periddicas, como las descritas para un grado de libertad,
entonces diremos que el movimiento es peridédico y podemos definir para ca-
da plano una frecuencia correspondiente a su movimiento. Lo que haremos
serd introducir, mediante una transformacién canénica, una nuevas coorde-
nadas (@q, Jo) tales que los nuevos momentos J, distinguiran cada una de
las trayectorias periddicas en el plano a y las nuevas coordenadas ¢, seran
variables angulares cuya variacién serd la misma en todas las trayectorias.
Estas nuevas coordenadas se llaman wvariables angulares de accion.

Supongamos un sistema descrito por un hamiltoniano H independiente
de t y tal que la ecuacién para la funcion W (3.54) es separable

W => Wal(da,v). (3.63)
Definimos las siguientes cantidades

1
Jo = Zr‘ fpaan- (364)

(En esta expresion no usamos el convenio de la suma). La integral la hacemos
a lo largo de una trayectoria cerrada o, si el movimiento es de rotacion,
a un periodo de la trayectoria. Es evidente que J, es una constante que
toma diferentes valores para cada trayectoria particular que consideremos.
De (3.55) y (3.63) obtenemos

1 oW,

Jo=— ¢ Ze
* 2t Ogq

dga = Jo(v). (3.65)
Esto nos da J, como funcién de las cantidades v. La ecuacién de Hamilton-
Jacobi daba la funcién S que generaba una transformacion canénica de (g, p)
a las variables (u, v). A partir de (3.45) (o (3.35)) obtenemos u(g,p) y v(g, p).



3.6. VARIABLES ANGULARES DE ACCION 7

Sustituyéndo estas cantidades en la expresién anterior encontramos J,(g, p).
Usaremos como funcién generatriz de la transformacion canénica de (g,p) a
(¢, J) la funcion W (g, v(J)), siendo v(J) la inversa de (3.65). Las ecuaciones
de la transformacién son:

_ow _ow,

_ oW
0¢a Oqo’

¢a—a_Jc:-

Da (3.66)
Como la transformacion es independiente de ¢ el nuevo hamiltoniano seré

igual al de partida (usando (3.54)):

H=H<q, %—VZ) = v (Jy, o, Jn) = E(Jy, -, ). (3.67)

Es decir el nuevo hamiltoniano es solo funcién de los momentos J. Las ecua-
ciones de movimiento son:

OE _ )
—-&E—O, %—E

La primera ecuacién nos dice que los momentos J son constantes, como
habiamos supuesto, y las coordenadas son:

Jo = = wo(J1, -, Jp). (3.68)

$a = Wal + B3, (3.69)

donde ¢, son constantes de integracién. Veamos ahora cuanto se incrementa
la variable ¢, cuando completamos una trayectoria cerrada en el plano o
(en el caso de trayectorias de rotacion nos referimos al incremento cuando la
trayectoria realiza un periodo). Como a lo largo de una trayectoria particular
la J, es constante obtenemos:

faon = §4(37) = s

o [ oW, 9 A

(en toda la expresion anterior el convenio de la suma no se aplica).

Si el periodo que tarda el sistema en completar la trayectoria en el plano o
es Ty, de (3.69) vemos que ¢, se incrementa en w,T,. Ahora bien, acabamos
de ver que ese incremento era 27, por tanto:

wlo =21, = Ty=2F (3.71)

Wa
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Es decir w, es la frecuencia del movimiento en el plano a:

_OE

=37 (3.72)

Wor

Como ejemplo consideremos un oscilador arménico. El hamiltoniano es

P’ 1 29
H= o T 3w (3.73)

La ecuacién para la funcién caracteristica es:

1 (W) 1
o (a—q) + §mw§q2 =F (3.74)

cuya solucién es

W(q, E)

/y/?mE — m2wiq? dg
E _ | mw? \/mwg\/ mw3
= lnd'} 0, 11 = 0 2
o [arcsm( 5E q)—l—q 2E 2Eq
Calculamos ahora la variable J:
i]{pdq -1 ]{ \/2mE — m?wiq?dq =
2m 2T 0
1 f0
4—/ \/2mE — m2wiq? dg, (3.76)
21 Jgo

donde ¢ es el punto de retroceso de la trayectoria que vale

. (3.75)

J

2F

Resolviendo la integral anterior obtenemos

J=—. 3.78

= (3.78)

De (3.72) vemos que la frecuencia del sistema es wy. Calcularemos ahora cual

es la transformacion canoénica entre (g,p) y (¢, J). La variable ¢ la obtenemos
de (3.66) sustituyendo E como funcién de J en W:

ow

o= 57 = arcsin ( % ) . (3.79)

27 !
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Por otro lado

E 1 (p 1
J=—="—|—+-muwid|. 3.80

Wo Wo <2m + 2 0d ( )
Sustituyendo la expresion anterior en ¢ obtenemos esta variable como funcién

de gy p: -

¢ = arctan (3.81)

Invirtiendo las expresiones anteriores obtenemos:

p =/ 2mwyJ cos @, q= ”%Sin 0. (3.82)

3.7 Sistemas Integrables

En un sistema como los descritos en la Seccion anterior, es decir tal que es
completamente separable y peri6dico, cada p, depende solo de su coordenada
conjugada g, y las trayectorias en el plano (g, ps) del espacio de fases son
curvas cerradas que pueden ser deformadas continuamente hasta un circulo
S! (existe una homotopia entre la trayectoria y el circulo). Si tuviéramos un
espacio de fases con dos grados de libertad, es decir de cuatro dimensiones, las
trayectorias vendrian dadas por dos circulos cada una correspondientes a cada
uno de los dos planos (¢1,p1) y (g2, p2). La trayectoria perteneceria a un toro
de dos dimensiones: 72 = S* x S1. Si el sistema tuviera n grados de libertad
la trayectoria en el espacio de fases estaria en un toro de n dimensiones 7™.
Un sistema, con estas caracteristicas se denomina completamente integrable.
Hay otra definicién de sistema integrable, relacionada estrechamente con
la anterior, que es la de sistema integrable en el sentido de Liouville, que se
da cuando se verifican las dos propiedades siguientes:
i) Existen n constantes de movimiento £, en involucion, es decir que verifican:

[fa> f5] = 0. (3.83)

ii) Estas constantes de movimiento son independientes entre si, es decir que
la interseccién de las superficies f, =constante forman una superficie =, en
el espacio de fases, de dimensién n.

Es evidente que una de las constantes del movimiento en involucién puede
ser el propio hamiltoniano H. Vimos que una constante del movimiento es
el generador de una transformacion infinitesimal y que cualquier funcién en
el espacio de fases se transforma segtn (2.120). Esto significa que la primera
propiedad implica que cada una de las constantes del movimiento es invarian-
te frente a las transformaciones infinitesimales generadas por el resto. Otra
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consecuencia evidente de lo anterior es que la superficie ¥ es una superficie
invariante, es decir que una trayectoria del movimiento cuya condicién inicial
esté en dicha superficie, permanece en ella.

Enunciaremos ahora el Teorema de Liouville para sistemas integrales:

Si la superficie ¥ es compacta entonces i) existe un difeomorfismo entre
¥ y un toro de n dimensiones 7" = S x --- x S!, y ii) existen coordenadas
canénicas (¢, J) tales que las coordenadas J “etiquetan” la superficie & (o el
toro T™) en la que se desarrolla el movimiento y d¢,/dt = w, son constantes
en cada uno de los toros.

Este teorema conduce al mismo resultado que hemos visto en la seccién
anterior con la diferencia que es mas general ya que no supone separabilidad.



Capitulo 4

TEORIA DE
PERTURBACIONES

4.1 Introduccion

Los problemas que se pueden resolver exactamente hasta el final, usando los
métodos vistos en los capitulos precedentes, son muy escasos. En muchos de
los casos en los que no se puede encontrar el movimiento del sistema, es posi-
ble, sin embargo, proceder a un anélisis perturbativo a partir de soluciones ya
conocidas. Este es el caso cuando consideramos sistemas que constituyen una
perturbacién de otros cuya solucién conocemos. Es en estos casos en los que
la teoria de perturbaciones puede ayudarnos a conseguir resultados aproxi-
mados. Hay que tener en cuenta que, en muchos casos, los términos debido a
las perturbaciones que aparecen en la trayectoria que sigue el sistema crecen
con el tiempo haciendo que no se puedan considerar dichos términos como
perturbaciones. Esto hace que haya que ser muy cuidadoso con el tratamiento
perturbativo.

4.2 Términos seculares

Si sabemos que las trayectorias de un sistema van a ser periodicas, puede
ocurrir que al hacer un tratamiento perturbativo del mismo los primeros tér-
minos del desarrollo crezcan indefinidamente con el tiempo haciendo que la
solucién sea divergente. Estos términos que crecen indefinidamente se deno-
minan términos seculares. Para ver como aparecen estos términos veamos
un ejemplo: consideremos un oscilador arménico perturbado con un término

81
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cuértico, es decir un sistema cuyo hamiltoniano es:

H p2+l 202 4 L emat (4.1)
= — 4+ —mwsz” + —em .
2m 2 %7 T4 ’
donde estamos considerando € un parametro muy pequefio y positivo. Si
representamos el potencial al cual estd sometido la particula veremos que es
una curva cercana a la pardbola correspondiente al potencial del oscilador
armoénico y las trayectorias seran periddicas.
Las ecuaciones de movimiento del hamiltoniano anterior son:
== p = —m(wir + ex®). (4.2)
m
Derivando la primera ecuacién y usando la segunda obtenemos la ecuacién
diferencial para x:
itwiz+ex®=0 (4.3)

Podemos suponer como solucién un desarrollo en serie en el parametro ¢:
2(t) = zolt) + ey (1) + alt) + - (44)
Sustituyendo este desarrollo en la ecuacién anterior obtenemos:
Bo+ed+€ T+ - -+we(To+er +€E T+ - ) Fe(xd +3exiz +- ) = 0. (4.5)

Orden a orden obtenemos las siguientes ecuaciones:

Zo + ngEo =0
P +wiz = -z (4.6)
Ty + w§x2 = —3x§z1

La primera ecuacién es la correspondiente al oscilador armoénico que es el
orden “cero” de nuestro sistema. Una vez conocida la solucién a orden cero
podemos resolver la ecuacién a primer orden y asi sucesivamente. Para sim-
plificar el calculo impongamos como condiciones iniciales z(0) = a,z(0) = 0.
Estas condiciones han de ser verificadas por la solucién (4.4) y‘como son
independientes del parametro € significa que

z0(0) =a, %0(0)=0, =z;(0)=2z;(0)=0 Vi>0 (4.7)
Con estas condiciones iniciales la solucién de orden cero es

Zo(t) = acoswpt (4.8)
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La ecuacion diferencial para el primer orden se escribe (usando la relacién
cos®z = 1/4cos 3z + 3/4 cosx):

3

.. 1 3
&1+ wizy = —a® cos® wot = —Z(f’ cos 3wyt — Zas cos wot. (4.9)

La solucién de esta ecuacion se escribe
z1(t) = Acos(wot + 6) + z, (4.10)

donde z, es una solucién particular. Sabemos de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias que una solucién particular tiene la forma z, =
atsinwgt + 5 cos 3wgt. Sustituyéndolo en la ecuacién obtenemos el valor de
las constantes a y S:

3t 1
z1(t) = Acos(wot + §) — %as sin wot + 32—“}2413 cos wot. (4.11)
0

Imponemos ahora las condiciones iniciales que determinan § = 0 y el valor
de A. Finalmente la solucién hasta el primer orden es:

3t
z(t) ~ acoswyt — € | —a® sinwot + a®(coswot — cos 3wpt)| . (4.12)

8wo 32wt
El segundo término de la solucién anterior es un término secular ya que
su amplitud crece indefinidamente al ser proporcional a t. Esto hace que
al cabo del tiempo este término pase a ser mas importante que el término
de orden cero de la aproximacién. Por otra parte habjamos visto que, de
la forma del potencial, el movimiento es peridédico y limitado; por lo que la
solucién anterior no tiene mucho sentido. El término secular aparece porque
la ecuacién diferencial a primer orden (4.9) es la ecuacién de un oscilador
armoénico forzado. La frecuencia de uno de los términos de la “fuerza” coincide
con la frecuencia natural del sistema wy lo que da lugar términos de resonancia
que divergen con el tiempo. Esto mismo va a pasar a todos los 6rdenes, por lo
que a cualquier orden nos encontraremos con términos seculares. La aparicién
de los términos seculares no implica que la suma de (4.4) sea divergente. Es
posible que si tomamos un nimero suficiente de términos seculares su suma
de lugar a un término periédico. Esto es lo que ocurre si consideramos, por
ejemplo, el desarrollo de una funcién periodica y limitada:

1 .
sin(wo + €)t = sinwyt cos €t + cos wyt sin €t = (1 - -2-€2t2 +-- ) sin wopt +

+ (et - ée3t3 +-- ) oS wot. (4.13)
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Si nos quedamos sélo con los primeros términos de este desarrollo vemos que
dan lugar a una solucién divergente aunque la solucién inicial era periédica
y limitada.

Pare resolver este problema supondremos un desarrollo en serie no sélo
en la amplitud, como en la ecuacién (4.4), sino también en la frecuencia. Es
decir ademas de (4.4) supondremos

w=wp + ew; + €ws + - - - (4.14)

Supondremos que la solucion total y las soluciones a cada orden son peri6di-
cas. Es decir suponemos que z(t) = z(wt). Por tanto es conveniente introducir
una nueva variable 7 = wt. Usando esta nueva variable la ecuacién diferencial
(4.3) se escribe

Wz +wiz +ex® =0 (4.15)

donde ’ significa derivada con respecto a 7. Sustituyendo (4.4) y (4.14) en la
ecuacién anterior obtenemos:

(wg +2ewowr ++ - +) (g +€x] +- - ) +wi(zo+exy+-- ) +e(zd+---) = 0. (4.16)
De aqui obtenemos las ecuaciones a cada orden:
zg+z0 = 0

1
T+ = —F(a:g + 2wowr Tg) (4.17)
0

La primera ecuacién, como antes, es la correspondiente al oscilador armoénico
cuya solucién, teniendo en cuenta las condiciones iniciales, es

zo(t) = acosT = acoswt (4.18)

Si s6lo nos quedaramos con este término entonces habria que sustituir w por
wp. La ecuacion diferencial a primer orden es:

1
i+ = —F(a3 cos® 7 — 2wowa cos T)
0
2wy  3a? a®
= <w_0 - 4_w§> acosT — e cos 37 (4.19)

La solucién general de esta ecuacién es

z1(t) = Acos(t + 0) + z, (4.20)
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donde z, es una solucion particular. Es evidente que el primer término de la
parte derecha de la ecuacién (4.19), que es proporcional a cos T dara lugar,
otra vez, a términos seculares. Para eliminar dichos términos hacemos que su
coeficiente sea cero. Es decir 202
a

- 4.21
S (4.21)

w1
De esta forma, la exigencia de que no aparezcan términos seculares en la
soluciéon a cada orden nos permite obtener cada uno de los términos del
desarrollo de w. Es decir hasta el primer orden la frecuencia del movimiento
es:
a2
W~ wy+€E—. (4.22)
SUJO
Con la elecci6én anterior la solucién particular sera de la forma z, = a cos 3,
donde « es una constante que determinamos al sustituir z, en la ecuacion.
Finalmente obtenemos que la solucién es

3
. a
z1 = Acos(t +6) + 39052 ¢05 3r. (4.23)
Imponiendo las condiciones iniciales determinamos los valores de § y A. Con
esto valores podemos escribir la solucién hasta el primer orden:

3
z(t) ~ acoswt— emiwg(cos wt — cos 3wt)

0s + 37 tl —e @’ (coswot — cos Bwpt)  (4.24)
~ — |t —e— - w .
ac Wo + € 8w0 32(4)3 Wo 0

La solucién anterior verifica todas las condiciones que habiamos impuesto y
ya no aparecen los términos seculares.

4.3 Teoria de perturbaciones candnicas con un
grado de libertad |

En el caso visto anteriormente el procedimiento seguido para encontrar una
solucién aproximada estaba basado en la ecuacién diferencial que nos daba
el movimiento. Existen diversas técnicas, dependiendo del tipo de ecuacién
diferencial: si la ecuacién es no lineal o no auténoma o ambas. Veremos en
esta seccién como encontrar soluciones aproximadas directamente a partir de
las ecuaciones canénicas del movimiento, es decir a partir del hamiltoniano
del sistema.
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Supongamos un sistema cuyo hamiltoniano viene dado por
H(f: t) = HO(éa t) + eHl(ga t): (425)

donde € es un pardmetro pequeiio, y donde suponemos que conocemos el
movimiento generado por el hamiltoniano Hy. Sabemos que un procedimien-
to para resolver el movimiento es encontrar una transformaciéon canédnica
que nos pase de las coordenadas (¢,p) a (Q, P) de tal forma que en estas
nuevas coordenadas el sistema sea més tratable. Vamos a ver como cambia
el hamiltoniano H cuando realizamos una transformacién canénica y toma-
mos un desarrollo en serie en el pardmetro €. Es evidente que si ¢ = 0 la
transformacién ha de ser la identidad ya que H coincide con Hy. Es por es-
to que tomaremos una transformacién candnica de tipo II tal que a orden
cero coincida con la identidad. Sea F(g, P, t;¢€) la funcién que genera dicha
transformacioén. El nuevo hamiltoniano se escribe como:
oF

K(Q,P9) = Hg(Q, P,t),p(@ P,1),0) + 5 (4.26)

v las ecuaciones que nos dan la transformacion son:

oOF OF
@=3p

Suponemos un desarrollo en serie de la funciéon F' tal que a orden cero de
lugar a la transformacién identidad:

F=qP+eF +eFy+ - (4.28)

Las ecuaciones de la transformacién canénica también se expresaran como
un desarrollo en serie:

¢ = Qt+en+eg+---
D P+epy+€epy+--- (4.29)

Teniendo en cuenta (4.27) obtenemos:

0F; OF,

p1= ETS “="73p" (4.30)

Para poder calcular K necesitamos conocer primero la forma de H en térmi-
nos de las nuevas variables. A primer orden obtenemos:

H(q(Q,P,t),p(Q, P,t),t) =
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= Ho(q(@, P,t),p(Q, P,t),t) + eH1(q(Q, P, 1), p(Q, P, t),t) ~
0H, . 0H, ~

~ Hy(Q,Pt)+e (Wq + 5131) +eHy(Q,Pt) =

OHy0F, 0Hy,0F; +H1) .

—a_qa_P + Fpg—a—q (4.31)

= Ho—l-f(

En todos los términos que aparecen en la expresion anterior hay que sustituir
(g,p) por (Q, P). Si suponemos un desarrollo en serie del nuevo hamiltonioano

K~Ky+eK +--- (4.32)
obtenemos:
Ky, = H,
K, = H1+[F1,H0]—l-—%Ft—1 (4.33)

A 6rdenes superiores encontrariamos expresiones similares a las anteriores: el
conocimiento de la funcién F' a cada orden permite calcular el nuevo hamil-
toniano al orden correspondiente. Sin embargo, no sabemos cémo ha de ser
la transformacién canénica y mucho menos la forma del nuevo hamiltoniano.
Una manera de resolver este problema es pasar a una nuevas coordenadas
conocidas. Este es el caso cuando el hamiltoniano sin perturbar Hy corres-
ponde a un sistema periédico y el hamiltoniano H es independiente de ¢.
Podemos usar como nuevas coordenadas las variables angulares de accién
(¢o, Jo) correspondientes a Hy. Si hacemos esta transformacién obtenemos:

H(¢o, Jo) = H[)(JO) =+ €H1 (¢0, Jo) (434)

Supondremos, ademés, que H; es una funcién periédica en ¢q. Las ecuaciones
de movimiento con estas nuevas coordenadas se escriben:

. oH _ OH,

$o = dJy _WO(J0)+5_8J0>

. OH _ B8H, _

o = =55 = g, = <CUn ) )

Es evidente que ahora el momento Jy no es una constante. G es una variable
dinémica definida en el espacio de fases (¢, Jo). Si en este espacio de fases
consideramos las trayectorias peridédicas correspondientes al hamiltoniano Hy
(que se suponen conocidas), podemos calcular el valor medio que toma G al
completar una de estas trayectorias:
1 27
(G(Jo)) = 5= | G, Jo)do (4.36)

T 2w Jo
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Es razonable suponer que G es una funcién “suave” a lo largo de un periodo
y por tanto podemos sustituir la funcién por su valor medio con lo que la
ecuacion de movimiento para el momento se escribe:

Jo = —e(G(Jy)). (4.37)

Esta ecuacion puede ser integrada ya que sélo depende de Jy. Una vez obteni-
da la solucién podemos integrar la ecuacién para ¢y. Deshaciendo el cambio
de coordenadas encontramos las trayectorias. Esta aproximacién al movi-
miento del sistema serd méas o menos “buena” dependiendo del comporta-
miento de la funcién G.

Con los resultados anteriores, desarrollemos la teoria de perturbaciones
candnicas. Supondremos un hamiltoniano H con un grado de libertad, in-
dependiente de ¢, dado por la expresiéon (4.25) que sabemos que da lugar a
trayectorias periédicas, igual que el hamiltoniano Hy. Como habiamos vis-
to anteriormente podemos introducir unas nuevas coordenadas (¢, Jy) con
respecto a las cuales Hy solo depende de Jy. Ahora bien, podemos definir
también las variables angulares de accion (¢, J) correspondientes al hamilto-
niano H. Es evidente que existe una transformacién canénica que relaciona
ambos conjuntos de coordenadas y que dicha transformacién es de tipo II.
El nuevo hamiltoniano se escribira como:

Sea S(¢o, J) el generador de esta transformacion, su desarrollo en serie es:
S(¢0,J) =¢0J+651(¢0,J)+"' (439)

donde hemos supuesto que a orden cero la transformacion es la identidad ya
que cuando € = 0 ambos conjuntos de variables angulares de accién coinciden.
La transformacioén de coordenadas viene dada por:

dS dS,
J = —:J+ _— .
° T 3 D)
s a5,
¢ = g7=%0tez 7+ (4.40)

Teniendo en cuenta que nuestras variables independientes son (¢o, J) desa-
rrollamos en serie de potencias el hamiltoniano H(J):

E(J) = H(J)= Hy(Jo(9,J)) + eH1(po(9, ]), Jo(, ])) =

9H, 102H, ,
~ HO(J)+(9_J0(JO J)+§a_t]g(t]0_t]) + +
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ey (G0, ) + L (Jy ~ J) -+

8Jo
aHo 851 8H0 2652
HO(J)+eH1(¢o,J)+ 570 09 T B0 " 0oy

16°H, , (951\" | ,0H:1 95
27072 © \9¢ 8Jy 0o

En todos los términos de la ecuaci6én anterior hay que sustituir Jy por J. Si
suponemos un desarrollo en serie del hamiltoniano

1R

(4.41)

E(J) = Eo(J) + €E(J) + €Ey(J) + - - (4.42)
obtenemos
Eo(J) = Ho(J)

dH, dS
E(J) = H1(¢0,J)+ 0271

87y 940

8H,3S, _10°H, 351)2 0H, 85, (4.43)

B = i e (Ga) * oo a

Como en el caso anterior para poder conocer el hamiltoniano a cualquier
orden necesitamos saber cémo es la funcién S. Aunque esta funcién es desco-
nocida, sin embargo, podemos conocer ciertas propiedades de la misma que
nos ayudaran a resolver el problema. Si consideramos una tayectoria cerrada
particular de Hj en el espacio de fases (¢o, Jy), ¢o cambia de 0 a 27 mientras
que Jy permanece constante. Como (¢, J) son variables independientes, J
ha de tomar los mismos valores al principio y al final de la trayectoria. Esto
significa que la funcién S ha de ser periédica en la variable ¢y y por tanto a
cada orden la funcion es periédica y la podemos desarrollar como una serie
de Fourier:

Sk(¢o, J) = i Sk(J, m)e™e, (4.44)

m=—0o0

Esto significa que el valor medio de las derivadas es cero:

%o d¢y

Tomando medias en la segunda ecuacién de (4.43), teniendo en cuenta que
E, y Hy solo dependen de J:

aSk 2m 8Sk 'Lm 0
<'—> 27T 0 ¢0 ZSkzm/ ¢ d¢0 =0. (44.5)

Ey(J) = (Hy). (4.46)
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Sustituyendo este resultado en la propia ecuacién podemos obtener S;:

851 (H1> — H1
—_ = 4.47
0o Wo ( )
donde .
_ 0
wo(J) = 572 (4.48)

Al integrar la ecuacién anterior nos aparecerad una funcién arbitraria de J
que podemos tomar como cero ya que sélo afiade una constante en el valor
de ¢ (ecuacion (4.40)) que lo Gnico que cambia es dénde empezamos a contar
la variable ¢. Podemos hacer lo mismo a orden dos y obtendriamos al tomar

promedios:
_ 10%Hy /(98:\*\ | /0H, 85\ _
B = 3%x <<%) >+<a—%af¢o>—

1 0%H,

= G (HD = (H)?) +
A((F)e- (Fom)) o

Al sustituir el resultado anterior obtendriamos Ss.

Como ejemplo de lo anterior consideremos el hamiltoniano dado por (4.1).
En este caso Hy corresponde al oscilador armoénico cuyas variables angulares
de accion fueron calculadas al final del Capitulo 3. Usando (3.82) obtenemos
que

2
H(¢0, Jo) = wpJy + GJ—02 sin* do. (450)
mwd
El primer orden es:
1 J2 o, 3J2
By(J) = {Hh) = 52 /0 sin gudgy = £ (4.51)

Luego el hamiltoniano hasta el primer orden es:

2

3J
E(J) = wOJ + €8m—wg, (452)

y la frecuencia del movimiento es:

(4.53)
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Tomando como condiciones iniciales ¢(0) = a,p(0) = 0 obtenemos:

E 1(p 1 1
J - = — - — 2.2 = — 2. 4 4
0= o = (2m + 2mwoq) 5Mw0a (4.54)
Finalmente obtenemos )
w=uwy+ oL (4.55)

8(/.)0
que coincide con (4.22). Por dltimo podemos obtener la funcién que genera
la transformacién canénica a primer orden:

a5 H) - H J: /3.
25 W= S (3 ). (456)
Integrando lo anterior obtenemos:
2
S1(¢o, J) = L 2¢0(2 sin® g + 3). (4.57)

16mw}

Sustituyendo lo anterior en (4.39) y en (4.40) obtenemos la transformacion
canénica:

J2
Jo — e=—2— (4 cos 2¢y — cos 4¢y)

Jo= 8mw}
. . o
¢ ~ ¢+ 68_m—w§ sin 2¢o (2 sin® ¢ + 3). (4.58)

De aqui podriamos obtener J(g,p) y ¢(g,p)-

4.4 Teoria de perturbaciones en varias dimen-
siones

En el caso de que el sistema tenga n grados de libertad las ecuaciones an-
teriores pueden ser generalizadas facilmente. Suponemos un hamiltoniano
dado por (4.25) donde ahora ¢ representa un punto en el espacio de fases de
2n dimensiones. Como antes suponemos conocidas las variables angulares de
accion del hamiltoniano Hy: (4%, J2). Haciendo lo mismo que en la seccién
anterior llegamos a las siguientes expresiones:

Eo(J) = Ho(J)
0H, 0S
El(‘]) = H1(¢0,J)+6J£?é

_ 0H,05, 1 &H, 85,05,  0H, 05,
B = Fmae t2amanomon T anas 409
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donde, como en (4.43), hay que sustituir Jy por J.
El promedio de una funcién f(¢°, J) viene dado por:

1

27 27w 27
(f):W/0 d¢‘1’/0 d¢g---/0 dg’ £ (¢, J). (4.60)

Como antes, suponemos que S; es una funcién peridédica en las variables ¢°:

S1 =351 (J,m)emada. (4.61)

Tomando promedios en la ecuaciéon (4.59) obtenemos:

as
E\(J) = (Hi(])), wE,BT); = (Hy) — Hi, (4.62)
donde -
0H,
Wl = B (4.63)

El término de la derecha de la dltima expresion puede ser escrita como una
serie de Fourier:

(Hy) — Hy = Y. K(J,m)eima%. (4.64)
De (4.61), (4.62) y (4.64) obtenemos:

Si(J,m) = M. (4.65)

iwdme

La ecuacién anterior nos da la solucién a primer orden, suponiendo que el
denominador no se hace cero para ningin valor de m. Si esto fuera asi, el
coeficiente de Fourier correspondiente a ese valor de m seria infinito haciendo
que todo el procedimiento perturbativo falle. Esto significa que no podriamos
describir el moviminento en términos de variables angulares de accién relacio-
nadas por una transformacion canénica con las variables angulares de accién
del hamiltoniano no perturbado. Si las frecuencias w? son conmensurables,
es decir, que la razén entre dos cualesquiera da un ntimero racional, entonces
siempre encontraremos un conjunto de nimeros enteros m, que haga cero
el denominador de la ecuacién anterior. Incluso en el caso en que esto no
suceda puede ocurrir que el denominador sea muy pequefio y por tanto S;
muy grande invalidando de nuevo la aproximacion. Sistemas con frecuencias
conmensurables, o resonancias, se denominan degenerados.
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4.5 Teorema adiabatico

Supongamos un sistema con un grado de libertad que depende de un pa-
rametro constante H(g, p, \). Las variables angulares de accién dependeran
de dicho parametro. Si ahora hacemos que el parametro dependa del tiempo
entonces las variables angulares dependeran del tiempo y ya no seran cons-
tantes. Lo que dice el teorema adiabatico es que si A varia lentamente sobre
un periodo determinado de tiempo, entonces J es practicamente constante.

Si el parametro A es constante el movimiento del sistema viene descrito
por las variables (¢, Jo). Vimos en la Seccién 3.6 que la funcién que generaba
la transformacién canénica de las variables (g,p) a las variables (¢o, Jy) era
la funcién W(q, Jo) = W (g, v(Jy)). Esta funciéon genera una transformacion
de tipo II. Podemos obtener una funcién generatriz de tipo I haciendo una
transformacién de Legendre dada por (2.103):

F(q,60) = W (g, Jo) — Jodh, (4.66)

donde J; lo escribimos como funcién de ¢ y de ¢y. La funcién F es una funcién
de tipo I que genera la misma transformacién canénica que W. En nuestro
caso tanto W como F' dependen del pardmetro A\. Como este parametro
depende de ¢ el nuevo hamiltoniano, al hacer la transformacién canénica,
viene dado por:

oF I3
Ko, JoN) = Ho N+ L = m N +3E. (aen)
ot o\
Como era de esperar Jy ya no es constante:
. oK . O°F
== —A-—. 4'
= =5 = " ageon (4.68)

Supongamos que en el intervalo de tiempo AT, A varia muy poco de tal
forma que la podemos considerar como constante. Esto significa que A es una
cantidad infinitesimal en ese periodo. Si tomamos el promedio:

A 8°F

AR s 2
A7 5o B O, (469)

(Jo) =

AT AT 8¢08)\

donde O(e?) se refiere a términos que dependen al menos de A2 o de .
De la ecuacion (3.58) sabemos que la funcion W se escribe como

W = /pdq. (4.70)
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Por tanto entre ¢ = 0 y ¢t = T siendo T el periodo de una trayectoria cerrada,
W incrementa en 27Jy, y de (4.66) obtenemos que el incremento de F es
cero. Es decir F' es una funcién peridédica en ¢y y también su derivada con
respecto a A:

g_f =Y Fpe™. (4.71)

Sustituyendolo en la expresién anterior obtenemos:

. i ,
= —— o VPO 2
(o) =—5= [ 3 Fnime™di + O(). (4.72)

Si consideramos la integral extendida a un periodo de la trayectoria corres-
pondiente al sistema no perturbado la integral anterior es cero. Si considera-
mos un intervalo de tiempo que no coincide con el periodo de la trayectoria,
la expresién anterior puede ser tan pequefia como queramos tomando AT
suficientemente grande. En cualquier caso vemos que (Jy) ~ 0.

Como ejemplo consideremos un oscilador arménico cuya frecuencia w es
variable. De las ecuaciones (3.79)-(3.82) encontramos Jy como funcién de ¢

y de ¢02
1 q*

Jo== . 4.73
0= 2 2 o (4.73)

Usando (3.75) y la expresién anterior encontramos la funcién F:
F = Lypg2s%% (4.74)

2 g Sin(}bo'

Si consideramos ahora que wy es una funcién de ¢, al hacer la transformacién
el nuevo hamiltoniano se escribe:

1 . ,cosd¢y lw .
- Z = —= . 4.
K(¢o, Jo) = wly + 5 Mg = 40 wdy + 2wJ0 sin 2¢g (4.75)
Supondremos que )
w
== 4.76
e== (4.76)

es una cantidad infinitesimal, lo que significa que
w >~ wo(l + et), (4.77)

donde wp es la frecuencia inicial del oscilador. Del hamiltoniano anterior
obtenemos las ecuaciones de movimiento:
oK

bo = EIA =w+ %e sin 2¢g ~ wg + € (wot + % sin 2¢>0) . (4.78)
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Imponiendo como condicién inicial ¢o(0) = 0 obtenemos hasta primer orden:
B0 = wot + 1 2yt (1 — cos 2wqt) (4.79)

0 — Wo € 2&10 4w0 0 . .

La otra ecuacién de movimiento es:

. K
Jo = -8— = —eJy cos 2¢g =~ —eJy cos 2wpt. (4.80)
0o
La solucién de esta ecuacién es de la forma
1 1
Jo = Aexp(-e5—sin2uut) = A (1 - eg-sin 2w0t) . (4.81)

donde A es una constante de integracion.

Teniendo en cuenta la forma del hamiltoniano dada por (4.75) podemos
usar también los resultados obtenidos en la Seccién 4.3. En particular, si
comparamos (4.75) con (4.34) obtenemos que:

1. .
Hi(¢o, Jo) = §J0 sin 2¢y. (4.82)

De la ecuacién (4.47) podemos obtener la funcién que nos genera la trans-
formacion a las variables angulares de accién del hamiltoniano perturbado:

oS H 1 . 1
BT‘;; = _V_ol = —-%Jsm 2y, = S, = Z;JCOS 2¢y. (4.83)

La transformacién canénica viene dada por (4.40):
1. S
Jo=J —e—Jsin2¢q ~ J — e=—J sin 2¢,. (4.84)
2w 2wq

Comparando esta expresion con (4.81) vemos que la constante de integracion
A es la variable angular de accion J del hamiltoniano perturbado, que por
definicién es constante.
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Capitulo 5
SISTEMAS CONTINUOS

5.1 Introduccién

Lo que hemos visto en los capitulos precedentes ha consistido en el forma-
lismo para tratar sistemas discretos. Este formalismo puede ser extendido a
sistemas continuos con infinitos grados de libertad tal como una cuerda vi-
brando o el movimiento de un fluido. En el primer caso el movimiento viene
descrito por el desplazamiento de la cuerda en todos sus puntos, es decir por
una funcién ¢(7,t) que llamaremos campo.

5.2 Transicién al continuo

Para ver como podemos pasar de un sistema discreto a uno continuo vamos
a considerar dos ejemplos.

Ejemplo 1 En este caso consideraremos las vibraciones longitudinales de
una varilla elastica infinitamente larga. Aproximamos este sistema mediante
un sistema discreto de infinitas particulas de masa m separadas una distan-
cia a y unidas por muelles de constante recuperadora k. Solo tendremos en
cuenta los desplazamientos longitudinales. El desplazamiento longitudinal de
la particula ¢ viene dado por &;(¢).

La energia cinética total de la varilla es:

T= % mé, (5.1)

y la energia potencial es la suma de las energias potenciales de todos los
muelles:

V= % > k(G — &) (5.2)

97
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Por tanto el lagrangiano del sistema es:

L= 35S mé — ke - &) 65:3)

i

Para poder efectuar el paso al continuo multiplicamos y dividimos por la
longitud a:

1 i
L=§a2l:% (5;1—) :| —aZ,C (5.4)
Las ecuaciones que se derivan de este lagrangiano son:

%& +ka (Ez §z ) _ <§z+1 §z> =0. (55)

a?

El paso al continuo lo realizamos haciendo tender a a cero, definiendo al
mismo tiempo el limite de algunas cantidades. Por ejemplo, es 16gico suponer
que en el limite m/a — A, siendo A la densidad lineal de masa de la varilla.
Suponemos, ademés, que la varilla sigue la ley de Hooke, es decir: el alar-
gamiento de la varilla por unidad de longitud es proporcional a la tensién:
F =Y, donde Y es el modulo de Young y 7 es el alargamiento por unidad
de longitud. En nuestro caso la fuerza necesaria para estirar el muelle es:

F =k —&) =ka (5’“& 5’) . (5.6)

Es decir ka — Y. Por dltimo el indice 7 que identificaba cada una de las
masas, al pasar al continuo, describir4 la posicion z: & — £(z), y obtenemos

iv1 — fz‘ {(z+ a) §(T)  anq O
= e (5.7)

41

En la expresion del lagrangiano (5.4) la sumatoria se transforma en una
integral en z al pasar al limite del continuo:

L= %/ {,\ <%)2 —v (g_frﬂ dz, (5.8)

y la ecuacién de movimiento se escribe como:

2
0%¢ Y32§
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Esta ecuacién es la ecuacion de ondas longitudinales propagandose con velo-
cidad 4/Y/A. Finalmente de (5.4) y de (5.8) definimos la densidad lagrangiana

como: 5 )
_ _L (%Y Ly (8
L—/Cdx, £=3 l/\ <8t> Y(ax) } (5.10)

Ejemplo 2 El siguiente ejemplo consiste en un conjunto de péndulos de masa
m y longitud ! cuyos puntos de suspensién pueden moverse a lo largo de un
alambre helicoidal de paso b. Los péndulos estdn obligados a oscilar en un
plano perpendicular al eje del helicoide de tal forma que cuando un péndulo %
oscila un angulo ¢; se desplaza una distancia z; = by;. Suponemos, ademaés,
que los puntos de suspensiéon estdn unidos entre si por muelles de constante
de recuperacién £ y tal que en sus posiciones de equilibrio la distancia entre
los péndulos es a. La energia cinética del sistema es:

= %Zm(l%oz + 32 Z m(l® + %) mh2 Z @2 (5.11)

La energia potencial constard de dos términos, uno debido a la fuerza gra-
vitatoria y el otro a la energia potencial de cada uno de los muelles. El
lagrangiano del sistema se escribe por tanto como:

L= Z [ mh2 - mgl(l — COS (,0,) - %kb2((pi+1 — QOZ')Z . (512)

Las ecuaciones de movimiento que se derivan de este lagrangiano para el
péndulo ¢ son:

mh?g; — kb*[(0ir1 — @) — (i — pic1)] + mglsing; = 0. (5.13)

Ahora hacemos lo mismo que en el ejemplo anterior: multiplicamos y divi-
dimos el lagrangiano y la ecuacién de movimiento por a y hacemos tender
a a cero definiendo al mismo tiempo la densidad de energia A = m/a cons-
tante. El angulo ¢; del péndulo ¢ se transforma en una funcién ¢(z,t). Las
ecuaciones de movimiento se transforman en:

2 2
%—ﬁf— Zg—z--i-QZSIn(p:O, (5.14)
donde hemos definido
o kab? 2 gl

-_ W, —_ ﬁ. (5.15)
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Esta ecuacién se denomina ecuacidn sine-Gordon El lagrangiano se escribe
como una integral:

L= /w[ (af) —%vz <g—:>2—92(1—cosgo)} de/Lda:. (5.16)

Si eliminamos la fuerza externa, es decir si consideramos g = 0, recupe-
ramos las ecuaciones del ejemplo anterior sin mas que definir £ = he.

De estos dos ejemplos vemos cémo el paso al continuo implica que lo
que en la formulacién lagrangiana “etiquetaba” cada una de las coordenadas
generalizadas, el indice ¢, ahora en el continuo pasa a ser la dependencia del
campo respecto de la coordenada z, que es totalmente independiente de ¢.
Ademaés el lagrangiano se escribe como una integral de z. Lo que haremos en
la siguiente seccién sera desarrollar una formulacion lagrangiana sin necesidad
de hacer alusién al sistema discreto de partida.

5.3 Formulacién Lagrangiana

En los ejemplos que hemos visto en la seccién anterior las ecuaciones de
movimiento podian haber sido deducidas de la densidad lagrangiana a través

de la ecuacion:

0 oL 0 oL oL

9t d6/0t oz 99joz _ 99
donde ¢(t, z) representan indistintamente cada uno de los campos. Esta for-
ma de escribir las ecuaciones de movimiento recuerda las ecuaciones de Euler-
Lagrange en donde el término d/dt(9L/9q) ha sido reemplazado por la suma
de las derivadas con respecto a t y a z. En el primer ejemplo, en el que no
habia fuerza externa, el altimo término se hace cero.

Vamos a deducir las ecuaciones anteriores a partir de un principio varia-
cional, como hicimos en la formulacién lagrangiana. Suponemos una densidad
lagrangiana £ que depende de los campos ¢, y de sus derivadas. Estamos
considerando el caso en el que hay varios campos, el indice A describe cada
uno de ellos. Para simplificar la notacién la derivada de un campo

994

Oz~
la representaremos por ¢4, donde el indice o va desde 0 a 3, siendo z° =
y las demés coordenadas son las coordenadas cartesianas. La lagrangiana se
escribe como:

=0, (5.17)

(5.18)

L= [L(daa ba2)ds (5.19)
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donde d3z representa el elemento de volumen dz'dz?dz®.
El principio variacional de Hamilton dice que los campos fisicos ¢4 son
aquellos que hacen que la integral

I= /Ldt / (b ba, z)d'z (5.20)

es un extremo. La integral anterior se calcula en la regién R en el espacio
de 4 dimensiones donde queremos encontrar las ecuaciones que verifican los
campos. El contorno de este volumen es una superficie cerrada B. Suponemos
ahora todos las posibles configuraciones para los campos y cada una de ellas
la “etiquetamos” con el parametro € tal que para ¢ = 0 el campo corresponde
al campo fisico. Asi los campos vienen descritos como ¢4(z, €). Como hicimos
en la formulacion lagrangiana suponemos que todas las configuraciones de los
campos toman el mismo valor en el contorno del volumen:

da(z,€) = pa(z,0) = ¢%(z), VzeB. (5.21)
Lo anterior equivale a que
(aﬂ) —0. (5.22)
e z€EB
El principio variacional se escribe como:
dl 8[,
0= (_) - ( ) | (5.29)
de ) o 86 o
La derivada anterior se escribe:
OL _ 0L 86a, , OL 864 _

O¢  Opan Oc Ops O

OL 0 00s, OL 364 _

O0daa Ox* O  Opy Oe

i(é’ﬁ %>+(8£ 3] 8£>8¢A
0pa. Oc 0pa 0z® Pa, '

Sustituyendo esto en (5.23) obtenemos:

oL 0 0L \ 094 4 0 0L 094\ u
0= — - | == — d*z .25
A (a¢A Bz aqu,a) 5e 4+ [ 96an Oc (5.25)
donde las integrales anteriores han de ser calculadas para ¢ = 0. La dltima

integral se transforma en una integral de superficie mediante el teorema de
la divergencia:

O (0L 894\ . [ OL 394
/Raxa (am,a Be ) o= ﬂama Be B (5.26)

(5.24)
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donde dB, es el vector normal a la superficie cerrada B y orientado hacia
afuera del volumen encerrado por dicha superficie. Claramente esta integral
se anula debido a las condiciones (5.22). La ecuacién que siguen los campos
es:

9 oL oL
Oz® a‘ZSA,a 6¢A

=0. (5.27)

5.4 Cantidades conservadas. Corriente

En el formalismo lagrangiano habiamos demostrado que las cantidades con-
servadas estan asociadas a transformaciones que dejan L invariante: es decir,
a cada transformacion ¢, = ¢/,(g,t) respecto de la que L es simétrico existe
una cantidad F(g,,t) tal que dF/dt = 0. En los sistemas continuos en-
contramos el mismo resultado. El equivalente a una transformacion de las
coordenadas es una transformacién de los campos ¢4 y la cantidad conserva-
da no involucrar4 sélo a la derivada con respecto a t sino todas las derivadas
con respecto a z°.

Consideremos una familia de transformaciones de los campos dada por
da(z,€), tal que cuando ¢ = 0 la transformacién es la identidad, es decir
las funciones ¢4(z,0) verifican las ecuaciones (5.27). Usando los resultados
de la seccién anterior obtenemos que la variacion de la densidad lagrangiana
alrededor de € = 0 viene dada por:

0 oL

) dpa+ Fy (M 5¢A) ) (5.28)

donde todos los términos de la derecha han de ser calculados para ¢ = 0.
Como el primer término se anula obtenemos que:

oL o0 0L
o= (@ ~ 52 96aa

0 oL
= —4 . 5.29
dz° (aqu,a ¢A>6=0 (5:29)
Si al hacer la transformacion la densidad lagrangiana varia como:
0G*
0L =— 5.30
oo’ (5.30)

donde G* = G*(¢4, ), entonces (5.29) se escribe:
o ( oL o _
8—3); (m 5(25,4 -G ) =0. (531)

€=0
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Este es el Teorema de Noether, que dice que si bajo una transformacién
de los campos la densidad lagrangiana se transforma como (5.30) entonces
existe una corriente conservada.

Se define corriente conservada cualquier cantidad S* funcién de las va-
riables del campo que satisface la ecuacion:

0S”

Oz
Demostraremos a continuacién que la integral de S° extendida a todo el
espacio tridimensional es una cantidad conservada, es decir que no varia con
el tiempo. Para ello consideremos una regiéon R del espacio en 4 dimensiones

como la de la figura. Los espacios tridimensionales para z°=constante, V, los
tomaremos como esferas.

(5.32)

R
By /
Figura 5.1: Region R en cuatro dimensiones

Integrando la ecuacion (5.32) en la regién R y aplicando el teorema de la
divergencia obtenemos:

a5«

0=
R Oz°

d*z=¢ S%dB 5.33
T ?%9}% @ (5.33)

donde dB,, es el vector normal a la superficie cerrada R. En la superficie su-
perior, con z° = ty, dB, = (d*z,0,0,0) y en la inferior dB, = (—d%z,0,0,0).
En la superficie lateral dB, = (0, d:z:odi), donde d¥ es el elemento de super-
ficie de la esfera V. Obtenemos por tanto:

0= /VSO(tQ)d%—/VSO(tl)d?’H/: § 5.a5 (5.34)
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Si consideramos ahora que la regiéon R comprende todo el espacio tridi-
mensional entre los tiempos t; y to, d% crece como r2, si S decrece a su vez
maés rapido que r~2 entonces la tltima integral de la ecuacién anterior se hace
cero y obtenemos:

/V SO(ty)dz = /V SO(t)) . (5.35)

Como los tiempos t; y to son arbitrarios lo anterior significa que:
4 / Sz =0 (5.36)
dt Jv ’ ’

Volviendo al teorema de Noether (5.31), vemos que la cantidad

oL
—= _Sds—G© 5.37)
6¢A,a ¢A ( !

es una corriente conservada siendo la integral de la componente 0 la cantidad
conservada.

Un caso particﬁlar aparece cuando la densidad lagrangiana no depende
de la funcién ¢4. De la ecuacién (5.27) obtenemos que

0 0L

% M = 0 (538)

es decir 0L/0¢4 o €s una corriente conservada.

5.5 Energia y momento del campo

La invariancia del lagrangiano frente a traslaciones del tiempo o del espacio
estd asociada con la conservaciéon de la energia o del momento lineal, respec-
tivamente. En este caso obtendremos un resultado similar. Por ello vamo a
suponer traslaciones en cuatro dimensiones tal que el campo se transforma
como:

da(z) = da(z + €h), (5.39)

donde h® representa el vector de desplazamiento.

Si £ no depende explicitamente de z, lo que suele suceder cuando tenemos
campos libres, sin fuentes, la dependencia de £ en z viene a través de ¢4 y
sus derivadas. La transformacién anterior induce un cambio en la densidad
lagrangiana dada por:

_ 6_£6¢A a oL ad)A,# ag,.
oL = 02 &vah d6+8¢,4,u—3$°‘ h%de =
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L s | OL 9a,
O¢ 4 Oz 8(,‘25,4,# Oz®
oL 0
= —h%de= — *) de. A4
6xah de e (Lh%) de (5.40)
Es decir la funcién G* en este caso viene dada por Lh®. Por otra parte, de
(5.39) obtenemos:

) h%de =

564 = paah®. (5.41)
Con estos resultados la ecuacién (5.31) se escribe:
0 oL oTy
| = h* — ) = [ - 42
Bz (am,a Pault = Lh ) Moo =0 (5.42)
donde hemos definido or
Iy = m—gm,u -6, L. (5.43)

Hemos obtenido cuatro corrientes conservadas, una para cada valor del indice
1, que dan lugar a las siguientes cantidades conservadas:

P, = / Tds. (5.44)

Cada indice p nos indica una translacién h*. Para p = 0 los deplazamientos
son temporales y por tanto P, seré la energia contenida en el campo, mientras
que P; serd el momento. De estas definiciones es evidente que 7{ representa
la densidad de energia y T la densidad de momento.

5.6 Formalismo Hamiltoniano

Definimos el momento conjugado de la funcién campo ¢4 como:
A_ oL .
04,0

Invirtiendo estas ecuaciones obtenemos ¢4 como funcién de los momentos
74 y de las derivadas ¢ 4,i- Definimos el Hamiltoniano del campo como:

T (5.45)

H(¢A? 7TA7 ¢A,ia iL') = /WA(ﬁA’odSI — L=
= /(WA¢A,0 - L)d*z = /Hd?’x. (5.46)

La dltima igualdad define la densidad hamiltoniana #, que coincide, como
era de esperar, con la densidad de energia: H = T
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Las ecuaciones candnicas se obtienen a partir de las derivadas de la den-
sidad hamiltoniana:

37‘[ _ 8@53,0 B _ oL 6175}3,0 _
grA = Paot T d¢po OTA Pao

(5.47)
El otro conjunto de ecuaciones canoénicas se obtiene a partir de las deri-
vadas con respecto a los campos:

OH  p0dByo 0L O¢po OL  OL 80 oL

3pa | 0ba  0dpo 04 0ds  06a  02°00a.
o oL 9 oL _ 9 oL omt
Oz 8¢a; Ox°0pao Oz 0da; Oz0

(5.48)

Las ecuaciones de campo (5.27) han sido usadas en la anterior cadena de
igualdades. De la definicion de la densidad hamiltoniana (5.46) obtenemos

OH - 065y OL Opmy OL _ OL

= - - = . 5.49
004, g 0ba; Oopo0da; Oba; O0day (5.49)

Sustituimos ésto en (5.48):
T = OH , 0 oA (5.50)

96, | 02064,

Mientras que las ecuaciones (5.47) se parecen a las ecuaciones canénicas
do = OH/0p,, el segundo conjunto de ecuaciones (5.50) no se parece a las
ecuaciones p, = —0H/dq,, sino que aparece un término extra. Para escribir
las ecuaciones anteriores en una forma anéloga a las ecuaciones candnicas
(2.6) usaremos la derivada funcional que fué definida en la seccién 1.4. Te-
niendo en cuenta que:

H= / H(ba, 7, das, ) diz, (5.51)

segtn la definicion (1.60) obtenemos:

SH 1
= lim- {/H(¢A, 4+ e (r —y), Painy) dy—

(57r—A e—0 ¢
_/%(¢A’7TA5¢A,iay) d3y} =

.1 oH oH
= 11_1;%; {/ |:'H + —8‘;2653(3/' —y) — Hjl day} = A" (5.52)
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De la misma forma hallamos la otra derivada funcional:

0H 1o}
= lim-=- {/’H(gb,q +e6*(z —y), ™ dai+ P (z—y),y) dy—

m e—0 €
) -
oH

o o, R I
_ 1%6{/[H+8¢ @ 1)+ geg 'z =) 'H]dy}_
oM o oH

= 961 5w o0 o5
Sustituyendo estas derivadas en (5.47) y (5.50) encontramos
0H 0H
$a0= 4 (5.54)

&z Ao 02
orA’ 0 54’

que son completamente analogas a las ecuaciones canénicas. Sin embargo, a
pesar de esto, la analogia entre este formalismo y el formalismo hamiltoniano
para sistemas discretos no es completa ya que la densidad lagrangiana de-
pende de las derivadas del campo, pero no de los momentos 74, lo que hace
que las variables ¢4, 74 ya no sean similares entre si.

5.7 Desarrollo en funciones ortonormales

Un formalismo alternativo a lo expuesto hasta ahora consiste en el desarrollo
de la funcién campo en término de funciones ortonormales. En este caso la
analogia con el formalismo hamiltoniano es mas directa. Los sistemas que
han sido considerados al principio de este Capitulo, y que han servido como
introduccién a los sistemas continuos, consistian en N particulas en interac-
cién con N — oo. El movimiento de tales sistemas puede ser descrito en
términos de los modos normales. Es esta descripcién en la que se basa el
desarrollo del campo en funciones ortonormales.

Un conjunto de funciones ¢, (7), donde n es entero, es un conjunto orto-
normal y completo de funciones si cualquier funcién “suficientemente” suave
que tiende a cero cuando |F] — oo puede ser escrita como un desarrollo en
serie de dichas funciones:

#(z°,7) = Z an (2°)n (7). (5.55)

n=-—0oo

La ortonormalidad del conjunto completo significa que las funciones ve-
rifican:

(n, om) = / O (P om(F) T = . (5.56)
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Esto define un producto interno en el espacio de las funciones:

= [ F@e@ s (5.57)

Podemos obtener asi los coeficientes del desarrollo de (5.55):
(‘Pm’ ¢) = Zan((pma @n) =0am = Ay, = /‘P:,ﬂs d*z. (558)

El conocimiento de los infinitos coeficientes del desarrollo nos permite
calcular el campo usando (5.55). Es por tanto interesante calcular las ecua-
ciones diferenciales que verifican los coeficientes del campo ¢4. Es evidente
que si desarrollamos los campos segun (5.55) el lagrangiano L dependera de
los coeficientes de cada campo a4,. Calcularemos las derivadas del lagran-
giano respecto de cada uno de los coeficientes:

oL _ / oL 6¢B oL a¢>37i d3a:—
Oasn O0¢p 0asn Odp; Oaan -

- [(9% 0L\ g
- / ( 5.9+ 3 ¢A1i<pn,,> dz. (5.59)

En la derivada anterior hemos tenido en cuenta el hecho que ¢4 no depende
de los coeficientes a4, sino de Ga,. El ltimo término se puede integrar por
partes dando lugar a una integral de superficie que se anula al imponer que
tanto los campos como la densidad lagrangiana tienden a cero suficientemente
rapido cuando |7] — co. La derivada anterior se escribe, por tanto,

_ 0 oL 3
aaAn =/ (am o aqu,,-) #nd'a. (5:60)
De forma anéloga obtenemos:
OL _  OL 0¢pp Py = 3
Odan / 00,0 Ot an / 0da, 0<pn @' (5.61)

Combinando ambos resultados escribimos la siguiente ecuacion:
@aob 0L _ / 0 oL 0 9L OL) s _
dt 6(’1An 8aAn - (9:170 6(]5,4’0 a.’Ei 8¢A,i 6¢A ¥n -

o oL  oc -
/ (55; o %> on d*z = 0. (5.62)

Vemos que las ecuaciones del campo equivalen a las ecuaciones de Euler-
Lagrange considerando que los coeficientes del desarrollo de los campos son
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las coordenadas generalizadas y el nimero de grados de libertad del sistema,
infinito. Los momentos conjugados de estas coordenadas son:

An

3. _ [ A_ 3
3aAn /3¢A0(’Dnd x-—/w ond’z. (5.63)

Tomando los complejos conjugados de la expresion anterior, y teniendo en
cuenta (5.58), se comprueba que las cantidades b%,, constituyen los coeficien-
tes del desarrollo de 74*

=2 bintn (5.64)
n
El hamiltoniano se escribe como:

H=Y banaan—L (5.65)
Veamos cual es la relacién entre este hamiltoniano y el definido en (5.46):
H = /Hdgx = /(WAQSA’O —L)d*z = /ZbAngo,’; > aampmd’s — L =
= 3 buntam / O omdT — L =3 banipn — L. (5.66)

Vemos, por tanto, que el hamiltoniano definido en la seccién anterior coin-
cide con el definido a partir de los coeficientes del desarrollo del campo en
funciones ortonormales.
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Capitulo 6

MECANICA Y GEOMETRIA
DIFERENCIAL

Hemos visto como el espacio de configuracién Q esté formado por los puntos
con coordenadas ¢, y es un espacio de dimensién n. En el caso de que el
sistema dindmico esté formado por una particula sin ninguna ligadura, en-
tonces el espacio es el espacio euclideo IE?® y el vector velocidad @ pertenece al
mismo espacio. En el caso de dos particulas la diferencia de sus velocidades
también pertenece al mismo espacio IE®. Sin embargo si consideramos una
particula obligada a moverse sobre la superficie de una esfera, entonces el
espacio de configuracién es la esfera S? y el vector velocidad es tangente a la
esfera y por tanto no “pertenece” a dicho espacio sino que esté en el espacio
IE? al cual pertenece la superficie S2. Todos los posibles vectores velocidad
en un punto de la esfera son tangentes a la misma en ese punto y forman un
espacio vectorial de dimensién 2. En el caso de la velocidad relativa de dos
puntos en la esfera, aunque es un vector en el espacio IE®, no representa nada
que pueda ser descrito en términos de S2.

En el ejemplo anterior no es importante la descripcién del movimiento
enteramente en términos de la esfera S? ya que éste puede venir descrito
en el espacio IE%. El problema se complica cuando consideramos espacios de
configuracién mas complicados, por ejemplo el del péndulo doble cuyo espacio
de configuraciéon es S?x S? que es una hipersuperficie en algtin IE" que no
tiene ningin significado fisico particular.

Para tratar con estos espacios definimos una variedad usando la analogia
con la construcciéon de mapas. Para hacer un mapa de la tierra se pueden
realizar diversos tipos de proyecciones. Ninguna de estas proyecciones cubre
enteramente la superficie de la tierra sin hacer cortes, perder algunos puntos
o repetir otros mas de una vez. Un mapa es una representacion plana razona-
blemente fiel de una superficie curva. Un atlas es una colecciéon de mapas que

111
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cubre toda la tierra. Un punto de la superficie puede aparecer en un mapa o
en varios. Una variedad es una construccién similar.

Una variedad n-dimensional puede ser vista como una hipersuperficie de
dimensién 7 en un espacio real euclidiano IE™ siendo m mayor que n. En
particular, una variedad M de dimensién n es un espacio que localmente lo
“identificamos” con IR": es un espacio de Hausdorff (es decir que para cual-
quier recubrimiento y V a,b € M,3 U,, U, abiertos tales que a € U,, b €
Us, U, N Uy, = ¢) en el que cualquier punto a € M tiene un abierto homeo-
morfo a un abierto de R™ (Fig. 1).

Ua:_ (/,\5
o ™|
N

‘\ s e
/,:.,—.fj*’" o T
M

3
.

{R 4"

Figura 6.1: Carta local en una variedad M

Es decir a cualquier punto de la variedad le hacemos corresponder un
punto de R™: si u € U,, ¢3(u) € R™ y seran las coordenadas del punto u. La
aplicacién ¢, la llamaremos carta local. Al conjunto de todas las cartas locales
del recubrimiento de M (M = U U,) se le denomina atlas. Evidentemente
un punto en la variedad puede pertenecer a dos distintos abiertos U, y Uy; en
este caso existiran dos diferentes coordenadas para el mismo punto: ¢%(u) y

¢p(u) (Fig. 2).
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Figura 6.2: Cambio de coordenadas en una variedad M

La aplicacién @ es biyectiva y relaciona ambos conjuntos de coordenadas:

Ozl 2") = y* = ¢} (u) = (' (2)) (6.1)

Si @ es diferenciable se dice que la variedad es diferenciable.
Veamos ahora como definir vectores en la va-

riedad sin necesidad de recurrir a un espacio
IE™ de dimensién mayor. Para ello definimos
primero una curva C(¢) en la variedad co-
mo una aplicacién de un abierto de IR en M.
Mediante la carta local, las coordenadas de
un punto de la curva C(t) vienen dadas por
z® = p*(C(t)) = c*(t). La curva C es dife-
renciable si las funciones ¢®(¢) lo son.

El vector tangente a la curva C en la carta
local tiene componentes definidas por

_dc®
Codt
Sea una curva C' que pertenece a dos cartas locales ¢, v ¢p, v sea c*(t) =

,Ua

(6.2)
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eg(C(2)), d*(t) = o (C(t)) y c*(t) = ®(d(t)) entonces los vectores tangentes
verifican:

_der 0%* dd? 0% 4
~dt  0d® dt  odP "

El vector ¥ lo identificamos con las componentes v® y la carta local donde
han sido calculadas. 7 es un objeto independiente de la carta local usada para
el calculo de sus componentes.

En un punto m de M un conjunto de nimeros v* define un vector ¥
en el punto m. Si tenemos otro vector @ en el mismo punto m, entonces
w* = Av® + pu® definen otro vector @ en m. Es decir el conjunto de vectores
en m forman un espacio vectorial de dimensién n llamado T,,M. El conjunto
formado por la variedad M y todos los espacios T,,M constituyen el espacio
tangente o fibrado tangente de la variedad TM. Los puntos de este espacio
tangente estan formados por los pares (m, ¥) donde ¥ es un vector tangente
en el punto m. Cada uno de los espacios vectoriales T,,M se denominan
fibras. Por ejemplo: si M=S! el espacio vectorial tangente en cada punto es
una linea recta (los vectores tangentes en cada punto puede tomar todos los
valores). Asi aparece el espacio tangente TS! como un cilindro. Sin embargo,
para que esto sea asi hay que “pegar” los espacios tangentes. Esto lo hacemos
comprobando que, a su vez, el espacio tangente TM es una variedad. Una
carta local en M (U, ¢), define una carta local en TM: (TU, Ty) donde TU
estd formado por los puntos (m € M, %) con ¢ €T,,U y Ty es una funcién
de TU a R*".

El espacio de configuracion Q es una variedad de dimensién n (siendo n
los grados de libertad del sistema) cuyos puntos en una carta local tienen
coordenadas g®. Los vectores tangentes en un punto tienen coordenadas ¢*.
El lagrangiano es, por tanto, una funcién L: TQ x IR — IR. Las ecuaciones
de movimiento son ecuaciones de primer orden en TQ:

dge o
7 =/ (6.4)
donde &% es la pareja de puntos (¢, ¢%). De la ecuacién anterior vemos que
f© son las componentes de un vector tangente definido en cada punto £ €
TQ, es decir f € T(TQ) = T? Q.
Sea F'(g,q) una variable dinamica, su variacién a lo largo de una trayec-

toria es
dFF _OF ., OF _,
dt  0g% 0g*
Estas ecuaciones son locales, es decir validas en una carta local. Las ecua-

ciones de movimiento de Euler-Lagrange dan ¢* como funciones en TQ. La
parte derecha de la ecuacion anterior es, por tanto, una funcién de TQ.

o4

(6.3)

(6.5)
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Llamaremos A a las curvas integrales, solucién de las ecuaciones de movi-
miento. Las componentes del vector tangente a A son (¢%, §*(g, ¢)). Definimos
la siguiente operacion:

dF

@ _ g
dt

A(F) (6.6)

Il

donde
0

A= — +§ —. 6.7

o T8 5 (6.7)

A actiia sobre una funcién de TQ y la convierte en otra funcién de TQ.

Se define un campo vectorial X en TQ como una aplicacion X : F(TQ)
— F(TQ):

0 0
Xy —=Xx —. 6.8
+ 2 8q-a 650‘ ( )

Segtin esta definicién A es un campo vectorial cuyas componentes son: (¢, §°).
En general, un campo vectorial X en una variedad M se define como

_, o O
X=X S

(6.9)

siendo u® las coordenadas de un punto de M en una carta local determinada.
X transforma una funcién de M en otra funcion. Hay que tener en cuenta
que al aplicar el campo vectorial la funcién que se deriva es f(p~!(u®)), que
es una funcién de R" a IR.

Consideremos ahora las aplicaciones lineales w que transforman campos
vectoriales en una funcién en la variedad, es decir que verifican:

w(fX +gY) = f w(X) + g w(¥). (6.10)

A estas aplicaciones se las denominan I-formasy constituyen el espacio vec-
torial dual del espacio de campos de vectores, y por tanto su dimensién es 7.
En TQ la base de los campos vectoriales son los vectores 8/9¢%, 8/8¢*. Las
1-formas duales de estos vectores son:

a 0 a ‘o 0 _ sa

(07 a —_ s 3 a —
i (55) = o (a5) =0 (o4

Se demuestra facilmente que estas 1-formas forman una base:

W = Ng dg® + (, dg°. (6.12)
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Siw = n,dg® + (di® y X = X2
la linealidad de la aplicacion:

I 6q°‘ + Xg econtramos que, debido a

w(X) = 1, X2 + (o X$ = (w, X). (6.13)

La diferencial de una variable dindmica F(q, ¢) es una 1-forma:

BF 6F i
y se verifica que
dFr . o - - _
i F = A(F)=dF(A) = (dF, A). (6.15)

_ Definimos derivada de Lie de una funcién a lo largo de un campo vectorial
X como: .
Lg(f) =X(f) € F(M). (6.16)
En nuestro caso: ]
F=Lz(F) (6.17)

Se define la derivada de Lie de una 1-forma obtenida mediante la diferencial
de una funcién como:

Lz(df) = d(Lx(f)) (6.18)
que es una 1-forma. Si w es una 1-forma cualquiera, usando la regla de Leibniz,
obtenemos:

Lzw) = Lg(wadf®) = (Lg(wa))dE* + wa (Lg(dE?)) =

= X(wa)dE* + wod (Xﬂ 321) = X (wa)d€* + w % e de® =
_ 50Wa ﬁaX o
= (X 565 T d¢ (6.19)

La derivada de un vector la definimos extendiendo la regla de Leibniz:
Lz((w,¥)) = (Lzw),¥) + (w, Lg(Y)). (6.20)

Si tomamos w = w,d€®, X =X° ai Y =Y©
ecuacion es:

aga la parte izquierda de la

L@, 7)) = Lga¥®) = R(wa¥®) = XP -0 (1Y) =

o¢h
OWg g 5 oY«
56 ¥+ X waygs

= X# (6.21)
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El primer término de la parte derecha de (6.20) es:

— Wa P
(Lgw), V) = (Lz(@)aY® = (XBZ = +wﬁ%> Y, (6.22)

mientras que el segundo término vale:
(, £2(Y)) = wa (Lg(¥))". (6.23)
Sustituyendo (6.21), (6.22) y (6.23) en (6.20) obtenemos:

() = x0T _ye0X®
(£z() =X 367 367 (6.24)
La derivada de Lie de un campo vectorial da otro campo vectorial cuyas
coordenadas vienen dadas por la expresion anterior. A partir de lo anterior
se ve facilmente que:

(Lx(7) (F) = Lg (Lo (F) - L3 (L2(F) = [X, 7] (). (6.25)

La operacién entre vectores definida en la expresién anterior es anticonmu-
tativa y verifica la identidad de Jacobi:

[£.7]=-[7.X], [%[7.2])+ [ [2.%]) + [ [%. 7] = 0. (6.20)

Veamos ahora como podemos escribir las ecuaciones de Lagrange con
cantidades definidas en la variedad. Para ello definimos la 1-forma

oL,

= a—qa (627)

wr

que esté definida en la variedad tangente TQ (las componentes correspon-
dientes a d¢ de la 1-forma wy son cero). Las componentes son realmente
componentes de una 1-forma ya que bajo cambio de coordenadas se trans-
forman inversamente que las cantidades ¢ que son vectores. La derivada de
Lie de esta 1-forma a lo largo de las trayectorias es:

Lx(wr) =Lx (%%) dq® + g—;d (Lx(g%)). (6.28)

Lz actta sobre las funciones como una derivada temporal:

d (0L oL ..,
Lz(wr) = 7 (a—qa> dq® + ——dg*, (6.29)
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por tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange se escriben como:

Lz(wr) —dL =0. (6.30)
Hemos visto que
0= 2L
pa q7q - aqoa

son las componentes de una 1-forma definida en TQ. Como w; no tiene
componentes dg también puede ser considerada como una 1-forma definida
en Q considerando la dependencia en ¢ como parametros. Igual que hicimos
al construir la variedad TQ, construimos ahora el fibrado cotangente o la
variedad cotangente T*Q como formada por Q y los espacios cotangentes
T3Q, definidos como los espacios vectoriales de las 1-formas definidas en
un punto ¢ de la variedad. El espacio T*Q es el espacio de fases y H es
una funcién que toma valores en dicho espacio. Las ecuaciones canénicas
son ecuaciones diferenciales en T*Q. Igual que antes definimos un campo
vectorial en T*Q:

- ., 0 0 0
Ag=¢8*"— =¢"— +po—.
H § aé-a q aqa pOt apa
La transformacién de Legendre por la cual calculamos el hamiltoniano es
una aplicacién de TQ a T*Q que transforma cada vector ¢ € 7T,Q en una
1-forma p € T;Q. Esta aplicacién transforma cualquier objeto definido en
TQ en otro equivalente en T*Q. En particular transforma wy, en:

(6.31)

wo = padq®. (6.32)

Se define una 2-forma como una aplicacién bilineal y antisimétrica que
transforma pares de campos vectoriales en funciones: Q : X x X — F y tal
que

QX,Y)=-Q¥,X) € F (6.33)
La accién de una 2-forma sobre los vectores de la base nos determina como
actia sobre cualquiera pareja de vectores:

a9 ys 0 ) _
(a2 -

Q(X,Y)
8 0

— ayB -
XY Q(@E“’@fﬁ

) = XY Puwg. (6.34)

Es decir una 2-forma viene representada en una carta local por una matriz
antisimétrica. Si solo hacemos actuar una 2-forma sobre un campo vectorial
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fijo Y, obtenemos una 1-forma: Q(e,Y), ya que al aplicarla a un campo
vectorial nos da una funcién. Esta operacién se llama contraccion de una
2-forma por un vector y la representamos como:

iQ=Q>0,X), (159 =wasX’. (6.35)

Las ecuaciones canoénicas del movimiento se escriben:

0H

S = — 6.36

7[1 f 86‘/ ( )

Definimos la matriz Q2 como Q = —T' y las ecuaciones anteriores se escriben
: OH

wyug" = 8_6” (637)

Las componentes de la matriz simplética © son las componentes de una 2-
forma definida en T*Q y las ecuaciones canénicas de Hamilton se escriben:

iz, =dH (6.38)

Antes de proseguir es conveniente ver como podemos generar 2-formas
y cual es su base. Para ello vamos a definir una nueva operacién que es el
producto exterior. Si tenemos dos 1-formas w y # su producto exterior es una
2-forma definida por:

WAB)(X,Y) =w(X)I(Y) - w¥)(X) = waX05Y? —wY05X5. (6.39)

De lo anterior obtenemos que wAf = —0 Aw. Para ver la base de las 2-formas
extendemos el concepto de diferencial de una funcién y definimos la derivada
exterior de una 1-forma w = w,d&® como una 2-forma definida por:

d = dug A dee = 2

= 365 deP A dee. (6.40)

De la misma forma podemos definir la derivada exterior de una 2-forma y
obtendremos una 3-forma. Debido a la antisimetria del producto exterior es
facil ver que d(dw) = d?w = 0. De la expresién anterior podemos ver que las
cantidades d&€® A d¢* forman una base del espacio de las 2-formas, es decir
que cualquier 2-forma la podemos expresar como:

0= %waﬁ de® A déP. (6.41)



120 CAPITULO 6. MECANICA Y GEOMETRIA DIFERENCIAL

Teniendo en cuenta lo anterior es facil ver que la 2-forma © que aparece
en las ecuaciones de Hamilton se escribe:

Q = dpq A dg® (6.42)

De lo anterior vemos que d2 = 0 (Una forma tal que su derivada exterior
es cero se denomina cerrada). También podemos comprobar que

Q = dw. (6.43)

Otra propiedad importante de 2 es que es no-degenerada, es decir que i 3Q =
0 solo se verifica si el vector X es nulo (esto equivale a decir que el determi-
nante de la matriz de las componentes de 2 no es cero).

Una 2-forma que es cerrada y no-degenerada se denomina forma simpléc-
tica. El espacio de fases T*Q est4 provisto de una manera natural de una
estructura simpléctica ya que ésta estd determinada por la transformacion
de Legendre y por la ecuacién (6.43).

La ecuacién (6.38) la podemos extender usando en lugar de H cualquier
otra funcién f:

igA=df, =  wuX}= %. (6.44)
Asf asociamos a una funcién f una campo vectorial X;. Este campo es tinico
para cada funcién ya que si hubiera otro que verificara lo anterior % )?}Q =df

. O i O g Y. _ V! —
entonces zXfQ—zX}Q = ZX;—X}Q = 0y como 2 es no-degenerada X; — X} =
0. El inverso no siempre es cierto, es decir, para cualquier campo vectorial no

siempre existe una funcién f que verifica la ecuacién anterior. De la ecuacion
anterior obtenemos facilmente:

«_ . Of
Xf = ’Ya,@@v (645)

Podemos usar lo anterior para establecer la relacién entre 2 y los corchetes
de Poisson:

£,(0) = X1(0) = Xf g =il 2L = (g1l (649
Una expresién similar es:
Q%5 %) = wusXPX] = Yot g oo =
= L% g (647

e g
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Esta ecuacién la podemos considerar como la definicién de los corchetes de
Poisson. Todas las propiedades de estos pueden ser derivadas de lo anterior.
En particular la identidad de Jacobi se deduce del hecho que dQ2 = 0.

Es interesante ver la interpretacién geométrica de una 2-forma. Conside-
remos primero un espacio con n = 1, es decir el espacio de fases tiene dos
dimensiones. En este caso la forma simpléctica viene dada por la matriz:

Q:(_Ol é) (6.48)

La accién de €2 sobre dos vectores cualesquiera XeYes
Q(X,Y) = wapX°Y? = —-X'¥? + X2 (6.49)

cuyo valor absoluto representa el area que sustentan ambos vectores. En el
caso de n dimensiones, podemos hacer lo mismo usando dos vectores E y E del
espacio de fases cuyas componentes son (¢%,pg) y (¢'*, pj) respectivamente.
Obtenemos :

- = - =

QED = (dpa Adg®)(E Q) = dpa(€)dg*(C) — dp*({)dg*(€) =
= (nq" — ¢'p)) + (p24” — b)) + -+ (6.50)

Cada uno de los paréntesis de esta expresion representa el area sustentada
por las proyecciones de los vectores f y 5 sobre cada uno de los planos (g%, p,).

Habiamos visto que las transformaciones canénicas dejaban invariante la
matriz I'. Lo mismo ocurrird con la forma simpléctica §2. Si tenemos ini-
cialmente unas coordenadas (g%, p,), definimos la 1-forma wy = padg® y tal
que dwy = Q. Si tenemos otras coordenadas (Q%, P,), obtenidas median-
te una transformacién canoénica de las anteriores, nos definen otra 1-forma
w; = P,dQ*® y tal que dw; = . Es decir:

d(wo — w1) = d(padq® — Pad@®) = 0. (6.51)

Se puede demostrar que si una 1-forma w es cerrada, localmente existe una
funcién f tal que w = df. Luego de la ecuacién anterior obtenemos

Padq® — PadQ® = dF. (6.52)

Esta es la ecuacion que habiamos obtenido para las transformaciones cané-
nicas, donde F es la funcién generatriz de la transformacion.

Acabamos este breve repaso de la descripcién de la Mecanica Analitica
usando las técnicas del célculo en variedades con la enunciacién del Teorema
de Darbouz. Este teorema establece que en una variedad simpléctica M, es
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decir una variedad provista de una forma simpléctica 2, de dimensiéon par
2n, existe alrededor de cada punto p de la variedad una carta local tal que
V p' € U, con coordenadas (z!,- - -, z%") la forma  se escribe

Q=Y dz* Ade*tm. (6.53)

a=1

Es decir este teorema dice que localmente podemos definir coordenadas tales
que la forma simpléctica de la variedad toma la forma dada por (6.42). Asi
todas las variedades simplécticas de una cierta dimensién par son localmente
isomorfas.






