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FEBRERO 2001

1.-

La tasa de beneficios generados por una pequefia inversion a corto plazo viene
-, _rt2 , . .
dada por la expresion B, +k-t-e™™ euros/dia (donde t denota el tiempo transcurrido en

dias). Calculese la constante k sabiendo que: (i) la tasa de beneficio en el instante inicial

(t=0) es de 100 euros/dia; (ii) el valor de la constante r es IlnTlé) :'y (iii) al cabo de 10

dias el beneficio total acumulado es de 1045 euros. (Se ruega no utilizar calculadora.
Ademas de completamente innecesaria, es preferible arrastrar en los célculos la expresion

“In10”.)
Solucioén:

Se designa por B(t) al beneficio acumulado cuando ha transcurrido el tiempo t.

Entonces

B(t)=ItB'(t)dtzj:(Bo+k-t-e‘rtz)dt.

0

En (i) se dice que la tasa de beneficio en el instante inicial (t =0) es de 100 eu-

ros/dia, luego

B’(0) =B, =100.
De (ii) se tiene que
In10
r=——.
100

En (iii) nos aseguran que el beneficio acumulado en los 10 primeros dias es de

1045 euros, es decir
10
B(10) = j B'(t)dt =1045.
0

Entonces
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10 2 10 In10+2 In10+42 10
1045 =j (B, +ktee™ )dt:j (100+|<~t-e‘ﬁI )dtzloot—%e_mt}
0 0 In10 0
=1000+%(1—e-m1°)=1000+ﬂ(1_ij:1000+ﬂ.
In10 In10l~ 10 In10
Se deduce
45k
1000+~ =1045 = 45k =45In10 = k =In10.
In10
2.-

Sean D={(x,y) e R®:xy <1, 2x—y>-1, y >0}y la funcion
senx X<=

f(xy)=

Calculese, si existe, ” f.

D

Solucioén:

Y

20 —y=-1

El recinto D se representa en la figura y es regular y no acotado. Si llamamos
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D, ={(x,y)eR* :x<1/2, 2x-y>-1,y>0},
:{(x,y)eRz:xyél, 1/2<x<r, yZO}.

Entonces la funcion f es continua cuando se restringe a D, y a D, . Entonces

I, e=1f, retmf] e

— Calculo de J f . Se puede calcular de dos formas

2x+1
” f—jj senxdydx o bien ” f—IJ._ senxdxdy .

La calculamos de la segunda forma

” f II senxdxdy = I—cosx

2

[ [l
el 5]
~czoe{3] (- 2en [
o323

— Célculo de Iim” f
Dr

r—oo

Iim” f =|imjj—dydx_nmj y}xdx
r—oo D, r—ow Ji r—o 1 X 0
:Iimj idx—llm—i} :lim(—1+2j=2.
r-oJi X r—oo X % r—oo r

2

Entonces, J. f =4sen1—2cosl+ 2.
D 2 2



Febrero 2001

3.-

X’ COSY+YyCOSZ+2COSX—m+t=0

Dado el sistema: ¢, ~ 2
X“+y +az°—xy—ar"+t=0

donde a es un pardmetro tal que a = 0.
i) Utilizando el Teorema de la funcién implicita, ¢;puede asegurarse si el sistema

anterior define implicitamente a las variables y y z como funciones de x y t en torno
al punto (x,y,z,t)=(0,0,7,0)?
i) En caso afirmativo, utilizando el Teorema de la funcion inversa, ¢se puede

asegurar que dicha funcion implicita es localmente invertible en torno al punto (0,0)?

Solucioén:

i) Aplicamos el Teorema de la funcién implicita para comprobar la existencia de
una funcion implicita o (x,t)=(¢"(x,t),¢*(x,t))=(y,z) en tomo al punto
(x,y,2,t)=(0,0,7,0). Denotamos

F'(X,y,2,t)=x"COSYy+YyCOSZ+ZCOSX— 7 +t,
F2(x,y,2,t)=x"+y*+az’ —xy—ar’ +t.

Las condiciones del Teorema de la funcion implicita son

a) F',F°e Cl(B(0,0,n,O)) puesto que estan formadas por sumas y productos
de funciones trigonométricas y polinémicas.

b) Sustituyendo (x,y,z,t)=(0,0,7,0) en las ecuaciones del sistema se obtiene:
F(0,0m,0)=F?(0,0,7,0)=0 .

¢) Finalmente vemos si el jacobiano no se anula. En efecto

oF oF
oy oz —X°Seny+Cc0Sz —YySenz+cos X -1 1
OF2  OF? | 2y« 2az “lo Zaﬂ__zaﬂio
y (0,0:,0)
ay 62 (0,01,0)
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Entonces en torno al punto (x,y,z,t)=(0,0,7,0) el sistema dado permite inter-
pretar a y y z como variables enddgenas, es decir, define una funcion implicita
p(x,)=(y,2).

i) Aplicamos el Teorema de la funcion inversa a la funcién

p(x1)=(¢" (x1),0* (x.t))=(v.2).
Las condiciones son

a) ¢',¢" €C*(B(0,0)) por el Teorema de la funcion implicita en el apartado an-
terior.
b) El jacobiano |J w(0,0)| no se anula. Para calcular este jacobiano, se necesitan

las derivadas de la funcién implicita:

oo
ox oz
oF?* oF° ‘o 1

1
ai(olo):@(o’o):_ OX 0z 0.0m0) _ 0 n2a _o,
o oF oF 2a

oy oz
0w o
8y oz (0,07,0)
oo
ot 0z
oF? oF? ‘1 1
1
1
%(O,O)ZQ(O’O):_ ot 0Z |(0,0x.0) _ mn2a :Zﬁ 1 |
1 1
* a oF oF a2 a
oy oz
0w o
ay oz (0,07,0)
o o
oy  ox
OF*  oF* ‘—1 o‘

i OX
ai(O,O):@(O'O):_ oy 0070 _ 0 0 _o
R ES 2

oy oz
o o
YR 2 P
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oF' oF
oy ot
oF® oF? ‘—1 1‘

2 ot 0 1
ai(o,o):@(o,o):_ % 00n0) _ = 1 .
ot ot oFt  oF! 2a 2a
oy 0z
oF* OF°

5y oz (0,07,0)
Sustituimos los valores hallados para calcular el jacobiano
o od| |y 2ad
|‘](p(0’0)|= OX ot _ 2a ~0.
op® g’ 0 1
ox 0t oo 2a

Como se anula no se puede asegurar si la funcion implicita ¢ es o no localmente

invertible en torno al punto (0,0).

4.-

Una entidad financiera ofrece a sus clientes cierto tipo de fondos de inversion.
Cada afio conserva parte de la inversion captada el afio anterior y recupera parte de la

perdida dos afios antes. Ademas cada afio capta fondos de nuevos clientes. Si I, denota
la inversion captada en cada periodo t (t=0,1,2,... expresa afios), calctlese 1, a partir

de los siguientes datos. Los dos primeros afios capta 9.000 y 10.200 millones de pts. Y

en adelante, cada afio (1,,,) conserva el 60% de los fondos captados el afio anterior
(1,,,); cada afo recupera una parte de lo perdido hace dos afos equivalente al 16% del
total captado hace dos afios ( I,). Asimismo, cada afio capta 2.400 millones de pesetas de

nuevos inversores.
Solucioén:

Por la dltima parte del enunciado, la inversion captada cumplira la siguiente ecua-

cion en diferencias:
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_60 16
l,., = 400|H1+ 400|t+24oo,

0 equivalentemente
l,.,—0,6l,,—0,161, = 2400.

La ecuacion homogénea asociada es 1., —0,6l, ,—0,161, =0. El polinomio ca-
racteristico: p(r) =r?-0,6r —0,16, cuyas raices son r=0,8 y r=-0,2. La solucion
general de la ecuacion homogénea es entonces,

I"=C,(0,8)' +C,(-0,2)', C,C,eR

Para encontrar una solucidn particular de la ecuacién completa, se observa que el
término independiente es una constante y 1 no es raiz del polinomio caracteristico de la
ecuacion homogenea asociada. Asi que se ensaya una funcion constante |17 = A. Sustitu-
yendo en la ecuacién completa se obtiene

A-0,6A-0,16A=2.400.
Resolviendo A=10000, luego la solucion general de la completa es:
I, =10000+C,(0,8)' +C,(-0,2)' C,.C, eR.
Por ultimo utilizando las condiciones iniciales:

I, =9000 =C, +C, +10000
|, =10200 = 0,8C, — 0, 2C, +10000

De donde C, =0 y C, =-1000, y se concluye que:
I, =10000-1000(-0,2)".
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1.-

Una empresa tiene una tasa de ingresos en cada instante t (t expresa el tiempo

transcurrido en dfas) dada por la siguiente expresion: 1'(t) =€ (t2 —4t+2) miles de

euros/dia y como tasa de gastos G'(t) = e (4t+2) miles de euros/dia.

Calculese el beneficio neto acumulado durante los 5 primeros dias.
Solucion:

Si se designa por B(t) al beneficio acumulado en el instante t, entonces el
beneficio marginal es
B'(t)=1'(t)-G'(t)=e"(t* -8t).

El beneficio neto acumulado durante los 5 primeros dias es:

5

B(t)=j:B'(t)dt=j e'(t*-8t)dt.

0

Realizamos el célculo

5
e (t?+4t)dt =
.[o ( ) {dv:e‘dt v=—e"

u=t>-8t du:(2t—8)dt}
5

e -a) [ + '[ (2t—8)e 't
0

B u=2t—-8 du=2dt
“ldv=etdt v=-e

_1£a-5 7P % ot
—15e +[-(2t-8)e" | + L 2e it

=15 —2e°-8-2¢" ]Z =11e™ —6 miles de euros.
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2.-
Se considera el conjunto D={(xy)eR®: -1<xy<1 x>2| y la funcion
f(x,y)=€e™. Calcllese, si existe, J.J. f . (Observacion: plantéese con claridad la
D

integral antes de entrar en su célculo, indicando la descomposicion del recinto elegida)
Solucién:

Y

r=2
D; f zy =1

El recinto D es la region sombreada de la figura. Es un recinto regular y no
acotado, y la funcion f es continua y no negativa en D.
Como en la funcién f aparece el valor absoluto, para calcular la integral

conviene presentarla definida a trozos:

e”, y=0,
e, y<O.

fxy)=e?= {
Llamamos
Dlz{(x,y)eR2 r —1<xy <], x22,y20},

DZ:{(x,y)eR2 s —1<xy<1, sz,ygo}.

Entonces, ” f=” e dydx+j e ¥ dydx.
D D, D,

r el/x reXy 1 fe_l
” e” dy dx =|im_” exydydx:limj —} dx:limJ. €2 ix
D1 r—oo 2 0 r—oo 2 X r—oo 2 X

0

=lim(e-1)Inx], = lim(e-1)(Inr —In2) =0,

r—o

Por tanto J. j f no existe.
D
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3.-

Considérese el siguiente modelo macroeconémico en el que Y representa la renta
nacional, C el consumo, | la inversion, G el gasto publico, M la oferta monetaria y r la
tasa de interés:

Y=C+I1+G,
M =f(Y,r),
C=g(Y),
donde f y g son funciones cuyas derivadas son continuas y mantienen los siguientes
signos:
2—:{>0, Z—:<0, g(Y)>0
Se pide:

i) Comprobar que es posible interpretar la renta, el consumo y la inversion como
variables enddgenas en torno a cualquier punto en el que el sistema esté en equilibrio.

i) Analizar separadamente el impacto sobre la renta de: (a) un incremento de la
oferta monetaria; (b) una bajada de la tasa de interés.

iii) ¢Qué efecto tendria sobre el consumo un incremento de la tasa de interés?

¢Qué efecto tendria sobre la inversion un incremento del gasto publico?
Solucion:

i) Para saber si el sistema define una funcion implicita ¢(G,M,r)=(Y,C,1),
en torno a un punto cualquiera (Y,C,1,G,M,r)=(Y,,C,,1,,G,, My, T,) que esté en
equilibrio, aplicaremos el Teorema de la funcién implicita. Reescribimos el sistema

FYY,C,1,G,M,r)=Y-C-1-G
F2(Y,C,1,G,M,r)=M - f (Y,r)
F*(Y,C,1,G,M,r)=C—-g(Y)

Entonces:

a) F',F?,F°eC(B(Y,,Cy1.Gy. M. 1, )) . Porque F* es lineal y tanto f como
g tienen derivadas continuas.

b) Como el punto esta en equilibrio cumple las ecuaciones del sistema, es decir

Fl(YO,CO, 1, G, Mo,ro)z Fz(Yo,CO, 1o, Gy My, 1) = F3(YO,CO, 1, G, Mo,ro)zO.

-10-
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¢) Finalmente se comprueba que el jacobiano no se anula. En efecto

oF!

oF!

oF!

oY
oF?

oC
oF?

al
oF?

oY
oF®

oC
oF®

al
oF®

oY

Por lo que si es posible interpretar la renta, el consumo y la inversién como

oC

variables enddgenas.

.. . . oY
i) Necesitamos calcular en ese punto las derlvadasm y —

oY

oF*

al

oF*

1
of
oy
-g'(Y)

oF*

oM
oF?

oC
oF?

ol
oF?

oM
oF°

oC
oF°®

ol
oF®

oM

oC

ol

-1

1

-1

of

0|=—=0 (enrealidad es positivo).
oY

0

oY
or

oM

Entonces, un aumento de la oferta monetaria producira también un aumento de

la renta.

oY
or

oF!

oF!

oF!

oY
oF?

oC
oF?

ol
oF?

oY
oF®

oC
oF®

ol
oF®

oY

oF*

oC

oF*

ol

oF*

or
oF?

oC
oF?

al
oF?

or
oF?

oC
oF°®

ol
oF°

or

oC

al

oF!

oF*

oF!

oY
oF*

oC
oF?

ol
oF*

oY
oF®

oC
oF®

al
oF®

oY

oC

al

-g'(Y)

1 0

-11-
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Por lo que una bajada de la tasa de interés producird una disminucion en la

renta.
oC ol
iii) Ahora hay que calcular — y —:
) yq P e
oFt  OoF' oF!
oY or ol
oF? OF%* oF? 1 0 !
oY or ol of of
3 3 3 T Av -— 0
OF° OF° oF oy  or of
oCc _|oy o a | |-g(Y) 0 0| 59(Y) .
I 1 T 1 1~ of >
or  |oF* oF' OF 1 1 -1 of
oY oc al of oY
2 2 2 T AV 0 0
oF oF oF oY
oY oCc al -g'(y) 1 0
oF® oF® oF®
oY oC

Un incremento de la tasa de interés producira un aumento en el consumo.

oF* oF* oF!
oY oC oG
oF% 06F? oF? 1 -1 -
oY oC oG of
3 3 3 T Aav 0 0
OF° OF° ©F oY
o _ oy o€ eG|_ |-g() 1 0]
oG oFt  OF' OoF! 1 -1 -1
oY oC ol of
2 2 2 T AV 0 0
oF% ©oF? oF oY
oY oC ol -g'ty) 1 0
oF®* OF® OF?3
oY oC ol

Y finalmente un incremento del gasto puablico tendrd como efecto una

disminucion de la inversion.

4.-

Sea la siguiente ecuacion en diferencias:

-12-
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yt+3 - 2yt+2 _4yt+1 +8yt = g(t) '
Sabiendo que la funcién 3t+5 es solucion particular de la ecuacion, calculese

g(t) y la solucion particular de la completa que cumple: y, =5; y, =8; y, =11.
Solucioén:

Como 3t +5 es solucion particular de la ecuacion al sustituir se obtiene
3(t+3)+5-2(3(t+2)+5)-4(3(t+1)+5)+8(3t+5) =9t =g(t).
es decir
g(t)=9t.
Ahora resolvemos la ecuacion. Primero buscaremos la solucion general de la

homogénea:
yt+3 - 2yt+2 _4yt+l +8yt =0.

El polinomio caracteristico: r®—2r?—4r+8. Las raices son -2 y 2 (doble).

Luego la solucion general de la homogénea:
h t t t
V' =C,+(-2) +C,-2' +C,t-2 C,C, C,eR.
Ahora calculamos la solucién general de la completa. Como 3t + 5 es solucion
particular de la completa, la solucién general es

Y =3t+5+C,(-2) +C,-2' +C,-t-2' C. C,, C,eR.
Para calcular la solucion particular utilizamos las condiciones y, =5, y, =8 e
y, =11
Y, =5=5+C, +C,,
y, =8=3+5-2C, +2C, +2C,,
Y, =11=6+5+4C, +4C, +8C,.
Resolviendo el sistema se obtiene: C, =C, =C, =0, por lo que la solucion es

y, =3t+5.

-13-
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1.-

En un pais de la Unién Europea se introduce el euro a unatasa de ke " euros/dia
(t=dias transcurridos desde su puesta en circulacién), donde k es una constante cono-

cida. Si r =0,1 y €l valor total de la moneda en circulacion en dicho pais es constante y
equivalentea Q = ZOk%l euros. ¢Al cabo de cuantos dias la mitad del valor de la mo-
neda circulara en euros?

Solucion:

Si latasa de introduccion del euro en ese pais es ke ®" , entonces la cantidad de

.
euros introducida en los T primeros dias es I ke ®"dt. Se desea saber cuando esta
0

cantidad es la mitad de la moneda en circulacion, es decir el momento T en que dicha
e-1

cantidad coincide con % 20k—— . Egta condicion se puede escribir asi
e

T —
j ket =10k L.
0 e

El primer término de laigualdad es
T 01T
I k-e*"dt =—10- k-e““‘]l =-10-k-e”" +10-k =10- k(eo—nl)
0 e”

y combinando las dos ecuaciones

0,1T

e -1 e-1
10k{ eO,lT jzlokT,

dedonde T =10dias.

-14-



Febrero 2002
2.-

Sea f(x,y)=x+1yel conjunto D={(x,y)eR* : X’ > y+1 4x’<y+4}.

i) Plantear la integral ”D f , primero de la forma HD f dydx, y después de la
forma ”D f dxdy.

ii) Calcular dichaintegral.

Solucion:

El recinto g(t) =24 eslazonasombreada que se representa en cualquiera de los

graficos siguiente. Es acotado y regular y la funcién es continua, luego existe laintegral.

Yy y

y=ux" =1

y=4x> — 4

i) En laforma ” f dydx no hay que subdividir e recinto. Se cumple
D

1 px?-1
” fdydx:II (x+1) dy dx
D -1J4x2-4

En laforma ” f dxdy hay que subdividir el recinto en tres partes, como se in-
D

dicaen lafigurade laderecha. Esdecir, si llamamos

D1={(X, Y)eR? :X*>y+1, 4x*<y+4, x<0,-1< y}

Dz={(X,y)eR2 X > y+1, 4%% < y+4, x>0,-1< y}

-15-
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D,={(xy)eR?: & <y+4, 1>y)
entonces se cumple

oo =l el =0l

0 p—\y+l

0 Jy+4 o 7@
2 2
i Ccrpaxy+ [ [ : (e e+ [ J'@(x+1)dxdy.

14—

il) Para calcular laintegral elegimos la primera forma (ambas son equivalentes 'y
es evidente que la primera es mas fécil)

1

1 px2a 1 . 1
I I (x+1) dy dx :j Xy +Y] dx:—3J. (5 +x* —x—1) dx
-1J4x%-4 -1 4x2-4 -1

4 3 2 1
=3 X X X 4| =4
43 2 )],

3.-

Sean f(xy)=(x-y,¥°), g(xy)=(e",y’) yseah=gof.
i) ¢Es h localmente invertible en torno al punto (0,1) ?
if) Comprobar si el sistema de ecuaciones h(x, y)=(z 2*) definea x e y como

funciones implicitas de z entorno a punto (x,y,z)=(0,11).

iii) ¢Qué efecto tendria sobre la variable enddgena x un ligero aumento de la
variable exdgena? ¢Queé efecto tendria sobre la otra variable endégena una ligera dismi-

nucion de la variable exdgena?
Solucién:

i) Lafuncién h viene definida por

h(xy)=g(f(xy))=a(x-y.y*)=(e7".y°).

-16-



Febrero 2002

Llamamos h'(Xx, y)=ex’y*y2 y h*(xy)=y°. Para saber s la fun
ciong(t)=24 h es localmente invertible en torno a punto (0,1) se comprueban las

condiciones del Teorema de la funcién inversa.

a) g(t)=24 h es una funcién de clase C* en torno a punto (0,1) (puesto que

h* y h? son funciones de clase C*).

b) El jacobiano es

oht oht
—(X, y) _(X! y) VTR, Yoy
poy -7 D T e
h ’ - -
oh? oh? 0 6y°
o W oY) y @9
(01
11
= =6=0.
0 6‘

Luego € jacobiano no se anula, y por tanto la funcion h es localmente invertible en

torno al punto (0,1).

ii) El sistema de ecuaciones h(x,y)=(z2°) es

gue se puede reescribir asi

Fi(xy,2) =Y —z=0
F2(x,y,2)=y*-Z2=0

Se comprueban las condiciones del Teorema de lafuncion implicita:
a) g(t)=24 F'y F? sonfunciones declase C* entorno a punto (0,1,1).
b) g(t)=24 F*(0,11)=F?(0,1,1) =0.

c) El jacobiano no se anula

oF! oF*
6_()(1 y’ Z) _(X’ y’ Z) x-y+y? x-y+y? 11
X oy _le (-1+2y)e :‘ ‘:67&0
i ’ : 0 6 '
8(;: (X Y,2) a(lj:y (X,Y,2) 0 6y (012
X
(0.1.1)

Por lo que el sistema dado definea x e y como funciones implicitas de z en torno a

punto (x,y,z)=(0,1,1).

-17-
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iii) Si se designa ¢(2) =(¢'(2) .¢°(2)) = (x.y) secumple

oF*! oF*!

E(X’ Y, 2) E(X’ Y, 2)

OF 2 OF 2 -1 1

R O I b
SO O Y w262,
0z oF* oF* 6

E(X’y’z) E(XJ,Z)

OF 2 OF 2

7()(! yl Z) 7()(1 yl Z)

8X ay (0,10

Entonces un ligero aumento de la variable exdgena z produce un aumento en la

variable endogena x.

oF*! oF!

E(X, Y, 2) E(X’ Y, 2)

oF? oF? T
o ~y) T (xv.2) ‘0 _j .
Y 1)=(o?) ()= e B 250
0z OF! oF! 6 3

?(X’ y! Z) 7()(1 yi Z)

X oy

OF? OF?

A (X! y! Z) A (X, yl Z)

8X ay (0,10

Y una ligera disminucion de la variable exbgena z, provoca una disminucion de

la variable endégena vy .

4.-

i) Hallar todas las sucesiones (Y, ¥;.-.., ¥,....) en las que cada término (a partir

del tercero) esla media de los dos que le preceden.

ii) Resolviendo la ecuacion, hallar el valor exacto del séptimo término, y,, dela
sucesion 'y, cuyos dos primeros términos son y, = 3000, y, =1000 y que verifica la
ecuacion:

Yieo — 0, Y — 0, Sy, = _500(0’ 5)t
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Solucioén:

i)Si Y, Y. € VY., Sontrestérminos consecutivos de la sucesion, deberan cum-
plir:

Vi, = Yt Y equivalentemente v, ,—0,5y,,, —0,5y, =0.

2

Resolvemos esta ecuacion en diferencias que es homogénea.
El polinomio caracteristico es: p(r) =r?-0,5r -0,5=0, cuyasraicesson r, =1
y r, =-0,5. Luego lasolucion general es:
y,=C,+C,-(-0,5)', C,,C, R,

gue es el término general de todas las sucesiones buscadas.

ii) Para resolver la ecuacion: y, , —0,5.y,, ~0,5-y, =—500-(0,5) se comienza

resolviendo la ecuacién homogénea asociada:
Yoz =05 ¥, =0,5-y, =0,
cuya solucién se obtuvo en el apartado anterior: y, =C, +C,-(-0,5)', C,,C, e R.

Para conseguir la solucion general de la ecuacién completa se necesita una solu-
cion particular. El término independiente es: g(t) =-500-(0, 5)t , Yy como 0,5 no esraiz
del polinomio caracterigtico, se ensaya como solucion particular y® = A-(0,5)". Al sus-
tituir en la ecuacioén completa se obtiene:

t+1

A-(0,5)"*-0,5-A-(0,5)" ~0,5- A-(0,5) =-500-(0,5),

Si evaluamosen t =0, sellegaa —0,5A=-500, de donde A=1000.
La solucion general de la completa es por tanto:
y, =1000-(0,5) +C,+C,-(-0,5) (C,,C, R).
Finalmente sustituimos en la solucion general las condiciones iniciales:

Y, =1000+ C, +C, = 3000
y, =500+ C, —0,5C, =1000/ '

y resolviendo este sistema se obtiene C, = C, =1000.

Por tanto la solucién general de la ecuacion completa es:

y, =1000(0,5)' +1000+1000(-0,5) .
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Finalmente podemos calcular: y, =1000(0,5)" +1000+1000(~0,5)" =1000.
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1.-

El beneficio total de produccion B de un determinado producto depende de la
cantidad producida, es decir B=B(q) g(t)=24euros. Si el beneficio marginal es

B'(q)=22q-qe** euros/unidad, ¢cudl serd el beneficio unitario si se producen 10

unidades, sabiendo que B(0)=07
Solucion:
El beneficio total debe cumplir B(q)zj.B’(q)dq. Luego

Bl@) = f(22q ~ e )do = j 22qdq - j ge *% dg
=119" - J‘ e "> da.

Ladltimaintegral se resuelve por partes como sigue:

§ u=q du =dq § |
“Hdq = ~ —5qe 0% _[ Be 02 d
I @ a {dv =e%dq v= —5e°'2q} a i a

= -50e %% - 256 %% 4 K.
Entonces

B(q) =119* + 5qe > + 25e > - K.
Como B(0)=25-K =0, entonces K =25 y setiene

B(q) =11g? + 5qe % + 25¢ %21 — 25,

Por lo que, si se producen 10 unidades el beneficio es B(10) =1075+75e eu-

ros. Y e beneficio por unidad es 107,5+ 7,52 euros.
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2.-

. L. . . . 1
Clasificar y calcular la siguiente integral impropia: dx

y g eg prop! S
Solucioén:

La funcion se representa en el gréfico siguiente

Y

Es una integral impropia combinada puesto que tiene un extremo de integracion
infinito (de 1%specie), y en el extremo inferior de integracion la funcion no esta defi-
nida (de 2%specie). Entonces la calculamos mediante dos limites. Se puede calcular la
integral dividiendo €l intervalo de integracion, por gemplo, en el punto 2 (aunque se
podria elegir cualquier otro punto mayor que 1). Asi

dx=Ilim dx+ lim

(o= IJ_ fim [,

Calculamos estas dos integrales (si existen):

"L? \/Xde_nsz_l]_Lia;?(z—zJa_—l):z.
lim ZJ—ldX_L'IQZ*/—lJ =lim(2b-1-2)=

Como la segunda integral es divergente, entonces, I

1
1 4/ X=1

dx también es

divergente (0 sea no existe).
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3.-

. . . XCy+zt+x=1
Sea el siguiente sistema de ecuaciones: Zy ) :
Xt+xz'-y=1

i) ¢Se puede asegurar que este sistema define implicitamente a las variables x e

y como funcionesde z y t arededor del punto (x,y,zt)=(10,0,1)?

ii) Calculese €l efecto sobre las variables enddgenas de un ligero incremento de

lavariable z apartir del punto (1,0,0,1) manteniendo € sistema.

iii) Calculese el efecto sobre las variables enddgenas de un ligero incremento de
lavariable t apartir del punto (1,0,0,1) manteniendo el sistema.

iv) ¢Esinvertible dicha funcion implicitaen torno al punto (0,1) ?

Solucioén:

i) Paraconocer s el sistema

FY(x Y, zt)=xy+zt+x-1=0
F2(x Y, zt)=xt+xz2°—y-1=0

define una funcion implicita (X, y) =(¢"(zt),¢*(z.t))=¢(zt), se aplicael Teorema

de lafuncion implicita
a) F'y F? sondeclase C* puesto que son polinomios.

b) El punto cumple el sistema: F*(1,0,0,1)=1-1=0, F*(1,0,0,1)=1-1=0.

¢) El jacobiano no se anula

oF* oF!

Al O, 011 — O, 0,1
OX 10,05 oy 4000 | 2xy+1 xi‘ _‘1 1]‘_ 3.0
2 2 - 2 _ = 3 = — i
F 1001 (w001 2Xt+2 (10.01)
OX oy

Por lo que el sistema de ecuaciones si define en torno a punto (L 0, 0,1) una
funcion implicita (x, y) = (¢'(z.t),¢° (z.t)) = o(zt).

ii) El efecto lo determinan las derivadas parciales de la funcién implicita
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ot oFt
oz oy
oF?  oF? t x?J ‘1 1 JJ
' 09=20n=-Z  Vuon _ P2 Tusey [0 41,
0z 0z oF'  oF! -3 3 3
ox oy
oF* oF*
ax ay (1,0,0,
o o
oX 0z
OF>  oF? ‘2xy+1 t ‘1 1‘
2
3_(02(0,1):g(0,1):_ OX  0Z |wo0u) _ 2xt+z 2XZ(1'0,0’1) _ 2 0 :—E<O.
0z 0z oF'  oF' -3 3 3
ox oy
oFoF
aX ay (14,0,0,)

Como ambas derivadas son negativas, un aumento de la variable g(t)=24

producira una disminucion en las variables x e y.

iii) Andlogamente al apartado anterior

oF* oF*

ot oy

6F?  OF? z sz ‘o 1 JJ

2

a_(pl(o’]_):%(o,l):_ o oy (1001 _ - _ 1 - :_l<0
A TE T e EREE

ox oy

oF* oF*

ax 8y (1,0,0,)

o o

OX ot

OF?  oF? ‘2xy+1 z ‘1 o‘

2 2

%"’2(0,1)=%(o,1)=— aa,:xl ;Ftl oy _ [P0 3X a0y _ 231 -1

X oy

o oF

aX ay (14,0,0,)
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Teniendo en cuenta el signo de las derivadas, un aumento de lavariable t producira una

disminuciénen x g(t)=24 y en cambio unaumentoen y.

iv) Aplicaremos ahora el Teorema de la funcidén inversa a la funcién
(x¥)=(¢'(21).¢°(21)) = 0(zt).
a) ¢',¢°eC'(B(0,1)), por e Teorema de la funcién implicita en el apartado

anterior.

b) El jacobiano no se anula

1 1
%0y Zey |1 -2
3,001 =| % o _| 3 3__Z,o0
9 0y “on -2 1
oz ot 3 3

Como se cumplen las dos condiciones, entonces la funcion implicita ¢ es inver-

tible en torno & punto (0,1).

4.-

Sean S,,, D,,,Y p., laoferta, lademanday el precio, respectivamente, de un
bien en el periodo t +1. Sabiendo que p, =4,y paratodo t severifica
S+1:_2+2pt’ Dt+1:22_6pt+l’
calculese la secuencia de precios p, parala que la ofertay la demanda se igualan en

todos los periodos. ¢Tiende el precio obtenido con el paso del tiempo a una cantidad
determinada? Si es asi, ¢cudl es dicha cantidad? ¢Cudl es la tendencia a largo plazo de
ofertay demanda para la secuencia de precios de equilibrio obtenida?

Solucioén:

Si la ofertay la demanda son iguales en todos los periodost debe cumplirse:
S+l = Dt+l’

0 equivalentemente
—2+2p, =22-6p,,,,
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reagrupando
6p.,+2p =24.

Resolvemos esta ecuacion en diferencias.

La ecuacion homogénea asociada es 6p, , + 2p, =0. El polinomio caracteristico

p(r)=6r +2, cuyaraiz es —% . Luego la solucién general de la homogénea es:

P = C(—%j (CeR).

Ahora buscamos una solucién particular de la ecuacion completa. Como el

término independiente es constante, g(t)=24, y 1 no es raiz del polinomio

caracteristico, entonces se ensaya una constante p” = A. Sustituyendo en la ecuacion se

obtiene:
6A+2A=24.

Luego A=3, Yy lasolucién general de lacompletaes.

P = 3+c(—%j (CeR)

Cuando t=0 secumple: p,=3+C =4, luego C =1. Entonces la evolucion del

precio viene determinada por
A largo plazo

1 t
it 214 |2

luego €l precio se estabilizard en el valor 3.
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1.

Se considera el siguiente modelo matematico: Un buque hundido vierte crudo a
una tasa de Q'(t)=7-t-e %™ Tmvhora, donde t es el nimero de horas transcurridas

desde el instante en que comienza a verter.
i) Calculese el total de crudo que verteriaal cabo de T horas.
ii) Calculese el vertido total en el futuro, esdecir, el limite cuando T tiende ain-

finito (téngase en cuentaque limt-e® =0, si a<0)

t—w

iii) Calculese el tiempo que transcurrira hasta que la tasa de vertido empiece a

disminuir (es decir, alcance su maximo), y el total vertido hasta ese instante.

Solucion:

i) Calcularemos el total del crudo vertido al cabo de T horas através de integra-

les:

.
QM) = .[ 7-1-e%% dt
0

= {3\/::7;_0’% dt Sijg; e—o,on} =-700-t-e° | + LT 700- €% it
— _700.T .7 — (70.000- Sl )
=70.000—- (70.000+700-T) - ™ toneladas.

ii) En este caso, calcularemos el vertido en el futuro através del limite:

limQ(T) = lim (70000 (70000+ 700T)e ***" ) = 70000 toneladas.

iii) Para que latasa de vertido, o seala funcién Q'(t), alcance el maximo su de-

rivada se debe anular, es decir debe cumplirse

% —Q"(t) = (7-0,07t)e™ =0,

Esto ocurrira cuando t =100. Luego pasadas 100 horas del inicio del vertido, se alcanza

|atasa més alta.
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Y paracalcular el total vertido hasta ese instante, evaluamos la funcién de crudo

vertido Q(t)en t =100

140000
e

Q(100) = 70000 toneladas.

2.

Una persona dispone de un presupuesto de k unidades monetarias para la adqui-

sicion de dos bienes A y B cuyos precios unitarios son p, y p,respectivamente. La
utilidad que obtiene viene dada por la funcion U (x,, X, ) = In(x1x§) donde x y X, son
las cantidadesde A y B respectivamente. Para determinar la méxima utilidad se consi-
dera la funcién Lagrangiana: £ (X, %, )= In(x1x§)+/1( P + PoX, —k) y €l sistema de

ecuaciones siguiente:

L_1 0
X %

oL 2

- f 4 ip,=0

ox, P,

oL

>~ —k=0
Y] PX + PX,

i) S p=10, P,=20 y k=1800 calcllese X, X, y A1 paa que
P=(X.%,.4, P, P,.k ) seasolucion del sistema anterior.

ii) Utilizando el Teoremade la funcién implicita, ¢puede asegurarse si el sistema

define a las variables x, X,, 4 como funcionesde p;, p,, k entorno a punto P ob-

tenido eni)?
iii) Calculese el efecto sobre € consumo de A de un ligero incremento de su

precio.
Solucién:

1) Sustituyendo los datos conocidos en las tres ecuaciones resulta el sistema
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%:i'FlO/l:O

X%

Ezi-irZO/L2 =0

N X

%=10x1+20x2 -1800=0
oA

Y a resolverlo se obtiene x=72=60y/1=—alo es decir, el punto

P= (60, 60, —& ,10, 20,1800) es solucion del sistema anterior

i)  Necesitamos comprobar s existe una funcion  implicita
@( Py, P, K)=(%,%,4) en torno a puntoP=(60,60,—$,10,20,1800j; para ello
comprobamos las condiciones del Teorema de la funcion implicita.

a) %,%,% e C*(B(P)) (porque los cocientes no se anulan en torno al pun-
to P)
b) %(P)=£(P)=%(P)=O; porque en el apartado anterior el punto P se

0%, 0X, oA

ha determinado asi.

¢) Finalmente el jacobiano no se anula

3L L L 1 1
> -—— 0 p _— 10
o 0% OxA % 3600
2 2 2
0L T TL lo _Z2 p| -] 0 -2 20 |-i:0
OX%X 0%  OX%A X5 3600
o°L L 0L B, D, 0 10 20 0
0%, oAx, A%, .

Por lo que, larespuesta es afirmativa, es decir, €l sistema si define alas variables
X, %5, 4 como funcionesde p;, p,, k entorno a punto P.

iii) Para examinar el efecto sobre x, de un ligero aumento de la variable ex6gena

0%,
se calcula —.
P u o,
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0’L 0L &L
Kp 0%, %A A0 n
0’L 0L L 2
Xp, O XA 0 4 P,
0’L 0L L x p, 0
6—)(1(@ pK) —- oAp, A%, 0A%|, ’ ;
op, ’L L L 1
X2 OxX, OxA 6
0L L L
OX, X ~ OX  OX,A
o°L oL 0L
oA%,  0Ax, 0A7|
1
5 10
-6 __2 = -6<0.
3600
60 20 0

Por lo que, cuando €l precio del bien A aumenta, € consumo de ese bien se re-

duce.

3.

Sea la ecuacion en diferencias finitas:

Yiro + A Yea + By, =C-t-2'+2,

Sabiendo que las funciones2' y (—2)t son soluciones particulares de la homogeé-

nea asociada y que §'t .2 es una solucion particular de la ecuacion completa, calctlen-

se A B, C ylasolucion particular de la completa que cumple: y, =2, y; =%.

Solucion:

Si las funciones 2' y (—2)' son soluciones particulares de la homogénea asociada

Yiio + AV, + B Y, =0, entonces se debe cumplir
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22 L A2 B2 =0
(=2)"2 + A(-2)" + B(-2)' =0
es decir,
4.2 +2A2' +B2' =0
4(-2)' —2A(-2)' +B(-2)' =0

2A+B=-4
—2A+B=-4

0 equivalentemente } , dedonde se obtiene A=0y B=-4.

Por otro lado, la funcion §'t .2' es una solucién particular de la ecuacion com-

pleta y,,,—4y, =C-t-2' +2' (sehansustituido A=0y B=-4), luego

%(t+2)2“2—4%-t-2t =%.t-2t +2 —%-t-Z‘ =(C-t+1)2.

Simplificando 2' =(C-t+1)2'. Por lo que, 1=C-t+1=1, luego C=0. Enton-
ces, laecuacioninicial es:

yt+2_4yt :Zt'

Para encontrar la solucién general de esta ecuacién completa necesitamos una
solucion particular — nos sirve la anterior g-t-zt; y dos soluciones linealmente inde-

pendientes del homogénea — también nos sirven 2' y (—2)t. La solucion general de la

ecuacion viene dada por

t

" :%-t-2‘+Cl-2t+C2-(—2) (C,C,eR).

Por dltimo, yaque y,=2ey,; =% obtenemos,

C,+C,=2

=C =C, =1,
2c:1—2c2+5:1 v
4 4

Por lo que la solucién particular que satisface estas condiciones es:

ytzé-t.zwzw(—z)t.
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1.- (6 puntos)
Sabiendo que el beneficio marginal a vender x unidades de un bien es

300—

1) euros/unidad, y que si no se vende ninguna unidad hay unas pérdidas de
X+

100 euros, calcular el beneficio total si se venden 1000 unidades.
Solucion:

El beneficio total debe cumplir

B(X)= j B'(x) dx= I(soo-ﬁ] dx = 300x+Xi+1+ k.

Si cuando x =0 hay unas pérdidas de 100 euros, entonces: B(0)=-100=4+Kk,

de donde k = -104 . Entonces
4
B(x) = 300x+——-104.
X+1

Entonces el beneficio total si se venden 1000 unidades es:

B(1000) = 300000+ 4 104 = 299896, 004€
1001

2.- (6 puntos)
Sea la funcion:

0,5¢”M x>0
0, Xx<0

wa={

Sabiendo que f(x,y) es la funcién de densidad de una variable aleatoria

bidimensional, calcular la probabilidad de que -x<y<x (es decir, laintegral de la funcion

de densidad en laregion en la que esta condicidn se cumple)
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Solucion:

Laregion sobre la que hay que integrar la funcion es el conjunto
D:{(X,y)e]RZZ —-X<y< x},

gue es la zona sombreada que se representa en la figura.

)

y=umx

y=-x

Como x>0 utilizaremos el primer trozo de la funcion, y como aparece el valor
absoluto de y, conviene expresarla también como una funcion a trozos, que tendremos

gue considerar para determinar la regién sobre la cual debemos integrar:

0,567, y=>0

f (X, y) = {01 5e7x+y’ y < O

Si [lamamos
Dl:{(x,y)eRZ:Os y< x},
Dzz{(x,y)eRz:—xg ySO},

entonces H f = I I f+J.J. f . Calculamos a continuacidon estas dos Ultimas
D

integrales mediante limites.

” f =IimJ‘I (0,56) dy dx=lim 05( e¥+e”) dx
Dy

r—o r—oo

=1im0,5(0,5¢* —¢" —o,5+1)=o,25.

r—oo
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r 0 r
” fo= IimJ. I 0,5e ¥ dy dx=lim| 0,5(e*—e*") dx
D, 0 -—x 0

r—o r—ow

- |imo,5(—e*r +0,56 % +1-0, 5) - 0,25.

Ir—o

Luego ”D f =”le+ﬂD2 f =0,5.

3.- (10 puntos)

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

Xu+v—w=1
33Xy’ —u-yvx=1
1) ¢Se puede asegurar que este sistema define a las variables u y v como

funciones implicitasde x e y entorno a punto (1,1,1,1)?
i) ¢Se puede asegurar que este sistema define a las variables x e ycomo
funciones implicitasde u y v entorno a punto (1,1,1,1) ?

iii) En el caso (ii) ¢qué efecto tendria sobre las variables endogenas un ligero
aumento dela variable exdgena u ?

Solucion:

i) Paa saber s el sistema define una funcion implicita
(u,v)z(gol(x, y). o (X, y)):go(x, y), aplicamos el Teorema de la funcién implicita
designando:

FH(x y,u,v)=xu+v: —yw-1
F2(X y,u,v) =3xy* —u— ywx—1

a) F'(xyuv)=xu+vV -w-1y F?(xYy,u,v)=3xy’—u—ywx-1 son de
clase C*(R*) puesto gue son polinomios.

b) El punto (1,1,1,1) cumple el sistema: F*(1,1,1,1)=0y F*(111,1)=0.

¢) Finalmente comprobamos si el jacobiano se anula:
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oF*! OF*

TR v el [ P VY :‘1 111:0
oF? oF? -1 -xy -1 -4
1 1 (111

“(1111) T (1110)

Como el jacobiano es 0, entonces no se puede asegurar si el sistema de

ecuaciones define en torno a punto (1,1,1,1) una funcién implicita (u,v)=¢(x,y) 0

no.
ii) Para saber si el sistema define una funcién implicita (x,y)=¢(u,v)

aplicamos de nuevo el Teorema de la funcion implicita

a) F'(xyuv)=xu+vV -w-1y F?(xY,u,v)=3xy’—u—yw-1 son de
clase C*(R*) puesto gue son polinomios.

b) El punto (1L111) cumpleel sistema: F*(1,1,1,1)=0y F*(1111)=0.

c) El jacobiano es ahora

oF OF*

i ann Vi I APV 2 -

OF 2 OF 2 :‘Byz—yv O~y |2 5]1:12?&0'
o (1LY (1) -

Por 1o que en este caso el sistema de ecuaciones si define en torno a punto
(11,2,2) unafunciénimplicita (x,y) = (o' (u,v),¢* (u,v))=@(u,v).

iii) Para conocer la variacion se calculan las derivadas parciales de la funcién

implicita
oFt oF
ou oy
oF* oF? X v ‘1 —1‘
0 gy Xy M Py P OV T S] 1
au ou oF'  oF* 12 12 3
oxX oy
oF% oF*
ox 8y (1111)

Por |o que, un ligero aumento de u produce una disminucion en Xx.
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oF"  oF*

OoX ou

oF?  oOF’ ‘ 2 X1 2 1
8(02 ay aX 8U (1111) 3y2_y\/ - (1111) 2 - 1
—/—1D)=—=0D=- o = — o = — ==>0.
ou @ ou @ ail aLl 12 12 3

oX oy

oF* oF®

Ox 8y (11,1,2)

En cambio, cuando u aumenta y también aumenta.

4.- (8 puntos)

Dos variables discretas, (%) _,,, € (Vi)_o,, - €Stén relacionadas por las

ecuaciones

Yiro = 3Ya T 2¥, = X,
Xa—%= 2.
Sabiendo que x, =1, y,=2 e y, =4, hallar x, e y,,, resolviendo paraello las

correspondientes ecuaciones en diferencias (obténgase primero la sucesion x, ).

Solucion:

Resolvemos la segunda ecuacion en x, , es decir
Xa=% =2
Primero resolvemos la ecuacion homogénea asociada: X,,—X =0. Su
polinomio caracteristico es. p(r)=r-1=0, cuya raiz es 1, por lo que la solucién
general de lahomogénea es
x'=C (CeR)
Para conseguir una solucion particular de la completa, como g(t) =2'y2noes
unaraiz del polinomio caracteristico, se ensayacon x° =k-2'. Sustituyendo
k-2"'—k-2' =2,

osea 2k-2'—k-2' =2', luego k =1. Entonces la solucién general de la completa es:
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x =C+2 (CeR)

Y si x,=1,como x,=C+1, entonces C =0 y lasoluciénes x =2'.
Cuando t =10, € término correspondiente es: x,, = 2'° =1024.

Para determinar y.o, habré que resolver la ecuacion: y,,, —3y,, + 2y, = X 0sea
Yoo =3V +2y, = 2.
El polinomio caracteristico de la homogénea asociadaes: p(r)=r?-3r+2=0,
cuyasraicesson 2 y 1, asi que la solucién general de la homogénea es:

y, =C,-2°+C, (C1,C2eR)

Para obtener una solucion particular de la completa ensayamoscon y, =k-t-2',
yaque 2 esraiz del polinomio caracteristico. Sustituyendo en la ecuacion se obtiene
k-(t+2)-2"2-3k-(t+1)- 2" + 2k t-2' = 2",
y evaluando en t=0, se tiene 8k -6k =1, luego kz}é. La solucion general de la
completaes
Y, =C-2+C,+ ¥1:2 (CLCoeR).
Utilizando las condiciones iniciales:

Y, =C,+C,=2,
y, =2C, +C,+1=4,

sededuce C, =C, =1.

Entonces la solucién particular de la completa es
y, =2 +1+%-t-2t.

Finalmente cuando t =10, secumple y, =2° +1+ %-10- 2'° = 6145.
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1.-

El flujo de divisas, es decir, latasa de variacion de las reservas de divisas de un

paisesde A+ Bte ™

€euros por ano, donde A y B son constantes positivas conocidas.
i) Calcular lavariacion de las reservas de divisas durante €l primer afio.
ii) Calcular la variacion de las reservas de divisas durante el afio t-ésimo. Com-

probar que esta variacion con el paso del tiempo tiende a estabilizarse.
Solucion:

i) Conocida latasa de variacion de las reservas de divisas, la variacion de las re-
servas de divisas durante el primer afio serd su integral entre 0y 1, es decir
1 2 2 1
I (A+ Bte )dt = At—Be® ] = A+B(1-e°°) euros
0 0
i) Y enel t-ésimo afio laintegral delatasaentre t-1y t:
t

A+ Bte®* | dt = At — Be®
J‘t ( Bte 0% )d osrz]
t

2 2
= A+ B(e‘o'5t — 050D ) euros.
-1

t-1
Para comprobar que tiende a estabilizarse, calcularemos el limite de la expresion

anterior cuando t tiende a infinito:

Iim(A+ B(e’o'5t2 — @050’ )) = A euros,

t—>o

luego se estabiliza al nivel A.

2.-

Calcular ” xdxdy, siendo D ={(x,y) eR* :x*+y* <2, y<x°}.
D
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Solucion:

El recinto D se muestra en la figura. Este recinto es compacto y regular, y
ademas f es continua.

y y y=r

N

Llamamos

Dlz{(x, Y eR? X +y? <2, y< x3,x£1}.
DZ:{(x,y)e]R2 X+ y* <2, le}.

Entonces D = D, uD, y secumple:

” xdxdy:H xdxdy+” xdxdy.
D Dy D,

Y se calculan las dos integrales

ol X 1 3
xdxd J. xd dx:j * —dx
IL y X=Xl

oJ-1d —\2-x2

1
= .l(x4+x\/2—x2)dx:(x—5—lg( —xz) Z_XZH _2
4 .5

o1 pif2-y? 132 2y
H xdxdy = I xdxdy:j —} dy
D, Jadi 12
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2 2 16
—t—=

Lu 0” xdxdy = —
0 D Y 5 3 15

Una forma alternativa de calcular laintegral es la siguiente, en la que el recinto
se divide en los conjuntos

D3:{(X,y)eR2 :X2+y232! ygxga _1S y}a
D, ={(xy)eR* :x*+y* <2, y<-1I,

entonces D =D, U D, y secumple

H xdxdy:jj xdxdy+J] xdxdy.
D D; D,

Calculamos estas integrales

2 V2-y?

el 2-y 1 X2
” xdxdy = j xdxdy:J‘ — dy
Dy J-1dyy 12 &y

el -1
d - dydx = 2 d
IID4X Xdy .—1.[«/_)( yex I_lXY]_\/; X

—V2-x?

R (05

16 16
Lu o” xdxd :” xdxd +H xdxdy=—+0="—.
< D 4 D, Y D, Y 15 15

3.-
Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

u>+v=xy
uv+ x> =y?

y el punto (x,y,zv)=(x01-1).
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i) Encontrar los valores de x para los que el Teorema de la funcion implicita
permite asegurar que el sistema de ecuaciones define a las variables x ey como funcio-
nesde uy v entorno a punto (x,0,1,-1).

ii) ¢Para cuales de los valores de x obtenidos en i) es posible asegurar que las

variables x ey disminuyen ante ligeros incrementos de la variable exdgena u ?

Solucion:

1) Sereescribe el sistema en laforma
FH (X y,u,v)=u?+v-xy =0,
{Fz(x, y,u,v)=uv+x* - y? =0.
Se examina el cumplimiento de las condiciones del Teorema de la funcion
implicita
1) FL,F?eC'(R").
2) Debe cumplirse;
F*(x,0,1,-1) =0 que siempre se cumple,
F?(x,0,1,-1)=-1+x* =0 que sdlo se cumple cuando x=+1.

3) Por ultimo el jacobiano es

oF oF

ox oy e A |0 —x_zx2
OF2  OF?2 2X  =2Y| 01 [2X O '
X 8y (x,01,-1)

Cuando x =+1 este jacobiano no se anula, por tanto se puede aplicar el Teorema

de la funcién implicita, y se puede asegurar la existencia de una funcién implicita
o(u,v)=(¢'(u,v),¢* (u,v))=(xy) entorno a punto (x,0,1,-1). Si x=1,-1, enton-
ces no existe funcion implicita en torno a punto pues no se cumple la segunda condi-
cion.

i) Para conocer si x ey disminuyen ante ligeros incrementos de la variable

exogena u se calcula la derivada parcial de la funcién implicita.
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oF* oF*
ou oy
oF? OF? 20 —x ‘2 —X
W y-Xa gyt Y Yoy [V oy L O] 1
ou ou oF'  oF* 2x° 2x° 2X
ox oy
oF* oF*
aX 8y (x,01,-1)
oF oF*
oX ou
OF2  OF? -y 0 2
5¢2 oy OX OU |(x01-1) 2X Vv (x,01-1) 2x - 2
_— —1 = —— —1 = — L = — St = — = —,
ou - ou - oF'  oF* 2x° 2x° X
ox oy
oF* oF*
X oy (x,0,1,-2)
. OX oy .
Entonces, cuando x=-1, ambas derivadas a—(], -1y a—(L —1) son negativas y por
u u

lo tanto, cuando aumenta u se reducen x ey. En cambio cuando x=1 las derivadas

son positivas y se producira un aumento de estas variables.

4.-

En una poblacion estable de P habitantes se propaga un rumor que cada dia al-
canza a uno de cada diez individuos de los gque no lo conocian el dia anterior.

i) Calcular el nimero de habitantes que conoceran el rumor a cabo de t dias
desde su propagacion (para t = 0 nadie conocia el rumor).

ii) ¢Cuantos dias transcurriran hasta que el rumor alcance a méas del 30% de la

poblacién?
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Solucion:

i) Sea y, la poblacion que conoce el rumor en el periodo t. Entonces v,,, es
igual ala suma de la poblacion que conocia el rumor el dia t, esdecir y,, masel 10%

de los que no lo conocian, es decir 10%( P -, ). Enresumen

10
=y, +—(P-
Yer = Yo+ 755 (P %)
0 equivalentemente
P
yt+l_0’9yt :E .

Resolvemos la ecuacion en diferencias homogénea: v, , —0,9y, =0. El polino-
mio caracteristico es: p(r)=r-0,9=0, cuyaraiz esr=0,9. Luego la solucién general
del sistema homogéneo es:

y'=C-(0,9), CeR.
El término independiente de la completaes: g(t)= % que es un polinomio de

grado 0, y como 1 no esraiz del polinomio caracteristico, se ensaya una constante co-
mo solucion particular de lacompleta: y© = A. Sugtituyendo se obtiene

A—O,9A:B = A=P.
10

Luego la solucién general de lacompletaes:
y, =P+C-(0,9), CeR.
Como en €l inicio (t=0) nadie conocia el rumor: y,=0=P+C, y entonces

C =-P. Luego la solucién de la ecuacion, es decir el nimero de personas que conocen

el rumor en el instante t, es:

y, =P-P-(0,9) .

ii) Realizamos los siguientes calculos:

Y, =0, esdecir, 0% de la poblacion,

y, = P-0,9P =0,1P, esdecir, 10% de |la poblacion,
y, = P—-0,81P =0,19P esdecir, 19% de la poblacion,
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Y, = P—0,729P =0,271P esdecir, 27,1% de la poblacion,

y, = P—0,6561P = 0,3439P es decir, 34,39% de la poblacion,

Por |o tanto en el cuarto dia mas del 30 de la poblacién descubre los rumores.



JUNIO DE 2004

1.- (6 puntos)
Si el ingreso marginal de una empresa es proporcional al gasto 1'(q) =5G(q) y
G'(q)=4 euros/unidad, calcular el beneficio de la empresa en funcion de la cantidad

producida g, sabiendo que cuando la produccion es nula no hay ni ingresos ni gastos

(G(0)=1(0)=0).
Solucion:

Para calcular el beneficio de la empresa habré que calcular el gasto y el ingreso

en funcion de la cantidad producida q .
Si el gasto marginal es G'(q)=4 euros/unidad, entonces el gasto acumulado
cumple
G(q)sz’(q) dq=j4 dg=4q9+K,
y como G(0) =0 seobtiene K =0. Por tanto G(q)=4q euros.
Como el ingreso marginal es 1'(q)=5G(q), entonces 1'(q)=5G(q)=20q
euros/unidad. El ingreso acumulado cumple
(@) = [ "(@)dq = [ 20qdq =100° + K ,
y como | (0)=0 seobtiene K =0. Por lo tanto, | (¢)=100* euros.

Entonces el beneficio de laempresa es:

B(q)=1(q)-G(q)=100"-4q euros.
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2.- (6 puntos)

lyje™ si(x,y)eD

, siendo D ={(x, R?/x>y? a>0.
0 si(xy)eD {( V)< y} Y

Sea f(X, y)={
Determinar €l valor de a para que ” f =1. (Téngase en cuentaque limre® =0).
RZ r—oo

Solucion:

)

I
Dy

El recinto D esel &rea sombreada de la figuray no es acotado. Lafuncion f es

continua, acotada 'y no negativaen D.

Puesto que en lafuncion f aparece el valor absoluto de vy, la escribimos asi

ye ™, y>0

f(xy)=
(%) {—yeax, y<0

Si llamamos

D! :{(x,y)e]R2 (X>y%, y>0,x< r},
Dr":{(x, y)eR? : x>y? y<0,x< r},

entoncescomo f(x,y)=0si x¢ D secumple

I o=l e =timf], eeimff ot

Entonces
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2 ax‘/; r —ax
Iim” f =IimII ye * dy = lim | YO ax=tim ([ 2=
D; 2 o 2

r—o r—o r—oo r—o Jo
dv=e®dx v=——+—

+je_dxj
0o 2a
a

) re?® e . re? e?¥ 1 1
=lim| — - = =lim| — -t ==
r—o 2a 2a 0 oo 2a 2a° 2a 2a

- =lim| -
2 2a

e

r—o

u== du:idx o
2 2 : Xe }
L 0

r ¢0 r y2e—a><o
Iim”f =|imjj —_ye®dydx =lim | - } dx = lim —dx
D/ \/; 2 _\/—

r—oo r—o Jg J_ r—wo Jo r—wo Jg
X 1
u=— du=—dx T o
2 2 . Xe e
= L (=limp - > + 2—dx
_ e r—o0 a 0 a
dv=e®dx v=——-— 0

a
re® [e>] . re? e?¥ 1 1
=lim| — - =— =lim| — -t ==
r—o 2a 2a o r—o 2a 2a° 2a 2a
1 1 1
Entonces, ” f=—+—5=—=1 Luego para que J. f =1, debe ser
D 2a° 2a° a R2

a=1 (recordar que a>0).

3.- (10 puntos)

Sea el siguiente modelo macroecondmico en €l que Y representa la renta
nacional, C el consumo, | lainversion, G el gasto publico, T los ingresos por impuestos
y r latasade interés:

Y=C+1+G,

C=f(Y-T),

1 =g(r),

donde f y g son funciones cuyas derivadas son continuas y tales que f'(Y-T)>0,y

g'(r)<0.
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i) Determinar los valores de f' para los que es posible interpretar a Y, C e |
como variables enddgenas en torno a cualquier punto en el que el sistema esté en
equilibrio.

ii) ¢Para qué valores de f' una bajada de la tasa de interés provocaria un
aumento delarenta?

iii) Paralos valoresde f' obtenidos en el apartado ii), ¢qué efecto tendria sobre

el consumo un aumento del gasto?
Solucién:

1) Sereescribe el sistema del siguiente modo
F(Y,C,1,G,T,r)=Y-C~1-G=0
F2(Y,C,1,GT,r)=C-f(Y-T)=0
F*(Y,C,1,G,T,r)=1-g(r)=0

Sea p, = (Y5, Co: 14, Gy, Ty 1) Un punto cualquiera que cumpla las ecuaciones. Se aplica
el Teorema de la funcion implicita para comprobar si existe una funcion implicita en
torno a p, = (Y, Co 14, Gy Toi 1o ) -

1- LasfuncionesF*,F?,F* sondeclase C*.

2- El punto cumple las ecuaciones del sistema

Fl(YO,CO, 10, Gy, To, rO) =F? (YO,CO, 1y, Gy, To, ro) = FS(YO,CO, 10, Gy, Tp, ro) =0

3- Finalmente el jacobiano debe ser no nulo

oF' OF' OF!
N
=-f(Y-T) 1 O0|=1-f'(Y-T).
oY oCc al
oF oF° oF?® 0 0 1
oY oc al

Por loquesi f'(Y—-T)=1 el jacobiano no se anula, el Teorema de la funcion implicita
permite asegurar que el sistema define una funcion implicita en torno a cualquier punto

Po =(Y5,Co:14,Go: Ty 1) que cumpla las ecuaciones.

ii) Se calculala derivada de la funcion implicita

o(G.T,r)=(¢'(G,T.1),¢*(G,T,r),0*(GT.r))(Y.C.1)
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oF' oF' oF!
o oCc ol
OoF? OF? OF*?
o  oC ol o -1 -

oF® oF® oF® 0 1 0

oY or oC o |_ |-g(r) 0 1|  g(r)

or  [oFt oF oF  1-f(Y-T) 1-f'(Y-T)
oY oCc
oF? OF? oF*
oY oCc al
oF® oF® OoF®
oY oCc al

Para que este valor sea negativo, como g’ (r) es negativa, 1- f'(Y —T) debe ser
positivo. Es decir, si f '(Y -T) <1 una bajada de la tasa de interés provocara un aumento

delarenta

iii) Ahora se calcula la derivada de C (consumo) respecto de G (gasto)

oF' oF' oF*

oY oG ol

OF% oF? OF?

oY oG al 1 -1 -

oF® oF% oF® -f'(v-T) 0 O
oC _|oY oG al | _ 0 0 1| f(Y-T)
oG 1-f(Y-T)  1-f'(Y-T)  1-fY(Y-T)

Como suponemos que f’(Y -T) , por €l apartado anterior, entonces esta
derivada es positiva puesto que 0O< f'(Y —T) <1. Luego un aumento en el gasto sempre

produciria un aumento del consumo.

4.- (8 puntos)
Sea la ecuacion en diferencias vy, , + Ay,,, + By,,, + Cy, =8. Sabiendo que 1, t y

(—1)t son soluciones particulares de la ecuacion homogénea asociada:

i) Calcular A,By C.
ii) Hallar la solucién general de la ecuacion.
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Solucion:

i) Como 1, ty (—1)t son soluciones particulares de la ecuacion homogénea

asociada, deben cumplir la ecuacion. Luego a sustituir se obtiene

1+ A+B+C=0
t+3+At+2)+B(t+)+Ct=0
(=D + A-D"* + B(-D)"" +C(-D' =0

y a evaluaren t =0:

1+ A+B+C=0
3+2A+B=0 ,
-1+ A-B+C=0

y por tanto: A=-1, B=-1y C=1.
ii) Por el apartado anterior la ecuacion completa se convierte en:
Yooz~ Yoz = Yeur + Vi = 8.
El polinomio asociado es r®—r?—r+1=0, cuyas raices son: 1 (doble) y -1.
Soluciones particulares son: 1, ty (—1)t. Entonces, la solucién general de la homogénea
asociada es

Yy =C,+C,-t+C,- (—1)t ,  (C1,C,C3eR)

Para buscar la solucién particular de la completa como el término independiente
de la ecuacion es g(t)=8g(t)=8, y ademés 1 es una raiz doble del polinomio
caracteristico, se ensaya una solucion de la forma y° = k-t*. Al sugtituir en la ecuacion
en diferencias se obtiene

k-(t+3)2—k-(t+2)2—k-(t+1)2+k-t2 =8,
y al evaluar en t =0 se obtiene 9k —4k —k =8, luego k = 2.
Entonces la solucién general de la completa es

Y, =2:24+C,+C, t+C;-(-1)  (C,,CpCseR).
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1.-

Una empresa desea conocer la plantilla éptima para un nuevo taller. Se estima
gue si x es el nUmero de horas de trabajo asignadas mensualmente a este taller, el ingre-
so marginal esde 30V/x euros’hora, y el coste marginal es de 0,5x euroshora.

i) Calcular el nimero de horas para las que se optimiza el beneficio, y el nimero
de trabajadores que deben contratarse para cubrirlas si cada trabajador trabaja 200
horas/mes.

ii) Calcular el beneficio (eurogmes) para la plantilla 6ptima sabiendo que si se

asignan 0 horas habra unas pérdidas de 80.000 euros/mes.
Solucién:

i) Paralograr el mayor beneficio es necesario que se anule el beneficio marginal

(que laderivada de la funcién beneficio total sea cero),
Puesto que B'(x)= 30/x-0,5x euroghora, entonces B'(x)=0 implica

x =3600, luego para 3600 horas se maximiza el beneficio.
Si cada trabajador trabaja 200 horas/mes se deben contratar 3600/200=18 traba-

jadores.

i) Se cumple

2

3600 3600
B(3600) — B(0) = I (30& -0, 5x) dx = 20xv/x —’ﬂ =1.080.000€ .
0
0

Como B(0) =80.000, entonces B(3600) =1.080.000-80.000 =1.000.000 euros.

2.-

Calcular J.J. 312 dxdy, donde D ={(x,y) e R*:xy>1, x>1}.
D XY
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Solucioén:

El recinto se representa en el grafico siguiente:

Y.

El recinto D es regular y no acotado. Ademés f es una funcion continua y no

negativaen D. Llamamos D, :{(x, y)eR?:xy>1 r>x>1r> y} , entonces,

1 . 1 im [ [ -
J.J.st_yzdxdy :!'LT.[.[D xCy? dXdYZ!ELIL J.lxs—)/Zdde

o ' (1 1
=lim —%} dx=Ilim (——3+—2jdx
r—oo 1 X y E r—oo 1 rX X

. 1 1\ . (1 1 1
=1lim >—— || =lim| —-=-—+1|=1
roe\ 2rx° X roe\ 2r° r 2r

1

Sea €l sistema:

{uf (x)+vg(y) = X
~ug(y) +vf () =y’
donde f y g son dos funciones reales con derivadas continuas, siendo f(x) >0 para

todo xeR.
i) ¢En torno a qué puntos (x, y,u,v) puede asegurarse que las variables u y v

pueden verse como funciones implicitasde x e y ?
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ii) Si el punto (x,y,u,v)=(22711) verifica el sistema, y ademéas g(2)=0 y
g'(2) > 0, ¢gué efecto tendré sobre la variable u un ligeradisminucién de y apartir de

suvalor y=2 manteniendo x=27
Solucion:

1) Sereescribe el sistema en laforma

{Fl(x, y,u,v) =uf (x)+vg(y) - X,

F2 (X, y,u,v)=-ug(y)+Vf (x)-y.
Y ahora se examina el cumplimiento de las condiciones del teorema de la funcién

implicita
1) F,F?eC(R*), porque f y g tienen derivadas parciales continuas
2) Debe cumplirse F*(x,y,u,v)=0y F*(x y,u,v)=0.

3) Por ultimo el jacobiano es

oF'  oOF!
ou ov| | fO oy ., )

= :f y
oF2 oF? ‘—g(y) f(x) (X)+g°(¥)>0
ou oV

gue es siempre positivo.

Entonces se puede asegurar que el sistema define a u y v como funciones
implicitasde x e y, ¢(X,Y) =(¢>l(x, y),9? (X, y)) =(u,v), en un entorno de cualquier
punto donde se anulen ambas ecuaciones.

i) Si en el punto (2,2,1,1)se anulan las dos ecuaciones, entonces

{Fl(Z,Z,Ll): f(2)+9g(2)-2=0
F?(221)=-g(2)+f(2)-2=0
Para conocer € efecto de una ligera disminucién de y sobre u se calcula lade-

rivada parcial de la funcion implicita
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oF*  oOF!
oy v
OF2  oF? va'(y)  a(y)
op' ou N Vg -ug'(y)-1 () (2210
A T R )
ou ov -a(y) f(x) (2,211
oF? OF?
8T E(Z,Z,l,l)
‘ 9'(2) 0
Fe@-1 fQI_ 9@ _ ¢@ _,
f(2) 0 £2(2) f(2)
‘o f(Z)‘

yaque f(2)>0y g'(2) >0. Luego una ligera disminucion en la variable exdgena y

(manteniendo x constante) produce un aumento en la variable endégena u .

4.-

Lademanda ( D,,,) deun bien en el periodo t+1 es 10 unidades menos la media
entre los precios del bien en dicho periodo y en el anterior (p,,; Y p,), mientras que la
oferta(S,,) enel instante t+ 2 viene definida por la media de su precio en los dos pe-
riodos anteriores ( p,,; Y p,) menos 10 unidades. Calcular el precio de equilibrio entre

la ofertay la demanda para cada instante t sabiendo que dicho precio parat=0 es12y

paat=1es8.
Solucién:
Las funciones de demanda y oferta son respectivamente

Dt+l :10_ pt+12+ pt

_|_
S+2 — _10+ pt+12 pt
Para calcular el precio de equilibrio se igualan ambas funciones en el mismo pe-

riodo, por giemploen t+2.S D,,, =S,, Seobtiene
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Dt+2 :10_ pt+2; pt+l — _10+ pt+12+ pt — S+2

y simplificando

P2t 2pt+l + P = 40.

Ahora se resuelve esta ecuacion en diferencias. La ecuacidén homogénea asocia-
daes p.,+2p.,+p =0. Su polinomio caracteristico: r’+2r+1=0, cuya raiz es -1
(doble). La solucidn general de la ecuacidon homogénea es entonces:
p’ =C,(-1)' +Ct(-1)', (C,C,eR).
Ahora vamos a hallar una solucion particular de la ecuacién completa. Como
g(t)=40 es un polinomio de grado 0, y 1 no es unaraiz del polinomio caracteristico de la
ecuacion homogénea asociada, se ensaya como solucion particular una constante

p, = A. Sudtituyendo en la ecuacion
A+2A+A=40 = A=10.
Luego la solucién general de lacompletaes:
p, =10+ C,(-1)" + C,t(-1)", (Cl,C2 € R)
Se aplican las condiciones iniciales:
Cuando t=0, p,=10+C, =12, y cuando t=1, p, =10-C, -C, =8. Resolviendo
estesisema: C,=2y C, =0.
En conclusién el precio de equilibrio viene dado por

p, =10+ 2(-1)'.
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1.-

El ingreso marginal por la venta de g unidades de un producto (1'(q)) es
constante e igual a 10 euros/unidad, mientras que el coste marginal (C’(q)) aumenta

lineal mente con la cantidad, viniendo dado por C'(q)=1+0,0009q euros/unidad.

i) Calcular la cantidad que debe producirse para maximizar los beneficios.
ii) Calcular el beneficio méximo sabiendo que el beneficio es cero cuando la

produccion es cero.
Solucién:

i) Calculamos el beneficio marginal: B'(q)=1'(q)—C'(q)=9-0,0009q
euros/unidad. El beneficio méximo se alcanza cuando B'(q)=0, es decir, cuando

9-0,0009g =0 0 seacuando g=10.000 unidades.

ii) La funcién de beneficios debe cumplir
B(q) = I B'(q) dg = I(9—0,0009q)dq — 9g—0,000450" + K,
como B(0)=0, entonces K =0. Luego B(q)=9q-0,00045¢°, y

B(10000) = 9-10.000— 0,00045- (10.000)2 =45.000 euros

2.-

Calcular” 1 ~ dxdy, donde Dz{(x,y)eIR{2 ‘X +y>1 0< xgl}.
D (X+Y)
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Solucién:
El recinto D es el area sombreada de la figura, y no es acotado. La funcion f

escontinuaen D.

\Dr

O

r+y=1
Si llamamos D, ={(x, y)eR? ix +y>1,0<x<1y< r} , entonces
1 ' 1
” _dxdy —nm” dxdy—nm“' _dyadx
D(X+y r—m X_|_y r—»Jo 1—x(X+ y)
1 ' 1
tim[ ——1 | ax=tim[ | -—t o
=2do 2(x+y) . =edo(  2(x+r)” 2

1
. 1 X . 1 1 1 1
=lim +— :Ilm[ ———]=—.
ool 2(X+r) 2 o\ 2+2r 2 2r) 2

3.-
Sea el sistema:
xz- _6
X
2Xy — X2+ yz=8

i) Comprobar si el sistema define implicitamente a x e y como variables

endbgenas en torno al punto (2,2,2).
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ii) ¢Cémo se comportaran unay otra variable end6gena ante ligeros incrementos

de z apartir del punto (2,2,2)?
Solucién:

7y

i) Llamamos F'(x,y,2)=xz2——=-6y F?(X,y,2)=2xy—-xz+Yyz-8. Y
X

aplicamos el Teorema de la funcion implicita:
1) FY,F?eC'B((22,2)) porgue son polinomios.
2) F*(2,2,2)=8-2-6=0y F?(2,2,2)=8-4+4-8=0.

3) El jacobiano es

oF*  oOF*
= = 2y 7
oXx O 2x2+— —= 9 -
, y2 = +x2 X :‘2 61‘2567&0.
oF” oF 2y—-z 2x+z(222)
ox oy -
(2,2,2)

Entonces el sistema define implicitamente a x e y como variables endégenas en torno

al punto (2,2,2), mediante una funcion implicita ¢(2) = (¢'(2),.¢°(2)) = (% Y).

ii) Lavariacion viene dada a través de las derivadas parciales

oF' oF"
oz oy , Y .
oF?  oF? =X Tx
dgol (2 2):%(2 2) =- oz oy (222 _ _ Xty 2X+Z(2,2,2)
) ] 1 1
e o oF 20sd 2
ox oy X X
OF?  OF? 2y-z  2x+7,,,
aX ay (2,2,2)
3 -
o8 18 _¢
o -1 s
2 6

Como es negativa, ante ligeros incrementos de z se produce una disminucion de
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oF" oF*
aan2 a?zzz 2as Xy
dg02 ” Z)Q(Z ) - OX 0z (222 _ 2y—-z X+ Y] 522
] y 1 1
dz dz aaF 6@'; 2X2+ﬂ2 _E
X X X
oF% OF2 2y-z  2x+7,,,
6X ay (2,2,2)
9 3
=- 2 0 = 6 >0
9 -1 56
2 6

En este caso es positiva, luego ante ligeros incrementos de z se produce un

aumento delavariable y .

4.-

Una biblioteca ambulante tiene un fondo inicial (t=0) de 1.000 libros. El
primer afio (t =1) adquiere 90 nuevos titulos. A partir del segundo afio, decide adquirir
cada afio nuevos libros en una cantidad equivalente al 10% del nimero de titulos con
los que inicié la campafia anterior, y asimismo deshacerse de un 10% de los que llevan

en circulacion dos o més afos. ¢Cuantos libros tendraal cabo de t afios?
Solucion:

Planteamos la ecuacion en diferencias:

Yoo = Yo t+ O’ 1yt+l - 011yt )
0 sea

Y..»—L1y,,,+01y, =0
Es una ecuacion homogénea. El polinomio caracteristico es: r*>-1,1r +0,1=0,
cuyasraicesson 1y 0,1. La solucion general de la ecuacion es:
y, =C,+C,(0,2)', (C,,C, € R)

Y utilizando las condiciones iniciales:
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Cuando t=0, y,=C,+C,=1000. Cuando t=1, y,=C +0,1-C,=1090.
Entonces, C;=1100 y C,=-100.

Por lo tanto teniendo en cuenta las condiciones iniciales para la solucidon

particular, el nimero de libros que tendra al cabo de t afios es

y, =1100-100(0,1)" .
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1.-

El coste marginal de producir q unidades diarias de un producto es 100+ e eu-

ros/unidad (donde r =10°) y actualmente se producen 50.000 unidades diarias. Calcu-
lar el incremento de coste que supondria doblar la produccion diaria. (No es preciso
calcular las expresiones exponenciales que aparezcan en los calculos).

Solucioén:

_q
Si el coste marginal de los bienes es C'(q) =100+e »® euros/unidad, el coste

X . q
I (100+e 1°°-°°°}dq.
0

Por tanto duplicar la produccion supondra un coste de

100.000 __ 9 _ 9 100.000
I (100 + @ 100000 ] dg = [100q —100.000e 10000 }

50.000

por producir X unidades sera

50.000

~10.000.000— 2299%0 _5 500,000 4 120:9%0
e 7e
_ 5,000,000 190000 | 100.000
e Je

2.-

Calcular ” xe” dxdy, donde D es € tridngulo de vértices (1,1), (0,1) y (1,0).
D
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Solucioén:

El recinto D se muestraen la figura. Es compacto y regular y la funcién f es con-

tinua. Entonces

1pl 1 1 1 1 e
” X-e dxdy:I I x'eydydx=J' xey] dx:j x-edx—j X-€Xdx=2-=,
D 0 J1-x 0 -x 2

0 0

yaque

1 2.1
j xedx =22 :E,
0 2 2

0

o u=x du = dx I B N N B
Lxel dX:{dv:el‘xdx V:_el_x}:—xel ]O+Ioé dx = —xe' ]O—el ]O:—2+e.

)

3.-
Sea el sistema
xg(y,z)-w’ =z
X2y —zf (u,v) = u} ’
donde f y g son funciones con derivadas parciales continuas, siendo f(0,1)=0.
i) Comprobar que el sistema permite interpretar a z' y u como variables enddge-
nas en torno a punto (x,y,zu,v)=(0,1,0,0,1).
ii) Estudiar el efecto de una ligera disminucion de x (a partir del valor x=0 y
manteniendo constantes y=v=1) sobre la variable z, sabiendo que g(1,0)=-1.
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Solucién

i) Habré que demostrar que z 'y u dependen de las demés variables, es decir que
existe una funcion ¢ tal que (z,u)=(¢'(x,y,v),0* (X ¥,V))=@(x y,v). Paraello se
aplicara el Teorema de la funcién implicitaal sistema

FY(x,y,zu,v)=xg(y,2) —uv’*-z=0
F2(X,Y,z,u,v) = x’y—zf (u,v)—u=0

Las condiciones son
« F',F? eCl(RS), porque f,g eCl(RZ).
* Se cumple que F*(0,1,0,0,1) =0-0=0y F?(0,1,0,0,1)=0-0-0=0.

* Finalmente se calcula el jacobiano

oF* oF! 9.2 2

0z ou 0z -1 -1

OF? oF? B of (u,v) :‘o _j‘1¢0'
Cfuy) -2V

0z 0U log004 ou (010,01)

Por tanto segin el Teorema de la Funcion implicita existe una funcion ¢ que

define a (z,u) como funcion implicitade (x, y,v) en un entorno del punto (0,1,0,0,1).

ii) El efecto viene determinado por el signo de la derivada parcial.

OF'  oF!

X ou 9(y,2) V2
oF* oF? - 2%y _Zaf(u,v)_

8_(01(0 11 = %(0 1) =- OX_ 0U losooy _ _ ou (01,0.0)
ox ox oF*  oF! 1
0z ou
oF? OF?
0z OU (01,001
o
=— =-1<0.
O _

Por lo tanto un ligero incremento de la variable x, en torno a citado punto pro-

ducird una disminucién de lavariable z
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4.-

Un cliente acude al banco con 100.000€ con intencién de hacer un depésito a
plazo y el banco le da dos opciones. Opcion 1: un 3% anual y los intereses se depositan
en una cuenta diferente no remunerada; opcidn 2: un 2,5% pero los intereses se acumu-
lan cada afo al capital inicial.

i) Planteando y resolviendo las correspondientes ecuaciones en diferencias (con
t=0, 1, 2,... representando el nimero de afios desde el ingreso) calcllese el capital que se
acumulara al cabo det afios para cada una de las dos opciones.

ii) Si vaadepositar a plazo ese dinero durante 3 afos, ¢cual de los dos depdsitos

le conviene méas?
Solucién

i) Opcion 1: Cada afio aumenta su capital en el 3% de 100000. Luego la

ecuacion aresolver es
Y., — Y, = 3000.

El polinomio caracteristico de la homogénea asociada es: r —1=0, cuyaraiz es
r =1. Lasolucion general de la homogénea asociada es.

y'=C, (CeR).

El segundo miembro de la ecuacidn de la completa es una constante; como 1 es
raiz del polinomio caracteristico, se tantea como solucién particular una funcion de la
forma: y, = A-t. Al sustituir se obtiene

A(t+1)- At = 3000,
luego A =3000 Yy lasolucién general de lacompleta es

y, =C+3000t(CeR).
Ahora bien como y, =100000 entonces C =100000 Y el capital acumulado es

y, =100000+ 3000t .

Opcidn 2: Cada afo el capital aumenta en 0,25 del capital acumulado. En este
caso la ecuacion aresolver es
Y... — Y, = 0,025y,
0 sl seprefiere
Yia —1,025y, =0
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gue es una ecuacion homogénea. El polinomio caracteristico es r —1,025= 0, cuya raiz
es r =1,025. La solucion general de la homogénea asociada (que en este caso es la
completa también):
y,=C-(1L025)", (CeR).
Como Yy, =100000 entonces C =100000, y el capital acumulado viene dado en
esta opcién por

y, =100000-(1,025) .

if) Habra que calcular y, en las dos opciones y comparar los valores.
Opcion 1.y, =100.000+ 3.000- 3 =109.000.

Opcion 1. y, =100.000(1,025)* = 107.689.

Luego preferird la primera opcion.
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1.-

Clasificar y calcular, si es que existe, lasiguiente integral: | — dx.

_1[
Solucioén:

La funcion se representa en el gréfico siguiente:

Se observa que la funcion tiene una asintota en x=0, luego es una integral
impropia que ademas tiene un limite de integracion no acotado, y por tanto para calcular
esta integral hay que descomponerla. Una posibilidad es dividirla a partir del punto 1

para escribirla como suma de tres limites como sigue

dx—I|m dx+Ilim dx+Ilim

[z ac-tim[ g acvtim’ < o tim [ o

Si alguno de los limites anteriores no existe, entonces laintegral diverge o seano
existe. Calculamos los tres limites.
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lim —dx_llm im
r—>O _1\/7 r—>0 rrjé) 2
1

. x2 . [3 32| 3
lim —dx_I m =lim| —— =—,
oY o 2 2 2 ) 2

r 3/,.2
tim [ =% dx = lim 3*/7 _im| 3|
r—-o 1%/; r—-o 2 r—o 2 2

Como el tercer limite no existe, entonces laintegral del enunciado diverge.

2.-

Sean f(x,y):xy y D:{(x,y)eR2:x2+y2§4,x20,x2 y}. Plantear ” f
D
como suma de integrales de la forma I(Idx) dy, y como suma de integrales de la
forma I(Idy) dx. Calcular ” f digiendo libremente el orden de integracion.
D

Solucioén:

El recinto se representa en cualquiera de las siguientes figuras:

Y 4

Y 4

(va.va)
(0,0) D, (2,0) (0,0)
" ._ .
(0,—2) (0,-2)

El recinto D es regular y no acotado. La funcién es continua. Una posible

particion del conjunto es lade la figura de la izquierda donde
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Dlz{(x,y)eRz:x2+y2£4,x20,ys 0}
DZ:{(X, y)eR?: X +y? <4,x>y,y> O}

Entonces

0 pifa-y? V2 pifa-y?
” xydxdyzﬂ xydxdy+” xydxdy:j J. xydxdy+I J. Xy dx dy.
D D D, —2J0 0 Jy

Otraformade dividir el recinto se representa en la figura de la derecha, siendo
Dg,:{(x,y)e]R2 X2 +y?<4,0<x</2,y<x!,

D4:{(x,y)eR2 :x2+y2s4,ﬁ3x}.

-

Con esta particion se cumple
«/5 X 2 \/E
ddx:H ddx+” ddx:J' I ddx+jj dy dx.
HDXY y D3Xy y D4Xy y L ny y 5 ny y

Calculamos laintegral con la primera particion

00 W 0 X2y W 0 4y_y3 y4 0
I xydxdy:J‘ —Z dy:J. —Z 2 dy=y*-2-| =-2.
—2Jo 2 2 | 2 2 8 1,

'\/E \W \/§X2y W
J. xydxdy:I —}
0 Jy o 2

\/E 2
dy=f (2y—y3)dy=y2—y—} =1
0 4 o

En conclusion,

” xydxdy:H xydxdy+” xydxdy = -2+1=-1.
D Dl D2

3.-

Sea €l sistema de ecuaciones:
X+y VX
u y
uy — (x+12)%v=1

1

i) Comprobar gque el sistema define las variables y y u como funciones de x y v
alrededor del punto (x,y,u,v)=(0,1,1,0).
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ii) Estudiar el efecto de un incremento de cada variable exégena (manteniendo la
otra congtante) sobre las endégenas.

iii) Utilizando el teorema de la funcion inversa, comprobar que la funciéon
implicita que define el sistema en torno a punto dado es localmente invertible alrededor
del punto (0,0).

Solucioén:

i) Habra que demostrar que las variablesy y u dependen de las variables x y v, es
decir que existe una funcion ¢ tal que (y,u)=(¢"(xV),¢*(x,v))=9(x,v) Paraelo
se aplicard el Teoremade la Funcién implicitaal sistema
X+y VX

oy
F2(x,y,u,v) =uy—(x+1)’v-1=0

~1=0

FY(X,y,u,V) =

En efecto

» F',F?eC*(R*) en un entorno de (0,1,1,0), porque los denominadores no se

anulan.
* Se cumple Fl(O,LL O) =1-0-1=0y FZ(O,LL 0) =1-0-1=0.

* Finalmente se comprueba que se anula el jacobiano

oF'  oF! L vax ey
-— + +
ou —+ - 1 -
;i N R o %1 j:2¢0
u y
ay ou (0,11,0) (L0

Por tanto segun el Teorema de la funcién implicita existe una funcién
(y,u) =(¢1(x,v),¢>2(x,v)) =¢(x,v) que define ayy u como funcién implicitade x y

v, en un entorno del punto (0,1,1,0).

ii) El efecto viene dado por el signo de la derivada parcial.
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oFt  oF! ,
X au 2x_1  _X+y
OF? OF? u -y u’
Ot 0.0\ oy ol - X 0U Lo -2(x+1)v Y |owo
9 00=Z(00) =X X __
OX OoX ai ai 2
oy ou
OF% OF?
ay au (0,11,0)
-1 _J‘
0 1
2 2
oFt  oF!
N L Xty
oF? oF’ Y u
2
a(pl 0 O _ay O 0 _ av au (011'1'0) _ _(X+1) y (0’1’110)
@ 0,0=2(0,0) =2 X __
ov oF o 2
oy ou
OF?% OF?
8y au (0,1,1,0)
O _‘1
-1 1
= :1>O.
2 2

Por lo tanto un aumento de cualquiera de las variables x 6 v, en torno a citado
punto producira un aumento de lavariable y. Veamos lo que ocurre con lavariable u.

Por otra parte

oF" oF ,

x ox 1vex 2x 1

oF?  oF? u-y u-y
0¢? (0,0)= @(0 0 - X X oo | U —2(x+1)v(011’1‘0)
ox o oF'  oF* 2

oy ou

oF? OF?

ay au (0,11,0)

1 _‘1

1 0

B0
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oF% oF

oy v Lyex

oF?  oF? u-y y
agpz(O,O):@_u(O,O) _ 1Y Noug | T ~(x+y (0110)
ov ov OF'  oF! 2

Ea

oF o

ay au (0,1,1,0)

1 1

Luego si aumenta la variable x, entonces disminuye la variable u, pero s

aumenta la variable v, entonces también aumenta la variable u.

iii) Se aplica el Teorema de la funcidén inversa a la funcion implicita
p(xV) = (y,u).
* ¢",¢* €C*(B(0,0)) por e Teoremade lafuncién implicita.

og' og' 1 1
%00 09 13 3 4
- |3,(0,0)|= = ==#0
’ 2 2 11| 2
% 00 200 |-= =
ox v 2 2

Luego la funcién implicita que define el sistema en torno a punto dado es
localmente invertible alrededor del punto (0,0).

4.-

Un virus comienza a propagarse en cierta poblacion a partir de una persona
enferma. Cuando una persona recibe el virus lo incuba durante un dia y enferma el
segundo dia y la enfermedad dura tan sdlo ese segundo dia, a menos que €l virus sea
destruido por sus anticuerpos, en cuyo caso €l segundo dia estara sano. Esto Ultimo
ocurre en 1 de cada 3 casos. Asi cada dia t hay un cierto nimero de personas
incubandolo (l)) y un cierto nimero de personas enfermas (E;). Solo las personas
enfermas pueden transmitir el virus, y cada enfermo el dia t transmite el virus a tres

personas que hasta entonces no o habian recibido y que lo incubaran el dia siguiente. Si

-71-



Junio 2006

en el momento inicial t=0 (t = tiempo transcurrido en dias) hay sdlo un enfermo y
ninguna persona esta incubandolo, calcular, resolviendo la correspondiente ecuacion en
diferencias finitas, el nUmero de personas enfermas al cabo de una semana.

Solucioén:

En primer lugar hay que establecer la relacion entre el nimero de personas que

incuban el virus (1,) y el nimero de personas enfermas ( E, ) en el instante t. Se cumple
Et+l:y|t e It+l:3Et'

Entonces E,,, = % l,., =2E.
Para determinar la evolucion del nUmero de personas enfermas hay que resolver

la ecuacion en diferencias homogénea
E,,-2E =0.
El polinomio caracteristico es. r?—2=0, cuyas raices son 2 y —/2.

Entonces la solucién general de la homogénea viene dada por:
E =C,(v2) +C,(—2),
donde C, y C, son nimeros reales cualesquiera.
Ahora se aplican las condiciones iniciales: E, =1 (hay 1 enfermo en el momento
inicial) y E =0 (ya que 1,=0 por no haber personas que incuban el virus en el
momento inicial).

E0:C1+C2:11
E,=C2-C,J/2=0.

Y seobtiene C, =C, = % Luego en el instante t & nimero de enfermos viene dado por

-3+ 3]

Y al cabo de una semana habra

E = %(ﬁY +%(—\/§)7 personas enfermas.
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1.-

Laofertade un bien al precio p estacalculadaen KL unidades (siendo K una

p+1

constante conocida). La demanda marginal del mismo bien a precio p es

2(p+1)?
unidades/euro, siendo la demanda de K unidades cuando €l precio es 0. Calcular €l precio
del equilibrio.
Solucién:

Para calcular la funcion de demanda se integra la funcion de demanda marginal

[ -K K
D(p)_jZ(p+l)2 dp= 2(p+1)+C

donde C esuna constante que hay que determinar.

De la expresion anterior resulta D(0) = %+C, y de la hipétesis del problema se
demandan K unidades cuando el precio es 0, luego D(0)=K. Al igualar ambas
expresiones se concluye %+ C=K,yportanto C = g Asi lafuncion de demanda es

K K

D)= 5 T2

Para obtener el precio de equilibrio se igualan lademanda y la ofertay se obtiene
K K _ K p

2(p+1) 2 p+l’

Resolviendo la ecuacion se obtiene que el precio del equilibrioes p=2.
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2 l-

Calcular ” f (x, y) dxdy, donde Dz{(x,y)e]R2 11<xy<4, 0<y< 2} y
D

xe*, X<2:
f(xy)=41
?, X> 2.

Solucioén:

El recinto esla zona sombreada del gréfico siguiente:

y

1/2 2 r T

El recinto D esregular y no acotado. Llamamos

Dlz{(x,y)e]Rz:xé 2, y<2, xyzl},

D, ={(x,y) eR*:2<x<r, 1<xy<4}.

Entonces ” f :” f+|imr%” f , sempre que el limite exista.
D Dl Dr

e Célculo de ” f . Enéel conjunto D, secumple f(x,y) = xe*, por tanto
Dy
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2 p2 2 2
” f(xy) dxdy:I j xe* dy dx = yxexljX dx =
Dy 1/2d 1x 12

:jz (2xex—ex))dx:I

12 172

2

(2x 1)exdx— u=2x-1, du=2dx
" ldv=e‘dx, v=¢*

2
= (2x—1)exlzj2 | 2¢¥dx=¢€*+2/e.
1/2
v

e Célculo de ” f.En D, secumple f(x,y) :%, por tanto
D, X

redlx ro1 4lx
” f(x,y)dxdy:IJ —dedx:_[ y—g} dx
D, 2Jux X 2 Xy«

Entonces

im[[ Touy) dxay =lim——+2 =
I:)I'

r—o roo [

En conclusion

” f :e2+2\/5+l.
D 8

3.-

a) ¢Cuando se dice que un sistema

F(xy,zu)=0
F,(X,y,zu) = 0}

define implicitamentea x e y como funcionesde z y de u entorno a un punto? (Se pide

el concepto o definicion de funcidn implicita, no el Teorema).

b) Las relaciones entre cuatro variables x, y, z, y u estdn gobernadas por €

sistema de ecuaciones:
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X*+2y-62°+8u—-2=0
2x—-4y* -3z-6u>+9=0]

Utilizando el teorema de la funcion implicita, comprobar que existen un entorno
B(0,0) y un entorno B(1,1), tades que para cada (z,u)eB(1,1) existe un Unico
(x,y) € B(0,0) ta que (x,y,zu) verificael sistema.

c) ¢Cual sera el impacto en una y otra variable endégena de un ligero aumento del

valor de la variable exdgena u a partir del valor anterior (es decir, u=1) si laotravariable

exogena se mantiene constante (es decir, z=1)?
Solucion:

a) Sedice que el sistema

F(xy,zu)=0
F,(X,y,zu) = 0}

define implicitamente a x e y como funcionesde z y de u entorno a punto (X,y,Zz0),
s existen dos entornos B(X,Yy) y B(z,u) deformaque paracada (z,u) € B(z,U) existe un
anico (x,y)eB(X,y) ta que F (X y,zu)=0 y F,(xY,zu)=0. Este Gnico punto se
denotard ¢(z,u), y sedice que ¢ estaimplicitamente definida por €l sistema de ecuaciones

entorno a punto (X,Y,Zz,U).

b) Se denota

FY(X,y,z,u) = X* +2y—6Z°+8u—2,
F?(x,Y,zu) = 2x—4y* -3z-6u° +9,

y se aplica el Teoremade la funcion implicita
« Las funciones F' y F? sondeclase C* pues son polinomios.
« F'(0,0,1,1)=-6+8-2=0y F?(0,0,1,1)=-3-6+9=0.

* Finalmente se calcula el jacobiano

oF oF

ox 2x 2 0 2
R 2 3o

OF% OF 2 —8Ylpouy 2 O

ox oy (0,01
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Como se cumplen las tres condiciones existe una funcion (X, y) = ¢(z,u) que define

a (x,y) como funcion implicitade (z,u) entorno a punto (0,0,1,1).

c) El efecto sobre x e y de un aumento en la variable u viene dado por las

derivadas parciales de ¢ . Se cumple

oF o
ou oy
OF?  OF? ‘ 8 2
1 -12u -8
ai(l,l):%(l,l):_ ou_ oy =_ Yooy :—ﬁ:6>0,
ou ou aiFl aiFl -4 -4
OX oy
oF% OF?
ox oy
oF R
OX ou
aF 2 aF 2 2X 8
2 2 -12u _
Cay=2ay=- =~ e === 40,
u u - -
X oy
OF? OF?
oX oy

Luego se puede afirmar que si aumenta la variable u también aumenta la variable

X pero lavariable y disminuye.

4.-

Un individuo abre una cuenta con una cierta cantidad (t =0). A partir de entonces

cadames (t=1,2,...) se gastael 80% de lo que tiene en ella a comienzo de mes e ingresa

en ellaun sueldo de 2000 euros. Averiguar la cantidad con gque abri6 la cuenta sabiendo que
al cabo de 4 meses el saldo es de 2504 euros.
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Solucioén:

Si y, eslacantidad de dinero que tiene en la cuenta en el mes t debera cumplirse:
y, = 2504,
Y,., = 0.2y, + 2000.

Habra que resolver la ecuacion en diferencias: y,,, —0.2y, = 2000. El polinomio
caracteristico de la ecuacion homogénea asociadaes r —0,2 =0, cuyaraiz es 0,2. Luego la
solucion general de la homogeénea asociada es

¥, =C(0,2)' (CeR).

Como solucién particular de la completa se ensaya una constante de la forma
y, = A. Secumplird A—0.2A=2000, luego A=2500. De donde la solucion general de la
completa asociada es

y, =C(0.2)' +2500 (CeR).

Si se gplica la condicion y, =2504 se obtiene 2504 =C-(0.2)" +2500, luego

C =2500, y se puede escribir que la cantidad de dinero enel mes t es

y, = 2500(0.2)" + 2500.

Como la cuenta se abri6 en el instante t=0, la cantidad con la que se abri6 es

Y, = 2500(0.2)° + 2500 = 5000 euros.
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1.-

La poblacion de una especie animal en peligro de extincion evoluciona a unatasa de
15— 34yt individuos/afio (donde t es el numero de afios transcurridos). Sabiendo que en el

momento t =0 habia 375 gemplares, calcular la poblacidn total en el momento en el que €l

ndmero de individuos sea méximo.
Solucioén:

Si se designapor P(t) alapoblacion total en el instante t, entonces
P(t) = I(ls—aﬁ)dt =15t — 2T+ K |

donde K es una constante a determinar. Como P(0) =375 gemplares, entonces K = 375,
y por tanto
P(t) =15t — 2t+/t +375.

El momento ten el que la poblacion alcance el méaximo esaquél enque P'(t) =0, 0

P(t)=15-3Jt =0 = t = 25.
Cuando t = 25 la poblacion total es
P(25) =500 gemplares.

2.-

Calcular ” (2x+y))dxdy, s
D
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DZ{(X,y)eRZZ—XZSyS X2, 0<X*+y* <2 sz}.

(Represéntese  gréficamente el recinto D e indiquese con claridad la
descomposicion del mismo utilizada para calcular laintegral).

Solucioén:

El recinto se representa en cualquiera de las dos figuras del gréfico siguiente:

El recinto D esregular y no acotado. Una posible particion del conjunto es lade la
figura de laizquierda donde

D, ={(xy)eR*:0<y<x’, 0<x*+y°<2, x>0} y

DZI{(X,y)eRZZ—XZS y<0, 0<x?+y?<2, xzo}.

o Célculo de ” (2x+ y) dxdy.
D

”Dl(2x+ y))dxdy = I:J‘?(ZX-% y)dxdy = J.Ol(x2 ¥ Xy)]j_j'7 dy

:_[:(2— Y+ 2=y - y-y*)dy
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=2y-y*/3-1/3(2- y2)3’2 _ yz/Z_(Zyslz)/E)]l _ % %

e Célculo de ” (2x+y)dxdy.
)

0 pof2-y? 0
” (2x+y)dxdy:J. I ' (2x+y)dxdy:j (x2+xy)]r dy
o T B o
0 v
:L(Z—y2+y 2—y2+y—y\/—y)dy
=2y y3-13(2- yZ)W2 + Y22+ 215(-y )" yT = %—%.
-1
En resumen
[[ @xs oy =2 22,19 22_7
30 3 10 3 3

Otraformade dividir €l recinto se representa en la figura de la derecha donde

:{(x, y)eR?:0<y< X%, 0<X°+y* <2 xzo} y
D, ={(x, y)eR*:—x*<y<0, 0<X°+y° <2, xzo}.
Esta particion del recinto permite calcular laintegral de una manera alternativa

e Céculo dej (2x+y)dydx.

D3

1 px2 1 2
J. (2x+ y)dydx:I J. 2(2x+ y)dydx:I (2xy+y—ﬂ dx
D 0d-x 0 2 2

3
1 1
:j 4x3dx:x4] =1.
0 0
e Céculo dej (2x+ y)dydx.
Dy
2

”D (2x+y)dydx = J.lﬁ I_g(ZXJr y)dydx = Lﬁ{znyry?zﬂ;; dx

7l
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En resumen
4 7

2X+y)dxdy=1+—=—.

I @y axay=1+5 =2

3.-

i) ¢En qué puntos de R? el Teorema de la funcién inversa permite asegurar que la
funcion f (x,y) = (2xy, y* — x*) eslocamente invertible?

i) Comprobar que el sistema de ecuaciones

xe' +yu—u®=0
ycosv+ X —u® =1

define implicitamente a las variables u y v como funciones de x e y en un entorno del

punto (X, y,u,v) =(2,1,2,0). Calcular la matriz jacobiana de la funcion implicita en el punto
(2,2).

Solucién:
i) Habra que determinar los puntos en los que se puede aplicar el Teorema de la

funcién inversa. Comprobamos las condiciones
— Lasfunciones 2xy, y*—x*,y f sondeclase C'.

— El Jacobiano es
of of
&(X, y) E(X, y) 2y 2x
J. (XY= = = 4y* + 4%°.
[J3: (X, Y) | of 2 o 2 ‘—ZX 2y y

&(X, y) a_y(xi y)

Este Jacobiano solo se anula en el punto (0,0), luego en todos los demas puntos €l

Teorema de la funcion inversa permite asegurar que f (x,y) = (2xy, y* — x°) es localmente
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invertible.

ii) Ahora habra que aplicar el Teorema de la funcion implicita a este sisstema. Se
denota

F'(X,Y,zU) = xe"+ yu—u?, }
F?(X,Y,zu) = ycosv+ x> —u® -1,

Se cumple:

« Lasfunciones F' y F? sondeclase C*.

« F}(2,1,2,0)=2+2-4=0y F?(2,1,2,0)=1+4-4-1=0.

* Finalmente se calcula el jacobiano

oF' oF!

U Ay -2 ¥ -3 2

ou avzz‘y u o xe :‘ ? 0‘=8¢0_
oF oF —-2Uu —ysenv c120 |~

ou ov

Por tanto en un entorno de (2,1,2,0).el sistema define una funcién implicita

(uV)=(¢'(x¥).0°(x ) =2 (xy).

Lamatriz jacobiana es

9 01 2
K@D e

|
%" (2.1)
oy

3,21 =

op°
— (2,1
o (2,1)

Para calcularla se determinan los cuatro valores que aparecen en la matriz.

oF'  oF*
X oV
oF% OF?

op' _du ol ox oV iz
o V= @D = e
ou ov
oF% OF?

ou OV 2120
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e’ xe" ‘1 2
_ 2X —YSENVl;1 50 _ 4 0(2,1,2,0) __ 8 -1
8 8 8
oF* oF?
oy ov
oF? OF?
1 oV
% o1y=Np = N lesan
oy e R o
ou ov
oF% OF?
ou OV 21,20
u xe" ‘2 2
__[cosv —ysenVl, _ 1 0,120 1
8 8 4’
De manera analoga
y-2u ¢ ‘—3 1‘
a—(”2(2 n=Y021=- " Herzo __[4 4
ox T oox 8 8 ’
y—-2u U ‘—3 2‘
%’ (21)= @(2 1)=- 2 cosy @120 - _ 4 1 = —§.
’ oy 8 8 8
Luego la matriz jacobiana es
1 1
3,21)= 45 .
1 -=
8

4.-

La demanda de un bien en cada periodo t (t=0,1,2,...) depende de su precio en
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ese periodo: D, =50- p, millones de unidades, mientras que la oferta del bien en cada
periodo t+2 depende del precio del bien en el periodo t: S, =—10+ p, millones de
unidades. Sabiendo que p, =30y p, =31:

i) Calcular el precio de equilibrio (para el que la ofertay la demanda se igualan) en
cadainstante t.

ii) Estudiar la evolucién del precio de equilibrio. ¢Converge alargo plazo?
Solucién:

i) Para calcular el precio de equilibrio habra que igualar la ofertay la demanda en el
mismo instante, por gemplo en t+ 2,
D.,=S, = 50-p,=-10+p, = p.,+p =60
El precio de equilibrio debe cumplir esta ecuacion en diferencias, que se resuelve a

continuacion.
La homogénea asociada es: p,,, + p, =0, su polinomio caracteristico es r’+1, y

las raices de este polinomio son complejas: i y —i . El modulo de estasraiceses r =1y €l

argumento es w = % . Por tanto, la solucién general de la homogénea asociada es:

p' = Clsin%tJrC2 cos%t, (C,,C, eR).

(Se recuerda que si las raices de un polinomio son az+bi, entonces la solucién

particular de lahomogénea asociada es.

p' =Cr'sinat+Cricosat, (C,C,eR),
donde el médulo de estos niimeros complejos es r =+ya’+b’ y e argumento es
a):arcth.)
a

A continuacion se calcula una solucion particular de la completa. Como el término

independiente de la completa es una constante, 60, entonces se prueba con una solucion

particular constante, p7 = A. Evaluando la ecuacion en diferenciasen t =0, setiene:

pe,+p’ = A+ A=60, luego A=230.
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Se concluye que la solucién de la ecuacién completa es

p, =30+ (:lsin%t+c2 cos%t, (C,.C, eR)

Ahora hay que determinar C, y C,. Para ello sustituimos p, =30 y p, =31 enla
ecuacion:
P, =30 = 30+C,=30
p=31 = 30+C, =31

Portanto C, =1y C, =0 y se concluye que el precio de equilibrio es:

P, = 30+sinZt,

ii) A largo plazo, o sea cuando t — oo, lafuncion 30sin%t no tiene limite, porque

lafuncién seno variaentre-1y 1, luego no converge.
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FEBRERO 2008

1.-

La venta de un producto genera a una empresa ingresos brutos a una tasa

I'(t) =102 — 0,05Vt miles de euros/dia en cada instante t (donde t es el tiempo medido en

dias), mientras que la tasa de costes en cada instante t es G'(t) =100+ 0,05Vt miles de
euros/dia

i) Calcular €l beneficio generado durante los 4 primeros dias.

il) Calcular el beneficio acumulado desde el momento inicial hasta que el producto
dejade ser rentable.

Solucion:

i) El beneficio marginal es en miles de eurogdia:

B'(t) = I'(t) - G'(t) =102— 0,05yt —100- 0,05t = 2— 0,14/t .
Los primeros 4 dias se obtienen:

' 112
I(Z Olf)dt—Zt——t\/—} T miles de euros.

ii) El beneficio dejara de ser rentable cuando el beneficio marginal se anule:
B'(t) == 2- 0,14/t =0 = t = 400.
El beneficio obtenido en estos 400 dias es.

400 400
J (2—0,1\/f)dt:2t—£t\ﬁ} =890 iles de euros
0 0], 3
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2.-

Calcular, si es que existe, ” f,donde D ={(x,u)eR*:x>y*1<y<2ly f esla
D

funcion:
In_y, S x<4,
y
f(xy)=
1 )
x2y2’ S x>4
Solucioén:

El recinto se representa en el grafico siguiente:

El recinto D esregular y no acotado. Si Dlz{(x, y)eR?:y?*<x<4,1<y< 2} y
D, ={(xy):4<x<r, 1<y<2}, entonces D=D,u( ] D,.

e Célculo de ” f . Enéel conjunto D, secumple f(X,Y) :In_y’ por tanto
D, y

2r4Iny 2 Iny )
” f(x,y)dxdy:I Iz—dxdyzf x—} dy
D, 1dy Y 1 Yy ¥

2 2 2
:j [4m—y—yln yjdy:I 4|n—ydy—j yinydy.
1 Yy 1 Yy 1

Estas dos Ultimas integrales se calculan por partes.
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1 y

2 = = 2

J‘ Iny dy = u=4iny, du=(4ly)dy _alnty J‘4Iny
1 y dv=1ydy, v=Iny
Por lo tanto:

I( lnyjdy 2’y =2n’2
Ly

2
— Célculo de I yinydy:
1

2 u=Ilny, du=(lly)d
Iylnydy _ y g y)dy
1 dv=ydy, v=y/2

2 12 2

Por consiguiente

I f(x,y)dxdy = 2In22—2ln2+§.
D 4

2 2 2 2 2 272
_Y '”y} [ Yy Y '”y} _V_} o2 3.
1 1 2 1 4

Febrero 2008

e Célculo dej f . Enéel conjunto D, secumple f(X,y)= 21 5, por tanto
Xy

” £ (x, y) dxdy = II Pl H jdy

Entonces

Iim” f(x y) ey = fim-—5-+ £ = 2.

I —oo

En conclusion

j f=2n?2+2in2- 34+ =22 2+2in2- 2.
0 48 8
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3.-

La oferta (gq) y los precios (p,) de dos bienes estan relacionados por las

ecuaciones:
& = (P p.) }
0, = Ap, + Bq, ’
donde A y B son nimeros reales conocidostalesque A>0,y B<0,y f esunafuncién
. . . . of of
conocida con derivadas parciales continuas y tales que o >0y . <0.
P P,

a) Comprobar gue las cantidades ofertadas determinan los precios.

b) Estudiar el efecto de un ligero incremento de la oferta del segundo bien
manteniendo la del primero sobre ambos precios.

Solucién:

a) Habra que demostrar que los precios dependen de las cantidades, es decir que
existe una funcion ¢ ta que (p, p,) =¢(q,,q,). Para ello se aplicara el Teorema de la
Funcién implicita al sistema

F(th, &, P P,) = 6 - F (P, ) =0 }
F2(0&,q2, P, P,)=0,—Ap,—Bg, =0
En efecto

s F!,F2eC(R"), porque f eC(Rz)
« Se cumple por definicion de las funciones F*, F? que

F (0, &, Py p2)=0}
Fz(oa’%’ P pz) =0

* Finalmente se calcula el jacobiano

1 Fl
e A A
B P2 op, op,|=A—=0 (enredidad es positivo).
oF? oF? opy
0 -A
op P,

Por tanto seguin el Teorema de la funcion implicita existe una funcion ¢ que define
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a (p,, p,) como funcion implicitade (q;,q,) .

b) El efecto sobre los precios de un aumento en las cantidades del segundo bien

viene dado por las derivadas parciales de ¢ . Se cumple

oF' oF?

M P o - &

6F aF apz _i
apl - _ 6qz apz 1 -A — apz >0
oa, OF!  oF! of ef| o 7

op,  Ip, op, op,| P

oF% OF? 0 -A

op, 0P,

OF OF"

op,  0q, LI

OF% OF? op, o
op, _ |Op 0G O Y _ m_,sp
oq, |oF* oFt| |_of of| b

op, op, o op, opy

oF® oF? o -A

oo op,

Como las dos derivadas parciales son positivas, si aumenta la cantidad g, entonces

aumentan ambos precios.

4.-

En una poblacién que se compone de discretosy cotillas se propaga un rumor. En el

instante inicial (dia t =0) e rumor es conocido Unicamente por un cotilla. Cada dia por

cada cotilla que conoce el rumor se enteran dos cotillas y un discreto (en ambos casos de

los que lo ignoraban), mientras que los discretos no propagan el rumor.

i) Calcular el nimero de cotillas C, que conoceran el rumor a cabo de t dias.

if) Calcular el nimero de discretos D, que conoceran el rumor al cabo de t dias.
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iif) Calcular la poblacion total P que conocera el rumor al cabo de t dias. ¢Cuantos
ciudadanos conoceran el rumor al cabo de 4 dias?

Solucion:

i) Se denota por C, al nimero de cotillas que conocen el rumor el dia t. Entonces
los cotillas que conocen el rumor en el instante t+1, osea C,,,, esigual a de losque yalo
conocian, o sea C,, mas el de los que se enteran, que son el doble de los que lo conocen, o
sea 2C,. Enresumen C,,, = C, + 2C, = 3C,, 0 equivalentemente

C,,—-3C =0.
El polinomio caracteristico de esta ecuacion en diferencias homogénea es

p(r) =r —3, cuyaUnicaraiz es 3. Por tanto la solucion general de esta ecuacion es
C, =C-3, dondeCeR.
Cuando t=0 se cumple C, =1, de donde se deduce C =1. Por tanto en el dia t

habra C, =3' cotillas.

i) Analogamente, si se denota por D, al nimero de discretos que conocen el rumor
el diat, secumple D,,, =D, +C,, 0 sea
D,,=D,+3.
Para resolver esta ecuacion en diferencias primero se resuelve la homogénea
asociada D,,, — D, =0. El polinomio asociado eses p(r) =r -1, cuya Unicaraiz es 1. La
solucion general de esta ecuacion es

D, =C, donde C e R.

El término independiente es 3', luego se ensaya una solucion de la forma

D’ = A-3'. Entonces
A'3t+1—A'3t :3t,
al evaluar en t =0 seobtiene 3A- A=1, luego A:%.

La solucién general de la ecuacion es

-92-



Febrero 2008

D, =C+13.
2

Al aplicar la condicion inicial D, =0 se obtiene C = —%. Por tanto el nimero de

discretos que conoceran el rumor a cabo det dias es

D, - 11y
2 2

iii) Si P esel nimero detota de personas que conocen el rumor el dia t, se cumple

P=D,+C,,0sea

R = §3t _1_
2 2
Entonces el nimero de personas que conocen el rumor el dia4 es:

=3z 11
2" 2
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1.

Tras una larga sequia un embalse con una capacidad de 1.500 millones de metros
clbicos (m?®) esta al 20%. Como consecuencia de fuertes lluvias, el pantano recibe un flujo
estimado de C'(t) = 300yt —t m‘/seg en cada instante t, mientras dura lariada (donde t es
el tiempo medido en segundos desde que empieza arecibir agua de lariada).

a) Calcular el tiempo transcurrido hasta que deje de recibir agua.
b) Si no se desembalsa agua, ¢se llegara a deshordar?

Solucion:
a) S t esd instante en que deja de recibir agua, debe cumplirse C'(t) =0. O sea
C'(t) =300/t —t=0 = t=90.000seg.

(t=0 también es una raiz de la ecuacion anterior, pero obviamente se desestima como

solucién).

b) El pantano esta al 20%, es decir actualmente contiene 300 millones de metros
cubicos, luego solo puede recibir otros 1200 millones més. Ahora bien, por causa de la

riada recibira la siguiente cantidad

90000

90000
I (300VE ~t)t = 200%—%} =1350 millones de m’.

0 0

Por tanto se desbordara si no desembalsa agua.
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y*, oy
Sean D={(xy)eR*:xy<1, X<y} y f(xy)={1 y

2

y

IN

1
1 Calcular, si es

>

gue existe, ” f.
D

Solucioén:

El recinto D eslazona sombreada del grafico siguiente:

El recinto D esregular y no acotado. Si Ilamamos

Dlz{(x,y)e]Rz:Os y<1; y2x2} y Dr:{(x,y)e]Rz::LSySr; xzyél},

entonces ” = ” +|ime” , Sl el limite existe.
D Dl Dr

e Célculo de ” f . Enée conjunto D, secumple f(x,y)=y?, por tanto
Dy

-05-



Junio 2008

11 1y L
” f (X, y)dxdy :I J.Zyzdydx:_[ —} dx
D “1x 13 |2
_J‘ll—x6 x XT (1 1) ( 1 1) 4
= dx==-= | = ==
a1 3 3 21| 3 21 3 21) 7

e Célculo de J f . Enél conjunto D, secumple f(X,Y) :iz, por tanto
D, y

” £ (x,y) dxdy :” L dxdy= Xz} dy
Dr 7]J yy 1 y —l/\/;

_J-f 2 4| -4 A

1y2\/§ = AR

Entonces

-4 4 4
i f(x, y)dxdy =i +—=—
Ilm‘”‘Dr (x,y) dxdy I|m3\f 373

r—o r—o S/

En conclusion

J‘ 4 4 40
e .
o 7 3 21

3.-

La oferta (gq) y los precios (p ) de dos bienes estan relacionados por las

ecuaciones:
o = f (P, P,) }
d, = Ap, + Bq,
donde A y B son nimeros reales conocidostalesque A>0,y B<0,y f esunafuncién
. . . . of of
conocida con derivadas parciales continuas y tales que P >0y e <0.
P P,

a) Comprobar gue las cantidades ofertadas determinan los precios.
b) Estudiar el efecto de un ligero incremento de la oferta del segundo bien
manteniendo la del primero sobre ambos precios.
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Solucién:

a) Habra que demostrar que los precios dependen de las cantidades, es decir que
existe una funcion ¢ ta que (p, p,) =¢(q,,q,). Para ello se aplicara el Teorema de la
funcion implicitaal sistema

F(Ch, &, P P,) = 6 — F (P, P,) =0 }
F2(0&,q2, P, P,)=0,—Ap,—Bg, =0

En efecto

» F',F* eC(R*), porque f eC(R?)

« Se cumple por definicion de las funciones F*, F? que

Fl(Qqul Pus pz) = 0}
FZ(GU_’qZ! p1! pz) :0

* Finalmente se calcula el jacobiano

1 Fl
e A A
B P2 op, op,|=A—=0 (enredidad es positivo).
oF? oF? opy
0 -A
op P,

Por tanto seguin el Teorema de la funcion implicita existe una funcion ¢ que define

a (p,, p,) como funcion implicitade (q;,q,) .

b) El efecto sobre los precios de un aumento en las cantidades del segundo bien

viene dado por las derivadas parciales de ¢ . Se cumple

oF'  oF!

M P o - &

6F 6F apz _i
op_ |09 9P |_ 1 -A| _ P; |
aq, OF!  oF! of ef| o 7

P, op, op 0Pyl IRy

OF? oF? 0 -A

op,  0p,

-97-



Junio 2008

ot oF*

R R

oF? OF? op, ot
apz:_ o 0 =_ 0 1 =— apl:A>O
o0, aiFl aiFl _ﬂ i Aﬂ

op, op, P op, opy

oF® oF? o -A

P, 0p,

Como las dos derivadas parciales son positivas, si aumenta la cantidad g, entonces

aumentan ambos precios.

4.

Obtener todas las sucesiones cuyo primer término sea 0 y que cumplan que cada
término a partir del tercero seala semisuma de los dos que le preceden.

Solucion:
Si se denota ala sucesion por y, debera cumplirse:
Y. =0,

_ Yty
yt+2_%'

Habra que resolver la ecuacion en diferencias: 2y, ,—Y,,—Y, =0 con y,=0. El

polinomio caracteristico de la ecuacion homogénea asociadaes 2r? —r —1= 0, cuyas raices

son 1y 1/2. Luego la solucion general de la homogénea asociada es

1 t
=C,+C,|=|.
Yi 1 2(2j

Si se aplica la condicion y, =0 seobtiene 0=C,+C,, luego C, =-C,, y Se puede

escribir que la sucesion sera de laforma
l t
Yi = C(l—(EJ j,
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donde C escualquier nimero real.
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1.-

El ingreso marginal por laventade g kg de un producto esigual a 100 euros/kg,

mientras que el coste marginal viene dado por 5+ 6q —ﬁ eurogkg (ke R).
+

a) Si k=1, calcular el beneficio que se obtiene por la venta de 10kg, sabiendo que

cuando no se vende nada hay una pérdida de 20 euros.

b) Si k=0, calcular la cantidad que debe venderse para maximizar los beneficios.

Solucion:

a) El ingreso marginal viene dado por: |'(q) =100€/kg vy el coste marginal por

C'(g)=5+ 6q—ﬁ€/kg, luego el beneficio marginal es
+

, , , k
B'(q) =1'(g9) -C'(q) =95-6q+——€/kg.
1+q
Para k=1, calculamos la funcion de beneficios:
B(q) = j B'(q)dg = J-(%— 6q +1ij dg=95q-3q° +In(1+q) +C.
+q
Como B(0)=C =-20, setiene que
B(q) = 95939 +In(1+q) — 20€.
Entonces B(10) =630+ In(11) €.

b) Si k=0, e beneficio marginal es

B'(q)=1'(q)-C'(q) = 95-6q€/kg.
Para calcular la cantidad que maximiza los beneficios se iguala a cero esta deri-

vada, esto es:

B'(q)=95-69=0 = q=9—65kg.
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2.-
X § x>0
Calcular ” f, donde f(xy)=1y y
? y s x<0
D:{(x,y)eRzlyzxz;x2+y222;ys4}.
Solucién:

El recinto D viene representado en la figura 'y es acotado y regular y la funcién
es continua en el recinto, luego laintegral de f en D existe.
Si Ilamamos

Dl:{(x,y)eR2 X <y<2, X+ Y222, xso}
X,y)eR? X <y<2, X4y =2, xzo}
JeR?:1<y<4, x*+y* 22 X<y, xso}
JeR?:11<y<4, X +y* 22, X <y, xzo}

entonces

ool el A, el

Se calculan las cuatro integrales
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” f_Izj_zyydxdy J. yx][ “dy= I —y 2—y2+y\/§)dy:

a2 2 Jy J2
” f_j I Xoaxdy=[ X dy=J. 1 1, Y-
NPRAY i 2y | 1 (2 y 2

, V2
:%y—ln(y)er—} =£—1—In<\/§).

4

4 @0 4 4 2 4 6#1——44/5
f:jj dxd:J' 0 d:j dy=2 5} _SaaNe
.”03 N B PR ﬁy\/? Y 5\/7 v 5

IR L;_]”dy Loy 2R

Luego
” f—@—| n(/2).

3.-

Sea €l sistema

7d(xy)-u*=2
X’z-g(z-y)=u
donde f eC'(R?), geC'(R) y secumple:

of of
f(14,1)=3, g(0)=0, g'(0)=1, —(11) =1y —(1,1)=
(1)=3, 9(0)=0, g'(0)=1, T (1Y) =1y Z(11
a) Comprobar que el sistema permite interpretar azy u como variables enddge-

nas en torno al punto (1,1,11).

b) Estudiar el efecto sobre la variable enddgena z de un ligero aumento del valor

de cada variable exdgena (manteniendo la otra constante).

Solucion:

a) Se considera el sistema
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Fi(xy,zu) =7 (xy)-u’~2=0
F?(x,y,z,u) = X’z—g(z-y)-u=0

Y se aplicael Teorema de lafuncion implicitaen torno a punto (1,1,1,1).

- F'y F?sondeclase C'(R*), yaque f eC'(R?) y geC'(R).

- F(1111)=(F*(1111),F*(1111)) = (1+1-2,1-0-1) = (0,0).

* Finalmente se calcula el jacobiano

oF*! oF*!

2 2 2 o B B .
oF 111y oF (1111 X —g'(z-u) 1 @111
oz ou

Luego, el sistema F(x,y,zu)=(0,0) si permite interpretar azy u como varia-

bles endégenas en torno al punto (L 1 Ll) .

b) Se calculan las derivadas parciales de la funcion implicita

oF*

ox

oF?
OX

oF*

ou

OF?
ou

7A,(xy)
2Xz

@y _

—3U?
-1

0z op'
Zan=2 11=—
6‘x(l ) 6x 1D pv=n

oz
OF?2
0z

oF*

ou

oF*
ou

(1111

-3

Luego, un ligero aumento de la variable exdgena x (manteniendo y constante)

produce un aumento en la variable endogena z

oF*
oy
oF?
o

oF*

ou

oF?
ou

Z,(x,y)
g'(z-y)

iy

—3U?
-1

5

@iy ‘1

oF*!

oz

oF?
0z

0z op"
Zan=2 11=—
> 1D = LD

oF*

ou

oF?
ou

(1111

-3

Luego, un ligero aumento de la variable exdgena y (manteniendo x constante)

produce una disminucion en la variable enddgena z.
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4.-

Resolviendo la correspondiente ecuacion en diferencias finitas, hallar todas las

sucesiones y, que verifiquen la siguiente condicion: la diferencia entre un término

cualquieray la mediade los dos anteriores aél esigual a 1.

Solucion:

Hay que resolver la ecuacion

Yot Y,
Yieo — t 12 ~=1
0sea
1 1
Yir2 _E Yia _E Y, =1
La ecuacion homogeénea asociadaes. y,, , —% Yo —% y, =0. Su polinomio carac-

teristico: r? —%r —%:O, cuyas raices son 1y —%. La solucion general de la ecuacion

homogénea es entonces:

1)
yth = C1+C2(_EJ (C,C,eR)

Para calcular la solucion particular de la ecuacion completa, como el término in-
dependiente es g(t) =1, es decir un polinomio de grado cero y 1 es raiz del polinomio,
se propone como solucion y; = A-t. Secumple

Alt+2)— Alt+1) + At |
y al evaluar en t =0, por ejemplo, se obtiene Azé.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion completa es.

2 1Y)
Vi :§t+C1+C2(—E) (Cl,CZER).
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1.-

El ingreso marginal por la venta de g unidades de un producto (1'(q)) es
constante e igual a 40 euros/unidad, mientras que el coste marginal (C'(q)) aumenta
linealmente con la cantidad, viniendo dado por C'(g) =10+ 0,003q euros/unidad.

i) Calcular la cantidad que debe producirse para maximizar los beneficios.
ii) Calcular el beneficio méximo sabiendo que hay unas pérdidas de 50000 euros

cuando la produccién es cero.

Solucion:

i) Calculamos el beneficio marginal, que es el ingreso marginal menos el coste
marginal:
B'(q) = I ‘() - C'(q) = 40— (10+0,003q) = 30— 0,003q euros/unidad.
La condicidn necesaria para maximizar los beneficios es B'(q) =0, luego
B'(gq) =30-0,003g=0, luego g=210.000 unidades.

if) El incremento del beneficio total a producir 10.000 unidades es:

10.000 10.000
B(10.000) — B(0) = (30-0,003q)dq = 309—0,0015¢7 | =150.000€.

0

Como B(0) =50.000€, entonces B(10.000) =100.000€ .

2.-
Calcular ” f, sendo D={(xy)eR®: 2<x*+y*<20,x<0,y2x’| vy
D

X
f(xy)=—.
y
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Solucion:

El recinto D viene representado en la figura. Es acotado y regular. La funcién es
continua en €l recinto, luego laintegral def en D existe.

Se puede escribir D = D, U D, donde

Dlz{(x,y)eR2 1 2<X2+Yy* <20, x< -1, y> x2}
Dzz{(x,y)eIR{2 1 2< X2 +Yy*<20,-1<x<0,y> x2}

o=l e fl,

Se calculan las dos integrales

Entonces

2

-1 py20-x2 -1 20-x -1
R I T 2 I (-Li}ix
D, 2 J% Yy 2 Y 2 2

V20" +Infx|| =V19-4-In(.

-1
-2

-2 0-x*> X
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202 0y V20-x* 0 X X
[t =[] Eaya j__} ax=[- N dx
D, advee Y 1Y e A 20— V2-%

— 20— —+2— x} =J20-/2-J19+1.

Por tanto, ”D f :HD f+“D f =yJ20-v/2-In(2)-3.

3.-

Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
xu’+yu=1
xX’z+ f(y2) =5,

donde f e C*(R) cumple f(0)=3.

i) ¢Paraqué valoresde f’(0) el teorema de la funcion implicita garantiza que €l
anterior sistema define a x e y como variables endégenas en torno al punto (1,0,2,1) ?

ii) ¢Paraquévaloresde f'(0) unligero aumento en la variable u (manteniendo z

constante) a partir del punto (1,0,2,1) provocaria un aumento en lavariable y?

Solucion:
i) Lafuncién vectorial F = (F*,F?) que define el sistema de ecuaciones es;
F'(x,y,u,2) =xu’+yu—1=0
{Fz(x, y,u,2) = xz+ f(yz) -5=0

Y el sistema define a x e y como variables enddgenas si se puede definir una
funcion implicita ¢(u,z)=(¢'(u,2),¢%(u,2))=(xy) en torno a punto (1,0,2.1).
Aplicamos el Teorema de la funcién implicita:

a) F(L0,2,1) = (FY(40,2,),F2(1,0,2,1) = (1+0-1,2+3-5) = (0,0)

b) F eC*(R*"), por estar formada por funciones polinémicasy f C*(R).

¢) Finalmente el jacobiano es
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oF o
ox 2 1 1
2 6y2 s :‘6 2f'o‘:2f'(0)_6'
oF° oOF Xz A (Y2)| 1,4 0)
8X ay (1,0,2,1)

Por tanto, si f'(0)#3 el Teorema de la funcion implicita garantiza que el

anterior sistema define ax e y como variables endogenas en torno a punto (1,0,2,1).

ii) Habra que calcular la derivada parcial de y respecto de u. Se tiene en cuenta

2
quesi p(u,z) =(x,Yy) entonces x=¢'(u,2) e y=9¢>(u,2), osea%:%
Se cumple
oH, OH,
ox ou
2
oH, OH, us 2xu+y
2
a(/)z :ﬂz_ OX ou @02y _ 3X°Z 0 (1,0,2,1)
ou ou oH, oH, u? u
aX ay 3XZZ Zf |( yz) 021
oH, oH,
X 8y (1,0,2,1)
1 2
8o 12
ot 1 | 2f(0)-6
6 2f'(0)

Y estaderivada seré positiva siempre que f '(0) > 3 (recordar que f '(0) = 3).

4.-

Un virus mortal comienza a propagarse entre los peces de un lago con una
poblacién inicial de P individuos. Cuando un pez es infectado éste muere
inmediatamente, y cada dia el virus infecta al 20% de los supervivientes del dia anterior.
¢Cuantos dias pasaran hasta que la poblacion inicial se reduzca a menos de la mitad?

Solucion:

Si llamamos y, a ndmero de supervivientes en cada momento t, entonces:
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y0:P
Yer = 0,:8Y;.
Resolvemos la ecuacion en diferencias homogenea: y,,,—0,8y, =0. El

polinomio caracteristico es: r —0,8=0, cuyaraiz es r =0,8. La solucion general de la
ecuacion es entonces:
y, =C(0,8)", (CeR).
Como vy, = P, entonces, y,=C =P, y lasolucion particular de la ecuacion es:
Y = F)(o18)t
Por tanto, y, =P, y, =0,8P, y,=0,64P, y,=0,512P, y, =0,4096P,...

Luego, tendrén que pasar 4 dias para que la poblacién inicial se reduzca a menos
de la mitad.
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1.-

Latasa de habitantes de una ciudad circular de 5 km. de radio depende de su dis-
tanciaal centro; si dichadistanciaesr, latasa viene dada por la siguiente expresion:
_90.000

(r+1)°
Una empresa dedicada a repartir folletos publicitarios dispone de 45.000 que

P(r)

personas.

comienza a repartir desde el centro a todos los habitantes de la ciudad, ¢cua serd el ra-
dio de poblacion en el que podra repartir dichos folletos? ¢Cuantos habitantes tiene di-
cha ciudad?

Solucion:

Si se designa por k al radio en el que se pueden repartir los 45000 folletos debera

cumplirse
k
20000 4 _ 45,000,
o (r+1
Entonces:
‘ k
000, _ 90'000} = 90000, 96 000=45.000= k =1
o (r+2) r+1 J k+1

Luego € radio es 1.

El nimero de habitantes en la ciudad sera

5 5
90'00? dr =-— 90'000} _ 50000 +90.000 = 75.000 habitantes.
o (r+1 r+1 6

0
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Sean D ={(x,y) e R*/xy<12x-y=>-1y>0} ylafuncion
CcoSX xs%
f(x,y)= :
xy)=1 1
X 2

Calcular, S existe, ” ;.
D

Solucion:

El recinto se representa en el grafico siguiente:

20 —y = —1

zy =1

/ 1 /z »

El recinto D esregular y no acotado. Si Ilamamos

Dlz{(x’ y)eR*:xy<12x-y>-1y>0,0< xgl},

SXSI’},

entonces D =D, uD,, siendo D, no acotado, y se cumplira

JJ =1, retmll,

N

D, :{(x, y)eR?:xy<1,2x-y>-1y>0,

N[

si ambas integrales existen.
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D1 esacotado y regular, y f (x,y)=cosx escontinuaen D luego

”lezj':j cosxdxdy = Isenxzdy |
LG )25
AN I I

Por otraparte f(Xx,y) :% es continua 'y no negativaen D, , luego

Iim” f =IimII—dydx_I|m y} dx
r—ow D, r—ow J1 r—o

=lim r—dx_ I|m—1} = Iim(—1+ 2]: 2.

r—o J1 X S ¢ r—om r
2

5 M\b—l

Por lo tanto, I f :2+25in(1}
D 2

3.-

X*f(y*+z2%)-u*=0

donde feC'(R?), geC'(R) y se
g(x* —u’) - yu? = x?

Sea €l sistema {

cumple:

f(0,0=1; f,(0,0)=1; f,(0,0)=1, g(0)=1; g'(0)=1.

Comprobar que el sistema permite interpretar azy u como variables endbgenas

en torno a punto (1,0,0,1). Sea (z,u)=¢(x,y) esta funcién implicita. ¢A qué otras

parejas de variables permite el Teorema de la funcion implicita asegurar que quedan

definidas implicitamente alrededor del punto (1,0,0,1) ?

Parael caso (z,u) = p(X,Yy), hallar lameatriz jacobianade ¢ enel (1,0).

Solucion:

El sistema lo reescribimos asi
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FY(x,y,zu) =X f(y*+22°)-u* =0
F2(x,y,z,u)=g(x* —u®) - yu’ = x*=0

Y comprobamos las condiciones del Teorema de la funcion implicita en torno a

punto (1,0,0,1).
- F'y F?sondeclase C'(R*), yaque f eC'(R?) y geC'(R).
» F(1111)=(F*(1,0,0,2),F*(10,0,1)) = (1-1,1-0-1) =(0,0).

* Finalmente se calcula el jacobiano

oF oF*
0z ou XY+ 2. 2) + f,(y +2,2°)22) —2u
oF% OF? 0 —3u*g'(x* —u®)-2y°u 1001
62 au (1,0,00)
1 -2
= =-3=0.
0 -3

Luego, el sistema F(x,y,zu)=(0,0) si permite interpretar azy u como varia-

bles endégenas en torno al punto (1,0,0,1).

Para las demés parejas de variables hay que comprobar si €l jacobiano corres-
pondiente no se anula. Por ello calculamos las derivadas parciales para calcular los res-
pectivos jacobianos de cada pareja

oF* oF*

— (% ¥, zu)=3x*f (y*+2,2°), luego —(1,0,0,1) = 3.
aX(xyzu) X (y+zz) uego aX(L )

OF 2 OF 2
1 )1 & :2 I 2_ 3 _2 ,I
> (X,y,z,u)=2xg (x u ) X, luego —

(10,0,1)=0.

1

1
%(x, y,z,u)=xf,(y* +2,2°)2y, luego %(10,0,1):0.

2 2

% (X, y,z,u)=-2yu?, luego agy (1,0,0,1)=0.

Ademéas antes hemos calculado

oF* oF? OF* oF?
—(1,0,0,1)=1, 0,0,1)=0, —(1,0,0,1) =-2,
0z (l ) 0z (l ) ou (l ) ou

(1,0,01)=-3.

con todas las componentes continuas a ser f y g funciones con derivadas continuas.

L uego la matriz jacobiana valorada en el punto (1,0,0,1), nos dala matriz
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(301 -2
o o 0o -3/

(10,01)

La pareja de columnas de la jacobiana que también forma una matriz de deter-

minante no nulo, es la correspondiente a las variables x y u. Luego Esta pareja también

se puede definir como funcién implicita en tono al punto dado. En los demas casos el

jacobiano es nulo y no se puede asegurar nada.

Si escribimos (z,u) = (X, y) parahallar lajacobiana

J,(L,0)=

0

se deben calcular las derivadas parciales.

OX

Moy Mo
OX

2000 %o

oy

oy

oF'  oF!

X ou

OF?  oF? ‘3 —1
0z OX  0OU |00z 0 -3 .
LA =S e T R

oz ou ‘o —4

oF* OF?

0z  0OU |00y

oF'  oF!

oy ou

oF? OF? 0 -2
g(l 0)=- dy ou (1001 _ _‘O _3‘ -0:;
oy oF'  oF" 1 -2

oz ou ‘o —4

oF* OF?

0z  0OU |uwo01
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oF'  oF!

0z ox

OF?  AF?2 ‘1 3‘
ou 0z OX 0,01 0 O .
x0T R

oz ou ‘o —3‘

oF% oF?

0z OU 10,01

oF*  oF!

o0z oy

OF? OF? 10
@(:Lo):_ oz ay ooy _ ‘O 0‘ =0
oy oFt  oF! 1 -2

oz u ‘o —3‘

oF* oF?

0z oU |(10,01)

Por tanto: J (10)—[_3 Oj
3,60=| O

4.-

Un ahorrador acuerda con una entidad financiera un plan de ahorros. Por una
parte é se compromete a ingresar cada afio una cantidad. La primera imposicion, mo-
mento inicial de la operacion, es de 2.000 euros. En los afios sucesivos el ingreso co-
rrespondiente superard en el 2% al del afio anterior. Luego, ¢qué cantidad ingresara en
el ano t, s t=0 corresponde al primer ingreso?

Por otra parte la entidad le asegura un interés anual (compuesto) del 3%. El
cliente no puede disponer del dinero mas que a final de cada periodo anual, momento
en el que podrd retirar toda la imposicion con sus intereses o ingresar la cantidad co-
rrespondiente. Si al cabo de T afios decide retirar todo €l ahorro, con sus intereses acu-
mulados, dejando por tanto de ingresar la cantidad correspondiente a esa fecha, ¢a cuan-
to asciende la cantidad a su disposicion?
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Solucion

La ecuacion en diferencias que corresponde a esta situacion es
yt+l = yt (:L 02)

pues la cantidad de cada afio es la del anterior aumentada en un 2%.

Esta ecuacion reescrita y,,, — ,(1,02) =0 es homogénea de orden 1. La raiz del
polinomio caracteristico es 1,02. La solucion general es entonces
y, =C(1,02)!, CeR.
Como 2000 =y, = C(1,02)° = C, obtenemos la cantidad ingresada en el instante

t es y, = 2000- (1, 02)".

Sea ahora x, la cantidad que tendria a su disposicion si decide retirar su dinero
el afio t. Si en ese momento, t, no retira el dinero, tendra que hacer el ingreso correspon-
diente: 2000-(1,02)'. La cantidad x +2000(102)' que se acumula entonces en su
cuenta, estard un afio produciendo intereses al 3%, con lo cua se cumplira

X2 =(%+2000(2,02) ) (1.08),
0 sea
X1 —1,03% =2060(1,02) .
La solucién de la homogénea asociada es C(1,03)" .
Una solucién particular es de laforma a(l,02)'

Sustituyendo en la ecuacion se obtiene

a(1,02)""* —1,03a(1,02)' = 2060(1,02)",
y evaluandoen t=0

a(1,02)-1,03a = 2060 a=-206000
La solucién general es entonces
x, = C(1,03)' — 206000(1,02)' .
Como Y,=0, pues en el momento inicial aiin no ha hecho ninguin ingreso sera
C=206000, y por lo tanto en el afio T tendra a su disposicion

X; = 206000((1,03)" -(1,02)" ) euros
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1.

Un pais de la zona euro, que hasta un cierto momento (t=0) ha tenido

superdvit, empieza a tener déficit (publico), siendo la tasa de variacién de ese déficit

D(t) = e% (6t —t*) miles de millones de euros/mes.

Dos meses después de iniciarse la formacion de déficit, el pais empieza a emitir
Deuda Publica, siguiendo exactamente la pauta de formacion anterior del déficit, pero
con los dos dichos meses de retraso. La emision de deuda termina, por tanto, dos meses
después del momento en que €l déficit deja de incrementarse y empieza a decrecer.

¢ Cuanta Deuda Publica tendra que lanzar al mercado ese pais en ese periodo de
tiempo?

Si el Banco Central Europeo le ha puesto un techo de Deuda de 100.000
millones de euros, ¢gl pais puede cumplir con sus exigencias?

Solucion:

t
El pais acumula déficit cuando latasa de variacion del déficit D'(t) = e® (6t —t?)

€es positiva.
t t
Como e’siempre es positivo, para que D'(t)=e(6t-t")>0, debe ser
(6t-t*)>0,05a 0<t<6.
El déficit acumulado, en los seis meses en que se produce déficit, es:

6t
j e3(6t —t?)dt .
0

Para hacer estaintegral, por partes, hallemos primero la primitiva
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t t t u=6-2t du=-2dx
Ie3(6t—t2)dt =3e3(6t—t2)—3je3(6—3)dt= t t
dv=e3dt v=3ed
L) t L)
:3e3(6t—t2)—9e3(6—2t)+9J.e3(—2) dt

t t t
= 363 (6t — t2) — 9% (6 — 2t) — 54€®
t
= e3(—3t% + 36t —108).

Aplicando laregla de Barrow:

6t t ®
j e3(6t—t2)dt=e3(—3tz+36t—108)} =108 miles de millones de euros.
0

0
Como la Deuda se emite segun la cuantia del déficit, con un retraso que no
influye en su volumen, la Deuda total acumulada seré la misma que el déficit producido,
es decir 108 miles de millones de euros. Por lo tanto no cumple las exigencias del

Banco Central Europeo.

2.

Sea el conjunto D:{(x,y)eRz:3x2£y+2,x2+y2£2,x2—y,y20} y la

i y>1
funcion f(x, y)={y’ 2 Y R Calcular ” f.
Xl y< D

Solucion:

El conjunto D estarepresentado en lafigura. Es compacto y si escribimos

Dl={(x,y)eR2 13X <y +2, x2+y2£2,x2—y,y21}

D2={(x,y)eR2 IS YH2, X+ Y <2, x>y, 1> yzo}

o=t 00,

Cuando y>1, lafunciones f(x,y)=y. Laintegral correspondiente la ser&:

Entonces
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)

y = 32> —2

(1,1)

r+y=0

V2-x
2 1 2
” jj ydydx Iy— dx:j 2-x 1 dx
12 X al 2 2

) :
x_ X (1_1 l_lj 2
2 6)], \2 6 26) 3

Cuando y<1, la funcion es f(x,y)=x y la podemos hacer con una sola

integral iterada:

[, - oo 2] o[22 -2

Luegoj f= l E 11
4 3 12°

3.- (8 puntos)

xf (u)+yg(v) =u
—xg(v) + yf (u) =v
donde f y g son dos funciones reales con derivadas continuas. Ademas, f siempre toma

Sea €l sistema{

valores estrictamente positivos.
i) ¢En torno a qué puntos (X, y,u,V) puede asegurarse que las variables X, y son

funciones implicitas de u, v?
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ii) Si el punto (x,y,u,v)=(112,2) verifica el sistema, y ademés g(2)=0 y
f'(2)>1, ¢qué efecto tendrd sobre las variables enddgenas un ligero aumento de la

variable u?

Solucion:

i) Sean F'(x,y,u,v)=xf(U)+yg(v)—u y F?*(X y,u,v)=-xg(V)+ yf (u)—v.

FY(x,y,u,v) =0

Entonces el sistema se escribe
F2(x,y,u,v) =0
Las funciones F*(x,y,u,v), F*(x,y,u,v) tienen derivadas parciales continuas.

La matriz jacobiana que corresponde a este sistema (primera columna-derivadas
respecto de x, etc.) es
[ fu) gv) K W-1  yg(v) j
-g(v) f(u) ¥ -xgv)-1
siendo las derivadas de f,g continuas.

Para aplicar el Teorema de la funcion implicita y podamos asegurar que pueden
despejarse x ey en funcion de uy v, hade ser no nulo el jacobiano que corresponde a
sus columnasde x ey. secumple

‘ fu) a9
-g(v) f(u)
Al ser, paratodo u, f(u)>0, estacondicién se cumple en todos los puntos en

= f2(u)+g*(v) =0

que estén definidas f,g.
Luego el teorema asegura que x ey son funcion implicita de u y v, arededor

detodos los PUNTOS EN QUE SE VERIFICA EL SISTEMA DE ECUACIONES:

ii) Paraque (x,y,u,v)=(1,1,2,2) verifique el sistema debe ser

f(2)+g(2) =2
{—9(2)+ f(2)=2

Luego f(2)=2,9(2)=0.
Ental caso la matriz jacobiana del sistema en ese punto es

[f(Z) 9 (-1 d(@? j (2 0 -1 dg@? J
-9 f@ @ -9@-1 0 2 (2 -g@-1
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S (X y)=¢(u,v) arededor de (X y,u,v)=(1122), entonces las derivadas

parciales respecto de u en (2,2) son

‘f'(Z)—l o‘
ox @ 2 11
2= 20 - 2 0
0 2
‘2 f'(Z)_W
oy _ 0 ' | -f(
a(2,2)_ o - % <0
0 2

ya que f’(2)>1. Por tanto a aumentar la variable endogena u, ambas variables

exogenas x ey disminuiran.

4.

En una maquina tragaperras de un Casino jugar es gratis, en principio. En caso
de que ya en €l primer intento (t=0) la maguina conceda premio, este es de 75 euros. Si
no es asi y da premio al segundo intento (t=1), dicho premio es de 100 euros.

Pero, a partir de la tercera jugada (t=2) el premio lo calcula la maguina de la
siguiente manera: sera cuatro veces la ganancia que hubiese obtenido el jugador en caso
de haber tenido premio dos jugadas antes. Y un nuevo pero: para cobrar dicho premio el
jugador tiene que meter en la maquina tantas veces 90 euros como veces |o ha intentado
sin obtener premio. (En el momento en que la maguina concede premio se acaba el
proceso.)

¢Cual es laganancia del jugador s tiene premio en lajugadat?

¢En qué momento es una imprudencia seguir jugando en esa maquina?
Solucion:

En general, en lajugada t + 2 el premio que dala maguina es 4y, , pero hay que
meter 90(t + 2) euros para cobrarlo.

La ecuacion que corresponde es
Yoo =4Y, —90(t+2).
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Las condiciones inicialesson y, =75 e y, =100.

La homogénea asociada serd y,,, — 4y, = 0. e polinomio caracteristico r’ -4,y
susraices 2 y -2. La solucién general de lahomogénea
y, =C,2'+C,(-2)".

Como el término independiente de la completa es un polinomio de grado 1,y 1

no es solucion de la homogénesa, tendra una solucion particular delaforma y, =a-t+b.

Sustituyendo en la ecuacion
a(t+2)+b—-4(at+b)=-90(t + 2),
de donde

a—4a=-90
2a+b—4b=-180|"

Luego a=30, y b=80. Lasolucion general es
C,2' +C,(-2)' =30t +80.
Ahorabien como

Y, =75=C +C,+80
y, =100=2C, - 2C, +30+80|

se obtiene C, =-5y C, =0. Finamente la solucion es
y, =(-5)2' —30t +80.
Para t =6, se obtieney, = (-5)2° + 30x 6+80=-320+180+80= 60, es decir,

el jugador pierde dinero.
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	Caratula
	Febrero01
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	JUNIO01
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	Febrero02
	ENERO 2002
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	JUNIO02
	JUNIO 2002
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	Febrero03
	1.
	Solución:

	2.
	Solución:

	3.
	Solución:


	JUNIO03
	1.- (6 puntos)
	Solución:

	2.- (6 puntos)
	Solución:

	3.- (10 puntos)
	Solución:

	4.- (8 puntos)
	Solución:


	Febrero04
	ENERO DE 2004
	1.-
	Solución:

	2.-
	Solución:

	3.-
	Solución:

	4.-
	Solución:



	JUNIO04
	JUNIO DE 2004
	1.- (6 puntos)
	Solución:

	2.- (6 puntos)
	Solución:

	3.- (10 puntos)
	Solución:

	4.- (8 puntos)
	Solución:



	Febrero05
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	JUNIO05
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	Febrero06
	FEBRERO 2006
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	JUNIO06
	JUNIO 2006
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	Febrero07
	FEBRERO 2007
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	JUNIO07
	JUNIO 2007
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	Febrero08
	FEBRERO 2008
	1.-
	2.-
	3.-
	4.-

	JUNIO08
	JUNIO 2008
	1.
	2.
	3.-
	4.

	Febrero09
	FEBRERO 2009
	1.-
	Solución:

	2.-
	Solución:

	3.-
	Solución:

	4.-
	Solución:


	JUNIO09
	JUNIO 2009
	1.-
	Solución:

	2.-
	Solución:

	3.-
	Solución:

	4.-
	Solución:


	Febrero10
	FEBRERO 2010
	1.-
	Solución:

	2.-
	Solución:

	3.-
	Solución:

	4.-
	Solución


	JUNIO10
	JUNIO 2010
	1.
	Solución:

	2.
	Solución:

	3.- (8 puntos)
	Solución:

	4.
	Solución:





