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Matriz y determinante

1 MATRIZY DETERMINANTE

1.1 Matriz

1.1.1 Concepto de matriz y tipos de matrices

Definicion: Se llama matriz de orden o dimensidgp a un conjunto dén -p) elementos

dispuestos en filas yp columnas de la siguiente manera:

a1 Qi 0 Qyp

az1 Gz ** QAzp
A= . . . .

An1 Qnz " Gnp

Utilizando una notacién abreviada, una matriz seiles como:

A= (aij)lsisn € M,y , SiendoM,,, el conjunto de las matrices ddilas yp columnas.
1<j<p

Definicion: Se llama diagonal principal de una matdze M,,, al conjunto formado por los

elementosy;, Vi = 1,2, ..., min (n,p).

Tipos de matrices:
A continuaciénse muestran las matrices mas comunes:

- Matriz fila: Matriz con una Unica filag = 1.

- Matriz columna: Matriz con una Unica columpas 1.

- Matriz cuadrada: Matriz en la que el numero desfijlale columnas coincide,= p. El
conjunto de las matrices cuadradas de ordse denota poM,,, 0 simplemente por
M,,.

- Matriz rectangular: Matriz en la que el numero dasfy de columnas no coincide,
n+#p.

- Matriz nula: Matriz cuyos elementos son nulzq§,= o,vi=1,2,..,n,vVj=1,2,..,p.
La matriz nula de dimensiamxp se denota pdr,, 0 simplemente pd.

- Matriz opuesta: Dada una mattz= (a;;), se dice que? = (b;;) es su opuesta si

cumple queB = —A4, o loque es lo mismme =-aq;;Vi=12,..,nVj=12..,p.
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- Matriz triangular superior: Matriz cuadrada= (al-j) cuyos elementos situados por
debajo de la diagonal principal son nuleg,= 0 Vi > j.

- Matriz triangular inferior: Matriz cuadrada = (aij) cuyos elementos situados por
encima de la diagonal principal son nuleg,= 0 Vi < j.

- Matriz diagonal: Matriz cuadradd = (al-j) cuyos elementos situados fuera de la
diagonal principal son nulog;; = 0 Vi # j.

- Matriz identidad: Matriz diagonal cuyos elementedaldiagonal principal son unos. La

matriz identidad de dimensidnse denota pdt,.

1.2 Operaciones con matrices

1.2.1 Suma de matrices

Sean las matrice$ B € M,,,,,, la suma de ambas se define como:

Xp1

C=A+B = (cij) € Mpyp, siendoc;; = a;; + by, Vi=12,..,n,Vj =1,2,..,p

Xp ijo

Propiedades de la suma de matrices:
Dadas las matrice$ B, C € My, la suma de matrices cumple las siguientes pragiesi

- Propiedad asociativéA + B) + C = A+ (B + ()

- Existencia del elemento neutro: El elemento nerdgspecto de la suma es la matriz
nula:A + 0 = 0 + 4, siendd) la matriz nula de igual dimension que la matriz

- Existencia del elemento simétrico: El elemento #ilw@ respecto de la suma es la
matriz opuestad + (—4) = (—A) + A4 =0

- Propiedad conmutativ&t+ B =B + A

1.2.2 Producto de un escalar por una matriz

Sea la matrid € M,,,, y seak € R un escalar, el producto del escatapor la matriz4 se

define como:

C=k-A=(cij) € Myyp, siendoc;; = k- a;;, Vi=1,2,..,n,¥j =1,2,..,p

Xpr

Propiedades del producto de un escalar por una maéir:

Dadas las matrice$ B € M, y los escalarek, m € R, el producto de un escalar por una

matriz cumple las siguientes propiedades:

- Propiedad distributiva respecto de la suma de cestit - (A+B) =k-A+k-B
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- Propiedad distributiva respecto de la suma deassa(k + m) -A=k-A+m-A
- Propiedad asociativk - m)-A=k - (m- A)

- Existencia del elemento neut: 4 = A

1.2.3 Producto de matrices

El producto de dos matrices se puede realizar cuahchimero de columnas de la primera
matriz coincide con el niumero de filas de la segurtts decir, se puede realizar el producto

A - B cuanddd € My, y B € M,,,,. La matriz resultanté tendra tantas filas como la matAz

y tantas columnas como la matBz

C=A4-B= (cij) € Mnxq- Sienda'ij = ZIZ;=1 aikbkj Vi=1, 2,..,n,‘v’j = 1,2,..,6]

Propiedades del producto de matrices:

Dadas tres matrices, B y C de dimensiones adecuadas, el producto de matiseple las

siguientes propiedades:

- Propiedad asociativd - B) -C =A- (B - C)

- Propiedad distributiva respecto de la suma:
o0 (A+B)-C=A-C+B-C
o A-(B+C)=A-B+A-C

- Existencia del elemento neutro: el elemento newgspecto del producto es la matriz
identidad:A - I =1 - A, siendoA una matriz cuadradalela matriz identidad de igual

dimensién que la matriz.
Observaciones:

- Engeneral la propiedad conmutativa no se curdpl® # B - A.
- No siempre existe el elemento simétrico respectb pteducto como se vera
posteriormente. El elemento simétrico de la madries una matriZZ que cumple:

A-B=B-A=1

1.3 Determinante de una matriz

A toda matriz cuadradd € M,,, se le asocia un escalar que se denomina deterimida la
matriz y que se denota por:
a1 Q12 0 Qn
det(a) = 4] = |20 42

An1 Qn2 = Qun



Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Coetts

1.3.1 Determinantes de orden 2y 3

- El determinante de una matriz cuadrada de ordem 2uede calcular de la siguiente
manera:

a1 Qg2
Al = |

Ay a22| = Q11022 — 412023

- El determinante de una matriz cuadrada de ordem Pusde calcular mediante el
siguiente método conocido como la regla de Sarrus:

11 Q12 Q13

Qdz1 Q2 Q23

a3y dzz 04szz

|A] = = a110Q22033 T+ 1032013 T Q12023031

— a31022013 — A1102303 — A21012033

1.3.2 Determinante de cualquier orden

Para calcular el determinante de una matriz de riiide mayor o igual que 4, es necesario

introducir los siguientes conceptos:

Definicion: Dada una matria € M,,, el menor complementario del elemeafp se denota por
a;; y es el determinante de la submatriz que reslilgirainar lai-esima fila y laj-ésima

columna de la matria.

Definicion: Dada una matria € M,, el adjunto del elementn; se denota pof;; y se calcula

de la siguiente manera;; = (—1)"*/q;;

1.3.2.1 Calculo del determinante de una matriz de dimensimediante adjuntos
El determinante de una matriz de dimensigrse calcula realizando la suma de los productos

de los elementos de una fila (o de una columnajp®adjuntos.

- Sise desarrolla laésima fila:|A| = Z}l:l a;jA;j

- Si se desarrolla Iaésima columnaA| = Y1, a;;A;;

1.3.3 Propiedades de los determinantes

- Al intercambiar dos filas 0 dos columnas de unmatente, su valor cambia de signo.

- Al multiplicar una fila o una columna de un detemante por un escalar, su valor
numérico queda multiplicado por ese escalar.

- Si en un determinante una fila (0 una columna)oasbinacion lineal* de otras filas (u
otras columnas), su valor es cero. Por tanto, aefeterminante las filas son linealmente

independientes** si y solo si las columnas sondimente independientes.
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*Definicion: SeanF,, F,, ...., F, lasn filas de la matriz4. Una filaF; es combinacion lineal de
las demas filas si existéin — 1) escalares, ay, ...., a;_1, ®i41, -, @y € R para los cuales se

cumple que:

Fi = alFl + aze + ... +ai_1FL‘_1 + al‘+1FL‘+1 + -+ anFn

La definicion de combinacion lineal de columnasfeenula de similar manera. Asi, una

columnac; de la matrizA es combinacion lineal del resto de columnas, Etex(n — 1)

escalaregy, fy, ..., Bj—1, Bj+1, - Bn € R para los cuales se cumple que:

Ci=P1C+ BoCo+ . +Bj-1Cimq + Bjs1Cipr + o+ BrCy

**Definicion: Cuando una fila (0 una columna) es combinaciéealinle otras filas (o de otras
columnas), se dice que las filas (o las columnas) Ithealmente dependientes. En caso

contrario, se dice que éstas son linealmente imdipates.

- Si en un determinante una fila (0 una columna) w@sasde varios elementos, el

determinante se puede escribir como suma de vdeterminantes de la siguiente

manera:
aiq Qaiz Qs j QAin
21 Gz v o e
bil + Ci1 biZ + Cio bl] + Cij bin + Cin =
An1 Ao Anj Ann
a1 Qg2 Ay A1n a1 Qi ay ain
a1 QAz2 azj a?n Ay Ayr oy Arn
“|[bir biz by b:in Ci1  Ci2 Cij Cin
An1 Qnz o Qpnj *° Opp n1 Gnz - Qnj " Qnn

- Sienun determinante a una fila (0o a una colureedg@ suma una combinacion lineal de
otras filas (o de otras columnas), su valor noavari

- El determinante de una matriz triangular o diagoeslel producto de los elementos de
su diagonal principal.

- |A-B|=1A]-|B|
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1.3.4 Otras formas para calcular determinantes de cualqur orden

Las formulas que se han obtenido anteriormente gaalar el determinante de una matriz
mediante adjunto$A| = Y71 a;;A4;; 0 |A| = ¥iL,; a;jA;j, resultan costosas cuando muchos de
los elementos de la fila 0 de la columna selecdanzara realizar el desarrollo son no nulos.
Sin embargo, resultan eficientes cuando variosudeeskementos son nulos. A continuacion se

muestran otros dos métodos para el calculo derdieizntes.

1.3.4.1 Método de Chio
Este método consiste en escoger un elemento naleliteterminante denominado pivote y en
anular el resto de elementos pertenecientes dasa & su columna. Supdngase que se toma el

elemento no nula,; como pivote y que se desea anular el resto deceles de la primera

fila. Para ello, a la segunda columna se le sunpai@era columna multiplicada péﬁﬁ, ala
11

tercera columna se le suma la primera columna pficiida po% y asi sucesivamente, hasta
11

la dltima columna a la que se le suma la primer#iptioada por%. De esta manera, se

11

consigue que todos los elementos de la primeraefitepto el elementa,; sean nulos. A

continuacion se desarrolla el determinante pomaltjantos de la primera fila, con lo que sélo

habré que calcular un adjunto, el correspondidréementoa 4.

1.3.4.2 Escalonamiento de la matriz
Este método se basa en convertir la matriz inielaluna matriz escalonada o triangular
utilizando la quinta propiedad de los determinantesi, el valor del determinante sera el

producto de los elementos de la diagonal principal.

1.4 Traspuesta de una matriz

Definicion: Dada una matrid = (a;;) € Myy,, SU traspuesta se denota Bbr= (b;;) € My,
y se obtiene al intercambiar las filas por las ewilas y viceversa, sin variar el orden de las
mismas:
bl-j =a; Vi=12,..,p,Vj=12,..,n

Propiedades de la traspuesta de una matriz:

- AHt=4

- (A+B)t=A"+B

- (A-B)Y=Bt-A

- (k-A)t =k- At siendok € R

- Al =147
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Definicion: Una matriz cuadradéa = (aij) € M,, es simétrica si cumple que= A%, o lo que

es lomismo sa;; = a; Vi=1,2,..,n,Vj =1,2,..,n.

Definicion: Una matriz cuadrada = (aij) € M, es antisimétrica si cumple qde= —A¢, es

deCir, Siaij = —aj vVi=1,2,..,n, V] =12,..,n.

1.5 Matriz inversa

Definicion: Una matriz cuadrad@d es regular si existe su inversa (el elemento sicoét
respecto del producto de matrices), es decir, isiee¥a matrizB tal queA-B=B-A=1.
Entoncesp es la inversa dg y se denota paf~1. En caso contrario se dice que la matriz es

singular.

La condicion necesaria y suficiente para que unaizrsea regular es que su determinante sea
no nulo:

|A] # 0 & A matriz regular

Propiedades de la matriz inversa:

- En el caso de que exista la inversa de una masta,es Unica.
- A Htl=4

- (A-B)l=pl.41

_ (A—l)t — (At)—l

- Al =147

Definicion: Una matriz cuadradd = (al-j) € M,, es ortogonal si su inversa coincide con su

traspuesta, es decir, si se verifica queAd® = A - A =1, con lo qued™! = A°.

1.5.1 Calculo de la matriz inversa mediante adjuntos

La inversa de una matriz se puede calcular mediarsiguiente formula:

L, Adjan)  (at)

Al 1Al
Ay Az o A
siendo A% = A?l A:ZZ A:Z" la matriz adjunta que se obtiene al sustituir cada
R T

elemento de la matriz por su adjunto.
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1.5.2 Célculo de la matriz inversa mediante el método déauss

Para aplicar el método de Gauss se construye leznaanhpliada(A|l), siendo! la matriz
identidad de igual dimension que la ma#izA continuacion, se realizan operaciones por filas
hasta obtener la matriz identidaen la parte izquierda de la matriz ampliada. De fessma, la

matriz resultante en la parte derecha de la matnizliada es la matriz inverga®:

(A =———= (147

operaciones filas
Las operaciones gque se pueden realizar con lagiflda matriz ampliada son:

- Intercambiar dos filas entre si.
- Multiplicar las filas por cualquier escalar no nulo

- Sumar a una fila otra fila multiplicada por un daca

1.6 Rango de una matriz

Definicion: Dada una matrid € M,,, los elementos pertenecientes dilas y am columnas

prefijadas forman una submatriz deEl determinante de esta submatriz se denominamukn

ordenm de la matrizA.

Teorema: Si la matrizA tiene un menor no nulo de ordenentonces, lag filas que forman
este menor son linealmente independientes. Tandm@nlinealmente independientes las

columnas que determinan el menor.

Definicion: El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo de dicha mgtse

denota porg(A) orango(A).

Propiedades del rango de una matriz:

- Elrango de una matriz no varia al multiplicar golumna (o una fila) por un escalar no
nulo.

- El rango de una matriz no varia si a una columna (ena fila) se le suma una
combinacion lineal de otras columnas (o de ottas)fi

- El rango de una matriz no varia si se suprime wilanma (o una fila) que sea

combinacion lineal de otras columnas (o de ottas)fi
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1.7 Potencia de una matriz

Dada una matriz cuadradhe M,,, su potencig-ésima se calcula multiplicandb por ella
mismap veces:

AP =A-A-A-..-A dondep €N

p veces

Propiedades de la potencia de una matriz:

- Vp,q EN, AP - A1 = APHY

- Vp,q €N, (4P)1 = AP

- SiAesregular, entoncegp € N, (4™ 1)? = (4P)7 !

- SiAesregular, entoncegp,q € N,A™P - A=9 = A=®+0)
- SiA esregular, entoncegp,q € N, (A7P)™9 = AP
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EJERCICIOSRESUELTOS

3 -1 0

2 0 5

5 -2 4
IamatrizQ=<—5 2 7).

6 5 8

P1. Hallar la matriz simétricd que sumada a la matifz= (—4 1 2) da como resultad

O

RESOLUCION

a11 Q12 Q13

Se considera una matriz genérita (an a2 a23> qgue debe ser de dimensidxr3 para

5 -2 4
(s
6

azy Gzz 4szs
poder realizar la suma con la matfiz

a1 Q12 Qi3 3 -1 0
A+P=0Q > <a21 azz ‘123) + (—4 1 2)
2

az1 Q3 dszz

Sumando e igualando términos se tiene

(a1 +3=5 a1 =2
A —1=-2 a;, =-—1
a;3+0=4 a3 =4
ay—4=-5 a, = -1

{ apt+1=2 = < a;p=1
a3 +2=7 a3 =5
a1 +2==6 az; =4
az, +0=5 as, =5
azz3+5=28 \ az3 =3

2 -1 4
La matriz soluciéned = —1 1 5
4 5 3

2 7
5 8

P2. Hallar todas las matrices reales que conmutanaaratrizA = (_i ;

).

RESOLUCION

a b

La matriz buscada es una maiiz= (C d) talqueA-B=B-A
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vamras(2 00 D€ D Y-

2a+c=2a—->b
2b+d=a+2b a
—a+2c=2c—d = {b
—b+2d=c+2d

=

Por tanto existen infinitas matrices que conmutan ta matrizA y vienen dadas por

((ci _5) vdc€eR

p D

p _p) sea ortogonal.

P3. Calcular el valor del parametpopara que la matriz simétrica= (

RESOLUCION

Para que la matriz simétridasea ortogonal debe cumplit: A* = I & A~! = A%. Entonces

2 1
0 DC D=0 Do )= Yorrmror-sd

Se obtienen dos valores del parametrpor lo que existen dos matrices ortogonales

1 1
- Cuandp = 5= 4, = 2,
VZooV2
L 1
- Cuand0p=—\/i§:>A2= ‘/17 ‘/17
V22

Se puede comprobar que efectivamente las maticgsl, son ortogonales ya que cumplen la

igualdadAt = 471,

1

_ 2 _ 2 V2
A1t=A11= \/_ A2t=A21_ 1 \{1_
V2

Sl =Sl
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-3 2 -1 -1
P4. Calcular el determinante de la matfiz= é _i _g 3? escalonando la matriz.
-2 3 6 6
RESOLUCION
-3 2 -1 =1 2 =2 4 6|y
2 -2 4 6|17, _ 3 2 -1 -1|%
M=ls 4 -5 3| = D5 4 5 3|7
-2 3 6 6 -2 3 6 6
F,+3F,
1 -1 2 3| F5F: 1 -1 2 3| 7R
+ F,+F
a3 2 -1 =R o -1 s g| il
215 4 5 31 T Do o _15 —12| T
-2 3 6 6 0 1 10 12
1 -1 2 3| ,-L, 1 -1 2 3
_ 0 -1 5 8l 2 0 -1 5 8
=2 0 0 30 60f =2) 0 0 30 60
0 0 15 20 0o 0 0 -10

El determinante de una matriz triangular es el ypcow de los elementos de su diagonal
principal. Por lo qugA| = (—=2)-1-(=1)-30- (—10) = —600

P5. Calcular la matriz que cumple la ecuaciéh- X — At - E = C% + %D, siendo las matriceg
4 1 =2 2 00 1 2 -2 -6 —-12 -2

A= 1 2 -1),E=10 2 0),C=(-1 0 2|lyD= 6 —22 -8
-2 1 0 0 0 2 0 2 0 12 4 -6

RESOLUCION

Despejandd de la ecuacién se tiene
1 1 1
A-X—At-E=CZ+§D :>A-X=At-E+CZ+§D :>X=A‘1-(At-E+CZ+§D)

Se obtiene el determinante de la madriz

4 1 -2
[Al=]11 2 —-1=1-(-1)-(-2)+1-1(-2)—-2-(-2)-(-2)—-1-(-1)-4
-2 1 0

=2-2-8+4=—-4>|A|=—-4
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A es una matriz regular, por tanto, existe su matkiersad~! que se calcula de la siguiente

manera

1
A—l — W(Ad)tf

Se calculan los adjuntos de los elementad de

i SR P I
T T MR B
T IR
R ST i

1 2 5 . 1 -2 3
La matriz adjunta correspondiente&ds= | -2 —4 —6|=(4%) =2 -4 2
3 2 7 5 -6 7

—1/4 1/2 —3/4

Por o que la inversa de la matdziene dadapod~ = [ =1/, 1 -1/,
—5/4 3/2 —7/4
1 2 -2 1 2 -2 -1 -2 2

Por otro lado, se calculé® = (—1 0 2) (—1 0 2) = (—1 2 2)
0 2 0 0 2 0 -2 0 4

ComoX =471 (At “E+C?+ %D) se calcula la expresiqd® - E + C? + %D)

1
At-E+CZ+§D=

4 1 -2\/2 0 O -1 -2 2 L -6 —-12 -2
=< 1 2 1)(0 2 O>+<—1 2 2)+5< 6 —22 —8)
-2 -1 0/\0 0 2 -2 0 4 12 4 -6
8 2 —4 -1 -2 2 -3 -6 -1
=( 2 4 2>+<—1 2 2>+< 3 -11 —4)
-4 =2 0 -2 0 4 6 2 -3

1 4 -6 -3
AE+C*+oD=(4 -5 0
0 0 1
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Finalmente, se obtieré

-1, 1, -3
la 2 T\ 14 e 3

_ - 1) [ -1 1
X=4a"- (4 E+C?+1D)= 5/2 1 =1 -(g —05 (1)>

/4 3/2 _7/4

1 -1 0
X=<2 -2 1)
1 0 2

P6. Dadas las matricet = (_21 _}) B = (_; _g) yC = (_13 _5;) resolver el sistem

A-X—A-Y=B

matricial { X2V =

RESOLUCION

Se despejd de la segunda ecuacion del sistema y se susétuigeprimera

{A-X—A-Y=B=>{A-X—A-Y=B
X—=-2Y=C X=C+2Y

A(C+2Y)—AY =B=>AC+2AY —AY =B=>AC+AY =B =AY =B —AC =
SY=AYB-AC)>Y=A"B-C

Se calculad™! mediante la igualdadi—! = ;T(Ad)t

_|2 -4_,_4_
=3 Til=2-e
A = (—1)1+11 =1 Ay = (—1)2+1(—1) =1

A12 = (_1)1+2(_1) =1 Azz = (—1)2+22 =2

R P RS

Por tanto
r=are-c=(; (5 - -G DG -
r=G )
Una vez que la matri¥ es conocida se calcuta= C + 2Y, que resulta

0= D+ D=0 o)
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2 1 0
P7. Calcular la inversa de la matdz= (1 -1 2) utilizando el método de Gauss.
1 0 1

RESOLUCION

Intercambiando las filas de la matdzntre si y realizando operaciones con las mismésrse

F,—2F;

2 1 0|1 0 O\fr.r, /1 =1 2]0 1 O0\E-r /1 -1 210 1 0\ r-F
1 -1 2{0 1 0) = (|2 1 0|1 0 0] == (0 3 —4|1 -2 0| =
1 0 110 0 1 1 0 110 0 1 0 1 -110 -1 1
1 -1 210 1 ONf% /1 0 1|0 0 1\(vr/1 0 1| 0 0 1\&:
(0 1—10—11):(01—10—1 1>:><01—10—1 1):>
0 3 —411 -2 0 0 0 -1l1 1 -3 00 1/-1 -1 3
1 0 0] 1 1 -2
01 0{—-1 -2 4
00 11-1 -1 3

1 1 -2
Entonces, la matriz inversa deesA™! = | -1 -2 4 |.

-1 -1 3

Se comprueba que efectivamente esta matriz egdesan de la matrid

2 1 0 1 1 -2 1 0 0
A-At= (1 -1 2) (—1 -2 4) = (O 1 0) =1
1 0 1/\-1 -1 3 0 0 1

-2 1 a 4
P8. Calcular el rango de la matuz= ‘21 % _‘21 _5; en funcion del parametro real
a 5 1 a

RESOLUCION

ComoA es una matriz cuadrada con un pardmetro, se ceanestudiando el mayor menor de
la matriz y a partir de este menor se obtienen dasos particulares. Para resolver el
determinante de la matriz se utiliza el método dé Ctomando como pivote el elemento

a,, = 1y haciendo ceros en su columna

21 a 4, _ |40 0 1__ -4 0 0 1
21 a 31221 a 3]°2° 2 1 a 3
a 3 -2 =2 a 3 -2 -2 a—6 0 —-2-3a —-11
a 5 1 a a 5 1 a a 5 1 a
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—4 0 0 1

R R 2 1 a 3

- a—6 0 -2 —3a —-11
a—10 0 1—5a a—15

Se resuelve el determinante por los adjuntos dedanda columna y se tiene que

—4 0 1
a—=6 —2—3a —-11
a—10 1—5a a-—15

—4 0 1
a—6 —2-—3a -11
a—10 1—-5a a-15

(_1)2+2 .1

Se aplica el método de Chio de nuevo y se reswldeterminante por los adjuntos de los
elementos de la primera fila
0 0 1

a—50 —-2-3a -11
5a—-170 1—-5a a-—15

= (a—50)(1—-5a)— (5a—-70)(-2—3a)

Ci+4C;

a—50 —-2-3a

— (_1\143 . 1.
=D 1 5a—70 1-5a

=a—5a? - 50+ 250a — (—10a — 15a? + 140 + 210a) = 10a? + 51a — 190

Se calculan los valores depara los que se anula el determinantd destableciéndose asi los

diferentes casos posibles

10a? +51a—190=0 <

Caso 1Sia¢§ ya;t—35—8 = rg(4) =4

Caso 2Sia =§ = rg(4) <3

-2 1 5/2 4
2 1 5/2 3

A=ls5p2 3 -2 -2
5/2 5 1 5/2
Véase cudl es el rango de
-2 1 5/2
2 1 5/21=38+#0 = rg(4) =3
5/2 3 =2

Caso 3Sia = —% = rg(4) <3

-2 1 -38/5 4
2 1 -38/5 3
-38/5 3 -2 -2

—38/5 5 1 -38/5

A=
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Véase cudl es el rango de

-2 1 -38/5
2 1 —38/5|=-416/5+0 = rg(d) =3
—38/5 3 -2

En conclusion
Caso 1Sia qtg y a# —3—58=> rg(A) =4
Caso 2Sia =§ = rg(4) =3

Caso 3Sia = —3—58 = rg(A) =3

-4 4a 2a

P9. Hallar el rango de la matria = <4a -4 -3+ b) en funcion de los parametrps
-4 4a -2

realesa y b.

RESOLUCION

Procediendo de forma similar al ejercicio anterior

—4 4a 2a
Al =] 4a —4 —-3+40b
—4 4q -2

0 0 2a+2
4a -4 -3+0b
-4  4a -2

Fi-Fs

— — (_13\1+3 4a —4
corrnls

=2(a+1)(16a? —16) =32(a+ 1)?*(a—1)
16(a—1)(a+1)
|A|=O(:>{a=_1 Vb €R
a= 1

CasolSia#1ya#-1Vb eR =rg(4) =3

Caso2Sia= 1Vb €eR =rg(A) < 2

-4 4 2
A= ( 4 -4 -3+ b)
-4 4 -2
4 2
Las dos primeras columnas son proporcionalesopgué rg(4) = rg <—4 -3+ b).

4 -2
Se calcula el rango de esta matriz
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|j _§|=—8—8=—16¢0 = 1g(A) = rg(B) = 2
Caso3Sia=—1Vb €ER =>rg(A) < 2

—4 -4 -2
A= (—4 -4 -3+ b)

—4 —4 -2

Las dos primeras columnas son idénticas, ademésstencaso la primera y la ultima fila

4 -2 )

tambien coinciden, por tantg(4) = rg (:4 34b

-4 =2 | _ . e 19 A a—

4 —34p = 4(-3+b)—8=12—-4b—-8=—4b+ 4
Cas03.1Sib =1 = |B|=0=> rg(4) =1
Cas03.2Sib # 1 =2 |B|#0=> rg(4d) =2

Resumiendo
Caso1Sia#1ya#—-1Vb €R = rg(4) = 3
Caso2Sia=1,vb R = rg(4) = 2
Caso 3Sia = —1:
Caso03.1Sia=-1yb=1= rg4d) =1
Cas03.2Sia=—-1yb#1= rg(4) =2

a—1 b+1 b
P10. Hallar el rango de la matriza =| b a b | en funcién de los parametrps
1 —a 1
realesa y b.
RESOLUCION

Procediendo de forma similar a los ejercicios amtes

a—1 b+1 blccla—b—1 b+1 b
A= b a bl = 0 a b|=(a—b—1)(a+ ab)
1 —-a 1 0 —-a 1

=(@a-b—-1Dab+1)=—ab+1)(b—(a—1))

a=0
Por tantdA| = —a(b + 1)(b — (a — 1)) =0<:>{b =-1
b=a-1
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Caso1Sia#0,b#—-1yb#+a—-1=>rg(4A) =3

-1 b+1 b
A=<b 0 b)
1 0 1

Sib # 0, la segunda vy la tercera fila son proporcionalssby= 0, la segunda fila es nula. Por

Caso2Sia=0 =rg(A) <2

lo que en cualquier caso se tiene

rg(4) =rg (_11 b . ! Ii)

Ademas, se sabe qug(A4) < 2. Para calcular el rango de la matriz se deberdiestlos

menores de orden 2

= —(1+b) =]

4 b+1 b|_
L a|=-1-b |0 1|_1+b
Todos los menores de orden dos se anulanppara-1. Por tanto
Cas02.1Sia=0yb=—-1=>1rg(4d) =1
Caso02.2Sia=0yb #*—-1= rg(4) = 2

Caso3Sib = —1=rg(Ad) < 2

Para determinar el rango de la matriz, se debe @neuenta que la segunda y la tercera fila

son proporcionales, por lo que
_ a—1 0 -1
rg(A) - Tg( _1 a _1)
Al igual que en el caso anterior se deben estlakamenores de orden 2

|a_—11 2|=a(a—1) |a—1 -1

e O S R

Todos los menores se anulan para 0.
Cas03.1Sib=-1ya=0= rg(4) =1
Cas03.2Sib=-1ya#0= rg(4) =2

Caso4Sib=a—-1= rg(4) <2



Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Cuegts

a—1 a a—1
A=la-1 a a—1
1 —a 1

En este caso las dos primeras filas, asi comoieepa y la Gltima columna coinciden, por lo

que
_ a—1 a
rg(a) =rg( 1 _a)
a—1 al _ . Y 2 g = —2
| 1 _a|—(a D(—a)—a=—-a"+a—a=—-a
Por tanto

Caso04.1Sib=a—-1ya=0= rg(d)=1

Caso04.2Sib=a—-1ya#0 = rg(4d) =2

En conclusion
Caso1Sia#0,b#—-1yb+a—-1= rg(A) =3
Caso 2Sia=0
Cas02.1Sib=-1, rg(4) =1
Caso 2.2Sib # -1, rg(A) =2
Caso 3Sib = -1
Cas03.1Sia=0, rg(4) =1
Caso 3.2Sia # 0, rg(4) =2
Caso4Sib=a—-1
Cas04.1Sia=0, rg(4d) =1
Cas04.2Sia # 0, rg(4) =2
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CUESTIONESRESUELTAS

-1 0 2 -1 0 2
Cl. Sean las matricesA = ( 1 1 —1) y B = (—2 1 2) siendo|A| =2y |B| =
-1 1 1 -1 1 1

—1. Utilizando las propiedades de los determinamigsylar:

-1 0 2 2 1 0
a)|24] b)|AB] c¢)|-1 2 1| d)f1 1 2|
-1 1 1 1 1 1
RESOLUCION
a)|24| = 23|4| = 2*
b)|AB| = |A| - |B| =2-(-1) = -2
-1 0 2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
cl-1 2 1/=11-2 1+1 —-1+42|=|1 1 —-1|+|-2 1 2
-1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
|4l |B|
=|Al+|B| =1
2 1 0|lg-c 1 2 0lgec|l 0 2| g -1 0 2
dj1 1 21 = D)1 1 2f =11 2 11 =(CD[-1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1
©
=(-11=-1
1 2 0 3 3 1
C2. Sabiendo queld| =2 1 1|= —4, calcular el valor de|4 3 2| utilizando las
3 4 2 2 10
propiedades de los determinantes.
RESOLUCION
3 3 1|3 2 1q.q 1 2 3]ada] |1 2 O
4 3 21 = |4 1 = =12 1 4 = =2 1 1f{=-(-4) =4
2 1 0 2 1 0 0 1 2 3 4 2

4]
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172

C3. Dadas las matrices regulares del mismo orddhy C, despejarX en las siguiente
expresiones matriciales:

a)X-A=B"1-4

b)A-X*+B=C

RESOLUCION

AX A=B1-A=2X-A-A1'=B1-4A)-At=>Xx-1=B1.41-4.-41>

X=(A-B)1-1

b)A-X*+B=C=>(A-X"+B)}!=C'=>A-XOH'+B' =C'>
X -A'=C'-B'=2X-A'=C'-B'=2X-A"-(A)'=(C"-B)-A)'=

X = (C - B)t(AH)1

C4. Determinar si las siguientes afirmaciones sonadazchs o falsas:
a) SiA y B son dos matrices regulares entortesB y At - A - B también lo son.

b) SiA es una matriz singular su inversa también lo es.

RESOLUCION

a) SiA y B son dos matrices regulares, por definicion sestigue|A| = 0 y |B| # 0. Véase

ahorasid?- By At - A- B son regulares o no

|A% - B| = |A%||B| = |A||A| |B| # 0 =A? - B es regular.
|42

|At - A- B| = |At - A||B| = |At| |A||B| = |A|?|B| # 0 = A - A - B es regular.
——
|4l

Por lo que la afirmacion es cierta.

b) SiA es una matriz singulad| = 0 = AA~1. Entonces, la afirmacion es falsa.
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C5. Hallar todas las matrices reales de orgleéhque sean simétricas y antisimétricas a la vez.

RESOLUCION

Si A € M3,5(R) es una matriz simétrica se cumple due At, entonces
a1 Q12 Q13
A=[Q12 Qa2 az3
13 Gzz dz3
Si A € M5,5(R) es una matriz antisimétrica se cumple que —A*, por lo que
0 a2 Q13
A = _a12 O a23
—ai;3 —dz3 0

Por tanto, sA € M;,3(R) es una matriz simétrica y antisimétrica a la \etiene que

A=At =-At
a1 = Az =az3 =0
a1 Qaq2 Qaq3 0 aqy aq3 . =0
_la a aa = — 0 A1 = —Q1p = A1 =
A=|0a2 22 23 |=| —aqz a3 | = _ -0
dia Goa —d. —a 0 ai3 = —Q13 = A13 =
13 23 33 13 23 _ = =0
Qp3 = —0z3 = Qa3 =

Es decir, la Unica matriz que es simétrica y antsiica a la vez es la matriz nula

0 0 O
A=10 0 O
0 0 O

C6. Indicar el valor de las siguientes expresiones:
a)(A—B)?—(A+B)-A+(A+B)>—A>+2B-A

b) A[(A- B~Y)"Y(B - AY)!]"X(B - BH)t — At - (B - A®)!

C)At-(A—B)'— (A—B)?—(A-BY)t siAy B son matrices simétricas

d)(A+B)-A—[(A+B)-Al* + [(B®)t —A-B]* — [(4®>)t — B - A]* siAy B son matrices

simétricas

e)(42-B)t—-(A-B)1+B - (4712 + (4-B)t siAy B son matrices ortogonales

RESOLUCION

a)(A-B)?—-(A+B)-A+(A+B)>?—-A>+2B-A
=(A-B)-(A—-B)—(A+B)-A+(A+B)-(A+B)—A*>+2B-A
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=A>—-A-B—B-A+B>*—A>—-B-A+A*+A-B+B-A+B*—-A*+2B-A

=2B*+B-A

b)A-[(A-B™)Y(B- AN I(B - BY - A - (B- AT
=A- [(B—l)—l AL (At)t . Bt]—l(B . Bt)t —_At. (B -At)—l
=A-[B-A1-A-B'7Y(B-BY) - A - (B-AD)7!

=A-[B-B 1™ (B)'-B* - A" (B-AD™

=A-[B-B 7 (B.B) - A" (B-A)!

=A-A (B-AD)T=A-At- (A 1.Bt=A-B"!

c)A* - (A-B)'—(A-B)*—(A4-BY)t

=A"- (A" ~B")—(A*-A-B—B-A+B*)— (B)'A*

= (A2 - A" -B*—A’+A-B+B-A—B*-B-A*
=A>-A-B—A*+A-B+B-A—-B*-B-A=—-B?
d)(A+B)-A-[(A+B)-Al"+[(B®)*—A-Bl* - [(A)*—B - A]*
=A-A+B-A—-[A"- (A" +BY]+[(BY? - A-B]* - [(4)*-B - A]*
=A>+B-A—[A-(A+B)]+[B>—A-B]*—[A?—B-A]'
=A2+B-A—A%2—-A-B+ (B*)t!—Bt-A* — (A®>)' + A*- B¢

=A2+B-A—A2-A-B+(BY)?—-B-A— (4% +A-B=B?—-A?

e)(A*—B)—(A-B)y"+B ' -(A")’+(A-B) =
— (AZ)t _Bt _ (B—l -A_l) +Bt _ (At)z +Bt -At —

=(At)Z_Bt_At_(At)2+Bt_At:0
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EJERCICIOSRESUELTOSCON MATHEMATICA

3 -1 0
M 1. Hallar la matriz simétricd que sumada a la mat®z= (—4 1 2) da como resultadp

2 0 5
5 -2 4
la matrizQ = (—5 2 7).

6 5 8

RESOLUCION

Remove ["Global "]

Se definen las matricésy Q

P={{3, -1, 0}, {-4,1, 2}, {2, 0, 5}}; MatrixForm[P]

3 -1 0
-4 1 2]
2 0 5

Q={{5, -2, 4}, {-5, 2, 7}, {6, 5, 8}}; MatrixForm[Q]

5 -2 4
[—5 2 T]

\ & 5 8

Para poder sumar las matrices, la matrdebe ser del mismo orden que las matriitgs)

A = Array[x, {3, 3}]; MatrixForm[A]

x[1, 1] =[1, 2] =[1, 3]
x[2, 1] =[2, 2] x[2, 3]
\x[3, 1] =[3, 2] =[3, 3]

Para que una matriz sea simétrica debe cumplidguedt. Se resuelve esta ecuacion matricial

obteniendo una matriz genérica simétrica de ordenwsado

sol = Reduce[A == Transpose[A]]; sol = {ToRules[scl]}

({=[2, 3] = =[3, 2], =[1, 3] = =[3, 1], =[1, 2] = =[2, 1]}]
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L =LA /. Flatten[scl]; MatrixForm[A]

x[1, 1] =[2, 1] =x=[3, 1]
x[2, 1] =[2, 2] x[3, 2]
\x[3, 1] =x=[3, 2] =x=[3, 3]

Se obtiene la matriz buscada resolviendo la ecuacibr- P = Q

20l = Solve[A + P = (]

{{=[1, 1] =2, x[2, 1] = -1, x[2, 2] =1, x[3, 1] =+ 4, x[3, 2] = 5, x[3, 3] = 3}}

L=-DA/.=s0l[[1]]; MatrixForm[A4]

2 -1 4
-1 1 5]
\ 4 3 3

M 2. Sea una matriz antisimétridade dimensiodx4

a) Determinar la forma genérica de

b) Determinar la matriz antisimétricaA que multiplicada con la matriz

2 0 0 1 2 -2 -1 =3

_( 0 0 1 -1 _| -1 2 2 =2
B=|_371 1 1 da como resultado la matitz= 4 0 -2 4
-1 0 0 1 0 0 3 -3

c¢) Calcular el determinante dey extraer su diagonal principal.

d) Comprobar que la matriz obtenida en el segupdda@do es antisimétrica.

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

a) Se define una matriz genérica de dimensidh

A = Array[x, {4, 4}]; MatrixForm[A]

x[1, 1] =[1, 2] =x=[1, 3] =[1, 4]
x[2, 1] =[2, 2] x[2, 3] =x=[2, 4]
x[3, 1] =[3, 2] =x[3, 3] =x=[3, 4]
x[4, 1] =[4, 2] =x[4, 3] =x=[4, 4]

Para que una matriz sea antisimétrica debe cumpérd = —At. Se resuelve esta ecuacion

matricial obteniendo una matriz genérica antisiiogtr



Matriz y determinante

sol = Reduce[A == -Transpose[A]]; scl = {TocRules[=scl]}

[{x[4, 4] » 0, x[3, 4] » -x[4, 3], x[3, 3] =0,
x[2, 4] » -x[4, 2], x[2, 3] - -x[3, 2], x[2, 2] -0, x[1, 4] - -x[4, 1],
x[1, 3] » -x[3, 1], x[1, 2] » -x[2, 1], x[1, 1] = 0}}

L =-n8 /. Flatten[scl]; MatrixForm[A]

0 -x[2, 1] -x[3, 1] -x[4, 1]
x[2, 1] 0 -x[3, 2] -x[4, 2]
=x[3, 1] x[3, 2] 0 -x[4, 3]

|\ x[4, 1] =x[4, 2] x[4, 3] 0

b) Se definen las matricdsy F

2 00 1 2 -2 -1 -3
0 01 -1 102 2 -2
B=l_111 1 |'F=|a o -2 a |
100 1 0 0 3 -3

Se obtiene la matrid buscada resolviendo la ecuaciénB = F en la que las incégnitas son

los coeficientes de la matriz antisimétrica

sol = solve[A.B =F, {x[2, 1], x[3, 1], x[4, 1], x[3, 2], x[4, 2], x[4, 3]}]

{{x[2, 1] > -1, x[3, 1] =+ 2, x[4, 1] =0, x[3, 2] = -2, x[4, 2] = 3, x[4, 3] = 0}}

A=28/.s0l[[1]]; MatrixForm[A]

o 1 -2 0
-1 0 2 -3

c¢) Calculo del determinante y extraccion de la @i principal de la matria

Det[4]

36

Diagonal [A]

{O( Of 0( O}

La diagonal principal de cualquier matriz antisinegt debe ser el vector nulo.
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d) La matrizA es antisimétrica ya que verifida= —A®

= -Transpose [A]

True

2 k?2 1 2 0 k
k 2 2k k 1 kz\
2
M3. Sea la matrid = I _(;{ k-2 kT k (1) I. Determinar el parametro refal
k

-2 k> 2 -1
2k k* k-2 -1
1 k 0 1 0 2
para que el determinante de la matriz H&&000.

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

Se define la matrid y se calcula su determinante

2 X 1 2 0 k
k 2 2k k 1 k2
a=|9 k -2 k? ko1 ; Det[A] // Simplify
-k -2 kK2 2 -1 0
k 2k k? k -2 -1
1 k¥ 0 1 0 2

56+50k+17k%+29k%+33k* -2k° -9k -4%’

Utilizando el comando Solve se intenta resolvedaacionA| = 100000

Solve[Det[A] = 100000, k]

{{k —>Roct[99944 —50m1-1781% —2501® - 3301 + 2915 + o8 + 401"
{k»Root[ss 944 - 5031 - 17912 —29m1® —33m?* + 2015+ 9 1%+ 4am”
{k—)Root[BB 944 - 5031 - 17912 —29m®* - 33m* + 2015 + 9 01% + 4 m”

{k—)Root[BB 944 - 5031 - 17912 —29m1® - 33m?* + 215 + 9015 + 4 m”

& 1]}
&, 2]}
&, 3]}
{k > Root[99944-5031-17m1% -29m1° - 33m31* + 231° + 931% + 4am17 &, 4]},
s 5]}
{k > Root[99944-50m1 -17=m1% - 29m1% - 33m1% + 231° + 9m1® + 4 m17 &, 6]}
s 7))

{k—bRoot[BB 944 - 5071 - 178312 —29m1®% —33m?* + 21+ 9 91% + 4 m”

Con el comando Solve no se puede obtener la solueidcta de la ecuacion, por ello se

resuelve utilizando el comando NSolve obteniendoiaa aproximacion



Matriz y determinante

NSolve[Det[A] = 100000, k]

[{k— -4.56796}, {k—= —-3.02299-3.331641i}, {k— -3.02299 + 3.33164 1},
{k—>0.59423 - 4.063141i}, {k— 0.59423 + 4.06314 i},
[k—>3.58774-1.776631i}, {k— 3.58774 + 1.77663 i}}

Dado quék debe ser un parametro real, la solucién pedida-es-4,56796.

ko1 -1
(1 1 1

M4 Sead=|_, |
3 —6 k+2

a) Determinar los valores del pardmetrpara que al multiplicar la matr& por una matriz3
se obtenga la matriz nula de dimension 4x5. Inéapios resultados.
b) ¢Cual es la expresion general de la m#&r& ésta debe ser no nula? Especificar dos g

particulares.

RESOLUCION

Remove ["Global "]

a) Se definen la matriz nulU y la matrizA

NU = ConstantArray[0, {4, 5}]; MatrixForm [NU]

.D [ I ]
[ s I s
[ s I s
[ I I
[ I I

A={{k,1, -1}, {1,1,1}, {-k, -1, 1}, {3, -6, k+2}};
MatrixForm[A]

E 1 =1
1 1 1
-k -1 1
3 -6 2+k

Se define también una matr genérica de dimensién adecuada para poder mecetiplas

matrices en el orden fijado
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B - Array[x, {3, b}]; MatrixForm[B]

x[1, 1] =[1, 2] =[1, 3] =[1, 4] =[1, 5
x[2, 1] =[2, 2] x[2, 3] =[2, 4] =x[2, 5]
\%[3, 1] =[3, 2] =[3, 3] =[3, 4] =[3, 5

Se obtienen los valores #laesolviendo la ecuacioh: B = NU

20l = Reduce[A.B = NU, Flatten[B]]; scl = {ToRules[=cl]}

{{x > -5, x[2, 1] e% (-=[1, 1] -k x[1, 1]), x[2, 2] > % (-x[1, 2] —kx[1, 2]),

x[2, 3]

L

l:_x[lr 3] _k-x[lr 3])! J&[z, 4]

4

(-=[1, 4] ~k=x[1, 4]),

x[2, 5]

&

(-x[1, 5] -kx[1, 5]), x[3, 1]

b

(-x[1, 1] +kx=[1, 1]),

x[3, 2]

L

(—J{[l, 2] +kx[1r 2])! X[S, 3] l:_J‘L[--I-r 3] +k.}1[1, 3]):—

=[3, 4]

L

(_x[lr 4] +kx[1r 4])! x[gf 5]

4

(-x[1, 5] +kx[1, 5])},

+
ST N I SR SR SR

-

IS RIS R SRRSO S

-

2] = = (-=[1, 2] -kx[1, 2]).,

{k—>—2, >

1] %% (-x[1, 1] -k=x=[1, 1]).

"
"

x[2, 3]

4

M E R P RPN

(—J{[l, 3] _kx[lr 3])! x[zr 4]

4

SRR R VN R S

(-x[1, 4] —~k=x[1, 4]),

x[2, 5] » = (-x[1, 5] -kx[1, 5]), x[3, 1] = = (-x[1, 1] +kx[1, 1]},

x[3, 2] = (-x[1, 2] + kx[1, 2]), x[3, 3] = (-x[1, 3] + kx[1, 3]).,

x[3, 4] = (-x[1, 4] +kx[1, 4]), x[3, 53] = (-x[1, 5] + kx[1, 5])},

{x[1, 1] =0, x[1, 2] -0, x[1, 3] =0, x[1, 4] = 0, x[1, 5] =0,
x[2, 1] =0, x[2, 2] = 0, x[2, 3] =0, x[2, 4] = 0, x[2, 5] =0,
x[3, 1] =0, x[3, 2] =0, x[3, 3] =0, x[3, 4] = 0, x[3, 5] = 0}}

Sik = -5 0k = —2, la matrizB obtenida puede ser una matriz no nula.

Sik # -5y k # —2, la matrizB debe ser la matriz nula.

b) Cuandok = -5 o0 k = -2, los coeficientes de la matrz deben cumplir las siguientes

condiciones
B=B/. sol[[1]]; MatrixForm[B]
x[1, 1] x[1, 2] x[1, 3] =[1, 4] x[1, 5]

L (-w[1, 1] -kx[1, 1]) 2 (-=[1, 2] —k=[1, 2]) I (-x[1, 3] -k=x[1, 3]) I (-=x[1, 4] -kx[1, 4]) > (-x[1, 5] -kx[1, 5])

| 2 (-x[1, 1] +kx[1, 1]) I (-x[1, 2] +kx[1, 2]) I (-x[1, 3] +kx[1, 3]) I (-x[1, 4] +kx[1, 4]) = (-x[1, 5] +kx[1, 5])

Se obtienen dos casos particulares dando difereatleses a las incognitas y se comprueba que

efectivamented - B = NU



Matriz y determinante

x[1, 5] = 3};
MatrixForm[Bl]

0 1 -1 2 3
0 2 -2 4 &6
V0 -3 3 -6 -9

Bl=B/. {k--5, x[1, 1] 50, x[1, 2] -1, x[1, 3] » -1, x[1, 4] - 2,

A =-A/.k-3-5; A1.B1 = NU

True

x[1, 5] & 6};
MatrixForm [B2]

-4 2 0 2 &6
-2 1 0 1 3
\ &€ -3 0 -3 -9

B2=B/.{k--2, x[1, 1] » -4, x[1, 2] - 2, x[1, 3] >0, x[1, 4] - 2,

A2 -A /. k—3-2; A2_ B2 = NU

True

-2
M5. Calcular el rango de la matiiz= Tfl
m

1
1
3
5

4
_3 en funcion del parametro real

_ 3 3

m

RESOLUCION

Removwe ["Global "#"]

Se define la matrid

MatrixForm[A]

-2 1 m 4
2 1 m 3
m 3 -2 -2
'm 5 1 m

a={{-2,1,m, 4}, {2,1, m, 3}, {m, 3, -2, -2}, {m, 5,1, m}};

37




Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Cuests

Mathematica no realiza directamente el estudio rdelgo de una matriz en funcién de

parametros, por lo que para estudiar el rangéd ge debe ir paso a paso calculando el valor de
los distintos menores

Det[4]

~190 +51m+ 10 m?

Solve[Det[A] = 0]

{{m-2} {m= 2}

Caso 1Sim + —35—8ym¢§ =>rg(4) = 4.

38

CasoZSim=—?
m=-38/5; MatrixForm [A]
[~z 1 -38 4

5
2 1 38 3
5
-3 3 2 _2
5
_iH s g
5

En este caso, al eliminar el parametro de la matgzposible utilizar el comanddatrixRank
para calcular el rango

MatrixRank[A]

3

Caso 3Sim = g

Procediendo de forma similar al caso anterior

m=5/2; MatrixRank[A]

3

Simi—% ym;&E::org(A) =4
Resumiend o 2
Sim=—— om=5=>rg(A) =3



Matriz y determinante

a 1 2 0
M6. Calcular el rango de la matri¢ = g _31, Z _} en funcion de los
0 2b—1 0 4

pardmetros realesy b.

RESOLUCION

Removwe ["Global "#"]

Se define la matri® y se calcula el valor de su determinante

M={{a, 1,2, 0}, {2, -3, b, 1}, {2,1, b, -1}, {0, 2b-1, 0, 4}};
MatrixForm[M]

a 1 2 0
2 —3 B 1
2 1 b -1
\0 -1+2b 0 4

Se calculan los valores que anulan este deterneiqemé obtener los posibles casos

Det[M]
g0l = Reduce [Det[M] = 0]
sol = {ToRules[sol]}

56+16b-1l4ab-4ab?

/ 4 7
[h_:'()&&a:—] [|b=-—
| b 2

{{as 2} o231

Caso1Sib#—Zya#+yb#0=rgM) =4
CasoZ'Sia=% yb#0=rg(M)<3

Se sustituye en la matr el valora = %y se obtiene la matrid 1
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ML=M/.a—+4/b; MatrixForm[Ml]

& i1 2

b

2 -3 b 1
2 1 b -1
\0 -1+2b 0 4

Se comprueba que el determinante de esta matnzi@sb € R

Det[Ml]

0

Se calcula el valor de todos los menores de oraknl& matrizv 1

j = Minors[Ml]; MatrixForm|[]j]

‘o 4+2 o _—a4_2p
0—16—% 0 22+8b
0 12 0 6

0 28+8b 0 -14b-4b? |

Basta que uno de estos menores sea distinto dp@eraqjue el rango de la matha sea 3

Solve[J[[1, 2]] = 0]

{{b—=-2}}

Solve[j[[2, 2]] = 0]

{{o=-=1

No existe ningun valor de que anule simultdneamente estos dos menores de 8rgor lo

querg(M) = 3.
Caso 3Sib = —%=> rg(M) <3

Se sustituye en la matrid el valorb = —% y se obtiene la matri¥2. Se comprueba que el

determinante de esta matriz es nulo para cualgaler del parametra



Matriz y determinante

MZ=M/.b->-7/2; MatrixForm [M2]

a1 2 0
2 -3 -1 1
<
R

=
1
(wi]
(=
.

Det[M2]

Se calcula el valor de todos los menores de ordsrde la matri2f2

J = Minors[M2] ; MatrixForm[]]

(16+14a 4+2a B+7a 3
-32-28a -8-4a -l6-14a -6
-32-28a -8-4a -16-14a -6

0 0 (1] 0

Basta que uno de estos menores sea distinto dpaexrgue el rango de la matM2 sea 3

Solwve[j[[1, 2]] = 0]

{{a—=-2}]

Solwve[j[[2, 3]] = 0]
a

{{a--23)

No existe ningun valor del parametr@ que anule estos dos menores de orden 3

simultdneamente, por lo qug (M) = 3.
([Sib#—Zya=7yb+0=rgM) =4

Resumiendo los casos se tiene e!ue: Sib= —% =>rgM)=3

l Sia=%yb¢0:>rg(M)=3
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M7. Sea una matria triangular inferior cuya diagonal principal @ —1,1). Calcular la matriz

1 8 0 1 m—-1 0
A sabiendo qued - B =G, siendoB = (—1 5 1) y G = (10 67 —1), y que
7 =2 2 4 65 m

|G| = —84.

RESOLUCION

Removwe ["Global "#"]

Se define la matrizl triangular inferior genérica de ord@mx 3, cuya diagonal principal es

(1,—-1,1) y las matrice® y G

A={{1, 0, 0}, {a21, -1, 0}, {a31, a32, 1}}; MatrixForm[A]
B=-{{1, 8, 0}, {-1, 5, 1}, {7, -2, 2}}; MatrixForm|[B]
G={{1, m-1, 0}, {10, 67, -1}, {4, 65, m}};

MatrixForm|[G]

i1 o 0y
a2l -1 0 J
Va3l a3z 1|
f1 8 0\

-1 5 1 J

V7 -2 2

f1 —-1+m 0O
10 &7 -1

. 4 65 m |

Se calculan los valores del pardmetrgue hacen que el determinante de la métsea—84

Solve [Det[G] = -84, m]

{{m=-22} tmo o)

Se obtienen dos valores del parametropor lo que habra que analizar dos casos distintos

resolviendo la ecuacih- B = G

Sim=9

m=9; scl = Selve[A.B = G]

[{a21 > 9, a31 > 4, a32 > 7}}




Matriz y determinante

Por lo que una de las matricéduscada es

L=-58/.=s0l[[1]]; MatrixForm[A4]

S -1 0
V4 7 1

1 0 D]

. 17
Sim=-—
10

m=-17/10; Selve[A.EB = G]

{1

El sistema no tiene solucion. La Unica matriz quemle las condiciones del problema es la

1 0 0
matrizA=19 -1 0]

4 7 1

-2 5 7 61 3 -9 34 20 15

M8. Seand = 7 3 1|,F=(-9 56 32|yG=|-29 -1 13] tres matrices
4 -1 2 5 18 30 -14 21 14
Calcular las matrice¥ eY que cumplen el sistema de ecuaciones matricial

{X+Y-Af=F
X-A-Y =G

RESOLUCION

|Rﬁmove["Glohal"*“]

Se definen las matrices F y G

-2 5 7 -1 6 8 61 3 -9

A:[? 3 1];3:[4 7 —2];F:[—9 56 32];
4 -1 2 0 -4 9 5 18 30
34 20 15

G:[—29 -1 13];

-14 21 14

Se definen también las matricée Y genéricas de dimension adecuada para poder resblve

sistema de ecuaciones matricial
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¥ = Array[ml, {3, 3}]; MatrixForm[iX]

ml[2, 1] mli[2, 2] ml[2, 3]

[ml[l, 1] mi[1, 2] mi[1, 3]
\m1[3, 1] ml[3, 2] ml[3, 3] ]

Y = Array[m2, {3, 3}]; MatrixForm|[Y]

m2[2, 1] m2[2, 2] m2[2, 3]

[mQ[l, 1] m2[1, 2] m2[1, 3]
\m2[3, 1] m2[3, 2] m2[3, 3] ]

Se resuelve el sistema y se obtienen las matXiegs pedidas

sol = Selve[{X + ¥.Transpeose[A] =F, X.A - ¥ = G}]

{{ml[1l, 1] = 2, m1[1, 2] = 5, m1[1, 3] = 0, m2[1, 1] = -3,
m2[1, 2] =5, m2[1, 3] -4, ml1[2, 1] = 2, m1[2, 2] = -3, ml1[2, 3] =1,
m2[2, 1] = 8, m2[2, 2] =1, m2[2, 3] >0, m1[3, 1] = 3, m1[3, 2] = O,
mi[3, 3] - -1, m2[3, 1] = 4, m2[3, 2] = -5, m2[3, 3] = 5}}

X=¥/.s=s0l[[1]] // MatrixForm

2 53 0
[2—3 1]

\3 0 -1

Y=Y /. sol[[1]] // MatrixForm

-3 5 4
[B 10]

\ 4 -5 3

M9. Hallar todas las matrices reales que conmutarecomatrizA = (_21 ;)

RESOLUCION

Remove ["Global " ="]

Se definen la matrid y una matrizB genérica del mismo orden

A={{2, 1}, {-1, 2}}

{{2r l}r {_lr 2}}




Matriz y determinante

B = Array[x, {2, 2}]

(=1, 1], =[1, 2]}, {=[2, 1], =[2, 2]}]

Se resuelve la ecuacidn B =B - A

20l = Reduce[A.B = B.A]; sol = {TocRules[scl]}

{{x[lr 2] _>_x[2r l]r Jr=|:--|-r 1] —}3[2, 2]}}

B=B/. Flatten[sol] // MatrixForm

(x[2, 2] -x[2, 1]
| x[2, 1] =[2, 2] |

Las matrices que conmutan con la ma#rigenen el mismo elemento en la diagonal principal

siendo el resto de elementos opuestos.

M10. Calcular el valor del pardmetp para que la matriz simétrica= (Z _Z;) sea
ortogonal.
RESOLUCION

Removwe ["Global "#"]

Se define la matrid

A={{p. P} {P. —P}}

{ie. p}- {pr —P}}

La matrizA es ortogonal si verifica qud - A = I. Se calculan los valores geque satisfacen

esta igualdad

sol = Solve[A.Transpeose[A] == IdentityMatrix[2]]
1 1
{{e~ _v_’?}' g~ v_?}}

Se obtienen dos valores gepor lo que habra dos matrices ortogonales
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Al =A /. sol[[1]]; MatrixForm[Al]

5 %)

W W

[y

<L
R
e
ha

=

]

ka

A2 = A /. =0l[[2]]; MatrixForm [AZ]

1 1
[\-2 vz ]
1 _ 1

\ \."? \-"?

Se comprueba qudl y A2 son matrices ortogonales, es decir, que verifieaecuacion

At =471
Transpose[Al] = Inverse[Al]
True
Transposzse[A2] = Inverse[A2]
True




Sistema de ecuaciones lineales

2 SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

2.1 Introduccion

Definicion: Se llama sistema de ecuaciones lineales cagm incognitas al conjunto de
igualdades del tipo:

ai1X1 + A12Xy + -+ alpxp = bl
az1X1 + AyrXp + -+ aszp = bz

kanlxl + apaxy + o appxy, = b,

siendoa;; los coeficientes); los términos independientes pertenecient@sya; las incognitas

del sistema.

Algunas consideraciones:

- Cualquierp-tupla (al,az, ...,ap) € RP que al sustituirse en el sistema de ecuaciones
lineales verifica todas las igualdades, es solud@rsistema.

- Si un sistema de ecuaciones tiene solucion, seqilieees un sistema compatible. En
caso contrario, se dice que es incompatible.

- Un sistema compatible puede tener una Unica soluzigarias soluciones. Cuando la
solucion es Unica el sistema es compatible detewhiny cuando posee varias
soluciones, el sistema es compatible indeterminado.

- Un sistema de ecuaciones lineales es homogéneodautodos los términos
independientes son nulos, es debir= 0, Vi =1,2,..,n. Un sistema homogéneo
siempre es compatible, ya que la solucion trivigk= 0, Vj = 1,2,..,p es siempre
solucién del mismo.

- Larepresentacion matricial del sistema de ecuasitineales es:

/a11 a, o alp\/ \ \
Uy1 Gyp v v Qg )
| ¢ & e =A-X=Db

sl \xp/ )

A b
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siendoA la matriz de los coeficientes,el vector de las incognitashyel vector de los términos

independientes.

Asimismo, se define matriz ampliada como la maijtie se construye solapando a la matriz de

los coeficientes! el vector de términos independienbeg se denota pa¥ o (4|b):

all alz cee cee alp bl

a21 a22 eee eee azp b2
M = (Alp) = | VR

aTll aTlZ e e anp bn/

2.2 Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema: Un sistema de ecuaciones lineales es compatiyle&p si, el rango de la matriz de

los coeficientes coincide con el rango de la matmipliada:

rg(A) =rg(M)

- Sirg(4) = rg(M) = ndmero de incognitas, el sistema es compatibkrm@tado.

- Sirg(4) =rg(M) < numero de incognitas, el sistema es compatibletémchinado.

En caso contrario, el sistema de ecuaciones empuattble y se cumple que:
rg(A) # rg(M)

Nota: En el caso particular de los sistemas homogérsesipre se cumple qugy(4) =

rg(M), por lo que éstos siempre son compatibles.

2.3 Regla de Cramer

La regla de Cramer se utiliza para resolver ursiatlineal de ecuaciones en €l que el nimero
de ecuaciones coincide con el nimero de incogyitasnatriz de los coeficientes es regular. Es

decir, cuando el sistema es compatible determinado.
Sea un sistema deecuaciones linealesryincégnitas:

a11x1 + alzxz + -+ alnxn = b1
alel + a22x2 + -+ aann = bz

An1X1 + Apaxy + o+ appx, = by

siendo|A| # 0. Utilizando la regla de Cramer cada incognita geaé; se calcula dividiendo

el determinante resultante al sustituir en la rnate los coeficientes la columiésima por el
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vector columna de los términos independientes esltrdeterminante de la matriz de los

coeficientes:

b1 ai; e Qqpn aiq bl e Qqp a;; Qaqp b1
bZ ass e dop azq bZ e Uop azy Qg bZ
_ by apy, - o apn _lapy by -+ o apn I R e
X, = , Xy = )y Xy =
4 14| 14

2.4 Equivalencia de los sistemas de ecuaciones lineales

Definicion: Dos sistemas de ecuaciones linedleg S, son equivalentes si tienen las mismas

soluciones y se denota fyr< S,.

Dado un sistema de ecuaciones lineales, se puditeneo sistemas equivalentes al mismo

mediante las siguientes operaciones:

- La supresion (o la adicion) de una ecuacion quecegwminacion lineal de las demés
ecuaciones del sistema.

- La multiplicacién de una ecuacién del sistema goescalar no nulo.

- La sustitucion de una ecuacion por la suma de dichacion y una combinacion lineal

de otras ecuaciones del sistema.

2.5 Método de Gauss
El método de Gauss es uno de los mas utilizad@srpaolver sistemas de ecuaciones lineales.
Este algoritmo transforma un sistema en otro etgrt@ méas sencillo de resolver.

Por ejemplo, utilizando el método de Gauss unrsgtéen ecuaciones y incognitas se puede

convertir en un sistema escalonado o triangular:

ai1Xx1 + aA12Xy + -+ A1 nXn = bl C11X1 + C12X7 + -+ CinXn = dl
az1X1 + Ay2X; + -+ AoynXn = bz CpXp + -+ ConXn = dz
. —— . . .
: método de Gauss . : :
Ap1X1 + ApaXy + o+ AppXy = by CnnXn = dp
donde:

- Sic; #0,vVi=1,2,..,n, de la dltima ecuacién del sistema escalonaddbiene el
valor de la incognitas,,. A continuacion, se sustituye este valor erfla- 1)-ésima
ecuacion y se despeja la incognita_ ; obteniéndose su valor, y asi sucesivamente
hasta despejar la incégnitg de la primera ecuacion del sistema. En este @&iso,

sistema es compatible determinado.
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- Si alguno de los coeficienteg es nulo pueden darse dos casos: si en la ecuiacion
ésima se obtiene una igualdad el sistema es cditgatdeterminado y si se obtiene

una contradiccién el sistema es incompatible.

Sea el sistema inicidl:

donde la ecuaciok-ésima viene dada por la expresion:
Ep:ap1x1 + QpaXxg + o+ appxy, = by
El sistema escalonado se puede obtener realizandigluientes operaciones:

- Intercambiar ld-ésima ecuacion con jeésima, par&i,j = 1,2,...,n

E1 (El
, B
S1={ i &85 =1
E; E;
\E, E,

- Reemplazar l&ésima ecuacién por un maltiplo no nulo de ella:
(Ejl (5:1
S, = J El S, = !a}:”i siendoa # 0
E, E,
- Reemplazar Ig-ésima ecuacién por la suma de ella misma con utiphetde lai-

ésima ecuacion:

E1 ( El
E, E;

S1={ i eS5,=¢ i siendoax # 0
\E,, E,
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2.6 Método general para la resolucién de un sistema decuaciones
lineales

Sea un sistema lineal compatiblerdecuaciones y incognitas:

(allxl + a12x2 + -+ alpxp = b]_
alel + azzxz + -+ aszp = bz

An1X1 + ApaXy + o+ AppXp = by
es decirrg(A) =rg(M) =k <p.
El procedimiento general para hallar la solucidnsgitema es el siguiente:

- Elegir un menor no nulo de dimensibre la matriz de los coeficientes. Supdngase que

este menor esta formado por kagrimeras filas y lag primeras columnas:

all alz cee oo alk
a21 a22 ces ces azk
akl akZ s s akk

Las incognitas que en el sistema de ecuacionesptiuah a los coeficientes de ese
menor son las incognitas basicas a las que séafea hariables basicas y al resto de

incognitas se les llama variables libres.

(allxl + a12x2 + -+ alkxk + .-+ alpxp = bl
alel + azzxz + e + akak + e + aszp = b2

95}
iy
Il

11X, + ApaXy + o+ QppeXg [+ o+ Ap Xy = by
An1X1 + ApaXy + o+ ApgeXg + - + Appxy = by

- Construir un sistema equivalente eliminando lasfduyos coeficientes no intervienen

en el menor elegido:

ai1Xx1 + aAq12Xy + -+ A1k Xk + -+ alpxp = bl
Ap1X1 + AppXp + -+ AopXp + -+ AzpXy, = b
51 PN 52 = 2141 2242 .Zk k 2pitp 2

kaklxl + apoxy o+ QX o+ Qppxy = by,

- Introducir con signo opuesto en ambos lados de igasldades los sumandos
correspondientes a las variables bésicas:
((Q11X1 + QupXp + o0 F AygeXy = by — (A1k41Xk41 + -+ A1pxp)
S &S, = { A21X1 + Ap2X + o + Qg Xy = by — (Agp41 X411 + - + AzpXp)
2 3 = .

kaklxl + Agpxy + o+ QX = b — (A1 Xier + o F QpXp)
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Resolver el sistema utilizando por ejemplo la retgaCramer, obteniendo el valor de

las variables basicas,, x5, ...

., X, en funcién de las variables libreg, 4, ...

DXy Y

teniendo en cuenta que los términos a la derechamidgealdad son los nuevos términos

independientes del sistena= b; — (a; k41 Xk+1 + - + Aipxp), Vi = 1,2, ..., k.

€1 Q12 a1k air €1 a1k

C2 Q22 azk az1 €2 azk

x, = Sk k2 ML 7 LI agl cg Akk
1 [ZERZY VTR ai; Qg2 [ZTTRA

az1 Qaz2 azk az1 Qazz azk

Ak1 Qg2 Akk Ag1 Qg2 Akk

;xk=

ai1 Aaiz €1
az1 Az C2
Qg1 Qg2 Cn
air Q12 a1k
az1 Qaz2 azk
Qg1 Qg2 Akk
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EJERCICIOSRESUELTOS

x+y—z=0

P1. Resolver el sistema de ecuaciones Iine%lé$+y+z = 6 utilizando el método de
—-x—y+2z=1

Cramer.

RESOLUCION

La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada

1 1 -1 . 1 1 -1
A=<2 1 1) (A|b)=<2 1 1

1 -1 2 1 -1 2

0
6
1

Se calcula el determinante de la matriz de losiceetes

1 1 -1
Al =] 2 1 1l=-1#0=>rg(4) =3
-1 -1 2

rg(4) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas Sistema Compatible Determinado.

Se utiliza el método de Cramer para su resolucion

0 1 -1 1 0 -1 1 1 0
6 1 1 2 6 1 2 1 6
— -4 _ 3 —_ —_ -1
x:—l 1 2:—:4, y:—l 1 2:—:—3’ Z:—l 1 1:—:1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

2x+2y—3z+t=3
4x—y+2z—t=-10
x+2y+t=2
2x—2y—4z—-2t=0

P2. Resolver el sistem mediante el método de Gauss.

RESOLUCION
F,—4F,
2x+2y—3z+t=3 ,E“/ZF x—y—2z—t=0 Fs:':1
1< g F,—2F
4x—y+2z—t=-10 4x—-y+2z—t=-10
— f—
xX+2y+t=2 xX+2y+t=2

2x—2y—4z-2t=0 2x+2y—3z+t=3
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x—y—2z—t=0 Fa-2F, x—y—2z—-t=0 F4—2—ZF3
3y + 10z + 3t = —10 S 3y +10z43t=-10 =
3y +2z+2t=2 j3872—t=14%
4y +z+3t=3 — Z-t=—

X—y—27—t=0 (x=4+2(-1)—4=-2

1
{3y+102+3t=—10 !y=§(—10+10+12)=4
—8z—t =12 = .
| 1_‘3Zt__13 z="(12-4)=-1
247 6 24 (-13\ _
SN
x=-2

La solucion del sistema %}_:_i

t=—

x+y—2z+t=0
P3. Estudiar el sistema de ecuaciones linealesx —2y +t =1 y resolverlo cuando sg
z+t=2

posible.

RESOLUCION
Se definen la matriz de los coeficientes y la matmpliada

1 1 -2 1 _ 1 1 -2 1
A=<—1 -2 0 1) (A|b)=<—1 -2 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0
1)
2

Se calcula el rango de la matriz de los coeficente

1 1 =2
Al=|-1 -2 0|=-1%0=rg(4) =3
0o o0 1

rg(4) = rg(A|b) = 3 < nimero de incégnitas 4 = Sistema Compatible Indeterminado.

Se resuelve en funcion del menor utilizado pareutat el rango

x+y—2z=-A
—x—2y=1—-2A
z=2-A
t=2A

x+y—2z+t=0
—x—=2y+t=1 &
z+t=2

Sustituyendo la tercera ecuacién en la primeraspejando el valor dee y se tiene que
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x 9 -7
—9_7) __ N D VI Yy _|[|-5 4
XxX=9-7X y=-5+4\ z=2-X t=X z]=\| 2 + A 1 VAER
t 0 1
x+y+z=1
P4. Estudiar el sistema de ecuaciones line esﬁx ty+2z f . y resolverlo cuando sea
=3x—y—3z=-2
—x—y—z=0
posible.
RESOLUCION
La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada
1 1 1 1 1 111
— 2 1 2 7\ 2 1 211
A=\_5 1 5] U“b)=(_35 3 3|3
-1 -1 -1 -1 -1 -110

Se calcula el rango de la matriz de los coeficerbmdo que la primera y la Gltima fila de la

matrizA son proporcionales, y la primera y la Gltima cahanson iguales

(O A
rg(A)=rg< 2 1>=>|2 J=-1#0=rg@=2
-3 -1

Se calcula el rango de la matriz ampliada

1 1 1 1 1 1
rg(ap)={_%2 1 2l=|2 1 1l=1%0=rg(4lb)=3
1 -1 —o -3 -1 =2

Comorg(4) = 2 # rg(A|b) = 3 = Sistema Incompatible, por lo que no existe solucién

. . . x—2y+2z—2t=6
PS. Sea el sistema de ecuaciones Ime%)lceg y+dz+at=a—-3

a) Clasificar en funcion del parametro

b) Resolver cuando sea posible.

RESOLUCION

a) La matriz de los coeficientes y la matriz angdiaon
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a=(7 227 @p=( 227 C)

|1 _1| =1+#0 = rg(4) = rg(4|b) = 2 < nimero de incégnitas 4

Se trata de un Sistema Compatible Indeterminadm@éealquier valor del parameio

b) Utilizando el menor del apartado anterior
X—2y=6-—214+2p
{ xX—2y+2z—-2t=6 o x—y=a—3—41—ap
x—y+t4z+at=a-3 z=2
t=p

Restando las dos ecuaciones se tiene que
y=—-94+a-21-2+a)u
Sustituyendo esta expresion en la segunda ecuseidhtiene el valor de la incognita
x=—-12+2a—- 61— (a+2)u

En conclusién, la solucién del sistema es

x —12 + 2a —6 —2a—2
y —-9+a -2 —2-a
z = 0 +A1 1]+H 0 vi,u €R
t 0 0 1
x+3y—z=6

x+2y+z=2
y—z =2
—2x+ay—10z = 2a

P6. Sea el sistema de ecuaciones lineales

a) Utilizar el teorema de Rouché-Frobenius parardenar el valor del parametawopara el
cual el sistema es compatible.

b) Resolver el sistema en ese caso.

RESOLUCION

a) La matriz de los coeficientes y la matriz angdiaon

13 -1 13 -1,6
(1 2 1 - [ 12 12
A=l o9 1 -1 (ap)={ ¢ 1 1|32

-2 a -10 2 a —-1012a

Dado que la matriA es una matriz de dimensidn3, verifica querg(4) < 3
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1 3 -1
Véase exactamente cual es el ra+go,2 1[=-1#0=>rg(4) =3
0 1 -1

Por tanto, para que el sistema sea compatibleaebplirse que'g(4) = rg(A|b) = 3
Por otro lad® < rg(A) = rg(A|5) <4

Para determinar el rango de la matriz ampliadak®il@a su determinante

R 1 -1 6 13 6
|A|B| = (1) f 1A= e 1 2|+ EDRED[ 1 2 2|+
2 a4 -10 2a -2 —-10 2a -2 a 2a
13 -1
+2-1)%** 1 2 1|=12-2a
—2 a -10

|JAlb|=12-2a=0oa=6

En conclusion
Caso 1 Sia = 6= rg(4) = rg(A|b) = nimero de incognitas 3 = Sistema Compatible
Determinado.

Caso 2Sia # 6 = rg(4) =3 # rg(A|b) = 4 = Sistema Incompatible.

x+3y—z=6

x+2y+z=2
y—z =2

—2x+6y—10z =12

b) El sistema que se debe resolver es

Dado que la dltima ecuacién es combinacion lineallas primeras, el sistema anterior es

x+3y—z=6
equivalente al sisten{ac +2y+z=2 cuyasolucibnes =4,y =0,z = —2.
y—z =2

ax—y—z=1
P7. Discutir el sistema de ecuaciones Iine{bes— ay + 2az = a en funcién del pardmetio
x+y+z=-1

reala y resolverlo en los casos en que sea posible.

RESOLUCION
Se definen la matriz de los coeficientes y la matmpliada

a -1 -1 . a -1 -1
A= (1 a 2a> (A|b) = (1 a 2a
1

1 1 1 1 1
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Se calcula el determinante de la matriz de losiceetes

a -1 -1 a=0
Al=]1 a 2a=—a(a+1);|A|=O<:>—a(a+1)=0<:>{ =
1 1 1 a=-1

Caso1Sia#0y a# -1
rg(A) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas Sistema Compatible Determinado.

Resolviendo por Cramer

1 -1 -1 a 1 -1 a -1 1
a a 2a 1 a 2a ( ) 1 a a ( )
- — 3a(a+1 _ —2a(a+1
x=k1 1 1l =1 1l = _3g=l1 1 -1l —
—a(a+1) —a(a+1) —a(a+1) —a(a+1) —a(a+1)

Caso2Sia=0 =rg(A) <2

0 -1 -1 . 0 -1 -1
A=<1 0 0) (A|b)=<1 0 0
1

1 1 1 1 1

1
0
-1

Se estudia el rango de las matricey (A|5). Dado que la segunda y la tercera columna de

ambas matrices son iguales

0 -1 0 -1
rg(A)=rg<1 0>=>|1 O|=1¢O=>rg(A)=2
1 1

Por otro lado, la segunda y la cuarta columna dadtiz ampliada son proporcionales, por

tanto
. 0 -1
rg(A|b) =rg (1 0)
1 1

rg(A) = rg(A|b) = 2 < nimero de incégnitas 3 = Sistema Compatible Indeterminado.

Se resuelve teniendo en cuenta el menor no nliwagid para calcular el rango
—-y—z=1 —y=1+2 X 0 0
{ x=0 (:){ x=0 =><y>=<—1>+?\<—1> VAER
x+y+z=-1 z=2A z 0 1

Caso 3Sia=-1 =2rg(A) <2
1
_1)
-1

-1 -1 -1 /-1 -1 -1
A=< 1 -1 —2) (A|b)=< 1 -1 =2

1 1 1 1 1 1
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Se estudia el rango de las matrideg (A|5). La primera y la tercera fila de la matriz de los

coeficientes son proporcionales, es decir

_ -1 -1 -1 -1 -1 _ _
rg(A)—rg( 1 -1 _2)=>| 1 _1|—2¢0:>rg(A)—2
En cuanto al rango de la matriz ampliada, comailagra y Gltima fila, asi como la primera y

la dltima columna son proporcionales
> =1 -1 -1 -1 -1y _ oy
rg(A|b) —rg( 1 -1 _2) =>| 1 _1| =2 ¢0=>rg(A|b) =2
rg(A) = rg(A|b) = 2 < ntmero de incégnitas 3 = Sistema Compatible Indeterminado.
Al igual que en el caso anterior, se resuelvezatido el menor que ha proporcionado el rango

de la matriz de los coeficientds

x—y—2z=-leijx—-y=-1+21 = y=-3)
x+y+z=-1 7z=2A 2

Zz=2A
X -1 1/2
<y> =< 0>+A<—3/2> VAER
z 0 1

1
{—x—y—z=1 {—x—y=1+)\ x=-1+7A

ax+4y+az=-1

P8. Sea el sistema de ecuaciones Iine%les x+ day+z= 1
3x—(4a—-2)y+2z =3

a) Discutir el sistema en funcién del parametrd aea

b) Resolver el sistema cuando sea compatible indetado.

RESOLUCION

a) Para estudiar el sistema se calculan el randa uhatriz de los coeficientes y el rango de la

-1
1
3

‘11| = 4(1 - a?)

matriz ampliada

a 4 e} a 4 a
A= (1 4a 1) (4]p) = (1 4a 1

3 —(4a—2) 2 3 —(4a-2) 2

0 4 a
0 4a 1
1 —(4a—-2) 2

a 4 a
1 4a 1
3 —(4a-2) 2

C-Cq

4
4] = = 0| o

=oe (27

[UnN
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Caso 1Sia# -1 ya #1 =rg(d) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas Sistema

Compatible Determinado.
Caso2Sia=-1 =2rg(A) <2

-1 4 -1 . -1 4 -1
A= 1 -4 1 (Ap)=( 1 -4 1
3 6 2 3 6 2

-1
1
3

1 -4 1 -4 1
rg(A)=rg(3 6 2)=>| 6 2=—14;t0 =>rg(A) =2

Las dos primeras filas de la matdzon proporcionales, por lo que

Por otro lado, dado que la columna que se afiadenatruir la matriz ampliad@4|5) es igual

gue la primera, el rango de la matriz ampliadaa@decon el rango dé. Entoncesrg(4) =

rg(A|b) = 2 < ntimero de incégnitas 3 = Sistema Compatible Indeterminado.

-1
1
3

En este caso las dos primeras filas de la matsian idénticas, por tanto

Caso3Sia=1=rg(A) <2

1 4 1 . 1 4 1
A=<1 4 1) (Alb)=<1 4 1

3 =2 2 3 =2 2

rg(A)=rg(§ _‘; ;)=>|_§ ;|=10¢0=>rg(A)=2

Véase cudl es el rango de la mafezh)

4 1 -1 .
4 1 1|=-20%#0 =>rg(4|p) =3
-2 2 3

Es decir,rg(4) =2 # rg(A|5) = 3 = Sistema Incompatible.

En resumen

Caso 1Sia# -1 ya #1 =rg(4) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas> Sistema
Compatible Determinado.

Caso 2:Si a=-1 =rg(4) = rg(A|p) = 2< nimero de incégnitas= 3 = Sistema
Compatible Indeterminado.

Caso3Sia=1= rg(4) =2 #rg(A|b) =3 = Sistema Incompatible.

b) Se resuelve el problema para- —1.

Se plantea el sistema utilizando el menor no nutti determinado el rango dle
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—x+4y—z=-1 x=2
{x—4y+z= 1 & {—-4y+z= 1-1
3x+6y+2z =3 6y +2z = 3—31
dy+z= 1-21 .
Se resuelve el &sten%g 127 = 3-31 mediante la regla de Cramer
| 1 2 -4 1-2
3—SA 2 A _1 6 3-3A_T
—14 14 —14 (’1 2
La solucion del sistema es
0 1
X
1 -1
<y>= /14 |+2( /14 | vaeRr
z 9/7 _9/7

(a+1Dy+2(a+1)z =2a
P9. Sea el sistema de ecuaciones lineales 3ax + (2a—1)z= 0
(a+1)y =-

a) Discutir el sistema en funcion del parametrd aea

b) Resolver cuando sea posible.

RESOLUCION

a) Se definen la matriz de los coeficientes y ldarimampliada y se determina el valor del

2a
O )
—4a
2(a+1)

=(-1)3*2(a+1) |30a 2a-1) = 6a(a + 1)?

determinante de la matriz de los coeficientes pagdizar los posibles casos

0 a+1 2(a+1) . 0 a+1 2(a+1)
A=<3a 0 (2a—1)> (A|b)=<3a 0 (a-1)

0 a+1 0 0 a+1 0

0 a+1 2(a+1)
0 (2a—-1)
0 a+1 0

Al =

H=o0e (127

Caso 1:Sia# -1y a#0 =rg(4) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas Sistema

Compatible Determinado.
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Caso 2Sia=-1 =2rg(A) <2

00 0 N 00 0
A=<—3 0 —3) (Alb)=<—3 0 -3
00 O 00 0

-2
0
4

La primera y la ultima fila de la matri¢, asi como la segunda columna son nulas, por lo que
rg(A) = 1.

Véase cual eSg(A|5)

73 O=-1220 = rgalb) = 2

0 4

Entoncesrg(A) =1 # rg(A|5) = 2 = Sistema Incompatible.

Caso3Sia=0=>rg(A) <2

01 2 . 01 2
A=<0 0 —1) (A|b)=<0 0 -1

01 O 01 O

0
0
0
Utilizando el siguiente menor de orden dos se nbte rango de la matri

|(1) _(1)|=1¢0 = rg(4) = 2

Una vez calculado el rango de la matfizse debe calcular el rango de la matriz ampliada
(AIE). Dado que la columna que se afiade es nula, ehgises homogéneo, por tanto, es
compatible yrg(4) = rg(A|b) = 2 < namero de incégnitas: 3= Sistema Compatible

Indeterminado.

En conclusion

Caso 1:Sia# -1 ya#0 =rg(4) = rg(A|p) = 3 = nimero de incégnitas> Sistema
Compatible Determinado.

Caso 2Sia =-1=rg(A) =1 # rg(A|p) = 2= Sistema Incompatible.

Caso 3:Sia=0= rg(4) = rg(A|5) = 2 < numero de incognitas= 3 = Sistema

Compatible Indeterminado.

b) Caso 1Sia# —1 ya # 0 = rg(4) = rg(A|p) = 3 = nimero de incégnitas Sistema
Compatible Determinado.
(a+1Dy+2(a+1)z =2a
3ax + 2a—1)z= 0
(a+1)y = —4a

Utilizando la regla de Cramer la solucion del sisiees
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2a a+1 2(a+1)

0 0 (2a-1) 3¢ 0 (2a-1) 3¢ 0 0
y—=1=ta a+1 0 | _172a, y=1to —ta_ o0 1_ ~ta, o _lo a+1 -4al_ 3@
|A] a+1’ |A] a+1’ |A] a+1

0 2a 2(a+1) 0 a+l1 2a

Caso 3:Si a=0 =rg(4) = rg(A|b) = 2 < nimero de incégnitas=3 = Sistema

Compatible Indeterminado.

y+2z=0 —,=0 X 1
El sistema a resolver e% -z=0 & { =_O y su soluciér<y> =1 (0) VAER
y = 0 Y VA 0

(a+Dx+y+3z=0
P10. Resolver el sistema homogénea + (a + 1)y + z = 0 en funcion del parametro real
3x—y+(@a+1)z=0

RESOLUCION

Al tratarse de un sistema homogéneo, el sistema cempatible, es decir,

rg(4) = rg(A|b) V a € R. Véanse los casos en los que es determinado imieado.

a+1 1 3
A=< 1 a+1 1 )

3 -1 a+1
a+1 1 3 a=-4
Al=1] 1 a+1 1 =(—2+a)(1+a)(4+a)=O<:>{a=—1
3 -1 a+1 a= 2

Caso 1Sia # —4ya # —1 y a # 2 = Sistema Compatible Determinado (solucidn trivial).

-3 1 3
A=(1 -3 1
3 -1 -3

|_é i =10 #0=>1rg(4) =2 < numero de incognitas= 3 = Sistema Compatible

Caso 2Sia=—-4>rg(A) <2

Indeterminado.
Se plantea el sistema utilizando el menor no nuk ltp determinado el rango de la matriz de

los coeficiented
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-3x+y+3z=0 x=2
x—3y4+z=0 o©{y+3z=31
3x—y—-3z=0 —3y+z=-1

Se calculan los valores de las incognijtasz

31 3 N 1 32 N
_l-2 1 34, _1-3 -2 44
Y= "1 50 £ 10 5

La solucion del sistema en este caso es
X 0 31
<y>=<0>+/1 /5 VAER
z 0 4/5
Caso3Sia=-1= rg(A) <2
0 1 3 1 3
A=[1 o0 1 :>|0 1|=1¢0=>rg(A)=2

3 -1 0

rg(A) = 2 < numero de incognitas 3 = Sistema Compatible Indeterminado. Procediendo de

forma similar al caso anterior

x+z=0 ©{y+3z=0ojy=-3z

{y+32=0 { x=2 {le
3x—y=0 z==A z ==

Por lo que, la solucion del sistema es
X 0 1
<y> = <0>+A< 3) VAER
z 0 -1

Caso4Sia=2= rg(A) <2

3 1 3

A= (1 3 1) = |é i =-8 #0=>rg(Ad) =2< numero de incognitas= 3=
3 -1 3

Sistema Compatible Indeterminado.

Se plantea el sistema equivalente utilizando elomanterior

3x+y+3z=0 x=2
{x+3y+z=0 (:){y+3z=—31
3x—y+3z=0 3y+z=-4

Por ultimo, se obtienen los valoresydg dez

—-31 3 |1 —-31
y = g’ 0;, =z s A
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La solucion del sistema en este caso es

-3

x+by—z=1
P11. Discutir el sistema de ecuaciones Iineale{x+ay+2bz=a en funcién de los
x+y—z=0

parametros realesy b. Resolverlo en los casos en que sea compatibdéeimdinado.

RESOLUCION

Se especifican la matriz de los coeficientes ydé&rimampliada

1 b -1 . 1 b -1
A=<1 a 2b> (A|b)=<1 a 2b

11 -1 1 1 -1

1
a
0

Se calcula el determinante de la matriz de losiceetes

1 b -1 .
Al=11 a 2b =2b2—b—1=2(b—1)(b+§)
1 1 -1
1 b=1
al=0=20-1(b+3)=0e], _ 1
T2

Casol1Sib+1y bqt—%

rg(A) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas Sistema Compatible Determinado.

1
a)
0

Caso02Sib=1= rg(A) <2

11 -1 . 11 -1
A=<1 a 2) (A|b)=(1 a 2

1 1 -1 1 1 -1

Se estudia el rango de las matrideg(4|b)

1 -1 1 -1 1 N
|1 2|=3:/:():rg(A)=2; } _i g=—3¢0=>7‘g(A|b)=3

Entoncesrg(A) = 2 # rg(A|b) = 3 = Sistema Incompatible.
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Caso 3Sib = —% = rg(A) <2

1 -1/2 -1 /1 —1/2 -1
A= (1 a —1) (Alp) = (1 a -1
1 1 -1 1 1 -1

1
a)
0
Se estudia el rango de las matriAeys(A|B)

e =;¢O=>rg(A)=2

2 -
1 -1/2 1] _gq _5g o |Sia=-=rg(4|p)=2
1 a al=—+1>—/+1=0>a==-> 5
1 1 0 Sla¢§=>rg(A|b)=3

Caso0 3.1Sib = —% y a= % = rg(4) = rg(A|b) = 2 < nimero de incognitas 3 =

Sistema Compatible Indeterminado.
Se resuelve el sistema en funcién del menor queteminado el rango

(,_2_, = [, _

!x 27 1 x—}z]=1+)\ !x——+)\
2 2

x+§y—z=§@ x+y=»2A < yz_g

Lx+y—z—0 z=2 L .

X 2/3 1
<)’> = (—2/3) +7\<0) VAER
z 0 1

Cas0 3.2Sib = —%ya * % = rg(4) = 2 = rg(A|p) = 3 = Sistema Incompatible.

Resumiendo

Caso1Sib#1 yb # —% = Sistema Compatible Determinado.
Caso 2Sib =1 = Sistema Incompatible.
Caso 3Sib = —

Caso 3.Sia = % = Sistema Compatible Indeterminado.

Caso 3.8Bia + % = Sistema Incompatible.
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(a—Dy—-bz=1
P12. Discutir el sistema de ecuaciones Iineale{s ax+y=»h en funcién de los
x+y+bz=1

pardmetros reales y b. Resolverlo en los casos en que sea compatibéteimdinado.

RESOLUCION

Se definen la matriz de los coeficientes y la matmpliada

0 a—1 -b . 0 a—1 -b
A=<a 1 0) (A|b)=< 1 0

a
1 1 b 1 1 b

1
b)
1

Se calcula el determinante de la matriz de losiceetes

0 a—1 -b b=0
Al = |a 1 0| =-b(a®-1), [Al]=0&e —b(@?*-1)=0o{a=1
1 1 b a=-1

Caso1Sib#0ya#1ya=+-1

rg(4) = rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas Sistema Compatible Determinado.

1
0
1
Se calcula el rango de la matriz de los coeficeer@®mo la ultima columna de la matriz es nula

0 a—-1
rg(Ad) =rg|a 1
1 1

Caso2Sib=0= rg(A) <2

0 a-1 0 . 0 a-1 0
A=<a 1 0) (A|b)=< 1 0

a
1 1 0 1 1 0

Los menores de orden 2 a considerar son
0 a—-1y_ _ _ 0O a-1y_ ,
|a 1 | =-a(a-1 |1 1 | =-(@-1

Los tres menores de orden dos se anulan parambomizlor del parametre. Por tanto
Sia=1=rg(4) =1
Sia#+1=>rg(A) =2

Se calcula el rango de la matriz ampliada

0 a—1 1
a 1 0/=—-(a—1)>2
1 1 1
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El determinante se anulasi= 1. En este caso el rango de la matriz ampliada teraéna el
menorH (1)| =1 0= rg(4lp) = 2.

Entonces

Sia=1= rg(A|E) =2

Sia#1= rg(A|B) =3

Se compara el rango de la matriz de los coeficseats el rango de la matriz ampliada en

funcién de los valores del parametro real
Caso 2.1Sia # 1 = rg(4) = 2 # rg(A|b) = 3 > Sistema Incompatible.

Caso 2.2Sia = 1 > rg(4) = 1 # rg(A|b) = 2 = Sistema Incompatible.

1
b)
1

Se calcula el rango de la matriz de los coeficeen@mo las dos primeras columnas de la

0 —b
rg(Ad) =rg (1 0)
1 b

Caso3Sia=1= rg(4) <2

0 0 -b . 0 0 -b
A=<1 1 0) (A|b)=<1 1 0

1 1 b 1 1 b

matrizA son iguales

Se consideran los tres menores de orden dos

0 —-b|_ 1 0]_ 0 —b|_

|1 0|_b |1 b|_b |1 b|_b
Los menores anteriores se anulan para el mismo delparametrd. Por tanto
Sib=0=rg(4) =1

Sib#0=>rg(A) =2

Se calcula el rango de la matriz ampliada

0 —b 1
1 0 b|=-b>+2b
1 b1

El determinante se anula cuande- 0 0 b = 2. En ambos casos el rango de la matriz ampliada
se calcula utilizando el men})? il = —1# 0 = rg(A|b) = 2. Entonces

Sib=0=rg(Alb) =2

Sib=2=rg(4lb) =2

Sib#0yb#2=rg(4lb) =3
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Se compara el rango de la matriz de los coeficsente el rango de la matriz ampliada en

funcion de los valores del parametro real

Cas03.1Sib#0 y b #2 = rg(A) = 2 # rg(A|b) = 3 = ntimero de incégnitas Sistema

Incompatible.
Caso0 3.2Sib = 0 = rg(4) = 1 # rg(A|b) = 2 = Sistema Incompatible.

Caso 3.3Sib = 2 = rg(4) = rg(A|b) = 2 < nimero de incégnitas 3 = Sistema Compatible
Indeterminado.

Resolucién del caso 3(@ =1y b = 2)
—2z=1 —2z=1
{ x+y=2 @{x+22=1—l
x+y+2z=1 y=42

Resolviendo se tiene que= —%, y=2Ax=2—A, esdecir

X 2 -1

<y>=< O>+/'l< 1>VAE]R

z -1/2 0
Caso4Sia=-1= rg(A) <2

0 -2 -b . 0 -2 —b
A=<—1 1 0) (A|b)=<—1 1 0

1 1 b 1 1 b

1
b
1
Se calcula el rango de la matriz de los coeficiente

|0—2

. 1|=—2¢0=>rg(A)=2

Las columnas de la matriz de los coeficientes no mmporcionales por tanto existe una
combinacion lineal entre ellas. Por esta razénusel@ suprimir cualquier columna de la matriz

de los coeficientes para calcular el rango de l&imampliada. En particular se elimina la

tercera columna

0 -2 1
-1 1 b|l=-2b—-4
1 11

El determinante se anula cuartdes —2. Entonces
Sib=-2= rg(A|E) =2
Sib#-2>= rg(A|B) =3
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Se compara el rango de la matriz de los coeficsents el rango de la matriz ampliada en

funcion de los valores del parametro real
Caso 4.1Sib # —2 = rg(A) = 2 # rg(A|b) = 3 = Sistema Incompatible.

Caso 4.2:Si b= -2 = rg(4) = 2 = rg(A|b) < nimero de incégnitas del sistema3 =
Sistema Compatible Indeterminado.

Resoluciéon del caso 4(2 = -1 yb = -2)

—xX+y=-2 ©{-x+y=-2

i—2y+22=1 i—2y=1—2?\
x+y—2z=1 7z=2A

Expresando la solucién en forma vectorial

X 3/2 1
<)’> = (—1/2) +?\<1> VAER
z 0 1
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CUESTIONESRESUELTAS

C1. Determinar si la siguiente afirmacion es verdadefiasa:
Sead € M, (R) y sea el sistemdx = b. Si el término independien'Zees proporcional a los

coeficientes de la segunda incégnita, entoncessteimadx = b es incompatible.

RESOLUCION

Falso. Si el término independieri_fees proporcional a una columna derg(A) = rg(A|5).
Por tanto, el sistema es compatible determinadonapatible indeterminado dependiendo de

gue el rango sea igual 0 menor que el nimero dgini@as del sistema.

C2. Determinar si la siguiente afirmacion es verdadefiasa:

En un sistema de ecuaciones lineales el rango dwtdaz ampliadaA|b) es siempre mayqgr

que el rango de la matriz de los coeficientes

RESOLUCION

Falso. El rango de la matriz amplia(ddB) es siempre mayor o igual que el rango de la matriz
A, es decirrg(4) < rg(A|B), puesto que la matriz de los coeficierdess una submatriz de la

matriz ampliad4A|b).

C3. Sea el sistemd% = b siendo4 € M, (R). Si al menos tres columnas de la ma#ison
iguales y sirg(A) = rg(A|B), determinar si las siguientes afirmaciones sodaderas o falsas:

a) El sistemalx = b es compatible indeterminado.

b) El sistema tienén — 2) variables basicas y 2 variables libres.

RESOLUCION

a) Verdadero. Dado qugy(4) = rg(A|5), el sistema es compatible. Por otra parte, laimatr
tiene al menos tres columnas iguales, por lorgu@) < n — 2 < n = nimero de incégnitas.

Por tanto, se trata de un sistema compatible indétado.
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b) Falso. Como la matriz tiene al menos tres columnas iguales se tiene g(é) < n — 2,
siendon el numero de incognitas. Supdngase t@éd) = k, en este caso, las incognitas que
multiplican a los coeficientes del menor no nuloaddenk que determina el rango son las
variables béasicas y lag& — k) incégnitas restantes son las variables libres. Ceenverifica
querg(A) =k <n-—2, el sistema tiene como méaxim@a — 2) variables basicas y como

minimo 2 variables libres.

C4. Sean la matriz A€ M,(R), el sistema lineal de ecuacionedx=»>b vy
@ = (ay, ay, ...,ay)t € R™ una solucion del mismo. Indica si las siguientfésnaciones sor

verdaderas o falsas:

-

a) Si el sistemadx = b es compatible indeterminado, entonces cualqguiteipla del tipo
k - @ € R™ es solucion del sistema.
b) Si el sistemax =b es homogéneo, entonces cualquigupla del tipok -a € R" es

solucion del sistema.

RESOLUCION

a) Falso. Se utiliza un contraejemplo para demosfua la afirmacion anterior es falsa. Es
decir, se plantea y se resuelve un sistema congpdtideterminado y se observa que un
multiplo de la solucion no satisface las ecuaciat@sistema.

x+y=1

S _ . La matriz de los coeficientes y la matriz
y+z=-2

Sea el sistema lineal de ecuacio{?

ampliada del sistema son
_(1 1 0 »n_(1 1 0|1
A=(y 1 1) @B=( ; {]5)
Se calculan los rangos de ambas matrices
H (1) =1 0= rg(4) = rg(A|p) = 2 < ntimero de incégnitas 3 = Sistema Compatible

Indeterminado.

Y+y+z=-2 A cuya solucién es

O)-(3)() e

x+y=1 x=1
Se resuelve el sisten{a = =
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a, 1 2aq 2
Por tanto,a =| a2 | =( 0 ] es una solucion del mismo. Véase2sia = | 2a, | = 0

as 3 203 6

también es solucion del sistema

( 240=2%1
240—6=—4%—2

No se satisfacen las ecuaciones por lo Zué& no es solucion del sistema planteado y la

afirmacion no es cierta.

b) Verdadero. Sid = (aq,ay, ..., a,)t € R™ es solucién del sistema homogéneb= 0, se
cumple quedd = 0. Por otra parte, el vectar- & € R" sera solucion del sisterda = 0 si se

verifica qued(k - @) = 0. Desarrollando la parte izquierda de esta iguatdaobtiene

Se ha demostrado gke a es solucién del sistema.
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EJERCICIOSRESUELTOSCON MATHEMATICA

ax +4y +az =-1
M1. Sea el sistema de ecuaciones Iine{ales x+ 4day+z= 1
3x—(4a—-2)y+2z = 3
a) Discultir el sistema en funcién del pardmetrd aa#ilizando para ello el teorema de Rouché-
Frobenius.

b) Resolver el sistema cuando sea posible.

RESOLUCION

Remove ["Global " »"]

a) Se definen la matriz de los coeficientes y l&imampliada

matcoef = {{a, 4, a}, {1, 4a, 1}, {3, -(4a-2), 21}:; MatrixForm|[matcoef]

fa 4 Bt
1 4a 1
L3 2-4a 2,

matamp = {{=a, 4, a, -1}, {1, 4a, 1, 1}, {3, -(¢a-2), 2, 3}}:
MatrixForm [matamp]
-1 4 a -1

1 43 1 1
3 2-4a 2 3|

Dado que la matriz de los coeficientes es una matiadrada, se estudian los valores del

parametro reat que anulan el determinante

Det[matocoef] // Factor

-4 ({-1+a) (1+a)

Solve[Det[matcoef] = 0]

{{a>-1}, {a—>1}}
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Caso 1:Sia#—-1ya #1 =rg(A) =rg(A|lb) = 3= nimero de incognitas> Sistema

Compatible Determinado.

Caso 2Sia = —1, véase cudl es el rango de la matriz de los deefes y la matriz ampliada

a=-1; MatrixForm[matcoef]

(-1 4 -1:
[1 -4 1‘
|3 6 2 |

MatrixRank [matcoef]

2

MatrixRank [matcoef] = MatrixRank [matamp]

True

En este casorg(4) =rg(A|b) = 2 < namero de incégnitass 3 = Sistema Compatible

Indeterminado.

Caso 3Sia = 1, véase cual es el rango de ambas matrices

a=1; MatrixForm[matcoef]
rl 4 1
[1 4 1‘
3 -2 2

MatrixRank [matcoef] = MatrixBank [matamp]

False

Comorg(4) # rg(A|B) = Sistema Incompatible.

b) Se calcula la solucién cuando el sistema es atibi.

Caso 1:Sia# -1 ya #1 =rg(4) =rg(A|b) = 3 =nlmero de incégnitas> Sistema

Compatible Determinado.

Clear[a]; MatrixForm[matcoef]

fa 4 an
1 4z 1
3 2_4a 2

\ /
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Dado que el sistema depende del parametrairesa resuelve utilizando el comando Reduce

=20l = Redoce [matcoef.{x, v, z} = {-1, 1, 3}, {x, v, z}1]

f

1-x g9 a -3+8a
B=-1E&V=— EEZ =-— [-1=+x)|
| 14 7 /

(-1l+a) (l+a) 208X = ——
2 ({-1+a)

1 .
= — [(-19-Z43+X+ba8X) E&Z= — (03 +8a2-4Tx-2ax)
70 S5

20l = {ToRnles[socl] }:

Se obtiene el valor de las incognitas

x=x/.=20l[[2]] // Simplify

3-8a
Z2-2a

y=v/.=20l[[2]] // Simplify

1
4 (-1+a)

z=2 /. s0l[[2]] /F Simplify

1-8a
2 (-1=+a)

.. ., . 3—8a 1 1-8a
En conclusién, la solucion del sistemares Y = ,Z = .
2-2a 4(-1+a) —-2+42a

Caso 2 Si a=-1 = rg(4) =rg(A|b) = 2 < nimero de incégnitas= 3 = Sistema
Compatible Indeterminado.

Clear[x, ¥, 2, sol]

a=-1; MatrixForm[matcoef]
-1 4 -1

[ 1 -4 1 ‘
3 8 2|

Se resuelve de nuevo el sistema utilizando el cdm&sduce
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=0l = Redoce [matcoef. {x, v, =2} = {-1, 1, 3}, {x, v, =}]1:
=20l = {ToRule=s[=o0l]}

1 x = 8x 1y
(EE RS
14 14 7 7

y=¥ /. =201[[1]] // Simplify

1-x

14

z=2/.s0l[[1]1] /7 Simplify

9 .
-— (-1 +x)
7
La solucion del sistema en este casgzesll;:,z = #HX) Vx € R.
x+by—z=1
M2. Resolver el sistema de ecuaciones Iine{tesi— ay + 2bz =a en funcién de los
x+y—z =20

parametros realesy b.

RESOLUCION

Bemove["Global «"]

Se definen la matriz de los coeficientes y la mampliada

matcoef = {{1, b, -1}, {1, a, 2b}, {1, 1, -1}}

{{1r b‘r _:I-]'r {1|r = zb}r {1r :I-ur _1]'}

matamp = {{1, b, -1, 1}, {1, a, 2b, a}, {1, 1, -1, 0}}

{{j-r br _:l-i' 1]'|r {1|r 2, zbr El:l-, {1r 1|r _1|r D]’]’

Al ser la matriz de los coeficientes una matrizdrada, se obtienen los valores que anulan su
determinante. A partir de los valores obtenidogstadian los diferentes casos que se pueden

presentar
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Solve[Det[matcoef] = 0]

{{b-,-i}, {1:--,1}}

Existen dos casos

Caso 1:Sib # —% y b#1 = rg(4) =rg(A|b) = 3 = nimero de incégnitas> Sistema

Compatible Determinado.

Caso 2Sib = —% = rg(A) < 2. Se estudia el rango de la matriz de los coefiegen

matcoefl = matcoef /. b+ -1/2; MatrixForm[matcoefl]

Minors[matcoefl] /7 MatrixForm

-a 0

LI

e
|
fu

P oo

Wl1-a 0 1-a)/

L)

El rango de la matriz de los coeficientes es 2jumexiste al menos un menor de orden dos no

z - . . 1
nulo. Véase cual es el rango de la matriz ampkadadob = -3

matampl = matamp /. b+ -1/2; MatrixForm[matampl]

ml =matampl [[{1, 3}, {1, 2}]]:; MatrixForm[ml]

L

Det[ml]

&
2
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Por lo que el rango de la matriz ampliada es alaw@wos. Por otro lado, dado que la primera y
la tercera columna de la matriz ampliada son pmpoales, el rango de dicha matriz coincide
con el rango de la siguiente

m? = matampl [[{1, 2, 3}, {1, 2, 4}]]: MatrixForm[m2]

B3 I

e
oo

Det[m2]

Sa
1__
2

Solve[% = 0]

Sia = é = rg(A|b) = 2, ya que no existe ningin menor de orden tresttistie cero.
Sia # % =rg(A|b) = 3, ya que existe un menor de orden tres no nulo. &st

Caso 2.1:Si a=§ =1g(4) =rg(A|p) = 2 < nimero de incégnitas= 3 = Sistema

Compatible Indeterminado.
Caso 2.2Sia # % =1rg(4) = 2 # rg(A|b) = 3 = Sistema Incompatible.

Caso 3Sib = 1, véase cudl es el rango de la matriz de los dgeefis

matcoef? = matcoef /. b+ 1; MatrixForm[matcoef2]

rl 1 -1
[13 2‘
11 1 -1

Minors[matcoef2]

{{-1+a, 3, 2+a}, {0, O, 0}, {1-a, -3, -2-a}}

El rango de esta matriz es 2 ya que existe al me@masenor de orden dos no nulo.

A continuacion se estudia el rango de la matrizlet@ cuandd = 1
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matamp? = matamp /. b+ 1; MatrixForm [matampZ]

rl 1 -1 1
[1&2 a
11 -120

\ !

ml = matamp2[[{1, 2}, {1, 3}]]:; MatrixForm[ml]

f1 -1
l1 2 |

Det[ml]

3

Es decir, el rango de la matriz ampliada es al mehoOrlando el menoml se tiene el

siguiente menor no nulo de orden 3

m? = matamp2[[{1, 2, 3}, {1, 3, 4}]1]1; MatrixForm[m2]

rl -1 1
[1 2 a

1 -120

\ !

Det[m2]

-3

Es decir, el rango de la matriz ampliadarg§A|b) = 3 Va € R. Por ello,rg(4) = 2 #

rg(A|p) = 3 = Sistema Incompatible.

Otra forma de obtener la clasificacion y resolvesistema de ecuaciones es utilizando el

comando Reduce

2ol =Rednce[{Xx+bay-2=1, X+anwv+2bwz==a, X+y-z2=0}, {v, x, 2}]
f 1 2 2 1 o
De=-—&88=—&EY=-—&&Z = — (-2 +3X)
\ 2 5 3 3 !

f -2ra-2y-ay |
-l+bzz0&EY = £81 +2b 0 &EX = EEE =M=V

\ -1+b 1:2Db !

Como se puede observar en el output, la resolug@ste sistema es

Caso 1Sib# —syb #1
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=20ll = {ToBnles[scl]}

1 2 2 1 .
{{b—}——, a-+—, ¥+-—, 23— (-2+3=%)}:,
2 5 2 =
1 -2+a-2vy-ay 11
{}f—} r X ,Z—)I{—}fjj
-1+b 1+2b

{x, v, 2z} ={x, ¥, 2} /. s0ll1[[2]] // Simplify

{Ea—Eb—ab 1 l:a(-2:b})q
0 =

1-B-28  -1:b 1:b-2b% J

2a+2b—ab _ 1 _ _ 1+a(=2+b) .
T+b—2b2" y = 14D’ z = 1+b—2bZ Por tanto se trata de un sistema

compatible determinado.

Su solucién esc =

Caso 2:

Caso 2.1Sib = _% ya= % la solucion del sistema gs= —%, zZ= (_2;-39()

, Vx € R. Se trata

de un sistema compatible indeterminado.

Caso 2.2Sib = —% ya# % este caso no figura en el output obtenido caoriandoReduce

porque el sistema es incompatible.

Caso 3Sib = 1, este caso tampoco figura en el output por loajsestema es incompatible.

—y+2z+t=0

M3. Resolver el sistema de ecuacio e;%: ;;ly_—athOl en funcion del parametro real

x—z—t=a

RESOLUCION

Bemove["Global «"]

Se define el sistema de ecuaciones lineales

gistema={-¥y+2z+t =0, Xx-2asxy-2=1, y-2Z-a=xt=0, x-2-t =a};

Se definen la matriz de los coeficientes y la mampliada
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mateoef - {{0, -1, 2, 1}, {1, -2a, -1, O}, {0, 1, -2, -a}, {1, 0, -1, -1}};:
MatrixForm[matcoef]

0 -1 2 1
1 -2a -1 0O
o 1 -2 -a

1 o0 -1 -1/

bb={0, 1, 0, a}; matanp = Transpose[Join[Transpose[matcoef], {b}1]1:

MatrixForm[matamp]

0 -1 2 1 O
1 -2a -1 0 1
o 1 -2 -a 0

1 0 -1 -1 a/

Por ser la matriz de los coeficientes una matracada, se calcula su determinante y se iguala

a cero. A partir de los valores obtenidos, se @mtutbs diferentes casos que se pueden

presentar

Solve[Det[matcoef] = 0]

{{a=0}, {a>1}}

Caso 1:Sia#0 y a# 1= rg(4) =rg(A|p) = 4 = ntimero de incégnitas> Sistema

Compatible Determinado, cuya solucion es

Solve[sistema, {x, v, 2, £}1]

1-a-4a&a° 1-a 1_-a 1
{{R—}——,}g—}— ,Z—}——,t—rﬂjj
4a Za 4a

Caso 2:Sia =1, se calculan el rango de la matriz de los coeftegy el rango de la matriz
ampliada

matcoefl = matcoef /. a »+1; MatrixRank[matcoefl]

2

matampl = matamp /. a + 1; MatrixRank [matampl ]

3

En este casorg(4) = rg(A|p) = 3 <nGmero de incégnitas 4 = Sistema Compatible

Indeterminado.
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Se resuelve el sistema pare 1

zistemal = sistema /. a + 1; Solve[=sistemal, {x, v, =, t}]

S T T
{{I{—rl——,y—r—,z—}——jj
4 2 4

Caso 3:Si a = 0,véanse el rango de la matriz de los coeficiented sango de la matriz

ampliada

matcoef? = matcoef /. a » 0; MatrixRank [matcoef2]

2

matamp? = matamp /. a » 0; MatrixRank [matamp?2 ]

4

Comorg(A) = 3 # rg(A|b) = 4 = Sistema Incompatible.

Otra forma de obtener la clasificacion y resolvesigema de ecuaciones es utilizar el comando

Reduce

Reduce[=istema, {x, v, =z, t}]

f 2 : 1-=x 4 N
2 =1&&W=— [-1+X)&&EZ = —&EL == — (-1=+X)}|
| 3 3 3 /
, -1-a-4af 1, o .
[-l1-a)az0&&XX = —— &&y==— |-1l-5a+4a" -6x-4ax &&
43 3 '

1, o " 1, -~ .
Z=—|-1-2a+4a" +3x-4ax)&at==— (l-a-4a“"+4ax)
3 ) 3 h

Como aparece en el output la solucién de estarssts

Caso 1Sia # 0ya # 1, se trata de un sistema compatible determinada solycion es

1 . -1+a+4a’ ) )
vy==(-1-5a+4a +6x-4ax)/.x-» ———— // Simplify
3 4a
-1l+a
2a
1 o -1+a+4a’ . :
zZ= = {—1—Qa+ﬂa‘+3x—4ax} fo X - —m——————— /7 Simplify
3 4a
-l+a
4a
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1 - -1+a+4a’ X 3
t=- {1-a-43‘+4ax} S X - —m——— S/ Simplify
3 4a
0
4a’+a-1 —1+a —1+a
=—y= ,Z = ,t=0

4a 2a 4a

Caso 2Sia = 1, el sistema es compatible indeterminado siendmkicion
2 1 4
y=§@—1LZ=§ﬂ—xlt=§@—1LVxeR

Caso 3:Sia = 0, este caso no figura en el output del comdRathice, por lo que el sistema no

tiene solucién en este caso, es decir, es incobhpati

x+y—z=0
M4. Resolver el sistema de ecuaciones Iinel{lé?s: +y+z=6.
—-x—y+2z=1

RESOLUCION

Bemove["Global «"]

Se definen la matriz de los coeficientes y el ved&los términos independientes

m=4{{1,1, -1}, {2,1, 1}, {-1, -1, 2}}: b= {0, 6, 1};

Se forma el sistema de ecuaciones

ecnaciones = Thread[m. {x, v, 2z} = b]

x+V-2Z2 =0, 2X+V+Z2Z =6, -X-VyV+22Z2=1}

Det[m]

Como el determinante de la matriz de los coefiegm®s no nulo, la matriz de los coeficientes

es regular. Se puede obtener el valor de las inta@gn y, z utilizando el comandhbinear Solve
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=2=0ll = LinearSelve[m, b]

{4|r _3|r 1]’

El sistema se puede resolver también utilizandorlanddSolve

20l2 = Solve[ecnacione=s, {xX, ¥, =}]

{({IX=4, v=--3, z=11}}

(a+Dx+y+3z=0
M5. Discutir el sistema homogéngox + (a + 1)y + z = 0 en funcién del parametro real
3x—y+(@a+1)z=0

RESOLUCION

Bemove["Global «"]

Dado que el sistema es homogéneo, solo se defiatté& de los coeficientes

matooef = {{fa+1, 1, 3}, {1, 1+a, 1}, {3, -1, a+1}}:
MatrixForm[matcoef]
fl+a 1 3

1 1-a 1
3 -1 1-:a]

Para obtener la solucion del sistema en funciGmndearametro se utiliza el comanigeduce

=20l = Rednce [matocoef. {x, ¥, 2z} = ConstantArray[0, 3], {x, ¥, 2}]

1, -
(a2 =-4 a=-1 8=2) & V= — |ZEX-Tax-3a"=x c&
10 '

, . 0 , - .
E-:I.Zx-ax—a‘x:njl [-B_-6a+2a+a’ = 0DEex—-0&Eey—=0&5z =0}

Solve[—B—Ea+Ba:+a3=D:|

{{a—>-4}, {a>-1}, {a=2}}

Tal y como se puede apreciar en el output de estardo, la solucion del sistema es

Caso 1Sia=—-4o0a=-1o0a=2
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26x—7ax-3a%x —12x—ax+a’x
= , Z = y Vx € R
10 10

Es decir se trata de un sistema compatible indetaduo.

Caso 2:Sia# —-4ya+—-1ya=+2, el sistema homogéneo es compatible determinaslo. E

decir, la Unica solucion del sistema es la solutidral

x:y:z:()
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3 ESPACIO VECTORIAL

3.1 Ley de composicion

Definicion: Dados los conjuntas, B y C, se llama ley de composicién a toda aplicacion:
fiAXB->C

f(a,b) =a*b=c,Va € A Vb € B, siendoc € C

Observaciones:

- SiA=B=C,esdeci, sf:Ax A - A, se dice que la ley de composicion es interna.
- SiA#CyB-=C¢C, es deci, sif:Ax B — B, se dice que la ley de composicion es

externa erb.

3.2 Propiedades de la ley de composicion interna

Una ley de composicion internf:A X A - A denotada por #” cumple las siguientes

propiedades:

- Propiedad asociativéia * b) *c = a * (b *¢),Va,b,c € A
- Propiedad conmutativan * b = b *a,Va,b € A
- Existencia del elemento neutro: se dice gueA es el elemento neutro respecto a la

0

ley de composicion interna™ si verifica la igualdadt + e = e * a,Va € A

- Existencia del elemento simétrico: se dice qie A es el elemento simétrico del
elementoa € A respecto a la ley de composicion interra $i verifica la igualdad
axa =a' xa = e, siendce el elemento neutro de la ley de composicion itési

- Propiedad distributiva de una ley de composiciderita respecto a otra: sean las leyes
de composicion internad” y “«”, se dice que A” es distributiva respecto a&™ si se
verifica que:

alA(b xc) = (b*c)Aa = (a*b)A(a*c)=(b*a)A(c*a),Va,b,c €A

Teorema: Sead un conjunto con una ley de composicién interra Si existe el elemento

neutroe € A respecto dex", entonces éste es Unico.
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Teorema: Sead un conjunto con una ley de composicién interdadsociativa, con elemento
neutroe. Si un elementa € A tiene simétricai’ € A respecto de la ley de composicion interna

“x” entonces éste es Unico.

3.3 Propiedades de la ley de composicion externa

Seanf;: A X B —» B una ley de composicion externgfy A x A - A una ley de composicion

interna representadas mediante los simbafbg “-” respectivamente. Entonces:

- La ley de composicion externa”“es asociativa respecto a la ley de composicion
interna “” si:
(a-ﬂ)ob=a0(,80b),va,,8€A,VbEB

- La ley de composicion externa”“es distributiva respecto a la ley de composicion
interna “” si:

ao(b-b)=(b-b)oa=(aob) - (aeb"),Va € A, Vb,b'€B

3.4 Grupo

Definicion: Un conjunto no vacié dotado de una ley de composicion interga€'s un grupo
si “+” cumple la propiedad asociativa, tiene elementatnoey todo elementm € G tiene

simétrico respecto de". El grupo se denota pdt,*).

Definicion: Un grupoG es abeliano si la ley de composicién intereacumple la propiedad

conmutativa.

3.5 Anillo

Definicion: Un conjuntoA dotado de las leyes de composicion interpay “-” es un anillo si

cumple las siguientes condiciones:

- (A,4) es un grupo abeliano.
- Laley de composicién internd' ‘es asociativa.
- La ley de composicion interna”“es distributiva respecto a la ley de composicion

interna 4" por ambos lados.

El anillo se denota pd#, +,7).
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Definicion: Se dice que un anillo es unitario si la ley de cosigidn interna * tiene elemento

neutro.

Definicion: Se dice que un anillo es conmutativo si la ley denmosicion interna-* es

conmutativa.

3.6 Divisores de cero. Dominio de integridad

Definicion: Sea el anillo(4, +,). Se dice que los elementesh € A son divisores de cero si
cumplen la condiciéa - b = 0, siendoa # 0,b # 0 y 0 el elemento neutro respecto a la ley de

composicion interna+".

Definicion: Se llama anillo de integridad a cualquier anitmmutativo que no tiene divisores
deO.

Definicion: Se llama dominio de integridad a cualquier ardiantegridad unitario.

3.7 Cuerpo

Definicion: Se dice que un dominio de integridd@d +,") es un cuerpo si cualquier elemento

distinto del elemento neutra,€ K — {0}, tiene elemento simétrico respecto’a “

3.8 Espacio vectorial

Definicion: Se llama espacio vectorial a una tef(&, +), (K, +,),2) donde:

- (E,+) es un grupo abeliano cuyos elementos se llamaorescy se representan por
u, v,w,..., siendo la operacion “+” la ley de composiciaterna suma de vectores.
- (K, +,) es un cuerpo cuyos elementos se llaman escalapeesentados pat, S,7v,...,

siendo las operaciones “+” y-"“la suma y la multiplicacion de escalares
respectivamente.

- El signo ©” representa una ley de composicion extgind x E — E que a cada pareja
(a,7) € K X E le asocia un vectai = « o v. Esta ley de composicion externa cumple
las siguientes propiedades:

« Propiedad distributiva respecto a la suma de vestor

aoc(+vV)=acu+aov, Ya € K,VU,V € E
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« Propiedad distributiva respecto a la suma de essala
(@a+B)oti=aou+pfol, Va,B € K,VUu €EE
« Propiedad asociativa respecto al producto de essala
(@a-B)eu=ao(Bou), Va,B € K,VU €EE
» Existencia del elemento neutro respecto a la lesodgposicion externa™:
lod =1, Vi €EE
Habitualmente se abrevia y se dice (HgK,o) es un espacio vectorial, 0 gHees un espacio

vectorial sobre el cuerg6, o simplemente quE es un espacio vectorial.

Si el cuerpX es el cuerpo de los nimeros redeson su suma y multiplicacion ordinarias, se
dice que el espacio vector(a(IE, +), (R, +,-),o) es real, siendo la ley de composicién externa el

producto entre escalar y vectare i = a - 4,Va € R,VU € E .

Ejemplos de espacios vectoriales:

- El conjunto de los vectores de coordenadas constituye el espacio vectorial real
((R",+), (R, +,-),o), siendo la ley de composicion interna la sumaetgoves y la ley
de composicion externa el producto de un escatanmpwoector.

- El conjunto de los polinomios de grado menor o liguee n constituye en(R, +,-) el
espacio vectoriaﬂ(]Pn(x), +), (R, +,-),o), siendo la ley de composicion interna la suma
de polinomios y la ley de composicion externa eldpcto de un escalar por un
polinomio.

- El conjunto de las matrices de dimensidrm constituye en(R,+,) el espacio
vectorial ((Mnxm,+), (R, +,-),o), siendo la ley de composicion interna la suma de

matrices y la ley de composicion externa el praoldet un escalar por una matriz.

3.8.1 Propiedades de los espacios vectoriales
En un espacio vectori@E, K,o) se cumplen las siguientes propiedades:
- VﬂEE—{ﬁ)}, aoli=0 @a=0

- Va€EKVUEE, (—a)ou=aoc(—uU)=—(aou)
- VYa€KVUEE, (—a)o(—U)=aou

- VYa,BEKVILEE, siacii=pou parai #0 = a

B
v

- Va €K, VU,VEE, Siaci=acv, paraa # 0= 1u
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3.9 Subespacio vectorial

Definicion: Sea((E, +), (K, +,-),o) un espacio vectorial y s§aun subconjunto dg. Si con las
leyes de composicion inducidas En((S, +), (K, +,-),o) es también un espacio vectorial, se

dice que((S, +), (K, +,-),°) es un subespacio vectorial @&, +), (K, +,7),°).

Teorema: S es un subespacio vectorial @GE +), (K, +,-),o) si y so6lo si, se satisfacen las

siguientes condiciones:
- VU vES U+vES
- Va€eKVUES, aoUu€S
o lo que es equivalente a las dos expresiones@eter

S subespacio vectoriab Va,f € K,Vi,VE S, aoctl+ oV ES

Algunas consideraciones:

- Todo subespacio vectorial contiene al vector nulo.
- El conjunto que sdlo contiene al vector nulo essubespacio de cualquier espacio
vectorial.

- Todo espacio vectorial es un subespacio vectogial chismo.
- Los subespacios del espacio vectofiéE,+), (K,+,"),°) distintos de{ﬁ} y E se

denominan subespacios propios.

3.10Combinacidn lineal. Sistema generador
3.10.1 Combinacion lineal

Definicién: Sea P = {#;,%,,...,¥,} un sistema finito de vectores del espacio vedtoria
((E, +), (K, +,-),o), se dice que un vectai € E es combinacion lineal de los vectores del

sistemaP, si existerp escalaresy, a,, ..., @, € K tales que:

ﬂ = alﬁl + azﬁz + -+ a’p'l_])p

Algunas consideraciones:

- El vector nulo0 se puede expresar como combinacién lineal de wigalgistema de

vectores. Para ello, basta tomar todos los coafese;, a,, ey Uy nulos, es decir,

0=00,+0-T,++0-7,
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- Siid € E es combinacion lineal de los vectores del sistema{v,,7,, ...,%,} y cada
vector %; es combinacion lineal de los vectores de otr@siaQ = {wy, W, ..., W, },

entonces, el vectar € E es combinacion lineal de los vectores del sistema

3.10.2 Sistema generador

Definicién: Sea((E, +), (K, +,),°) un espacio vectorial y s@a= {¥y, ¥, ..., ¥, } un sistema de
vectores dé&'. El conjunto de todas las combinaciones lineadelos vectores dB se denomina
envoltura lineal del sistema de vecto{é@ Uy, ...,ﬁp} y se denota pofy, vy, ..., Uy) = (P) =
L(P).

Teorema: El conjunto de todas las combinaciones linealemddas por los vectores del

sistemaP constituye un subespacio vectorialRle

Definicion: Si(vy, Vs, ..., V) = E, se dice queé® = {vl,vz, ...,vp} es un sistema generador de

E.

Observacion: Si en un sistema de vectores generador de uniesgeiorial se suprime un

vector que es combinacion lineal del resto, el@spaectorial engendrado no varia.

3.11 Dependencia e independencia lineal

Definicion: Un sistema finito de vectorés= {171,1?2, ...,ﬁp} de un espacio vectorial se dice

que es libre o que los vectongsv,, ..., ¥, son linealmente independientes, si la igualdad
a1'131+a’2'132+'"+0(p'13p=0

sélo se satisface cuandg = a, = -+ = a, = 0. En caso contrario, es decir, si se satisface la

igualdad para algua; # 0, se dice que el sistema es ligado o que los vex&wn linealmente

dependientes.

Teorema: Si un sistema de vector@ss ligado, cualquier sistengaque lo contenga? < Q,

también es ligado.

Teorema: Si un sistema de vector@ses libre, todo subsisterdadel mismo,4 € P, también

es libre.
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Teorema: Un sistema de vectoreBes ligado si y sélo si, algun vector del mismo es

combinacion lineal del resto. En particular, unesisa que contenga al vector nulo es ligado.

Teorema: Si el sistema de vectorg,, v,, ..., v, } es libre y si,,, € (¥, 7,, ..., ¥,), entonces,

el sistemdy, U, ..., ¥,, ¥,+1 } también es libre.

3.12Base de un espacio vectorial. Dimension.
3.12.1 Base de un espacio vectorial

Definicion: Sea V = {¥;,7,,...,7,} un sistema de vectores del espacio vectorial

((E, +), (K, +,-),o). Se dice qu¥& es una base dgsi es libre y generador de

Teorema: Sea((E, +), (K, +,-),°) un espacio vectorial y séa= {#;,J,, ..., %,} una base del
mismo. Todo vectoti € E se expresa de forma Gnica como combinacion lideadbs vectores
de la basé#':

ﬂ = a’l'l_jl + azﬁz + -+ a’n'l_])n

Los escalareéx,, @y, ..., a,) se denominan componentes o coordenadas del veetola base

V' y se denota pal = (ay, ay, ..., @p)y.

Propiedades:

- En todo espacio vectorial engendrado por un nurfiveito de vectores existe al menos
una base.
- En un espacio vectorial engendrado por un numeito fde vectores todas las bases

tienen el mismo nimero de elementos.

3.12.2 Dimension de un espacio vectorial

Definicion: Dada una baseé = {v,, ¥,, ..., U,,} del espacio vectoridl, se denomina dimensién

deE al numero de elementos Hey se expresa patim(E) = n.

Observacion:

Sea un espacio vectorié(E, +), (K, +,-),o) y seaS un subespacio del mismo, entonces, se

cumple quelim S < dimE.
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Conclusiones:

- Todo sistema generador de un espacio vectoriaindengionn formado pom vectores
es libre.

- Un sistema libre de vectores en un espacio vettdeiadimensiém contiene como
maximon vectores.

- Un sistema de vectores en un espacio vectorialiengionn que tenga mas de

elementos es ligado.

3.12.3 Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial

Sea V ={¥,V,,..,7,} una base del espacio vectorid(E,+),(K,+,),°) y sean
((S,+), (K,+,),°) un subespacio vectorial d&y {5;,5,, ..., 5.} un sistema generador de

siendo:

Yy Uy

1= (a11,a21, -, An1)y
2 = (Q12,a22, -, An2)y

Sy = (A1) Azpy ooy Apy)y
Entonces, el subespadicse puede expresar respecto a la Bade la siguiente manera:

X1 = a11t1 + a12t2 + -+ alrtr

S x2 = a21t1 + a22t2 + -+ azrtr

Xpn = anltl + anztz + -+ anrtr v

siendot,, t,, ..., t, parametros pertenecientes al cuelpy v = (x4, x5, ..., X,)y un vector
genérico deS. Las ecuaciones que forman el sistema anteriodes®minan ecuaciones

paramétricas de respecto de la bage

3.12.4 Ecuaciones implicitas de un subespacio vectorial

Sea V ={#,,¥,,..,%,} una base del espacio vectoridl(E,+),(K,+,)0°) y sea
((S, +), (K, +,-),o) un subespacio vectorial d& Entonces, el subespacdiose puede expresar

como el conjunto de soluciones del sistema linealdgyéneo:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = 0

S alel + a22x2 + -+ aann = 0

Am1X1 + QpaXy + -+ QX =0 v

Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuacior@iitas o cartesianas del subespagio

respecto de la ba¥e En un subespacio vectorial se cumple la siguigotddad:

dim E = dim S + n°® ecuaciones implicitas linealmente independgente
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3.13Teorema de la base incompleta

Teorema: SeaE un espacio vectorial de dimensidry seaV = {7y, ¥,, ..., %, } un sistema dp
vectores linealmente independientes Risiendop < n. Entonces, existein —p) vectores

Up41, Upsa, -, U dEE linealmente independientes entre si y respectis@mal de forma que

{D1, V2, ) By, Bpy1, -, U } SEA UNQA base die

3.14 Operaciones con subespacios vectoriales
3.14.1 Interseccién de subespacios vectoriales

Definicion: SeanS; y S, dos subespacios del espacio vectdiabe llama interseccion de los
subespacios d&, y S, y se denota portS; N S,, al conjunto de vectores deque pertenecen

tantoS; como as,:

SiNnS,={u€eE:UeES; ANUES,}
3.14.2 Suma de subespacios vectoriales

Definicion: SeanS; y S, dos subespacios del espacio vectdfigbe llama suma dg y S, y se
denota porS; + S,, al conjunto de vectores:
Sl +52 = {ﬁl +172:171 € SIAHZ S 52}

Este conjunto es un subespacio vectoriak dsiendo ademas el menor de los subespacifs de

que contienen tanto como as,.

Teorema: SeansS; y S, dos subespacios del espacio vectdfiasiendoV; = {7, ¥,, ..., U} ¥

V, = {1, 1y, ..., Uy} bases dé, y S, respectivamente. Entoncgs+ S, = (V; U V).
La dimensiones de los subespacios cumple la éelaci

3.14.3 Suma directa de subespacios vectoriales

Definicion: SeanS; y S, dos subespacios del espacio vectdfiabi S; N S, = {6} a la suma

S1 + S, sele llama suma directa 8igy S, y se denota pat; @©S,.

Teorema La sumasS; +S, es directa, si y solo si, todo vector d¢e+ S, se puede

descomponer de forma Unica como suma de un veerydotro vector de,.
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Teorema: Si §; + S, es suma directa de los subespacios vectorigleg S,, siendoV; =
{D1, V2, ..., B} una base d&; y V, = {1, Uy, ..., U} una base ds,, entonced/; UV, es una

base de§; + S, y se cumple:

3.14.4 Subespacios suplementarios

Definicion: En un espacio vectoriél dos subespacidg y S, se dice que son suplementarios si
todo vectori € E se puede descomponer de forma Gnica como suma dector des; y otro
vector deS,.

Sl+SZ=E

S1y S, deE son suplementaries S;®S, = F & {51 ns, = {6}

3.15Matriz de cambio de base

SeaE un espacio vectorial de dimensiany seanU = {uy, Uy, ..., Uy} Y V = {Uy, Uy, ..., Up}
dos bases del mismo. La siguiente expresion reladims coordenadas de un vector en ambas

bases:
(f)u = (131;772' ---'ﬁn)U (f)v
siendo:

- (%)y el vector columna formado por las coordenadasetgbrx en la bas&.
- (¥)y el vector columna formado por las coordenadas etgbyx en la bas#.
- (V1,Vy, ., Up)y € Mp(R) la matriz de cambio de base, en la qué-ésima columna

corresponde a las coordenadas del vagten la bas#/.
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EJERCICIOSRESUELTOS

P1. Indicar si los siguientes subconjuntos son subéspawvectoriales deR® y R*
respectivamente:

AV ={(y2)€R3|2x+y=3z,x—y=0}

D)W ={(x,y,z,t) E R* | x—y+2z=t; x+y=2t—1}

RESOLUCION

a) Se comprueba si el vector nlgy,z) = (0,0,0) pertenece al subconjuntbya que si no

perteneciesd/ no seria un subespacio vectorial

{2-0+0=3-0
0-0=0

Se cumplen ambas igualdades, por lolgueiede ser un subespacio vectoriaRde
Para determinar si lo es, se debe demostravgile/ e VAV a,B ER, aXx + By €V
Seani = (x1,y1,21) EV e y = (x3,¥,,2,) €V, por tanto,X e jy verifican las siguientes

igualdades

{ le + V1= 3Z1 (1) {ZXZ + YV, = 3Z2 3)
x1‘3’1=0(2) xz—)’2=0(4)

Se forma el vectarx + By
aX + By = a(xy, y1,21) + B(x2,¥2,22) = (axy + fxy, ayy + By, az; + fz;)

Para queax + By € V se tiene que cumplir que

{2(‘1’351 + Bx;) + (ay1+By2) = 3(az; + Bz;)s)
(axy + Bxy) — (ay1+BYy2) = 0

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (1) goambos miembros de la ecuacion (3)

por 8 y sumando las ecuaciones resultantes se tiene

+ = 2axq + ay; + 2Bx, + By, = 3az, + 302,
B(2x; +y,) = B(323)

= 2(ax; + Bx;) + (ay1+By2) = 3(az; + fz,)

{a(le +y1) = a(3z;)
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Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (2) goambos miembros de la ecuacion (4)

por 8 y sumando las ecuaciones resultantes se tiene

alx; —y;) =0
+ = ax; —ay, + fx; — By, = 0= (ax; + fxz) — (ay;+By,) =0
Bx; —y2) =0

Por tanto el vectoax + By € V ya que satisface las ecuaciones (5) y (6) y dorleles un

subespacio vectorial dg?.

b) Se comprueba si el vector nulo pertenece alosubctoW

{0—0+2-0=0
0+0+2:-0-1

No se cumple la segunda igualdad, es decir, ebvecio no pertenece\d, por lo que// no es

un subespacio vectorial @& .

P2. Dado elconjunto V = {(x,y,z,t) € R* |ax + y = bz; bx —2y + a =t — b}, calcular la

relacién entre los parametros realgsh para que sea un subespacio vectoridkte

RESOLUCION

Para queV sea un subespacio vectorial Bé& es necesario que el vector nlie= (0,0,0,0)
satisfaga las ecuaciones del mismo.

a-0+0=b-0

b-0—2-0ba=0-h >a=-b=>a+b=0

Si0eV = {
Véase ahora8ix,y e VAVa,BER ax+py€eEV
Seant = (x1,V;,71,t1) €V ey = (x3,¥,2,73,t;) €V, por lo que se verifica

axq + V1= bZl (1) ax, + YV, = bZZ 3)
bxl_2y1+a=t1_b(2) bx2_2y2+a=t2_b(4)

Se forma el vectaex + By
ax + By = a(xy,y1,21, t1) + B(x2, Y2, 22, t2)

= (axq + Bx,, ays + By, , azy + Bz, aty + ft;)

X3 V3 Z3 i3

y se plantean las condiciones para que+ By € V

axs +ys; = bz3(5)
bx3 - 2y3 +a= t3 - b(6)
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Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (1) goambos miembros de la ecuacion (3)

por 8 y sumando las ecuaciones resultantes se tiene

+ = aax; + ay, + afx, + By, = baz; + bfz, =
plax; +y;) = B(bz,)

a(ax; + fx;) + (ay,+By,) = b(az; + fz,) = axz + y3 = bzs

{“(axl +y1) = a(bzy)

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (2) gpgrambos miembros de la ecuacién (4)

por B y sumando las ecuaciones resultantes se tiene

+ =
B(bx, — 2y, + a) = B(t; — b)

bax; — 2ay, + aa + bfix, — 20y, + aff = at; — ab + ft, — b =

{a(bxl —-2y;+a) =a(ty —b)

b(axy + Bx;) — 2(ay;+By,) + ala + f) = (aty + fty) —b(a+p) =
bx; —2y;+ala+ )=tz —b(a+ )

Véase que, segun las ecuaciones (5) y (6), el vegte- By satisface las condiciones para ser

subespacio vectorial d&&* si

{a(a+ﬂ):a=>a=0yb=0Va,ﬁER

b(a+p)=bh
Es decir, st = 0y b = 0, el vectorax + By satisface también la ecuacion (6) por lo ques
un subespacio vectorial d&*. Obsérvese que dicha solucion cumple la iguatdadh = 0
necesaria para que el vector nulo pertene#ta a

Resumiendo, para qifesea un subespacio vectorialRt es necesario que=b = 0.

P3. Indicar si los vectoresi = (-2,1,0,1), ¥ = (0,1,-2,0), W = (0,3,—-2,—-1) y =

(1,0,1,—1) son linealmente dependientes o independientes.

RESOLUCION

Se plantea la relacion de dependencia o indepeiadéneal de forma que si solamente se
cumple si todos los coeficientes de la relacion soitos, los vectores son linealmente

independientes y en caso contrario linealmenterabpetes.
a-U+pB-D+y - w+6-t=0

a(-2,1,0,1) + 3(0,1,-2,0) +y(0,3,-2,-1) + 6(1,0,1,—-1) = (0,0,0,0) =
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—2a+86=0

a+pf+3y=0 6 _ 6
—28-2y+6=0 >a= 2 B =6, ]/——E VieER
a—y—6=0

Entonces, se demuestra que los vectdyésw y £ son linealmente dependientes.

P4. Demostrar queS = {(1,2,1),(—2,0,1),(1,0,1)} es un sistema generador del espacio

vectorialR3 utilizando la definicion del sistema generador.

RESOLUCION

S es un sistema generador Ré si todo vector deR®> puede expresarse como combinacion
lineal de los vectores de

Es decir, se debe demostrar que
V¥ =(x,y,z) € R® 3a,b,c ER:%¥=a(1,2,1) +b(—2,0,1) +c(1,0,1)

x=a-—-2b+c
Realizando las operaciones se tiene el sist%may = 2a y resolviéndolo por la reglde
z=a+b+c

p ==

Cramer su solucién

x

3
4
2
2z
573

a=
o=+
Es decir, se ha demostrado que para todo elendede®> existena, b,c € R, donde
X¥=a(1,2,1) +b(=2,0,1) +¢(1,0,1)

En conclusions es un sistema generadorité

P5. Sea el sistemB = {u, v, w} siendou = (1,m,—2),7 = (m+ 1,0,1) yw = (2,0,2m — 1).
a) Calcular el valor del parametro realpara que el sistema de vectores sea libre.
b) ¢Puede seP una base d®3? En caso afirmativo, hallar las coordenadas delové =

(—2,2,2) en dicha base para el vatar= —1.
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RESOLUCION

1 m+1 2
a) El sistema de vector@ses libre sirg| m 0 0 = 3.
-2 1 2m—1

Se calculan los valores del pardmetro reajue anulan el determinante

1 m+1 2 xf(l)
m 0 0 =0=>3m-m?-2m¥=0¢e _3
-2 1 2m—1 m=—§

Cuandon € R — {0, 1, —3/2} el sistemaP es libre.

b) Para los valores del apartado anterior, elrsiste es una base de3 ya que esta formado
por tres vectores linealmente independientes ypece a un espacio vectorial de dimension 3.
Si m = -1, el sistema de vectoreB es {u,v,w} dondeu = (1,—1,—-2),v = (0,0,1)y
w = (2,0,-3).
Para calcular las coordenadas del vegten la bas® basta plantear la ecuaciéon
X=a-u+pB-v+y-w=(-222)=a(l,-1,-2)+5(0,0,1) + y(2,0,-3) =
—2=a+2y

2=—-«a = a’=—2, ﬂ=_2, )/:O = QZ)P:(_Z,_Z,O)P
2=-2a+p -3y

P6. Sea A = {¥,,7,,7¥3} una base d&R3 siendov, = (1,0,1), ¥, =(-2,0,—1) y ¥3 =
(2,—-1,1) y sea el vectow = 3v; — 27, — U3. SeaS un subespacio vectorial d&@* siendo
B = {u;,u,} una base del mismo, donde= (0,1,—1) y i, = (1,0,1).

a) Hallar las coordenadas del veciben la base canoénica d&?.

b) Indicar si el vectory pertenece al subespackh y en caso afirmativo, calcular sus

coordenadas respecto de la bBse

RESOLUCION

a) Sustituyend®,, v, y U5 en la expresion del vectérse tiene
D =38, — 20, — U3 = B =3(1,01) —2(-2,0,—1) — (2,-1,1) = ¥ = (5,1,4)

Las coordenadas del vectiden la base canénica sBp = (5,1,4)¢.

b) ComoS = (uy,4,), V¥ €S,3a,f ER: X =a (0,1,-1) + (1,0,1) = (B, a,—a + B)
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Es decir, el vectot pertenecera al subespaéiai es de la forméB, a, —a + B). Igualando

ambos términos

5=p
GL4)=Ba-a+p)=>) 1l=a =a=1yf=5
4d=—-a+pf

Por tanto, el vector pertenece al subespadioy sus coordenadas en la bdseon vg
(1,5)5.

P7. SealP, (x) el espacio vectorial de los polinomios de gradoon® igual a dos cop(x)
a + bx + cx? dondeg, b, ¢ € R.
a) Dado el polinomi@, (x) = 3 y considerando la constante de integracion nelaodtrar que

el sistemd = {p; (%), [ p, (X)dx, [[(p, (x)d(x)) dx} es una base d®,(x)
b) Hallar las coordenadas del vectdr + 3x + 2x? en la basé.

RESOLUCION
a) Se calculan los vectores del sistéma

Jpl(x)dx =3y, ﬂ(pl(x)dx)dx = ;xz

Se plantea la relacion de dependencia o indepeiadéneal entre los vectores del sistema

V= {3,3x,§x2} para comprobar si forman un sistema libre o ligado

3
3 2 2 EVZOZH/:O
yo5Xx +f:3x+a-3=0-x*+0-x+0=> 36=0>p=0

3a=0=2>2a=0

El sistema/ es libre. Dado quE tiene 3 vectores linealmente independientes yniemkion de

P,(x) es 3, el sistema anterior es una base del espadtiorial P, (x).
b) Para calcular las coordenadas del veeto# 3x + 2x2 se plantea la ecuacion

{3a=—1=>a=—%

3
—1+3x+2x?% = a-3+ﬂ-3x+y-5x2=>{ 36=3=>p=1

3 4
\ g7 =227=3



Espacio vectorial 103

Por tanto las coordenadas del vectet + 3x + 2x% en la baseV={3,3x,§x2} son

(-513),

P8. Calcular la dimension, las ecuaciones implicitatay ecuaciones paramétricas de |los

siguientes subespacios vectoriales:
a)S =((1,-1,0),(0,1,0))
b) T =((1,2,1,0),(2,-1,1,0),(0,0,0,1))

c)W =((1,0,2,0),(2,0,0,—1))

RESOLUCION
a) Se calcula la dimension del subespacio vect®rak(1, —1,0), (0,1, 0))
10 e
|, j|#0=dims=2

Se sabe quelim S = dimR3 — p siendop el nimero de ecuaciones implicitas linealmente
independientes del subespacio vectdial

En este cas® = 3 —p = p = 1. Esto indica qué Unicamente tiene una ecuacion implicita.

x 1 0
Para calcularla se exige qng@(;z -1 1) = 2 siendo(x, y, z) € S. Es decir
z 0 0
x 1 0
y =1 1{=0=>2z=0
z 0 0

Entonces la ecuacién implicita del subespacio viettHesz = 0.
Para obtener las ecuaciones paramétricaS, de& expresa un vector cualqui€may,z) € S

como combinacidn lineal de los vectores del sistgamerador
(x,y,z) = a(1,—-1,0) + £(0,1,0) = (a, —a + B,0)
Es decir, las ecuaciones paramétricas del subespaciorialS son
X=Qa
{y=—a+,8, Va,f ER
z=0

b) Se calcula la dimension del subespacio vectBrial((1, 2,1,0), (2,—1,1,0),(0,0,0, 1))

2 -1 0
1 1 0/=3#0=dimT=3
0 0 1
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Procediendo de forma similar al apartado anterior
dimT =dimR*— p=>3=4—-p=>p=1

Se obtiene la ecuacion implicita del subespacictovieat T considerando que el vector
(x,y,z,t) € T es combinacion lineal de los vectofds2,1,0), (2,—1,1,0) y (0,0,0,1) que

generarf’, o lo que es lo mismo

2

x 1 0 x 1 0 x 1 2

y 2 -1 0_ y 2 -1 0_ _1\4+4 _ _ _ —
2 1 1 0—0=>Z 11 O—( 1) 321 i 1—0=>3x+y 52=0
t 0 0 1 t 0 0 1

La ecuacion implicita del subespacio vectdfi@s3x + y — 5z = 0.
Para obtener las ecuaciones paramétricas, se dabeaala expresion de cualquier elemento

del subespacio vectoriél
(xy,zt) = a(1,2,1,0) + B(2,-1,1,0) +v(0,0,0,1) = (a + 28, 2a = B,a + B,y)

En conclusion, las ecuaciones paramétricas debpabi vectorial’ son

x=a+2f

y=2a-p

r=a+p’ Va, B,y ER
t=vy

c) Se repite el mismo proceso que en los apartaddsriores para el subespadid =
((1,0,2,0),(2,0,0,—1))

2 9] #0=dims=2

dimW =dimR*— p=>2=4—-p=>p=2

En este caso se deben obtener dos ecuacionesitasptielt/

rg

+ N R
= O ON

1
0
2
0

Dado quep = 2, se consideran dos menores de orden 3 de formkagjeeuaciones resultantes

sean linealmente independientes

y 0 0 x 1 2
z 2 0|=0>-2y=0=>y=0; [z 2 0|=0>—-2x—4t+z=0
t 0 -1 t 0 -1

y=0

Las ecuaciones implicitas del subespacio vectWiabn{_Zx Cattz=0
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Las ecuaciones parameétricas se obtienen plantéasijuiente combinacion lineal
(x,y,z,t) = «(1,0,2,0) + 5(2,0,0,—1) = (a + 28,0,2a, —f)

Con lo que las ecuaciones paramétrica@/deon

x=a+2f
y=0
g =2a Va,f €ER
t=—-

P9. Sea el conjuntd = {p(x) € P; (x)| p'(—1) = 0}.
a) Demostrar qu& es un subespacio vectorial.

b) Obtener una base del subespacio y calculamsendion.

—

c) Completar la base del subespatite forma que se obtenga una base del espaciaiaé¢
P (x).

o

RESOLUCION

a)S es un subespacio vectorial si se verifica que
Vp(x),qx) €S AVa,B ERr(x) =ap(x)+Bq(x) €S

Es decir, partiendo de dos polinomios pertenecseaté se debe comprobar que cualquier
combinacion lineal de ellos pertenece también a

Para comprobar si el polinomio(x) es un elemento d& se debe estudiar si satisface la
condiciénr’'(—1) = 0.

Por tanto, derivando la expresion y sustituyendakdr —1 se tiene que

p(x)0S
q(x)0s

r@)=ap')+pq'(x) > (D= ap'(-D+pq'(-1) = a-0+p-0=0

En conclusiony(x) € S, es decirS es un subespacio vectorial Big(x).

b) Seap(x) = ax® + bx? + cx + d € P5(x). Sip(x) pertenece & se cumple
p'(-1)=0>3a—-2b+c=0 =>c=-3a+2b
Es decir, la expresion general de cualquier poliograrteneciente al subespacio vectcfiak

p(x) =ax3+bx?+ (-3a+2b)x+d= p(x) =a(x®—3x) +b(x?+2x)+d
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Por tanto, cualquier elemento Si@uede expresarse como combinacion lineal de émeazitos

del sistemaB = {x3 — 3x, x2 + 2x, 1}, es decir,B es un sistema generador del subespacio
vectorialS. Véase si es un sistema libre

a;(x3 =3x) +a,(x? +2x) + a3 =0 = a;x3 + ayx? + (—3a; + 2a,)x+a; =0 =

a, =a, =az; =0 = B es un sistema libre.

Resumiendo,B ademés de ser un sistema generador es un sisbeeygbr lo que es una base

del subespacio vectorisl

c) Dado quedim P3(x) =4y dim S = 3, utilizando el teorema de la base incompleta basta
afiadir un vector linealmente independiente a la Bagpara obtener una base del espacio
vectorial P3(x) .

Considérese el sistensl = {x3 —3x,x% + 2x,x,1}, generado al afiadir a la base el

polinomiox. Véase si este sistema es libre
a;(x3 = 3x) +a,(x? + 2x) + azx + a, = 0 = a;x3 + ayx? + (—3a; + 2a,+az)x +a, =0
a1=a2=a3=a’4=0

B’ = {x3 — 3x,x% + 2x,x,1} es un sistema libre y por tanto es una base gecisvectorial
P3(x) .

P10. Sea el espacio vectori®* y seand = {d,, d,, ds,ds} Y B = {51, BZ, 53,54} dos bases de
mismo dondei, = b; — by, d, = 2bs, d3 = by + 2b, Y d4 = b, — bs.
a) Calcular las coordenadas del vectoen la baseB sabiendo que sus coordenadas en la
based sonx, = (1,0,—1,—1),.
b) Calcular las coordenadas del vegt@an la basel sabiendo que sus coordenadas en laB®ase

sonyg = (1,1,0,—1)p.

RESOLUCION

a) Se calculan las coordenadas del vetten la bas& utilizando la definicion de coordenadas

de un vector en una base. Séay) x,, x3, x,) las coordenadas deen la basé#, entonces
f=x1'b1+x2'b2+x3 'b3+x4'b4(1)

ComOxA = (1,0,_1,_1)A = .;C) =1- &1 + 0- C_iz + (_1) ) C_i3 + (_1) ) a4
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Se sustituyen los valores dg, d,, d; Y d, en esta ecuacion
.7_C)= 1'(51_52)+0'253+(_1)'(51+254)+(_1)'(52_53):>

)_C) = —232 +53 - 234 )

x1 - 0
Igualando las expresiones (1) y (2) se ti néccz i IZ
3 =
Xg = _2

Por tanto las coordenadas del ve@en la bas® sonxz = (0, —2,1,—2);p.
Otro método para calcular las coordenadas del v&cem la basé es utilizar la formula del

cambio de base

> 2 - - = -
Xp = (dy,dy,d3,d4)p " X4

X1 1 0 1 0 1 X1 0
X2 _ (-1 0 0 1 0) (%) =[—-2
X3 0 2 0 -1 -1 X3 1
X4 B 0 o0 2 0 B -1 A X4 B -2 B

b) Se calculan las coordenadas del vegten la basel utilizando la definicion de coordenadas
de un vector en una base. Ségy) v,, v3,V,) las coordenadas geen la basé
Y=y di+y;dy+ys-dstys-ay

Se sustituyen los valores dg, d,, d; y d, en esta ecuacion
Yy =y1 (b1 —by) +y; - 2b3 + y3 - (by + 2bs) + ¥4 - (b, — b3) =
Y= 1 +y3)b1 + (=y1 + ya)by + (2y, — ya)bs + 2y3bs (3)

COI’T‘IO}_/)B - (1,1,0,_1)3 = }7 =1- 51 + 1- 52 + O : 53 + (_1) - 54 (4)
Igualando las expresiones (3) y (4) se tiene
yi+ys=1 y1=3/2
—J’1+)’4=1=> y2 =5/4

2y, —ys=0 y3 =—1/2
2y; =—1 Vs =5/2

- 35 15
Por tanto las coordenadas del vegt@n la basé sony, = (E’Z’ _E'E) .
A
Al igual que en el apartado anterior, un métoderaditivo para calcular las coordenadas del

vectory en la basd es utilizar la férmula del cambio de base

)73 = (‘31;‘32;63,54)3 : 37A
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1 1.0 1 0\ M 1 0 1 0 /1 Y1
1 _|[-1 0 o0 1 Y2 N -1 0 o0 1 1 _[ Y2 N
0 0 2 0 -1 V3 0 2 0 -1 0 V3
-1/ 5 0O o0 2 0/ g \Va/ 4 0O 0 2 0/ p —1/p Ya/ 4
1 0 1 -1/2 1 Y1 Y1 3/2
1/2 172 1/2 —1/4 1) _ () o (%) _ S5/4
0 0 0 1/2 0 V3 V3 -1/2
1 1 0o -1/2 -1’3 Ya/ 4 Ya/ 4 5/2/ ,

P11. Sea el sistema de matric8s= {(1 _1),(_1 0),(0 1),(1 0)}

0 0 1 0/°\0 0/°\0 1
a) Demostrar qu8 es una base dé, (R).
b) Sead; = (g _;) en la baseB, calcular las coordenadas de la mattiz en la base
canonica.
C) Sead, = (; _;) en la base canonica, calcular las coordenadasrdattizA, en la base
B.
RESOLUCION

a) Comoadim M, (R) = 4, para demostrar qug es una base dé¢,(R) basta comprobar que es

un sistema libre
(o ")+ (G 0+ 0o o D=0 )=

(a+_ﬁﬁ+6 —a;—y)z(g 8):>oc=,8=y=6=0

B es un sistema libre, por tanto es una basg/geR).

b) Se calculan las coordenadas de la mdtfien la base canodnica utilizando la definicion de

coordenadas de un vector en una base

( 8), =26 D+ 036 e G D=

G 8), =5 22,

4
Por tanto las coordenadas4ieen la base canodnica s n_}}
-2 c
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A continuacién se vuelven a calcular las coordesatta la matriz4; en la base candnica

mediante la férmula del cambio de base

X1 1 1 0 1 2 X1 4
X2 _ -1 0 1 0 4 N X2 | _ 1
X3 0 -1 0 O 3 X3 —4
X4 c 0 0 0 1 c -2 B X4 I -2 I

c) Se calculan las coordenadas de la matsizen la baseB utilizando la definicion de

coordenadas de un vector en una base

(o )1 0+ro el D=6 2)

a+p+6=3 a=3

a+pf+6 —a+y)_ 3 -1 —a+y=-1 g =-2

( -B s )=G 2)= —p=2 Jy=2

§=2 §=2
3
Por tanto las coordenadas4lgen la bas® son _S
2/ p

De forma similar al apartado anterior, se utiladdrmula de cambio de base comprobando que

las coordenadas de la matfiz en la bas® son las anteriores

3 1 1 0 1\ /M 1 1 0 1, '/ 3 X1
-1) _ (-1 0 1 0 X3 -1 0 1 0 -1\ _ [ X
2] Sl o =10 0)\x)] | 0o -10 0 2] T\x] ©
2/ ¢ 0 0 0 1/, \Xa/p 0 0 0 1/, 2/ ¢ X4/ g
1 0 1 -1 3 X1 X1 3
0 0 -1 0 1) _ [ *2 N X3 _ (-2
1 1 1 -1 2 X3 X3 2
0 0 0 1 2 I X4 B X4 B 2 B

P12. En el espacio vectorial de las matrices realesdideension 2x2 se considera €

subconjuntd = {(b _‘i a Z) | a,b € R}.

a) Demostrar qué es un subespacio vectorial.
b) Calcular una base del subespacio vectsrial

X
c) SeaTl = {(y 3:) | x,y € ]R} otro subespacio vectorial dé,(R), calcular el subespacio

vectorialSNT.
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RESOLUCION
a)S es un subespacio vectorial si se verifica que
Vo, ER,VABES,C=aA+BBES

. . . a b . c d .
A partir de las matriced = (b ta a) y B = (d te C) del subconjunt&s se forma el

vectorC = aA + BB

_ a b c dy _ aa + fc abﬁ-ﬁd)
C_a(b+a a) +'B(d+c c)_(ab+aa+ﬁd+,8c aa + fBc b’:a_-b>+/?d
a'=aa+pc
a b’ . .
C= ( PR ,) € S = S es un subespacio vectorial.
b'+ad a

b) Para obtener una base del subespacio vecfpsal calcula un sistema generador y se estudia
si dicho sistema es libre.

Sead una matriz genérica del subespacio vectérial

VAES Ja,beER: Az(bia Z)

Esta matriz se puede descomponer de la siguienterma
4=, =G DG 0=l D*e( o)

(/1 0y (0 1 . . .
Por tantoB = {(1 1) , (1 0)} es un sistema generador del subespacio vecforial

Véase si el sistem@ es libre
a(y Dral o=@ o) =(ate «)=( o) 2a=-w=0

B es un sistema libre, en conclusiah,= {G (1))((1) (1))} es una base del subespacio

vectorialS.

¢) Cualquier matriz del subespaéif) T pertenece a ambos subespacios, es decir
VAESNT,AeES NAET

a b

SiAeS=>EIa,bE]R:A=(b+a .

)1
=40 =6 )
)

SiAeT »axy eRA=(; )

a=x
=>{ b=y =a=0=2x=0 VvhyeR
b+a=y
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. . . . 0
Cualquier elemento perteneciente a la intersecede la formal = (y %)1) por lo que el

subespacio vectorial €8N T = {(2 %)1) |y € ]R}.

P13. SeanS ={(0,—a,0,8)| @, Be R} y T = {(xq,x3,%3,%,)| x4 = —x3} dos subespacio

n

vectoriales deR*.

a) Obtener una base de cada uno de ellos.
b) Obtener una base del subespac¢id'.

c) Obtener una base del espacio vectdrialque contenga una base del subespacio vectorial
S+T.

RESOLUCION
a) Para obtener una base del subespacio vecfodal necesario hallar un sistema generador
libre del mismo

VX = (xq,X5,%3,%4) €S,3a, B ER: X = (x1,%5,%x3,%,) = a(0,—1,0,0) + (0,0,0,1)

Por lo queBs = {(0,—1,0,0),(0,0,0,1)} es una sistema generadorSdé/éase si es un sistema

libre
a,(0,—1,0,0) + @,(0,0,0,1) = (0,0,0,0) = a; = a, = 0 = Bg es un sistema libre.

Es decirBs = {(0,—1,0,0), (0,0,0,1)} es una base del subespacio vectsrial

Se procede de forma anéloga para el subespaciuriabEt
Vf € T, axl,xz,xg € RJ_C) = (xl,xz,xg,_X3)
X = (x1,0,0,0) + (0,x,,0,0) + (0,0, x3, —x3) = x,(1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x3(0,0,1,—1)

Por tanto,B; = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,—1)} es un sistema generador @ie Se debe

comprobar si ademas es un sistema libre
,(1,0,0,0) + @,(0,1,0,0) + @53(0,0,1,—-1) = (0,0,00) > a; =a, =a3 =0

Br es un sistema libre, por lo gBe = {(1,0,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,—1)} es una base d&

b)v¥ e SNT = X € S A ¥ € T. Se considera un vector perteneciente a ambossatios

x€S,3a,pER: X = (0,—a,0,B) }
.72) € T,axl,xz,xg € RJ_C) = (xl,xZ,X3, _X3)
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xl - 0
. JX, = —a a = —Xp
Igualando ambas expresiones se t n)? -0 ™ { g =
S = =
—x3=f

En conclusionyx e SNT = x = (0,x,,0,0) = x,(0,1,0,0), V x, € R.
Es decir,Bsnr ={(0,1,0,0)} es un sistema generador 8€1 T, y como este sistema solo
contiene un vector no nulo, es un sistema libre t&uo,Bs 4+ = {(0,1,0,0)} es una base del

subespacio vectoridlN T.

c) Para obtener una base ®¢ que contenga la base del subespacio vectdrialT,

previamente se debe obtener la base de dicho sudiesfe sabe que
{(0,-1,0,0),(0,0,0,1),(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,—-1)}

es un sistema generadorSie T.
Ademas,dim(S+T) =dimS +dimT —dim(SNT)=2+3—-1=4.
Por tanto, para determinar una baseSdeT basta seleccionar cuatro vectores linealmente
independientes del sistema generador anterior.
0 0 1 0
‘8 8 0 1% 0= Bor={(0,-1,00),(000,1),(10,00),(0,0,1,~1)} es un
01 0 -1
sistema libre, es decir, es una bas§ der.

Como

S+TcR*
dim(S +T) = dimR*

S + T es la propia bas8s,; = {(0,—1,0,0), (0,0,0,1),(1,0,0,0), (0,0,1,—1)}.

Ademas, } = S+ T = R* = una base d&* que contiene la base de

P14. SeanS =((1,0,0,1),(0,0,1,1)) vy T = {(xq,%x2,Xx3,%4)| X1 —X3 — x4 =0, x5 + x4 =
0} dos subespacios vectorialesRfe

a) Obtener una base de cada uno de ellos.

b) Calcular el subespackiT.

c) Calculars + T ¢ Es suma directa?

RESOLUCION

a) Se calcula una base del subespacio vectra((1,0,0,1),(0,0,1,1)). Véase si el sistema
de vectore$(1,0,0,1),(0,0,1,1)} es un sistema libre

a1(1,0,0,1) + a,(0,0,1,1) = (0,0,0,0) > a; =a, =0
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Es decir,Bs = {(1,0,0,1),(0,0,1,1)} es un sistema libre y generador&lg por ello es una
base del mismo.

A continuacion se obtiene una base del subespacionalT
T = {(x1,%2,%3,%4)| X1 — X3 — X4 = 0, x5 + x4 = 0}
VX € T,3x3,x4 € R:X = (X3 + X4, —X4,X3,%4), €S dECir
X = (x4,—%4,0,%4) + (x3,0,%3,0) = X = x,(1,—1,0,1) + x5(1,0,1,0)
Br ={(1,-1,0,1),(1,0,1,0)} es un sistema generadorTde
Ademas el sistema de vectores es libre puesto que
a;(1,-1,0,1) + a,(1,0,1,0) = (0,0,00) 2 a; =a, =0

EntoncesB; = {(1,-1,0,1),(1,0,1,0)} es una base de T.

b) Para obtener una base del subespacio vectHfidl se analiza la expresién general de
cualquier elemento del mismo

Sesabequéx e SNT > XESAXET

X€S,Iaq,pERX= (a,0,B,a+p) }

X €T,3x3,x4 € R, X = (X3 + X4, —X4, X3,X4)

Xy + X3 =«

Igualando ambas expresionges _x?:ﬁo :>{ a=p=
X,=a+p

Porlo quesN T = {0}.

c) Se calcula la dimension del subespacio vect®ral’
dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)=2+2-0=4

Como dim(S +T) =4 y S+ TcR*, entoncesS + T = R*. Ademas comas N T = {0}, la

suma es directa S@ T = R*.

P15. Sean S ={(x;,x5,%x3,x4)| %1 +x, =0, x3—2x, =0} y T ={(xq,%2,%3,%4)| X1 —
x, + x4 = 0} dos subespacios vectorialesRie

a) Obtener una base de cada uno de ellos.

b) Obtener una base del subespac¢id'.

c) Calculars + T. ¢ Es suma directa?
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RESOLUCION

Para calcular una base del subespacio vectogalobtiene un sistema generador del mismo
VX = (x1,X2,X3,%4) € 5,3%5, %4 € Ri X = (— X3, X3, 2%4,%4) = (— X3,%3,0,0) + (0,0,2x4, x4)
= x,(— 1,1,0,0) + x,(0,0,2,1)

Es decir,B; = {(— 1,1,0,0),(0,0,2,1)} es un sistema generadorSiedPara comprobar si es una
base, se debe estudiar si es un sistema libre

a,(—1,1,0,0) + a,(0,0,2,1) = (0,0,0,0) > a; = a, = 0 = Bg es un sistema libre

Bs = {(— 1,1,0,0),(0,0,2,1)} es una base del subespacio vectérial

Procediendo de forma similar para el subespacitriatT
VX = (X1, X2,X3,%4) € T,3%1, %3, %4 € R: X = (X1, %1 + X4, X3,%4) = (x1,%1,0,0) +
+ (0,0,x3,0) + (0, x4,0,x,) = x,(1,1,0,0) + x5(0,0,1,0) + x,(0,1,0,1)

Por lo queB; ={(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,1)} es un sistema generador del subespacio

vectorialT, véase si es un sistema libre
al(l,l, 0,0) + a’Z(O,O,l,O) + a’3(0,1,0,1) = (0,0,0,0) = aL =0 = a3z = 0=
Br es un sistema libre B es una base del subespacio vectdtial

b)vXeSNT = x€S A X €T, es decir, un elemento perteneciente a la intei@eaebe

cumplir las ecuaciones implicitas de ambos subéspac

x1+x,=0 X2 ==X X2=7Xx
X3 —2x4 =0 =>{x3=2x4 =>{x3=—4x1 Vx; ER
xl - x2 +X4 =0 Xg = _le Xg4 = —2x1

Por tanto, VX € SNT =% = (xy, —x, —4x1,—2x;) = Bsqr ={(1,-1,—4,-2)} es un
sistema generador del subespacio intersecciony aglael solo contiene un vector no nulo, es un

sistema libre, es decir, es una base del subesypetarialS N T.

c)dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)=2+3-1=4

S+ TcR*
dim(S+T)=dmR*\ 5 g4+ T = R*
sNT =+ {0}
En este caso, aunque la suma de los dos subespactosiales es el espacio vectorid, la

suma no es directa porgsé) T =+ {0}.
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CUESTIONESRESUELTAS

Cl. SeaV = {#;,7,, ¥3} una baséR3, determinar si las siguientes afirmaciones son e

o falsas:
a)V, = {#;, ¥, — ¥y, U3} es una base de®.
b)V, = {—¥; + ¥, + V5, ¥, — U3, —¥3} €s una base dR>.

C) Vs = {—¥; + U, + VU3, U, — U3, 203 — U, } €S Una base de°.

RESOLUCION

a) Verdadero. SV = {#;,7,, U3} es una base dR3, los vectores’;, ¥,y ¥; son linealmente
independientes y el determinante formado por est®s vectores es no nulo, es decir,

|V, Uy, U3 # 0.

. . - - - Cz_cl - - - -
Por las propiedades de los determinantes, se sei&,qv,, V3| = |V, U, — Uy, VU3], Y COMO
Es decir,V; = {¥,, ¥, — ¥, U3} €s un sistema libre. Ademas como la dimensiénedphcio

vectorialR3 es 3V, = {#,, ¥, — ¥;, U3} s una base d&?.

b) Verdadero. Procediendo de forma similar al @plaranterior se tiene

)
GG C+Cy+Cy C,-Cy

|Uy, Uy, U3l = |V, Up —VUy, U3 — V| = |=Uy+ Uy + 03,0, — Uy, U3 — V1| =

C3-C,+C,
- - > - > o - _ - - > o> - -
==V + U, + V3,0, — U3, V3 — V1| = |=V; + 0, + VU3,V — Vs, —V3

Como| vy, U,, U5| # 0, entonce$—v, + v, + vs, U, — U3, —5| # 0.
Por lo queV, = {—v; + ¥, + U5, ¥, — U3, —V3} €s un sistema libre y como la dimensién del
espacio vectoridR® es 3V, es una base de?.
c) Falso. El vectoRv; — v, del sistemd/; es combinacion lineal de los otros dos vectorés de
sistema

203 — ¥y = (=V; + ¥, + V3) — (U, — ¥3)

Entoncesl; no es libre, con lo que no puede ser una base de
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C2. Determinar si la siguiente afirmacion es verdadefi@sa: si los sistemds= {v;,V,, U3}y
U = {uiy, 1,13} de R3 son libres, entonces el sistend = {¥; + Uy, U, + Uy, U3 + U3}

también es libre.

RESOLUCION

Falso. Dado un sistema libve= {v,, ¥,, 73} basta escoger un sistema libte= {u,,u,, u3} tal
que v; = —u; para alguni =1,2,3. Supbngase que; = —u,;, entonces,W = {5, U, +

il,, B3 + 13} no es libre, ya que contiene al vector nulo.

C3. Determinar si la siguiente afirmacion es verdadefalsa: las coordenadas del vector nulo

respecto de cualquier baseRfé son nulas.

RESOLUCION

Verdadero. Esta afirmacidén se demuestra mediadtecen al absurdo. Supdngase que existe
alguna bas& = {v;,7,, ..., U,} enR" en la que el vector nulo se expresa como
O=a; U +a, U, ++a, U, siendo algim; # 0

Entonces, el sistema de vectoles: {v,,7,, ..., ¥,} no es libre, lo cual es imposible porque
V es una base. Por tanto se ha demostrado que laleadas del vector nulo en cualquier base

deR" son nulas.

C4. En el espacio vectori@®® se consideran los subespacios vectorigie§’ siendodim S =

2ydimT = 4. Determinar si las siguientes afirmaciones sodagegras o falsas:
a)dimS+dimT >dim (S+T)
b)dim(SNT) =1

)1<dim(SNT) <2

RESOLUCION

a) Verdadero. La suma de subespacios cumple que
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dim(S§+T) =dimS+dimT —dim (SNT).

Comodim (SNT) = 0, entoncesgim S +dimT = dim (S + T).

b) Falso. Para que la desigualdad sea cierta debglicse ques + T = R®.
Ademas como se verifica la iguald@gdn(S + T) = dim S + dim T — dim (S N T), en general,
se satisface qu&m(S+T) <5

dim(S+T) =dimS+dimT —dim(SNT)<5=22+4—-dim(SNT)<5=
dim(SnT)=1

c) Verdadero. En el apartado anterior se ha deadstjuedim (SNT) > 1.
Ademas,comdNT S S=>dim(SNT)<dimS=2=>dim(SNT) <2.

Teniendo en cuenta ambas desigualdades se puetdeicqoel < dim (SNT) < 2
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EJERCICIOSRESUELTOSCON MATHEMATICA

M1. Indicar si los siguientes subconjuntos son subéspavectoriales deR3 y R*

respectivamente:
aV={xy2z)€R| 2x+y=3zx—y=0}

)W ={(x,y,zt) ER*| x—y+2z=t,x+y =2t —1}.

RESOLUCION

Remove ["Global «"]

a) Se definen las ecuaciones del subconjintse comprueba si el vector nulo las satisface

ecl[{a , b ,c }]=2a+b-3c;ec2[{a , b ,c}]=a-b-0;nulo={0,0,0}:

"
=]

ecl[nuleo] ==

True

"
=]

ec2[nulo] ==

True

El vector nulo satisface las dos ecuaciones detauybntoV por lo queV puede ser un
subespacio vectorial. A continuaciéon se comprueébaxsy e VAV a,B ER,ax + By V.

Se definen los vectores genériaos (x;,x,,%x3) €V, ¥y = (y1,¥2,¥3) EVY aX + By

x={xl, x2, x3}; yv={yl, y2, y3};

VeC = dxX+ Bry

[Xla+v¥1 B, x2a+v2 5, x3a+vw3 S5}

Como los vectoreg ey pertenecen H, verifican sus dos ecuaciones implicitas
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eclx = ecl[x]

2X]l + ¥x2 -3 %3

ec?x = ec? [x]

xl - x2

ecly = ecl[y]

2%l +y2 -3 ¥3

ec2y = ec2[y]

¥l-vy2

Se comprueba si el vectek + gy también las verifica

ecl[vec]

H2a+¥25+2 (Xla+v¥lpE) -3 (x3a+vy3 g

ec2 [vec]

=

Hla-x¥2a+vy1E5-vyv20

ecl[vec] ==a=xecl[x] + fxecl[y] // Simplify

True

ec2[vec] == axec2[x] + frec2[y] // Simplify

True

Como se cumplen las condiciones, el veat@r+ 8y € V y por tantoV es un subespacio

vectorial deR3.

b) Se definen las ecuaciones del subconjuntp se comprueba si el vector nulo las satisface

ecl =X-J+2zZ==t;ec2=x+2y7y==2%t-1;
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ecl . [{x—+0, 70,20, t- 0}

True

ec?2 /. {x-»0, y=+0,z-0, £t 0}

False

El vector nulo no satisface la segunda igualdadsdbtonjuntol// por lo que éste no es un

subespacio vectorial d&*.

M2. Indicar si los vectoresi = (-2,1,0,1), ¥ = (0,1,—2,0), w = (0,3,-2,—-1) y =

(1,0,1,—1) son linealmente independientes.

RESOLUCION

| Remove ["Global «"] |

Se definen los vectorésv, wy t

u= {_21 ll OJ 1};V= {01 l! _21 0};\\7: {01 3! _21 _l};
t={1,0,1, -1};

Se plantea la relacion de dependencia o indeperedémeal

scl = Selve[ag v+ u+ap*v+azew+aget = {0, 0, 0, 0}]

{{ o4 o4
O] = —, S S og, O3 - — }
2 2

Existen infinitas soluciones ademas de la soludidvial, a; = a, = a; = a, =0, que

satisfacen el anterior sistema de ecuaciones, llesgactores son linealmente dependientes.

M3. Dado el sistemaP = {u,v,w} donde u=(1,m,—2), v=(m+101) y w=
(2,02m — 1),

a) Calcular el valor del parametro realpara que el sistema de vectores sea libre.

b) ¢Puede ser el sisterRauna base d®3? En caso afirmativo, hallar las coordenadas| del

vectorx = (—2,2,2) en dicha base para el vatar= —1.
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RESOLUCION

Remove ["Global «"] |

a) Se definen los vectores del sistePase calculan los valores del parametro regara los

cuales el sistema es libre, planteando la condicién de dependenuidependencia lineal

u:{ll m, _2};VZ{M+11 0, l};w:{zl 0,2!‘\"1—1},‘

Reduce[axu+bxv+cxw== {0, 0, 0}]

| 32 \ !
m=0&Eb=-c&ka=-c) || Ilm=—2—||m=l Gtb=c-2cm&&a=0] ||

(-3+m+2m® 2 086c=0&Eb=0&&a =0

Solve[—B +m+2m? = o, :*.1]

{{ms-2} o1y

De la solucidn del sistema de ecuaciones se dejfieparan =00m =10 m = —-3/2 los

vectores son linealmente dependientes. Por tanios R — {0,1, —3/2} el sistema es libre.

Véase otra forma de calcular el valormdeutilizando el concepto de rango de una matriz

mat = Transpose[{u, v, w}]; MatrixForm[mat]
f1 1+m 2

m 0 0
-2 1 -1+2m|
Solve[Det[mat] = 0]
{{fm -3} tmo 0}, (m13)

m->-—¢, {m—=>0}, {m-=

2

Cuandom =0 om =10 m = —3/2, el rango de la matriz formada por los vectaieg y w
es menor que tres ya que su determinante es rsutteodr, el sistema es ligado. Entonces, si

m € R —{0,1,—3/2}, el sistema es libre.

b) Basta con que el sisterRzsea libre para que sea una basRYeguesto que es un sistema de

3 vectores en un espacio vectorial de dimensidPoB.lo queP si es una base & para los

valores den calculados en el apartado anterior.
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A continuacion se considera que el parametro mealbbma el valor—1 y se calculan las

coordenadas del vectdr= (—2,2,2) en la bas@

u=u/.ma+-1l;v=vwv/. ma>-1;w=w/.m—>-1;

g0l = Selvelasu+bxv+ocxw={-2, 2, 2}]

{{a=2 2, E=>-2, c>0}1]

xp = {a, b, ¢} /. sol[[1]]

1—-2, -2, 0}

Las coordenadas del vectoe (—2,2,2) en la bas® sonxp, = (—2,—2,0) p.

M4. SeaA = {¥;,V,, 73} una base deR3, siendo?, = (1,0,1), ¥, = (=2,0,—-1) y U3 =
(2,—1,1), y sea el vectod = 31, — 27, — P;. SeaSun subespacio vectorial ®&* cuya base
esB = {u,,u,}, dondei; = (0,1,—-1) y i, = (1,0,1).

a) Hallar las coordenadas del vedicen la base canonica Bé.

b) Indicar si el vectot pertenece al subespa8g en caso afirmativo, calcular sus coordenadas

respecto de la bage

RESOLUCION

| Remove ["Global «"] |

a) Se definen los vectores de los sistegd

u2 = {1, 0, 1};

wl {1, 0, 1};v2={-2,0, -1};v3={2, -1, 1};ul = {0, 1, -1}; ‘

Las coordenadas del vectben la base candnica son

ve=3xvl-2xv2-w3

{5, 1, 41

Es decirp, = (5,1,4)¢.

b) Se calculan las ecuaciones paramétricas desgabeS a partir de los vectores de su base
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ecuaciones = ax1ul + Bxul

{8, a, -o+ B}

Para que el vectat pertenezca al subespasidebe verificar sus ecuaciones paramétricas

Solwve [vec == ecuaciones]

{{a—=1, B> 5}]

Como el vectorv satisface dichas ecuaciones, pertenece al suli@spactorial S. A

continuacion se calculan sus coordenadas en laBbase

20l = Solve[a=ul + bxul == vc]

{la=1, b=15}}

vb = {a, b} /. sol1[[1]]

{1, 3}

Las coordenadas del vectiden la bas® sonvg = (1,5)5.

123

M5. SealP,(x) el espacio vectorial de los polinomios de gradmoneo igual a dos co

p(x) = a + bx + cx? dondea, b, c € R.

a) Dado el polinomio p;(x)=3, demostrar que el sistema de vectg
A = {p; (%), [ py(X)dx, [[ (p1(x)dx)dx} es una base dB,(x), considerando la constante

integracion nula.

b) Hallar las coordenadas del vectar + 3x + 2x2 en la base del apartado anterior.

res
de

RESOLUCION

Remove ["Global «"]

a) En la resolucion de este problema se considEmrpolinomios como vectores cuy
coordenadas son las referidas a la base canénicR,@e, C = {1,x,x%}. Es decir, el

polinomiop(x) = a + bx + cx? se expresa con@, b, ¢)..

Se calculan los vectores del sistena {p;(x), [ p1(x)dx, [[(p,(x)dx)dx}

as
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P1:3

plc = {3, 0, 0}

{3, 0, 0}

p2 = Integrate[pl, x]

3Ix

p2c = {0, 3, 0}

{0, 3, 0}

p3 = Integrate[p2, x]

pic={0, 0, 3/2}

fo. 0. 7]

Para demostrar que= {3,3x,%x2} es una base d®,(x), basta comprobar que es libre, ya que

si lo es, se trata de un sistema formado por drueslinealmente independientes en un espacio

vectorial de dimension 3, y por tanto, de una base

Beduce[axplc + fxp2c+ yxp3c == {0, 0, 0}, {a, B, ¥v}]

A=0ceff=0&y =10

Por ello,A es una base d®, (x).

b) Aplicando la definicion de coordenadas de uniorezn una base

Solve[{-1, 3, 2} ==axplc+ bxp2c+ cxpic, {a, b, c}]

(TR}
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Entonces las coordenadas del polinomid + 3x + 2x? en la based ={3,3x,%x2} son

(-513),

M6. Sea el espacio vectoriR* y seand = {d,,d,, ds,d4} Y B = {Bl, 52,53, 54} dos bases de
mismo dondei; = b, — by, d, = 2bs, d3 = by + 2b, Yy d, = by — bs.
a) Calcular las coordenadas del veat@n la bas@ sabiendo que sus coordenadas en labase
sonx, = (1,0,—1,—1),.
b) Calcular las coordenadas del vegt@an la basel sabiendo que sus coordenadas en laB®ase

sonyg = (1,1,0,—1)p.

RESOLUCION

Remove ["Global «"]

a) Se calculan las coordenadas del vegien la bas® mediante la igualdad
Xp = (d1,dp, d3,d4 )p " Xg

para lo cual se obtiene la matriz del cambio de lf@snada por las coordenadas de los vectores

de la basd expresadas en la baBe

xa={1, 0, -1, -1}; xb = {x1, x2, x3, x4};

al={1,-1,0,0};a2={0,0,2,0};a3={1,0,0, 2};ad4=4{0,1, -1, 0};
mat = Transpose[{al, a2, a3, ad}l];

MatrixForm [mat]

o

1
=1

o

(s o R e
Moo

g0l = Solve[xb = mat.xa]; xb = xb /. sol[[1]]

{0, -2, 1, -2}

Las coordenadas del vectoen la bas® sonxz = (0,—-2,1,2)p.

b) Se calculan las coordenadas del vegten la basd aplicando la igualdad
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- - - - - -
Vg = (dy1,03,03,04 )p " Va

yb={1,1, 0, -1}; yva={yl, y2, ¥y3, y4};

=20l = Solve[yb = mat.yal; ya=vya /. sol[[1]]

. S 35 15
Las coordenadas del vecioen la basd sony, = (E'Z' _E'E) .
A

M7. Sea el sistema de matrid@s= {(é _é)(_i 8)(8 é)(é (1))}

a) Demostrar quB es una base dé,(R).

b) SeaA, = (g _g) en la baseB, calcular las coordenadas de la mattizen la base
canonica.

c) Sead, = (; _;) en la base candnica, calcular las coordenadas ahatrizA, en la base
B.

RESOLUCION

Remove ["Global «"]

a) Dado quelim M,(R) = 4, y queB es un sistema formado por 4 elementodj€R), basta

comprobar qué es un sistema libre para demostrar que es unadbaggR)

1 -1

01 10
0o o0 _l:

b2 e b3
! _(—10)’ _(00’ 01/’

bl:(

Solve[a; bl +a>: b2 + az b3 +a4 bd =0, {o1, o2, az, aa}]

{{:::1 —}0, (i) —}O, i —}G, (o} —}0}}

Por tantaB es una base dé¢,(R).
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b) Para calcular las coordenadas de la matyizzn la base canonica se puede utilizar la
definicion de coordenadas de un vector en unadésenatriz del cambio de base. Se calculan

las coordenadas mediante su definiciéon

al =2bl+4b2+3b3-2b4; al = Flatten[al]

{4, 1, -4, -2}

Las coordenadas df en la base candnica sap = (4,1, —4, —2),.

A continuacion se utiliza la matriz de cambio desed® para calcular las coordenadas de la
matrizA; en la base canonica. La matPiziene por columnas las coordenadas de cada uno de

los vectores de la bagerespecto de la base canodnica, es decir

P = Transpose[{{1, -1, 0, 0}, {1, 0, -1, 0}, {0, 1,0, 0}, {1,0,0, 1}}];
MatrixForm|[P]

1 1 01
-1 0 10
o -1 00
.0 0o 01

Se calculan las coordenadas utilizando la exprégighy = P - (41)p

P.{2, 4, 3, -2}

{41 1: _44- _2}

Por tanto, las coordenadas de la matgizn la base canonica san = (4,1, —4,—-2)..

c) Para la resolucion de este apartado se proeefterma similar a la utilizada en el apartado

anterior

az = {G-ll az, a3, G-‘l};
20l = Solve[ai bl +az2 b2 + az b3 +ag bd = {{3, -1}, {2, 2}}, {o1, a2, a3z, ca}]

{{::’.1 —)3, ::’.2—)—2, e ] —)2, :14—)2}}

a2 =a? /. sol[[1]]

13, -2, 2, 2}

Es decir, las coordenadas de la matrizn la bas® son4, = (3,—-2,2,2)p.

A continuacién, se comprueban estas coordenadesmmtio la inversa de la matriz del cambio

de base calculada en el apartado anterior
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(A)c =P.(A)p = P71 (A2)c = (A2)B

Inverse[P] // MatrixForm

10 1 -1
o0 -1 0
11 1 -1
o0 0 1

Inverse[P].{3, -1, 2, 2}

13, -2, 2, 2}

M8. Sean los subespacios vectorial®s= {(x1,x3,x3,%4)| X1 +x, =0, x3 —2x, =0} y
T = {(x1,%2,%3,x4)| X1 — x5 + x4 = O}

a) Obtener una base de cada uno de ellos.

b) Obtener una base del subespacio vect®figl.

c) Calculars + T. ¢ Es suma directa?

RESOLUCION

Remove ["Global "]

a) Partiendo de las ecuaciones implicitas del gpatogs vectorialS, se obtiene un sistema

generador del mismo

20ll = Selve[{x1 +x2 =0, x3 - 2x4 == 0}, {x1, x2, x3, x4}]

{{x1 2> =2, x3 > 2x41}

x = {x1, x2, x3, x4} /. s011[[1]]

{-=n2, x2, 2 x4, x4}

bsl=x/. {x2+1, x4 3 0}

{_11 11' Of O}

bs2 =x/. {x2 30, x4 31}

{OI O( 2( 1}
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B, = {(—1,1,0,0),(0,0,2,1)} es un sistema generador del subespacio vectSriaPara

comprobar si es una base se debe estudiar sisisteima libre

Solve[a; bsl +az bs2 =0, {o1, azx}]

{{ca =0, az = 0}}

El sistemaB, es libre, y por tanto una basefe

Procediendo de forma similar se obtiene una bassidespacio vectoridl

2012 = Solve[x]l —x2 + x4 = 0, {x1, x2, x3, x4}]

{{xl > =2 —x4}}

x = {x1, x2, x3, x4} /. s012[[1]]

{x2 — x4, x2, =3, x4}

btl=x/. {x2+1, x330, x4 5 0}

{1( 1( O( O}

bt2=x/. {x250, x3 51, x4 + 0}

10, 0, 1, 0}

bt3=-x/. {x231, x330, x4 51}

{OI 1( O( 1}

El sistemaB; = {(1,1,0,0),(0,0,1,0), (0,1,0,1)} es un sistema generador TleVéase si es un
sistema libre

Solve[a; btl +az bt2 + a3 bt3 =0, {@1, a2z, az}]

{{ez >0, en > 0, a3 > 0}}

Por tanto,B; = {(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,1,0,1)} es una base del subespacio vectdtial

b) Dado que cualquier vector del subespacio inter8eS N T pertenece a ambos subespacios,

debe satisfacer simultdneamente las ecuacioneiitaplde los mismos
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2cl3 = Selve[{xl +x2 =0, x3-2x4==0, x1 - x2 +x4 =0}, {x1, x2, x3, xd}]

-[-[xl = —2—4, %2 = 2—4, %3 = 21;4]-]-

x = {x1, x2, x3, x4} /. s013[[1]]

{—2—4, 2—4, 2 x4, x4}

De esta forma se obtiene la expresion general devegtor perteneciente al subespacio

interseccion. Se considera un vector cualquierdia® subespacio

intl =x /. x4 5 -2

{lf _1: _44- _2}

Bsqr =1{(1,—1,—4,-2)} es un sistema generador $IA T. Ademas como este sistema esta

formado por un dnico vector no nulo, es libre, lpayue es una base 8\ T .

c) El sistema generador del subespacio vectsrialT es
{(-1,1,0,0), (0,0,2,1),(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,1,0,1)}

Para calcular el subespacio vectofiat T basta obtener una base del mismo. Para ello smdeb

escoger los vectores linealmente independientesistema de vectores anterior

m = Transpose[{bsl, bs2, btl, bt2, bt3}]; MatrixForm[m]

=1 0 —1 3
1 0
0o 2

1

, O

(=T =R L ]
(= R R

= o o

MatrixRank [m]

4

Det[m[[{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}]]]

—2

Como los cuatro primeros vectores columna de laimabn linealmente independientes,
{(—1,1,0,0), (0,0,2,1),(1,1,0,0), (0,0,1,0)} es una base de+ T. A partir de ella se obtienen las

ecuaciones paramétricas del subespacio vectdral
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ax*bsl + B*bs2 +y+*btl + 5§+ bt2

{—a+v¥, a+v, 2B+ 48, B}

Ademas comodim(S+T)=4y S+TSR*=>S+T=R* pero la suma de ambos

subespacios no es una suma directa ya que, corha demostrado en el apartado anterior,

SNT =+ {0}.






Aplicacion lineal 133

4 APLICACION LINEAL

4.1 Concepto de aplicacion lineal y propiedades
Definicion: Sean((E, +), (K, +,),2) y ((F,+),(K,+,"),) dos espacios vectoriales definidos
sobre el cuerp& y sea una aplicacioft

f:E-> F
u- f(u)

La aplicacionf es lineal si cumple las siguientes condiciones:

- f@+P)=f@)+f@), VUi, DEE
- flae)=aof(i), Vi€EVa€K

Teorema: Sean((E,+), (K,+,),0) ¥y ((F,+),(K,+,),°) dos espacios vectoriales definidos

sobre el cuerp& y seaf una aplicacion d€ enF. La aplicaciorf es lineal si verifica que:

flaocti+Bov)=aof(U)+pBof®), Vu,v € E,Va,B €K

4.2 Clasificacion de una aplicacion lineal

Dada una aplicaciofi. E —» F:

- f es inyectiva si a cada imagen le corresponde uaita @nti-imagen, es decir, si no

existen dos o méas elementos con la misma imagen:
Uy # Uy = f (i) # f (1)
o lo que es lo mismo $i(u,) = f () = U; = U,

- [ es sobreyectiva o suprayectiva si todos los eleysetdel conjunto final tienen al

menos una anti-imagen:
VWEeEFIUEE:f(u) =W

- f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva siamdamente. Es decir, si todos los

elementos del conjunto final tienen una Unica endigen:

VwWeFINUEE: f(W)=w
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Las aplicaciones lineales también se denominan hamfsmos entre espacios vectoriales.
- SIiE #F:

o Sila aplicacion lineaf es sobreyectiva, se denomina epimorfismo.
o Sila aplicacion lineaf es inyectiva, se denomina monomorfismo.

o Silaaplicacion lineaf es biyectiva, se denomina isomorfismo.
- SIiE=F:

0 Toda aplicacion linegl se denomina endomorfismo.

o Siun endomorfismg es biyectivo, se denomina automorfismo.

4.3 Propiedades de las aplicaciones lineales

Dada la aplicacion linedl: E = F, se cumplen las siguientes propiedades:

- f(0g) = 0, siendo0; el elemento neutro déy 0 el elemento neutro dé respecto a
la suma.

- VA €EE f(-1) = —f@).

- SiWes un subespacio vectorial Elesu imagenf (W), es un subespacio vectorial e

- Sif(W) es un subespacio vectorial BglW es un subespacio vectorial Be

- Si el sistema de vectoréds= {ii;,u,, ..., Uy} €s ligado, el sistema de vectofEs) =
{f W), f(Uy), ..., f (Uy)} también es ligado.

- Si el sistema de vectore&S) = {f(u;), f(Uy), ..., f ()} es libre, el sistema de

vectoresS = {uy, Uy, ..., U, } también es libre.

4.4 Imagen de una aplicacion lineal

Definicion: Seaf: E — F una aplicacion lineal. Se llama imagenfdal subconjunto formado

por las imagenes de los vectoreEdg se denota pdm(f)

Im(f) = {f@): G E€E}C F

Teorema: SeanE un espacio vectorial de dimensipny U = {ﬂl,ﬂz,...,ﬂp} una base del

mismo. Entoncedm(f) es un subespacio detal quelm(f) = (f (Uy), f (1z), ..., f (iip))-
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4.5 Matriz de una aplicacion lineal

Definicion: Seaf:E — F una aplicacion lineal siendB y F dos espacios vectoriales de
dimensionp y n respectivamente. Sed = {u,u,, .., U,} una base def y seaV =
{V1,7,, ..., Uy} UNA base dE.

La matriz de la aplicacion linedl respecto a las basdésy V es la matriz formada por las
coordenadas de los vectores del sistgiit8) = {f (i,), f (i), ..., f (Up)} respecto a la base

Esta matriz se representa medigiftei, ), f (i,), ...,f(ﬁ’p))U -

Sean las imagenes de los vectores de lalhasspecto a la base

fll f12 flp
fan =12 ran="2|, m>—-%
fnl v fn2 174 \fnp

En este caso, la matriz de la aplicacion lifegdspecto a las basésy V es:

fin fiz v f1p
(f@), f @), s f (W), = f2§1 f?Z fzzp

. = fuv
fur oz o Fwl gy

Como U es una base d&, Vi € E,3ay,ay,...,ap € K: U = a1y + aptiy + -+ + apily.
Entonces, se puede calcular su imagen mediantattézrde la aplicacion linegl respecto a las

based/ y V de la siguiente manera:
f@) = arf (W) + azf(iy) + -+ + ap f (Up)

ya quef es lineal. Sustituyendo los valores @&,), f (i), ...,f(ﬁ’p))UV en la expresion

anterior se obtiene el valor de la imag&ii) en la basé&:

fi1 fiz flp
Fy = anf(@) + wf @) + -+ apf @) = [ 12 ] 4|2 ) 4t [
fri/y fn2/ y fon/
Es decir,
Y1 fir fiz 0 S 1
raw=|"] = S T E) S Gy = fun - Gy

In/y o1 fnz - fnp uv ap U
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4.5.1 Rango de una aplicacion lineal

Seaf:E — F una aplicacion lineal, sienddy F dos espacios vectoriales de dimengionn
respectivamente y  sea U = {u;,%y,..,14,} una base de E. Ya que
Im(f) = (f (Uy), f(2), ..., f (ii,)), basta escoger los vectores linealmente indepatedialel

sistema generador anterior para obtener una base(de.

Por otro lado, recordar que las columnas de laimafy, son las coordenadas de los vectores
{f @), f(y), ..., f(ip)} en la bas&. Debido a que el rango de esta matriz es el ntmero

columnas linealmente independientes, se tiene:

Tg(fU,V) = dim(lm(f))

Con lo que el rango de la aplicacion linfaloincide con el rango de la matfizy, .

4.6 Nucleo de una aplicacion lineal

Definicion: Seaf:E — F una aplicacion lineal siendB y F dos espacios vectoriales de

dimensionp y n respectivamente. El nucleo dgees el subconjunto d& formado por los

vectores cuya imagen es el vecﬁpre F y se representa p&ter(f):
Ker(f) = {t € E: f(d) = O}

Propiedades:

- El'ndcleo def es un subespacio vectorial Be

- Se verifica la siguiente igualdad:

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) & dim(E) = dim(Ker(f)) + rg(fuv)

4.7 Caracterizacion de las aplicaciones lineales

Sea una aplicacion lineAlE — F:
- Sedice qu¢ es inyectiva si su nucleo es Unicamente el veuitar:
f es inyectivas Ker(f) = {0z}
o lo que es lo mismo:
f es inyectiva= dim(E) = dim(Im(f))
- Sedice qu¢ es sobreyectiva si su imagen coincide con el @spactorial desting":

f es sobreyectives Im(f) = F
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- Sedice qu¢ es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva sirmdtmente:

Im(f) =F

f es biyective> {Ker ) = {65}

4.8 Suma de aplicaciones lineales

Definicién: Seanf:E - F y g:E » F dos aplicaciones lineales ¥ = {ui;,u,, ..., 1} y
V = {v,,V,, ..., Up} bases d€ y deF respectivamente. La suma de las aplicacioneddisgay

g es otra aplicacion lineg¢l+ g: E — F definida por:

Vi €EE, (f+9)@) = f@) + g@)

La matriz de la aplicacion lineal sunfat- g es la suma de las matrices de cada una de las

aplicaciones lineales:

F+Duyv = fov +9uy

siendofy v Y gy v las matrices de las aplicacion®éyg g respecto a las baslsy V.

4.9 Producto de una aplicacion lineal por un escalar

Definicion: Seaf: E — F una aplicacion lineal y sedh= {uy, Uy, ..., U, } YV = {By, ¥y, ..., U}
bases d& y deF respectivamente. Dado € K, el producto del escalar por la aplicacion

lineal f es otra aplicacion lineél o f): E — F definida por:
VU EE, (ao )W) = af ()
La matriz asociada a la aplicacion lineal antezgr

@fNuy =alfuy

4.10 Composicion de aplicaciones lineales

Sean((E,+), (K, +,),2), ((F,4), (K, +).0) ¥y ((H,+),(K,+,),°) tres espacios vectoriales
definidos sobre un mismo cuergd, de dimensidénp, n y g respectivamente y sean las
aplicacionesf:E - F y g:F —» H. La composicion de las aplicaciones linegleg g es otra

aplicacion lineap o f: E — H definida de la siguiente manera:

f@) = (g H@) = glf @]



138 Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Cuests

SeanU = {uy, Uy, ..., U,} una base d€, V = {#};,¥,, ..., ¥,} una base d€ y T = {&, &, ..., [}
una base dd. Entonces, la matriz de la aplicacion lingal f, es el producto de las respectivas
matrices de las aplicaciones lineales:

(go f)U,T =@vr Doy

EMgxp EMgxn  EMnxp

siendo:

- fyuy lamatriz de la aplicacion linefilrespecto a las basdsy V.

- gy r lamatriz de la aplicacion lineglrespecto a las basésy T.
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EJERCICIOSRESUELTOS

P1. Indicar si f:R3® —» R3® definida por f(x,y,z) = 2x+y,x—z,—x + 2y +z) es una

aplicacion lineal.

RESOLUCION

Para qug sea una aplicacion lineal se tiene que verificar q

flax+By) =afX)+BfPH VXL y€ERIAVa, L ER

o lo que es lo mismo

{ fE+P =fE+fO)
f(ax) = af (x)

Se comprueba st es una aplicacion lineal analizando si se satsfagstas dos Ultimas

, VX,yER3AVa€eR

igualdades.
Sean los vectorest = (x1,x5,x3) ER3 e y = (y1,¥2,¥3) € R3, entonces el vectot + y

tiene por coordenadas

X+ = (x1,%2,x3) + V1, ¥2,¥3) = (1 + Y1, %3 + y2, %3 + y3).
Se calculan los transformados de estos vectorpsatesaf

fX) = (2xq + x5,%1 — x3,—x1 + 2x5 + X3)
fO) = @y1+ Y201 —¥3,—y1+ 2y2 + ¥3)
fGE+Y) = Q20 +y1) + (xz +y2), (er +y1) — (x3 +¥3), —(x1 +31) +2(x2 + ¥2)+

+(x3 +y3))

=2x1+ 2y + 2+ Y2, X Y1 — X3 — Y3, —X1 — Y1 + 2% + 2y, + X3+ y3) ()
Por otro lado se obtiene la sui@) + f(y)
fO)+ f() = 2xy +x3,0 — X3, %1 + 225 + x3) + Y1 + Y2, 1 — Y3, —¥1 + 2Y2 + ¥3)

= (2x1 + 23 +2y1 + Y2, 01 — X3+ Y1 — V3, —X1 + 2x%+x3 — Y1 + 2y, + y3) (2

Los vectores (1) y (2) coinciden, por lo que seskate la primera condiciorf,(xX + y) =
f(X) + f(¥). Véase si se satisface la segunda condicion.

Se forma el vectaex = a(xq, x5, x3) = (axq, ax,, ax3) y se calcula su imagen
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f(ax) = Qaxy + axy, ax; — axz, —axy + 2ax; + axs) (3
Se calculaxf (%)
af (X) = a(2x; + x5, %1, — X3, —%x1 + 2X5 + X3)

= (2ax; + axy, ax; — axs, —ax; + 2ax; + axz)

Los vectores (3) y (4) son idénticos, por lo quesatisface también la segunda condicion,

f(ax) = af (X), y en consecuencjaes una aplicacion lineal.

P2. Dada la aplicacion linegl: R® — R? definida porf (x,y,z) = (x — 2y + 2z,x — z)
a) Calcular el nacleo de la aplicacion.
b) Calcular una base dei(f) y su dimension.

c) Clasificar la aplicacion lineal.

RESOLUCION

a) Por la definicién de nucleo de una aplicaciosad® que
vx € Ker(f) © f(¥) = 0

Es decir, ¥ = (x,y,2) € Ker(f) © f(X) = f(x,y,2) = (x — 2y + 2z,x — z) = (0,0). Por
tanto, para calcular el nucleo de la aplicaciéedinbasta igualar término a término los dos

vectores anteriores y resolver el sistema reseltant

_ 2
{x—2y+22—0=>{x:§y
x—z=0 o

XxX=z

El nicleo de la aplicacion lineal 8gr(f) = {Gy yéy) ly € R}.

b) SeaC = {é,,¢,,é;} la base candnica d&®®. Por la definicién de subespacio imagen se tiene
que Im(f) = (f(é,),f(€,), f(&3)), por ello se calcula la imagen de los vectoresadease

candnica

f(&) =£(0,1,0) = (=2,0) = Im(f) = ((1,1),(-2,0),(2, 1))
Para obtener una base del subespacio imagen belstzcignar los vectores linealmente

independientes del sistema generador anterior
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|} _§|=2¢0:>rg(1 _g _i):z

Es decir, B ={(1,1),(—2,0)} es una base dém(f) siendo dim(Im(f)) = 2. Ademas,
dim(Im(f)) = dimR? , luego se puede concluir gie(f) = R2.

c) Se analizan los siguientes aspectos

- E=R}#F=R?

- dim(Ker(f)) =1+ 0= f no es inyectiva

- dim(Im(f)) = 2 = dimR? = f es suprayectiva

Por todo ello se deduce gfiees un epiformismo.

P3. Dada la aplicacion linealf: P,(x) —» P,(x) definida por f(p(x)) = k*p(x) —p(1),
Vk # 0.

a) Obtener la matriz de la aplicacion considerdadmse candnica.

b) Calcular una base del nucleo y su dimensién.

c) Calcular una base dev(f).

d) Clasificar la aplicacion lineal.

RESOLUCION

a) Se considera la base candriga= {1, x, x?} deP,(x) y se calculan las coordenadas de las

imagenes de cada uno de los vectores, dmn la base candnica

f)=k?—-1=(k?- 1,0,0)c,
f(x) =k*x—1=(=1,k?0),
f(x?) = k*x* — 1 = (=1,0,k?),

La matriz respecto a la base canoénica es la ngdzse obtiene al colocar por columnas estas

kK>—-1 -1 -1
fcz_cz = 0 k? 0
C2,C2

imagenes

0 0 k?

b) Utilizando la definicién de ntclep(x) € Ker(f) & f(p(x)) = 0 = 0x* + 0x + 0.

Seap(x) un polinomio cualquiera del espacio vectofa(x)

vp(x) € Py:p(x) = ax?+bx +c
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Este polinomio pertenece al nlcleo si se satidéapialdad
f(p(x)) = ak?x? + bk*x + ck* —a—b—c=0x? + 0x + 0
Igualando ambaos polinomios término a término
ak? =0 K20 a=0
bk2=0 = b=0
ck?—a-b—-c=0 c(k*-1)=0
Se deben diferenciar dos casos

Caso1Sik++1=>c¢c=0

La solucion del sistema es= 0, b = 0, ¢ = 0. Por tanto, el nacleo de la aplicacion lineal es

el polinomio nuloKer(f) = {0} y dim(Ker(f)) = 0

Caso 2Sik = +1
La solucién del sistema es= 0, b = 0, V¢ € R. Por tanto, el nucleo de la aplicacién lineal es

el subespacio vectorial de los polinomios consgante
Ker(f) ={p(x) =c|c eR}

siendo B = {1} una base del ntcleodim(Ker(f)) = 1.

¢) Se utiliza la siguiente relacién entre las disi@nes
dim(P,(x)) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Dado que la dimensién del nucleo de la aplicaciraven funcién de la constariteal igual

que en el apartado anterior se deben diferencgacakos

Caso 1Sik # +1
dim(Ker(f)) =0= dim(lm(f)) = dim (P,(x))

ComoIm(f) € P,(x) = Im(f) = P,(x). Por tanto cualquier base del espacio vectijék)
es base dém(f), por ejemplo la base canoéni€a= {1,x,x?} es una base de la imagen de la

aplicacion lineal.

Caso 2Sik = +1
De la relacion de las dimensiones se sabedjue(Im(f)) = dim(P,(x)) — dim(Ker(f))
Comodim(Ker(f)) = 1= dim(Im(f)) = 2.

Utilizando la definicién del subespacio imagenised que

Im(f) = (f(D), f(0), f(x?)) = (k? — 1, kPx — 1,k?x* — 1)
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Dado que la dimension del subespacio imagen es lbasta seleccionar dos vectores
linealmente independientes. Véase que los dos mapmlinomios del sistema generador son

linealmente independientes
a;(k2 =D +ay,(k?’x—1)=0> a;k? —a; + axk’x —a, =0

2
ak a a, =0
{1 L 2 >a,=a,=0

azkz = 0

Por tantoB = {k? — 1, k?x — 1} es una base den(f).

d) Caso 1Sik # +1. Se sabe que

- E=P,(x)=F

- dim(Ker(f)) = 0 = f es inyectiva

- dim(Im(f)) =3=dimP,(x) = f es suprayectiva

Se deduce qu¢ es un automorfismo.

Caso 2Sik = +1. En este caso se tiene que

- E=P,(x)=F

- dim(Ker(f)) =1 # 0 = f no es inyectiva

- dim(Im(f)) =2 # 3 = dimP,(x) = no es suprayectiva

Entoncesf es simplemente un homormorfismo.

P4. Sea la aplicacion linegk M, (R) — M, (R) definida porf (? Z) = (a Z b c _E d)

a) Calcular la matriz de la aplicacion respecta lbase candnica dé, (R).
b) CalcularKer(f), una base y su dimension.

c) Calcular la dimension den(f).

d) Clasificarf.

RESOLUCION

a) Se considera la base candnicaMigR), C = {((1) 8)(8 é)((l) 8)(8 (1))} y se

calcula la matriz de la aplicacion lingahallando las imagenes de estos vectores respedto d

base canonica
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+0-(2 N r( 8) = (1,0,1,0),

L=t 9o Do Dro @ D=rC B=asoo

{( G 0)=G Y

0 D=0} N+o- (0 D+o-(? 0)+1-(g (1))=>f((1) 8):(0,0,0,1),;

0 0 1 0

{( o =6 1)

O 9 =0-(C N+o-(C H+o- (" 0)+1-(g (1))=>f(g 2):(0,0,0,1)6

0 1 0 0 0 0 1 0

Colocando por columnas estas imagenes se obtienatie de la aplicaciofi

1
fc,c = <(1) )
0

b) El ndcleo de la aplicacion lineflesta formado por los siguientes vectores

S OO K
oo O
== =]

c.C

ker()) = {aemm® 1 rw = (3 )

sead = (° ¥)=f(A)=(ny Zﬁ)rt).

La matrizA pertenecerd al nicleo si se verifica

x+y=0
_(x+y 0y_/0 O 0=0 o — _ _
f(A)—( M z+t)_(0 O):{ y—0 =X=y=0z=-tVteR
z+t=0

Es decir,Ker(f) = {(—(t) (t)) =t (_(1) (1)) 't € R}, siendoB = {(_(1) (1))} una base de

Ker(f) y por tantodim(Ker(f)) = 1.
c) Para determinar la dimensionlae(f) basta estudiar el rango de la matriz de la apbocac

110 11 0
o2 88 8)nli 3 §)-rmamomn-
00 1 001

=A==

d) f es simplemente un homomorfismo ya que
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- E=F=My(R)
- dim(Ker(f)) =1 # 0 = f no es inyectiva

- dim(Im(f)) =3 # 4=dim(M,(R)) = f no es suprayectiva

P5. Sea la aplicacion lineaf: R* -» R3 definida por f(x,y,z,t) = 2x+y—t,x+z+
t,—x —y+2z+2t)
a) Calcular el transformado del vectdr= (0,4,—1,3) respecto af ¢Es posible que €

Ker(f)?

b) Hallar un vector que se transforme en el vegter (1,4,3) respecto &.

RESOLUCION

a) Se calcula el transformado del vedtor
f@=f04-13)=4-3,-1+3,-4+(-1)+2-3)=(1,21)

El vectorv no pertenece al nicleo de la aplicacion ya queertcansforma en el vector nulo.

b) Se trata de hallaii = (x,y,z,t) € R* tal quef (@) = w.
Se comprueba si existe algln vectorRfecuya imagen sea el vect(t,4,3) resolviendo el

sistema de ecuaciones
2x+y—-t=1
fy,z,t) = (1,43) =’{ x+z+t=4
—-x—y+z+2t=3

Para resolver dicho sistema se estudia el randa aitriz de los coeficientes y el rango de la

1
4)
3

En ambas matrices se cumple dqiye= F, — F;, con lo querg(A) = rg(A|b) < 2. Ademas

matriz ampliada

2 1 0 -1 . 2 1 0 -1
A=<1 0 1 1) (A|b)=<1 01 1
— -1 -1 1

1 -1 1 2 2

i (1)| +0 = rg(A) = rg(Ab) = 2.
Comorg(A4) =2 =rg(A|b) < n°incognitas= 4 = El sistema es compatible indeterminado.

Se puede obtener un sistema de ecuaciones equé/aleanterior de la siguiente manera

2x+y—-t=1
x+z+t=4 (:){
—x—y+z+2t=3

2x+y=1+t
x=4—-—z—t
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Sil=2z y u=tsetiene que

{2x+y=1+u

X=4—1—pu S x=4—-21—pu y=-74214+3u, z=14 t=u

Basta dar un valor a los parametioy p para obtener una solucion de las infinitas posible
soluciones. Por ejemplo, si se torha 0 y u = 0, entonces la solucion del sistemaxes 4,
y=-7,z=0y t=0. Es decir, uno de los vectores que se transformal eectorw =
(1,4,3) es el vectoti = (4,—7,0,0).

P6. Sea la aplicacion lineal f:M3(R) - M3(R) definida por
a b ¢ 0 b+d c+g
f (d e f) =|(d-»b 0 f+h
g h i g—c h—f 0
0
a) Calcular el transformado de= (— 2

B =
SR, N

) respecto .
1

b) Calcular la anti-imagen de= (—

w w o
= o W

5
1) respecto .
0

RESOLUCION

a) Se calcula la imagen de la mattirespecto g

1 2 0 0 1 4
fa) = f(—l 1 2) = (—3 0 2)
4 0 1 4 -2 0

a b c
b) Se trata de encontrar una ma<'dz e f) cuya imagen sea la matiz para lo que basta

g h i
resolver el sistema
3 5
0 1
1 0

a b c 0 b+d c+g 0
f(d e f>=B=> d—b 0 f+h =<—3
g h i g—c h-—f 0 3

Igualando término a término ambas matrices

(b+d=3
d—b=-3
c+g=>5
ig_c=3:ﬁd=Qb=&g=&c=Lh=Lf=0
lf+h:1
h—f=1
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a 3 1
Por tanto cualquier matriz de la forréa e 0) Va,e,i € R es anti-imagen de la matri,
4 1 i

es decir, existen infinitas matrices cuya imagespeeto de la aplicacidnes la matrizB, por

1 3 1
ejemplo una de ellas {s) 10 0 )
4 1 -10

P7. Sea la aplicacion linegt P, (x) — P4 (x) definida porf(p(x)) = 2p’(x)

a) Determinar la matriz de la aplicacion considdaalas bases candnicas®Blg(x) y P, (x).

b) Determinar la matriz de la aplicacion considdmate base canonica d®,(x) y la base
V ={x,x —2}deP,(x).

c) Determinar la matriz de la aplicacién considdmla basé/ = {2,1 + 2x,x + x2 } deP,(x)
y la base canonica d¥ (x).

d) Determinar la matriz de la aplicacion considdmla basé/ = {2,2x + 1,x + x% } deP,(x)
y la base/ = {x,x — 2 } dePP;(x).

RESOLUCION

a) Se consideran la base canériga= {1, x,x?} deP,(x) y la base canénicg, = {1,x} de
P, (x) y se calculan las imagenes de los vectores, @ funcion de los vectores de
f(1)=0 0=0-1+0-x= f(1)=(0,0),

f)=2 ={2=2-1+0-x> f(x)=(20),
f(x?) = 4x 4x=0-1+4-x= f(x*) = (04),

Por tanto la matriz dg respecto de las bases candnicag.es = (0 2 0)
21 0 0 4 C5,Cq
b) Se consideran la base canortiga= {1,x,x%} deP,(x) y la base/ = {x,x — 2} deP;(x) y
se calculan las imagenes de los vectorgs, dm funcion de los vectores de
f()=o0 0=0x+0-(x—2)= f(1) =(0,0)

fx)=2 ={2=ax+b-(x—-2)=2a=1b=-1=f(x)=1,-1)y
f(x?) = 4x 4x=a'x+b-(x—2)=> a=4b=0> f(x?) = (40)y

Entonces la matriz dérespecto de las basésy V esfc,v = (8 11 g)
- CV

c) Se consideran la bage= {2,1 + 2x,x + x? } deP,(x) y la base canonicg, = {1,x} de

P, (x) y se calculan las imagenes de los vectords ee funcion de los vectores de
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f(2)=0 0=0'1+0'x=>]C(2)=(0,0)C1
FA+20)=4 =] 4=4-140-x> f(1+2x) = (40),
flx+x?) =2+4x 2+4x=2-14+4x= f(x+x*)=(24)c,

En este caso la matriz derespecto de las basés C; es fU_c1 = (8 g i)
U,C,

d) Se consideran la bage= {2,1 + 2x,x + x? } deP,(x) y la base/ = {x,x — 2} deP;(x)
y se calculan las imagenes de los vectords$ e funcion de los vectores de
f2)=0

fA+2x)=4 >
flx+x%)=2+4x

0=0-x+0-(x—2)= f(2) = (0,0)y
4d=ax+b-(x—2)=2a=2b==-2=f1+2x)=(2,-2)y
24+4x=a'x+b-(x—2)> a=5b=-1=f(x+x%) =(5,-1),

Por tanto la matriz dg respecto de las basés/ V esfy, = (8 % i)
- A%

P8. Sea la aplicacion linegkt R? - R3 definida porf(x,y) = (x —y,0,y — x)

a) Calcular la matriz de la aplicacion respectdadebases candnicas Ré y R3 y a partir de
esa matriz determindfer(f).

b) Calcular la matriz de la aplicacion respectolae basesA = {(1,—1),(2,1)} de R? y
B ={(0,1,1),(2,1,0),(-1,0,1)} deR3y a partir de esa matriz determiréar(f).

¢) Comprobar que los nucleos calculados en losdadados anteriores son equivalentes.

RESOLUCION

a) Sean las bases canoni€as= {(1,0), (0,1)} y C; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R? y R3
respectivamente. Se hallan las imagenes de logresale la bas@, en funcion de los vectores
de la bas€;

f(1,0) =(1,0,—-1)
{f(O,l) =(-1,0,1)

Entonces, la matriz de la aplicacipmespecto a las bases canonicas es

1 -1
fe,e; = 0 0
-1 1/¢,c,

A partir de esta matriz se determina el ndcleadgplicacion
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Ker(f) = {x € R?| f(X) = (0,0,0)}
Considerando el vector genériée= (x;,x,) € R?,

1 -1 0
2) — X1\ _ X1 —Xxy =0 _
f&) =(000) = (_(1) 2) (xz) B <8> > {—xl +x,=0 = X1 =X

Por tanto, Ker(f) = {(x1,x1) = x,(1,1)} siendo B = {(1,1)}una base del nucleo y su

dimension 1.

b) Se calculan las imagenes de los vectores daskedb= {(1,—1),(2,1)} y se expresan como

combinacion lineal de los vectores de la biase
f(1,-1) = (2,0, —2)C3 = (2,0,—2) =a(0,1,1) + b(2,1,0) + ¢(—1,0,1)
s>a=b=0,c=-2> f(1,—-1) = (0,0,—2);
f(2,1) = (1,0,—1)¢, = (1,0,—1) = a(0,1,1) + b(2,1,0) + ¢(=1,0,1)
>a=b=0,c=-1=f(2,1) = (0,0,—1);

Entonces, la matriz de la aplicacipmespecto a las basgs/ B es

0 0
fap=| 0 0
=2 —1/48

Utilizando esta matriz se calcula el nuclegfde

Ker(f) = {Z € R?| f(2) = (0,0,0)}

SeaZ = (zy, 2,) un vector genérico dr?

0 0 0
f(é)) = (0,0,0) = ( O 0) (iz) = <0> = _221 - ZZ = 0 :>ZZ = _221
-2 -1 0

Por tantoKer(f) = {(z;,—22;) = z,(1,—2)} siendoB’ = {(1,—2)} una base del mismo y su

dimension 1.

c) Se va a comprobar que los nucleos calculaddesapartados a) y b) son equivalentes,
aunque a simple vista parezca que son distintés.€ssdebido a que en el apartado a) el nacleo
estd expresado en la base candnidd’g en el apartado b) esta expresado en ladasR?.
Considérese el vect@t, —2) de la base dEer(f) calculado en el apartado b). Este vector esta

expresado en la bade Realizando el cambio de base a la base can@igiatiene lo siguiente

(1L,-2)4=1-1,-D+(=2) 21 = (=3,-3),
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El vector (—3,—3) es proporcional al vectdr,1), que es el vector obtenido como base del
nacleo en el apartado a). Entonces los subespacimndrados por ellos coinciden, es decir, los

ndcleos obtenidos en los dos apartados anterioneigjgales.

P9. Sean las aplicaciones linealgsR3 - R*, g:R* > R3y h:R3 - R3 definidas por
fl,y,z) =Q2x+y,x+2z2zx+2y), gy, z,t) =(x+y+z,x+2zy+2t) y
h(x,y,z) = (x,y,y — 2).

Calcular cuando sea posible la matriz y las eonasi implicitas de las siguientes aplicaciones
lineales respecto de las bases candnicas:
a)fog

b) fogoh

C) fohog

RESOLUCION

f
a)fog:R* S R3 L R*

Para calcular la matriz de la aplicacion composi¢idg basta multiplicar las matrices de las
aplicacioneg'y g. Por tanto se calcula la matriz de cada una dagbsaciones y la matriz de

la composicion

£(1,0,0) = (2,1,0,1) 2 10
f(O,l,O) = (170'0'2) = fC3'C4— = é 8 %
£(0,0,1) = (0,1,2,0) 120

C3 ,C4,

(g(l,0,0,0) =(1,1,0)

goL00=on_  _(1 110
ig(0,0,1,0)=(1,2,0) Y\ 1 o 2
9(0,0,0,1) = (0,0,2) Cots
210\ 4 1 4 00 (3240
fogce =fec 9cc = (1) 8 % (1 0 2 0>= (1) % (1) 42}
010 2
120 31 5 0/¢p,

Para calcular las ecuaciones de la aplicacionllsemultiplica la matriz por un vector genérico

deR*
Y1 3 2 4 0\ /% Y1 3x; + 2x5 + 4x3
Y2 (1 2 1 2|[%2 | (Y2 )% 2x3 +x3 + 2x4
Y3 0 2 0 4/)\*3 V3 2x5 +4x4
Ya 3 1 5 0/ \X Va 3x; + x5 + 5x3
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Por tanto las ecuaciones de la aplicag¢igg son
fog(xy,x3,%x3,x4) = (3x1 + 2x5 + 4x3,%1 + 2%, + X3 + 2x4, 22,5 + 42Xy,
3x1 + x5 + 5x3)

Otra forma de resolver este apartado es utilizdefmicion de aplicacion lineal

Sea el vectaf = (x4, x5, x3,x4), €NtONCES

(fog)(®) = f(g(X)) = f(x1 + x2 + x3,%1 + 2x3, %7 + 2x4)

(fog)(®) = (2(x1 + x2 + x3) + (1 + 2x3), (%1 + 22 + x3) + (2 + 2x4), 2(x2 + 2x,),
(x1 + x5 + x3) + 2(x1 + 2x3))

(fog)(X) = (Bxy + 2x5 + 4x3,x1 + 25 + X3 + 2x4, 2%, + 4X4, 3% + X5 + 5x3)

b) No se puede realizar la composicién dado qesmhcio vectorial de origen de la aplicacién

g no coincide con el espacio vectorial de llegaddmlicaciom.

h
c) fohog RS RS Re Lpe

Al igual que en el primer apartado, para obtenenddriz de la composicion basta multiplicar

las matrices de las tres aplicaciones del primartago se tiene

1 1 1 0
9c4,c3=<1 0 2 0)
0 1 0 2/¢p,

A continuacion se obtiene la matriz correspondiariteaplicaciorh

2

fc3,c4 =

o
NOO -
o NRFR O

1 C3,Cy

h(1,0,0) = (1,0,0) 10 0
h(0,1,0) = (01,1) = hec, = (0 1 0)
h(0,0,1) = (0,0,—-1) 0 1 —1/¢pc,

Entonces, procediendo de forma similar la matritademposicion es:

i é (1) 10 0y/1 11 0
(fohog) c4,c4=fc3,c4'[hcg,c3'9c4,cg]= 00 2 [(0 1 0><1 0 2 0)]
1 2 0 01 —-1/\0 1 0 2

2 1 0 3 2 4 0

1 1
(ro 1)y o5 o)z 0o 3 -2
o027 72 9)7\2 24 4
12 0 - 31 5 0/¢0,

Para calcular las ecuaciones del sistema se nicatifh matriz por un vector genérigo=

(%1, %2, %3, Xx4) deR*
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1 3 2 4 0\ /% 1 3x1 + 2x; + 4x3
Ya|_[2 0 3 =2|(Xx)_[Y2]_ 2x1 + 3x3 — 2x4
V3 2 =2 4 —4|\*X3 V3 2x1 — 2x5 + 4x3—4x4
Va 3 1 5 0/ Va 3xq + x5 + 5x3

Entonces las ecuaciones de la aplicagighog son

(fohog)(X) = (3xq + 2x, + 4x3,2x1 + 3x3 — 2x4, 2Xx1 — 2X5 + 4x3—4x4, 3x; + x5 + 5x3)

P10. Hallar las ecuaciones de la aplicacion lingdaR3 — R? sabiendo qu¢(2,0,1) = (4,1),
f(=1,1,0) = (—=2,0) y f(1,1,2) = (2,2).

RESOLUCION

Se consideran la base canoénicaRfe C; = {é;,¢é,,¢é;} dondeé; = (1,0,0), &, = (0,1,0) y
é; = (0,0,1) vy la base candnica d&?, C, = {é';,¢é’,}, siendoé’; = (1,0) y &', = (0,1). El
vector(2,0,1) se puede expresar coé, + é;.

Aplicando las propiedades de las aplicacioneslisea
f(2,01) = (41) = f(26, + &) = 2f(é1) + f(&3) = (41),
Repitiendo el proceso para los vectdres,1,0) y (1,1,2) se obtiene
f(=1,1,0) = (=2,0) = f(—€;, + &) = —f (1) + f(&;) = (=2,0),
f(1,1,2) = (2,2) = f(é; + &; +28;) = (&) + f(&;) + 2f(&3) = (2,2)c,

Se forma un sistema de tres ecuaciones con trégriitas donde las incognitas son las

imagenes de los vectores de la base candnid egpresados en la base candnic®Réle

2f(é) + f(é3) = (41)
—f(é) + f(&) = (-2,0)
f(51) + f(é)z) + Zf(53) =(2,2)

Se resuelve el sistema y se obtiene £fji&) = (2,0), f(€;) = (0,0) y f(é3) = (0,1). Una vez

obtenidos, basta colocar estos vectores en coluparasobtener la matriz de la aplicacion

=G 0 0.

A partir de esta matriz, se determinan las ecuasiake la aplicacion linegl

X1
Yiy_ /2 0 0 y1=12x% _
G)=C o D) =% = rema = @ns
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P11. Hallar la matriz asociada a la aplicacion lingalP, (x) — P;(x) considerando la base

B ={2+x,x— 1} en el espacio vectorial origen y la base canoaital espacio vectoria
destino sabiendo qy&4x +2) =x -2y f(x —4) = 2x + 1.

RESOLUCION

Se expresa el vectdx + 2 como combinacion lineal de los vectores de la Base
4x+2=aR+x)+b(x—1)=2a=2yb=224x+2=2Q2+x)+2(x—-1)
Aplicando las propiedades de las aplicacioneslisea
fAx+2)=f2R+x)+2(x—-D]=2fC+x)+2f(x—-1)=x-2
Se repite el proceso con el vector 4
x—4=a+x)+b(x—1)=>a=-1yb=2=2x—-4=—Q2+x)+2(x—-1)

Portantof(x —4) = f[-QR+x)+2(x - D] =—fR+x)+2f(x—1)=2x+1
Se forma un sistema de dos ecuaciones con dosnitg®gdonde las incognitas son las

imagenes de los vectores de la base P, (x) expresados en la base candnica del mismo

{2f(2+x)+2f(x—1)=x—2

—fR+x)+2f(x—1) =2x+1

La solucion del sistema ¢$2 + x) = —%x -1yf(x—-1) = %x

Estas imagenes ya estdn expresadas como combinauéh de los vectores de la base

canonica{1,x} del espacio vectorial de llegaf?a(x). Con lo que la matriz dg en las bases

pedidas es

foc= (13 596)3,6
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CUESTIONESRESUELTAS

C1. Seanf un endomorfismo definido eR3, B = {é,,¢é,,€;} la base candnica dR® y las

imagenesf(é;) = u, f(é,) =7, f(é) =1+ v, siendou y v linealmente independientes.

Determinar si las siguientes afirmaciones son \cendes o falsas:
a) f esinyectiva.

b) f es sobreyectiva.

RESOLUCION

a) Falsof es inyectiva si y solo sKer(f) = {6}. Véase si se verifica esta igualdad
Ker(f) = {(x1,%5,x3) € R3: £ (1, %2, %3) = 0}
Para cualquiefx;, x5, x3) € R3, se cumple
(1, %2, X3) = X181 + X268, + X365
Como la aplicacioif es lineal
fQxy,%2,x3) = x1f (1) + x2f (62) + x3f(€3) = x1U + XU + x5 (U + V) = (g + x3)U +
+ (xy+x3)V
Para quéx,, x,,x3) € Ker(f), f(xq,x5,%3) = 0. Se plantea esta ultima igualdad
(1,25, %3) = (31 + x3)t + (x2433)0 = 0
Dado que los vectoresy v son linealmente independientes y por tanto nospsie tiene que

X1+X3=0 _ _
=>X1—XZ—_x3

x2+x3 = 0
Por lo que los vectores del nacleo son de la forma
Ker(f) = {(=x3,~x3,%3): x3 € R} # (0}
Y se concluye que la afirmacion es falsa.
b) Falsof es sobreyectiva si y solo dim(Im(f)) = dim R® = 3
En el caso particular del endomorfisffidR?® - R3 las dimensiones verifican

dim R® = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

"
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Del apartado anterior se sabe dqUer(f) = {(—x3, —x3,x3):x3 € R} =((—1,—-1,1)), y por

tantodimKer(f) = 1. Sustituyendo este valor en la ecuacion anterior

dim R® = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Im(f)) = 2
=3 -

Por lo que la afirmacion es falsa.

C2. Determinar si las siguientes afirmaciones sonadeahs o falsas:

a) Es posible definir una aplicacion lineal inyeatde la formg: R? - R*.

b) Es posible definir una aplicacion lineal sobiya de la formg: R? —» R*.
c) Es posible definir una aplicacion lineal inyeatde la formay: R* - R2.

d) Es posible definir una aplicacion lineal sobiiya de la formay: R* —» R2.

RESOLUCION

a) Verdadero. Utilizando la igualdad que relacitasadimensiones del nucleo, del subespacio

imagen y del espacio vectorial de origen de lacapion linealf se tiene que
dim R? = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

f es inyectiva si y s6lo sker(f) = {0}, o lo que es lo mismo si y sélo dim(Ker(f)) = 0.

En este caso, la dimension del subespacio vectordgen resulta

~—_—
=2 =0

dim R? = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Im(f)) = 2

Debido a qudm(f) es un subespacio vectorial B&, se debera cumplir quﬁm([m(f)) <
dim R* = 4. Esta condicién no resulta contradictoria con daaldad dim(Im(f)) = 2,
condicion que debe cumplir el subespacio imagemdmda aplicacion lineaf: R? -» R* es

inyectiva.

b) Falso.f es sobreyectiva si y solo sin(f) = R*, es decirdim(Im(f)) = 4.

dim R? = dim(Ker(f)) + dim(]m(f)) =>2= dim(Ker(f)) +4= dim(Ker(f)) =-2

=2 2

lo cual es absurdo ya que la dimensién de cualcuibespacio vectorial es siempre positiva,
dimKer(f) = 0.
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c) Falso. No es posible encontrar una aplicacitealig: R* - R? inyectiva.g sera inyectiva si
y s6lo si,Ker(g) = {0}, o lo que es lo mismo, si y sélo ¢gim(Ker(g)) = 0. De nuevo

igualando dimensiones

dim R* = dim(Ker(g)) + dim(Im(g)) = dim(Im(g)) = 4

=4 =0

Como Im(g) es un subespacio vectorial @&, dim(Im(g)) <2, lo cual contradice la

condicién para que la aplicacion lingasea inyectiva.

d) Verdadero.g serd sobreyectiva si y sélo shin(g) = R?, es decir, si y solo si
dim(Im(g)) =2

dim R* = dim(Ker(g)) + dim(Im(g)) = dim(Ker(g)) = 2
=4 -2

Y es posible que esta Ultima igualdad se verifjpuesto qué&er(g) es un subespacio vectorial

deR*y por tantodim(Ker(g)) < 4.

C3. Sea la siguiente aplicacion line@lE — F, siendodimE =n y dimF = m, conn < m.
Determinar si las siguientes afirmaciones son \ges o falsas:

a) Si{uy,uy, ..., Uy} €S un sistema libre @ entoncesf (u,), f (Uy), ..., f (Uy)} también lo es
enF.

b) Si{f (), f(Uy), ..., f(U,)} es un sistema libre € entonce$u,, us, ..., U, } es libre ert.

RESOLUCION

a) Falso. Se utiliza un contraejemplo para demogtra la afirmacién es falsa.
ConsidérenseE = R?, F = R3 y las bases candnicas de los misnibs {é;,é,} y B’ =
{¢',,8',,€3}). Sea la aplicacion linegl: R> » R3 tal quef(xq,x;) = (xq,%5,0). El sistema
{é,,é,} es libre erR?, pero el sistem§f (€;), f(€,)} = {(1,1,0), (2,2,0)} no es libre em3.

b) Verdadero. Esta afirmacion se demuestra mediadteecion al absurdo.

Supéngase que el sistemaf{iy,u,,...,u,} es ligado siendo el sistema
{fW), f(Uy), ..., f(Up)}un sistema libre, es decir, que existe algin veatorque es
combinacion lineal del resto de vectores del siatednpongase que este vector es el primero
Uy = ayuy, + ag Uz + -+ + a, U, siendo alglmy; # 0.

Como f es lineal se tiene quE(u,) = a,f(Uy) + as f(u3) + -+ a,f(U,) siendo algin

a; # 0. De esta Ultima igualdad se concluye di§e€,) es combinacion lineal de los vectores
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{f (W), ..., f(Uy)}, con lo que el sisteméf(u,),f(uy),...,f(d,)} no es libre, lo cual es

absurdo. Por tanto, la afirmacién es cierta.
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EJERCICIOSRESUELTOSCON MATHEMATICA

M1. Indicar sif:R3 - R3, definida porf(x,y,z) = 2Qx+y,x —z,—x +2y+z) es una

aplicacion lineal.

RESOLUCION

Remove ["Global "]

Se definen la aplicacigfy dos vectores genéricos del espacio vectidal

x={x1, x2, x3}; v = {vl, ¥v2, ¥y3};

fl[{2 , B , 2 }]={2a+b,a-c, —-a+2b+c};

Para qug sea una aplicacion lineal se deben verificariagentes condiciones

fG+N=fEO+f0) . -
{ F(@d) = af @) V%yERIAVa€ER

Se comprueba que se cumple la primera condicion

£[x]

12 x1 +x2, x1 -x3, -x1+2x2+x3}

tly]

12vl+v2, v1-v3, -yl +2vy2+vy3}

flx+y]

%2 +2 (x1+y1) +y2, ®x1 —-x3 +yl -3, —x1l +=x3-yl+2 (x2+y2) +y3}

flx+y] = £[x] + £[y] // Simplify

True

Se comprueba que se cumple la segunda condicién
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flaxx]

{2x) e+ x2 e, ¥ x— %3 ex, —x) x + 2 %2 & + %3 ex}

ax £ [x]

{(2x1+=x2) o, (x] —%x3) a, (-x1 +2x2 + x3) o}

flaxx] == axf[x] // Simplify

True

Por tantof es una aplicacion lineal.

M2. Dada la aplicacién linegl: R® — R? definida porf (x,y,z) = (x — 2y + 2z,x — z),
a) Calcular la matriz de la aplicacion lineal.

b) Calcular el nacleo dé

c) Calcular una base dev(f) y su dimension.

d) Clasificar la aplicacion.

RESOLUCION

Remove ["Global "]

a) Se define la aplicaciofiy se calcula su matriz hallando previamente la&genes de los

vectores de la base canonica

fl{= , ¥ , 2 }] ={x-2y+2=z, x-2z};

fel = £[{1, 0, 0}]; £e2 = £[{0, 1, 0}]; £23 = £[{0, 0, 1}];

mat = Transpese[{fel, fe2, fe3}]; MatrixForm[mat]

1 -2 2

1 0 -1 l

b) Para calcular el nicleo ¢ese define un vectat = (x,y,z) € Ker(f) que cumple, por

tanto, quef (%) = 0
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nuc = {x1, x2, x3};

g0l = Solve[f[nuc] == {0, 0}]

(2 22, 22

nuc = nuc /. Flatten[sol]

{E, X2, 2:{2}

=3 =3

Una vez calculada la forma genérica de los vecteéstcleo, se calcula una base del mismo
dando cualquier valor no nulo a la variabk

basenuc =nuc /. x2 + 1

242

Otra forma de resolver este ejercicio es medidntereando NullSpace, comando que devuelve
una base del nucleo

bazsenmic = Flatten [NullSpace [mat] ]

12, 3, 2}

La forma genérica del nucleo es

nuclec = ax basenuc

c) Para calcular la dimension de la imagen bastalea el rango de la matriz de la aplicacion

dimimag = MatrixRank [mat]

Se toma un menor no nulo de orden dos de la mamterior. Los vectores que forman ese
menor son los vectores de la base de la imagen
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Det[mat[[{1, 2}, {1, 2}]]]

2

B ={(1,1),(—2,0)} es una base den(f) y dim(Im(f)) = 2. ComodimR? =2y Im(f) €
R?2, se concluye quen(f) = R2.

d) Se analizan los siguientes aspectos

- E=R3*#F=R?
- dim(Ker(f)) =1 # 0= f no es inyectiva
- dim(Im(f)) = 2 = dimR? = f es suprayectiva

Por todo ello se deduce gfies un epimorfismo.

M 3. Dada la aplicacion linegl: M, (R) — M, (R) definida porf (? Z) = (a Z b c _? d)'

a) Calcular la matriz de la aplicacién respecta lbdse candnica dé, (R)
b) CalcularKer(f) una base y su dimension.

c) Calcular la dimension den(f).

d) Clasificarf.

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

161

a) Se define la aplicacighy se calcula la matriz de la aplicacion hallarm®imagenes de los

vectores de la base candnica

£[{{a_, b }, {e_, d }}] ={{a+b, 0}, {a, c+d}}

{{a+b, 0}, {a, c+d}}

fel = £[{{1, 0}, {0, 0}}]; £=2 = £[{{0, 1}, {0, 0}}]; £=3 = £[{{0, 0}, {1, 0}}1;
fed = f[{{ol 0}! {01 1}}]:
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mat = Transpose [ {Flatten[fel], Flatten[fe2], Flatten[fe3], Flatten[fed]}]:
MatrixForm [mat]

I

.O oo
[ I s e B o
o OO
H o oo

b) Se define un vector dé,(R) y se calculan las condiciones para que pertereeZea(f)

ker = {{x1, x2}, {x3, x4}};

scl = Selve[f[ker] == {{0, 0}, {0, 0}}]

{{x1 20, x2 30, x3 > —x1}}

ker = ker /. sol[[1]]

{{0, 0}, {—x4, x4}]

Una vez calculada la forma genérica de los vectdeéslcleo, se obtiene una base del mismo

dando cualquier valor no nulo a la variable

bker = ker /. x4 + 1; MatrixForm [bker]

|.' ] 'D'-|
v—-1 1/

La base del nucleo esta formada por un Unico vectawulo, por lo qudim(Ker(f)) =1.

c) Para calcular la dimension de la imagen bastalea el rango de la matriz de la aplicacion

dimimag = MatrixRank [mat]

3

d) f es simplemente un homomorfismo ya que

- E=F=M,(R)

- dim(Ker(f)) =1 # 0 = f no es inyectiva

- dim(Im(f)) = 3 # 4=dim(M,(R)) = f no es suprayectiva
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M4. Sea la aplicacién lineaf: R* -» R3 definida porf(x,y,z,t) = 2x+y—t,x+z+
t,—x—y+z+2),
a) Calcular el transformado del vectdr= (0,4,—1,3) respecto g . ¢Es posible qu& €

Ker(f)?

b) Hallar un vector que respectg ae transforme en el vectwor= (1,4,3).

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

a) Se define la aplicacion linely se calcula la imagen del vecfor

f[{ﬂ_l }’_; z_l 5_}] ={2x+y_tl x+z+t, —K—Y+Z+2t}

{—t+2x+y, t+x+=2, 2t -x-y+ =z}

v=1{0, 4, -1, 3}; £[v]

{1( 2( 1}

f[v] = {0, 0, 0}

Fal=ze

El vectorv no pertenece al nicleo de la aplicacion ya quensigen no es el vector nulo,

F(@) # 0.

b) Se define un vector genérico B¢ y se obtienen los vectores que se transformaw en

mediante la aplicaciofi

vector = {x, y, 2, £t} w= {1, 4, 3}:

20l = Solve[f [vector] = w]

T w 2= 5 ¥ =
e R R
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vector = vector /. sol[[1]]

3

De los infinitos vectores que se transforman emeetor w, se toma uno cualquiera dando

valores arbitrarios a las variableg y

vector = vector /. {y =+ -7, z »+ 0}

{4, -7, 0, 0}

M5. Sea la aplicacion linegt M3 (R) — M;(R) definida por

a b c 0 b+d c+g
f(d e f): d—b 0 f+h
g—c

g h i

1 2 0
a) Calcular el transformado de= (—1 1 2) respecto .
4 0 1
0 3 5
b) Calcular la anti-imagen de={ -3 0 1 |respecto &.
310

RESOLUCION

Remove ["Global "]

a) Se define la aplicacighy se calcula la imagen de la maifiz

fi{{a . b ,c}. {d.e.f£},{g.h,il}}]-=
{{0,b+d, c+g}, {d-b, 0, £+h}, {g-c, h- £, 0}}

{{0, b+d, c+g}, {-b+d, 0, £+h}, {-c+g, -£+h, 0}}

A={{1,2,0}, {-1,1, 2}, {4, 0, 1}}; £[A] // MatrixForm

o 1 4
[—3&2]

4 -2 0
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b) Se definen la matri2 y una matriz genérica de dimensigx8

B=[{0, 3, 3}, {-3, 0,1}, {3,111, 0}}; antiimagen = Array[m, {3, 3}]:
MatrixForm [antiimagen]
rm[l, 1] m[1, 2] m[1, 3]

m[2, 1] m[2, 2] m[2, 3]
\m[3, 1] m[3, 2] m[3, 3]

Se obtienen las matrices que medighse transforman en la matiz

20l = Solve[f[antiimagen] == B]

{{m[1l, 2] - 3, m[2, 1] =0, m[1, 3] =1, m[3, 1] = 4, m[2, 3] =0, m[3, 2] = 1}}

antiimagen = antiimagen /. s0l[[1]]; MatrixForm[antiimagen]

‘m[1, 1] 3 1
0 m[2, 2] 0
4 1 m[3, 3]

Los parametrosn(1,1), m(2,2) y m(3,3) pueden tomar infinitos valores. De las infinitas
matrices que se transforman en la magrize toma una cualquiera dando valores arbitrarios
las variablesn(1,1), m(2,2) y m(3,3).

antiimagen = antiimagen /. {m[1, 1] -1, m[2, 2] -+ 10, m[3, 3] = -10};

MatrixForm [antiimagen]

I 3 1
‘EI 10 0 ‘
4 1 -10

M6. Sean las aplicaciones lineal¢gsR3 - R*, g:R* > R3y h:R3 - R3 definidas por
fl,y,2) =2x+y,x+2z2zx+2y), gx,y,z,t)=(x+y+z,x+2zy+2t) y
h(x,y,z) = (x,y,y — 2).

Calcular cuando sea posible la matriz y las ecuasiale las siguientes aplicaciones lineales
respecto de las bases canonicas:
a)fog.

b) fog oh.

C) fohog.
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RESOLUCION

| Remove ["Global ="]

a) Se definen las aplicaciongsg y h

fl{= , ¥ , 2z }]={2x+y,x+2, 22, x+2y};
gli= . v .,z ., t }] ={x+y+z, x+22z, y+21t};
hi{=z , ¥ , =z }] ={x, vy, y-z2};

Se calculan las matrices de las tres aplicacias®ecto de las bases candnicas

fel = £[{1, 0, 0}]; fe2 = £[{0, 1, 0}]; £fe3 = £[{0, 0, 1}];

matf = Transpose[{fel, fe2, feld}]; MatrixForm|[matf]

210
101
o0 2
V1 2 0

gel =g[{1, 0,0, 0}]; ge2 =g[{0,1, 0, 0}]; ge3 =g[{0, 0,1, 0}];
ged =g[{0, 0,0, 1}];

matg = Transpose[{gel, ge2, ge3, ged}]; MatrixForm |[matg]

|

1
1
, O

=
SRR
Moo

hel=h[{1, 0, 0}]; he2 =h[{0, 1, 0}]; he3 =h[{0, 0, 1}];

math = Transpose[{hel, he2, he3}]; MatrixForm|[math]

1 0 0O
[01 0]

0 1 -1

Se calcula la matriz de la aplicacifmg multiplicando la matriz d¢ por la matriz dgy

matfg = matf.matg

[{3, 2, 4, 0}, {1, 2, 1, 2}, {0, 2, 0, 4}, {3, 1, 5, 0}}

A partir de esta matriz se calculan las ecuacideda aplicaciorfog
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{vl, v2, v3, v4} = matfg. {x1l, x2, %3, x4}

{3 x1 +2x2+4x3, x1 +2x2 +x3+2x4, 2x2+4x4, 3x]1+x2+5x3}

Otra forma de hallar las ecuaciones de la aplicaiy es utilizar directamente la definicion

de composicién de aplicaciones lineales

flg[{xl, x2, x3, x4}]] // Simplify

{3x1+2x2+4x3, x1 +2x2+x3+2x4, 2 (x2+2x4), 3 x]1 +x2 +5x3}

b) Se procede del mismo modo p#egoh comprobandose que no se pueden obtener ni las
ecuaciones ni la matriz de la aplicacion. Esto @sidb a que no se pueden componer las
aplicaciones en ese orden ya que el espacio deldedeh esR? y el espacio de origen gees

]R4

flg[h[{xl, x2, x3}]]] // Simplify

flg[{xl, x2, x2 —x3}]]

matf.matg.math

Dot::dotsh:
Tensors {{3,2,4,0},{1,2,1,2},{0,2,0,4},{3,1,5,0}} and {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, 10, 1, —1}} have incompatible
shapes. =

113, 2, 4, 0}, {1, 2, 1, 2}, {0, 2, 0, 4}, {3, 1, 5, 0}}_
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 1, -1}}

c) Se repite el mismo proceso para la aplicafhog

matf.math.matg

{{31 2( 4( G}r {21 Or 3( _2}1 {21 _2r 4( _4}1 {31 1( 5( G}}

flhig[{x1l, x2, %3, x4}]]] // Simplify

{3 x1+2x2+4x3, 2x1 +3x3-2x4, 2 (x1 —x2+2x3-2x4), 3x1+=x2+5=x3}
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M7. Sea la aplicacion linegt R? - R3 definida porf (x,y) = (x —y,0,y — x).

a) Calcular la matriz de la aplicacifnespecto de las bases canonicaRtlg R3 y a partir de
esa matriz determindfer(f).

b) Calcular la matriz de la aplicacion respectdedeased = {(1,—1),(2,1)} deR? y

B ={(0,1,1),(2,1,0),(-1,0,1)} deR3 y a partir de esa matriz determi&ar(f).

c) Comprobar que los nucleos calculados en logdagados anteriores son equivalentes.

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

a) Se calcula la matriz de la aplicacion respeettasl bases canonicas

fl{= , ¥ }]1 ={x-v. 0, y-x};

fel = £[{1, 0}]; fe2 = £[{0, 1}];

matoeo = Transpose[{fel, fe2}]; MatrixForm [matoo]

1 -1
OO]

V-1 1

A partir de esta matriz se obtieKer(f) y una base del mismo

kerl = {x1, x2}; sol = Solve[matcc.kerl = {0, 0, 0}]

{{xl = =2}

kerl = kerl /. Flatten[sol]

{x2, x2}

bkerl = kerl /. x2 31

{1, 1}

Una base del nicleo respecto de la base canénira€g1,1)}.
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b) Se calcula la matriz de la aplicacién respeettad based y B

al={1, -1}; a2 = {2, 1}; bl = {0, 1, 1}; b2 = {2, 1, 0};
b3 = {_11 0; l};

fal = £[al]

12, 0, -2}

scl = Selve[fal =axbl + 8xb2 + y+xb3, {a, B, v}]

{{la—=0, B0, v>-211

falbaseb = {a, B, ¥} /. sol[[1]]

10, 0, -2}
fa2? = f[aZ2]
{11 Or _1}

scl = Selve[fa2 =axbl + B8xb2 + v+ b3, {a, B, v}]

{{a—=0, B0, v—>-111

faZbaseb = {a, B, ¥} /. sol[[1]]

{0, 0, -1}

matab = Transpose [ {falbaseb, faZbaseb}]; MatrixForm [matab]

o o0
[0 O]
2 -1

A partir de esta matriz se obtieKer(f) y una base del mismo

ker?2 = {x1, x2}; sol = Solve[matab.ker2 = {0, 0, 0}]

{{x15-2})

ker? = ker2 /. Flatten[socl]

xZ
{—?, x2}

169
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bker?2 = ker2 /. x2 5 -2

{1, -2}

Una base d&er(f) calculada respecto de las badesB esD’ = {(1,—2)}.

¢) Se comprueba que la base del nucleo obtenidhsagundo apartado es equivalente a la base
del nacleo obtenida en el primer apartado, ya ¢iueator de la basB’esta expresado respecto

a la basel y el vector de la base respecto de la base candnica. Para comprobarievaea

cabo un cambio de base del vector de la Pasebteniendo sus coordenadas respecto a la base

candnica

basekerZcanonica=1wal + (-2) wa2

(-3, -3}

basekerZcanonica = (-3) » basekerl

True

El vector (—3,—3) es proporcional al vectqr,1). Por tanto, los subespacios generados por

ambos son iguales, y los nucleos obtenidos endssplartados coinciden.
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5 DIAGONALIZACION

5.1 Vector y valor propio

Definicion: Sean((E, +), (K, +,-),o) un espacio vectorial § un endomorfismo efl. Se dice
que un vector no nul@ € E es un vector propio o autovector flesi existe un escaldre K
tal quef(x¥) = 2 %. Al escalard se le llama valor propio o autovalor fleasociado al vector

propiox.

SeaA la matriz asociada al endomorfisrfipentonces se cumple qfiéx) = Ax. También se

dice quex € E es un vector propio dé si existe un escaldre K tal quedx = 1 X.

5.2 Propiedades de los vectores propios

Sean((E, +), (K, +,-),o) un espacio vectorial § un endomorfismo ef. Entonces

- Un vector propio d¢ esta asociado a un unico valor propio, o lo qui® @sismo, si
X € E es un vector propio déasociado a dos valores propibg € K, entonced = p.

- Si X € E es un vector propio dé asociado al valor propi@ € K, cualquier vector
(6 X) € E es un vector propio d¢ asociado al mismo valor propio

- Cualquier valor propid € K tiene asociados infinitos autovectores’de

- Los vectores propios dé asociados al valor propib € K constituyen un subespacio
vectorial que se denota pBy y se denomina subespacio propio asociatto a

Ey={X€E:f(xX)=1%x}
o lo que es lo mismo
Ey={%€E:(f-)(X) =0} = Ker(f — Ai)

siendoi la aplicacion lineal identidaid xX) = X.

- Los vectores propios d¢ asociados a distintos valores propios son lineatene

independientes.
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5.3 Calculo de valores y vectores propios

Sean ((E, +), (K, +,-),o) un espacio vectorial de dimension finikla f un endomorfismo
definido enE y U = {uy,uy, ..., u,} una base del mismo. Saae E un vector propio d¢f

asociado el valor propib, por tanto
f(X) =1% siendo¥ = 0

Expresado matricialmenyg; y - (X)y = 2(X)y, siendofy y la matriz asociada g

fir fiz v fin X1 X1
for faz v fm N R Y
fon1 fnz o fan uuU n/y n/y

Esta igualdad equivale al sistema lineal de ecnasio

(f11 = Dxg + fizxz + -+ finxy =0
f21%1 + (f22=D)xz + -+ fonxy, =0

fnlxl +fn2x2 +ot (fnn —Dxp, =0

Comox es una solucién no trivial del sistema homogémeerimr, debe verificarse que:

fin—4 fiz fin
fa1 faa=A fon
: : : =0
f faz e fan— A

Esta igualdad se denomina ecuacion caracterisgétdgterminante polinomio caracteristico del

endomorfismg’ y se representa péf(4):

fll - A f12 fln
f21 f22 - A on
F@=1 : .
fn.l f:nZ fnn._ A

Los valores propios del endomorfisrfigon las raiced;, 1,, ..., A, € K del polinomioP; (1) y
los vectores propios asociados a los valores psdpison los vectoreg; que cumplerf (X;) =

o
/‘lixi'

Definicion: Se llama multiplicidad algebraica de un autovaloal orden de multiplicidad que

tiene en la ecuacion caracteristica y se denotaip@t).

Definicion: Se llama multiplicidad geométrica de un autovalaa la dimension del subespacio

propio asociado al misméjy, y se denota pon, (1).
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Proposicion: SiA es un autovalor dé entonces se verifica que:

1=<my(A) <my(4)

5.4 Endomorfismo diagonalizable

Definicion: Se dice que dos matricdsy B de dimensiom son semejantes si existe una matriz

regularP tal queB = P 1AP.

Proposicion: SiA y B son dos matrices semejantes, entonces:

- P, =Ps(D)
- |Al = |B]
- tr(A) = tr(B), dondetr denota la traza de la matriz, es decir, la sumasielementos

de su diagonal principal.

Definicion: Se dice que un endomorfismo es diagonalizable smatriz asociadad es
semejante a una matriz diagonal, es decir, siexisha matriz reguld y una matriz diagonal

D tales que:

D = P71AP

Definicion: Se dice que un endomorfisrfiaefinido en el espacio vectorigles diagonalizable
Si existe una base deérespecto de la cual su matriz asociada es diag&sth base es la

formada por vectores propios linealmente indepenelsedef .

Teorema: Un endomorfismof definido en un espacio vectorial de dimensiontdif es
diagonalizable si y solo si, la suma de las dim@res de los nucleos de las aplicaciones
(f — 4i), paraj = 1,2,..,r coincide con la dimension dg, siendoly,1,,...,4, € K los

valores propios del endomorfismo:

dim(Ker(f — ,1)) + dim(Ker(f — 2,1)) + -+ + dim(Ker(f — ,0)) = dim (E)

Teorema: Sean ((E,+),(K,+,-),o) un espacio vectorial de dimension finitay f un

endomorfismo definido eB. El endomorfismg es diagonalizable si y sélo si, se verifica que:

- El polinomio caracteristicB; (1) se descompone completamenteden
- Para cada autovalot;, su multiplicidad algebraica coincide con su nplitidad

geomeétrica, es decir, con la dimension del subdzspactoriall(er(f - Aji).
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- Sean 1;,4,,..,4, € K los autovalores def con multiplicidad algebraica
mqy (A1), my(4y), ..., my(4,) siendo sus respectivas multiplicidades geométricas
mg(41), mg(4;), ..., my(4;), entonceg es diagonalizable si y solo si:

mg(41) + mg(A) + -+ + mg(4,) =n
ma(/lj) = mg(/lj) paraj=1,2,..,r

Observacion: Un endomorfismof con n autovalores distintos siempre es diagonalizable,

puesto que verifica las dos condiciones anteriores.

5.5 Endomorfismo simétrico

Definicion: Se dice que un endomorfisrfiaefinido en el espacio vectoriéles simétrico si:
fE)-y=x-f(y), VX,y€E

Definicion: Se dice que un endomorfisrfiees simétrico si su matriz asociada es simétrica.

5.6 Diagonalizacion de un endomorfismo simétrico

Definicion: Se dice que la matrid € M,, es diagonalizable ortogonalmente, si existen una

matriz ortogonal rea y una matriz diagond) tales que:

D = P~'AP = P'AP

Teorema: SeanE un espacio vectorial de dimensidry f un endomorfismo simétrico definido

enE, entonce¢ tienen autovalores reales.

Teorema: SeanE un espacio vectorial de dimensidry f un endomorfismo simétrico definido
en E, entonces los autovectores flasociados a distintos autovalores son ortogortdssa

dos.
Teorema: Un endomorfismg es diagonalizable ortogonalmente si y solo ssjragtrico.

Teorema: SeaE un espacio vectorial de dimensiany seaf un endomorfismo simétrico
definido enE. Entonces, es posible generar una base ortonaoleaformadapor los vectores
propios def. Esta base ortonormal es la union de las basesoomales de los subespacios

propios asociados a los valores propiog de
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5.7 Forma canodnica de Jordan

Definicion: Se denomina matriz elemental o bloque elementabd#an de ordem asociado al
autovalor1 y se denota pof(1), a una matriz de ordemxm cuyos elementos son nulos
exceptuando los elementos situados en la diaganadigal y en la diagonal superior, que

toman los valores y 1 respectivamente.

0

— =~ 0
JO=1E T
A

mxm

Definicion: Se dice que la matrjzes una matriz de Jordan o una forma canénicarderdai

es diagonal por bloques, es decir, si existen logues elementales de Jordafi,),
J(A,), ...,J(A,) para los que:
/](/11) \
]: ](AZ) .

()

Construccioén de la forma canénica de Jordan

Sean ((E, +), (K, +,-),o) un espacio vectorialf: E - E un endomorfismo yA su matriz
asociada, siendd =R, K =Q o K = C. Debido a que el endomorfismfo no es siempre
diagonalizable, no siempre es posible encontrarmat@iz diagonaD y una matriz regulaP

tales queD = P~1AP. En alguno de estos casos es posible hallar utrd@zrda Jordag y una

matriz regularP tales qug = P~1AP. NoOtese que ${ = C, esto siempre es posible.

Proposicion: Seaf: E — E un endomorfismo siend® un espacio vectorial de dimensidry

seal un autovalor de multiplicidad algebraieg, (1).

Supodngase que, (1) = dim E; < m, (1), entonces existe € N tal que:
E, G E} € - G EP = EP*', siendoE] = Ker(f — Ai)/.

Ademasvq EN:q > = EY = EJ.

Las dimensiones de la cadena de subespacios antiiccan que:

dimEy < dimE} < - < dimEAp =m,1)
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Destacar que la dimension del dltimo subespacia dadenaEf, coincide con la multiplicidad

algebraica del autovalot, es decirdim Ef = m,(A4). Este subespacio se llama autoespacio

maximo asociado &

Teorema: Seanf: E — E un endomorfismo W4, 4,, ..., 4; autovalores del mismo. Entonces,

para cada subespadig , la aplicacion IineaflEAk: E, — E;, admite una base(1,) tal que la
matriz asociada & |E/1k con respecto a esta base es una matriz de Jet@onjunto de

vectoresB = B(1,) U B(1,) U ...U B(4,) forma una base dé denominada base de Jordan,
siendo la matriz asociadgacon respecto a dicha base la forma candnica dador
J(A1)
/- J02)
JG)
La matrizP se obtiene colocando las coordenadas de los esctiw la base de Jordan por

columnas verificandose qyie= P~1AP.

Algoritmo para la obtencion de la forma candnica delordan

Sean ((E, +), (K, +,-),o) un espacio vectorialf: E - E un endomorfismo yA su matriz
asociada, siendd = R, K = Q 0 K = C. El proceso para hallar la forma canonica de Jofda

tal que/ = P~1AP consiste en los siguientes pasos:

1.- Se calculan los autovalores de se obtienen las raices del polinomio caracted$d —
Ally sus respectivas multiplicidades algebraicas. Byage quel,,,,..,A; € K son los
autovalores deA siendo m,(4,), my(4,),...,mq(A;) sus respectivas multiplicidades

algebraicas.

2.- Para cada autovaldy, vk = 1,2, ...,s se calcula el subespacio progig . Se sabe que la
multiplicidad geométrica de cualquier autovalorseEsnpre menor o igual que la multiplicidad
algebraica del misman,(4;) < m,(4), por lo que se deben diferenciar dos casos

particulares:

2.1.-Simgy(4,) = mq(4y) = Existen m, (1) autovectores linealmente independientes que

forman la base de Jordd4;), siendo la matriz de Jordan correspondiente untaizma

diagonal:
A 0 0
0 A =~ O
=\ .
0 0 - A

Ma(A)Xmq(Ag)
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2.2.- Simg(A) < my(Ay) = Existenmg(4;) blogues elementales de Jordan asociados al

autovalor 1. Se calcula la cadena de subespacﬁgﬁks= Ker(f — A,i)/ siendo k
1,2, ..., s, que verifica:

Ey, G E3, G G EL* = EP¥Y parak = 1,2, ...,s
y se sigue el siguiente proceso:

a) Se calcula la diferencia entre las dimensionek)slesubespacioEf: y Ef}f"l, dp, =
dim E}* — dim E}*"" que es el nimero de vectores linealmente indepetedient} " —
Ef}f‘l. Es decirg,, es el numero de vectores linealmente independiente pertenecen al
subespacia!?}tj : pero no pertenecen al subespd@{fl@_l. Resaltar que estos vectores forman
una base del subespacio vectoﬁ/%(kl — Ef}f‘l. Sea dicha bade = {171,172, ...,Tiqpk} )

Para cada vector de esta base se obtiene un béeprental de Jordan de ordgp y

autovalor 4;, por lo que en total se construygp, blogues elementales de Jordan de

autovalord, y dimensiorp,xpy.

Cada uno de estos blogues elementales de Jordannstuye mediante las sucesivas

imagenes de cada vector de la basespecto la aplicacioff — A,i).
De esta forma para cafle 1,2, ...,q,, Se obtiene el siguiente conjuntopgevectores:
i P -1 P -2 — 2 -1 51 - =
By, () = {77! = (A=) - G772, % = (A= ) -1 = (A= QD) - Ty,

Obsérvese que:

N Pk

_ _ UjEEy _
(A= DEP " = (A— D22 = = (4 - LDPea, == (A— 4, DE" =0
= Aﬁjpk_l = Akﬁjpk_l = Tijpk_l € Elk
= _ Pk
_ ‘u,jE El _ _
(A— 4D TP = oo = (A= M DPRly == (A— 4?47 = 0= 4P e B},

Analogamente se obtiene el vectdt' € Ef}f‘l.
Por otro lado, se puede demostrar m}}eg E}{’:_Z por reduccion al absurdo. Supdéngase
que:

-1 —
uj =(A—/1k1)~uj
_

i'e E}{’:_Z = (A — 4 DP20" =0 (A= DP 1 = 0= 4 € Efkk_l

lo cual es absurdo dado que el vedopertenece al subespaﬁ/{i}f - E}f}f‘l.
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De forma similar se puede comprobar gyfe¢ Eflf_3, Tijp"_z ¢ Ey,.

. : J
En conclusion se puede asegurar que los vectoresomgunto B, (1) cumplen lo

siguiente:
= Dr—1 = Dk—2 2 _ = 2 Pk=2 _ pPk—3 21 Pr—1 _ pPr—2
U; € By, U; €Ey, —Expy -y EEAk E/lk Ui € E/lk E/lk ,
= Pk _ pPk—1
U,j (S E)Lk E)lk

siendo el bloque elemental de Jordan correspordéeoada uno de los conjumlg")k(lk):

Ak 1 - 0
0 A =~ 0

=1 i .1
00 A PkXDk

La unién de todos estos conjuntﬁ’gk(lk) V] Bﬁk(lk) V] ...BZ:"(AR), formara una parte de

la base de Jordan.

b) Se calcula la diferencialimEf}f"1 - dimEf:_Z. Al igual que en el apartado anterior,
esta diferencia es el numero de vectores lineabné@mependientes en el subespacio

pr—1 Pr—2
Ey.  —E
Dado que en el apartado a) se obtiepgnvectores pertenecientes a dicho subespacio, uno

SN ] — H — . pk_l _
por cada vector de la bage= {ul,uz, ...,quk}, basta seleccionay,, _; = dim E;.

Pr—1

dim E)’f :_2 — qp, Vectores. Estos vectores ademas de pertenecabmpacioEAk y no

pertenecer al subespad If_z deben ser linealmente independientes entre sipecto del

sistema de vectorﬁk(lk) V] Bﬁk(lk) u.. BZ;”‘ (1) construido hasta el momento.

Procediendo de forma similar al apartado a), es,d=lculando las sucesivas imagenes de
cada uno de los nuevos vectores seleccionados medgaaplicacior(f — A1), se obtiene

un bloque elemental de Jordan de orggr- 1 con autovalod,,.

c) Se realiza el procedimiento del apartado b) helssabespacid), , donde se eligen, si es
posible, los vectores que junto con todos los amgs formaran una base(4,) del

autoespacio maxima; ~.
k
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EJERCICIOSRESUELTOS

P1. Calcular los valores y vectores propios del endéismo f: R3 - R3 cuya matriz asociada

1 1 0
en una determinada basedes (2 -1 2).
0 1 1

RESOLUCION

Se calcula el polinomio caracteristico del endoisord f

1 1 0 1 0 0
2 -1 2]—=4|10 1 0
0 1 1 0 0 1

=-234224+51-5

1-1 1 0
2 -1-2 2 | =
0 1 1-2

Pr(A) =|A—- Al =

Se resuelve la ecuacion caracterisbig@) = 0 y se obtienen los valores propiosfde

A]_:l
B +22+51-5=0>A-1DA-V5)(1+V5) =012, =+V5
/13=_\/§

Para cada valor propio, se calculan los vectorepigs asociados. Para calcular los vectores

propios asociados al valor propig = 1, basta resolver el sistema de ecuacigdes 1,1)v =

0, dondes = (x,y,z) € R3
(01 0ymxy (0 y=0
(A—I)v=0:><(2) —i (2)><3ZI>=<8>:>{ZX_2y+22=0 >y=0x=—-z VZER
Los vectores propios asociados al valor prdgie- 1 forman el subespacio vectorial
Ey, ={(x,y,2):x = -2,y =0} ={(—20,2): z € R} = ((—1,0,1))
Los vectores propios asociados al valor prdgie= ++/5, se obtienen resolviendo el sistema de
ecuacione§A — 1,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3
1-v5 1 0

x 0
(A-V51)p=0= 2 —1-15 2 <y>=<0>=>
0 1 1-v5/% N0
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(1-V5)x+y=0
2x+ (-1-V5)y+2z2=0=2y=—(1-+V5)z, x=z Vz€R
y+(1-v5)z=0

Por lo que los vectores propios asociados al vatopio A, = +v/5 forman el subespacio

vectorial
Ey, = {(x,y,z): xX=2zy= —(1 —\/g)z} = {(z, (—1 + \/g)z,z): zZ € R} =((1,-1++5,1))
Procediendo de forma similar se obtienen los agtoves asociados/a = —/5

(145 1 0 \,x /0
(A+V51)o=0=( 2 —14v5 2 <y>=<0>=>
0 1 1+v5/ % N0

(1+V5)x+y=0
2x+(-1+V5)y+2z2=0=>y=—(1+V5)z, x =2z Vz€R
y+(1+V5)z=0

Los vectores propios asociados al valor prdgie= —/5 forman el subespacio vectorial

Ey, ={(ty2):ix=2zy=—-(1+ \/E)Z} ={(z (-1- \/g)z,z): zeR}=((1,-1- V5,1))

P2. Calcular una matria de order3x3 cuyos valores propios sdR =3, A, =1y A3 = -2

siendov; = (1,2,1), ¥, = (-1,4,1) y 3 = (1,—1,—1) sus correspondientes vectores prop

RESOLUCION

30 0 1 -1 1

Del enunciado se obtienen las matribes (0 1 0) yP= (2 4 —1) que cumplen
0 0 -2 1 1 -1

la igualdadD = P~1AP.

SiD = P 1AP entoncesd = PDP~?

1 -1 1\/3 0 0\/1 -1 1\t
A=12 4 -—1]lo o]l 4 =1
1 1 -1/\0 -2/\1 1 -1

O =

1 -1 1\/3 0 0 1/2 0 1/2 1 -1 4
=(2 4 —1)(0 1 O><—1/6 1/3 —1/2>=>A=<3 2 —1)
1 1 =-1/\0 0 =2 1/3 1/3 -1 2 1 -1
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2 a 0
P3. Sea la matrizvl = (1 b 0) siendoa, b y c parametros reales. Si se sabe que la traza de
2 0 ¢

Mes6yque = (0,0,1)yv, =(1,—1,2) son dos vectores propios ke
a) Determinar la matriy.
b) Calcular el valor de la expresi8M3 — 7M? + 2M — I utilizando los conceptos de valor |y

vector propio.

RESOLUCION

Si la traza dé/ es 6, entonces
2+b+c=6=>b+c=4

Si 7, es un autovector dé entoncesiA, | MV, = A, v,, es decir

2 a 0\ /0 0 0 0
1 b 0J{0)=24|0)=(0]=24|0]=>c=14
2 0 ¢/ \1 1 c 1

Si v, es un autovector dé entonces3i, | Mv, = 4, ¥,, es decir

2 a 0 1 1 2—a=41
1 b 0)[-1)=2(-1)2]1-b=-2,
2 0 c 2 2 2+ 2c =24,

Se resuelve el sistema formado por las ecuaciornies@es

fb+C:4 {a:O
I C=3-1 b=3
42—a=12 =>{c=1
ll—b=—lz L/11=1

2+2c=21, U, =2

2 0 0
Por lo que la matriz buscadaMs= (1 3 0).
2 0 1

b) Se calcula el tercer valor proplg de la matrizM sabiendo que la traza de esta matriz es
igual a la suma de sus valores propios

/11+Az+/13=2+3+1=6:l3=3

trazade M

Al valor propiol; le correspondera un vector propio de la ma#izSea v; = (x,y,z) este

vector, entonces
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2 0 0\ /x x 2x = 3x
M173=13173=>(1 3 O><y>=3<y>=>{x+3y=3y =>x=0,z=0Vy€eR

2 0 1/ \z Z 2x+z=3z

Los vectores propios correspondientes al valoriprdp son de la formai; = (0,y,0). Se

toma por ejemploy = 1 = v; = (0,1,0).

1 0 0 0 1 0
De modo que se tienen las matrides= (0 2 O) yP= (O -1 1) gue cumplen que
0 0 3 1 2 0

D =P 'MP. SiD =P 'MP =M =PDP};

M? = MM = (PDP~Y)(PDP~') = PD?P~' y asi sucesivamente con lo q&* = PD"P~1
Utilizando esta ultima igualdad se calcula la esjine pedida

3M3 —7M? +2M —1 =3 PD3P~ ' —7PD?P~ 1 4+ 2PDP1 — PIP~! =

P(3D3 —7D%+2D —I)P™1 =

0 1 0 1 0 0\3 1 0 0\? 1 00 1 0 0
(o -1 1)3(020) —7(020) +2(o o>—<010>

1 2 0 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 1

0 1 0\t 4,0 1 0\/-3 0 0)\/-2
(o 5 1) =<o 5 1)(0_1 o><1

1 2 0 1 2 0/\0o 0 23/\1 1 0

P4. SeanU = {u,,u,, U3} una base del espacio vectofiay f un endomorfismo definido et

N

(e wn)
o -
~—_—
Il
-~
N
B
N
oo
I

w O O
N~ —

siendo f(u,) = u; — 3u,, el vectorv = u; + 3u; un vector propio dg asociado al valor
propioA, = 1y el vector propiav = (1,—1,2) el correspondiente al valor propig = 2.

a) Determinar la matriz asociadg an la basé.

b) Determinar una matriz diagonal semejante allagkrtado anterior y una baseKleespectg

de la que esta matriz diagonal sea la matriz ada@g.

RESOLUCION

a) Para obtener la matriz asociadg @&n la base/ basta hallarf (i), f(u,) y f(u3) y

colocarlos en columnas.
1
Sif(d;) = u; — 3u, = (1,—3,0)y, la primera columna de la matriz pedid{eﬁ%).
0

Si v es un vector propio déasociado al valor propio 1, entonces
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Utilizando las propiedades de las aplicacionesalewe
f@) = fQ; +3u3) = f(dy) +3f(3) = Uy + 31Uz =
3f(1_1)3) - '17.)1 + 37._1)3 - f(ﬂ)l) == ﬁl + 3'[7.)3 —(1_1)1 - 37._1)2) == 3'[7.)2 + 37._1)3 =

f@3) =1, + 1z = (0,1,1)y.

0
La tercera columna de la matriz pedid{ﬂaé.

1
1 a O
Entonces, la matriz asociad# &n la bas& esfy;, =| -3 b 1 siendoa, b,c € R.
0 ¢ 1 u,u

Por ultimo, siw es un vector propio déasociado al valor propio 2, entonces

1 a O 1 1 l1—a=2 a=-1
f(v_v’)=2W=><—3 b 1)(—1)=2<—1>=>{—3—b+2=—2=>{b=1
0 ¢ 1 2 2 —c+2=4 c=-2

1 -1 0
Por lo que la matriz buscada gg,; = (—3 1 1)
0 -2 1/yy

b) Para determinar la matriz diagonal semejarfigase obtienen sus autovalores. Dos de ellos
son conocidos}; =1y A, = 2, y falta por calcular un tercer valor propig. De la traza de
fuu Se tiene que

traza de M

1 0 0
Con lo que la matriz diagonal semejani g esD = (0 2 O).
0 0O

Para calcular una base Heespecto de la cual la matriz asociad@a es la matriz diagond),
basta determinar un autovector asociado a cadaaotode f; ;. Se sabe que & =1 le
corresponde el vector propid= (1,0,3) y que al, =2 le corresponde el vector propio

w = (1,—1,2), y hay que determinar un vector propie (x,y,z) asociado al valor propio

1 -1 0\ /x x x—y=0 2 2
fO=2t=>-3 1 1 <y>=0:><y>:> —3x+y+z=0:>x=§,y=z vzeR
0 -2 1/ \z z —2y+z=0

Los vectores propios correspondientes al valoriprbpson de la forma = (ggz) Se toma

por ejemploz = 2 = £ = (1,1,2).
Entonces la base derespecto de la cual la matriz asociagaes la matriz diagondl es

B = {#,w,t} donde’ = (1,0,3),w = (1,—-1,2) y t = (1,1,2).
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a 0 -1
P5. Seaf: R?® - R3 un endomorfismo cuya matriz asociadales (0 -1 a). Hallar los
0 a -1

valores del parametro real para los cualed es diagonalizable y diagonalizarla cuando |sea

posible.

RESOLUCION

Se calculan los autovalores resolviendo la ecuazadacteristica

a 0 -1 1 0 0
(0 -1 a) —A(O 1 0)
0 a -1 0 0 1

=(a@a-D((-1-D?*=-a>)=((@a-VN@a-1-D(-a—-1-21)

a—2A 0 -1
0 -1-2 a
0 a -1-2

|A—All =

|A—AI|=O@{AZ=a—1

Se obtienen tres raices de la ecuacion caraaterign funcion de los valores que tome el
parametro read, es posible que estas raices sean simples o hesjtgando lugar a diferentes

casos

Casol'athyaqt—%

li=a mg(41) =1
Se obtienen tres autovalores distinto, = a —1 donde m,(4;) =1
A3 =—a-—1 ma(/’{3) =1

Se calculan los subespacios propios asociadossagiovalores

Paral, = a se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, dondes = (x,y,z) € R3
/00 1 \ % (0 —z=0
A-a)v=0=>(0 -1-—a a <y>= 0|={(-1-a)y+az=0=
0 a —1—a/ \z 0 ay+(-1—-a)z=0
y=0,z=0VxeR
El subespacio propio asociado al valor propic= a es
Ey, = {(x,0,0) | x € R} =((1,0,0)) conmy(4,) =1
Paral, = a — 1 se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3

1 0 -1\ /x 0 x—z=0
(A—(a—1)1)17=6=><0 —a a><y>=<0>=>{—ay+az=0=>

0 a —a/ \z 0 ay—az=20
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x=zy=zVzeR
El subespacio propio asociado al valor propic= a — 1 es
Ey, ={(z,z,2) | z € R} = ((1,1,1)) conmy(4;) =1

Paral; = —a — 1 se procede de forma similar a los casos anteriore

2a+1 0 -1\ /%, /0 _
(A—(—a—l)])ﬁ=6:><a0 a a><y>=<0>=>{(2a+1)x_z_0:>

0 a o) \z 0 ay+az=0
y=—QRa+1x,z=2a+1)x VxeR
El subespacio propio asociado al valor proie= —a — 1 es

Ey, ={(x,—Q2a+ Dx,(2a+ Dx) | x € R} =((1,—(2a + 1),2a + 1)) conmy(43) =1

l=a mg(41) =1 =my(141)
Resumen del primer ca%olz =a—-1 con mg(dy) =1=my(4,)
A3 =-a-1 ma(A3) =1 =my(43)

a 0 0 1 1 1
La matriz es diagonalizable sienBo= (0 a—1 0 ) y P= (0 1 -1- 2a>.
0 0 —a-—1 0 1 1+ 2a

Caso2a=0

0 0 -1
La matriz del endomorfismﬁ)esA=<O -1 O)

0 0 -1
Se obtienen dos autovalores distir{tﬁé_:_o1 con z“gl% i ;
- a\A2) =

Paral, = 0 se resuelve el sistengd — A,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3
L0 0 =1\ O\ g
Ab=0=(0 -1 0 <y>= 0 :>{_ _0>Y=0z=0Vx€eR
0o o -1/\z/ \o Y

El subespacio propio asociado al valor progie= 0 es

E;, ={(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)) conmg(4,) =1
Paral, = —1 se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3

. 1 0 -1\ /x 0
A+DHv=0=>(0 0 O <y>= 0]>x—z=0=>x=2zVy,zeR
0 0 0/ \z 0

El subespacio propio asociado al valor progic= —1 es

Ey, ={(z,y,2) | y,z € R} = ((1,0,1),(0,1,0)) conmy(1,) =2
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me(4) =1= mg(}q)

=0
Resumen del caso{%‘11
2 =1 mg(d;) =2 = mg(lz)

0 0 0 1 1 0
La matriz es diagonalizable sienBo= (0 -1 0) y P= (0 0 1).

0 0 -1 010
1
Caso 3a = —-
-1/2 0 -1
La matriz del endomorfismpesA = ( 0 -1 —1/2)
0 -1/2 -1
, . (A =-3/2 me(A) =1
Se obtienen dos autovalores dlstln{aé __q/2 con my (1) = 2

Paral, = —3/2 se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3

3 B 1 0 -1 X 0 x—z=0
(A +—I>13=O=>(0 1/2 —1/2><y>=<0>=> {(1) _(l) _0>
2 o -1/2 1/2/\z/ \o 2)Y " \2)% 7
x=zy=zVzeR
El subespacio propio asociado al valor propie= —3/2 es
Ey, ={(z,2,2) | z € R} = ((1,1,1)) conmgy(4;) =1

Se repite el proceso pakra= —1/2

(A+11)V=6:><8 —192 —_1}2><;>=<8>:>{ N S
? 0 -1/2 -1/2/\z/ \o ‘(E)y‘(§>z=
y=0,z=0VxeR

El subespacio propio asociado al valor propie= —1/2 es

Ey, = {(x,0,0) | x € R} = ((1,0,0)) conm,(1,) =1

2

1=-3/2 ma(ll) =1= mg(ll)

Resumen del casog con
2 = _1/2 ma(lz) =2 # mg(){z) =1

En este caso la matriz no es diagonalizable.

—a 1 b
P6. Seaf: R® —» R3 un endomorfismo cuya matriz asociadales ( 0 -1 O). Hallar los
0 1 b

valores de los parametros reateg b para los cuale®l es diagonalizable y diagonalizarla

cuando sea posible.
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RESOLUCION

Se calculan los autovalores resolviendo la ecuazadacteristica

—a—A21 1 b
|A—AlIl = 0 -1-2 0 [=(—a—-AD1-DB-1)
0 1 b—2
A =—a
[A—AIl=0s1{1, =-1
A3=bh

Se obtienen tres raices de la ecuacion caractari§e deben estudiar los posibles valores de

los parametros realesy b para analizar los diferentes casos

Casola+1yb+—-1ya+-b

A =-a mg(4) =1
Se obtienen tres autovalores distirﬁmgz -1 con my(1,) =1
13 =b ma(A3) =1

Se calculan los subespacios propios asociadossagiovalores

Paral, = —a se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3
0 1 b x 0 y+bz=0
(A+a1)13=0=><0 a—1 0 )<y>=<0>=> (a-1Dy=0 =
0 1 a+b/ Nz 0 y+(@a+b)z=0
y=0,z=0VxeR
El subespacio propio asociado al valor propic= —a es
Ey, = {(x,0,0) | x € R} =((1,0,0)) conmy(4,) =1

Paral, = —1 se resuelve el sistenid — A,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3

-a+1 1 b X 0 B 3
@A+ni=0=( 0o o0 o0 <y>= 0 =>{(1 @x+y+bz=0_
0 1 b+1/\z 0 y+b+1)z=0

1
x=1_az;y=(—1—b)z Vz €R

El subespacio propio asociado al valor propic= —1 es
1 1
Ey, = {(Ez (-1 —b)z, z) |z € ]R} = <(E"1 — b, 1)) conmy(Ay) = 1
Paral; = b se resuelve el sisterfa — A;1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3

—-a-—>b 1 b\ /X 0 (—a—b)x+y+bz=0
(A—b1)13=6=>< 0 -—-1-b 0><y>=<>=> (-1-b)yy=0 =

0
0 1 0/ \z 0 y=0
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b
x=a+bz;y=0‘v’Z€R

El subespacio propio asociado al valor progic= b es

B, ={(:52072) |ze R} =((=5,0,1)) conm,y(2;) = 1

a+b

L =-a ma(Ay) = 1 =my(4y)
Resumen del caso{;lz =-1 con mya(4;) =1=my(1;)
Az =Db mg(d3) = 1 =mgy(43)
1 b
o . (‘a 0 0) Vs
La matriz es diagonalizable sienlo=| 0 -1 0|y P=(g _1_p o
0 0 b 0 1 1

Caso2a=1yb # -1

-1 1 b
La matriz del endomorfismp en este caso es= ( 0 -1 0)

0 1 b
. (=1 mq(4) =2
Se obtienen dos autovalores dlstlr{tg‘[s2 _p con ma(A,) = 1

Paral, = —1 se resuelve el sistenfd — 1,1)v = 0, donde(4 — A, v = 0

01 b \x /0

Lo +bz=0

(A+1)v=o=><o 0 0 ><y>=<0>=>{ +y(b+21)z_0=>
0 1 b+1/\z o/ V =

y=0,z=0VxeR
El subespacio propio asociado al valor proRic= —1 es
Ey, = {(x,0,0) |[x € R} =((1,0,0)) conmy(4,) =1

Comom,(1;) = 2 # my(4,) = 1, en este caso la matriz no es diagonalizable.

Caso3b=—-1ya=+1

—a 1 -1
La matriz del endomorfismp en este caso es= ( 0 -1 O)

0 1 -1
Se obtienen dos autovalores distir{t%’si _(11 con ::“81)) f f
2= 7 a\12) =

Paral, = —1 se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde? = (x,y,z) € R3

—a+1 1 -1\ /x 0 B o
(A+I)17=6=>< 0 0 0><y>=<0>=>{(1 a)x-?:) z=0
0 1 0/\z 0 y
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y=0,z=(1—-a)x Vx€R
El subespacio propio asociado al valor proQic= —1 es
Ey, ={(x,0,(1 —a)x) | x € R} =((1,0,1 — a)) conmy(1;) =1
Comom,(1;) = 2 # my(4,) = 1, en este caso la matriz no es diagonalizable.
Casoda=—-bya+1

—a 1 —a
La matriz del endomorfismf en este caso es= ( 0 -1 0)

0 1 —a
Se obtienen dos autovalores distir{t%éf :;1 con leagf{lg - i
- a\A2) =

Paral; = —a se resuelve el sistenfd — 1,1)v = 0, dondes = (x,y,z) € R3

/0 1 —a\ X 0 y—az=0
(A+al)17=0=><0 a—1 0><y>=<0>=>{(a—1)y=0=>
0 1 0/ \z 0 y=0

Caso04.1Sia#0
y=0,z=0VxeR

El subespacio propio asociado al valor propic= —a es
Ej, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)) conmy(1,) =1

Comom,(4,) = 2 # my(4,) = 1, en este caso la matriz no es diagonalizable

Cas04.2Sia=0
y=0Vx,zeR

El subespacio propio asociado al valor propie= —a = 0 es

E, ={(x,0,2) |x € R} =((1,0,0), (0,0,1)) conmgy(4,) = 2

Paral, = —1 se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde’ = (x,y,z) € R3

1 1 0\ 0 _

U+nDs=0=(0 o0 ol{y]=|(o0 :>{x+y:0=>

0o 1 1/\z/ \o/ Wtz=0
x=z,y=—-—2zVz€R

El subespacio propio asociado al valor propie= —1 es

Ey, ={(z,—z,2) |x € R} =((1,-1,1)) conmy(4;) =1
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=— m,(11)=2=m,(1
Resumen del caso %1 B 4 con alh) o(41)
2

dondea =0
=-1 mq(42) = 1 =mgy(4;)

0 0 0 1 0 1
En este caso la matriz es diagonalizable sie!hdo(O 0 0) y P= (O 0 —1).
0 0 -1 01 1

Caso5a=1yb=-1

-1 1 -1
La matriz del endomorfismf en este caso es= ( 0 -1 0)
0o 1 -1

Se obtiene un Unico autovaldy = —1 con m,(4,) = 3.

Paral, = —1 se resuelve el sistenid — 1,1)% = 0, donde? = (x,y,z) € R3

. 0 1 -1\ 0 y—z=0
(A+I)13=0=><0 0 0><y>=<0>=>{ —0 =>y=z=0VxeR

01 o/\zZ \o Y
El subespacio propio asociado al valor propie= —1 es

E;, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)) conmy(,) = 1

Comom,(4,) = 3 # my(4,) = 1, en este caso la matriz no es diagonalizable

1 -1 0
P7. Seaf: R3 - R3 un endomorfismo cuya matriz asociadases: (—1 2 —1). Calcular
0 -1 1

una base ortonormal respecto de la cual la magaziada g sea diagonal.

RESOLUCION

La matriz que caracteriza al endomorfisfnes real y simétrica, por lo qyfees diagonalizable
ortogonalmente. Se resuelve la ecuacion caraateri$d — Al =0 para calcular los

autovalores d¢

1-12 -1 0 =0
[A-All=0=| -1 2—-1 -1 |=28-412+31=0e1,=1
0 -1 1-2 A3=3

Los autovectores asociados al autovaloe 0 se calculan resolviendo el sistema
~ 1 -1 0\ 0 x—y=0
Av=0=>|-1 2 -1 <y>= 0]=24{—x+2y—z=0=2x=y=2zVz€ER
0 -1 1/ Nz 0 -y+z=0

El subespacio propio asociado al valor progie= 0 es
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E;, ={(zz,2) |z € R} =((1,1,1))
Los autovectores asociados al autovaloe 1 se calculan resolviendo el sistema

0 -1 0\ /0 _
(A—1)17=6=><—1 1 —1><y>=<o>=>{_x;§’1:§= =

0 -1 0/ \z 0
x=—-zy=0VzeR
El subespacio propio asociado al valor propie= 1 es
B, = {(=2,0,2) | z € R} = ((-1,0,1))

Los autovectores asociados al autovaloe 3 se calculan resolviendo el sistema

. -2 -1 0\ /x 0 —2x—y=0
(A—3I)13=0=><—1 -1 —1)<y>=<0>=>{—x—y—z=0=>
0 -1 -2/ \z 0 —y—2z=0

x=2z,y=-2zVz€eR
El subespacio propio asociado al valor projie= 3 es
Ey, ={(z,—2z,2) |ze R} =((1,-2,1))

Una vez calculados los subespacios propios asacidios autovalores, se puede obtener una

base deR® respecto de la cual la matriz asociadf as diagonal. La matriz diagonal es

0 0 O
D= (0 1 0) y la base deR3, por ejemploB = {#;,¥,, 73} donde?; = (1,1,1),%, =
0 0 3

(-1,0,1) y 3 = (1,—-2,1). Esta base es una base ortogonal ya que todesduses propios
estan asociados a distintos valores propios.
Para transformar esta base en ortonormal, bastertiovrios vectores en unitarios dividiéndolos

entre su norma

L _ % (1,1,1) (1 1 1>
U =43 = =\—7= = —F=
YTledl vz 2 W33
L _ P (=1,0,1) (—1 . 1)
u, = > = =|—,0,—
PTG JEDZr 0212 W22
L _ U (1,-21) (1 -2 1)
u = 4 = = _I_J_
I VR R 2 \WE'VE'VE
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Entonces la baseB’ = {u,,u,, 13} donde u; = (%%%) U, = (_T;O\/ii) y Uz =

1 -2 1 . . .
( ) es una base ortonormal Ré respecto de la cual la matriz asociagaes la matriz

V6’ V6’ V6
0 0O
diagonalD = (0 1 O).
0 0 3
1 -4 8
P8. SeaA=(—-4 7 4| la matriz asociada al endomorfisnfioR3 — R3. Calcular una
8 4 1

base ortonormal respecto de la cual la matriz adacyf sea diagonal.

RESOLUCION

La matriz que caracteriza al endomorfisfnes real y simétrica, por lo qyfees diagonalizable
ortogonalmente. Se resuelve la ecuacion caradteri$d —AI| =0 para calcular los
autovalores d¢

1-14 -4 8

—4 7—1 4
8 4 1-1

A—Al|=0> =—(,1+9)(,1—9)2=o=>{

conng(4;) = 1ymgy(4;) = 2.

Los autovectores asociados al autovaloe= —9 se calculan resolviendo el sistema
10 —4 8\ ,x 0 10x—4y+8z=0
(A+9I)13=O=>(—4 16 4)<y>= (0):{—4x+16y+4z=0=>
8 4 10/ ‘\z 0 8x+4y+10z=0
Z
x=—z,y=—EVzE]R
El subespacio propio asociado al valor proQic= —9 es
VA
By, ={(-2-3.2) 1z€ R} =((21,-2))

Los autovectores asociados al autovaloe 9 se calculan resolviendo el sistema

/-8 -4 8\ ,x 0
(A-9DB=0>| -4 -2 4 <y>= 0]=>—-4x—2y+4z=0>
8 4 -8/\z 0

x=—%+z Vy,z€R

El subespacio propio asociado al valor propie= 9 es
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By, ={(-3+2%.2) 132 € R} = ((1,-20),(1,0,1)

Una vez calculados los subespacios propios ascacidios autovalores, se puede obtener una

base deR3 respecto de la cual la matriz asociagaes diagonal.

-9 0 O
La matriz diagonal e® = ( 0 9 0) siendo por ejempl® = {#;,V,, U5} la base deR3,
0 0 9

dondev; = (2,1,-2),v, = (1,—2,0) y ¥3 = (1,0,1). Esta base no es ortogonal ya que aunque
los vectores), y U, y ¥; y U3 son ortogonales entre si, por ser vectores pr@sosiados a
distintos valores propio$, y s no lo son, ya qué, - v; = (1,—-2,1) - (1,0,1) = 2 # 0.

Por tanto, hay que transformar uno de los dos westasociados al valor propio multiple para
que los tres vectores sean ortogonales. Se coesing base ortogonal utilizando el método de
Gramm-Schimdt.

Seaws; = U3 + A0,= wy = (1,0,1) + A(1,—-2,0) = (1 + 1,—24,1). Para quev, y w;sean

ortogonales se debe cumplir giiew; = 0
(1,-20)- (1+14-241)=0=>14+144140=0=>1=—-1/5

Sustituyendo este valor deen el vectow; se tiene que

o =(1-121)- (¢ 2)
W3 - 5 ) 5 ) - 5 ) 5 )
Véase quew; también es ortogonalig

S 4 2 8 2
W3'171=(§,§,1)'(2,1,—2)=§+§—2=0

Por tanto la basB’ = {#;, ¥,, W5} es una base ortogonal Bé formada por vectores propios de

f. Para transformar esta base en ortonormal, seiectewv los vectores en unitarios

g, =2 (1720 ~ (=20
2TInl T 2r (22102 WEVE

dividiéndolos entre su norma

N

- 131 (lel _2) (2 1 —
U =13 = =\55
TEAT J2Z+ 12+ (-2)7 \3'3

|

W _ (551 (25
B ( “\3v5'3y5" 3
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- o o — 21 -2 — 1 -2 —
Entonces la baseB"” = {u;,u,,u;} donde u; = (5,5,—3), u, = (\/_E'ﬁ'o) y Uz=

(42\/§

S—\Eﬁ?) es una base ortonormal B respecto de la cual la matriz asociadg @s la

-9 0 O
matrizdiagonaD=< 0 9 0).

0 0 9
2 L4
3 V5 35
Ademas se cumple que= P*AP dondeP = % _T; 3%
-2 V5
3 0 3
1 1 0 -2 -2 2
0 0 o 1 1 -1
- | 0 2 -1 -2 -1 3
P9. Obtener la forma candnica de Jordan de la matsz 0 -1 0 2 0 -3
\0 0 0o 0 1 0/
0 0 0 0 0 -1

RESOLUCION

Para determinar cuéles son los autovalores detl&zmase obtiene el polinomio caracteristico

1-1 1 0 -2 =2 2
0 -2 0 1 1 -1

_| o 2 -1-12 -2 -1 3 -y 1y4 2

PO= o 4 o7 29 o 3 |=@-D'a+D
0 0 0 0 1-2 0
0 0 0 0 0 -1-21

Por lo que los autovalores de la matriz y las epwadientes multiplicidades algebraicas son

Al =1 donde ma(ll) =4

(1—1)4()L+1)2=0(:>{12:_1 e 2

Recordar, que si la matriz es diagonalizable smdoicandnica de Jordan es una matriz

diagonal, y que en caso contrario se debe calamarcadena de subespacEj§ para cada

autovalor. Se estudia si la matdz es diagonalizable, es decir, se calculan los paloess
propios correspondientes a cada valor propio yosgpoueba si la multiplicidad algebraica y la
geomeétrica coinciden.

Se calculan los subespacios asociados al autoxalsr1 cuya multiplicidad algebraica es
mq(4,) = 4. El subespacio propio asociadola=1 se calcula como el nucleo de la
aplicacionKer (A — A1)

Ey, ={X€E: (A—All)fzﬁ} = Ker(A — A1)
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—

/_
cocoocooo

Es decir, para obtener el subespacio prépjcse debe resolver el siguiente sistema
1 0 =2 -2 2\ mx Xy — 2%, — 2x5 + 2x5 =0
-1 o 1 1 -1 /xZ\ —X+ x4+ x5—%=0
2 =2 =2 -1 3}|% N
-3 x

0
0
0
. = 2Xy — 2Xq —2X4 — X +3x, =0 =
-1 0 1 0 4 0 2 3 475 6
0O 0 0 0 0)&"5) ko) | Xt %~ 3% =0
X6 0 —2x6—0

0 0 0 0 -2

X, =0,x3=0,x4 =0,x5 =0,x, =0,Vx; ER
El subespacio propio asociado al autovalos= 1 es
E;, = {(x1,0,0,0,0,0) | x; € R} = ((1,0,0,0,0,0))
Como dicho subespacio esta generado por un unatorve, (1,) = dimEy, =1 #mg(4,) =

4, la matriz no es diagonalizable y se debe comdautadena de subespacli;‘jﬁ1 hasta que la

dimensidn del subespacio coincida con la multigidi algebraica del autovalor.
Ademas, comen,(1,) = dim E; = 1, hay un nico bloque elemental de Jordan con alatova

1.
E} ={%€E:(A— D% =0}=Ker(Ad—NI)>

Para obtener un sistema generador del subespaxtarigese debe resolver el siguiente sistema

0 1 0 -1 1 1 X1 0
0 0O 0 0 -1 0 Xy 0
0 -4 4 4 4 -8 _(x_?,\ _ (Ow N
0 0 O 0o -1 4 X4 0
\ 0 0 0 O 0 0/ \’CS/ \0
0 0 0 0 0 4 X6 0
( Xy — X4 +X5+x5=0 { Xy = X4
| x5 =0 x5 =0
—4x, +4x3 + 4x4 + 4x5 —8x6 =0 =>{ x3=0
_x5+4x6=0 x6—0
4x6 = O kal, x2 S R

El subespacio vectorial es
Efl = { (x1,x5,0,x,,0,0) | x;,x, € R}=((1,0,0,0,0,0),(0,1,0,1,0,0))

En este caso, el sistema generador esta formadioparectores linealmente independientes, en
conclusion, dim Efl =2+mya(41) =4 y se debe continuar construyendo la cadena de

subespacios vectoriales.

E; ={%€E:(A- 1D =0} =Ker(A— 13
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El sistema a resolver para obtener el subespactona es

00 0 0 1 0\ ,x 0
0 0 0 0 0 0 Xy 0
0 8 -8 -8 -8 20||%|_|0 N
0 0 0 0 0 -8 X4 0
\0 0 0 0 0 O / \xs \0
0 0 0 0 0 -8 X6 0
Xg = 0 is ; 8
{sz —8x3 —8x4 —8x5 +20x =0 =4 | =6x tx
—8xs =0 273 T4

Vxq,Xx3,%4 €R

Por lo que el subespacio vectorial es

E3 = {(x1,%3 + X4, %3,%4,0,0) | X, %3, %, € R} =1((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0), (0,1,0,1,0,0))
Es decir, el sistema generadorEfcla consta de tres vectores linealmente independignbedo

gue se puede concluir que el sistema generadornasbase deEf1 y que dimE,{“1 =

3+m,(4,) = 4.
Dado que la dimensién del subespacio vectoriah&sior a la multiplicidad algebraica del

autovalor, se debe construir el Gltimo subespaetorial de la cadena
Ef ={X€E:(A-1D* =0}=Ker(d—AD*

El sistema de ecuaciones lineales que se deb&eesol este caso es

0 0 0 0 0 0 X, 0

0 0 0 0 0 0 Xy 0

0 —16 16 16 16 —48 || X3 |_[0|_

0 0 0 0 0 16| x 0
\o 0 0 0 O 0 \xs \0/

0 0 0 0 0 16/ “e 0

x6=0

{—16x2 + 1635 + 163, + 16x5 — 48x6 = 0 _
VXxq,X3,%4,X5 ER

xZ=X3+X4+x5
x6=0 {

Por tanto, el Gltimo subespacio vectorial es

Ex = { (X1, X3 + x4 + X5, X3, X4, X5, 0) | X1, X3, X4, X5 € R} =

E} =((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0),(0,1,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0))

Como los cuatro vectores del sistema generadoirgtapendientes, se tiene qdin Efl =
4 =m,(4,) = 4, por lo que no se construye el siguiente subespaci
En resumen, la cadena de subespacios vectoriatesidds para el autovalor, =1 es la

siguiente E;, ¢ Ej, < Ej c Ej siendo las dimensionegimE; =1 <dimE; =2 <

dimE; =3 <dimEj =4.
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Resaltar quedimEA"fl—dimEj1 =1Vvi=1,2,3 por lo que cada subespacio vectorial

E}:l — E,{l Vi = 1,2,3 solo tendr& un vector linealmente independiente.

La base de Jordan correspondiente a este autgvaloénico blogue elemental de Jordan se

construye de la siguiente forma
By, = {ti3, Uy, Us, Ug}
iig € Ey —Ej_, es decir, se selecciona un vedlpre Ey, peroii & Ej .
Sea el vectoti; = (0,1,0,0,1,0), se calculan sus sucesivas imagenes respéfte-a, i)
s = (A— 4Dt = (-1,0,1,-1,0,0) € E} —E},
U, = (A— D5 = (2,—-1,0,—1,0,0) € Ef, — E,
3 = (A — 1Dy, = (1,0,0,0,0,0) € E;,

En conclusion, la base de Jordan correspondieiatgt@valorl, = 1 es
B, = {(1,0,0,0,0,0), (2,-1,0,—-1,0,0), (—1,0,1,-1,0,0), (0,1,0,0,1,0)}
Véase a continuacion, cual es el bloque elemertaladdan relacionado con dicha base. Se

calcula la imagen de;
f(s) = Atlg
Por otro lado
UGEE]
(A= Dty = A -1 D%t =(A—4D3Us = (A— 1 D* g == (A— 1Dz =0=
Ay = Lz = f(Us) = AU
Se procede de la misma manera con los veciQyes Y ug
fy) = Aty
Us = (A= 1Dy = Us = AUy — MUy = Ally = Us + AUy = f(Uy) = Us + 11Uy
f(s) = Ais
Uy = (A— 1 Dis > Uy = Al — lUs = Alls = Uy + AUs = f(Us) = Uy + A4 Us
f(ie) = At
Us = (A — 1D = Us = Allg — A1l = Allg = U + WUg = f(Ug) = Us + A4l

En conclusién, la matriz elemental de Jordan es

2=

Socor
coRr R
oORR O
R RO O



198 Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Coetts

Se calculan los subespacios asociados al auto¥alsr—1, cuya multiplicidad algebraica es
m,(1,) = 2. Para obtener el subespacio propio asociado @alor1, = —1 basta calcular el
siguiente nucleo

Ey, ={X€E:(A—21,D%=0}=Ker(A— 1)

Es decir, basta resolver el sistema lineal

2 1 0 -2 -2 2 X1 0 (2%1 + x5 — 2x4 — 2x5 + 2x6 =0

0 1 O 1 1 —1 iz O | x2+x4+x5—x6=()

8 _i 8 _g _é _g . xi = 8 = 2x2 - ZX4_ - x5 + 3x6 = O =
\0 0 0 0 ) 0/ \xs \0 —Xy +§x4 : 3X6 =0

o 00 o0 o o M 0 s =

x1=0,%=0,x,=0,x3=0,x,=0,Vx3 ER
El subespacio propio asociado al autovaloe= —1 es
E;, ={(0,0,x3,0,0,0) | x3 € R} = ((0,0,1,0,0,0))

Como el subespacio propio esta generado por uno umector, my(4;) = dimE,, =

1 #m,(4,) = 2 = Hay un unico blogue elemental de Jordan asocib@duwtavalor 1, y se

construye el siguiente subespacio vectorial dadkeica
Ef ={% €E:(A—2,1)%% = 0} = Ker(A — A,1)?

El sistema de ecuaciones lineales a resolver ercasb es

4 5 0 -9 -7 9 X1 0

0 0 0 4 3 —4 /xz\‘ /0\

0 4 0 -4 0 4 ({1%=10|>

0 -4 O 8 -1 -8 X4 0

\o 0 0 0 4 0/ k’%) k0)

0 0 0 0 0 0 X6 0
(4x1 + 5x; —9x4 — 7x5+ 9x6 = 0 ( x=0
| 4x4 +3x5—4x5 =0 x, =0

4x2_4’X4+4’x6=0 = X4 = Xg
—4x, + 8x4 — x5 —8xg =0 l xs =0
4x5 = 0 VX3,X4 € R

El subespacio vectorial es
Efz = {(0,0,x5,x4,0,x4) | x3,x, € R} = ((0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1))

Dado que el sistema generador Héz estd formado por dos vectores linealmente
independientesiim Efz = 2 =m,(41,), no se construye el siguiente subespacio vectorial
Resumiendo, la cadena de subespacios vectoriategiaddis para el autovalot, = —1 es

E;, C E; siendo las dimensionesimE;, = 1 < dimE; =2. Es decir, comodim E; —
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dimE,, =1, basta seleccionar un vector del subespaﬁfizo— E;, y calcular su imagen

respectdf — A,i).
Recordar que en este caso al igual que en el casdas, solo hay una matriz elemental de
Jordan correspondiente al autovalgr= —1, aunque en este caso la base de Jordan estara

formada solo por dos vectores
le = {1y, Uy}
U, € Efz — Ej,, es decir, se selecciona un vecigre Efz peroi, & E;,. Sea el vector
u, = (0,0,0,1,0,1). Entonces
i, = (A —21;Du, = (0,0,1,0,0,0) € E,,
La base de Jordan correspondiente al autovaler —1 es
B = {(0,0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0,1)}

Para construir la matriz elemental de Jordan seulzal las imagenes de los vectotgsy

u, respecto de la aplicacigh

f(ﬂ)ﬂ = Aﬂ1

(A—2,Du; = (A—2,D% U, @ (A—2,Du; =0 = Ay, = A1,
Por lo que:

f(171) = /12771
Procediendo de forma similar paia

f () = At
U = (A—2,DUy, =2 Uy = AU, — AU, = Ay, = Uy + i, = f(Udy) = Uy + 4,1,
Por tanto, la matriz elemental de Jordan es

n=Co )

Una vez calculadas las bases de Jordan y las smt#iementales de Jordan correspondientes a

cada autovalor, se construyen la base completardanly la forma candnica de Jordan

La base completa de Jordan se obtiene como la deitas dos bases anteriores
B=B;, UB,=B= {(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1), (1,0,0,0,0,0), (2,—1,0,—1,0,0)
(—1,0,1,-1,0,0),(0,1,0,0,1,0)}

La forma candnica de Jordan se obtiene colocanda eimagonal principal las dos matrices

elementales de Jordan
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-1 1 0 0 0 O
/ 0 -1 0 0 O 0\
=<_11__'_92>_<e)_' 0 0 1 10 0f
04X2: ]2 O O O 1 1 0
k 0 0 0 0 1 1)
0 0 0 0 01

siendo la matriz regular P que cumple la propieiadP~1AP la matriz que se obtiene al

colocar los vectores de la base de Jordan por calsim

0O 0 1 2 -1 0
/0 0O 0 -1 0 1\
p=| 0O 0 O 1 0}
0 1 0 -1 -1 0
ko 0 0 0 0 1)
0O 1 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 O
/—2 1 0O -1 O O\
P10. Obtener la forma canénica de Jordan de la matsiz| -1 1 1 0 1 1]
: 0 0 0 1 0 ©0
k—z 2 0 0 1 2)
2 =2 0 1 0 -1

RESOLUCION

Se resuelve la ecuacién caracteristicar 11| = 0 para calcular los autovalores de la madriz

~1-2 0 0 0 0 0
-2 1-4 0 -1 0 0

R =lA-a=| 1 1A 0] 5 [=a-nra+?
2 2 0 0 1-1 2
2 -2 0 1 0 -1-2

Los autovalores y sus multiplicidades algebraicas s

Al = 1 ma(/ll) = 4’
{Az = —p donde () =2

A continuacion se calcula el subespacio propioespondiente a cada autovalor asi como la
cadena de subespacios en los casos en los quecssaimno.

Se calculan los subespacios asociados al autoxaler1l cuya multiplicidad algebraica es
m,(A;) = 4. Para obtener el subespacio propjp = {% € E : (A — 4,)% = 0} = Ker(A —

A41) se resuelve el siguiente sistema lineal
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-2 0 0 0 0 0 X1 0
/—2 0 0 -1 0 O\ /xz\‘ /0\‘
| —1 1 0 0 1 111% 110 =

0 0 0 0 0 0 X4 0
k—Z 2 0 0 0 2) kx5) ko)
2 =2 0 1 0 =2/ e 0
( _le=0 { x1=0

_le_x4=0 X4=0

4 —X1+ X + x5+ x5 =0 :! x5 =0

l _le+2xZ +2x6 = 0 l xz = _x6

2x1—2x2+x4—2x6=0 VX3,X6ER

Por lo que el subespacio propio asociado al audoxal= 1 es
E; = { (0, —x¢,x3,0,0,x5) | x3,x¢ € R} = ((0,0,1,0,0,0), (0,—1,0,0,0,1))

Como se puede observar el sistema generador dedsadio vectoriak; esta formado por dos
vectores linealmente independientes, por lo qugl,) = dimE; =2 #m,(4,) =4. La
multiplicidad algebraica y la multiplicidad geomé#r no coinciden y se construye la cadena de

subespaciog;")f1 . Se calcula el subespacio vectoﬂléll
E} ={%€E:(A- D% =0}=Ker(Ad—NI)>

Para obtener un sistema generador del subespatmrigeanterior se debe resolver el sistema

lineal

B oo oo
OO OO OO
SO OO OO
SO OO OO

I/_'\
B OO

2 6
4X1 - 4X2 + 4x6 =0 VX3,X4,X5,x6 eR

En conclusion, el subespacio vectorial es
Efl = { (0, —x¢, X3, X4, X5, Xg) |X3, X4, X5, X6 € R} =
Efl = ((0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0,1))

El sistema generador de dicho subespacio vectestéh formado por cuatro vectores
linealmente independientes, es deditn Efl =4 =m,(1;). Por esta razén no se calcula el

siguiente subespacio vectorial.

Por tanto, la cadena de subespacios y sus dimesssomn

E;, c E; siendo las dimensione$mE;, = 2 < dimE;, =4
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En este caso, comey,(4,) =dimE; =2 hay dos bloques elementales de Jordan con
autovalord; = 1.

Ademas, como dim Efl —dimE, =2, se seleccionan dos vectores linealmente
independientes del subespacio vectcﬂﬁlll— Ej,, uno por boque y se calculan sus respectivas

imagenes respecto — A,i) obteniendo asi dos vectores pertenecientes als e
g pecto & — A,i) obt d d t pert t Isisaiti

vectorialE, .
Se seleccionan dos vectomgs i, € Efl — Ej,, es decirjig, i, € Efl peroi, U, & E, , sean
U, = (0,0,0,1,0,0) y u, = (0,0,0,0,1,0). Se calculan las imagenes de dichos vectoresatespe

(f — A41) obteniendo los vectores y s
is = (A — A = (0,—1,0,0,0,1) € Ey
i3 = (A — A1), = (0,0,1,0,0,0) € Ey

Cada vector perteneciente al Gltimo subespacimriaty su imagen forman una base de Jordan

y tiene asociada una matriz elemental de Jordapribreera base de Jordan es
B]3 = {175'776}
By, = {(0,-1,0,0,0,1),(0,0,0,1,0,0)}

El bloque elemental de Jordan correspondiente senebcalculando la imagen de cada uno de

los vectores de la base respecto a la aplicgtion
f(s) = Ais
Por otro lado
igE€EZ
(A— 4 Dils = (A — 1,1D? tlg == (A — 11 Dilg = 0 > Atlg = A5 = f(ils) = A, 1s
Se calcula la imagen del vecigy
f () = At
Us = (A — 11Dt = Us = AlUg — AUg = Allg = Us + AU = f(Ug) = Us + A1Ug
Por tanto, la matriz elemental de Jordan es
1s=(p 1)
La segunda base de Jordan es
B, = {3, s}
B, = {(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,1,0)}

A continuacion se calcula la matriz elemental dedo
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f(ﬁ’3) = Aﬁs

Por otro lado

(A= 1Duz = (A—A1,1)? U, fﬁ (A— 24Dtz = 0= Az = 11Uz = f(d3) = 21Uz
f(y) = Aty
Us = (A— 1 DUy = Uz = Ay — Mty = Ay = Us + Lty = f(Uy) = Uz + AUy
Por tanto, la matriz elemental de Jordan es
r=(p 1)
Se calculan los subespacios asociados al auto¥aler—1 cuya multiplicidad algebraica es

m,(1,) = 2. Para obtener el subespacio propio asociado avaor 1, = —1 se calcula el

siguiente nucleo

Ey, ={X€E:(A—2,D%=0}=Ker(A— 1)

0 0 0 0 0 O X1 0

-2 2 0 -1 0 O Xy 0
-1 1 2 0 1 1]1%X|_1|0 N

0 0 0 2 0 0 X4 0

\—2 2 0 0 2 2/ \XS/ \0

2 =2 0 1 0 O X6 0
_le + ZXZ - x4 = 0 { .x]_ = xz
—X1+ Xy +2x3+ x5 +x5 =0 x3=0
2x,=0 = x4 =0

l—2x1+2x2+2x5+2x6=0 l X5 = —Xg
2x%1 — 2%, +x, =0 Vxy,% €ER

El subespacio propio asociado al autovaloe= —1 es
Elz - { (xl, xl, 0,0, _x6, x6) | xl, x6 € R} == ((1,1,0,0,0,0), (0,0,0,0, _1,1))

El sistema generador del subespacio propio comstios vectores linealmente independientes,
es decirdimE;, =2 = m,(A;). En este caso, como la dimension algebraica yntertsion
geométrica coinciden no se construye la cadenaubespacios. Los vectores de la base de
Jordan son los vectores propios del autovalgr= —1 siendo el bloque de Jordan

correspondiente una matriz diagonal, es decirasz lde Jordan es
le = {(1J1JOIOIOJ0)J (OJOJOJOI _1;1)}

siendo el bloque de Jordan

n=Co 1)
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En conclusion, la base completa de Jordan es
B == B]l V) B]Z UB]3
B ={(1,1,0,0,0,0), (0,0,0,0,—1,1), (0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,1,0), (0, —1,0,0,0,1), (0,0,0,1,0,0)}

Y la matriz de Jordan es

-1 0 00 0 O
1t Oz Oz SO
] 2X2 '____2___|__2_X_2_ 0 0 0 1 0 0
OZXZ OZXZ E ]3 \ 0 0 0 0 1 1/
0 0 0 0 0 1
siendo la matriz reguld que cumple la propieddd= P~1AP
1 0O 00 0 O
/ 1 0 0 0 -1 0\
p=]| 0 0 1 0 0 O}
O 0 0 0 o0 1
0 -1 01 0 O
0 1 0 0 1 o0
1 0 -2 -1 0 0
0 1 0 0 0 0
P11. Obtener la forma canoénica de Jordan de la matgiz 06 -1 -10 0
) 0 0 4 3 0 O0F
\0 0 0 0 1 —1/
0 0 16 8 4 -3

RESOLUCION

Se calcula el polinomio caracteristico de la matriz

1-2 0 -2 -1 0 0
0 1-12 0 0 0 0
| o 0 -1-12 -1 0 0 |[_ /1 _1\4 2
P =] | 0 . 521 o o |[=@a-Da+D
0 0 0 0 1-1 -1
0 0 16 8 4 —3-2

Por lo que los autovalores de la matriz y las epwadientes multiplicidades algebraicas son

=1 my,(4,) =4
—1)4 2 _ 1 a1
1-D*A+1 _0:>{)lz=—1 donde () =2

Se obtienen los subespacios asocidados al autavakerl cuya multiplicidad algebraica es

m,(4,) = 4. El subespacio propio se calcula resolviendogeliente sistema

Ey, ={X€E:(A—-AD%=0}=Ker(A— )
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0 0 -2 -1 0 0 X1 0
/o 0 0 0 O o\ /xz\ /0\
[0 0 =2 =1 0 0 |f¥|_|0)_

0 0 4 2 0 0 Xy 0

00 0 0 0 —1/\*s 0

0 0 16 8 4 —4/ e 0
( —2x3 —x, =0
I _ZX3 - x4 = 0 x4x_ _ZOX3

4x5 +2x, =0 x6:0
_x6=0 57

16x3 + 8x4 + 4x5 — 4x6 =0 vxll X2,X3 ER

Por lo que el subespacio propio asociado al ausoxal= 1 es
E/11 = { (leXZJx3J —ZX3, 0;0) | X1,X2,X3 € R} =
E;, = ((1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0), (0,0,1,—2,0,0))

Dicho subespacio esta generado por tres vectonealinente independientes, por lo que

mg(4,) = dimE;, =3 #my(1;) = 4 = Se construye el siguiente subespacio vectorial
E} ={%€E:(A— D% =0}=Ker(Ad—NI)>

El sistema de ecuaciones lineales a resolver ercasb es

0 Xq 0

0\ () [o)

0 {1X7_10

0 [|x]|=|0]™

—-16 -8 —4 4 X5 0

—-64 —-32 -—-16 12/ e 0

x6 = 0

X5 = —4x3 — 2x4
VX, %,%3, X4 ER

[N el e e
SO © O
oo © O

—
S O OCo
cCoCcCooo

{ —16x3 —8x4 —4x5+4x, =0 N
—64x3 — 32x4 — 16x5 + 16x4 =0

El subespacio vectorial es

Efl = {(xl,xz,xg,X4’ - 4X3 - ZX4, 0)' X1,X2,X3,X4 (S R} =

E/121 =((1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0), (0,0,1,0, —4,0), (0,0,0,1, —2,0))

Efl esta generado por cuatro vectores linealmentepémdkentes, por lo quéimEf1 =
4 =m,(A;) y no se calcula el siguiente subespacio vectorial.

En conclusién, la cadena de subespacios que sebthaidp para el autovalot; =1 es
Ey, © Efl siendo las correspondientes dimensiatiesk;, = 3 < dim Efl =4,

Como dim E; = 3, hay tres bloques elementales de Jordan con dotova= 1. Es mas,

comodim E;le — dimE, =1, en este caso la base completa de Jordan estarad® por un

vector del subespacio vectoriEJf1 —E,, y tres vectores del subespacio vectoHgl. Se
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selecciona el Unico vector del subespacio vectﬁﬁlal— E,,, es decir, un vectat, € Efl pero
s & Ey,. Por ejemplo sea el vectai; = (0,0,1,0,—4,0), se calcula su imagen respecto

(f — 44D,
s = (A — A, Dilg = (=2,0,-2,4,0,0) € Ey.

. 2 —> . _
de esta forma se obtienen un veciire Ej, — E, y otro vectonis € E; . Comodim E;, = 3,
faltan por seleccionar dos vectores pertenecieatesubespacio vectoriak que sean

linealmente independientes entre si y respect@slevdctoresiz y ig. Sean dichos vectores
iy = (1,0,0,0,0,0) y i3 = (0,1,0,0,0,0).

La primera base de Jordan es
B]4 = {175'776}
B]4 = {(_ZJOJ _2I4IOJ0)J (OJOJlJOJ _4IO)}

La matriz elemental de Jordan correspondienteaaleste se obtiene calculando las imagen de

los vectoresis, g
f (775) = Aﬂs
Por otro lado

—

UGEE},

(A - A]_I)l_l)5 - (A - 111)2 l_i6 > (A - A]_I)l_l)5 - 0 = A'Ij5 - All_jscir, f(175) = All_,l)5
f(e) = A~ g
'17.)5 = (A - /111)176 = 7._1)5 - Al_l)6 - /117._1.)6 = Al_l)6 = 7._1.)5 + /11'17.)6 = f(l_l)6) = 7._1.)5 + /11'17.)6
Por tanto, la matriz elemental de Jordan es
_(1 1

Ja = (0 1)

La segunda base de Jordan correspondiente al &rtdya= 1 es
B]3 = {774}
B]3 = {(1101()'0'0'0)}

Como el vectoti, € E,_, la matriz elemental de Jordan correspondienttalmse es

J3=(1)

Por dltimo, la tercera y ultima base de Jordanespwndiente al autovaldy = 1 es la base

formada por el vectais
sz = {ui3}

B]Z = {(Olllolololo)}
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Y la matriz elemental de Jordan asociada a est@dms

2=

Se calculan los subespacios asociados al autodgaler—1 cuya multiplicidad algebraica es

mq(4,) = 2. El subespacio propio asociado al autovajoe= —1 es el siguiente nucleo
Ey, ={%€E:(A— ;D% =0} = Ker(A— A,I)

Por tanto, se debe resolver el sistema

20 -2 -10 O
/0 2 0 0 O 0\
f0 0 0 -1 0 0
Ko 0 4 4 0 o)k ) K):
00 0 o0 1 Xs
0 0 16 8 4
—2x3—x4 =0 x =0
( 2x, =0 (xz—O
_X4=O {X4=O
i 4x3+4’X4=0 = X3=O
2x5—x6 =0 Xg = 2Xg
k16x3+8x4+4x5 2x6 =10 Vxs € R

El subespacio propio asociado al autovaloe= —1 es
Ey, ={(0,0,0,0, x5, 2x5) | xs € R} = ((0,0,0,0,1,2))

Como el sistema generador del subespacio propiost@orde un Unico vector,

my(4;) = dimE;, = 1 #m,(4;) = 2, se debe calcular el subespacio vecttﬁl;fgl

Ef ={X€E:(A-2,1)% =0} = Ker(A — A,1)?

4 0 -8 -4 0 O X1 0
0 4 0 0 0 O Xy 0
0 0 -4 -4 0 0 _(x_?,\ _ (Ow N
0 0 16 12 0 O X4 0
\o 0 -16 -8 0 o/ \XS/ \0/
0 0 0 0 0 O X6 0
(4x1—8x3—4x4=0 ( x1=0
4x, =0 x, =0
—4x3—4x, =0 =>! x4 =0
l 16x3 + 12x, =0 l x3=0
—16x3 —8x4, =0 Vxs,xg €E R

Por tanto el segundo subespacio vectorial es

Efz = {(0,0,0,0, x5, x6)| x5, %6 € R} =((0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1))
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Efz es el dltimo subespacio vectorial a calcular dgde su dimension coincide con la
. . . . . . 2 _ _

multiplicidad algebraica del autovaldy, es decirdim Ej, =2 =mg(4,).

En este caso la cadena de subespacids, es Efz siendo las dimensioneimE;, =1 <

dim Efz = 2 y la diferencia entre ellagjim Efz —dim E;, =1 Por tanto, se tienen un Unico

blogue elemental de Jordan y bastara seleccionénigo vectoni, € Efz — E,, y calcular su

imagen respect@f — 4,i) para obtener una base de Jordan

B), = {tiy,u,}
Se escoge un vectay, € Efz — E,,, es decir, el vectai, perteneciente al subespacio vectorial
Efz pero no perteneciente &,,. Sea el vectoti, = (0,0,0,0,0,1), se calcula su imagen

respecto d€A — A,1)
iy = (A— 2D, = (0,0,0,0,—1,-2) € E,.

La base de Jordan correspondiente al autovaler —1 es
B), = {(0,0,0,0,—1,-2),(0,0,0,0,0,1)}

A continuacion se construye la Unica matriz elealedé Jordan correspondiente al autovalor
Az = _1

f(ﬂ)ﬂ = Aﬂ1
Por otro lado

U €E},

(A - 121)171 = (A - 121)2 ﬁz > (A - 121)171 = 0 = Aal = Azﬁl = f(ﬁl) = Azﬁl

f(ﬁz) = Aﬂz
171 = (A - Azl)ﬁz = ﬁl = Aaz - Azﬁz = Aﬁz - ﬂl + /12172 = f(ﬁz) = 171 + Azﬁz
Por tanto, la matriz elemental de Jordan es

(-1 1
En resumen, uniendo todas las bases se obtieasdacbmpleta de Jordan
B =B]1 UB]Z UB]3 UB/4
Esto es
B = {(0,0,0,0,—1,-2),(0,0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0,0), (1,0,0,0,0,0),(—2,0, —2,4,0,0), (0,0,1,0, —4,0) }

siendo la matriz de Jordan
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. -1
[ _]_1_ ) _E_Qz_;g_ i O2x1 Oz / 0
O1x2 :__]Z___E_O}E‘_l__,olxz :'k 0

02x2 02x1 02x1 E]4

OO OO =K
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S o OoOr OO
SO RO OO

O R OO0 OO
= =00
SN~—

La matriz regular P que cumple la propiedlad P~ AP se obtiene al colocar los vectores de la

base de Jordan por columnas

= O OO0 OO
[eNeNoNahl Sl
SO OO O
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CUESTIONESRESUELTAS

C1. Seaf un endomorfismo definido en un espacio vectdiakK,o) de dimensiom y sead la
matriz regular asociada al mismo. Determinar sisigsientes afirmaciones son verdaderas o
falsas. Si las afirmaciones son ciertas calculautdvalor correspondiente.

a) Siv es un autovector d& entonces es un autovector d&*, siendon > 0.

b) Si¥ es un autovector no nulo deentonces es un autovector d&™L.

RESOLUCION

a) Verdadero. S¥ es un autovector dé, 31 € K: Av = Av. Por otro lado, el vectaf serd un
autovector del™ sidu € K: A™0 = uv.
Utilizando el método de induccién se demuestratges un autovector d&*.
Se demuestra esta igualdad para el case 2. Partiendo de la igualdadv = AV vy
multiplicando ambos lados de la misma por la makriz
AV = AT = A(AD) = A(AD) = A%D = A(4D)
Comov es un autovector dé
A%0 = 1 (AD) > A%V = 1%
pr
Por lo ques es un autovector d& siendol? el autovalor que le corresponde.
Supdngase que la afirmacion es cierta paral, es decir, que ¥ es un autovector dé,
entonces es un autovector4le! con autovalor asociad# ™1, es decirA® 1o = A" 17,
Se demuestra quiges un autovector d&*
AV = A0 = AV 1(AV) = AV 1 (AD) > A" = 1 (A1) = A" = 1D
S————
An=1
Por lo que queda demostrado gtiees un autovector del”, siendo A™ el autovalor

correspondiente.

b) Verdadero. Com@ es un autovector dé& 31 € K: Av = Av. Por otro lado, el vectar sera
un autovector dd~! sidu € K: A71% = uv.

Partiendo de la igualdati’ = A y multiplicando ambos lados de la misma por larinat™?! ,
gue existe por sef regular, se obtiene

AV=0> AT1(AV) = A" (W) = [v = A(A719) = ¥ = (47 1D)

SiA # 0 existe su simétric% en el cuerp&. Con lo que de la Ultima igualdad se tiene
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- - - 1 -
P=2A"W) 2410 = 7Y

Esto significa queu = % € K: A% = uv, es decir, que&d es un autovector dé¢~!, siendo

1
p=- el autovalor que le corresponde.

Si A=0=|A| =0, por ser el valor del determinante de una mattipreducto de sus

autovalores. Entonces A no es regular, lo cuabs&adice con el enunciado.

C2. Seaf un endomorfismo definido en un espacio vectofislK,°) y seanu, y u, dos
autovectores linealmente independientes cuyos algi@s son respectivamenfy y A,
(41 # 4,). Determinar si las siguientes afirmaciones sodadegras o falsas. Si las afirmaciones
son ciertas calcular el autovalor correspondiente.
a)w = 21, es un autovector ¢é

b) v = 2u; + 3u, es un autovector ¢é

RESOLUCION

a) Verdadero. Coma, es un autovector géy 4, es el autovalor que le corresponde, entonces
f(u,) = 2,u;. Se calcula el valor d&w) utilizando la linealidad de la aplicacigry sabiendo

queti; es un autovector ge
fW) = fQ2uy) = 2f (Uy) = 2441y = f(W) = wyu; siendoy; = 214

Con lo que queda demostrado quetsi es un autovector d¢ siendoA; su autovalor
correspondiente, entoncés,= 21, es un autovector d& siendo su autovalor correspondiente
Y1 = 22,. Utilizando el mismo procedimiento se podria demaosque w = aii; €S un

autovector con autovalgy = al,.

b) Falso. El vecto? es un autovector dési existeu € K tal quef (v) = uv, es decir

f®) = u(2uy + 31,)

Se calcula el valor dg(¥) utilizando la linealidad de la aplicacigny sabiendo qu&, vy i,

son autovectores ge
f@) = f(2uy + 3uy) = 2f (Uy) + 3f (Uz) = 2211y + 34,1, =
fW) = 22,u; + 32,u,

Igualando ambas expresionesfd@) se tiene

M(Zﬂl + 37._1)2) = 211'171 + 3121_1)2 = 2(# - Al)’l—'il + 3(# - Az)'l_iz = O



212

Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Coetts

Como i, Yy u, son dos autovectores linealmente independienteda dgualdad anterior se
concluye qugt — A, =0y u— A, = 0. Esto esy = 1, = A,. Pero esto no es cierto, ya que los

autovalores!, y 4, son distintos.

C3. Determinar si la siguiente afirmacion es verdadefalsa: Seaif y g dos endomorfismo

|72}

definidos en el espacio vector{@, K,o) y seand y B las matrices asociadas a los mismos: §

es un autovector déy deB, entonces, es un autovectorAleB.

RESOLUCION

Verdadero. Com@ es un autovector déy deB, 31 € K: AV = AV y3a € K: BV = av.
Por otro ladoy serd un autovector déB si 3u € K: (AB)v = uv. Partiendo de la expresion
(AB)v

(AB)v = A @ =A(av)=a - éf = alv = (AB)V = alv

av AV

Por lo quau = al € K: (AB)v = uv, es decirg es un autovector déB.

C4. Sea el endomorfismo diagonalizalfledefinido enR™ y seaA su matriz asociada. Sean
A1 =0y A, =2 autovalores def siendo sus multiplicidades algebraicas= (n—1) y
a, = 1 respectivamente. Determinar si las siguientemafiiones son verdaderas o falsas:
a)dim(Kerf) =n—-1

b) A es una matriz regular.

RESOLUCION

a) Verdadero. Com¢ es diagonalizable, la multiplicidad algebraicaaygeométrica de los
autovalores coinciden. Es decidim (E;,) = mq(4;), siendo m,(4;) la multiplicidad
algebraica del autovalds.

Como A; =0 = E; = Ker(f — ;1) = Ker(f), entonces, dim (E,,) = dim(Ker(f)) =

n — 1. Por lo que queda demostrada la igualdad.

b) Falso. Comg es diagonalizable

PFD) =A== (2=2)" (A= 2) =" (2-2)
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Sustituyendadl = 0 en la expresion anterior
Ps(0) = |A] =0

Dado que el determinante de la matries nulo, la matriz no es regular.
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EJERCICIOSRESUELTOSCON MATHEMATICA

M1. Calcular los valores y vectores propios del endfisroo f:]R3 - R3 cuya matriz

1 1 0
asociada en una determinada basé eS<2 -1 2).
0 1 1

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

Se define la matriA asociada al endomorfismo

a={{1,1, 0}, {2, -1, 2}, {0, 1, 1}}; MatrixForm[a]

1 1 0
[2—12]

V0 1 1

Se calcula el polinomio caracteristico y se resuédvecuacion caracteristica obteniendo los

autovalores d¢

pel =Det[a - A% IdentityMatrix[3]]

—5+5a+2% 2%

20l = Selve[poel = 0]

{ta=11, {a=-5}, {A=2+/5}]}

A1 = sol[[1]]

A =1}

A1 = A /. Flatten[A1]

1
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Az = =20l [[2]]; Az = A /. Flatten[Az]

45

Az = =20l[[3]]; Az = A /. Flatten[As]

vEl

Se calculan los autovectores correspondientesautosalores anteriores

x = {x1, x2, x3};

vl = Selve[(a - A1 » IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}]

{{x2 =0, x1 - -x3}}

vl=x/.wl[[1]]

{—-x3, 0, x3}

Los autovectores correspondientes al autovglers 1 son de la formé— x3,0,x3 ) y

Ep, = {(-%3.,0,x3):x3 € R} = ((=1,0,1))

215

es un subespacio vectorial de dimension 1. Dandlmgier valor ax; se obtiene un autovector

que forma una base de este subespacio vectorial

vi=vl/.x3->1

{-1, 0, 1}

Se procede de la misma manera para los demas muasvabteniéndose los autovectores que

forman la base de los subespacio vectoriales popsi, pardl, = —/5

v2 = Selve[(a - Az * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}]

{{x1 >3, x2>-(1++5) x3}}

v2=x/.v2[[1]]

{x3, -(1++/5) =3, x3}




216 Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Coetts

v2=vw2 /. x331

{1, -1-+5, 1}

El subespacio propio correspondients, a= —/5 es
Eﬂ.z = {(Zr (_1 - \/E)Z;Z): Z € R} = <(1’ _1 _ \/g’ 1))

Finalmente, se calcula el subespacio propio asochautovalod; = ++/5

v3 = Selve[(a - Az * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}]

{{x1»x3, x2--(1-+/5) x3}}

v3=x/.v3[[1]]

{x3, -(1-+/5) =3, x3}

v3i=v3/.x3-21

1, 1+4/5,1
{

En consecuenci&,, = {(z, (-1 +5)z,z):z € R} =((1,—1+5,1)).

Los autovectoresi;, ¥, y 73 forman una base d®3, siendo la matriz asociada al

endomorfismagf respecto a dicha base, la matriz diag@én&rmada por los autovalords, 1,

y 43.

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, Az3}]; MatrixForm[d]
i1 0

0 5 o
Lo 0o 5]

Se comprueba que se cumple la igualBad P~1AP siendoP la matriz formada al colocar en

columnas los autovectores linealmente independiente

P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm|[p]
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d == Inverszse[p].a.p

True

217

Todo lo realizado anteriormente puede resolveifeando comandos especificos del programa

Mathematica para el tema de diagonalizacion.

Célculo del polinomio caracteristico

CharacteristicPolynomial[a, A]

—5+5a+2% 2%

Célculo de autovalores

Eigenvalues[a]

{—V?, v?, 1}

Célculo de autovectores

Eigenvectors[a]

{{1, -1-4/5, 1}, {1, -1++/5, 1}, {-1, 0, 1}}

Céalculo de autovalores y autovectores simultanetamen

zol = Eigensystem[a]

{{_-\\'l?l V"Ef 1}: {{lf _1_-\"?: l}f {ll _1+-\'!Ef 1]'! {_11 Cli' 1}]']'

Comprobacién de la igualddd= P~1AP

d = DiagonalMatrix[=sol[[1]]]; MatrixForm[d]

f

-y 3 0o 0
‘ 0 Y3 0
0 1

P = Transpose[scl[[2]]]; MatrixForm[p]

[ 1 1 -1

‘—l—v’g —l+v’€ ]
1 1 1)
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d == Inverszse[p].a.p

True

M2. Calcular una matriz de dimensi@®x3 cuyos valores propios soby =3, 4, =1y
A3 = =2, siendo ¥; = (1,2,1), ¥, = (—-1,41) y v;=(1,—1,—1) sus correspondientg

vectores propios.

2S

RESOLUCION

Removwe ["Global "#"]

Se definen los valores y los vectores propios gkdieenen la matriz diagon@ y la matriz de

pasoP

A1 =3;A2=1; A3 =-2; vl = {ll 2, l}; v2 = {_ll 4, l};
v3i={1, -1, -1};

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, Az}]; MatrixForm[d]

3 0 0O
[01 O]

V0 0 -2

P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

1 -1 1
[2 4 —1]

1 1 -1

Se define una matriz genérigade dimensiorBx3 y, utilizando la igualdad = P~1A4P, se

obtienen sus elementos

a = Array[x, {3, 3}];

sol = Selve[d = Inverse[p].a.p]

[{=x[1, 1] =1, x[1, 2] = -1, x[1, 3] > 4, x[2, 1] = 3,
x[2, 2] » 2, x[2, 3] » -1, x[3, 1] = 2, x[3, 2] =1, x[3, 3] - -1}}
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a=a /. sol[[1]]; MatrixForm[a]

1 -1 4
|3 2 -1
V2 1 -1

Otra forma de calcular la matuzes utilizar la ecuaciéb = P~1AP

a=-p.d.Inverse[p]; MatrixForm[a]

1 -1 4
| 3 2 -1
\2 1 -1
2 a 0
M3. Sea la matridf = (1 b 0) siendoa, b y ¢ parametros reales. Si se sabe que la traza de
2 0 ¢
M es 6y quey; = (0,0,1) y v, = (1,—1,2) son dos vectores propios He

a) Determinar la matri .
b) Calcular el valor de la expresi@8M3 — 7M? + 2M — I utilizando los conceptos de valor y

vector propio.

RESOLUCION

Removwe ["Global "#"]

a) Se definen la matri? y los vectores propiag, y v,

m={{2, a, 0}, {1, b, 0}, {2, 0, ¢}}; MatrixForm[m]

f

[T X
o oW
n oo

vl = {OJ OJ l}; v2 = {11 _1! 2};

Utilizando la definicion de valor y vector propi@® dina matrizMv = Av, se obtienen las

siguientes asignaciones

s0l = Selve[m.vl = A; #vl]

{{e =1}
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20l = Selve[m.v2 = Az x v2]

{{fa—=23-b, 2> -1+b, e -2+b}}

Resolviendo el sistema formado por estas ecuacipredsvalor de la traza, se obtienen los

valoresa, b y ¢ pedidos, ademas de los valores propios correspatedi a los vectores propios

- 3
ZR AP

g0l = Selve[{traza =6, c =M1, a=3-b, Ag =-1+b, A3 =-2+ b},
{al l:'! o, '2‘1! -12}]

{{a=20, b=>+3, c=>1, 21 21, 2z 2 2}}

a=za/.=0l[[1]];b=b/. s0l[[1]];e=c /. scl[[1]]: A1 =21 /. =s0l[[1]];
Az = Az /. sol[[1]];

m; MatrixForm[m]

ST o+
(== IS I
H o o

b) Se calcula la traza dé

traza =2 +b+c

2+b+c

Como la suma de los valores propios de una matiiicle con su traza, se obtiene el tercer

valor propio de la matriz;, y a partir de €l la matriz diagonal

sol = Solve[traza == A1 + Az + Az, Az]

[{Az =311

Az = Az /. sol[[1]]

3

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, A3}]; MatrixForm[d]

[T T
[T S T e
W o o
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Utilizando la definicion de valor y vector propi@ dina matriz, se calcula el vector propio

asociado a3, obteniéndose asi la matriz de p&so

v3 = {x, v, 2}; 30l = Solve[m.v3 = A3z =« v3]

{{x=20, z—=0}}

v3=wv3/. so0l[[1]]

{0, v, 0}

vi=v3/.y-21

{o, 1, 0}

P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

0 -1 1

[Olﬁ
1 2 0

Para calcular el valor de la expresi8m3® —7M? + 2M — I se utiliza la igualdady™ =

ppnp-1

exp =p.(3d.d.d-Td.d +2d - IdentityMatrix[3]).Inverse[p];

MatrixForm[exp]

-1 0 0
24 23 0 ]
4 0 -3

Se comprueba este valor calculando la expresi@ctdimente

exp == 3 MatrixPower[m, 3] - 7T MatrixPower[m, 2] + 2 m - IdentityMatrix[3]

True
a 0 -1
M4. Seaf: R® - R® un endomorfismo cuya matriz asociadaes= {0 —1 a |. Hallar
0 a -1

los valores del parametro reapara los cuale® es diagonalizable y diagonalizarla cuando [sea

posible.
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RESOLUCION

| Remove ["Global " ="]

Se define la matri# y se calculan sus autovalores

m={{a, 0, -1}, {0, -1, a}, {0, a, -1}}; MatrixForm[m]

fa 0 -1\
0 -1 a
V0 a -1

g0l = Eigenvalues[m]

I=al == Sl e

A =-1l-a; A2 =-1+a; Az = a;

Existen diferentes casos en funcion de los valdedspardmetro reak. Por esta razén, se

igualan entre si los autovalores, obteniéndosedlmses dea que hace que sean iguales.

Solve[A; = Az]

{{a =07}

Solve[A; = Az]

{{=~-3}

Selve[iz = Az]

{1

Caso l:a+0y a=# —%. En este caso se obtienen tres valores propidintds con

multiplicidad algebraica igual a uno, con lo quematriz es diagonalizable. Se calculan los

vectores propios asociados a cada valor propio.

x = {x1, x2, x3};

vl = Selve[(m - (-1 -a) * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, =]

x3
[fs-—2 sl
-1-2a
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vl=x/.wvl[[1]]

x3
{— , —x3, xS}
-1-2a

vli=vl/.x331+2a// Simplify

{1, -1 -2&8, 1+2a}

El subespacio propio asociado al autovaloe= —1 — a es
Ey, ={(x,—Q2a+ Dx,(2a+ Dx) | x € R} = ((1,—(2a + 1), 2a + 1)), conmy(13) =1

Se calcula el subespacio propio asociadg&a —1 + a

v2 = Selve[(m- (-1 +a) * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

1%l - x3, x2 =+ x3}}

v2=x/.w2[[1]]

=3, ®3, x3}

v2=w2/.x331// Simplify

{1, 1, 1}

Ey, ={(z,z,2) | z € R} = ((1,1,1)), siendom, (1,) = 1

Finalmente, se calcula el subespacio propio asochdutovalol; = a

v3 = Selve[ (m - a* IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

[{x2 = 0, x3 = 0}}

v3=x/.w3[[1]]

{=1, 0, O}

v3=wv3/.x1-+1//Simplify

{1, 0, 0}

Ej, = {(x,0,0) | x € R} = ((1,0,0)), siendamn,(4,) = 1
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Como se ha mencionado anteriormente, la matrgs diagonalizable y por ello se cumple la
relacionD = P~1AP

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, A3}]; MatrixForm[d]

f-1-a ] 0

P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

| 1 1 1
—1—2.31{)J
\ 1+2a 1 0]

d = Inverse[p].m.p // Simplify

True

Caso 2u = 0. En este caso se obtienen dos valores propiostdsst

Al = 0 ma(ll) = 1
{2, donde ma(ly) = 2

Se calculan los subespacios propios para comprsibdas multiplicidades geométricas vy
algebraicas coinciden

ml=m/.a->0;3 =0; A2 =-1; x={x1, x2, x3};

El subespacio propio asociado al autovalos 0 es

vl = Selve[ (ml - A1 * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

({2 >0, x3 =+ 0}}

vl=x/.vl[[1]]

[x1, 0, 0}

vl=wvl/.x1-+1//Simplify

{1, 0, 0}

Es decirE,, = {(x,0,0) |x € R} = ((1,0,0)), siendom,(4,) = 1.

De forma similar, el subespacio asociadg & —1 es
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v2 = Selve[ (ml - Az * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x1l = =x3}}

v2=x/.w2[[1]]

=3, x2, x3}

v2l =v2 /. {x2 31, x3 =+ 0}

{o, 1, 0}

v22 =v2 /. {x2 50, x3 5 1}

{1, 0, 1}

Ey, ={(z,y,2) | y,z € R} = ((1,0,1),(0,1,0)), siendom,(4;) = 2

Las multiplicidades algebraica y geométrica dedos valores propios coinciden, con lo que la

matrizM es diagonalizable. Véase que se cumple la reldciénP~1AP

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, A2}]; MatrixForm[d]

0o 0 0
[0—1 O]

V0 0 -1

P = Transpose[{vl, v21, v22}]; MatrixForm|[p]

101
[Glﬁ]

V0 0 1

d = Inverse[p].ml.p // Simplify

True

Caso 3a = — % En este caso se obtienen dos valores propiostdsst

/11 = _3/2 ma(ll) = 1
(o 2 y); donde ma(ly) = 2

Se calculan los subespacios propios correspondiaitey 1,

m2=m/.a->-1/2;34 =-3/2; A2=-1/2; x={x1, x2, x3};
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Paral, = —3/2 se tiene

vl = Selwe[ (m2 - A3 * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

{{x1l =+ =3, x2 »x3}}

vi=x/.v1l[[1]]

{x3, x3, x3}

vli=wl/.x331//Simplify

{1( 1( 1}

Por lo quet;, = {(z,2,2) | z € R} = ((1,1,1)), conm,(4,) = 1.

Se repite el proceso pata= —1/2

v2 = Solwe[ (m2 — Az * IdentityMatrix[3]).x = {0, 0, 0}, x]

[{x2 >0, x3 > 0}}

v2=x/.v2[[1]]

[x1, 0, 0}

v2=w2/.x1-21

{1, 0, 0}

Obteniéndose
Eﬂ.z = {(xl 070) I X € R} = ((15010)>1 Conmg(AZ) =1+ ma(/12) =2

Es decir, la multiplicidad algebraica y geométrina coinciden, por tantoM no es

diagonalizable.

1 -1 0
M5. Sea f:R®* - R® un endomorfismo cuya matriz asociada 4s= (—1 2 —1).
0o -1 1

Calcular una base ortonormal respecto de la cuahtaz asociada A sea diagonal.
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RESOLUCION

Remove ["Global " ="]

Se define la matrid y se calculan sus autovalores y autovectores

a={{1, -1, 0}, {-1, 2, -1}, {0, -1, 1}}; MatrixForm[a]

1 -1 0
[—1 2 —l]

0 -1 1

Eigenvalues[a]

{3, 1, 0}

sol = Eigenvectors [a]

{{lr _2r l}r {_1r Or 1}! {lr lr 1}}

}.1:3;}.2:1;}13:0;

vl =s0l[[1]]

{1, -2, 1}

v2 = sol[[2]]

{-1, 0, 1}

w3 =sol[[3]]

{1, 1, 1}

Se obtienen las matric&sy P que cumplen la igualdadl = P~1AP

d = DiagonalMatrix[{A1, Az, A3}]; MatrixForm[d]

3 00
(OIO]

V0 0 0

P = Transpose[{vl, v2, v3}]; MatrixForm[p]

1 -11
(—2 o 1]

1 1 1

227
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Los vectores propio§v,, ,, U3} forman una base ortogonal & ya que corresponden a

valores propios distintos.

vli.v2 =0
True
v1i.v3 =0
True
v2. w3 =0
True

Para que dicha base sea ortonormal es necesariogjuectores sean unitarios, por lo que se

normalizan

ul = Normalize[vl]

e

o

L

[

u3 = Normalize[v3]

{l 1 l}
YERERERRRE)

La base de los vectores prop{as, i, i3} €s una base ortonormal Bé respecto de la cual la
matriz asociada # es la matriz diagond). Se comprueba que se cumple la igualbad
PtAP

g = Transpose[{ul, u2, ud}]; MatrixForm[q]

f 1 __1 1 Y
\-'? \-'? \.'?
|
[ =
- = 1] L.—
‘\|| 3 3 3
1 1 1




Diagonalizacion 229

d == Transpose[q] .a.q

True

0 -2 -2 2
0 1 1 -1
-1 -2 -1 3
0 2 0 -3
0 0o 1 0
0 0 0 -1

M 6. Obtener la forma candnica de Jordan de la mAtsiz

\

OO OO O -
[
OO RNOR

S~—_

RESOLUCION

Remove ["Global "="]

Se define la matrid

A={{1,1,0, -2, -2,2},{0,0,0,1,1, -1}, {0, 2, -1, -2, -1, 3},
{0, -1,0,2,0, -3}, {0,0,0,0,1, 0}, {0,0,0,0,0, -1}}:
MatrixForm[A]

i1 0 -2 -2 2
o o 1 1 -1
2 -1 -2 -1 3
-1 0 2 0 -3
o o o 1 0
o 0 0 0 -1

= I s s s Y

Se obtiene el polinomio caracteristico y se caitlda valores propios

pol = CharacteristicPolynomial [&, x] // Factor

(-1+x)% (1+x)°

Solve[pol = 0, x]

{{x—=>-1}, {x—>-1}, {x—=21}, {x>1}, {x=>1}, {x31}}

Los autovalores de la matuzson

=1 mq(41) = 4
{AZ =-1 " m,) =2

Se calculan los subespacios asociados al autovglet 1, cuya multiplicidad algebraica es
mq (A1) = 4
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x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

AL =1;
sol = Selve[ (A - Ay IdentityMatrix[6]).x= {0, 0, 0, 0, 0, 0}]

[{x2 >0, x4 >0, x6 =0, x50, x3 3 0}}

x=x/. s0l[[1]]

{x1, 0, 0, 0, O, 0}

El subespacio propio obtenido es
E;, = {(x1,0,0,0,0,0) | x; € R} = ((1,0,0,0,0,0))

Comomygy(4,) = dimE;, =1 #my(1;) =4, la matriz no es diagonalizable y se construye la

cadena de subespacios correspondiente. Ademasede psegurar que existe un Unico bloque

de Jordan correspondiente a este autovalor.

Se construye el siguiente subespacio

E} ={Z€E:(A- 4D =0}=Ker(Ad— N 1)?

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

sol = Solve [MatrixPower [ (A - A1 IdentityMatrix[6]), 2].x =
{0, 0,0, 0,0, 0}]

{{x5—=20, x6 >0, x2 > x4, x3 > 0]}

x=x/.s0l[[1]]

{x1, x4, 0, x4, 0, 0}

E,lzl = { (x1,%4,0,%4,0,0) | x1,x4, €R}=((1,0,0,0,0,0),(0,1,0,1,0,0)).

Dado quedim Efl =2 #+#my(1,) =4, se continua construyendo la cadena de subespacios

vectoriales. Se calcumf1 :

E; ={Z€E:(A-M1I)*%=0}=Ker(A—MI)?

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};
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sol = Selve [MatrixPower[ (A - A1 IdentityMatrix[6]), 3].x =
{0, 0,0,0,0,0}]

{{%x5=20, x6 =20, x2 = x3 +x4}}

x=x/.=s0l[[1]]

{x=1, =3 + x4, x3, x4, 0, 0}

El subespacio vectorial es
Ej = {(x1,%3 + x4,%3,%,,0,0) | x1,%3,%5 € R} =((1,0,0,0,0,0), (0,1,1,0,0,0), (0,1,0,1,0,0))

Como dim Efl =3 #+#my,(1,) =4 , se continua construyendo la cadena de subespa&zo

calculaEy,

Ef ={%€E:(A-1D*% =0}=Ker(A—AD)*

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

sol = Solve [MatrixPower [ (A - A1 IdentityMatrix[6]), 4].x =
{0, 0,0, 0,0, 0}]

{{xe =0, x2 > x3 +x4 + x5}}

x=x/.s0l[[1]]

{x1, =3 + x4 + x5, x3, x4, x5, 0}

Efl = { (1, x3 + x4 + x5, X3, X4, X5,0) | X1, X3, %4, X5 € R} =

E} =((1,0,0,0,0,0),(0,1,1,0,0,0),(0,1,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0))

Como dimEf1 =4=m,(4,) =4 no se construye el siguiente subespacio, habiéndos

obtenido
E), C Ef CEj} CEj ,condimEy =1<dimEj =2<dimE; =3 <dimE} =4

Resaltar quedim E,{jl —dim E,{l =1 Vvi=1273, por lo que cada subespacio vectorial
Ej:fl —E,{l Vi =1,2,3 solo tendra un vector linealmente indepediente.bhae de Jordan
correspondiente al autovalay = 1 seraB;, = {u3, Uy, Us, U} Siendotis € Efl - Efl y todos
los demés sus sucesivas imagenes respecto dadacapi (f — 1,i). Se selecciona un vector

que verificaiig € Ey, y g € Ej .
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Seaiis = (0,1,0,0,1,0). Se calculan sus sucesivas imagenes respect@agbdeion(f — A,i)

u6={0,1,0, 0,1, 0};

ud = (A - A1 IdentityMatrix[6]) .u6

{_14- Dr 1; _lr 0! D}

ud = (A - A1 IdentityMatrix[6]) .ub

{24- _lr OJ _lr 0! D}

ul = (A - A1 IdentityMatrix[6]) .ud

{1, 0, 0, 0O, O, O}

En conclusion, la base de Jordan correspondiertgabalo\; = 1 es
By, = {(1,0,0,0,0,0), (2,-1,0,-1,0,0), (—1,0,1,—1,0,0), (0,1,0,0,1,0)}

siendo la matriz elemental de Jordan corresporaignt

J2 ={{1,1, 0, 0}, {0,1,1, 0}, {O,0,1, 1}, {0, 0,0, 1}};
MatrixForm [J2]

I

L Qe T e
(=T =T ]
(=T = ]
[l = s

Se calculan los subespacios asociados al automater—1, cuya multiplicidad algebraica es
mqe(42) = 2.

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

Ao = =-1;
sol = Selve[ (A - Az IdentityMatrix[6]).x= {0, 0, 0, 0, 0, 0}]

[{x5-0, x220, x40, x6 =0, x1 >0}}

x=x/.s0l[[1]]

{0, 0, x3, 0, 0, 0}

El subespacio propio asociado al autovaloe= —1 es
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Ey, ={(0,0,%5,0,0,0) | x5 € R} = ((0,0,1,0,0,0))

Como my(4;) =dimEy, =1 #mg(4;) =2, hay un Unico bloque elemental de Jordan

asociado al autovaldr, = —1 y se construye el siguiente subespacio vectogidh dadena

Ef ={X€E:(A-2,1)% =0} = Ker(A — A,1)?

x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6};

sol = Selve [MatrixPower[ (A - A; IdentityMatrix([6]), 2] .x= {0, 0, 0, 0, 0, 0}]

{{%x5=20, x2 >0, x4 2 x6, x1 > 0}}

x=x /. =0l[[1]]

{0, 0, x3, x6, 0, x6}

El subespacio vectorial es
Efz = {(0,0,x3,x¢,0,x¢) | x3,x¢ € R} = ((0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1))

Como dim Efz =2 =m4(1;), no se calcula el siguiente subespacio habiendenmat los

siguientes

Ej, € E},, con dimE;, = 1 < dimE} =2
Ya quedim Efz —dimE,, = 1, basta seleccionar un vector no nulo en el subiisﬁéz -
E,, y calcular las sucesivas imagenes de este ve@diante la aplicacioqf — 4,1). La base

de Jordan serB,, = {ii,,u,} siendai, € Efz — E,, y i, laimagen del vectal, respecto de la

aplicacion(f — A,i), es decir(f — A,1) (Uy) = Uy-

Sea el vectosi, = (0,0,0,1,0,1) € Efz — E),

u2={0,0,0,1, 0, 1};
ul = (A - A; IdentityMatrix[6]).{0, 0, 0, 1, 0, 1}

{0, 0, 1, 0, O, O}

La base de Jordan correspondiendg & —1 es
B;, ={(0,0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0,1)}

siendo la matriz elemental de Jordan
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Jl = {{-1, 1}, {0, -1}}; MatrixForm[J1l]

=1 1

|-. o -1 _-l

Se construye la base completa de Jordan como éa wiei las dos bases anteriorBs<B;, U

B;,). Estoes
B = {(0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,1), (1,0,0,0,0,0), (2, —1,0,—1,0,0), (—1,0,1,—1,0,0), (0,1,0,0,1,0)}

La forma canodnica de Jordan se obtiene colocandda esiagonal principal las matrices

elementales de Jordan obtenidas anteriormente

J={{-1,1,0,0,0, 0}, {O, -1,0,0,0,0}, {O,0,12,1, 0, 0},
{0,0,0,1,1,0}, {0,0,0,0,1,1}, {O,0,0,0,0,1}};
MatrixForm[J]

f-1 1 0 0 0O 0
0 -1 000 O
O 0 11 00
o 0 0110
o o 0011

0 0 00 0 1

y la matrizP se obtiene colocando los vectores de la base etanghé Jordan por columnas

P = Transpose[{ul, u2, u3d, ud, ub, ut}]; MatrixForm[P]
001 2 -1 0

oo0oo0 -1 0 1

100 0 1 O

o010 -1 -1 0

o000 0 01

"0 1.0 0 0 0]

Finalmente, se comprueba que las matitgg verifican la igualdag = P~1AP

J == Inverse[P].A.P

True

Otra forma de calcular la matriz y la base de Jordss utlizar el comando

JordanDecomposition deMathematica

Remove ["Global "="]
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a={{1,1,90, -2, -2,2},{0,0,0,1,1, -1}, {0, 2, -1, -2, -1, 3},
{OJ _ll 0; 2: 0; _3}1 {OJ OJ 0; 0: l; O}J {OJ 0: 0; 0: 0; _1}};
MatrixForm[a]

i 0 -2 -2 2
o o0 1 1 -1
2 -1 -2 -1 3
-1 0 2 0o -3
o o0 o0 1 0O
o o o 0 -1

[ I s s s Y

m = JordanDecomposition[a]

1{{0, 0, 1, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, -1, 2, -4}, {1, 0, 0, 0, 1, -2},
{o, 1, 0, -1, 1, -3}, {0, 0, 0, 0, 0, 1}, {0, 1, 0, 0, O, 0}},
{{-1. 1, 0, 0, 0, 0}, {0, -1, 0, 0, O, O}, {0, 0, 1, 1, O, O},
{o, 0, 0, 1, 1, 0}, {0, 0, 0, 0, 1, 1}, {0, 0, 0, 0, O, 1}}}

J=m[[2]]; MatrixForm[]j]

-1 1 000CO
0 -1 000 O
O 0 11 00
o 0 0110
o 0 0011
0 0 00 0 1

b=m[[1]]; MatrixForm[k]

o001 0 0 0
o000 -1 2 -4
100 0 1 -2
o010 -11 -3
o000 0 0 1
V0 1 0 0 O O

Finalmente, se comprueba que se cumple la igugldad®~1AP

Inverse[b].a.b = j

True

La base de Jordan obtenida mediante el comandoinciage con la anterior ya que esta base no
es Unica. Asimismo, aunque las matrices de Jordamciden, una podria haber sido una

permutacion de la otra.
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6 ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

6.1 Producto escalar

Definicion: Sea((E, +), (R, +,-),o) un espacio vectorial real. Se llama producto esale los
vectorest ey a una aplicacionf que a cada pareja de vectofg€sy) le hace corresponder un

ndmero real

fiEXE - R
(235) - fE5)

y que cumple las siguientes propiedades:

- Conmutativavx,y € E, f(%,y) = f(y,X)
- Definida positivavx € E — {0}, f(X %) >0y f(X%%)=0e%=0
- Bilinealidad:vx,y,Z € E,Va,B €R, f(aeX+Boy,Z)=af(X,2) +Bf(,Z)

El producto escalar se puede denotar coy) = X - y.

6.2 Espacio vectorial euclideo

Definicion: Se llama espacio vectorial euclideo a todo espassitorial rea((E, +), (R, +,-),o)

dotado de un producto escalary se denota pofE,).

El producto escalar definido en un espacio vedtaiglideo (E,) verifica las siguientes

propiedades:
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6.3 Expresion matricial del producto escalar

Sean(E,") un espacio vectorial euclideo de dimensiogy U = {i,,,, ..., U,} una base del

mismo. Sear¥ ey dos vectores dE, entonces:

El producto escalar de ambos vectores es el siguien

Xy = (g + X0y + o+ Xplly) - (V1Uy + Yollp + o+ Yptly) =

X1Y1Uy - Uy + X1 YUy - Uy + o+ Xy Yy - Un + XpY1p - Uy + XoYoUp - Uy + -
+x2ynﬁ2 ' a>n +t xn)’lan ' ﬁl + xn)’Zﬁ)n ’ 172 +t annﬁn ’ ﬁ)n

que matricialmente se expresa como:

ul'un yl
o Ui BB o U T Yz

f ) 5; = (xl,xZ' '"rxn) = (f)%] ' GU ' (5;)U

(f)t = = = = = =
u Uy Up Uy Uy - Up-Uy/ \In
Gy (37)U

La matrizGy = (ﬂi . ﬁj) Vi,j = 1,2,..,n se denomina matriz del producto escalar o ma&iz d

Gramm en la bagé.

Observaciones:
- LamatrizG, es simétrica puesto qug- i; = U; - 4, Vi,j = 1,2,...,n

@D yGy@Y >0, vieE-{0}

- LamatrizGy es definida positiva puesto qL{e . . R
@Gy =0 vi=0

- Los elementos de la diagonal principal de la m&tgizon positivos,
ﬂi 'l_l)i > O,Vl = 1,2, W, n
Teorema: Sea (E,7) un espacio vectorial euclideo y sedh= {i,u,,..,u,} ¥ V =

{V1,7,,...,U,} dos bases dé&. Las matrices del producto escalar en las bédkesV se

relacionan de la siguiente manera:
_ - - - t - - -
GV - (171, 172, ...,Un)U * GU * (171,172, ...,Un)U

siendo(?y, ¥, ..., Uy)y la matriz de cambio de base.

Definicion: Dos matricedl y B de igual dimension son congruentes si existe uataizwegular
H tal queB = H'AH.
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6.4 Norma inducida por un producto escalar

Definicion: Se dice que un espacio vectoli&l-) es normado si existe una aplicaciortE —

R* que cumple:

- h(X)=0,VX€EE

- KW@ =0o%=0

- h(AX) = |A|h(X), VX € E,VAER
- h(X+y)<hX) +h(y),VX,y€EE

Definicion: Sea(E,") un espacio vectorial euclideo. Se llama norma ditdu al producto

escalar “” auna aplicacion: E - R* tal que:

Esta aplicacidn se denota gil.

Propiedades de la norma:

|X]] = 0,vX € E

%l = 0, siy sélo siZ = 0
[[AxX]| = |A]||X]| VX € E,VAER
- X+ Yl < NIxI+ 1Yl vX,y € E

Definicién: El angulod formado por dos vectores no nuly € E es:

oo EI < %7 )
coSU = ———=-=>0=arccoS |\ ==
X1 - 11yl X1 11y

6.5 Ortogonalidad y ortonormalidad

Definicién: Dos vectorest e y de un espacio vectorial euclidéB,”) son ortogonales si su

producto escalar es nuld,- y = 0.

Definicién: Un vectorx de un espacio vectorial euclidé®,) es normal o unitario si su norma

es unoj|x|| = 1.

Proposicion: Seax un vector no nulo del espacio vectorial eucli(i&e), entonces el vect(ﬁ%

es normal. Al proceso de dividir un vector ponsuma se le llama normalizacion del vector.
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Definicién: Un sistema de vectord#,,u,, ..., U,} de un espacio vectorial euclidéB,") es

ortogonal si los vectores que lo forman son ortatgsdos a dos:

—

ui-ﬂj=0, Vi,j=1,2,...,n l¢]

Teorema: Todo sistema de vectores ortogonal de un espactonal euclidedE,-) es libre.

Definiciéon: Un sistema de vectores de un espacio vectoridideod E,) es ortonormal si es

ortogonal y ademas todos sus vectores son unitarios

—

Proposicion: Si el sistemdii,, iy, ..., i, } €s ortogonal, el sisten{ﬁglu, ”;2”, ”;"”
1 2 n

} también

lo es.

6.6 Método de Gram-Schimdt

Todo espacio vectorial euclidéB,-) admite una base ortonormal.

El método de Gram-Schimdt es un método constructite partiendo de una base cualquiera
de E permite obtener una base ortonormal de dicho e&spkt proceso de Gram-Schimdt

consiste en lo siguiente:

SeaU = {uy, Uy, ..., Up} Una base arbitraria d& a partir de la cual se desea obtener una base

ortonormalV = {¥,, U, ..., Un}.
Se obtiene el vector unitarig normalizando el primer vector de la béke

- ﬂl

v = m
Se genera un vectak, = U, + Av; y se determind para quev, sea ortogonal &;:
Uy Wy =01 (U +A0) =0 Uy +A=0=221=—(V; - Uy)
Sustituyendo el valor deen la expresion de,:
Wy =ty + A0y = Uy — (¥ - Up)Vy

El vectorw, no es nulo puesto que si lo fuese, los vectaey 1, serian linealmente

dependientes, lo que es imposible dadolges una base.
Se normaliza el vecta¥, obteniéndose asi el segundo vector de labase

.
B, = 2
N

[l
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Como los vectore®; y v, son combinacion lineal de los vectongsy u,, el subespacio

vectorial generado p4p,, v,} esta contenido en el subespacio vectorial gengradai,, i, }:
(U1, Up) € (U, Uy)

Ademas, ambos subespacios vectoriales tienen taardgmension, por lo que son iguales:
(171;772) = (ﬁpﬁz)

Se construye un vectows; = us + uy ¥y + U, v, y se determinap, y u, de forma quev; sea

ortogonal &, y av,:

{ﬁ1'w3=0:>{ﬁ1'773+#1:0:>{H1=—(771'ﬁ3)

Uy Wy =0 Wy-tlz+u =0  (up =—(V; Us)

Sustituyendo los valores ge y u, en la expresion de;:
W3 = Uz — (V1 - u3)vy — (V2 - U3)V;
Este vector no es nulo porque si lo fuese, exastiria relacion de dependencia lineal entre los

vectoresv,, U, y us, Y teniendo en cuenta qué;, v,) = (uUy,U,), los vectorequ,, u,, us}
serian linealmente dependientes, lo cual no etcier
Se normaliza el vecta¥; obteniéndose asi el tercer vector de la Base
L W
v3 = =
llws|

Razonando de forma similar, se puede demostra¢igue,, vz) = (i, U, , Us).

Repitiendo el proceso anterior, se consigue la baseormalV = {V;,v,, ..., v,} del espacio

vectorial euclided .

6.7 Subespacios vectoriales ortogonales

Definicion: Sean(E,") un espacio vectorial euclideaSy y S, dos subespacios vectoriales del
mismo. Se dice qu&, y S, son ortogonales si cualquier vectorYees ortogonal a cualquier

vector deS,, es decir,

N

)_C)'}_/)=y'5c)=0,v5c)€51,v51)€52

Proposicion: Sean(E,) un espacio vectorial euclideoSy y S, dos subespacios vectoriales

ortogonales del mismo, entoncgan S, = {6}.
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Proposicion: Sean(E,") un espacio vectorial euclideoFyun subespacio vectorial del mismo.
El conjunto formado por todos los vectores que asdagonales a los vectores #lees un

subespacio vectorial d&2denominado subespacio ortogonaFdg se denota par-.

Ft={X€E:X-y=0Vy€EF}

Teorema: SeanF y G dos subespacios vectoriales Eleentonces se verifican las siguientes
propiedades:

- (F+&Ot=FtngGt

- (FHt=F

- FSG>GrcFt

- FNnGr=Ft+6+
Teorema: Sean(E,”) un espacio vectorial euclideoFy un subespacio vectorial del mismo.
EntoncesE = F@F*, es decir:

- FnFf={0}
- E=F+F*+
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EJERCICIOSRESUELTOS

P1. Sea el espacio vectorial euclidg®",) y seau = (x4, x5, ..., X,) € R™. Determinar si las

siguientes funciones son normas asociadas a aflgdngio escalar de este espacio vectorial

a)lldll = vx? + x2 + ... + x2

bY Il = [x1] + || + -+ + x5

) gl = Iy | + [xal + - + |ty |

RESOLUCION

Una funcién es una norma si cumple las siguientgsigdades
- |lE@ll=0,vi e R" y |||l = 0, siy sblo sizi = 0

- VYU €eRTVAER, |||l = |A]ll]l

- VU, B ER, U+ Bl < Il + 17l

a) Se comprueba si la funcifii]| = /x? + x% + ...+ x2 verifica las propiedades

- |l =yxZ+x2+ .. +x2=0,Vi €ER®

Silldll = yxf + x5 + ..+ x2 =0=>x;=0Vi=12,..,n puesto quex/ =0

Vi=12,..,n =1i=0.

- Nl = 1Ay, Az, e, Ax) I =/ (Ax)? + (Ax)2 + - + (Axg)?

= \/lz(xlz +x2+..+x2) = Ml\/xlz +x2 + ..+ x2

= |A|||4]l, vie RL,V1eER
- VP =G+ y)P G y) i+ (g )t =
2 2,2 2 2 2
= X1 + 2x1Y1 + Y{+x5 + 2x9, + V5 + o+ X5 + 2%,V + Vi
= x24%5 + o+ X2H200)1 + XY + o+ X)) FVE+YE 4+ Y2
1 2 n 1V1 2Y2 n¥n Vi V2 Yn

= ||Ull? + 2(x1y1 + X252 + - + X, 00) + ID]I?
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Comox,yy + x5 + -+ + x5y, = U. ¥ < ||u]l.||7]| (desigualdad de Cauchy Schwartz) se tiene

que |1z + BlI% = [[@ll? + 2Ceys + 2255 + -+ xyn) + 18112 < [12l1? + 211201 191 + 19112
= (@l + 1IZID?

Sacando raiz cuadrada se obtiene|gie V|| < ||[u]l + ||7]| Vu,v € R™

Con lo que se ha demostrado djaid = \/x7 + x5 + ... + x2 es una norma.

b) Se comprueba si la funcifi@|| = |x;]| + |x,| + - + |x,,| cumple las propiedades
-l = lxq | + x| + -+ x| =20,V € R"

Sillull = lxqy| + x| + -+ |x,] =0=>x; =0 Vi=1,2,..,n puestoque

—

x| =0 Vi=12,..,n=>#=0
= AT = 1Ry, Axgy ooy )| = 1Ay | + 1A | + - + [ Ay
= Al (leg] + |x2| + -+ [x,]) = [A]lld]l, v € R",VAER

- Mu vl = lxy +yal + g + y2l + 0 g +yul < xal + il + |x2] + [y2| + -+
+ ]+ ynl = gl + 2] o4 Dl + [yal + [yl + -+ |y
= [lull + Il v, v € R™

Por lo qud|u]] = |x1| + |x3] + -+ + |x,,| €s una norma.

c) Se comprueba si la funcifim|| = \/|x1| + [x,| + -+ + |x,,| €S una horma

- @l = el + x| + - + |x,] =0,V € R™

Sillill = Ix | + x|+~ + x| =02 x,=0Vi=12,..,n=2>1U=0

- Al = 1Ay, Axg, e, Ax) Il = 12| + (A2 ] + - + [

= JIAUxc] + x| + -+ 1] = VIAW 1] + g ] + -+ |3,

= VIl # [A]llull, vi € R", VA €R

Como la tercera propiedad no se cumpig| = \/|X1| + |x3| + -+ + |x,| nO €s una norma.

P2. SealP; (x) el espacio vectorial de los polinomios de gradaone igual a uno cop(x) =

a + bx dondea, b € R y sea la aplicaciofi: P; (x) X Py (x) — R, tal quef(p;(x),p,(x)) =
1

Jo P1(x) - po(x)dx.

a) Demostrar qug¢ es un producto escalar.

b) Calcular el angulo formado por los polinomids) =2 + x yq(x) =1+ 3x
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RESOLUCION

a) La aplicaciorf sera un producto escalar si cumple las siguigmtgsedades:
Propiedad conmutativép; (x), p,(x) € P1(x), f(p1(x),p2(x)) = f(p2(x), p1(x))

1 1
(010, p2(0) = fo p1(X) (W) dx = fo P2 (0 p1 W dx = £(py (0, p1 ()

vp(x) € Py (x) — {0}, f(p(x),p(x)) >0

Definida positiva{
f(p(),p(x)) =0 p(x) =0

Se demuestra qug(x) € Py (x) — {0}, f(p(x),p(x)) >0
1 1
Fpepe) = [ P60 pGodx = | p?Gdx
0 0
Por las propiedades de la integral definidg,(si)) > 0 enx € [0,1] = folg(x)dx >0
vp(x) € P;(x),p%(x) > 0 enx € R. Por tantofolpz(x)dx >0= f(p(x),p(x)) >0

A continuacion se demuestra gt (x), p(x)) = 0 © p(x) = 0

1 1
F(p(),p() = f p(x) - p)dx = j p2(x)dx = 0 & p2(x) = 0 © p(x) = 0
0 0

Demostradas las dos condiciones anteriores, séuyenguef es definida positiva.

BilinealidadVp, (x), p2(x),p3(x) € P1(x),Va,B € R:

flaopi(x) + B o pa(x),p3(x)) = af (p1(x), p3(x)) + Bf (p2(x), p3(x))

Se desarrolla la parte izquierda de la igualdad

1
F(aopi(0) + B o pa (), pa(x)) = fo (@opi(0) + B o py(0) - p(X)dx

1 1
=@ (0 psC)x + [ B (200 - 30
0 0

1

1
—a j py(xX) s (X)dx + B j P2 () - ps(X)dx
0 0

= af (p1(x), p3(x)) + Bf (p2(x),p3(x))

Por lo que queda demostrado ¢ues un producto escalar.

b) El angulod formado por dos vectores no nujg), q(x) € P, (x) viene dado por

p(x) - q(x) p(x) - q(x) )

R e R PTes) I “rcc"s("p(x)ll HlaCol




246

Fundamentos del Algebra Lineal. Ejercicios y Coetts

Se calcula el producto escalar de ambos polinomios

1 1 1
p(x)-q(x) = f p(x) - q(x)dx = f 24x)-(1+3x)dx = f (3x2% + 7x + 2)dx
0 0 0

—x? 4 la2 42 1—1+7 L
=X Zx XO— >

Se calculan las normas de los polinomios

1 1
Pl = +/p@) - p(O) = J j p() - p()dx = J f @2 +2)- 2+ x)dx =
0 0

1 1 N 19
= f(x2+4x+4)dx= —x34+2x?+4x| = |=+2+4= |—
. 3 o 3 3

1 1
gl = +/a6) - 4G = j f 0() - q(0)dx = J f (1+3%) - (1+3%)dx =
0 0

1
=\]f (9x2+6x+1)dx=\/3x3+3x2+x|0=\/3+3+ =7
0
Con lo que el &ngulo que forman los dos polinoreos

p(x) - q(x) 7

cosf = = = 0 = arccos

i\ = 12,53°
IPCOT- g GOl \/‘ \ B )

P3. Seanf y g dos formas bilineales definidas &% y R respectivamente, cuyas matri

3 -1 4
asociadas respecto de la base canc’)nical?s@r(_é _f) y G= (5 6 7). Determinar
4 -3 0

si las siguientes afirmaciones son verdaderassadal
a) F define un producto escalar.

b) G define un producto escalar.

RESOLUCION

a) Falso. Véase que aunques simétricdF = F*), no es definida positiva ya que,

I € R%, vFvt < 0

es
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UFP = (x,y) (_; _f) (;C,) =(x—2y,—2x+y) (;) =x?+y?—4xy = (x —y)* — 2xy

SeaV = (1,1) ER* 2 ¥Fvt = (x —y)* —2xy = -2 <0
Por tanto, la matriZ no define un producto escalar.

b) Falso. Para qué defina un producto escalar tiene que ser siméyricefinida positiva.

ComoG # G*, la matrizG no es simétrica, por lo que no puede definir wapcto escalar.

P4. Sea||t|| = \/x? + x3 + ...+ x2 la norma euclidea d&"*. Demostrar:
a) 2]1%[1% + 2|I¥1I? = |I¥ + y1I1? + ||1X — ¥|I*> (ley del paralelogramo)
b) 4% - y = ||X + y|I* — [I¥ — y|I?

c) 1€+l <%+ Iyll (desigualdad triangular), utilizando quét-y| < ||IX]l - |||l
(desigualdad de Cauchy Schwartz).

RESOLUCION

a) Sear¥ = (xq1,x3, ..., xn) €Y = (V1, Y2, ..., ¥) dos vectores dR™. El producto escalar usual
deR™ es X -y =x1V; + X3V, + - + Xp V-

Se desarrolla el lado izquierdo de la igualdad
2[1ZI1% + 205117 = 2(xf + xF .. + x3) + 207 +¥F ..+ ¥5)

Se desarrollan los dos términos del lado derecha idgialdad

{Ilf 3=V G +y0)? + (2 +y2)* + -+ Gonton)®
1 = Fll = v Gep —y1)2 + (g = ¥2)2 + -+ + (tp—yn)?

1%+ Y11 + X — yII* =

[Cer +y1)2 + G +y2)% + o+ G ty)? ]+ [ —y1)2 + (e = y2)2 + -+ O —y)?] =
202 +x2 4+ x2)+ 20y +y2 ..+ v2)

Como ambos lados de la igualdad coinciden se cula¢y del paralelogramo

b) Seant = (x4, x5, ..., %) €Y = (V1, Y2, ..., ¥,) dOs vectores dR".

Se desarrollan ambos miembros de la igualdad

4% -y = 4(x1y1 + XY + - + Xy )
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1% + 1% — I% — ylI* =
[ +y)% + O +y2)% + -+ (o +y)?] = [ = y1)? + (2 = y2)% + -+ (e —y)?] =
2001y1 + x2Y7 + o+ X0 Yn) + 201 y1 + Xy + 0+ X V) = 41 + XY + o+ X V)

Ambos lados coinciden, por lo que queda demosteaidgaldad.

c) Se eleva al cuadrado la parte izquierda dedmdaldad triangular

X+ 511> = @& +5) - @ +3) = 1ZI> + 171> + 2% -y < IZ]1* + I]I* + 2|% - ¥

y se aplica la desigualdad de Cauchy Schwartz

1% + Y112 < 117 + Y11 + 212 - 31 < 1207 + (1% + 2020 - 1Y1 = Az + 171D =
1%+ y1I1> < Izl + [1711)?

Aplicando la raiz cuadrada en ambas partes deslgudddad obtenida, se tiene que

1% + 711 < (12N + 17ID? = 11X + 1l < 121 + 1171

P5. Sea el producto escalfi€x, ) = 3x,y;, + 2x1Y, — X1 V3 + 2X3Y1 + 3X3Y, — X3y, + X33
dondex = (x1,x2,x3) €Y = (y1,¥2,¥3)-

a) Obtener la matriz de Gramm respecto de la basénca.

b) Calcular el angulo formado por los vectaies (1,—1,0) y v = (—1,1,—1).

c) Obtener la forma genérica de los vectores onalgs al vectoti = (1,—1,0). Determinar

tres de ellos.

RESOLUCION

a) SeaC = {é,,¢,,é;} la base candnica dR3. Para obtener la matriz de Gramm se debe
calcular el producto escalar de todos los vectdesk base tomados de dos en dos. Como la
matriz de Gramm es simétrica no es necesario ealng nueve productos escalares, basta con

calcular los siguientes

A

f(gz;éz) =e,-e;=3
f(éz'és) = 52'53 =0 =f(53'§2)

“~
~
2

w
ng
N/
|
2
w
ng
Il
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b) ElI angulod formado por los vectoras= (1,—1,0) y v = (—1,1,—1) se calcula utilizando
la formula

- -

0 u
CoSU = —=——F=+
- 111l

Se obtiene el producto escalarv y las normas de cada vector

09 =f(v) =1

lEll =i i =JFf@a) =v2

Il =V -3 =Ff@P) =VvI=1

-1 -1 37
Entoncescos 6 = NG = 0 = arccos (ﬁ) =0 = ”

— -

c) Seaw = (wy,w,, w3) un vector genérico dR3. Para quewv sea ortogonal &, w L i, se

debe cumplir qu&’ - u = 0. Desarrollando el producto escalar anterior
W'?TL):f(W,ﬁ) =Ww; —W; — W3 =O ﬁWl =W2+W3

Por tanto la forma genérica del vecies(w, + ws, w,, w3) Yw,, w; € R. Para obtener casos
particulares basta asignar valores a las coordemgdg ws, por ejemplo, los vectores =
(2,1,1), = (1,1,0) y £ = (1,0,1) son ortogonales al vectar respecto del producto escalar

anterior.

P6. SeaB = {(1,2,2),(3,1,2),(5,0,—1)} una base deR3, ortonormalizar la base utilizando |el

producto escalar usual.

RESOLUCION

Para ortonormalizar la baBese utilizara el método de Gramm-Schimdt. Dichoauétparte de
la base iniciaB = {(1,2,2), (3,1,2), (5,0,—1)} y construye una base= {v,, v,, U3} siendo los
elementos d& unitarios y ortogonales dos a dos.
Denodtese la base = {1, U,, 13} siendou; = (1,2,2), 4, = (3,1,2) yuz = (5,0,—1).
Se calcula el vectar; normalizando el vectat,

L U

Vi =75
2.l

- — — - 1 2
Il = vy -uy =3 =7, = (g,g,

Wi N
—
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Para obtener el vectay, se construye el vector, = i, + Av; y se determina el parametio

para quev, sea ortogonal &,

o 122
A= (B 1) = — (5,5,5) (312) = —

Por tanto,w, = @i, + 1%, = (3,1,2) - 3(5.,%,2) = (2, -1,0).

El segundo vector de la bake ademas de ser ortogonabadebe ser unitario, por lo que se

normaliza
LW
Vy = ——
(I, ||
-1
(W]l = Wy Wy = V5 = 7, = ( )
\/_ \/_

Para obtener el vect@g, se construye el vectal; = us + U1 + Uy v,

Se determinan los parametmosy u, para que el vectar; sea ortogonal a los vectorgsy

Uy 2y = —(Uy - U3) Y U = — (¥, - U3)

UJll\.)
UJll\.)

1
== =—(3.5.5) 60~ =-1
2 -1
Uy = _(52 : ﬁ?;) = - (ﬁrﬁio) ' (5'0'_1) = _2\/5

Es decir, el vectow; es

s- 60~ (32 (5 )- G4

V5’ \/_ 3’3" 3
Al igual que los otros dos vectores de la basenortoalV/, el tercer vector debe ser unitario

L Wy
V3 = ——
A

2 4 =5

Wsll = /Ws - W5 = V5 = 7 =(___)

Il = ws - A CN NN

En conclusién, la base ortonormalles- {(3 z 2) (\/2_ FO)(%%%)}

P7. SeaS = {(x,y,z)| x + y — 2z = 0} un subespacio vectorial @&.
a) Obtener el subespacio vectorial ortogsral

b) Determinar si el vectar = (1,1,2) pertenece al subespacio ortogonal.
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RESOLUCION
a) El subespacio vectorial ortogona asta formado por todos los vectores que son aralgs
a cualquier vector dg.
St={fe R%:%-y=0Vy€ES}
Cualquier vector del subespacio vectafi@umple que
VY=Y Y3) ES: y1+y, —2y3 =0
es decir, es ortogonal al vectdr1, —2)
Y1ty —2y3 =0 (y1,¥2,¥3) - (1,1,-2) =0 y-(1,1,-2) =0y 1 (1,1,-2)
Por lo quex = (1,1,—-2) € St = ((1,1,-2)) c S*.
dimS=2
Por otro lado, como R3 =S®S* = dim R3=dimS+dimSt— dimSt=1.

Entonces,S* = ((1,1, —2)).

b) El vectorv pertenecera al subespacio vectorial ortogonat $i= 0 Vi € S.
Seau=(1,1,1)€eSs, u-v=(1,1,1)-(1,1,2)=4+0 = Los vectoresi y ¥ no son
ortogonales, por tanto el vectdno pertenece al subespacio vectorial ortogonal.

Nétese que = (1,1,2) € S* = ((1,1,—-2)).

P8. SeaS = {(x,y,z,t)|x —2y+t =0, x+y+z+t = 0}un subespacio vectorial dR*,

determinar el subespacio ortogonal al mismo.

RESOLUCION

Recordar qué* esta formado por todos los vectores ortogonales sectores del subespacio

vectorialS.

St={fe R:%-y=0Vy€ES}
Dado que todo vector pertenecienteS @s combinacién lineal de los vectores de su base,
cualquier vector del subespacio vectorial ortogatedle ser perpendicular a los vectores de la
base deS. Se calcula la base del subespacio vectsrial
Seax = (xq,x,,%3,%4) € S, luegox satisface las siguientes igualdades

{ x1—2x2+x4=0 {x4=—x1+2x2
x1+xZ+X3+x4=O X3=_3xZ

Es decir, la forma genérica de cualquier vectotepeciente & es
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.72) = (xl,xz, _3x2, _xl + ZXZ) = x1(1,0,0, _1) + xZ(O,l, _3,2)

Ademés como los vector€4,0,0,—1) y (0,1,—3,2) son linealmente independientes forman
una bas& = {(1,0,0,—1), (0,1, —3,2)} del subespacio vectorisl

Se calculan los vectores pertenecientes al subiespaagonal.

Seay = (1,2, Y3, ¥s) €St =9 1 (1,0,0,—1) ey L (0,1,—3,2). Desarrollando los productos

escalares resultantes se obtiene que
¥y1(1,00,-1) = 1, ¥2,¥3,94) - (1,0,0,-1) =0=>y; —y, =0
y1(0,1,-32)= (y,¥2,¥3¥) - (01,-32)=0=>y, —3y; + 2y, = 0
En conclusion, el subespacio vectorial ortogonal es

St={(v1,¥2,¥3,¥4) € R*| y; —y, =0,y, — 3y3 + 2y, = 0}

P9. Demostrar que los subespacios vectoridles ((1,0,—2,—1),(2,0,1,-2)) y W =
{(a+ b,a,0,a+ b)|a,b € R} son ortogonales.

RESOLUCION

Para demostrar queéy W son ortogonales basta demostrar que
VOiEV AVWEW, v-w=0
Seaw = (a + b,a,0,a + b) un vector genérico d& y v un vector genérico dé,
v =x(1,0,-2,—-1) +y(2,0,1,-2) = (x + 2y,0,—2x + y,—x — 2y)
Se comprueba $i-w = 0
vw=(x+2y,0-2x+y,—x—2y)-(a+b,a,0,a +b)
=xa+xb+ 2ya+ 2yb—xa—xb—2ya—2yb=0

Queda demostrado qliey W son ortogonales.
Otra forma de demostrar que los subespacios sogarréles es comprobar que los vectores de

las bases lo son.

P10. SeaV; = {(—a—b,—b,3a)|a,b € R} un subespacio vectorial dR3. Determinar las

ecuaciones implicitas del subespacio ortogon#, de
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RESOLUCION

SiVit es el subespacio ortogonallfe entoncesyi € V; A YW € Vit, i+ w = 0.
Se calcula una base dg
vi € V;,3a,b € R: U = (—a—b,—b,3a) =
u=a(-103)+b(-1,-1,0) = ((—1,0,3),(—1,—1,0))

Comou; = (—1,0,3) y 4, = (—1,—1,0) son linealmente independientds= {ii;,4,} es una
base dé&.

Dado que los subespacigsy Vi- son suplementarios, se cumple la ecuacion
dimR3 = dimV; + dimVit >dimVit =dimR® —dimV, =3-2=1

Por lo que/it = (W) dondew es un vector genérico @®&°, w = (a, b, ¢) tal que{t,, i,, W} es

un sistema libre ¥, -w = 0y, -w = 0. Entonces
U w=(-103):(a,b,c)=0=>—-a+3c=0=>c=a/3
U, w=(-1,-10)(a,b,c)=0=>—-a—-b=0=>b=—a

Con lo quew = (a,—a,a/3),yVit = {(a,—a,a/3)/a € R} =((3,-3,1)).

3 x
Para calcular las ecuaciones implicita¥’dese exige queg = (—3 y> = 1. Ademas, como
1 z

dim Vi = 1, se requieren dos ecuaciones implicitas linealenaxtependientes, por tanto, se

consideran los siguientes menores:
| 3 x|=o y[2 Y|=0=3y+3x=0y3z=x
-3 vy 1 z y

3y+3x=0

A eER
3z=x oYz

Las ecuaciones implicitas #g son {
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CUESTIONESRESUELTAS

Cl. Se considera la aplicacigft R? x R> - R donde f(u, ) = 2u - ¥ — 3, siendo *" el
producto escalar usual entre vectores. Determirlas siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas

a) f es definida positiva.

b) f cumple la propiedad conmutativa.

c) f cumple la propiedad de bilinealidad.

RESOLUCION

a) Falsof no es definitiva positiva ya q@&i € R? — {6} F@) < 0.

Seail = (1,0) = f(U,u) =—-1<0

b) Verdaderof cumple la propiedad conmutativavéi, v € R?, f(i, V) = f(¥,1)

Se calculan los dos términos de la igualdad amterio

-3
-3

ISR

Comou - ¥ = ¥ - u, entonce¥ (i, ¥) = f (¥, u), por lo quef cumple la propiedad conmutativa.
c) Falso.f cumple la propiedad de bilinealidad si

Flaoti+Bod,W) = af (@,w) + Bf (B, W), Vi, 3,W € R Va, B € R

siendo ‘%" el producto entre un escalar y un vector.

Se desarrollan por separado ambos lados de lalagiahterior
f(au + pv,w) =2(ati + pv) - W —3
af @,w)+Bfw,w)=au-w—3)+pQRv-w—3)=2(ati + BV) -w — 3(a + B)

Las expresiones resultan iguales sola ¢i f = 1. Con lo quef no cumple la propiedad de

bilinealidad.
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C2. Sea el espacio vectorial euclid®. Determinar si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas
a) Los vectores de la base canéiica {¢,, é,, ..., €,} deR"™ forman un sistema ortonormal.

b) Todo conjunto ortonormal de vectores forma uaseldeR™.

RESOLUCION

a) Verdadero. El sistem& = {¢;,¢é,, ...,€,} es ortonormal si los vectores son unitarios y
ortogonales dos a dos. Como se trata de la base 6nican

é =(1,00,..,0),&; = (0,10, ...,0), ..., €, = (0,0, ..,0,1) , todos los vectores son unitarios
léll=1i=12.,n

Ademas, los vectores son ortogonales dos a dosopyesz; - €; = 0, Vi # j

Por lo que se ha demostrado que los vectores Haska candnica dR™ forman un sistema

ortonormal.

b) Falso. Es suficiente tomar un subconjunto ddoves de la base canonica, por ejemplo
By = {é1,€,,...,€;} siendo k <n. Todos los vectores del conjunt®, son unitarios y
ortogonales dos a dos, por lo ggjees un conjunto ortonormal de vectores. PBfono es una
base deR™ puesto que, aunque esté formado por vectoresaquéngalmente independientes

no es un sistema generadorRie

C3. Se considera el espacio vectorial eucliiede dimensiém. Determinar si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas

a) SeaV = {v;,7,, ..., U} UN sistema libre formado por vectores unitarioEdentonces e
sistema/ es ortonormal.

b) Cualquier sistema ortonormal de vectores @s libre.

RESOLUCION

a) Falso. El sistema ser& ortonormal si se verifiaa siguientes condiciones

- Los vectores son normales o unitarios, es degit =1Vi=1,2,...,m

- Los vectores son ortogonales dos a dos, es@diecH; = 0 Vi # j

La primera condicion es un dato dado, con lo quia selficiente que se verificase la segunda

condicién. Para demostrar que ésta no se verificautdiza un contraejemplo. Sda=
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{e., e,, v} siendoe; = (1,0,0), 6, = (0,1,0) y v = (\/ii 0\/%) Este sistema es libre, puesto que

el determinante de la matriz formado por los tegares es no nulo

10 !
V2[4
01 0|=—=+0
0 0 ! vz
V2
y ademas, los vectores son unitaripg,|| = ||e,|| = ||¥]| = 1. Se comprueba si los vectores

son ortogonales dos a dos o lo que es lo misnso, groducto escalar es cero

-

é, e, = 0= &, ye, son ortogonales.

é, - v =0 = &, y v son ortogonales.

-

> 1
1.17:_

V2
Por lo que el sistema de vectoleso es ortogonal, y por tanto no puede ser ortoalbrm

# 0 = €; y U no son ortogonales.

b) Verdadero. Sea el sistemha= {ti;,u,, ..., U,} un sistema ortonormal de vectorestdéEsto
significa que los vectores son unitaridig;;|| =1 Vi =1,2,...,p y ortogonales dos a dos,
U+ =0Vi#j.

Utilizando el método de reduccion al absurdo supsegjue la afirmacién no es cierta, es decir,
que el sistema de vectores ortonormal es ligaddoriEas, existe un vectai, que es

combinacion lineal de los otros.
ﬂ(xi # 0 tal quel_ik = a’lﬂ)l + a, '17.)2 + 2471 ﬁk—l + A +1 'ljk+1 + -+ a’pﬂ)p
Realizando el producto escalar del veatprcon el resto de vectores del sistema

- - P - - Pl P -
Ug ~ Uy = (a1u1 Fay Uy + Apq Up—q + Apypq U + 0+ ocpup) s Uq

Pl - P - - Pl P
U~ Uy = (a1u1 +ay Uy + Apq Up—q + Apypq U + 0+ ocpup) “ Uy

QUE *Up—1 = (a1u1 +ayu; +ap_q Ug—1 + Aypq Ugyr + 0+ apup) CUp—1

Uy - Upeyr = (@1Thy + @ Uy + Agq Upemq + Apq Uperr + -+ Aplly) - Ugas

\ U Up = (a1u1 +ay Uy + Apq Up—q + Apypq U + 0+ ocpup) " Up
Como los vectores son unitarios y ortogonales diissase tiene

— —
uk-u1=0(1
U Uy = Ay

Uk " Ug—1 = Ag—1

— - _
Uk " Ug+1 = Ak+1
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Ademas teniendo en cuenta qiees combinacion lineal de los otros vectores, e#r,dgue
existe algurw; # 0, al menos uno de los productos escalares anteseré no nulo, con lo que
el sistema de vectores no seria ortogonal. Estwazhoe la hipotesis del enunciado y significa

que lo supuesto no es cierto, es decir, que cuwlquonjunto de vectores ortonormal es
necesariamente libre.
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EJERCICIOSRESUELTOSCON MATHEMATICA

M1. Seanf y g dos formas bilineales definidas B{ y R3 respectivamente, cuyas matrig

asociadas respecto de la base canénic&’s@n{_é

si las siguientes afirmaciones son verdaderasadal
a) F define un producto escalar.

b) G define un producto escalar.

-2

1

) v

3
5
4

-1 4
6 7). Determinar
-3 0

RESOLUCION

Remove ["Global ="]

es

a) Para que la matriz defina un producto escalar debe ser simétricdigida positiva. Véase

Si es simétrica

F={{1, -2}, {-2, 1}}; MatrixForm[F]
(t 2)

V-2 1 /|

Transpose[F] = F

True

La matrizF si es simétrica. Véase si es definida positiva.es@ectoi = (1,1) € R?

v={x, y};
pol = v.F.v // Simplify

x2—4xy+y2

pel /. {x—=+1, y—=+ 1}

-2

Se ha comprobado q@ € R?, Fvt < 0, luegoF no es definida positiva, y por tanko no

define un producto escalar.
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b) Véase stz es una matriz simétrica

G={{3, -1, 4}, {5, 6, 7}, {4, -3, 0}}; MatrixForm[G]
32 -1 4

[5 6 T]

4 -3 0

Transpose [G] = G

False

Por lo que la afirmacion es falsa, es deg€ino es simétrica y por tanto no define un producto

escalar.

M2. Sea el producto escalgf(X,y) = 3x1y; + 2%,V — X1V3 + 2X5y1 + 3X,Y, — X3y; +

X33, dondex = (xq,x2,x3) €y = (V1,¥2,¥3)

a) Obtener la matriz de Gramm respecto de la basénca.
b) Calcular el &ngulo formado por los vectaies (1,—1,0) y v = (—1,1,—1).
c) Obtener la forma genérica de los vectores ortalgs al vectoti = (1,—1,0). Determinar,

tres de ellos.

RESOLUCION

Remove["Global "]

a) Se definen el producto escalar, la norma indugith base candnica

f[x_ ? VectorQ, y_ ? VectorQ] :=
3x[[1]] v[[1]] +2=[[1]] v[[2]] -=[[2]] ¥[[3]] +2=[[2]] y[[1]] +

3x[[2]] y[[2]] -=[[3]]1y[[21]] +=[[3]]1¥I[[3]];
Norma[x ?VectorQ] := Sgqrt[f[=x, =]];

B={{1, 0,0}, {0, 1,0}, {0,0, 1}};

Se calculan los productos escalares de todos tieree de la base candnica tomados de dos en

dos y se construye la matriz de Gramm
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Gramm = ConstantArray[0, {3, 3}];

Do[Gramm[[i, j]] = £[B[[1]], B[[3]11], {%, 1, 3}, {3, 1, 3}]:
MatrixForm [Gramm ]

2 3 0
-1 0 1

3 2—1]

b) Para calcular el angulo entre dos vectargs’ se utiliza la formula

0 < UuU-v )
=arcosS | ©—sm——=
[l - [[v]]

u = {l! _ll 0}; W= {_ll l! _l};
Theta = ArcCos[£[u, v] / (Norma[u] * Norma[v]) ]

3m

4

c) Seaw = (w;,w,, w3) un vector genérico d®3. El vectorw es ortogonal & si el producto
escalaw - 4 = 0 es nulo

w={wl, w2, w3};
sol = Selve[f([w, u] = 0]

{{wl =>w2 +w3}}

Por lo que la forma genérica del veatoes

w=w/.s0l[[1]]

{w2 +w3, w2, w3}

Para obtener casos particulares basta asignandsstialores &2 y w3 , por ejemplo

vi=w/. {w221, w31}

{2f 1( 1}

v2=w/. {w2-251, w3 > 0}

{1, 1, 0}

v3=w/. {w220, w321}

{1f O( 1}
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M3. SeaB = {(1,2,2),(3,1,2),(5,0,—1)} una base d&R3, ortonormalizar la base utilizando |el

producto escalar usual.

RESOLUCION

Remove ["Global " «"]

Para ortonormalizar la base= {u,,u,,u;} se utiliza el método de Gramm-Schmidt. Este

método parte de una base arbitr&ig construye una base ortogoiiat {v;, v,, U3} siendo

(3=
T

— — - - —
> Wy d d W2=U.2 +/1U1, /1=—(U1'u2)
vZ_”W” onae - = - - _ - — _ - —
w2 W3 =Uz + WUy + Uy, py = —(Uy - Us), Hp = —(Vy - Us)
5 = 2
37wl

Se definen los vectores, i, Y s

|ul= {1, 2,2};u2=1{3,1, 2}; u3 = {5, 0, -1};

Se obtiene el primer vector de la base

vl = ul / Norm[ul]

{1 2 2}
3" 3" 3

Se obtiene el segundo vector de la base

w2 =u2 - vl.u2vl

{21 _11 O}

v2 = w2 / Norm [w2]

2 1
{?r -— 0}
W WD

Se obtiene el tercer vector de la base
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wiz=-ud3-vli.u3d3vl -v2.u3dv2

{ 2 4 V'?}
245 345

En conclusién, la base ortonormal es

V_{(lZZ)(Z —10>(2 4 —5)}
- 3)3)3 ’ \/g’\/g’ ) 3\/573\/513\/5
Otra forma de obtener una base ortonormal esartiikcomandoOrthogonalize del programa

Mathematica;

Orthogonalize[{ul, u2, u3}]

M4. SeaS = {(x,y,z,t)]x —2y +t =0, x + y + z + t = 0} un subespacio vectorial dR*,

determinar el subespacio ortogonal al mismo.

RESOLUCION

Remove["Global "]

El subespacio vectorial ortogonab @&sta formado por todos los vectores que son antdge a
los vectores dé, y por tanto, por los vectores ortogonales a &xgores de la base del mismo.

Se obtiene un sistema generados§ de

g0l = Selve[{x-2y+t =0, x+y+z+t =0}, {x, v, 2, £}]

{1223y, t=2>—x+2¥%}]

b={x, vy, z, £} /. sol[[1]]

{=, vo 3y, x+2¥y}
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bl=b/. {x->1, y-0}

{1, 0, 0, -1}

b2=b/. {x-30, y—»1}

{Or 1r _31 2}

Es decir,B = {(1,0,0,—1),(0,1,—3,2)} es un sistema generador$ie€Se comprueba que es un

sistema libre

Solve[a; bl + az b2 =0, {a1, az}]

{{ea 20, ez > 0}}

En conclusionB = {(1,0,0,—1), (0,1,—3,2)} es una base de

Se calculan los vectores pertenecientes al subespectorial S*. Seay = (yq,¥2, Vs, Vs) €
St =y 1(10,0,-1) ey 1 (0,1,—3,2), es decir, el producto escalar del vegiaton ambos

vectores es nulo

v = {yl, ¥2, y3, y4};
Solve[{y.bl =0, y.b2 =0}, {v1, v2, yv3, y4}]

2yl y2
2= == T = 1}}
{{Y 3 3 ¥ ¥

Las coordenadas de cualquier vectorSde ¥ = (y1,¥,,¥3,¥s), satisfacen las siguientes

ecuaciones implicitas

{ Y1 = Vs
V2 + 2y, = 3y3

Por lo que el subespacio ortogondl @s

St ={(v1,¥2,¥3,¥4) € R*| y; =y, = 0,y, — 3y3 + 2y, = 0}

M5. SeaV, = {(—a—b,—b,3a)| a,b € R}un subespacio vectorial d&3, determinar las

ecuaciones implicitas del subespacio ortogofial a
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RESOLUCION

| Remove ["Global "«"]

Procediendo se forma similar al ejercicio antesercalcula una base del subespacio vectorial
Vi

bl={-a-b, -b, 3a} /. {a=1, b= 0}

{_lf Df 3}

b2={-a-b, -b, 3a}/.{a=>0, b1}

{-1. -1, 0}

MatrixRank [{bl, b2}]

2

Como los vectore351=(—1,0,3) y 52=(—1,—1,0) son linealmente independientes,

B = {by,b,} es una base dg.
Por otro lado, dado que los subespa®iog Vi* son suplementarios
dimR3 = dimV; + dimVit >dimVit =dimR® —dimV;, =3-2=1

es decirVit = (W) dondew = (a, b, c) es un vector genérico & tal que {ii,,u,, W} es un

sistema librey ademas se cumple qug -w =0y, -w =0

w={wl, w2, w3};
g0l = Selve[{bl.W=0, b2.w = 0}]

{{wl =+ 3w3d, w2 =+ -3w3}]

w=w/.s0l[[1]]

{3 w3, -3w3, w3}

Entonces, la forma genérica del veatoes(3ws, —3ws, ws),

w=w/. w321

{34- _34- 1}

siendo un caso patrticular el vec{8r—3,1).
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Por tantoyit = ((3,—3,1)).

SeaA la matriz formada por el vector generador del spaeio ortogonal/j* y un vector

genérico deR3

A = Transpese[{{3, -3, 1}, {x, ¥, 2}}]; MatrixForm[A4]

_3Y

[3:&
V1 =

Para calcular las ecuaciones implicitad/gebasta que el rango de la matisea 1. Ademas,
como la dimension de/i* es 1, se requieren dos ecuaciones implicitas Iherde

independientes. Por tanto, se consideran los sigsenenores

DE‘L‘,[A[[{l; 2}! {11 2}]]]

Ix+3y

DEt[A—[[{l: 3}: {1r 2}]]]

-x+ 3z

Las ecuaciones implicitas #¢ sonx = —y, x = 3z.

Otra forma de calcular los menores de orden dddathematica es utilizar el comandwlinors

Minors[A, 2]

({(3=+3y}, {-x+3z2}, {~¥y-3z}]

Resaltar que el tercer menety — 3z, es redundante dado que es una implicacion didectas

anteriores.
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