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Resumen

Las ideas bésicas de la teoria de los espacios de Hilbert tienen como origen
diversos problemas del anédlisis funcional, entre los cuales podemos citar los
relativos a ciertas ecuaciones integrales lineales.

Concretamente, un precedente de los métodos de la teoria espectral de
operadores fue precisamente el enfoque de I. Fredholm de resolucién de cier-
tas ecuaciones integrales mediante la teoria de matrices y determinantes
infinitos utilizando el método de coeficientes indeterminados. Imitando la
técnica de von Koch para desarrollar determinantes infinitos, Fredholm desa-
rrollé su famoso teorema de alternativa en la resolucién de las ecuaciones
que llevan su nombre.

Algunos tipos de ecuaciones integrales lineales estan relacionados con
operadores acotados completamente continuos y la teoria espectral para es-
ta clase de operadores se podra aplicar en la resolucién de estas ecuaciones.

En esta memoria se estudian distintos aspectos de estas y otras ecuacio-
nes integrales.

En el capitulo 1 se definen los conceptos basicos necesarios para el se-
guimiento de la misma, como es la de operador lineal y sus propiedades. Se
distingue una clase importante de operadores, los compactos. Y se demuestra
que todo operador integral pertenece a esta clase de operadores.

En los capitulos 2 y 3 se introduce el concepto de ecuacién integral,
diferenciando las de Fredholm de las de Volterra, y se estudian diferentes
técnicas de resolucién de dichas ecuaciones, como son el teorema de al-
ternativa, el teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos,
ecuaciones integrales con nucleos degenerados y resolucién por el método de
aproximaciones sucesivas.

Para finalizar, en el apéndice se resuelven algunos ejercicios utilizando
los diferentes métodos estudiados.






Introduccion

Jean Dieudonné definié asi el Andlisis Funcional:

“Estudio de los espacios vectoriales topoldgicos y de las apli-
caciones definidas entre subconjuntos de los mismos, sujetas a
distintas condiciones algebraicas y topolégicas.”

Ya en el comienzo del Calculo Diferencial se ve la necesidad de definir
conjuntos cuyos elementos sean funciones, y este es el origen del Andlisis
Funcional: estudiar espacios funcionales, es decir, conjuntos formados por
funciones en los cuales se permite realizar gran parte de las operaciones del
Anélisis (limite de sucesiones, continuidad de funciones, ...).

En el Anélisis Funcional se tiende a la algebrizacién del Anélisis, pues de
aqui surge la necesidad de pasar de espacios de dimensién finita a espacios
de dimensién infinita. Bien se sabe que los métodos algebraicos en conjuntos
finitos son mas sencillos, de modo que los analistas consideraron las ecuacio-
nes funcionales como casos limites de ecuaciones algebraicas, cuya solucién
es mas sencilla. Dos son las lineas fundamentales de evolucién de la teoria al
paso de espacios de dimension infinita: los sistemas infinitos de ecuaciones
lineales y las ecuaciones integrales.

Las ecuaciones integrales motivaron el interés de los matematicos por
los espacios de dimensién infinita, espacios de Hilbert y, posteriormente, por
los espacios de Banach. Es curioso que la atencion prestada a las ecuaciones
integrales fuera posterior a la de las ecuaciones diferenciales, a pesar de
que la teoria de éstas es considerablemente mas complicada que la de las
primeras. A lo largo del siglo XIX se habian planteado algunas ecuaciones
integrales relacionadas habitualmente con la Fisica.

En 1823, Niels Abel habia resuelto la ecuacién

[T 9()
f(:z:)—/o 2

relacionada con el problema de la tautécrona. Este es un ejemplo de las que,
segin la notacion de Hilbert, se llaman ecuactones integrales de primera
especie.

vil
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Un ejemplo de ecuacion integral de sequnda especie, donde la funcién
incognita aparece tanto dentro como fuera de la integral, vino dado por el
método de Beer-Neumann para la soluciéon del problema de Dirichlet. Beer
y Neumann redujeron el problema de Dirichlet en un dominio regular a la
resolucion de una ecuacion integral de segunda especie.

Fue en 1888 cuando Paul du Bois-Reymond sugirié el nombre de
ecuaciones integrales para designar este tipo de problemas, y propuso una
teoria general de tales ecuaciones como método alternativo para resolver
problemas de ecuaciones diferenciales. Los primeros resultados generales en
este campo los obtuvieron J.M. Le Roux y Vito Volterra. Ambos esta-
blecieron teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones del tipo

f@)+ [ k0 @)t = gla)

mediante hipdtesis adecuadas sobre el ntcleo k.

El trabajo de Volterra tuvo mayor influencia ya que observo la semejanza
de las ecuaciones integrales con los sistemas de ecuaciones lineales cuya ma-
triz de coeficientes fuera triangular (sustituyendo la integral por sus sumas
de Riemann).

Esta observacion de Volterra influyé en el trabajo de Fredholm sobre
ecuaciones integrales. La intenciéon de Fredholm era dar un nuevo método
de resolucion del problema de Dirichlet. Para ello, consideré el método de
Beer-Neumann y traté de resolver la ecuacion integral, introduciendo un
pardametro complejo A (segtiin una idea de Poincaré). Asi escribi6 la ecuacién

b
F()+ A / ke, ) f(t) dt = g(x)

para estudiar las propiedades de la solucién en funcién de A, mediante la
teoria de matrices y determinantes infinitos utilizando el método de coefi-
cientes indeterminados.

La potencia de los resultados de Fredholm sobre este tema causaron un
profundo impacto, poniendo la teoria de ecuaciones integrales en el centro
de interés de los matematicos.

Uno de los matematicos que se interesé vivamente por el tema fue David
Hilbert. Publicé seis articulos y en cuatro de los cuales desarroll6 una teoria
completa de las ecuaciones integrales al modo clasico y estudié las ecuaciones
integrales de ntcleo continuo y simétrico, es decir k(z,t) = k(t, x).

Demostré también que toda funcién de la forma

b
g(z) = / k(z,t)f(t)dt (f continua)

o0

tenfa un desarrollo en serie de autofunciones g(x) = Z(h, Y)Yy (x) abso-
n=1
luta y uniformemente convergente, lo que permitié abordar la resolucién de



Introduccion ix

la ecuacion integral de parametro A. La validez de este resultado para toda
funcién continua fue probada por Erhard Schmidt (uno de los mejores
discipulos de Hilbert).

Hilbert introdujo también la nocién de sistema ortogonal completo de
funciones como una sucesién (¢,,) de funciones continuas en [a,b] tal que
(Vn, ¥m) = dpm y que cumple la “relacién de completitud” siguiente:

<f>g> = Z<f’ ¢n><ga ¢n>

n=1

para f y g continuas.

En esta memoria se estudian y resuelven algunas ecuaciones integrales
lineales de los tipos mencionados anteriormente. A continuacion, haremos
un resumen sobre la memoria.

En primer lugar, al no haber podido cursar la asignatura Anaélisis Fun-
cional, en el capitulo 1 se pretende rellenar ese hueco introduciendo los
conceptos y resultados necesarios sobre el tema que vamos a tratar. Co-
menzaremos dando la definiciéon de espacio normado para poder hablar de
operadores lineales en dichos espacios. Definiremos los conceptos de opera-
dor invertible, operador adjunto (inicamente para el caso de operadores en
espacios pre-Hilbert) y dedicaremos una seccién al estudio de los operadores
compactos, pues son una clase importante de operadores, y demostraremos
que incluyen a los operadores integrales. Terminaremos el primer capitu-
lo haciendo una pequena introduccién a la teoria espectral de operadores,
especialmente para los compactos y autoadjuntos.

El capitulo 2 lo dedicaremos al estudio de las ecuaciones integrales de
Fredholm y el capitulo 3 a las ecuaciones integrales de Volterra, a pesar
de ser estas un caso particular de las anteriores. En primer lugar, daremos
la definicién de ecuacién integral y distinguiremos dos tipos: las ecuaciones
integrales de Fredholm, tanto de primera especie como de segunda especie,
y las de Volterra. Dividiremos el estudio segin los operadores sean o no
autoadjuntos, ya que en el caso de ser autoadjunto obtendremos informacion
mas detallada a través de sus autovalores y autofunciones.

Para el caso de operadores lineales, acotados y compactos estudiaremos
el famoso teorema de alternativa de Fredholm, adaptado a las ecuaciones
integrales, el cual nos permite saber si existe o no solucién de la ecuacién. A
diferencia de estos, cuando el operador también es autoadjunto, el teorema
espectral de operadores compactos y autoadjuntos nos permite, ademads,
obtener la solucién de la ecuacion.

Para finalizar este capitulo, estudiaremos las ecuaciones integrales de
Fredholm de segunda especie con ntucleos degenerados.

El capitulo 3, como ya hemos mencionado, lo dedicaremos a las ecua-
ciones integrales de Volterra de primera y segunda especie. Estudiaremos,



en primer lugar, la relacién que hay entre las ecuaciones diferenciales linea-
les y las ecuaciones integrales de Volterra. También estudiaremos, para las
ecuaciones de segunda especie, el método de las aproximaciones sucesivas y
veremos cémo transformar las de primera especie en las de segunda especie,
ya que las primeras suelen ser mas dificiles de manejar. Aun asi, resolvere-
mos la ecuacién de Abel, que es un ejemplo de ecuaciéon de primera especie,
sin la necesidad de ser transformada.

Por 1ltimo, anadiremos un apéndice con algunos ejercicios que hemos
resuelto a lo largo de la realizacién de la memoria asi como una bibliografia
donde se enumeran algunos libros cldsicos sobre las ecuaciones integrales y
otros libros que se han utilizado como material de referencia para la elabo-
racion de esta memoria.



Capitulo 1

Fundamentos tedricos

En este primer capitulo vamos a introducir los conceptos basicos del Andlisis
Funcional necesarios para la resolucién de ecuaciones integrales. Recorda-
remos las definiciones de norma y producto escalar en espacios vectoriales
asi como la de operador lineal y acotado sobre espacios normados y pre-
Hilbert. También definiremos los operadores compactos y los operadores
autoadjuntos y estudiaremos las propiedades béasicas de los mismos. En la
bibliografia citamos algunos textos consultados, como por ejemplo [GG].

1.1. Espacios normados

Definicién 1.1.1. Dado un espacio vectorial X sobre el cuerpo E (que
serd R 6 C), se dice que una aplicacion || - || : X — R es una norma cuando
verifica:

(i
(ii

) llz]| >0, VreX.
)

(iii) flazl| =|al - ||z[|, Vo€ E, ze€ X.
)

|z|]| =0 <=z =0.
(iv) llz+y| <zl + llyll, Vz,y € X (desigualdad triangular).
Al par (X, ]| - ||) se llama espacio normado.

Todo espacio normado es también espacio métrico pues se comprueba
facilmente que la aplicacién d(z,y) = ||z —y|| verifica los axiomas de métrica:

x,y) >0, Vz,yelX.

y,z), Vr,ye X.

(
(z,2) +d(z,y), Va,y,z¢€X.
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Observacién 1.1.1. El reciproco de esta propiedad no es cierto, es decir,
no todo espacio métrico es normado. Por ejemplo, la aplicacién

0 siz=y
d<x7y)_{1 siwyéy,

es una distancia, llamada distancia trivial, pero ||z| = d(x,0) no es una
norma ya que no verifica la condicién (iii).

Definicién 1.1.2. Sea (X, | - ||) un espacio normado y d(z,y) = ||z — y||
su métrica asociada, se dice que (X, || -||) es un espacio de Banach cuando
(X, d) es un espacio completo, es decir, cuando toda sucesién de Cauchy en
X es convergente.

Proposicién 1.1.1. Si (X, ||-||) es un espacio de Banach y M un subespacio
de X, entonces M es de Banach si y sélo si M es cerrado.

Ejemplos. Algunos ejemplos béasicos de espacios normados son los siguien-
tes.

(i) Sea p un numero real tal que 1 < p < oo y x € R™. Entonces

n 1/p
el = (Lo lei) el = s e
1=

son normas en R™ y (R™, || - [l,), (R™, || - |loc) son espacios de Banach.

(ii) Dado un numero real p tal que 1 < p < oo, definimos los espacios

by =A{z = {@atnen : )_ |zal” < oo},
n=1
loo = {x = {zp}nen : T acotada}
Entonces las aplicaciones
0 1/p
el = (S le?) (@€ 6). ol = suplanl 2 € )
n=1 nz
verifican los axiomas de norma y (€p, | - |lp), (!sos || - ||cc) SON espacios
de Banach.
(iii) Sillamamos Cla,b] = {f : [a,b] — R, f continua} y definimos || f||c =
méx,e(qp | f(2)| (f € Cla,b]), entonces (Cla, b], || -||) es un espacio de
b 1/p
Banach. Sin embargo, si definimos | f|, = </ |f(x)|P dw) (1<

p < 00), entonces (Cla,b], || - ||p) es normado pero no completo.
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(iv) Dado cualquier p, con 1 < p < oo, se define el espacio vectorial £P|a, b]
como

b
CPlab] = {f : [a,b] > R :/ f(@)P dx < o0}

La norma natural para definir en estos espacios seria

i1 =( [ b\f(w)!”dm> "

Sin embargo, falla la segunda condicién de norma porque si f =0 c.s.,
entonces || f]|, = 0.

Asi, para conseguir una norma a partir de la aplicaciéon anterior, se
define sobre LP[a,b] la relacién de equivalencia:

f~g cuando f=g c.s.

Se prueba que efectivamente es una relaciéon de equivalencia y se define
el espacio cociente

LPla,b] = LP[a,b]/ ~,
y asi (LP[a,b],| - ||p) es un espacio normado. Ademas, LP[a,b] es un
espacio de Banach.
Andlogamente, se define el espacio £>[a,b] de funciones acotadas en

[a,b], asi como || flloc = Supgepay | f(@)]- El correspondiente espacio
cociente (L>®[a,b], || - ||s) es también un espacio de Banach.

Definiciéon 1.1.3. Dado un espacio vectorial X sobre el cuerpo FE, se dice
que una aplicacion (-, -) : X x X — C es un producto escalar cuando verifica
las siguientes condiciones:

r+y,z)=(x,2) +(y,2), Vr,y,zeX.

) (
(ii) (az,y) = alz,y), Va€E, z,yec X.
) (x,y) = (y,z), Vr,y€X.

) {

z,x) >0, Ve e Xy (z,2) =0<= 2 =0.

Al par (X, (-,-)) se llama espacio pre-Hilbert.

Todo producto escalar induce una norma sobre el espacio en el que
estd definido, dada por ||z|| = \/(x, z). Por lo que todo espacio pre-Hilbert
es normado.

Si ademas es completo con respecto a la métrica asociada, se dice que es un
espacio de Hilbert.

Ejemplos. Los ejemplos basicos que nos van a interesar son los siguientes:
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(i) £2 es un espacio de Hilbert si se define el producto escalar
o0
<$ ) y) = Z TnYn-
n=1

(ii) L?[a,b] es un espacio de Hilbert, cuyo producto escalar estd definido
por

b R
<f79>—/ f(x)g(x)dx.

Definicion 1.1.4. Sea X un espacio pre-Hilbert.

(i) Decimos que dos vectores x,y € X son ortogonales, y lo denotamos
por z_ly, cuando (z,y) = 0.

(ii) Un conjunto N C X se dice ortogonal si para todo z,y € N (z # y),
se cumple (z,y) = 0.

(iii) Dado un subconjunto M C X, llamamos complemento ortogonal de
M, al conjunto M+ = {y € X : (x,y) =0, Vz € X}.
Proposicién 1.1.2. Si x 1y, entonces ||z +y||*> = ||z||®> + ||y||*>. Ademds, si
n

{e1,...,en} es un conjunto de vectores ortogonales dos a dos y x =Y \ie;,
i=1

n
entonces ||z]|? = > [Nif? - |leil|?.
i=1

Proposicién 1.1.3. Dado M C X, el complemento ortogonal M+ es un
subespacio cerrado de X.

Proposicién 1.1.4. Todo conjunto ortogonal {ei,...,er} es linealmente
independiente en cualquier espacio X pre-Hilbert. En particular, si X es de
dimension k y {e1,...,ex} es un conjunto ortonormal, {e1,...,ex} es una

base de X y cualquier vector x € X se puede expresar de la siguiente forma:

k
x = Z(x, €n)en.
n=1
Al conjunto {eq,...,er} se le llama base ortonormal y las componentes

(x, ep) son los coeficientes de Fourier de x respecto de dicha base.

Teorema 1.1.5 (desigualdad de Cauchy-Schwarz).
[z, ) < [l - llyll,  Va,y € X.

Se da la igualdad si y solo si x e y son linealmente dependientes.
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1.2. Operadores en espacios normados

A lo largo de esta seccién vamos a considerar que X, Y son espacios normados
arbitrarios.

Definicion 1.2.1. Una aplicacién K : X — Y se llama operador lineal si
(i) K(z+y)=K(z)+ K(y), Vx,ye X.
(ii) K(ax) =aK(x), Va€eE, ze€ X.

Definicion 1.2.2. Un operador lineal K : X — Y se dice acotado si existe
meR:||Kz|| <m-|z|, Vz € X.

Se denota por L£(X,Y") al conjunto de operadores lineales y acotados de
X en Y, es decir,

L(X,)Y)={K:X —Y, K es lineal y acotado}.
En particular, si X =Y, se escribe £(X) = L(X, X).

Proposicién 1.2.1. (L(X,Y),| -||) es un espacio vectorial normado si se
define

| K| = sup [[Kz| = sup
]| <1 )0 N1zl

Ademdas, L(X,Y) es de Banach si y sdlo si Y es de Banach.

Algunas propiedades elementales de los operadores lineales y acotados
se resumen en el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.2. Sean X,Y, Z espacios normados.
(i) 1K + T < K]+ 1T, i K, T € £(X,Y).
(i) ||[aK| = |aof - ||K]|, st K € L(X,Y), a € C.
(ili) CK € L(X, Z) y |CK|| < ||C]| - | K|, si K € L(X,Y), C € LY, Z).

En la resoluciéon de ecuaciones que involucren operadores lineales, es
importante el concepto de operador invertible.

Definicién 1.2.3. Un operador K € L(X,Y) se dice invertible si existe
otro operador T' € L(Y, X) tal que KT = Iy, TK = Ix. En este caso, se
dice que T es el inverso de K y se denota por K.

Es evidente que, si K es invertible, su inverso es tnico.

Lema 1.2.3. 51 K € L(X,Y), T € L(Y,X) son operadores invertibles,
entonces TK es también invertible, cuyo inverso es (TK)~! = K-1T-1.
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También es importante el concepto de operador adjunto y aqui daremos
Unicamente la definicién para el caso de operadores en espacios pre-Hilbert.

Teorema 1.2.4. Sean Hy, Hy espacios pre-Hilbert y sea K € L(Hj, Hs).
Eziste un unico operador K* € L(Hs, Hy) tal que

(Kz,y) = (x, K*y), Yo € Hy, y € Hs.
Ademds, se tiene que || K| = || K*|.

Definicién 1.2.4. Sea K € L(Hy, Hs). El operador K* construido en el
teorema anterior se llama adjunto de K.

Gracias a la unicidad del operador adjunto, si encontramos un operador
T que cumple (Kz,y) = (x,Ty) para todo x € Hy, y € Ha, entonces se
tiene que T = K*.

Observacién 1.2.1. El concepto de operador adjunto generaliza el de ma-
triz adjunta porque, si T': C* — C™ es el operador lineal dado por la matriz
A = (a; j), entonces su adjunto es el operador dado por la matriz A* = (a;;).

Proposicién 1.2.5. Si K,T € L(Hy, H2), C € L(H2, H3) se cumplen las
stguientes propiedades:

) (K +T)* = K* +T*.
)
(ifi) K* = K.
)
)

(v) Si A€ L(H) es invertible entonces A* es también invertible y (A*)~! =
(4.

Definicién 1.2.5. Un operador K € L(H) se llama autoadjunto si se cumple
K*=K.
Proposicién 1.2.6. Si K € L(H), entonces K*K y KK* son autoadjuntos.

Definicién 1.2.6. Se dice que K € L(H) es un operador normal si se
cumple KK* = K*K.

1.3. Operadores compactos

Una clase importante de operadores, que incluyen precisamente a los opera-
dores integrales, es la de los operadores compactos o completamente conti-
nuos, que definiremos en esta seccién. Mientras no se especifique lo contrario,
X e Y denotardn espacios normados.
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Definicion 1.3.1. Dados dos espacios normados X e Y, se dice que un
operador K € L(X,Y) es compacto si para cualquier sucesién acotada {x,, }
en X, la sucesién { Kz, } en Y posee una subsucesién convergente.

El siguiente resultado muestra que todo operador lineal en espacios de
dimensién finita es compacto. Esto significa que los operadores compactos
generalizan a los operadores en espacios de dimension finita.

Proposicién 1.3.1. Sea K € L(X,Y). SidimX < oo ¢ dimY < oo,
entonces K es compacto.

Los operadores compactos incluyen también a los operadores de rango
finito, cuyas caracteristicas fundamentales enunciamos a continuacién.

Definicion 1.3.2. Dado un operador K : X — Y, si denotamos por SK =
{Kz : 2z € X} ala imagen de K, decimos que K es un operador de rango
finito cuando la dimensién de SK es finita y llamamos rango de K ar(K) =
dim K.

Proposicién 1.3.2. Si Hy y Hs son espacios pre-Hilbert, K € L(Hy, H3) y
r(K) =n < oo, entonces existen dos familias de vectores {vi,...,v,} C H;
n

y{p1,...,pn} C Ho, tales que Kx = Z(a;?vﬁgoi, para todo x € Hy.
=1

En particular, la forma general de un operador K € £(L?[a,b]) de rango
n estd dada por

n b L
K7 =Y uwy(t) [ onG)ds

donde {v1,...,vp,w1,...,w,} C L?[a,b].

Proposicién 1.3.3. Si K € L(X,Y) es un operador de rango finito, enton-
ces K es compacto.

Las propiedades de los operadores compactos que nos van a interesar son
las que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.3.4. Sea H un espacio de Hilbert y K,T € L(H).
a) Si K y T son compactos, entonces K + T es compacto.

b) Si K es compacto, entonces KT y TK son compactos.

c) K es compacto si y solo si K* es compacto.

La clase de operadores compactos que nos interesa especialmente es la
de los operadores integrales, que definimos a continuacién.
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Definicién 1.3.3. Sea el espacio normado LP[a,b] con 1 < p < oo. Si
k : [a,b] X [a,b] — C es una funcién continua, se define operador integral de
nicleo k a la aplicacién lineal K : LP[a,b] — LP[a,b] dada por

Kf(x)= /b k(x,t)f(t)dt, para todo z € [a,b].

Teorema 1.3.5. Si k € C([a,b] x [a,b]), entonces el operador integral K :
L*[a,b] — L*[a,b] dado por

b
Kf(z) :/ k(z,t)f(t)dt

es acotado.

Demostracion. Como k(z,t) es continuo en un conjunto compacto, esta aco-
tado. Por tanto, existe M > 0 tal que |k(x,t)| < M, Vz,t € [a,b]. Entonces,
si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (proposicién 1.1.5),

b b 1/2
ki@l <u | If(t)ldt§M<(b—a)/ |f<t>12dt) — VB a- |,
de donde
b 1/2
T ( / |Kf<x>12dx) < M(b— o).
En definitiva, | K| < M(b— a). O

Observamos que, si el intervalo [a,b] es infinito, el operador integral
puede no ser acotado. Sin embargo, el siguiente resultado es valido incluso
cuando el intervalo [a, b] es infinito.

Teorema 1.3.6. Si k € L?([a,b] x [a,b]), entonces el operador integral K :
L?[a,b] — L?[a,b] dado por

b
Kf(x) :/ k(xz,t)f(t)dt, x € [a,b]

es acotado.

Demostracion. Por hipétesis, existe M > 0 tal que

b rb
//\k(x,t)y2da;dt:M2<oo,

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

K f(z)| < (/ablk(x,t)IZdt-/ab !f(t)Ith>1/2-
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Entonces

b b 1/2
HKfHS<||f||2 [ |k<w,t>\2dxdt) — M|if].

Asi pues, | K| < M. O

El adjunto de un operador integral es facil de calcular teniendo en cuenta
el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.7. Si K : L?[a,b] — L>*[a,b] es el operador integral dado
por

b
Kf(x)= / k(x,t)f(t)dt, para todo x € [a,b],

entonces

b
K*f(x) = / k(t,z)f(t)dt, para todo = € [a,b].
a
Demostracion. Debemos verificar la condicién

(K f,g) = (f, K*g) para todo f,g € L*[a,b].

(Kf.9) / / (z,t)f(t)g(z) dt d,

y cambiando el orden de integracién,

Por una parte,

(Kf,g) /f dt/ xt)()dz:/:f(t)dt/abk(x,t)g(x)dx.

De aqui se deduce que

con lo que queda demostrada la proposicién. ]

En consecuencia, cuando k(x,t) = k(t,x) para todo z,t € [a, b] tenemos
que K = K*, o equivalentemente

(Kf,9)=(f,Kg)
en cuyo caso el operador integral es autoadjunto.

Proposicién 1.3.8. Si k € C([0,1] x [0,1]), entonces el operador integral
1

K : CI[0,1] — C[0,1], definido por K f(z) = / k(x,t)f(t)dt, es compacto.
0



10 1.3. Operadores compactos

Demostracion. Sea M C C[0, 1] un conjunto acotado. Probemos que K (M)
es relativamente compacto en la métrica de C[0, 1].

Por hipétesis, existe ¢ > 0 tal que ||f|lcoc < ¢, Vf € M.
e Veamos que K f es una funcién uniformemente acotada, Vf € M:

1
SiA= Oinz%:)él |k(z,t)|, entonces |K f(x)| < / |E(x, t)| - |f(t)]dt < \-c.

e Veamos ademads que K f es equicontinua, Vf € M:
Sea para ello € > 0 arbitrario. Como k es uniformemente continuo, existe
6 > 0 tal que

|k(x1,t) — k(z2,t)| < e/e, si |z — 2| <4, VYt €[0,1].

Entonces
1
|K f(z1) — K f(z2)] < /O |k(z1,t) — k(x2,t)| - | f(D)]dt < e

si |xp — xa] <.
Aplicando ahora el teorema de Ascoli-Arzeld, deducimos que el conjunto
K (M) es relativamente compacto. O

Proposicién 1.3.9. Si k € C([0,1] x [0,1]), entonces el operador integral
1

K : L?[0,1] — L?[0,1], definido por K f(z) = / k(z,t)f(t)dt, es compacto.
0

Demostracion. Para comprobarlo, veamos que K(Bj) es compacto, donde
Bj es la bola unidad en X.
Es claro que si f € By, Kf € C[0,1] y

1
1K flloo < ||/<?Hoo/0 [F(@)ldt < [[Elloo - [ fll2 < [l

de modo que K(Bj) es un conjunto acotado de (C[0,1],] - ||co). Ademés
K(Bj) es un conjunto equicontinuo. En efecto, dado e > 0, por ser k uni-
formemente continuo en [0, 1] x [0, 1], existe § > 0 tal que

|k(x1,t) — k(z2,t)| <e, Yt €[0,1], |x1 — x2| < 0.

Por tanto, para todo f € B,
1
LKﬂm)—Kf@ﬂhéA k(e t) — k(s )] - 1£(0)] dt

1
< [ 1rtende < el <.
0
Por el teorema de Ascoli-Arzeld, K(B;) es compacto en (C[0,1], | - |loo)-
Entonces, si (fn)nen C Bi, existe una subsucesion (fy, )ren ¥ una funcién
f € C0,1] tales que ||K f,, — flloc = 0, de donde || K f,, — f|l2 = 0 lo que
prueba la compacidad de K. ]
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Incluso si k € L2([0,1] x [0,1]), el operador integral arriba definido es
compacto. Asi por ejemplo, el operador K origina la ecuacién integral (K —
M) f(x) = g(x), donde A\ € C, es un parametro, g, k son funciones dadas y
f es la funcién incognita. Hilbert probé que la solubilidad de la ecuacién no
depende de la existencia de la representacién integral de K sino de que K
es un operador compacto.

Proposicién 1.3.10. El operador integral K : L?[0,1] — L2[0,1] definido
1 1 1
por K f(x) = / k(x,t)f(t)dt, donde/ / k2 (x,t)dzdt < oo, es compacto.
0 0o Jo
Demostracion. Consideramos una sucesién {k,}nen de nicleos continuos
1
convergente a k en L2([0, 1]x[0, 1]). Si definimos K, f(x) = / kn(x,t)f(t)dt,
0

se obtiene que

2

1 1
K7 = Kufl? = [ | [ h6e.0) = bl 0 )]

0
g/ol (/01|/<:(x,t)—kn(m,t)\2dt) - (/01|f(t)|2dt)’dx

1 1
— 113 /0 /0 k() — k(1) Pt

1ol 1/2
Esto implica que |K — K| < </ / |k(x,t) — k:n(:z,t)|2dxdt> y, en
0 Jo

consecuencia, que K, — K. Por el teorema anterior se deduce que K es
compacto. ]

1.4. Introduccién a la teoria espectral

En esta seccién enunciaremos los conceptos fundamentales y los resultados
bésicos de la teoria espectral, con especial atencién a los operadores compac-
tos y autoadjuntos. Estos resultados son los que utilizaremos en los siguientes
capitulos para resolver los diferentes tipos de ecuaciones integrales lineales.

A grandes rasgos, se puede decir que el teorema espectral de operadores
es una generalizacion del teorema de diagonalizacion de matrices. El punto
de partida serd el siguiente resultado de &lgebra lineal.

Proposicion 1.4.1. Sea X un espacio vectorial de dimension finita y K :
X — X un operador lineal. Si (ai;) es la matriz correspondiente a K, la
ecuacion (K — X\ )x =y tiene una unica solucion para todo y € X si y sélo
) det(aij - )\(Sl]) 75 0.

Ademés, como det(a;j — Ad;j) es un polinomio con coeficientes complejos,
la ecuacion det(a;j — Adj;) = 0 tiene un nimero finito de soluciones, es decir
K — A es invertible salvo para un conjunto finito de valores A.
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En el caso de que X sea un espacio de Banach de dimensién infinita,
el conjunto de A para los cuales K — Al no es invertible suele ser dificil de
determinar.

Definicién 1.4.1. Dado el operador K € £(X), decimos que A € C es un
punto reqular de K si existe (K — M)~ € L(X).

Al conjunto de puntos regulares se le llama resolvente de K y se denota
mediante p(K).

Definicién 1.4.2. El espectro de K estd definido por o(K) = {\ € C :
K — A no tiene inverso acotado}. Por tanto, o(K) = C\ p(K).

Definicién 1.4.3. Se dice que A € C es un autovalor de K € L(X) si
existe un vector x # 0 en X, llamado autovector asociado a A, tal que
Kx = X - x. Recibe el nombre de espectro puntual de K,y se denota por
op(K), al conjunto de autovalores del operador K.

Es evidente que 0,(K) C o(K) porque si A € 0,(K), entonces existe
x € X no nulo tal que (K — Al)x = 0 con lo que K — Al no es inyectiva.
Sin embargo, a diferencia del caso finito, la igualdad no es necesariamente
cierta.

El nimero de autovectores linealmente independientes asociados a un
autovalor A recibe el nombre de multiplicidad de \. Asi pues, si k es la mul-
tiplicidad de un autovalor A, entonces k = dimker(K — A\I).

La siguiente proposiciéon permite calcular el espectro de los operadores
adjunto e inverso a partir del espectro de un operador lineal acotado.

Proposicién 1.4.2. Sea K € L(X).
(i) o(K*)={\: X € o(K)}.
(i) Si K es invertible, o(K~') = {\71: X € o(K)}.

El espectro de los operadores compactos tiene unas caracteristicas espe-
cialmente simples.

Teorema 1.4.3. Sea X un espacio de Banach y K € L(X) un operador
compacto. El espectro de K estd formado por el cero y un conjunto finito o
infinito, pero numerable, {\1, A2, ...} de autovalores que cumplen:

(i) Si \; # 0, entonces tiene multiplicidad finita.
(ii) El dnico posible punto de acumulacion de {\;} es el cero.

Como algunas de las ecuaciones integrales que estudiaremos correspon-
den a operadores compactos y autoadjuntos, estudiaremos el espectro de
este tipo de operadores.
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Teorema 1.4.4. Si H es un espacio de Hilbert y K € L(H) es compacto y
autoadjunto, entonces alguno de los numeros | K| ¢ —||K|| es un autovalor
de K.

Teorema 1.4.5. Si K es compacto y autoadjunto, el conjunto de autovalores
no nulos de K es no vacio. Ademdas, es finito o estd formado por una sucesion
que tiende a cero. Cada autovalor no nulo es real y tiene multiplicidad finita.

Proposiciéon 1.4.6. Si K es autoadjunto, A, p autovalores, A\ # u y x,y
autovectores asociados, Kx = A - x, Ky = -y, entonces x 1 y.

Demostracion. Nx,y) = (\x,y) = (Kz,y) = (x, Ky) = (z, py) = iz, y) =

Teorema 1.4.7. Si A es un autovalor de K € L(H) entonces || < || K]

El dltimo resultado del capitulo es el teorema espectral de operadores
compactos y autoadjuntos, que permite descomponer la imagen de cualquier
elemento como combinacién lineal de autovectores.

Teorema 1.4.8 (espectral de operadores compactos autoadjuntos). Sea H
un espacio de Hilbert y K € L(H) un operador compacto y autoadjunto.
Entonces existen

(i) una sucesion {\p}nen C R de autovalores con |Ai| > |A2| > ... finita
o infinita numerable, en cuyo caso converge a cero,

(ii) un congunto ortonormal {e,}tnen C S(K) de autovectores asociados a
los anteriores autovalores,

tales que, para todo x € H:

r=x0+ Z(w, €n)en, con xo € ker(K) (1.1)
neN
Kz = Z An (T, en)en. (1.2)
neN

Demostracion. Si llamamos H; = H, K1 = K, sabemos por la proposicién
1.4.4 que existe \; € 0,(K1) tal que |A\1| = || K1]|. Por tanto, existe e; € Hy
tal que |le1|| =1y Kjep = Arer.

Si llamamos ahora Hy = span{e;}* y Ky = K|p,, de nuevo existe
A2 € 0p(K>) tal que |Ag| = || K2|| y también existe e; € Hy tal que ||ez] =1
y K2€2 = )\262.

Podemos continuar el proceso hasta que
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a) o bien existe m € N tal que K, = 0, en cuyo caso, dado cualquier z € H,

m—1
y=x— Z (x,ej)ej € Hy,. Entonces
j=1
m—1 m—1
0=Kny=Ky=Kz— Z(x,ejﬂ(ej — Kz = Z (z,ej)\je;;
j=1 j=1

b) o bien K,z # 0, para todo n € N. Entonces, para cualquier x € H,

n—1
Yn =T — Z(x, ej)e; € Hy. Por el teorema 1.1.2,
j=1

n—1
21> = lynll* + > [z, e)* = llgnll < |-
7=1

Adems, [[Kya| = [[Knynl < [[Knll - lyall < [An] - [|2[], es decir

n—1
1Kz =" Nl e)egl* = [ Kynl* < Al - |||
7=1

oo
Como A\, — 0, Z)\j(ac,ej)ej = Kz.
j=1

En ambos casos, se llega al resultado deseado. O



Capitulo 2

Ecuaciones integrales de
Fredholm

En este capitulo vamos a introducir el concepto de ecuacién integral. En
primer lugar, clasificaremos las ecuaciones integrales en dos tipos, ecuaciones
de Fredholm y de Volterra y, en este capitulo, estudiaremos algiin método de
resolucion de las ecuaciones integrales de Fredholm. Dedicaremos el siguiente
capitulo a la resolucion de las ecuaciones de Volterra.

Para resolver las ecuaciones integrales lineales las vamos a interpretar
como ecuaciones de operadores integrales utilizando la descomposicién es-
pectral de dichos operadores. Una de las claves fundamentales es que estos
operadores son compactos.

En el caso de los operadores compactos autoadjuntos podemos obtener
informacién més detallada a través de sus autovalores y autofunciones. Por
lo tanto, dividiremos el estudio en dos casos, segin que los operadores sean
o no autoadjuntos.

2.1. Definiciones previas

Una ecuacion integral es una ecuacién que contiene la funcién incégnita bajo
el signo integral. Distinguimos dos tipos de ecuaciones integrales lineales:
(i) Las ecuaciones integrales de Fredholm:

Estudiamos dos tipos de ecuaciones integrales de Fredholm, las de
primera especie y las de segunda especie, segin la funcién incégnita
aparezca solamente dentro de la integral o tanto dentro como fuera de
ella.

Son de la forma
b b
/ k(e ) f(£) dt = g(z) ¥ / k(e ) f(t) dt — M(x) = g(a),

15
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respectivamente, donde \ es un parametro complejo no nulo y el niicleo
k(x,t) (continuo) y la funcién g(x) son conocidas.

Si definimos el operador K como

b
Kf@) = [k )5(0)dr,
a
ambas ecuaciones se pueden escribir en forma de operador como

Kf=y y (K=Al)f =gy
Por tanto, resolver la ecuacion equivale a encontrar los operadores
inversos K !y (K — AI)~!, respectivamente.
(ii) Las ecuaciones integrales de Volterra:

Al igual que con las de Fredholm, estudiamos dos tipos de ecuaciones
integrales de Volterra: las de primera especie y las de segunda especie.

La diferencia con las anteriores es que, en estas ecuaciones, el limite
superior de la integral es variable.

Son de la forma
[ Hanswa=g@)y [ ka0 d - 2@ = o)

respectivamente, donde A es un pardmetro complejo no nulo y el nticleo
k(x,t) (continuo) y la funcién g(x) son conocidas.

Si definimos el operador K como

Kf@) = [ Kwof)a
ambas ecuaciones se pueden escribir en forma de operador como
Kf=g vy (K=-A)f=gy.

Observacion 2.1.1. En algunos casos, plantearemos las ecuaciones de la
forma (K — AI)f = g, pero en otros casos las ecuaciones estaran expresadas
de la forma (I — AK)f = g¢. Sin embargo, salvo para el caso A = 0, ambas
ecuaciones son equivalentes, como veremos a continuacion.

Teniendo en cuenta que,
1

(K =ADf ==\ = K)f = =A\(I — §

K)f = _i” LK),

resulta que

(K~ I)f =g (I MK)(—/J;) -

donde p =1/, con A, u # 0.
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2.2. Ecuaciones integrales en espacios normados

Nos vamos a centrar en el espacio normado X = LP[a,b] con 1 < p < oo.
Para el caso de operadores lineales, acotados y compactos vamos a estu-
diar el llamado teorema de alternativa de Fredholm.

Teorema 2.2.1 (Teorema de alternativa). Sea k : [a,b] X [a,b] — C un
nicleo continuo y f, g € Cla,b|. Consideramos las ecuaciones integrales

b

/ B, 1) £ (1) dt — M(x) = g(a), (2.1)
b

/ K(t o) £ (1) dt — M(z) = g(a), (2.2)
b

/ k(z,t) f(t) dt — Mf(z) = 0, (2.3)

ab
/ k() £(£) dt — Af(z) = 0. (2.4)

Entonces, una y soélo una de las siguientes alternativas va a ser cierta:

(i) las ecuaciones (2.1) y (2.2) tienen soluciones tnicas. En este caso,
(2.3) y (2.4) solo tienen la solucion trivial.

(i) las ecuaciones (2.3) y (2.4) tienen el mismo nimero de soluciones
linealmente independientes. En este caso, (2.1) tiene solucion si y solo

b
st / g(z)h(x)dx = 0, Yh solucion de (2.4) y (2.2) tiene solucion si

b
y solo si / g(x)h(x)dx = 0, Yh solucion de (2.3) .

A continuacién, vamos a ver algunos ejemplos en los que se aplica el
teorema anterior.

Ejemplos. (1) Encontrar la solucién de la ecuacién

/ﬂ sen(t — x)h(t) dt = Ah(x).

Como sen(t — z) = sentcosx — costsenz, descomponemos la integral
en dos sumandos:

cosx/ sent h(t)dt — senm/ costh(t)dt = Ah(x)

—T —T

™ ™

Llamamos a = / senth(t)dt y b= / cost h(t) dt, ya que son cons-
—T —T
tantes. Entonces, tenemos que resolver la ecuacién

acosx — bsenx = Ah(x).
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Multiplicamos a ambos lados de la ecuaciéon por senzx y por cosx e
integramos respecto de = en [—7, 7]:

/ senx (acosx — bsenx)dr = \ senx h(z)dr = —7b= )a,

/cosx(acosx—bsenx)da::)\/ cosx h(x)dxr = ma = A\b.

—T —T

El sistema anterior puede escribirse asi:

Co)E)-() wx-o

Primero suponemos que A # 0 y luego estudiamos el caso A = 0.

Tiene solucién tnica (trivial) si y sélo si det A # 0 (puesa =b =0y
volviendo a la ecuacién acosz — bsenz = Ah(x) obtenemos 0 = Ah(z),
luego h = 0 y, entonces, A no es autovalor).

Por tanto, para que exista solucién no trivial, necesariamente det A = 0.
Igualamos a cero el determinante de la matriz A y asi obtenemos los
autovalores.

AT

Y = -\2— 72 =0= )\ = 47 son autovalores.

Para hallar la solucién distinguimos tres casos:

a) SiA#+tmi=a=b=0= h(z) =0.
b) Si A\ = 7i, entonces, el determinante del sistema es nulo, por lo que
tiene infinitas soluciones.

Cogemos la primera ecuacién del sistema para hallar h(z):
Aa+7mb=0=mia+71b=0= b= —ia

Volviendo a la ecuacién acosx — bsenz = Ah(x), obtenemos que
la solucién es

h(zx) = %(cosx +isenz).

¢) Si A = —mi, entonces, el determinante del sistema es nulo, por lo
que tiene infinitas soluciones.

Cogemos la primera ecuacién del sistema para hallar h(z):
Aa+71b=0= —mia+71b=0=b=1a

Volviendo a la ecuacién acosx — bsenz = Ah(x), obtenemos que

la solucién es a
h(z) = ——(cosz — isenz).
i
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Ahora, si A = 0:

Se tiene que acosx — bsenx = 0 y como {senz,cosz} es un conjunto
linealmente independiente, necesariamente a = b = 0. Por tanto, cual-
quier funcién h(x) que verifique

/senth(t)dtzO y /costh(t)dt:O

sera autofuncion asociada a A = 0.

En resumen,

0 si A # +mi
h(z) = Z(cosx +isenx) si\=mi
—2(cosz —isenw) si\=—mi

Y si A = 0, es solucién cualquier h(z) que sea ortogonal a senz y a cos .

Decidir si existe solucién en LP[—m, 7| de la ecuacién

/W sen(z — t) £() dt — Af(z) = 1.

—TT

Sea T el operador definido por

Tf(x)= /7T sen(x — t) f(t) dt.

—T
Como su nicleo k(x,t) = sen(z —t) es continuo en LP([—m, 7| x [—7, 7)),
el operador T' es compacto.
Por tanto, podemos utilizar el teorema de alternativa.

Para saber si la ecuacién dada tiene solucién necesitamos saber la solu-
cién de la ecuacién homogénea cuyo ntcleo es k(t,x) = sen(t — x), que
ha sido resuelta en el ejemplo anterior.

Recordemos su solucién:

0 si A # +mi
h(z) = 4 Z(cosx +isenx) si A =mi
—2%(cosz —isenw) si A= —mi

Y si A = 0, es solucién cualquier h(z) que sea ortogonal a sen x y a cos .

Estudiemos cada caso por separado.
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)

Si A # £

Como la ecuacién homogénea sélo tiene la solucion trivial, por el
teorema de alternativa, la ecuacién no homogénea tiene solucién
Unica en LP[—m, 7.

Si A = mi:

Como la ecuacion homogénea resuelta no sélo tiene la solucién
trivial, necesariamente se tiene que cumplir la segunda alternativa
del teorema.

/7T g(s)h(s)ds = /7r 1- i(coss +isens)ds

o T

a [T a [T
= — cossds—i—/ sensds =0
T T
Por el teorema de alternativa, la ecuacién no homogénea tiene so-
lucién en LP[—m, 7.

Si A= —mi:

Como la ecuacion homogénea resuelta no sélo tiene la solucién
trivial, necesariamente se tiene que cumplir la segunda alternativa
del teorema.

/” g(s)h(s)ds = —/7r 1- i(coss—kisens) ds

—r _x T
a

s a s
= —— cossds+/ sensds =0
%)

-7 L —"

Por el teorema de alternativa, la ecuaciéon no homogénea tiene so-
lucién en LP[—m, m].

SiA=0:

Existen infinitas soluciones, por tanto, se tiene que cumplir la se-
gunda alternativa del teorema.

No hay solucién porque, por ejemplo, ho(t) = 1 es solucién de la
homogénea pero

/W ho(t) - 1dt # 0.

—T

(3) ;Para qué funciones g € C[0, 7] tiene solucién la ecuacién

/0 "sen (z + 1) £(t) dt — f(z) = g(x)?

Definimos el operador T' como

Tf(z) = /OW sen (2 + 1) f(¢) dt.
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Como el nucleo k(z,t) = sen(x +t) del operador integral es continuo en
LP([0,7] x [0,7]), T es compacto.

Por tanto, podemos utilizar el teorema de alternativa.

Debemos estudiar la ecuacién homogénea de la ecuacion integral que
nos dan, ya que k(z,t) = k(t, ) en nuestro caso.

Entonces, la ecuaciéon homogénea que tenemos que resolver es

f(z) = /Owsen (x+t)f(t)dt

™
= / (senxcost+ cosxsent)f(t)dt
0

:senx/ costf(t)dt—i—cosx/ sentf(t)dt.
0 0

Vamos a utilizar el mismo método del ejemplo anterior.

s s
Llamamos a = / costf(t)dt y b = / sentf(t)dt, ya que son cons-
0 0

tantes. Entonces, tenemos que resolver la ecuacion

f(z) =asenz + bcosx.

Multiplicamos a ambos lados de la ecuaciéon por senx y por cosx e
integramos respecto de z en [0, 7]:

/senazf(:c)d:c:/ senz (asenz + bcosx) dr = b= an/2,
0 0

/cosa:f(a:)da::/ cosx (asenx + beosz) de = a = brr/2.
0 0

El sistema anterior puede escribirse asi:

/2 -1 al (0 _
(7 ) () -()  wx-o
Como el determinante de A es siempre no nulo, el sistema tiene solucién
Unica y es la trivial. Luego,a =b=0y

f(x) =asenz + bcosx = f(x) =0.

Acabamos de demostrar que la ecuacién homogénea soélo tiene la solu-
cion trivial, luego, por el teorema de alternativa, la ecuacién integral no
homogénea tiene solucion unica, para todo g.
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(4) ;Para qué valores de A € R tiene solucién la ecuacién

/b et~Tf(t) dt — Af(x) = 17

Definimos el operador T' como

b
Tf(z) = / ¢ 1(1) d.

Como el niicleo del operador es continuo en LP([a, b] X [a,b]), T es com-
pacto.

Por tanto, podemos utilizar el teorema de alternativa.

Estudiemos la ecuacién homogénea cuyo nticleo es k(t,z) = e* ™%

b b
/ et h(t) dt = Mh(z) —> e / et h(t) dt = Ah(z).
b
Llamamos ¢ = / e " h(t)dt, ya que es una constante. Entonces, tene-

a
mos que resolver la ecuacién

ce” = \h(x).

x

Multiplicamos a ambos lados de la ecuacién por e™® e integramos res-

pecto de z en [a, b]:

b b
/ e Tee® dx = )\/ e *h(z)dr = c(b—a) = Ac

== c=06b—a—-—X=0.

Estudiamos tres casos:

a) SiA#b—a, AN #0:
Entonces, necesariamente ¢ = 0 y volviendo a la ecuacion ce” =
Ah(x) obtenemos h(x) = 0.

Luego, la ecuacién homogénea tiene la solucién trivial. Y por el
teorema de alternativa, tenemos que la ecuacién no homogénea
dada tiene solucién tnica.

b) SiA=0:
Volviendo a la ecuacién ce® = X h(x), necesariamente ¢ = 0.
Por tanto, cualquier h(z) que cumpla

b
/ e " h(z)dz =0
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2.3.

serd solucién.
Existe algtin hg(z) solucién de de la homogénea que no verifique

b
/ 1-ho(z)dx =0,

por tanto, por el teorema de alternativa, la ecuacién no homogénea
dada no tiene solucién.
SiA=b—a:
Volviendo a la ecuacién ce® = \ h(x) obtenemos
c
h(z) = e’ = h(x) = ke”.
b—a

Veamos si h es multiplo de la exponencial para cualquier k. Para
ello, sustituimos h en la ecuacién integral homogénea:

b
/ e* kel dt = \ke®
a

ke (b —a) = (b — a)ke”.
Entonces, la solucién general de la ecuacién homogénea es h(z) =
ke®.
Como no es la solucion trivial, necesariamente se tiene que cumplir
la segunda alternativa del teorema.

/abg(s)h(s) ds = /ab 1 ke® ds = h(e® — e).

b

Como e’ — €% #£ 0, la integral anterior no siempre se anula. Por

tanto, la ecuaciéon no homogénea no tiene solucion.

Ecuaciones integrales en espacios de Hilbert

Veamos cémo resolver ecuaciones integrales en espacios de Hilbert inter-
pretandolas como operadores integrales.
Nos vamos a centrar en ecuaciones de la forma

b
/ k(e 0 F(t) dt — Mf(z) = g(x)

en el espacio de Hilbert L?[a,b], dando por supuesto que g(x) € L?[a,b] y el
b rb
nicleo k(x,t) € L?([a,b] x [a,b]), es decir / / |k (z,t)]? dx dt < co.

Como consecuencia del teorema espectral para operadores compactos
autoadjuntos (teorema 1.4.8), se deduce el siguiente teorema que nos permite
resolver ecuaciones integrales en funcién de los distintos valores de .
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Teorema 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert y K € L(H) un operador com-
pacto y autoadjunto y sean {\p}nen ¥ {€ntnen las sucesiones de autovalores
y autofunciones de K que verifican el teorema espectral.

(i) Si A € p(K), entonces, para cada g € H la ecuacion (K — X)f =g
tiene una unica solucion que viene dada por la formula

)\ )\ gven

(ii) Si X € op(K) es autovalor, entonces la ecuacion (K — X)) f = g tiene
solucion si y sdlo si g L ker(K — A\,I). La solucion general, en este
caso, viene dada por

f )\ g+ Z)\ gvek>€k+za

donde z € ker(K — A\, I) es arbitrario.

(iii) Si A =0, la ecuacion K f = g tiene solucion si y solo si g L ker(K) y

1
Z )\72‘@’ en>‘2 < too.

neN "~ T

En este caso, la solucion viene dada por

—Z+Z gaen €n,

nEN
donde z € ker(K) es arbitrario.

A continuacién, vamos a ver un ejemplo en el que aplicamos el teorema
anterior.

Ejemplo 2.3.1. Sea el operador integral T : L?[0,1] — L2[0,1] tal
que

1
T@) = [ kG 0F) d

donde
k(z,t) = min{z, t}.

2+ )=

Si g(x) = Z Ck sen x, resolver (T' — AI)f = g segun los

keN
distintos valores de \ € C.

Como el niicleo k(z,t) es continuo en L2([0,1] x [0, 1]), el operador T es
compacto.
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Ademas, k(z,t) = k(t,x) luego T es también autoadjunto. Por tanto,
podemos aplicar el teorema espectral de operadores compactos autoadjuntos.

Para resolver la ecuacién (T' — AI)f = g necesitamos primero calcular
los autovalores y las autofunciones de 7T'.

Para calcular los autovalores resolvemos la siguiente ecuacion:

1
Tf(a) = A(e) = [ min{a.}£(8)dt = Af(@)
x 1
:>/0 tf(t)dt+x/ F(t) dt = Af(x).

Si A = 0 la tnica solucién obtenida es la nula, por tanto el 0 no es
autovalor.

Para x = 0 tenemos Af(0) = 0, luego obtenemos la primera condicién
f(0) =0.

Para obtener la segunda condicién derivamos a ambos lados de la ecua-
cion:

1
of(@)+ [ )it~ of(@) = Af (o).
xX
En este caso nos conviene escoger x = 1 para anular la integral y obtenemos

F(1y=o.

Si volvemos a derivar obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:
—f(z) = Af"(z)

Por tanto, tenemos que resolver, para distintos valores de A, la siguiente
ecuacion diferencial homogénea de segundo orden y coeficientes constantes:

Af"(z) + f(z) =0,
f(0) =0,
(1) = 0.

El polinomio caracteristico es A\r2 + 1 = 0, luego las raices son r; =
1/V-Xyres=—1/v/=X\

Como dependen del parametro A y sabemos que es no nulo, resolvemos
dependiendo si es negativo o positivo.

(i) SiA<O0:

Los valores de las raices son reales por lo que el conjunto de soluciones
fundamentales es {e"", e"2"}. Entonces la solucién es de la forma

f(z) = Cre™™ + Cye™".
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Ahora, obligamos a que cumpla las condiciones, para ello derivamos

f/(;p) — 017«167"133 + Czrzemx
1
/(1) = Crrie™ + Carpe™ = 0 = Cira (" + ) =0,

pero como el paréntesis y 1 son no nulos, necesariamente C; = Cy = 0.

Es decir, f(z) = 0y, por tanto, los valores de A\ negativos no son
autovalores.

(ii) SiA>0:
Los valores de las raices son complejos por lo que el conjunto de so-
. L L .z
luciones fundamentales es {cos 3L sen ﬁm} Entonces la solucién es
de la forma

1
z + Cysen —x,

ﬁ VA

1 LA LA 1
sen ——= COS —=T.

N f f ?

f
Obligamos de nuevo que cumpla las condiciones:

f(z) = Cy cos

fi(z) =

f(o):CIZ()a

1) =— !

—(C9cos — = 0.
NN/

Nno es cero y no queremos que Cs lo sea, necesariamente

f* 5+ nm = VA= 2n+1)7r

1
Como 7

cos f = 0, de donde

Por tanto, el conjunto de autovalores y autofunciones asociadas es

4 2n+ )7

>\’I’L = m, Lpn(x) = sen 9 Z, n € 7.

Una vez hallados los autovalores y las autofunciones podemos aplicar el
teorema espectral.
Estudiamos los tres casos por separado:

(i) Si X e p(T):
Veamos primero si las autofunciones ¢, (x) = sen x forman un
conjunto ortonormal. Es evidente que son ortogonales, pero su norma

no es 1:
) 1
loall? = |
0

(2n+1)mw
2

m+r 2. 1
<n+>ﬂxcm:2_

sen
2
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Para que el conjunto de autofunciones sea ortonormal, definimos e,, =
2n+ 1)
Pn__ V2sen 7( ) z
lonl] 2
Por el teorema 2.3.1, sabemos que la solucién en este caso es la si-
guiente:

= 2.

Calculamos (g, ep):

2k + 1)m 2n+1)m
(g,€en) = <Z Cl SeN —————1, 2sen —g

keN
2k: 1 2 1
—f%ck< : i xsenmg >%>.

Como los e, forman un conjunto ortonormal, tenemos que:

1 sin=k,
<en;€k> = .
0 sin#k.

2 1 2 1
Por tanto, (g, e,) = v/2¢, (sen (n;)ﬁx, sen (n;)w@ =

Sustituyendo en (2.5), tenemos que la solucién general es:

V2
2

Cn.

(2n + 1)%72 2n+ )7
1@ =2 - X s
N

Si A€ oy(T), es decir A = Ay

La ecuacién (T'—\,I) f = g tiene solucién si y sélosi g L ker(T'— A\, 1),
siendo la solucion general, en este caso,

1 A
= )\g+*z)\ W (9,er)ex + 2,

donde z € ker(T — A\, I) es arbitrario.

Observemos en primer lugar que ker(7T—\,I) = span{p,} = span{e,}.
De aqui deducimos que g L ker(T'— A\, 1) <= g L e,.

Antes hemos calculado que (g, e,) = ¢,/V/2, luego,
(g,en) =0 <= ¢, =0.

Entonces, la ecuacién (T'— A\, I) f = g tiene solucién si y sélo si ¢, = 0.
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En este caso, la solucién general es:

1 2k + 1)m
f(x) = —F— {ch sen —————1
(2n+1)272 Lp£p
4
(2k+1)2n2 (2k+ )7 (2n+ 1)m
+ ch 1 1 sen ) x| + Asen T

k#n  (2n+1)2n2 — (2k+1)2x2

Desarrollando los términos de la derecha, tenemos que la solucién es:
(2n + 1)272 (2n +1)?2 (2k+1)m
S Sl A 1 A A
/(@) 4 ;; RN CT ) e Bl R B
n

2 1
2ntDr,

+ Asen

(iii) Si A =0:

La ecuacién T'f = g tiene solucidn si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

g L ker(T),

1
S 5ol enf? < +oc.

neN " "

En este caso, la solucién viene dada por

1
f= Z )\7<g> €n>€n + z,

neN

donde z € ker(T') es arbitrario.

Primero veamos que g L ker(7"). Debemos probar que (g, f) = 0 para
todo f € ker(T).

Cuando hemos calculado los autovalores hemos visto que, si A = 0,
entonces f(x) = 0. Luego, (g, f) = 0 y asi queda probada la primera
condicioén.

Ahora estudiemos la segunda condicién:

1 n |2 (2n + 1)47t 2
D s = e 5 <t
neN ((27%-&-1)2”2)2 V2 neN 16 2
= Z(Qn + 142 < 400 = Z((Zn +1)%¢,)? < +o0
neN neN

— {(2n+ 1)%cp}nen € Lo.
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Entonces, en el caso en el que se cumpla {(2n + 1)2%¢, }nen € f2, la
solucién es

n n2 e n ™
f(z) = 2(2—?\/%\/5%11(2;1):6

(2n + 1)27? 2n+ )7
= Z T Casen

neN

x?
neN

siendo z(x) = 0 ya que cuando A = 0, f es nula, luego ker(7") = {0}.

2.4. Métodos particulares

Terminaremos este capitulo mostrando dos métodos de resolucién de ciertos
tipos de ecuaciones de Fredholm.

2.4.1. Meétodo iterativo

Como ya hemos visto, resolver una ecuacién de la forma (I — K)f = g
equivale a escribir f = (I — K)~!g. El siguiente resultado proporciona una
férmula para (I — K)~! basada en la serie geométrica

1
1+a+a2+---:1_a, 0<a<l.

Teorema 2.4.1. Sea H un espacio de Hilbert y K € L(H) con || K| < 1.
Entonces, I — K es invertible y para todo g € H,

(I-K)lg= ZK"g.
n=0

Ademds,
n
(I —K)™' - ZK”H — 0 cuando n — oo
n=0
Y
I~ K €
1— K]

La serie anterior recibe el nombre de serie de Neumann.
Como aplicacién de esta férmula, vamos a demostrar la siguiente propie-
dad.

Proposicion 2.4.2. Sea K el operador integral definido por

b
Kf(t) = / k(t, ) f(s) ds.
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Consideramos la ecuacion
b
16~ [ K(t.5)5(s)ds = ) (2.6)

Entonces, si ||K|| < 1, existe un operador integral K° tal que (I — K)™1 =
I+ K°.

o0
Demostracion. Por el teorema anterior, sabemos que (I — K)~! = Y K"g.

De la definicion de K y el teorema de Fubini tenemos que

K?g(t) = /ab k(t,2)Kg(z)dx = /abk(t,a?){ /abk:(a;, s)g(s) ds} dx

:/abg(s){/abk(t,x)k(x,s)dm}dsz/abkz(t,S)g(S)ds

b
donde ko(t, s) = / k(t,z)k(x,s)dx.

Veamos ahora que ko € L*([a, b] X [a, b]).
En efecto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

oot )% < {/ ktx\de}{/ ]kars\de}

Integramos en [a, b] respecto de s,

/ablkz(t,s)\stg {/ab|l<:(t,x)Qd:n}{/ab/ab|k(m,s)|2dxds}

y volvemos a integrar en [a, b] pero respecto de t,

/ab/ab\kg(t,s)stdtg {/ab/ab]k(t,x)\dedt}{/ab/ab]k(a:,s)Pdmds}.

Como k € L?([a,b] x [a,b]) la doble integral es finita y ko € L?([a, b] x [a, b]),
con [[ka| < [|k[*.
Procediendo de esta manera, por el método de inducciéon deducimos que

b
K"g(t) = / kn(t,s)g(s)ds, n=1,2,... (2.7)

b
y |knll < ||E]|™, donde ky(t,s) = / k(t,z)kn—1(z,s)dz, paran > 1.
Dado que ¢

00 00
D Eall <D IR < oo,
n=1 n=1
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entonces existe k* € L%([a,b] x [a, b]) dado por

n=1

Sea K el operador integral cuyo nticleo es k. Usando (2.7) y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

p b p
S K- K| = [ Z Kg(t) — K(1)
n=1 a lp=

2

:/ab / (Zk (t,s) k:ots))g(s)ds

</ab</a ‘;kn(t,s)—ko(t,s)\-]g(s)|ds>2dt

<[ [(/ab\ikna,s) e as) ([ ltras)|a
p

[lgl*-
Luego,
p p
ZK”g—KOg Zkzn—k‘o “|lgll — 0  cuando p — oo.
n=1 n=1
Por lo tanto, (I — g—ZK” (I+K%g. O

Como consecuencia, dada la ecuacién integral (2.6), su solucién es
b
£ = (1-K)" ZK" = (1+K0(0) = 9(0)+ | K(t,9)9(s) .

Si ademéas )
c:sup/ |k (t, s)|? ds < oo,
t a

la serie Z K"g(t) converge absolutamente y uniformemente en [a, b].
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En efecto, dado cualquier A € L?[a,b], se deduce de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz que

b 1/2
\Kh@nsuhu(/|k@@ﬂ%m) < eIl
Reemplazando h por K" g,

K g(t)] < Ve |[K" gl < Ve K" Hgll, n=1,2,...

Por tanto,

DK g < Ve gl kI < oo, t€a,b].
n=1 n=1

2.4.2. Ecuaciones integrales con nitcleos degenerados

Consideraremos en este apartado las ecuaciones de Fredholm de segunda
especie con nucleos que verifican la condicién

b b
//|k:(w,t)]2dxdt<oo.

Definicién 2.4.1. El ntcleo k(z,t) de una ecuacién integral se llama sepa-
rable o degenerado si se puede expresar como suma finita de productos de
una funcién que depende sélo de x y otra que depende sélo de t. Es decir,

n

k(z,t) = ai(2)bi(t),

i=1
donde ay,...,an,b1,...,b, € L?[a,b] y son linealmente independientes.

Por tratarse de un caso particular de los operadores integrales que hemos
estudiado, es evidente que, si K es un operador integral con nucleo separable,

n b
mw—me/www@

entonces K es compacto si a;, b; € L?[a,b] para todo i € {1,...,n}, debido
a que K es entonces un operador acotado de rango finito.

Veamos a continuacién que, si el niicleo k(z,t) es separable, el problema
de resolver una ecuacién integral de segunda especie se reduce a resolver un
sistema de ecuaciones lineales.

Sea la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie,

b
g(s) = f(s) + )\/ k(s,t)g(t) dt. (2.8)
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Si el nicleo es separable, se puede escribir de la siguiente forma

n b
o(5) = 1)+ XY ails) [ mlog(o) . (2:9)

=1

b n
Si llamamos ¢; = / bi(t)g(t) dt se tiene que g(s) = f(s) + A X_ ciai(s)

y el problema se reduce a encontrar las constantes c;.
Sustituyendo el valor de g(s) en (2.9) se tiene

n b n
Z ai(s) {Ci - / bz(t) [f(t) + A Z ckak(t)] dt} =0
i=1 a k=1

y teniendo en cuenta que las funciones a;(s) son linealmente independientes,

b n
Ci—/ bi(t)[f(t)—l—)\chak(t)] dt =0, 1=1,...,n.
@ k=1

b b
Llamando f; = / bi(t)f(t)dt y a; = / bi(t)ax(t) dt, tenemos que resolver

el sistema de n ecuaciones lineales:
n
CZ_)\E aikck:fiv izl?"‘7n7
k=1

cuyo determinante es

1-— )\a11 —)\alg e —)\aln
—)\a21 1-— )\CLQQ e —)\agn
D(\) =
—)\anl —)\ang e 1— )\am

Para los valores de A que cumplen D(\) = 0 se tiene que no es resoluble
o tiene infinitas soluciones. Estos valores son los autovalores del operador
integral asociado.

Para todo valor de A que cumpla D(X) # 0, el sistema tiene una tuni-
ca solucion dada por la regla de Cramer. Consecuentemente, la ecuacién
integral tiene una tunica solucién dada por

o) = £(5)+ 4 Y P Dl )
j=1

b
y la solucién de la correspondiente ecuaciéon homogénea g(s) = A / k(s,t)g(t)dt
a

es la trivial, es decir, g(s) = 0.
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Sustituyendo los valores de f; en la solucion,

b n
g(s) = f(s) + D?)\) /a { ; [Dy;bi(t) + ... + Dnjbn(t)]aj(S)}f(t) dt
A b n n
— f(S) + l)()\)/a ;;Dmbl(t)a](s)f(t) dt.

Considerando el determinante de orden n + 1,

0 a1 (s) as(s) ... an(s)
bl (t) 1— )\all —)\a12 —)\aln
D(S, t; )\) - bg(t) —)\a21 1-— )\CLQQ —)\agn ,
bn(t) —/\CLnl —)\ang oo 1= /\a,m

y desarrollandolo por los elementos de la primera fila con sus correspondien-
tes menores, llegamos a que

[Dljbl (t) + ...+ Dnjbn(t)] aj(s) = D(S, t; /\)
=1

J

Luego la solucién se puede escribir asi:

b
g(s) = f(s)+ /\/ [(s,t; A\) f(t)dt, (2.10)

D(s,t; \)

donde I'(s,t; \) = DOV

recibe el nombre de nicleo resolvente.

Para finalizar, vamos a ver un ejemplo en el que aplicamos el primer
método mostrado.

Ejemplo 2.4.1. Encontrar la solucién en L?[0,1] de la ecuacién
1t
=3 [ e s ds = g

La ecuacién se puede escribir de la forma (I — K)f = g siendo k(t, s) =
%et_s el nicleo de K.
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Para empezar, veamos que ||K|| < 1 usando la definicién:

1 1 1
|KFI3 = / K f(s)[2ds = / / Lo vi(y) dy

2
ds

<1 / (/ =0 \dy) s
1 2s yl|2 2

<t ([eras) - ([reora [rwra
Loz [1 2 1 2

=G [ e as [y

0 0
K 1
Entonces, Hufﬂz =7 (e24+e2-2)<1.

Siguiendo los pasos que acabamos de ver, tenemos que
ki(t,s) = Ae'™*

1 1
ko(t,s) = / k(t,z)ki(z,s)dx = / el TN dx = NZel S
0 0
1 1
ks(t,s) = / k(t, z)ka(x, s)dx = / el TENZeT TS g = A3l S
0 0

kn(t,s) = A'el ™5,

Y como
()= (- K)" ZK" Z/ (t, )9

la solucién es

) 1 )
Z/ kn(t,s)g(s)ds = g(t) + Z)\Q/ e"%g(s)ds
n=1 0






Capitulo 3

Ecuaciones integrales de
Volterra

Este capitulo vamos a dedicarlo a la resolucién de las ecuaciones integrales
de Volterra.
Recordemos que las ecuaciones integrales de Volterra son de la forma

[ M 050 di - A1) = glo),

donde A es un pardmetro complejo, la funcién g(x) es conocida y k(x,t) es
el ntcleo (continuo) del operador K.

Estas ecuaciones pueden ser consideradas como un caso particular de
ecuaciones integrales de Fredholm, ya que podemos escribir el operador K
como

T b
Kf@) = [ Moo= [ kofoa

donde

k(xz,t sit <,
(e, 1) = {0( | sit>ax

En primer lugar, observamos que, en general, el nicleo k;(x, t) no es continuo
en x = t. Sin embargo, el operador integral de Volterra K es compacto, ya
que k1 € L?([a,b] x [a,b]).

Ademds, K nunca va a poder ser autoadjunto, ya que

k:l(t,x) == 75 kl(a:,t).

0 sit<z
k(t,z) sit>zx

Por tanto, lo visto en el capitulo anterior para ecuaciones integrales de
Fredholm también es vélido para este tipo de ecuaciones, salvo el teorema
espectral para operadores compactos y autoadjuntos.
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3.1. Relacion entre las ecuaciones diferenciales li-
neales y las ecuaciones integrales de Volterra

A continuacién, vamos a ver la relacion existente entre las ecuaciones dife-
renciales lineales y las ecuaciones integrales. Aunque sélo lo probamos para
las ecuaciones integrales de Volterra también es cierto para las de Fredholm.
De hecho, algunos problemas los resolveremos formulandolos como ecuacio-
nes diferenciales.

Sea la ecuacién diferencial lineal
v (@) + ar(@)y "D (@) + -+ an(@) y(z) = Fl) (3.1)
con coeficientes continuos a;(x) (i = 1,...,n), y las condiciones iniciales

y(0) = co, ¥ (0) =cq,... ,y”_l(O) = Cp_1. (3.2)

Su resoluciéon puede ser reducida a la resolucién de una ecuacién integral
de Volterra de segunda especie. Para ello aplicaremos el siguiente resultado
auxiliar.

Lema 3.1.1. Si ¢ es una funcion continua, entonces

/ox dm(k veces) /Ox plz)dz = (;{;_11)| /Ox(ﬂﬂ — )" o(2) dz.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién.
Se comprueba de forma inmediata que la igualdad es cierta para k = 1.
Si suponemos que es cierta para un valor de k arbitrario, entonces

/Ox dw(k+'1\}eces) /Ox plz) dz = /OgC ((k_ll); /Ou(“ —2)"p(2) dZ> du

=) o kLR
1 xX
= |, G- a

donde hemos aplicado la hipétesis de induccién y hemos realizado un cambio
del orden de integracién. O

Proposicién 3.1.2. La ecuacion (3.1), (3.2) es equivalente a la ecuacion
integral de Volterra

ﬂ@+A%@wﬂwﬁ=ﬂa
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(s —t)m~!

( 0 y término independiente
m —1)!

de nicleo k(s,t) = Z am(s)

m=1

f(s) = F(s) — cn—1a1(8) — (cn—18 + cn—2)aa(s) — ...

Sn—l

- (C"_lm +---+ecs+ co>an(s).

Demostracion. Sillamamos 3™ () = (), al integrar sucesivas veces tene-
mos

/ p(z)dz = y(nil)(x) — Cn—1
0
/ dx/ o(z)dz = / y (@) de — cp1z =y (2) — Cheg — 1
0 0 0
/ dr ... / o(z)dz =y (@) — ep_p — o1 — - — L
0 (k veces) Jo

Si aplicamos el lema anterior, deducimos que

1 xX
YR (z) = / (x—2)"p(2)dztcpn+enpriz+- - Fep1m
(k=1 Jo

k—1

Sustituimos estos valores en la ecuacién (3.1) y obtenemos
p(x) + a1 (x)en1 + ag(x)(cag + cp12) + -+ + an(x) (o + 1z + -+ cp12™ )
T T
+ aq(x) / o(z)dz + as(x) / (x—2)p(z)dz+ ...
0 0

! )!/Ox(xz)"_lcp(z)dz:F(x).

+ ap(z) - (nT

Agrupando términos, nos queda

o(x) + /01’ <a1(z) +ag(z)(x —2)+ -+ (n_ll)'an(x)(x — z)”_1> o(z)dz
=F(z) —a1(x)epn—1 — az2(x)(cp—2 + cnogz) — -+ —ap(z)(co+ 1z + - - + cn,lx”_l)
como queriamos probar. O

La existencia de una solucién unica de esta ecuacion viene de la existen-
cia de la solucién del problema de Cauchy para la ecuacion diferencial lineal
de coeficientes continuos en un entorno del punto x = 0.
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3.2. Resolucién de las ecuaciones integrales de Vol-
terra

Primero, vamos a ver dos teoremas que garantizan la existencia y unicidad de
solucién de una ecuaciéon integral de Volterra de segunda especie. Y después,
veremos un método de resolucién de las mismas. Dicha informacién ha sido
consultada en los libros [Tr] y [KKM].

Teorema 3.2.1. Sea g(z) € L*[a,b] y supongamos que el niicleo k(z,t) es
continuo para x,y € [a,b] y acotado, es decir |k(xz,t)] < M. Entonces, la
ecuacion

| a0 - s =
tiene una tnica solucién f(z) para todo A € C en L?[a,b].

En el siguiente teorema vamos a exigir condiciones menos fuertes que
debe de cumplir el nicleo del operador.

Teorema 3.2.2. Sea g(z) € L?[a,b] y supongamos que k(z,t) € L?([a,b] x
[a,b]). Entonces la ecuacion

/0 "k, ) f(8) di — Mf(x) = g(2)

tiene una vnica solucién para todo A € C en L%[a,b].

3.2.1. Meétodo de las aproximaciones sucesivas

Sea la ecuacion de Volterra de segunda especie

f(2) = glx) + A /0 k(e ) (1) d.

Suponemos que g(z) es continua en [0,b] y el nicleo k(z,t) es continuo en
0<z<bh 0t <.

Empezamos considerando una funcién fo(x) continua en [0, b], y la sustitui-
mos en el segundo miembro de la ecuacién integral:

Ji(z) = g(x) + A /OI k(x,t) fo(t) dt.

La funcién fi(z) es también continua en [0, b]. Si se repite el mismo proceso,
se obtiene la sucesién de funciones fo(z), f1(x),..., fo(z),... que satisfacen
la relacién

fn(x) = 9(33') + )\/OCC k(ﬂl‘,t)fnfl(t) dt.
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Segun las hipdtesis hechas a g(z) y k(z,t), la sucesién {f,(z)} converge
cuando n — oo hacia la solucién f(z) de la ecuacién integral de Volterra.

En particular, si se toma g(x) en vez de fo(z), entonces f,,(x) serd pre-
cisamente la suma parcial de la serie

f(@) = folx) + Mi(@) + X fal@) + -+ X' fula) + -+

que determina la solucién de la ecuacién integral de Volterra.

Una buena eleccién de la aproximacién de fy(x) puede conducir a una
convergencia rapida de la sucesion { f,,(x)} hacia la solucién f(x) de la ecua-
cion integral.

3.2.2. Ecuacién integral de Volterra de primera especie

Por lo general, suele ser dificil manejar ecuaciones integrales de Volterra de
primera especie, por lo que vamos a ver cémo reducirlas a las de segunda
especie.

Método 1

Consideramos la ecuacion
| s = gta)

y suponemos que el nicleo y g(z) son suficientemente diferenciables.
Por la féormula de Leibniz, si derivamos a ambos lados de la ecuacion
obtenemos

k) f@) + [ k@) (0t = @)

Si k(x,z) # 0 podemos escribir la ecuacién como una de segunda especie de
la siguiente forma:

z O T "
o)+ [ By a = 2

Si el niicleo de esta 1ltima ecuacién pertenece a L%([a,b] x [a,b]) y kgléx:c)) €

L?[a,b], por el teorema 3.2.2 visto anteriormente, sabemos que va a tener
una tnica solucién en L?[a, b].

Método 2

Consideramos la ecuacion

/Ox k(w0 F (1) dt = g(x).
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—/Oxf(t)dt

y vamos a realizar integracion por partes en la ecuacion original. Entonces

Sea

/ —ka:t (t)dt = g(x)

y si k(x,z) # 0, podemos dividir entre k(z,x) para obtener la forma de la
ecuacion de segunda especie

z 0Ly €T
am—[;ig@?wwwz 9(®)

Igual que antes, sabemos que esta ultima ecuacién va a tener una unica so-

lucién en L2[a, b] si su niicleo pertenece a L%([a, b] x [a, b]) y k(g(c ;) € L?[a,b].

Una ecuacion que se puede resolver sin la necesidad de ser transformada
a otra de segunda especie es la llamada ecuacién de Abel

S
f oo

donde 0 < o < 1, g(z) es continua y g(0) = 0.

Veamos como resolverla:

Si denotamos por kq(z,t) al nicleo de la ecuacién, aplicamos a ambos
lados el operador de Volterra con ntcleo kg(x,t) y cambiamos el orden de
integracién en el lado de la derecha obtenemos

Ax{ﬁxu—w£2—ww}f®dﬁ‘ﬁxw%zwd”

Si hacemos el cambio z =t + (z — t)u observamos que

’ dz R N L
/0 (w—z)f@(z—t)“_( 2 /0 (1 —u)Pu®

1asD(1—a)D(1 = §)
[2—a-p)

=(z—1)

donde I'(p) es la funcién gamma.
Entonces, la ecuacién integral toma la forma

© o fH . T@-a-8) [T g
[ et = st we
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En particular, si f = 1 — « tendriamos

v B (1) roog(t) _senma [T g(t)
A “”“lxwra—axé<x—wka“ - A @t

Si finalmente derivamos, obtenemos la solucién a la ecuacion:

senma d [T g(t)
T dx Jo (x—t)l—@

flz) =

dt.

Para finalizar, vamos a resolver un ejercicio en el que el operador integral
es de Volterra.

Ejercicio. Sea T'f(x) = / f(t)dt, con f € L?[0,1] funcién real.
0

a) Calcular T* y TT™.
b) Calcular o(TT*) y r,(TT*). Deducir el valor de ||T.
c) Desarrollar TT*f segin el teorema espectral.

a) Podemos escribir el operador como

1
Tﬂ@zék@ﬂmwu

1 sit<uz,
0 six<t.

donde k(x,t) = {
Entonces . .
7 fa) = [ FEas@ = [ ro

1 siz<t
0 sit<uwx.

ya que k(t,x) =

T T 1
Ademas, TT* f(z) = / T f(t)dt = / / f(s)dsdt. Si cambiamos el
0 0 Jt
orden de integracién,

TT*f(a:):/Ox/osf(s)dtds—i—/xl/oxf(s)dtds
:/Oxsf(s)ds—i—x/xlf(s)ds

_ /0 " mtn{e, s} f(s) ds.
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b) Para empezar, observamos que el operador TT™ es autoadjunto y com-
pacto:

Es autoadjunto ya que (I7*)* = T**T* = TT* y compacto por ser un
operador integral de Volterra.

Al ser el operador TT™* autoadjunto y compacto, el espectro puntual junto
con el 0 coincide con el espectro del operador T7T*, es decir, o(TT*) =
op(TT*) U {0} C R. Por tanto, calcularemos o,(77%).

Para calcular los autovalores de T'T™, tenemos que resolver la siguiente
ecuacion:

TT* f(z) = Af(x).

Derivando a ambos lados de la ecuacion con respecto a x obtenemos la
siguiente ecuacién diferencial

Af"(x) + f(z) =0
f(0)=0
f'(1) =0,

cuya soluciéon hemos calculado en el ejercicio 2.3.1. El conjunto de auto-
valores y autofunciones asociadas es

4 72k + 1)

= m, QDk(.’L') =sen ———&.

Ak 5

Se obtiene asi que o(TT*) = { k ez} u{0}.

4
T2kt 1)2
Ahora, por ser TT* autoadjunto, r,(TT™*) coincide con la norma del
operador TT™, que a su vez es el mdaximo en mdédulo de los autovalores.
Es decir, 7o (TT*) = méxeo(rr+) |Al-

El méximo valor se alcanza para k = 0, —1, siendo |\o| = |A_1| = 4/72.
Por tanto, 7, (TT*) = 4/72.
Por tltimo, como ||T||?> = ||TT*|| = 7, (TT*), tenemos que ||T|| = 2/7.

c¢) En el ejercicio 2.3.1 hemos desarrollado TT* segin el teorema espectral.



Apéndice A
Ejercicios

En este apéndice vamos a resolver una serie de ejercicios en los que usamos
algunos métodos estudiados a lo largo de la memoria.

1) Calcular los autovalores del operador T definido por

Tf(t) = /7r cos(t — s) f(s) ds.

—T

Como el niicleo del operador es continuo en L?([—m, 7] x [~m, 7)), T
es compacto. Ademds, T' es autoadjunto ya que k(t,s) = cos(t — s) =
costcoss+sentsens = cos(s — t) = k(s,1).

Para calcular los autovalores resolvemos la siguiente ecuacion:

TF@) = A1) — | cos(t — s)f(s)ds = \f(t)

= (costcoss+sentsens)f(s)ds = \f(t)

:>cost/7r cossf(s)ds+sent/ sensf(s)ds = \f(t)

—T —T

™ m

Llamamos a = / cossf(s)dsy b= / sensf(s)ds, ya que son cons-
—m —
tantes. Entonces, tenemos que resolver la ecuacion

acost + bsent = Af(t).

Multiplicamos a ambos lados de la ecuacién por cost y por sent e inte-

45
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gramos respecto de ¢ en [, 7]:

s

/cost(acost+bsent)dt:/\/ costf(t)dt = am = Aa

—T —T

/ sent(acost + bsent)dt = A sentf(t)dt = bwr = A\b

—T —T
Suponemos que A # 0 y luego estudiamos el caso A = 0.
Distinguimos dos casos:
a) SiA=m:

Entonces a y b son arbitrarios y la funcién f(t) = £ cost + %sent
es autofuncion.

b) Si A #m:
Necesariamente a = b = 0, de modo que f(t) = 0. Por tanto, A no
es autovalor.

Ahora, si A =0:

Volviendo a la ecuacién acost + bsent = Af(t), obtenemos acost +
bsent = 0 y como el cost y el sent son linealmente independientes,
necesariamente a = b = 0.

Entonces, A = 0 es autovalor y sus autofunciones son aquellas que verifi-
can

/Wcossf(s)ds:o y /Wsensf(s)dSZO.

—Tr —Tr

En resumen, el conjunto de autovalores del operador T" es 0,(T') = {0, }.

2) Calcular los autovalores del operador T definido por

i) = [ (t- 1) ds.

Como el niicleo del operador es continuo en L?([—7, 7| x [—7,7]), T es
compacto. Ademas, T' es autoadjunto ya que k(t,s) = (t—s)% = (s—t)? =
k(s,t).

Para calcular los autovalores resolvemos la siguiente ecuacion:

™

Tf(t)=Af(t) = | (t—s)°f(s)ds = Af(t)

-7
™

= [ (t* —2ts+ s°)f(s)ds = Af(t)

—T

— t? 7Tf(s)ds—Qt/7r sf(s)ds—i—/7r s2f(s)ds = Af(t)

—Tr —T —T
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Llamamos a = f(s)ds,b= / sf(s)ds, y c= / s%f(s) ds, ya que

—T —T
son constantes. Entonces, tenemos que resolver la ecuacién

at? — 2bt +c = \f(t).

Multiplicamos a ambos lados de la ecuacién por 1, t y por ¢? e integramos
respecto de t en [—7, 7|:

™ T 2
/ (at® — 2bt + c)dt = A f(t)dt = §7T3a+271'c: Aa

—Tr

™ ™ 4
/ (at® — 2bt> +ct)dt =\ | tf(t)dt = —§7T3b =\b

—T —T

™ s 2 2
/im#—%ﬁ+d%ﬁ—k/)ﬂﬂﬂﬁ:$5ﬁa+3ﬁ0—k

—T

El sistema anterior puede escribirse asi:

%7‘(‘3 - A 0 2 a 0
0 o LD 0 bl=10 (AX =0)
%7‘(‘5 0 %71'3 - A 0

Suponemos que A # 0 y luego estudiamos el caso en el que sea A = 0.

Tiene solucién tnica (trivial) siy sélo si det A 40 (puesa=b=c=0y
volviendo a la ecuacién at? — 2bt +c = A f(t) obtenemos 0 = \f(t), luego
f(t) = 0y, entonces, A no es autovalor).

Por tanto, para que exista solucién no trivial, necesariamente det A = 0.
Asi, calculamos los valores de A para los cuales existe solucién no trivial,
es decir los autovalores.

De la segunda ecuacién obtenemos el primer autovalor, \; = —%7’[’37 para
b arbitrario.

Sustituyendo el valor de A1 en las ecuaciones restantes y obligando a que
el determinante de la matriz resultante sea nula, obtenemos los valores
deayc

23 2 4
%7_[_5 27_‘_3 :47T6*57T6#OZ>CLZC:0

Volviendo a la ecuacién at? — 2bt + ¢ = A\f(t) y sustituyendo los valores
de a y ¢ obtenemos —2bt = A\ f(t), luego f(t) = Ct, C € R.
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Por ltimo, tenemos que resolver el sistema formado por la primera y
tercera ecuaciéon y asi obtendremos los dos autovalores restantes y sus
correspondientes autofunciones.

2. 5 2 3
57 37T

10+6\/57T3 \ _10—6\/57T3
15 T

Los autovalores son Ay =

Hallamos sus autofunciones:

Para A = )\g,
23— A 0
37 _
(R P
2 1
=>(§7r3 O—ii:f 3) +27rc—0=>0—\§7r2a
4 4 ]0+6¢’3 _
(—gw T Jb=0=b=0.

Sustituyendo los valores de b y ¢ en la ecuacién at? — 2bt + ¢ = \f(t)
obtenemos Ao f () = a(t? + ‘[ 72), luego f(t) = C(t* + ‘[ 7?), C € R.

Para A = A3,

2.3
0 —3m3— A 0
2 4 10— 6¢’3 V5
(gﬂ 5 )a+27rc—0:>c———57ra
4 4 10— 6¢’3
— = b=0=0b=0.
(57— )

Sustituyendo los valores de b y ¢ en la ecuacién at? — 2bt + ¢ = \f(t)
obtenemos Ao f(t) = a(t? — f 72), luego f(t) = C(t? — \f 72), C € R.

Ahora, si A =0:

Tenemos que at? — 2bt +¢ =0y como 1, t y t? son linealmente indepen-
dientes, necesariamente a = b =c = 0.
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Entonces, A = 0 es autovalor y cualquier funcién que cumpla

™

Wf(s)ds:(), /st(s)ds:o y / s2f(s)ds =0

sera autofuncion asociada a A = 0.

En resumen, el conjunto de autovalores del operador 1" es

op(T) = {0, —

4 5 104+6v5 3 10—-6V5
I T, 7}
3 15 15

Encontrar la solucién de la ecuacion

/_ﬁ (s —t)2f(s)ds — Af(t) = 1.

El operador T' es compacto y autoadjunto, luego podemos aplicar el teo-
rema espectral de operadores compactos y autoadjuntos para calcular la
solucion.

Por el ejercicio anterior, sabemos que el conjunto de autovalores del ope-
rador 1" es

4 5 10+6V5 5 10—
) ﬂ-?

T) = {0,—-
Jp( ) {07 37T 15 1

6v/5
5 w3},

Para poder aplicar el teorema espectral, las autofunciones deben formar
un conjunto ortonormal.

Como el operador es autoadjunto, por la proposicién 1.4.6 vista en el
capitulo 1, las autofunciones ya son ortogonales. Basta calcular su norma.

_ Al 3
0= 151 = Vas!
h () SR St + 1
ex(t) = Y - 12 — .
HfQ( )” </ (éﬂ_g + t2)2 dt) %ﬂﬁ + %7-[-3
5 ”
SR R k. & i it

O ([ - )™ 50

Estudiamos los tres casos por separado:
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a) Si A€ p(T):

Por el teorema espectral de operadores compactos y autoadjuntos,
sabemos que la solucién en este caso es la siguiente:

1
f:_x +)\Z)\ _/\<gyen>n

neN

117 N A2 A3
=——+ = 1 1 1 .
>\+>\|:)\1_)\<761>61+/\2_)\< €2>62+)\3_>\<,€3>63

Calculamos (1,e,), n € {1,2,3}:

(1,e1) = (1, 27?;37:):,/23;3/ 1-tdt=0.

12 + Yor? 1 ™ 5
(1,e2) = (1, = 5.7 ) = — / + {WQ dt
6+4+/5 2 6+4 —

\/4‘17571-5 + 37-‘-3 \/ +15 5 + 7T3 T

10 4 6v/5 3

= ™.

154/ 6+4\f7r5 + 571'3

<1,€3> = <17 > = — t2 — ?577' dt

Entonces, la solucion es

I [ . (10 + 6v/5)2(#2 + L2r2)n
A [15(10 + 6v/5)73 — 152A] (652872 4 2)
N e N G v
(4 — 4v/5)[(10 — 6v/5)m3 — 15)]

SiAeo(T):

(T — X\I)f = g tiene solucién si y sélo si g L ker(T — A\, I), siendo la
solucién general, en este caso,

1 1 Ak
f_)\ng+>\nlg;1)\n)\k<gjek>ek+z’



Apéndice A. Ejercicios 51

donde z € ker(T — A\, I) es arbitrario.

Observamos en primer lugar que ker(T' — \,I) = span{e,}, para
n € {1,2,3}. De aqui deducimos que g L ker(T'—\,I) <= g L e,.
Antes hemos calculado que (1,e1) = 0 pero (1,e3) # 0 # (1,e3).
Por lo tanto, (T'— AI)f = 1 no tiene solucién.

c) SiA=0:

La ecuacion T'f = g tiene solucién si y sé6lo si se cumplen las si-
guientes condiciones:
g L ker(T),

1
S sl enll? < oo

neN " "

En este caso, la solucién viene dada por

1
f= Z E<gu€n>en + 2,
neN
donde z € ker(T') es arbitrario.

Primero veamos que g L ker(7'). Debemos probar que (1, f) = 0
para todo f € ker(T).

En el ejercicio anterior, cuando hemos calculado los autovalores,
hemos visto que si A = 0 entonces f(z) = 0. Luego, (1,f) =0y
asi queda probada la primera condicién.

Estudiamos ahora la segunda condicién:

1 15 15
> Sl en) = + < foc.
n o

3
f (6 4+ 4v/5)5 + 673 (4 — 4/5)

n=
Entonces, la solucion es
3

! 15t + 3V/bn? 152 — 3v/5m?
f@)=2 X, L enlen(@) = (6 +4VB)1® + 673 (4 —4y/5)a5

n=1

siendo z(x) = 0 ya que cuando A = 0, f es nula, luego ker(T") = {0}.

4) Encontrar la solucién de la ecuacién

[ s =021 ds = 2r(t) = 9(0).
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Definimos el operador T' como

710 = [ (=02 15) s,

que por el ejercicio (2) sabemos que es compacto y autoadjunto.

Resolvemos la ecuacién dependiendo si A es o no autovalor.

Para A no autovalor:

Si A no es autovalor siempre existe solucién, ya que podemos despejar
directamente f(t):

(T = A f(t) = g(t) = f(t) = (T = A)"'g(1).
Razonando de la misma forma que en el ejercicio anterior, tenemos

TF(t) — Af(t) = g(t) = at® — 2bt + ¢ — \f(t) = g(t),

donde a = Wf(s)d:s,b:/fr :sf(s)clsyc:/7r s f(s) ds.

—m —m
Y multiplicando a ambos lados de la ecuacién por 1, t y ¢? e integrando
respecto de t en [—7, 7] obtenemos tres ecuaciones que se pueden escribir
de la siguiente forma:

/ g(t)dt
0 — A 0 s a T
0 —3m3 — A 0 b| = / tg(t) dt
%71’5 0 %773 — A c a

Como A no es autovalor el determinante es distinto de cero. Por tanto,
existe una unica solucién que se resuelve por Cramer:

(28— \) /7r () dt—27r/7r 2g(t) dt

- -

“= A2 — %773)\ — %71‘6
/ Lg(t) di
po Jom
—3m3 — A
vy 2 iy
(23— )\)/ 2g(t) di — 5775/ o(t) dt
c = —T —Tr
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Hemos sido capaces de calcular los valores de a, b y ¢ en funcién de g(t)
solamente. Por tanto, volviendo a la ecuacién at? — 2bt +c— \f(t) = g(t)
y sustituyendo los valores calculados obtenemos la solucién f(t).

Para A\ autovalor:

Los autovalores se calculan resolviendo la ecuacién homogénea, que por
el ejercicio anterior sabemos que son

4o 104+ 6V5 4 _10-6v5 4
)\1——§7r, Ao = G T Vv A3 = 5 .
Volviendo al sistema
[ st
23— A 0 2 a o
0 —2m3 — A 0 b | = / tg(t)dt |,
%71'5 0 3773 - A c a
t2
/ g(t)dt

al ser A autovalor, el rango de la matriz de coeficientes es dos. Para que
exista, al menos, una solucién el rango de la matriz ampliada también
debe ser dos. Para ello, obligamos a que todos los menores de 3 x 3 sean
cero y asi hallar las condiciones que debe cumplir g(t).

Si llamamos s = / gt)ydt, t = / tg(t)dt, w = / t2g(t) dt, la

. . —Tr —T —T
matriz ampliada es

%773—)\ 0 2
0 —3m=-x 0 t
%775 0 %Tr3—)\ w
Entonces,
23—\ 2 s
37 2 2
0 0 t|=0=2rt=n’ —t(2n> = A)>=0
275 2r3 XN w 5 3
5 3
23—\ 0 S
37 4 2 2
0 A t|=0= (—on® - N)|(Cr®— Nw— 2as| =0
2.5 3 3 5
577 0 w
0 2T s 4 9
—%7‘(‘3—/\ 0 t :0:>(—7r3—/\)[(7r3—)\)s—27rw]:()
2 3 3 3
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Las condiciones obtenidas para los diferentes valores de A son las siguien-

tes:
i

Para\ = A\ = —377 se debe cumplir t = 2 6 t = 0. Es decir, / tg(t) dt =

i 5
06 / to(t) dt = >
. 4
™
Para\ = Ay = %ﬂ‘g, se debe cumplir s = —6£2w Es decir, / g(t)dt =
\/5 T

T 62
6w J_,

—T

—T

t2g(t) dt.

Para A = \3 = 1= 6\f 73, se debe cumplir w = ‘[“ s. Es decir, / t2g(t) dt =
\/571_2 T -
3 / g(t) dt.

Sea G € L%[0,1] y suponemos que se extiende a una funcién
I-periédica en R. Definimos en L?[0, 1] el operador

1
Tf(x) = / Gz — ) f(y) dy.

Probar que T es normal y compacto.

Para ver que el operador T' es normal tenemos que comprobar que se
verifica TT* = T*T.

Calculamos por separado T*T'f(x) y TT™* f(x):

T*Tf(x /G (y — )T f(y) dy

/G —x{/G —u) du}dy
:/0 f(u)du/o Gy — )Gy —u)dy

T f(x /Gx— \T* £(y) dy

/Gx— {/ Glu—y du}dy
/f du/Gm— (=) dy
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Entonces, se tiene que cumplir la siguiente igualdad:
1 1
/0 Gly—2)G(y —u)dy = /0 Gz —y)G(u—y)dy

En la integral de la izquierda hacemos el cambio de variable y —x =v y
teniendo en cuenta que GG es 1-periddica obtenemos

—z+1 1
/ Gv)G(v+x —u)dv = /0 Gv)G(v+z—u)dv

—T

Si hacemos lo mismo con la integral de la derecha pero siendo el cam-
bio u — y = v obtenemos el mismo resultado. Asi queda demostrada la
igualdad y, por tanto, T es normal.

Por tltimo, como el nticleo G(z — y) es continuo en L?([0,1] x [0,1]) sa-
bemos que T' es compacto.

Sea T : L?0,1] — L?[0,1] el operador integral defininido por

Tf(z) = /0 1=V £ (y) dy.

a) Probar que T es autoadjunto y compacto y que ||T| < 1.
b) Sea f € C[0,1] y g = Tf. Probar que g € C?[0,1] y que

g9"(x) — g(z) = —2f(z), Yz € [0,1],
9(0) = 4'(0), g(1) = —g'(1).

¢) Reciprocamente, sea g € C[0,1] con g(0) = ¢'(0), g(1) =
—g'(1)-
1 .
Llamar f(z) = _g(az)zg(x) y probar que g =T'f.
d) Probar que S(T') = L?[0,1] y deducir que 0 ¢ 0,(T). ;Es 0 €
o(T)?
e) Si feC|0,1] y g=Tf, probar que

lg()I* +19(0)1*
2

1
s f) =5 [ g@P + 19 @[ do +

Deducir que, si f € L?[0,1], entonces (T'f, f) > ||T§H2.

f) Comprobar que o(T") C [0, 1].



56

(2=X)

g) Si A€ (0,1], sea ay = \/-~*. Probar que

A € o(T) <= (1 —a3)senay + 2aycosay = 0.

Deducir que o(T) = {0} U {\, }nen, donde

An

14 (5 + nm)? 1+ (nm)?

a) Como el niicleo del operador es continuo en L2([0,1] x [0,1]), T es

compacto.
Ademss, k(y,z) = e V=% = e~ 1#=9l = k(z,) ya que

o=y sty <z
| y‘_{—(ﬂv—y):y—x siz <y

o y—x siz <y
v $|_{—(y—x)::c—y siy<uw

Por lo tanto, T' es también autoadjunto.

Veamos ahora que ||T']| < 1 utilizando la definicién,

o I 1ll2

1T =
10 Il

Calculamos || Tf||3 para omitir las raices y usamos la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

o= [ wrwpar= [ e atas
</ L[ eiswra) w
Lol
= 1113 / / 241l gy do
=118 [ { [y [[eev )i

1+6_2
= I1£1I5-
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Dividimos por ||f]|3 y tomamos raices cuadradas:

ITfls _ [T+
1712 2

Por lo tanto, || T']| = sup;_g % <1

Otra manera de comprobar que ||T’|| < 1 serfa la siguiente:

El conjunto de autovalores esta contenido en la bola de centro el origen
y radio la norma del operador. Gracias a que el operador es autoad-
junto, su norma coincide con el maximo en moédulo de los autovalores.

Por tanto, si calculamos todos los autovalores del operador 1"y con-
sideramos sus mddulos veremos que ||T| < 1.

b) Veamos que g € C?[0,1], siendo g = T'f(z) = B_I/ e’ f(y)dy +
0

1
¢ / eV 1(y) dy

Calculamos las dos primeras derivadas de g(x):

x 1
g'(x)=—e" /0 e fy)dy + e* / e Y f(y)dy

1

§'(@) =" /O iy dy + et | e riwdy 21

Como f € C[0, 1], ambas derivadas son continuas.

Entonces, se cumple que ¢”(x) — g(x) = =2f(x) y
1 1
00 = [ 1wy =0, g =< [ ey =g )

¢) Calculamos T'f usando integraciéon por partes y teniendo en cuenta
que g(0) = ¢'(0), g(1) = —¢'(1).:
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Tf(z) = — /1 e—u—mw a

/ eYg( dy+/ e Vg
— 7 /0 e (y) dy — = /z e Vq"(y) dy
:e:[—eyg’(y)IB”Jr/oweyg(y)der/ e’g'(y )dy]
+e;[—eyg’(y)li/: e ?g(y) dy+/: e Vg (y) dy}
= % [exg’(o) —g'(x) + g(x) — e "g(0)

S () 4 gla) — (1) + g<x>]

= g().

d) Si f € ker(T), entonces T'f = 0. Sustituyendo g por cero en el apar-
tado anterior, se deduce que f = 0. Asi pues, ker(7T") = {0}, de donde
I(T) = ker(T)* = L?[0,1].

Como T es inyectiva, 0 ¢ o, (7).
Por 1iltimo, si 0 € p(T), existe T~ € L(H), en cuyo caso [ =TT~}
seria compacto, lo cual no es cierto en dimensién infinita.

e) Por el apartado (b) sabemos que f(x) = —M, g9(0) =4'(0) y
g(1) = —¢'(1). Por tanto, integrando por partes, obtenemos:

"_ 1 1 -
(5. f) = 0.~ g>=—1/ s@g" @ o+ [ o)) do

1
= o /rg P+ [ o

:—9(”29<”+ IO L g + 19 ae

0

2 2 1
Si f € L?[0, 1], entonces

1

2/Ol(lg( )P+ g (2 /Ig )2 dw + = /\g (x)[* dz

= 5”9”2 + 5”9 (= 5“9“2 = §||Tf”2-

DO DO

Y ast, (Tf, f) > |
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f)

Por los apartados (a) y (e), sabemos que ||T|| < 1y (Tf,f) > 0.
Entonces,

0< inf (Tf,f) < sup (Tf, f) <1,
Ifll=1 Il fll=1

de donde o(T) C [0,1].
Como T' es compacto, si A € o(T') y A # 0, entonces X € 0,(T"). Por

tanto, existe f £ 0 tal que T'f = A\f.
Calculamos los autovalores resolviendo la ecuacién T'f = Af:

/0 el f(y) dy = A ()

Separamos el intervalo [0, 1] en dos subintervalos:

z 1
/ eV f(y) dy + / ¢V f(y)dy = M (@)
0 T

o [Cesay e [ e vswa =)
Derivamos a ambos lados de la ecuaciéon respecto de x:
—e /Ox e’ fly)dy +e* /Zl eV f(y)dy = \f'(x)
Volvemos a derivar y obtenemos
o [Cena e [ Va5 = 27"

Restando las dos ecuaciones y evaluandolas en z = 0 y © = 1 obtene-
mos el siguiente problema con condiciones de contorno:

Af'(x) + (2= N f(x )—0
f(0) = f'(0) = %fo eV f(y
FO) == =% fgeyf dy,
El polinomio caracteristico es Ar? + (2 — A) = 0 y sus raices son

r::I:\/%'::I:a)\i.

Entonces, la solucion general de la ecuacion es
f(z) = Cycosarz + Casenayx.

Al sustituir los datos de contorno, obtenemos
Cy = a)Cs y aycosay + senay = ay(aysenay — cosay).
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Por tanto, habra solucién no nula cuando

(1-— ag\) senay + 2ay cosay = 0.

La ecuaciéon anterior es equivalente a tanay = a%a*l.
7

Teniendo en cuenta que A € (0, 1], entonces tanay > 0, es decir
nm <ay<nm+g5,n>0.

Despejamos A:
<4/ 272 s T
nm —— <nr+ =
A 2

2
1+(n7r)2<x<1+(n7r+g)2

2 <A< 2
1+ (nm+ %)2 1+ (nm)2’




Bibliografia

[GG]

[Ho]
[Ka]

Israel Gohberg y Seymour Goldberg, Basic Operator Theory.
Birkh&user, 1980.

Harry Hochstadt, Integral equations. Wiley, 1989.

Ram Kanwal, Linear integral equations: theory and technique.
Birkh&user, 1971.

[KKM] M. Krasnov, A. Kiseliov y G. Makarenko, FEcuaciones inte-

[Pe]

[Pi]

[Po]

[RY]

(]

grales. MIR, 1970.

Ivan Petrovsky, Lecciones de la teoria de las ecuaciones integrales.
MIR, 1971.

Allen Pipkin, A Course on integral equations. Springer Scien-
ce+Business Media, LLC, 1991.

Witold Pogorzelski, Integral equations and their applications. Per-
gamon, 1996.

Bryan Rynne y Martin Youngson, Linear functional analysis.
Springer, 2008.

Francesco Tricomi, Integral equations. Interscience, 1957.

61






