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Capitulo 1

Introduccion

Las matematicas y las ecuaciones diferenciales son la base para determinar el
comportamiento de varios sistemas. Desde sistemas fisicos y mecanicos a la economia
y la evolucién de los mercados, pasando por la descripcién de circuitos electrénicos,
por ejemplo. Es habitual en el d&mbito de la Fisica plantear y tratar modelos desde
el punto de vista del calculo de diferentes puntos de equilibrio y la estabilidad de los
mismos, asi como el andlisis de soluciones convergentes u oscilatorias a los puntos
de equilibrio. Esta es la base del trabajo pese a que el sistema analizado no sea un
sistema fisico propiamente dicho. El analisis que debe realizarse en el ambito de los
modelos epidémicos es equivalente al analisis que se desarrollaria en varios sistemas
fisicos.

En este trabajo se analizara la aplicacion y desarrollo de las ecuaciones dife-
renciales en el analisis de epidemias mediante diferentes modelos epidémicos. Uno
de los objetivos primordiales del uso de los modelos epidémicos consiste en lograr
modelos y andlisis que ayuden a los epidemidlogos a combatir una enfermedad de
naturaleza epidémica. La utilizacion de estos modelos se puede recoger en dos ideas.
Por un lado, el andlisis de los datos estadisticos y el ajuste de los modelos permite
que los epidemiodlogos desarrollen una imagen adecuada del patogeno al que se en-
frentan. Por otro lado, gracias al uso de los modelos epidémicos, se puede comparar
la efectividad de las diferentes estrategias que se pueden considerar para combatir
las epidemias.

El analisis de los modelos epidémicos es de gran utilidad ya que mediante este
modelaje se consigue prever como variara una enfermedad. De esta manera, se pue-
de determinar en qué periodo se produce el mayor nimero de infectados para asi
aumentar el control sanitario durante ese periodo.

Para realizar el andlisis de las epidemias, los cambios en las poblaciones se expre-
san mediante ecuaciones diferenciales. La evolucion predicha por estas ecuaciones
varia dependiendo de diferentes parametros, tal y como se analizard en el trabajo.

Como bien es sabido no todas las enfermedades son iguales y, debido a esto, el
modelaje para cada una de ellas es distinta. Los diferentes modelos se dividen segiin



el nimero de fases que existen en el desarrollo de la enfermedad. FEn este trabajo se
analizan dos modelos; el SIR, en el que existen tres fases, y el SEIR, el cual consta
de cuatro.

En la primera parte del trabajo se realiza un trabajo bibliografico en el que se
analizan matematicamente las ecuaciones definidas por los distintos modelos. Una
vez analizados los modelos, se procede a simular nimericamente el desarrollo tempo-
ral de las epidemias para que, de esa manera, se puedan comparar las simulaciones
con el comportamiento matematico predicho ademas de obtener una imagen visual,
la cual es mas facil de analizar.

En la segunda parte del trabajo se analizara como controlar la evolucion de las
enfermedades mediante diferentes métodos de vacunacién. Primero se analizan los
cambios que crea la aplicacién de la vacunacién en las ecuaciones. Posteriormente
se simulan niimericamente estos modelos para analizar la evolucién de la poblacién
bajo diferentes vacunaciones.

Por 1ultimo, se aplicaran los modelos analizados en un caso real; la evolucion de
la epidemia gripal en la Comunidad Auténoma del Pais Vasco en el invierno com-
prendido entre los anos 2014 y 2015. Para empezar se obtendran los parametros
necesarios para aplicar los modelos. Una vez obtenidos los parametros correctos, se
aplicaran las técnicas de control por vacunacién analizadas.



Capitulo 2

Analisis matematico de los
modelos

En este trabajo se analizan dos modelos, el SIR y el SEIR, mediante las ecuacio-
nes diferenciales de primer orden que los describen. Antes de analizar cada uno de los
modelos, es necesario describir los parametros que seran utilizados en las ecuaciones.

2.1. Definicion de parametros

En el andlisis matematico de epidemias se diferencian dos tipos de parametros;
por un lado, los grupos de poblacién correspondientes a los distintos anélisis, y por
otro, los parametros que describen la evolucion de la poblacién en el tiempo. En la
primera tabla se recogen las definiciones de los diferentes grupos de poblaciones.

Individuos susceptibles.

Individuos portadores de la enfermedad (periodo de incubacién).
Individuos infectados.

Individuos recobrados.

Poblacién vacunada.

Poblacién total (N=S+E+I+R).

Tabla 2.1: Definiciones de los grupos de individuos segun su condicion respecto a la enfermedad.

Z|<|=J| —| | »

En la siguiente tabla se recogen los parametros que definen la evolucién temporal
de las poblaciones.

B | Tasa de contagios (probabilidad de infectarse).
1/~ | Tiempo medio de infeccién.
i | Probabilidad de que un individuo fallezca.
1/e | Tiempo medio de incubacién de la enfermedad.
v | Tasa de nacimientos.
Ry | Ratio de reproduccion de la enfermedad.
p | Fraccién de poblaciéon vacunada.
u | Nuimero de la poblacion vacunada.

Tabla 2.2: Definiciones de los pardmetros que se utilizardn en los distintos modelos.



2.2. Modelo SIR

El modelo SIR fue creado por W. O. Kermack y A. G. McKendrick en 1927[7].
En este modelo se analiza la evolucién de una enfermedad en una poblacién dividida
en tres grupos de individuos: susceptibles, infectados y recobrados. El primer grupo,
el de los susceptibles, esta formado por aquellos que no estan afectados por la enfer-
medad. En el grupo de los infectados, tal y como su nombre indica, se recogen los
individuos afectados por la enfermedad; éstos son los que contagian la enfermedad
a los miembros del grupo de los susceptibles. Por ltimo, el grupo de los recobrados
esta formado por aquellos individuos que han superado la enfermedad y no pueden
volver a infectarse.

Teniendo en cuenta que la evolucién a analizar es la que describen los cambios
en la poblacion, es necesario definir el camino que se da entre los diferentes grupos:

s LR
Como se puede observar, la evolucién contintda un camino légico en el que una
vez que los individuos susceptibles son contagiados pasan al grupo de los infectados.
Esto se da con una probabilidad f, la tasa de contagios. Una vez que los individuos
infectados superan la enfermedad, pasan al grupo de los recobrados en una propor-
cién determinada por el parametro v que se corresponde al inverso del tiempo que

permanece infectado un individuo. Estos cambios en las poblaciones se describen
mediante las siguientes ecuaciones diferenciales[6]:

- dS
— 2 — _B9T 2.1
S=— BS (2.1)
. dl
=% 551 —~T 2.2
) (2.2)
. dR
R=—=ql (2.3)

Como se observa mediante las ecuaciones (2.1)), (2.2)) y (2.3), las relaciones que
definen el modelo SIR son comparables con las que se observan en una cadena

radioactiva con dos etapas inestables y una etapa final estable. Esto no es inesperado
ya que el camino que sigue el modelo SIR es equiparable a una cadena radioactiva
con tres elementos:

ST S Raex My Mg

2.2.1. Puntos de equilibrio

Una vez conocidas las ecuaciones que determinan el cambio en los grupos, es
interesante analizar en qué punto se lograra un equilibrio entre las poblaciones y
determinar si este equilibrio se da debido a la desapariciéon de la enfermedad o, si
bien, la enfermedad es persistente. A continuacién se determinaran los puntos de



equilibrio para este modelo en funcién de los diferentes pardametros.

En el primer andlisis del modelo SIR se considera que la poblacion es constante,
por lo que el nimero total de la poblaciéon es la suma de los individuos de los
tres grupos definidos anteriormente: N = S + [ + R. Los puntos de equilibrio se
obtienen cuando no se producen cambios entre las poblaciones, es decir, cuando las
derivadas descritas anteriormente (ecuaciones , , se anulan. Anulando las
ecuaciones y , se obtienen las relaciones necesarias ya que siendo estos dos
cambios nulos, el cambio en la poblacién recobrada sera también nulo debido a que
la poblacién total es constante. Para que ambas ecuaciones sean nulas, la poblacién
de infectados debe ser nula. De esta forma este punto de equilibrio es definido como
disease free o libre de enfermedad, (Sair, Laif, Raif) = (Saig, 0, N — Sair).

2.2.2. Analisis de la estabilidad

Una vez calculado el punto de equilibrio, se analiza si éste es estable o no. Para
ello se calculan los valores propios del siguiente Jacobiano:

s dS  dS
dS dI dR
_ | df  di di
J = dS dI dR (2‘4>
dR dR dR
dS dI dR

Si se sustituyen los valores del punto de equilibrio, el Jacobiano queda de la
siguiente manera:

0 —BSsr O
J=10 BSsus—v 0 (2.5)
0 v 0

Para que el punto de equilibrio libre de enfermedad sea estable, las partes reales
de los valores propios calculados a partir del Jacobiano deben ser negativas. Para
calcular los valores propios se debe satisfacer la siguiente relacion:

| J=A1|=0 (2.6)
Mediante la relacion (2.6]) se logran los siguientes valores propios:

A =0 (2.7)
Ao = BSaif —

Como se ha mencionado anteriormente, las partes reales de ambos valores propios
deben ser negativas para que se cumpla la condicién de estabilidad. El primer valor
propio en el modelo SIR es nulo, por lo que determina una condicién de estabilidad
critica mientras que el segundo valor propio determina que el punto de equlibrio
libre de enfermedad serd estable siempre que 3Sg; — v sea negativo. A partir de
esta condicion, se determina el ratio de reproduccion de la enfermedad, Ry. En este



caso, el ratio de reproduccion, del cual dependera la estabilidad del punto de equibrio
disease free, es el siguiente:

BS—7<O—>R0:@<1 (2.8)

v
Analizando las condiciones ([2.7)), se observa cémo el punto de equlibrio libre de
enfermedad es estable siempre que el ratio de reproduccién sea menor a la unidad.

El ratio de reproduccion de la enfermedad no es sélo un parametro matemaético
sino que también tiene una interpretacion fisica. El ratio Ry muestra el ntimero de
infectados nuevos que crea un solo infectado de media, es decir, este ratio muestra
cuantos individuos susceptibles son infectados por un solo infectado. Por lo tanto,
cuando Ry < 1 cada infectado infecta de media a menos de una persona, por lo que
la enfermedad tiende a desaparecer.

2.3. Modelo SIR con nacimientos y muertes

Este modelo es una ampliacién del modelo SIR analizado anteriormente pero,
en este caso, se consideran los nacimientos a lo largo del tiempo ademas de la
defuncién de algunos individuos a causa de la enfermedad o de manera natural.
El paso de individuos entre los distintos grupos se da de manera parecida al del
modelo SIR simple. En este caso, estas son las ecuaciones que dictan los cambios
entre los grupos|0]:

s

S = — = ~BSI+pu(N=5) (2.9)
. 1
I= % = BSI —~I — ul (2.10)
- d
R= d—f =~ —uR (2.11)

En las ecuaciones se anaden los términos correspondientes a los nacimientos,
1N, para que la poblacion se mantenga constante, y los correspondientes a las
defunciones, definidas por la multiplicaciéon entre la probabilidad de defuncion p y
el nimero de poblacién de cada grupo.

2.3.1. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de este modelo se calculan de la misma manera que en
el modelo SIR simple analizado anteriormente. En este caso se logran dos puntos de
equlibrio; uno de ellos libre de enfermedad o disease free, y otro en el que la enfer-
medad es persistente, denominado como punto de equlibrio endémico. El primero
de los dos puntos de equilibrio, el punto de equlibrio disease free, es el siguiente:

(Saifs Lair, Raif) = (N,0,0) (2.12)



El calculo del punto de equlibrio endémico requiere resolver el sistema de ecua-
ciones que se obtiene al anular las tres derivadas que definen el modelo, consiguiendo
la siguiente relaciéon:

(2.13)

(Sonds Tonds R d):<ﬂ+7 p(BN =5 — ) V(ﬁN—fy—M))

g Blu+ty) T Ble+)
El parametro N que aparece en ambos puntos de equilibrio es la suma de la
poblaciéon de los grupos. En este modelo se ha fijado que la poblacién es constante

en el tiempo siendo el nimero de nacidos igual al nimero total de fallecidos, por lo
tanto, la N que aparece en los puntos de equilibrio es la poblacién inicial.

2.3.2. Analisis de la estabilidad

El célculo de la estabilidad, en primer lugar requiere definir el Jacobiano descrito
en la ecuacion ([2.4). Este Jacobiano queda de la siguiente manera al desarrollarlo:

—BI —p —pSs 0
J= BI  BS—~v—p O (2.14)
0 Y —

Sustituyendo los puntos de equilibrio en el Jacobiano, se puede analizar la es-
tabilidad de cada uno de ellos. Realizando esto con el punto de equilibrio libre de
enfermedad y utilizando la relacién (2.6]) se obtienen los siguientes valores propios:

M2y = —H (2.15)
Asgy = BN —vy—p

Al igual que en el apartado anterior, las partes reales de los valores propios deben
ser negativas para que este punto de equilibrio sea estable. El primer valor propio,
A1,24;;, €8 siempre negativo dado que p es siempre positivo. Por lo tanto, el segundo
valor propio, Az, ., es el que dictard la estabilidad. Partiendo de la condicién de que
el segundo valor propio debe ser negativo para que el equilibrio sea estable, se define
el ratio de reproduccién de la enfermedad de la siguiente manera:

N
BN—V—M<0—>R0:5—<1 (2.16)

i

Por lo tanto, se deduce que el punto de equilibrio libre de enfermedad es estable
cuando Ry < 1. Para el analisis del punto de equilibrio endémico es recomendable
sustituir la relaciéon Ry en la descripcién del punto de equilibrio . Sustituyendo
el punto de equilibrio en el jacobiano y utilizando la relacién se obtienen
los siguientes valores propios para el punto de equilibrio endémico:

)‘Lﬁf =K
— 2 R2 .2
gy = (o4 - )

Al igual que en los casos anteriores, este punto de equilibrio sera estable si las
partes reales de los valores propios son negativas.

(2.17)




2.4. Modelo SEIR

El modelo SEIR difiere de los analizados anteriormente en que en este modelo
hay un cuarto grupo ademas de los tres del modelo SIR. Este cuarto grupo es el
grupo E, el de los portadores. Estos serdn individuos en periodo de incubacién del
virus y no mostraran sintomas ni podran contagiar a otros individuos. Al pasar el
tiempo de incubacién, pasaran a estar infectados. En este modelo los cambios entre
los grupos se dan siguiendo el siguiente camino:

S5 E-ST-LR
Al igual que en los modelos anteriores, los cambios entre los distintos grupos se

expresan mediante ecuaciones diferenciales expresando el cambio de las poblaciones

respecto al tiempo. Las siguientes ecuaciones diferenciales son las que definen el
modelo SEIR[6]:

S = % = —BSI+pu(N —S) (2.18)
E= % = BSI — (e +p)E (2.19)
I= % =cFE— (y+p)l (2.20)
ot NI — R (2.21)

T dt

2.4.1. Puntos de equilibrio

De la misma manera que en los modelos anteriormente analizados, en el modelo
SEIR existen dos puntos de equlibrio, el disease free y el endémico. El libre de
enfermedad es trivial y se define de la siguiente manera:

(Saifs Eair, Laif, Rais) = (N, 0,0,0) (2.22)

En cuanto al punto de equilibrio endémico, se obtiene la siguiente relacion:

4

_ (et (+n)
S.q—= uﬁg H
_ —up(pty)+e(v=BN+p)]
Eena = Be(etu)
I, — —tlppty)te(y=BN+u)] (2.:23)
end Blr+u)(e+p)
_ =ulpty)+e(v=BN+p)]
Fena = =250 506w

\

2.4.2. Andlisis de la estabilidad

Para el andlisis de la estabilidad se define un nuevo Jacobiano parecido al utili-
zado en el modelo SIR (ecuacién [2.4)). Este Jacobiano es una matriz de 4 x 4 que se



define de la siguiente manera:

dS dS ds dS
ds dE dl dR
dE dE dE dE
dS dFE dl dR
al di  di 4l
das dE dl dR
dR AR 4R dR
ds dE dl dR

(2.24)

Una vez sustituidas las ecuaciones que definen el modelo en el Jacobiano, se
obtiene la matriz que se observa a continuacién:

—BI — 0 -3S 0

_ Br  —(e+p)  BS 0
J = 0 i w0 (2.25)

0 0 g —p

En primer lugar, sustituyendo los valores de las poblaciones en el punto de equi-
librio libre de enfermedad, se obtiene que los valores propios obtenidos mediante la
relacién (2.6)) son los siguientes:

Mo, = —
Y 5 - (2.26)
)\374dif =3 <_5 -7+ \/5 —2ev+ 2 +40eN — 2,u>

Como se ha visto a lo largo del estudio, las partes reales de ambos valores propios
han de ser negativas para que el punto de equilibrio disease free sea estable. En este
caso A1 g, es siempre negativo, por lo que A4, es el que determina la estabilidad
del equilibrio. Esta es la condicién que determina el ratio de reproduccién de la
enfermedad. Para ello, es recomendable utilizar la aproximacién # ~ 1 debido
a que la tasa de fallecimientos, p, es mucho menor que el inverso del tiempo de
incubacién, e (i ~ 10000). Con todo, el ratio de reproduccion de la enfermedad

queda definido de la siguiente manera:

B N e
fo= i (2.27)

El punto de equilibrio disease free seréa estable siempre que se cumpla la relacién
Ry < 1, ya que con esta condiciéon se cumple que las partes reales de los valores
propios Az 4, , sean negativas.

A continuacién, se va a analizar la estabilidad del punto de equilibrio endémico.
Para ello, se sustituye el punto de equilibrio (2.23]) en el Jacobiano (2.24) y mediante
la relacion (2.6]) se obtienen los siguientes valores propios:

Alend - _ILL
A2y = —(E+7) (2.28)
A\ _ —yp(e+Ro)Er/ (Rop(e+7))? —4eyp(e+7) (Ro—1)

Blena = 2E+)

Al igual que en los casos anteriores, el punto de equilibrio endémico sera estable
si las partes reales de los cuatro valores propios son negativas.
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Capitulo 3

Simulacion de los modelos

Una vez analizados matematicamente los modelos SIR y SEIR se ha procedido a
realizar la simulacién de epidemias mediante métodos nimericos. Para realizar las
simulaciones se ha utilizado el software Scilabl

A la hora de realizar el analisis numeérico, se han escogido diferentes parametros
para analizar los modelos dependiendo del valor del ratio de reproduccién, Ry, de la
enfermedad.

3.1. Modelo SIR

En el analisis matematico del modelo SIR se ha definido el ratio de reproduccién
de la enfermedad como Ry = fTNM A continuacién, se analizaran los casos endémicos
y libres de enfermedad utilizando para ello los parametros adecuados que se definirdan
a lo largo del anélisis.

3.1.1. Caso endémico

Como se observa en el analisis matematico, el caso endémico serd aquel en el
que el equilibrio disease free no sea estable. Para ello, el ratio de reproduccion de la
enfermedad debe ser mayor que uno. El analisis de este caso se ha realizado con los
siguientes parametros:

Sinicial = 807 Iinicial = 157 Rinicial =5
B8 =0,05~vy=1,u=0,01

Con los parametros utilizados, el ratio de reproduccion es Ry = 5. Al ser éste
mayor que uno la enfermedad no se anularda. Con estos parametros el desarrollo
temporal de las poblaciones es el siguiente:

1Software libre para computacién numérica. www.scilab.org
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100 4

Susceptibles
Infectados
Recobrados

Susceptibles
50 - Infectados

Recobrados

Nimero de individuos
Namero de individuos

T T T T T 1
0 1 2 3 4 H 6 7 8 9 10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo (Semanas) Tiempo (Semanas)

Imagen 3.1: Desarrolo temporal de la enfermedad en el caso endémico.

En la grafica de la izquierda se observa la evolucién inicial de la epidemia mien-
tras que en la de la derecha se muestra una ampliacién temporal de la evolucion.
Durante el desarrollo epidémico, tal y como se aprecia en el grafico de la derecha,
aparecen oscilaciones en los diferentes grupos. Con el paso del tiempo desaparecen
estas oscilaciones lograndose el equilibrio endémico como se puede ver en la siguiente
imagen:

100 ~

90 +

80 4

70

Susceptibles
Infectados
Recobrados

60

50

40

Numero de individuos

30

20 +

10

0 PP e
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tiempo (Semanas)

Imagen 3.2: Equilibrio en el caso endémico.

Como se aprecia en la imagen |3.2] con el paso del tiempo se llega a un equilibrio
endémico ya que la enfermedad no desaparece totalmente pese a que su influencia sea
menor. Analizando los datos de la simulacién, se obtienen las siguientes poblaciones
finales en el equilibrio endémico:

Sena = 20,200645
Ieng = 0,7903623
Rena = 79,008993

Por lo que, efectivamente, la enfermedad no desaparece completamente sino que
ésta permanece presente en el 0.79 % de la poblacidn.
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3.1.2. Caso disease free

En el andlisis numérico de este caso se han mantenido las poblaciones iniciales
analizadas en el caso endémico pero se han modificado los parametros para que el
ratio de reproduccién sea menor a la unidad.

Sinicial - 807 Iinicial - 157 Rinicial =5
B =0,005v=1,u=0,01

Con los parametros fijados arriba, el ratio de reproduccién es Ry = 0,49 por lo
que al ser este valor inferior a uno se obtendra un equilibrio en el que la enfermedad
desaparecera. Es decir, el punto de equilibrio disease free es estable. A continuacion
se muestra el desarrollo temporal de las poblaciones:

100 4 100

90 %
80 A\—/ 80

Susceptibles
Infectados
Recobrados

Susceptibles
Infectados
Recobrados

50 o

40 o

Numero de individuos
Nimero de individuos

30 4 30

20 4 20
10 4 10

' ' ' e R T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 50 100 150 200
Tiempo (Semanas) Tiempo (Semanas)

T T
250 300 350

Imagen 3.3: Desarrollo temporal logrando la estabilidad libre de enfermedad.

Como se aprecia en las graficas, el nimero de infectados decrece desde el inicio de
la evolucién, al ser Ry < 1 cada enfermo infecta de media a menos de un individuo, y
la enfermedad se elimina rapidamente, anuldndose casi por completo hacia la sexta
semana. Analizando los datos correspondientes a la simulacion, se observa cémo, en
efecto, se elimina la enfermedad y se obtiene el equilibrio en la que la poblacién final
es susceptible en su totalidad.

3.2. Modelo SEIR

En el andlisis matematico del modelo SEIR se han analizado las ecuaciones co-
rrespondientes al modelo (ecuaciones [2.18] [2.19] [2.20} [2.21]) logrando la siguiente

expresion para el ratio de reproduccion de la enfermedad: Ry = m (ecuacién

2.27)). Como se ha mencionado durante el andlisis de los modelos, es este ratio el que
dicta la evolucion de la epidemia. A continuacién se analizaran los casos endémico
y libre de enfermedad.

3.2.1. Caso endémico

Para el andlisis del caso endémico se ha establecido una poblacién fija de 100
individuos y se han seleccionado los parametros adecuados para que el equilibrio libre
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de enfermedad sea inestable y, por lo tanto, para que la enfermedad sea persistente
en el tiempo. Se han utilizado los siguientes parametros:

Sinicial = 8()’ Einicial = 107 ]inicial = 77 Rinicial =3
8 =0,05e=05~v=1u=0,01

Sustituyendo los valores de los pardmetros en la funcién del ratio de reproduccién
se observa cémo éste tiene un valor de Ry = 4,85. Al ser el ratio mayor que uno,
se obtiene un equilibrio endémico. En la siguiente imagen se refleja la evolucion
temporal de las poblaciones:

Numero de individuos

Susceptibles
Portadores (B)
Infectados
Recobrados

Tiempo (Semanas)

Namero de individuos

Susceptibles
Portadores (B
Infectados
Recobrados

T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

T T

Tiempo (Semanas)

Imagen 3.4: Desarrolo temporal de la enfermedad en el caso endémico del modelo SEIR.

En el grifico de la izquierda se observa la evoluciéon inicial de la epidemia en
las primeras 10 semanas mientras que en el de la derecha se ha ampliado el tiempo
de desarrollo para observar mejor la evolucion epidémica. En este tltimo gréafico se
observa como la enfermedad se desarrolla de una manera oscilante siendo el maxi-
mo absoluto el primer maximo obtenido. Con el paso del tiempo las oscilaciones
desapareceran lograndose el equilibrio endémico, como se aprecia en la siguiente
imagen:

100

90

80

70 4

Susceptibles
Portadores (E)
Infectados
Recobrados

60

50 4

40

Nimero de individuos

30

20 =

0 T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Tiempo (Semanas)

Imagen 3.5: Equilibrio endémico del modelo SEIR.

Mediante la simulaciéon se ha comprobado que la enfermedad no se anula com-
pletamente, sino que ésta es persistente. Ademas, la mayor parte de la poblacion
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pasa del grupo de los susceptibles al de los recobrados, por lo que la mayoria de los
individuos ha pasado por el estado infeccioso alguna vez. Recogiendo los datos de la
simulacion, se obtiene la siguiente distribucion final de la poblaciéon en los diferentes
grupos definidos:

Sena = 10,200107
E..q = 1,7607654
Ieng = 0,8716616
Renq = 87,167466
Por lo tanto, la enfermedad es persistente en el tiempo y ésta se mantiene en el

0.87% de la poblacién por lo que serfa necesario aplicar alguna medida de control
en el caso de que fuera indispensable eliminar la enfermedad.

3.2.2. Caso disease free

Para el analisis del equilibrio libre de enfermedad, se han mantenido las pobla-
ciones iniciales del caso endémico (se muestran a continuacién). Al mismo tiempo,
se han modificado los parametros de la enfermedad para lograr la estabilidad libre
de enfermedad. Estos han sido los parametros utilizados:

Sim'cial = 8()’ Einicz'al = 1()’ ]im'cial = 77 Rinicial =3
B =0,005,e=0,5,~v =1, = 0,01

Sustituyendo los valores de los parametros en la relacion se obtiene que
Ry = 0,48, por lo que el punto de equilibrio disease free sera estable y la enferme-
dad tendera a desaparecer. A continuacién se muestran las simulaciones realizadas
mediante Scilab para este caso:

Numero de individuos
Numero de individuos

o T T T T T T T T T 1 o T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 H 6 7 8 9 10 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tiempo (Semanas) Tiempo (Semanas)

Imagen 3.6: Desarrollo temporal del caso disease free en el modelo SEIR.

Como se aprecia en la imagen la enfermedad no llega a desarrollarse y el
nimero de infectados decrece desde los momentos iniciales. En el grafico de la dere-
cha se observa cémo la enfermedad tiende al equilibrio disease free, eliminandose la
enfermedad, tal y como se ve claramente en la siguiente imagen.
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Imagen 3.7: Equilibrio disease free en el modelo SEIR.

Como se puede observar, se logra el equlibrio endémico predicho por las ecuacio-
nes. La enfermedad desaparece totalmente siendo la poblacién final susceptible en
su totalidad, por lo que se cumple la estabilidad en el punto de equilibrio obtenido

en la ecuacion ([2.22]).
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Capitulo 4

Aplicaciéon de medidas de control

Como se ha mencionado en la introduccién, una de las aplicaciones més impor-
tantes de estos modelos es la de desarrollar estrategias que combatan la epidemia
y sus efectos en la poblacion. El objetivo ideal seria minimizar la transmision del
patdgeno entre las personas con el ultimo objetivo de erradicar la epidemia, para
asi, minimizar los efectos de la enfermedad en la poblaciéon. En algunos casos, la
naturaleza de un cierto patégeno no permite este ultimo objetivo, por lo que en
esos casos el objetivo es minimizar los efectos adversos que se producen para ello
minimizando la aparicion de la enfermedad en un gran niimero de personas.

En el caso de las enfermedades, el control que se ejerce sobre éstas se da median-
te la vacunacién o, en casos mas extremos, mediante cuarentenas temporales. En el
caso de la vacunacién, y debido al elevado coste de ésta para ciertas enfermedades,
se debe tener en cuenta la relacion coste-beneficio en la que dos escenarios limites
son posibles. Por un lado, se puede considerar un control barato que lleve a una
epidemia prolongada y, por otro lado, se puede aplicar un control caro que lleve a
una desaparicion mas rapida de la epidemia.

En general, al intentar modelar las epidemias se tiende a elaborar modelos muy
sofisticados con un gran ntimero de parametros. Aunque los resultados obtenidos con
estos modelos son mas exactos, la falta de alguno de los parametros conlleva una gran
pérdida de precisién4]. Por lo tanto, para tener una idea general del funcionamiento
de las técnicas de control, es recomendable analizar algin modelo mas sencillo en el
que no aparezcan demasiados parametros.

4.1. Vacunacion

La utilizacién de la vacunacion para combatir enfermedades se desarrollé rapida-
mente tras el éxito del trabajo de Edward Jenner para controlar la viruela mediante
la vacunacion de individuos. Las vacunas han demostrado una gran eficacia en la
reduccion de la mortalidad en varias enfermedades infecciosas, por lo tanto, su uso
hoy en dia es muy generalizado. Las vacunas son un gran medio para prevenir tanto
la transmisién epidémica como la enfermedad en si misma.
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Se pueden dar varios tipos de vacunacién aleatoria. Por un lado, la vacunacién
més comun en el caso de los humanos, la vacunacién de los nacidos (vacunacién
pediatrica). Por otro lado, la vacunacién aleatoria de la poblacién total. También se
puede dar una vacunacion en la que un gran nimero de individuos es vacunado de
golpe. Este tipo de vacunacion es equivalente a la realizacién de una cuarentena.

4.1.1. Vacunacion de los nacidos

En el caso de varias enfermedades humanas, se aplica la vacunacién pediatrica.
El tratamiento matematico de este proceso requiere una ligera modificacion de las
ecuaciones analizadas anteriormente. En ellas se introduce el parametro p con el
cual se define el porcentaje de nacidos que son vacunados y en los que la vacuna
ha funcionado correctamente para desarrollar la inmunidad contra la enfermedad.
Modificando las ecuaciones diferenciales analizadas en el modelo SIR (ecuaciones[2.9]
y , se obtienen las siguientes relaciones una vez introducida la vacunacion:

as

dI
— = I —~I—ul 4.2
o = P51 =l — (4.2)
dR
o vl — pR+ puNp (4.3)

En este modelo, los nacidos susceptibles que son vacunados pasan a formar parte
de los individuos recobrados dado que una vez vacunados se vuelven inmunes a la
enfermedad. Para analizar el cambio que supone la insercién de las técnicas de
control se realiza un cambio de variables en las ecuaciones de la siguiente manera[5]:

S=5(1-p)
I=I(1-p)
R=R(1—-p)+ Np
Insertando el cambio de variables en las relaciones (4.1)), (4.2]) y (4.3]), se obtienen

las siguientes ecuaciones diferenciales:

ds’ , ,
E:—B(l—p)Sl—i—u(N—S) (4.4)
d], ! 1/ !
pr B(1—p)ST — (v + p)l (4.5)
dR’
=~I — ! 4,
o =1 —uR (4.6)

Como se observa, si se realiza el cambio (5 — [(1 — p)), las relaciones son
idénticas a aquellas del modelo SIR en las que no se introduce vacunacién (ecuaciones
, y . Por lo tanto, se determina que la introducciéon de la vacunacién
en los nacidos tiene como resultado una evolucién idéntica a aquellas analizadas en
el apartado (3.1]). Después de lograr esta relacion, es inmediato obtener el ratio de
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reproduccién para una epidemia controlada mediante este modelo. Realizando la
sustitucién mencionada del parametro 5 en el ratio de reproduccion calculado en el
modelo SIR sin vacunacién (relacion [2.16)), se obtiene que el ratio en este caso es:

Ry = N 5800 o pl—p)N

= = Ry(1 — 4.7
0 Tt Y+ 0( p) ( )

Como se ha definido anteriormente en los modelos SIR y SEIR, la epidemia
tiende al equilibrio libre de enfermedad cuando R{, < 1. Partiendo de esta base, se
obtiene la siguiente relacion que determinara la efectividad de la vacunacién:

Rg:Ro(l—p)<1—>p>1—i (4.8)
Ry
Por lo tanto, la vacunacion sera totalmente efectiva, es decir, el control aplicado
sera efectivo siempre que la proporcion de los nacidos vacunada cumpla la relaciéon
(4.8). De esta manera se concluye que existe una proporcién critica que determina
la validez del control aplicado, el cual serd definido como p. =1 — Rlo[ll}.

La relacién obtenida para la validez de la vacunacién es totalmente logica, dado
que cuanto mayor sea el ratio de reproduccién de la enfermedad mayor es el porcen-
taje de poblacion a vacunar para que el control sea efectivo. En la siguiente tabla
se muestran algunos ejemplos[3]:

Enfermedad | Ratio de reproduccién (R;) | Porcentaje a vacunar (p. - 100)
Ebola 1.5-2.5 33-60 %
Viruela 3-5 66-80 %
Varicela 8-10 87.5-90 %
Sarampion 16-18 94-95 %

Tabla 4.1: Ratios de reproduccidn y porcentajes criticos de vacunacion de distintas enfermedades epidémicas.
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Imagen 4.1: Relacidn entre el nimero de reproduccidn y el porcentaje critico de vacunacidn (porcentaje sobre 1).

Para conocer mejor la influencia del control aplicado en el desarrollo de la epide-
mia, se ha simulado la evolucién de ésta para diferentes porcentajes de vacunacion.
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Para realizar la simulacion, se han utilizado los siguientes parametros y valores para
las poblaciones iniciales:

Sinicial = 80) ]inicial = ]-57 Rinicml =95
B=005~=1,u=001

Con estos valores escogidos, el ratio de reproducciéon que se obtiene mediante la
relacion es Ry = 5(1—p). La fraccién minima a vacunar para que la enfermedad
desaparezca mediante la relacion es p > 0,8. Por lo tanto, es necesario vacunar
como minimo al 80 % de los nacidos para que la enfermedad desaparezca totalmente.
En las siguientes iméagenes se observa el efecto de la vacunacién en el ntimero de
infectados:

Vacunacién=30% Vacunacion=30%

Nimero de infectados
Nimero de infectados

54 M o s >1>ij

T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Tiempo (semanas) Tiempo (semanas)

Imagen 4.2: Efecto de la vacunacién con diferentes porcentajes.

Como se observa en la imagen [4.2] cuanto mayor es la vacunacién mas tarde
aparecen los picos de infeccién. Ademads, estos picos son mas pequenos cuanto mas
grande es el porcentaje de nacidos vacunados. Tal y como se ve en las graficas, la va-
cunacion aplicada no es lo suficientemente grande como para eliminar por completo
la infeccién. Sin embargo, el numero final de infectados decrece cuanto mayor es el
valor del parametro p. En la siguiente imagen se utilizan porcentajes de vacunacién
maés altos y se observa cémo a partir del porcentaje critico calculado (p. > 0,8), la
enfermedad desaparece por completo.

Nimero de infectados
L
Nimero de infectados

o T T T T T T T T T T T 0 -y T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 S50 600 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Tiempo (semanas) Tiempo (semanas)

Imagen 4.3: Efecto de la vacunacion con diferentes porcentajes.
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Tal y como se observa en la imagen anterior y se ha mencionado con anterio-
ridad, el aumento de la vacunacion conlleva el retraso de los picos de infeccion asi
como la disminucién del nimero final de infectados. Como se aprecia en la ima-
gen [4.3] la vacunacién del 70% de los nacidos hace desaparecer practicamente la
infeccién. Aun asi, se observan diferentes picos durante la evolucién a pesar de que
éstos no sean muy grandes. La curva correspondiente a la vacunacién del 85 % de
los nacidos no se aprecia en el grafico. Esto se debe a que el nimero de infectados es
practicamente inexistente durante la evolucién, eliminandose completamente al final.

En la siguiente imagen se recogen todos los porcentajes de vacunacion analizados
asi como el nimero de infectados al final de la evolucién (semana 1000).

Sin vacunacion
Vacunacion=15%

Sin vacunacion
Vacunacion=15%

Vacunacion=30%
Vacunacion=50%
Vacunacion=70%
Vacunacion=85%

Vacunacién=30%
Vacunacion=50%
Vacunacion=70%
Vacunacion=85%

Nimero de infectados
Nimero de infectados
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Imagen 4.4: Resumen de los porcentajes de vacunacion analizados.

T
450

T T
500 550 600

Porcentaje vacunado | Infectados | Porcentaje vacunado | Infectados
0% 0.79 % 50 % 0.30 %
15% 0.64 % 70 % 0.01%
30 % 0.49 % 85 % 0%

Tabla 4.2: Porcentajes de nacidos vacunados y porcentaje de infectados en la semana 1000.

Se ha comprobado que es necesario vacunar a un numero critico de nacidos para
lograr erradicar la enfermedad. En este caso, la enfermedad no llega a eliminarse
si la vacunacién no es mayor al porcentaje critico calculado (p > 0,8). Ademds de
lograr eliminar la enfermedad, la vacunacion tiene un gran efecto en la evolucion de
la epidemia ya que mediante el control se logra disminuir los picos de infeccion.
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4.1.2. Vacunacién proporcional

En este método de control se vacuna a un nimero de individuos susceptibles
proporcional al nimero de infectados. El andlisis matematico de este modelo es muy
parecido al analizado en la vacunacion de los nacidos. Las ecuaciones que describen
este modelo son las siguientes:

ds
dl
dR

Como se observa en las ecuaciones, el nimero de individuos susceptibles vacu-
nados es proporcional al nimero de infectados (p - I). En este caso, la vacunacién
no tiene efecto en el equlibrio final de la epidemia ya que el ratio de reproduccion
que se obtiene es idéntico al logrado al analizar el modelo SIR (relacién [2.16). Por
lo tanto, ante una epidemia de naturaleza endémica este tipo de vacunaciéon no es
capaz de eliminar por completo la infeccién. Para conocer el efecto de la vacunaciéon
en el desarrollo de la epidemia se realiza la simulacion del modelo. En la realizaciéon
de la simulacion se han probado diferentes valores para el pardmetro p mientras que
la enfermedad que se ha analizado se identifica mediante los siguientes parametros:

Sinicial = 807 [im'cial = 157 Rinicial =5

B =0,05~vy=1u=0,01

Las simulaciones realizadas se recogen en la siguiente imagen:
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Imagen 4.5: Evolucion de la epidemia ante una vacunacion proporcional al nimero de infectados.

Para analizar mejor el efecto de la vacunacion se ha ampliado la etapa inicial
ademas de la etapa final de la evolucion:
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Imagen 4.6: Evolucion inicial y final de una epidemia controlada mediante una vacunacion proporcional.

Como se observa en las imagenes anteriores, cuanto mayor es el valor de p menor
es el pico inicial de infectados y, a la vez, el aumento de este parametro hace disminuir
el numero final de infectados. Al igual que se ha visto en la vacunacién de los
nacidos, el aumento de p retrasa la apariciéon de los picos secundarios de infeccion.
En la siguiente tabla se recogen los porcentajes de poblacion infectada al final de la
evolucion.

p | Infectados | p | Infectados
0 0.79% ) 0.14%

0.5 0.53% 25 | 0.0008 %
1 0.39%

Tabla 4.3: Valores de p y porcentaje de infectados en la semana 1000.

4.1.3. Vacunacion masiva aleatoria

Cuando el riesgo sanitario de una epidemia aumenta, se inicia un programa de
vacunacién masiva. En estas situaciones se intenta controlar el aumento exponencial
de la epidemia mediante una vacunacion masiva. A pesar de que la vacunacion se da
de forma masiva, ésta solo afecta a los individuos susceptibles. En este modelo no se
toman en cuenta los cambios demograficos ya que este tipo de vacunacién se da en
periodos cortos de tiempo. Estas son las ecuaciones que definen el modelo descrito
donde u es el numero de individuos susceptibles que han sido vacunados:

dsS
— = —pBS5S1 — 4.12
o = BSI—u (4.12)
dl

dR

dv



Como se observa en la relacion , se ha anadido un nuevo grupo de pobla-
cién, V, en el que se recogen los individuos vacunados en los que ha tenido efecto
la vacunacién ya que, como se ha comentado anteriormente, la vacunacion no tiene
efecto en infectados y recobrados. En el andlisis de este modelo se pueden dar dos
opciones. Cuando u es pequeno, la vacunacién tendré poco efecto en la epidemia y
una proporciéon R, serd infectada. En el caso contrario, cuando u es lo suficiente-
mente grande como para controlar la infeccidn, ésta no creara un gran cambio en el
nimero de susceptibles, S(t) ~ S(0) — ut, practicamente seran solo los vacunados
los que salgan del grupo de los susceptibles. Bajo estas condiciones, el nimero de
infectados se da de la siguiente manera:

10 ~ {I<o>exp<ws<o> v ghull) 1< (416)

1(0)eap(38S(0)? fu — 1) > 20

u

El nimero de infectados describe una curva Gaussiana donde el nimero inicial de
infectados determina la escala de la epidemia. Una rapida y fuerte respuesta inicial
reduce el niimero de individuos susceptibles disminuyendo el impacto de la epidemia.
Por lo tanto, la mejor defensa ante una enfermedad epidémica es un gran ataque
en forma de vacunacién masiva para reducir drasticamente el nimero de individuos
susceptibles.

En este modelo, la vacunaciéon se da eliminando un nimero de individuos del
grupo de los susceptibles. El control realizado es equivalente a realizar una cuaren-
tena en la que se aisla a los infectados para que éstos no entren en contacto con
los suscetibles. Pese a que la cuarentena no sea una vacunacién propiamente dicha,
es un excelente método de control para algunas enfermedades infecciosas. El uso
de la cuarentena fue analizado mediante modelos epidémicos en México en el ano
2009 durante el brote de la gripe A (HIN1). Mediante el estudio con los modelos
epidémicos se obtuvo que el ratio de reproduccion de la enfermedad, Ry, descendid
considerablemente al aplicar la cuarentena. Por lo tanto, se comprobo que el uso de
la cuarentena fue de gran ayuda para controlar la infeccién [10].
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Capitulo 5

Analisis de un caso real

Una vez analizadas matematicamente las ecuaciones y de haber visto el desarrollo
de las poblaciones en los distintos casos con diferentes estabilidades, es interesante
aplicar las ecuaciones para el andlisis de una enfermedad real. En un caso real los
parametros que dictan la evoluciéon de las poblaciones no seran constantes durante
la evolucion de la epidemia debido a que hay varios factores que pueden cambiar la
probabilidad de contagio. Por poner algiin ejemplo, uno de los factores que pueden
cambiar el valor de los parametros es el climatolégico. También pueden crearse mu-
taciones en el virus. Estas mutaciones pueden cambiar cualquiera de los parametros
con los que se definia la enfermedad antes de la mutacién.

Para el andlisis de una enfermedad real, se ha analizado la evolucion de la gripe
comun en la Comunidad Auténoma del Pais Vasco en el periodo invernal de los anos
2014 y 2015. Para el desarrollo del andlisis se han obtenido los datos semanales de
los informes de Médicos Vigia de Osakidetza (Servicio Vasco de Salud)[2]. Una vez
obtenidos los informes, se ha utilizado el niimero semanal de infectados para obtener
los parametros necesarios para analizar el desarrollo de la epidemia. En la siguiente
tabla se recogen los datos obtenidos de los informes de Osakidetza (el nimero de
infectados es un valor relativo sobre 100.000 habitantes):

Periodo Infectados Periodo Infectados
29/09/14-05/10/14 4.95 19/01/15-11/01/15 363.71
06/10/14-12/10/14 |  19.92 | 26/01/15-01/02/15 |  527.6
20/10/14-26/10/14 7.13 02/02/15-08/02/15 396.7
27/10/14-02/11/14 7.26 09/02/15-15/02/15 | 348.1
03/11/14-09/11/14 14.63 16/02/15-22/02/15 220.8
10/11/14-16/11/14 25.59 23/02/15-01/03/15 221.0
17/11/14-23/11/14 12.05 02/03/15-08/03/15 130.0
24/11/14-30/11/14 5.28 09/03/15-15/03/15 |  104.2
05/01/15-11/01/15 55.63 16/03/15-22/03/15 39.6
12/01/15-18/01/15 209.62 06/04/15-12/04/15 11.31

Tabla 5.1: Datos obtenidos de los informes de Médicos Vigia de Osakidetza[2].
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5.1. Obtencién de parametros

Una vez obtenidos los datos del nimero de infectados semanales, es necesario
determinar el valor de los parametros para poder realizar la simulacién de la enfer-
medad. La enfermedad se parametrizara para un analisis de caso SIR, por lo que
para realizar la simulacién es preciso determinar el valor de los parametros (3, v y
p [B][10]. Los pardmetros 7 y p son sencillos de lograr. En cambio, para determinar
el valor del parametro 8 hay que realizar un ajuste exponencial con los datos de la

tabla B.1]

El parametro 7 se obtiene directamente con el inverso del tiempo de recuperacion
de la gripe, el cual se ha determinado en tres dias. Por lo tanto:

~ 0,33 dias™" (5.1)

W

’y:

Para obtener el valor del pardmetro pu, la probabilidad de defuncion, se cal-
cula el inverso de la esperanza de vida. En los datos demograficos facilitados por
EUSTATI[1], Instituto Vasco de Estadistica, se determina que la esperanza media de
vida en hombres es de 78.9 anos y de 85.4 anos en mujeres (datos del ano 2011).
Realizando la media de la esperanza de vida total, tanto para hombres como para
mujeres, se obtiene el siguiente valor para el parametro pu:

1
(76,5+83,8)afios . dias
(6.51838)aios . 365

ano

p= =3,42-107° dias™* (5.2)

Para determinar el valor de la tasa de contagios, 3, se parte de la ecuacién
(2.2) que determina el cambio temporal de la poblacién infectada. Resolviendo esta
ecuacion diferencial se obtiene la siguiente expresion para el nimero de infectados:

I =TS0 = [y M (5.3)

Por lo tanto, si se realiza un ajuste exponencial en la curva determinada por
los valores que se recogen en la tabla 5.1}, se obtiene una curva determinada por la
funcién f(t) = Ae* | tal y como se aprecia en la imagen . Por lo que se concluye
que el valor del pardmetro 5 estd determinado por la siguiente relacién (partiendo

de la relacién :
Ay Aty

=5 =%

En la relacion se ha realizado la aproximacion S ~ N debido a que el nime-

ro de individuos susceptibles es siempre mucho mayor que el nimero de infectados
y recobrados.

(5.4)
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5.2. Analisis con [ constante

Una vez conocida la relacion que determinara el valor de la tasa de contagio,
se procede a ajustar exponencialmente los datos obtenidos en la tabla [5.1. En este
primer analisis se fija un valor constante para el parametro 3. Tras realizar el ajuste
mediante el software Kaleidagraphﬂ se obtiene el siguiente grafico (se han utilizado
los datos correspondientes a las primeras diez semanas):

Ajuste exponencial del nimero de infectados
600

———— y=5,1947 * e7(0,041915x) R= 0,96093
L ]
500

400

300 -

200 -

n° de infectados por 100.000 habitantes

100

°

o Lee S

0 20 40 60 80 100 120 140
Dias

Imagen 5.1: Ajuste exponencial del nimero de infectados.

Del ajuste exponencial se obtiene que la constante que determina la naturaleza
de la curva es A = 0,041915. Por lo tanto, utilizando la relacién (5.4 se obtiene el
valor estimado de la tasa de contagios:

A\
8~ % = 3,7524 - 10~S (dias - individuos) ™! (5.5)

Una vez estimados los valores de los pardametros, se calcula el ratio de reproduc-
cion de la enfermedad para asi determinar si la epidemia tiene un comportamiento
endémico, o si por el contrario, la enfermedad tiende a desaparecer. Anteriormente
se ha calculado el ratio de reproduccion de la enfermedad del modelo SIR (relacién
y se ha determinado que si ese valor es mayor que uno la enfermedad tendra
un comportamiento endémico y, si por el contrario, este valor es menor que uno, la
enfermedad tendera a desaparecer. Sustituyendo los valores de los parametros en la

relacién (2.16)):

N
Ro= N 1137 (5.6)
v+ u

IKaleidagraph es un software para realizar graficos y analisis de datos para campos de investi-
gacion cientifica e ingenieria.
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Por lo tanto, la epidemia de la gripe es de naturaleza endémica siempre y cuando
se considere que la tasa de contagios es constante en el tiempo. Una vez determina-
dos los valores de los parametros 7, u, 8 que dictan los cambios temporales de las
poblaciones, se realiza la simulacién del modelo mediante el lenguaje de programa-
cién Fortran9?

En la siguiente imagen se muestran la evolucién simulada de la epidemia y los
datos reales aportados por el Servicio Vasco de Salud (Osakidetza):

Ndmero de infectados

0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (dias)

Imagen 5.2: Simulacion y datos del numero de infectados durante la epidemia.

Como se aprecia en la imagen, la curva de la simulacién realizada no se ajusta a
los datos reales. Esto puede deberse a varios factores. Por un lado, no se ha tenido en
cuenta la campana de vacunacién de la gripe. Se ha visto en el capitulo dedicado a
la vacunacion (capitulo |4) que la aplicacién de esta técnica de control hace variar las
ecuaciones. Por otro lado, se ha fijado un valor constante para la tasa de contagios
durante toda la evolucién. Como se ha mencionado anteriormente, el parametro
puede variar por diversos factores. Como ejemplo, el factor climatico es un factor a
tener en cuenta debido a que en los periodos invernales con temperaturas bajas este
factor aumentara.

5.3. Analisis de la epidemia con ( variable

Con la intencién de mejorar la simulacién realizada en el apartado anterior (ima-
gen , se realiza una nueva simulacion en la que la tasa de contagio varia en el
tiempo. Como se ve claramente en los datos recogidos, la evolucion de la epidemia
puede dividirse en tres fases principales: primero, una etapa inicial entre las semanas
1y 10 en la que la epidemia esta controlada; una segunda fase en la que comienza
el brote epidémico entre las semanas 10 y 16; y, finalmente, una tltima etapa en
la cual el brote desaparece y la curva que define el nimero de poblacién infectada

2Fortran95 es un lenguaje de programacién que es utilizado esencialmente para la computacién
numérica y cientifica.
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tiene una pendiente negativa. Ademas de estas etapas principales, se definiran dos
fases intermedias con las que se consigue que el cambio de la tasa de contagios no
sea brusco; este se producira de una manera continuada. Con la intencién de deter-
minar el valor del parametro § en cada una de las fases principales, a continuacién
se ajustara exponencialmente cada una de las curvas correspondientes a las fases del
desarrollo epidémico. En los siguiente graficos se puede observar dicho ajuste:

Ajuste exponencial de la primera fase Ajuste exponencial de la segunda fase
30 600

y = 9,9477 * eA(0,0022399x) R=0,10429 y =0,02369 * eA(0,10428x) R=0,95972
.
500

25

400
20

300

n° de infectados por 100.000 habitantes
n° de infectados por 100.000 habitantes

dias dias

Ajuste exponencial de la tercera fase

.
y = 33918 * eA(-0,041852x) R=0,9439

350 .

300

250

n° de infectados por 100.000 habitantes

200
100 105 110 15 120 125 130 135

dias

Imagen 5.3: Ajuste exponencial en cada una de las fases principales.

Con los datos obtenidos mediante los ajustes y utilizando la relacion , se
obtiene que la tasa de contagios en la primera fase es de 3; = 3,352 - 107, y, por
lo tanto, el ratio de reproduccion de la enfermedad es de Ry, = 1,006 en la primera
etapa. En cuanto a la segunda fase, la tasa de contagios es o = 4,37 - 1076 y el
ratio de reproduccién Ry, = 1,31. Finalmente, en la ultima etapa de la epidemia,
B3 = 2,88 -107% y Ry, = 0,86. Analizando estos datos, se observa cémo el primer
ratio, Ry,, es ligeramente superior a la unidad por lo que el incremento en el nime-
ro de infectados no es muy notorio. En la segunda etapa, este ratio es mayor vy,
por lo tanto, el nimero de infectados crece més rapidamente mientras que en la fa-
se final este ratio es menor a la unidad por lo que la enfermedad tiende a desaparecer.

Como se ha mencionado anteriormente, ademas de las etapas principales se deben
considerar otras dos etapas intermedias para que el cambio de la tasa de contagios
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no se produzca de manera brusca. Esta es la division realizada:

( Primera etapa t < 60 dias — 8 = 3,352 - 10~°
Primera etapa intermedia ¢ € (60, 80) dias — (17 =7
Segunda etapa t € (80, 110) dias — B = 4,37 - 1076
Segunda etapa intermedia ¢ € (110, 125) dias — [ =7

| Tercera etapa t > 125 dfas — f3 = 2,88 -107°

Para evitar que el cambio en la tasa de contagios sea brusco, ésta se define de
la siguiente manera en las etapas intermedias: ; = a; - (t — ;) + b;. Realizando un
ajuste de este tipo se logra que las funciones que definen las tasas de contagios en
las etapas intermedias sean:
Primera etapa intermedia: ¢ € (60, 80) dias — (11 = 3,352 - 1076 45,09 - 1078(¢ — 60)
Segunda etapa intermedia: ¢ € (110, 125) dias — B = 4,37 -107% — 9,93 - 1078(¢ — 110)
Una vez determinadas las tasas de contagio correspondientes a cada etapa, se

procede a realizar la simulaciéon de la epidemia del mismo modo en el que se ha
realizado en los casos anteriores:

500 - B

400 | 4

300 B

200 b

NuUmero de infectados

100 - B

0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (dias)

Imagen 5.4: Simulacion de la epidemia con B variable.

Como se aprecia en la imagen [5.4] no se produce un cambio brusco en las curvas
y la evolucién del nimero de infectados se da de manera continua. Comparando
los graficos y se observa cémo se ha mejorado la simulacion mediante los
cambios realizados. Realizando la simulaciéon completa de la evolucién se obtienen
los siguientes valores para las poblaciones finales:

Stinal = 93637,1172
[final =0
Rpina = 6362,8828
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5.4. Aplicacién de vacunacion

Una vez obtenidos los parametros que definen el desarrollo de la epidemia y
comprobar que la simulacion realizada se ajusta a los datos reales, se ha procedido
a analizar los efectos que tendria la aplicacién de una importante vacunacién en el
desarrollo epidémico. Se conoce que en cada época gripal existe una campana de
vacunacién pero los datos existentes no muestran el nivel de vacunacién aplicado.
Por esa razén, para este andlisis se ha supuesto que no se ha aplicado ninguna va-
cunacién y se analiza el efecto de una vacunacién sobre los datos existentes.

La evolucién gripal se da en un periodo corto de tiempo por lo que la vacunacién
de los nacidos no es una correcta estrategia de cara a disminuir los efectos de la
enfermedad en la poblacién. El modelo correcto a aplicar entre los analizados es
aquel en el que un nuimero de individuos susceptibles proporcional al nimero de
infectados es vacunado (seccién [4.1.2). Como se ha analizado en este modelo, el
nimero de individuos vacunados se relaciona con el nimero de infectados mediante
el parametro p.

Tal y como se ha visto en el analisis mateméatico de este modelo de vacunacién
y en las simulaciones realizadas, el aumento del parametro p hace descender el pico
de infeccion a la vez que retrasa la aparicion de éste.

Para analizar el efecto de la vacunacion proporcional se ha simulado la evolucién
de la gripe bajo diferentes valores de p. Este es el resultado obtenido:

600

Desarrollo real
500 -

400

300 -

NuUmero de infectados

0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (dias)

Imagen 5.5: Desarrollo de la gripe con diferentes porcentajes de vacunacion.

Como se observa en la imagen |5.5] el aumento del parametro p hace que el pico de
infeccién sea mas pequeno. Cuando p = 50, la infeccién desaparece practicamente.
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Capitulo 6

Conclusiones

= El analisis matematico de epidemias es de gran ayuda a la hora de comprender
y predecir el comportamiento de éstas. Para ello, es importante conocer y saber
interpretar los diferentes pardametros que aparecen en los modelos epidémicos.
Estos parametros son propios de cada una de las epidemias y, por consiguiente,
cambian la evolucion de las poblaciones.

= Cada una de las enfermedades se puede simplificar en un solo parametro siendo
éste el ratio de reproduccion, Ry, que se ha definido en los modelos estudiados
(ecuaciones y . Durante el estudio se ha visto la gran importancia
que tiene este parametro, tanto en la evolucién de la epidemia como en la
efectividad de la vacunacion a la hora de intentar controlar la enfermedad.

» Mediante la realizacién de las simulaciones se ha visualizado que el analisis
matematico realizado ha sido correcto; asi como las conclusiones sacadas de
este andlisis. Ademds, gracias a la realizacion de las simulaciones mediante
el software Scilab se ha comprobado como éste es una gran herramienta para
analizar sistemas no lineales y, ademas, obtener graficos que ayuden a entender
la naturaleza de estos sistemas. Dentro del software Scilab se ha utilizado la
herramienta Xcos en la cual se disena un sistema mediante bloques de igual
manera a la que se realizaria en un problema de control.

» Como se ha visto, el andlisis matematico de la vacunaciéon es una gran he-
rramienta para conocer la poblacion que se debe vacunar para eliminar la
enfermedad. Se ha comprobado mediante las simulaciones que las conclusiones
obtenidas en el analisis matematico de las vacunaciones son correctas.

= Al estudiar la epidemia gripal en la Comunidad Auténoma del Pais Vasco
mediante modelos epidémicos se ha observado que los modelos no son faciles
de aplicar debido a que los parametros pueden variar por varios factores. No
obstante, la aplicacién de los modelos da una buena idea de la evolucion de la
epidemia y mediante estos analisis, a la larga, se consiguen suficientes datos
como para realizar buenas estrategias de vacunacién.

= Mediante la aplicacién de la vacunacién en el estudio de la gripe, se ha observa-
do cémo utilizando altos valores del parametro p en la vacunacion se consigue
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un gran descenso en el pico de infectados. A pesar de ser esto cierto, no es una
buena estrategia desde el punto de vista econémico porque para realizar esta
vacunacion casi la totalidad de la poblacién deberia ser vacunada.

Por ultimo, mencionar que la realizacion de este trabajo me ha aportado im-
portantes conocimientos en el area de los modelos epidémicos. Ademas, el
empleo del software Scilab me ha demostrado la validez de este software para
analizar varios sistemas, el cual serd de gran utilidad en mi futuro.
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