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1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Los grupos de capa, también conocidos como grupos diperiddicos o de layer, son la
herramienta necesaria a la hora de estudiar y describir cristales con estructura de capa
0 multicapa. Entre los materiales que poseen una estructura tipo capas se encuentran,

por ejemplo, el grafito, las micas y los minerales de arcilla [9].

Materiales de estas caracteristicas han suscitado un gran interés debido a sus
propiedades, entre las cuales cabe destacar las propiedades multiferroicas y la
superconductividad, y a sus posibles aplicaciones tecnoldgicas. La informacion
cristalogréfica de estos grupos se recoge en International Tables for Crystallography

Volumen E: Subperiodic Groups [11], en adelante nos referiremos a él como IT E.

La teoria de las representaciones de los grupos de simetria forma la base matematica
en la que se apoya el estudio de las propiedades de este tipo de materiales [17]. La
determinacion y la clasificacion de las representaciones de los grupos cristalograficos
se basa en el uso de los k-vectores, conocidos también como vectores de onda, de los
grupos de capa y las respectivas zonas de Brillouin. Esta informacion se puede
encontrar en la literatura, por ejemplo en Character Tables and Compatibility
Relations of The Eighty Layer Groups and Seventeen Plane Groups [13], abreviado
en lo siguiente como L&W, libro de referencia importante a lo largo de todo el
trabajo. Precisamente, uno de los objetivos de este trabajo es el desarrollo de una
base de datos con los k-vectores y las figuras de las zonas de Brillouin, para lo cual
se emplea la teoria del espacio reciproco de los grupos espaciales y, con ella, se llega
a una clasificacion de los grupos reciprocos correspondientes, los cuales son siempre
isomorfos a un grupo simorfico. Las diferentes simetrias de los vectores de onda
corresponden a los diferentes grupos locales de las posiciones de Wyckoff del grupo

simorfico.

En el caso que nos ocupa, tendremos que los grupos reciprocos de los de capa son
isomorfos a los grupos planos. La clasificacion de los vectores de onda de los grupos
planos se lleva a cabo en funcion de las posiciones de Wyckoff de éstos ultimos, las
cuales se pueden encontrar en International Tables for Crystallography Volumen A:

Space-Group Symmetry [10], referido en adelante como IT A.
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Se debe sefialar también que, en este trabajo, ademas de desarrollar una base de datos
que almacena la informacién sobre los k-vectores y las zonas de Brillouin, se ha
desarrollado un programa que proporciona la informacion que contienen esta base de
datos, y se ha implementado en el Bilbao Crystallographic Server
(www.cryst.ehu.es) [5], un servidor que da acceso a bases de datos y programas que
pueden usarse gratuitamente desde cualquier ordenador con un explorador web y
conexion a Internet. EI programa que da acceso a esta informacion se llama KVEC y
se encuentra disponible en la seccién dedicada a los grupos subperiodicos del

servidor.

Por tanto, se concluye que los objetivos de este trabajo son dos: primero, el estudio y
la aplicacion del método de los grupos reciprocos para la clasificacion de los vectores
de onda de los grupos de capa y la descripcién de sus zonas de Brillouin, asi como su
almacenamiento en una base de datos; y segundo, el desarrollo de una aplicacién e
implementarla en el Bilbao Crystallographic Server para dar acceso a la informacion

en la base de datos que se ha desarrollado.


http://www.cryst.ehu.es/
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2. CONCEPTOS BASICOS

Para poder realizar la base de datos de los vectores de onda y de las zonas de
Brillouin de los grupos de capa me he basado en la teoria del espacio reciproco de los
grupos espaciales. Para poder entender mejor las siguientes secciones de esta
memoria, desarrollo en este apartado dicha teoria. Una vez introducidos los
conceptos, en la Seccion 3 hablaré del método de clasificacion con detalle. Para mas
informacion, se pueden consultar los articulos Crystallographic viewpoints in the
classification of space-group representations [1] y Brillouin-zone database on the
Bilbao Crystallographic Server [2].

2.1. GRUPOS ESPACIALES

El grupo de simetria de un cristal ideal se denomina grupo espacial G. Los elementos
de G son sus operaciones de simetria, esto es, isometrias que dejan una estructura
cristalina fija. Toda isometria consta de dos partes bien diferenciadas: la parte
rotacional y la parte traslacional. Si elegimos un sistema de referencia con origen
denotado O y una base de vectores {ax}k = 123, la parte rotacional se describe
mediante una matriz W de dimension 3x3 y la traslacional, por un vector columna w
de dimension 3x1. El conjunto de todas las traslaciones de G, t;, forman el grupo de
traslaciones T(G), y cada una de ellas viene descrita por un vector de traslacién. El

conjunto de todos los vectores de traslacion de T(G) se llama red directa L de G.

Los elementos del mismo coset de la descomposicidn de G respecto a T(G) poseen la
misma parte rotacional y los elementos de diferentes cosets tienen diferentes partes
rotacionales tales que cada coset puede ser caracterizado por ‘su’ parte rotacional.
Estas partes rotacionales forman un grupo finito denominado grupo puntual G del
grupo espacial G, siendo su orden el nimero de operaciones que formen el grupo.
Mientras que G describe la simetria estructural del cristal, G representa la simetria
del cristal macroscopico, es decir, la simetria de su forma ideal y de sus propiedades

fisicas macroscopicas.



Pagina |4

Los cosets representativos, por su parte, consisten en el conjunto finito formado por
V={(Ww),i=1,..,n}con (Wy,wy) =(l,0),con | lamatriz identidad y o0 un
vector columna con todos sus elementos ceros. Si V puede ser elegido tal que todos
los w; = 0, entonces G es un grupo espacial simérfico Go. Un grupo simorfico se
puede reconocer por su simbolo, ya que el simbolo no contiene ningun eje helicoidal
ni plano de deslizamiento. Los grupos espaciales se pueden clasificar en funcion de
los grupos simarficos: aquellos con misma red de Bravais y grupo puntual asociado
pertenecen a la misma clase aritmética (arithmetic crystal clases), cuyo simbolo se
forma invirtiendo el del grupo simérfico correspondiente. Ejemplo: el grupo espacial
P4nc pertenece a la clase aritmética 4mmP, un equivalente para los grupos de capa

es el p2;11, cuya clase aritmética es 211p.

2.2. GRUPO ESPACIAL RECIPROCO

Dada una base primitiva {ax} de L, se define la base de la red dual o reciproca L*

mediante el producto escalar:

a;-a; =& (2.2.1)
Mientras que el conjunto de todos los vectores K, tales que:
K =Y} na; (2.22)

con ny, Ny y ng enteros, forman la red reciproca de L, L*. Ahora, se define el vector k

de la forma:
k = Z?zl k;a; (2.2.3)

con ki, k2 y ks coeficientes racionales. Estos k-vectores son conocidos como vectores
de onda. Sean k y k’ dos k-vectores, si k&’ = k + K, los vectores kK y k’ generan
representaciones equivalentes. Entonces, para describir todas las representaciones es
necesaria unicamente una region pequefia del espacio reciproco, trasladando dicha
region con todos los vectores K de L* se completa todo el espacio reciproco sin

solapamiento. A esta region se le llama region fundamental de L*.

Sean ahora W las matrices de G, tendremos en cuenta las siguientes definiciones:
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e EIl conjunto de todos los vectores &’ que cumplen la condicién
kK'=kW+K (2.2.4)
se denomina la drbita de k. Dos k-vectores k; y ks son equivalentes si y solo
si pertenecen a la misma orbita de k, esto es, ko = Wk + K.
e El conjunto de todas las matrices W para las cuales
k=kW+K (2.2.5)
forman un grupo que recibe el nombre de co-grupo pequefio (little co-group)
G* de k. Ademas, si G* = {l}, esto es, contiene solo a la identidad, a k lo
llamaremos vector de onda general; si, en cambio, G* > {1}, esto es, contiene
a mas operaciones gque solamente a la identidad, a k lo llamaremos vector de
onda especial.

e Si{Wp} es un conjunto de cosets representativos de G relativo a G¥, entonces
al conjunto {kWy} se le denomina estrella de k, y a los vectores KWy, los
brazos de la estrella.

e El grupo (G)*, denominado grupo espacial reciproco de G, es el producto
semidirecto del grupo puntual Gy el grupo de traslaciones de la red reciproca
L* de G. Los elementos de (G)* son las matrices W y los vectores de la red
reciproca K. Todo grupo espacial con la misma clase aritmética pertenece al
mismo grupo espacial reciproco (G)*. Los grupos reciprocos determinan las
propiedades de simetria de los vectores de onda. De su definicion se deduce

que los grupos reciprocos son isomorfos a grupos simérficos Go.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que la regién fundamental no esta determinada

Unicamente, lo que nos lleva a dos tipos de regiones fundamentales de interés:

1. La primera zona de Brillouin (la celda de Wigner-Seitz del espacio
reciproco), o simplemente la zona de Brillouin, es el espacio de k alrededor
del origen para el cual se cumple que para todo vector K de L*, |k| < |K — K.
Visualmente, se trata de la region de los k-vectores que se encuentran mas
cerca del origen que de cualquier otro punto de la red reciproca [4].

2. La celda unidad cristalografica en el espacio reciproco, llamada en ocasiones
sencillamente celda unidad, es siempre una alternativa a la zona de Brillouin
y estd formada por el conjunto de todos los vectores de onda con 0 < k; < 1.
Se corresponde con la celda unidad en el espacio directo, sin embargo, su
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objetivo no es mas que servir como una construccion auxiliar para los

dominios minimos (minimal domains) que se introduciran en la Seccion 3.1.

La region fundamental que se emplea mas frecuentemente es la primera zona de
Brillouin. Esta tiene la propiedad de incluir la estrella de cada k-vector que pertenece
a ella, ademés de poseer varias ventajas de razones fisicas que la convierten en la
mejor opcién. Sin embargo, posee una desventaja muy importante, y es que a
menudo su forma es complicada, ademas de que varia al cambiar los parametros de
red: caras y lineas de su superficie aparecen y desaparecen, cambian sus tamafos...

Esto no sucede en las celdas unidad o en sus unidades asimétricas.

3. CONVENIOS EN LA CLASIFICACION DE LOS VECTORES
DE ONDA

Debido a las correspondencias entre los grupos espaciales reciprocos (G)* y los
grupos espaciales simorficos Gy se pueden introducir convenios a la hora de
clasificar los vectores de onda de los grupos espaciales y sus representaciones, aqui
se detallaran en profundidad las caracteristicas de la clasificacion que se emplea a lo

largo de todo el trabajo.

3.1. DOMINIOS MINIMOS

Para hallar todas las representaciones de un grupo espacial G solo se necesita un k-
vector para cada oOrbita de k, teniendo esto en cuenta llegamos a la siguiente
definicion de dominio minimo:

‘Un dominio minimo & es una parte simplemente conexa de la regién fundamental

que contiene exactamente un k-vector de cada Orbita de k.’

Por tanto, nos podemos restringir en la busqueda de todas las representaciones de G,
a los k-vectores en un dominio minimo @. Si se toma la zona de Brillouin como

region fundamental, @ pasa a ser denominado dominio de representacion
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(representation domain). Ahora, sabemos que la zona de Brillouin es posible que
varie su forma al cambiar los pardmetros de red, lo que nos conduce a que la forma
del dominio de representacion también depende de dichos parametros. Es por esta
razon que, empleando como base el isomorfismo entre los grupos reciprocos y los
grupos simorficos, en ocasiones y por conveniencia, se elige como dominio de
representacion la unidad asimétrica (asymmetric unit) de la celda unidad, esto es, la
parte simplemente conexa mas pequefia del espacio, con la que, al aplicarle todas las

operaciones de simetria del grupo espacial, se rellena todo el espacio.

3.2. POSICIONES DE WYCKOFF

Los diferentes tipos de orbitas de los vectores de onda de todo grupo espacial G
aparecen en el IT Ay se denotan mediante las letras de Wyckoff (Wyckoff letters). El
conjunto de las operaciones de simetria de G que dejan un punto X fijo forman un
subgrupo de G denominado el grupo de simetria de local (site-symmetry group) de

X. La simetria local de IT A corresponde al co-grupo pequefio del vector de onda.

Una posicién de Wyckoff (Wyckoff position) contiene todas las drbitas para las cuales
los grupos de la regién de simetria son subgrupos conjugados de G. Las posiciones
de Wyckoff con 0, 1, 2 o0 3 parametros variables corresponden a puntos k-vectores
especiales, lineas k-vectores especiales, planos k-vectores especiales o al conjunto de
todos los k-vectores generales, respectivamente. El conjunto de todos los k-vectores
de una posicion de Wyckoff se denominara un tipo de k-vector (k-vector type), lo
que consiste en Orbitas completas de k-vectores y, por consiguiente, en estrellas
completas de k-vectores. Las diferentes estrellas de un tipo de vector de onda se

obtienen variando los parametros independientes.

Debido al isomorfismo entre (G)* y los grupos espaciales simorficos Go, la lista
completa de k-vectores especiales de (G)* viene dada por las posiciones de Wyckoff
de Go; cuyas multiplicidades (divididas, en el caso de redes centradas, por el nimero
de vectores centrales por celda unidad) coinciden con el nimero de brazos de la

estrella de k.
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Por otro lado, hay que sefialar que los coeficientes de los k-vectores dependen de la
eleccion de la base del espacio reciproco. En adelante, se distinguiran dos bases v,

por consiguiente, dos tipos de coeficientes los vectores k;:

1. Coeficientes convencionales: referidos a la base convencional en el espacio
reciproco, dual a la convencional en el espacio directo.
2. Coeficientes primitivos: referidos a una base primitiva en el espacio

reciproco, dual a una primitiva en el espacio directo.

Como se ha mencionado antes, para describir todas las representaciones de un grupo
espacial G solo se necesita un k-vector representativo para cada érbita de k, lo que se
puede conseguir estableciendo los intervalos de los pardmetros independientes de los
k-vectores dentro del dominio de representacion. Para ello, es conveniente describir
las distintas estrellas que pertenecen a una posicion de Wyckoff de una forma

uniforme; con este objetivo se define:

‘Dos vectores de onda de una posicion de Wyckoff se denominan uni-arm si el uno
se puede obtener del otro solo variando sus pardmetros. La descripcion de las
estrellas de una posicion de Wyckoff recibe el nombre de uni-arm si los vectores de

onda que representan estas estrellas son uni-arm.’

A menudo, para conseguir una descripcion uni-arm, es necesario transformar k-
vectores en otros equivalentes a los mismos. Ademé&s, para poder darse una
descripcion uni-arm, las lineas de simetria fuera de la unidad asimétrica pueden ser
las elegidas como Orbitas representativas. Un segmento de linea de estas

caracteristicas se denomina flagpole.
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4. GRUPOS DE CAPA

Las operaciones de simetria de un objeto tridimensional forman un grupo de capa
(layer group) si éste posee simetria traslacional unicamente en dos dimensiones, es
decir, un grupo de capa es un grupo subperiodico [6] [7] [15]. Un grupo de capa es
un subgrupo de un grupo espacial en tres dimensiones que ha perdido todas las

traslaciones en la dimensién perpendicular a la capa, elegida por convenio como la z.

En cuanto a sus operaciones de simetria, los ejes de rotacién para los grupos de capa
se restringen al 1, 2, 3, 4 y 6, como es usual, y, gracias a esta condicién, el nimero de
grupos de capa es finito: existen tnicamente un total de 80. Estos grupos se clasifican
en cuatro sistemas cristalinos: la oblicua, la rectangular (centrada o primitiva), la
cuadrada y la hexagonal, tal y como se puede observar en la Tabla 1. Se han
clasificado también estos grupos de acuerdo a su clase aritmética. Ademas, como los
grupos reciprocos de los grupos de capa son isomorfos a los grupos planos, se ha

incluido a éstos en las dos ultimas columnas.

Tabla 1

Los 80 grupos de capa, clasificados en funcién de su clase aritmética y sistemas cristalinos . Las
ultimas dos columnas corresponden al grupo plano que describe el espacio reciproco de cada
grupo de capa. La numeracion de los grupos de capa y de los planos siguen la que se encuentra

en ITE e IT A, respectivamente.

Grupos de Capa Grupos Planos
Tipo de celda N°| Simbolo | Clase aritmética | N°| Simbolo
1 pl 1p 1 pl
2 p-1 -1p
. 3| plL2 112p 2 p2
Oblicua
4| piim 11m 1 1
5| plla P P
6 | pll2/m 112/mp 2 p2
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7| pli2/a
8 p211
9 02,11 211p 3 plml
10 c211 211c 5 clmil
E ngllll m11p 3| pim1
13| cmll mllc 5 clml
14| p2/ml1
15| p2;/mll
16| pa/bll 2/mllp 6 p2mm
17| p2:/b1l
18| c2/mil 2/mllic 9 c2mm
19| p222
20| p2,11 222p 6 p2mm
21 p21211
22 c222 222c 9 c2mm
23| pmm2
24| pma2 mm2p 6 p2mm
25| pba2

Rectangular 26| cmm2 mmz2c 9 c2mm
27| pm2m
28| pm2:b
29| pb2im 3 plml
30 b2b
31 [:F:mZa m2mp
32| pm2in clml
33| pb2;a plml
34 b2n
35 cF;an m2me > ciml
36| cm2e 3 piml
37 mmm
38 ppmaa 6 pzmm
39 pban 9 c2mm
40 mam
41 Emma mmmp 0 pzmm
42| pman c2mm
43 pbaa
44| pbam 6 p2mm
45| pbma
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46| pmmn 9 c2mm
47| cmmm mmme
48| cmme 6 p2mm
49 p4 4p
50 p-4 -4p 10 04
51| p4/m 4Imp
52 p4/n
53| p422
54| pa2.2 422p
55| p4mm Amm
Cuadrada 56| pdbm i
57| p-42m 42mp
:g p-121r2n 11| p4mm
p-4m
60| p-4b2 -4m2p
61| p4/mmm
62| p4/nbm
63| p4/mbm 4/mmmp
64| p4/nmm
65 p3 3p 13 p3
66 p-3 -3p 16 p6
67| p312 312p 14 p3ml
68| p321 321p 15 p31m
69| p3ml 3mlp 14 p3ml
70| p31m 31mp 15 p31m
71| p-31m -31mp 17 p6mm
Hexagonal 72| p-3ml -Smip
73 p6 6p 16 p6
74 p-6 -6p 13 p3
75| p6/m 6/mp 16 p6
76| p622 622p
77| p6ébmm 6mmp 17 pbmm
78| p-6m2 -6m2p 14 p3ml
79| p-62m -62mp 15 p31m
80| p6/mmm 6/mmmp 17 p6mm




Pagina |12

Justamente la proyeccion en el plano xy de los grupos simorficos de los grupos de
capa nos sirve para entender como actlan en dos dimensiones las operaciones de
simetria, y de ella derivar los grupos planos isomorfos de los grupos reciprocos. Esto
significa que los grupos reciprocos de los 80 grupos de capa se describen mediante

los 13 grupos planos simorficos, tal y como se puede observar en la Tabla 1.

Es importante sefialar que los grupos de capa no se deben confundir con los grupos
planos. En el caso de los grupos planos, nos restringimos a un espacio con solo dos
coordenadas, que en principio es un plano delgado e infinito. Sin embargo, la
simetria de las capas con un espesor de varios atomos no puede ser descrita
Unicamente con dos dimensiones, la coordenada perpendicular al plano es necesaria,
todo lo contrario de lo que ocurre en los grupos planos. Ademas es muy sencillo dar
lugar a la confusidn, ya que muchos de los simbolos de los grupos planos coinciden
con los de los grupos de capa. Eso es lo que pasa por ejemplo con el grupo p6,
corresponde al nimero 16 de los grupos planos y al nimero 73 en los grupos de capa.
Por esta razén, es necesario especificar en estos casos ademas del simbolo, el nimero

del grupo, o indicar directamente si se trata de un grupo de capa o uno plano.
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5. ZONAS DE BRILLOUIN DE LOS GRUPOS DE CAPA

Uno de los objetivos de este trabajo esta relacionado con el desarrollo de la base de
datos de los vectores de onda y de las zonas de Brillouin para los grupos de capa,
ademés del desarrollo e implementacion de un programa que de acceso a esta
informacidn a través del servidor Bilbao Crystallographic Server. En la Seccién 5.1
se describira el servidor mientras que en la Seccién 5.2 se explicaran las

caracteristicas principales del programa que se ha desarrollado en este trabajo.

5.1. BILBAO CRYSTALLOGRAPHIC SERVER

El Bilbao Crystallographic Server (http://cryst.ehu.es) vio la luz en 1997 como un
proyecto cientifico del Departamento de Fisica de la Materia Condensada y Fisica
Aplicada Il de la Universidad del Pais Vasco, desde entonces esta en continuo
desarrollo, afiadiéndose regularmente nuevas aplicaciones y caracteristicas [2] [3]. El
ndmero de accesos diarios desde todo el mundo es del orden de 400, y los cuatro
articulos principales del servidor han recibido mas de 80 citas en el afio 2014. La
relevancia del servidor queda patente por los enlaces directos de webs tales como el
National Institute of Standards, Naval Research Laboratory, Yale University,
Caltech, Argonne Natonal Laboratory, y de otras dedicadas a la informacion sobre la
Ciencia de Materiales, Fisica de la Materia Condensada, Quimica del Sélido, etc. El
servidor aparece como referencia recomendada en paginas web universitarias,
americanas y europeas (Google encuentra del orden de 171.000 resultados en internet
para el término literal Bilbao Crystallographic Server). La Union Internacional de
Cristalografia (IUCr), editora de las revistas mas prestigiosas del campo y de las
Tablas Internacionales de Cristalografia, ha estado desde un principio muy interesada
en el desarrollo del servidor. En la Grafica 1 se aprecia la evolucién del servidor en

los Gltimos afios y la importancia que ha adquirido entre los afios 2008 y 2014.


http://cryst.ehu.es/
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Grafica 1: Evolucion del nimero de visitas del Bilbao Crystallographic Server en los Ultimos

afios.

El servidor proporciona acceso a un conjunto de programas y bases de datos online
con el fin de estudiar problemas relacionados con la cristalografia y la fisica del
estado sélido. El servicio que se proporciona es completamente gratuito, no se
necesita instalar nada en el ordenador para poder utilizar los programas, lo unico que
se requiere es un navegador y acceso a internet. El servidor estd organizado en
diferentes secciones dependiendo de su grado de complejidad, de tal manera que las
herramientas mas complejas utilizan los resultados de las mas simples. El nivel de
complejidad més basico del servidor viene dado por aquellas herramientas que dan
acceso a la informacion almacenada en las bases de datos. El programa que se ha
desarrollado e implementado en el servidor durante este trabajo corresponde a una de

este tipo de herramientas.
5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

A los datos de los k-vectores de cada uno de los grupos de capa en el Bilbao
Crystallographic  Server se accede mediante la herramienta KVEC
(http://cryst.ehu.es/subperiodic/get_layer_kvec.html), que emplea como input el
numero IT E del grupo de capa, como se aprecia en la Figura 1. Para el caso de no
conocer el numero correspondiente al grupo de capa que se quiere analizar, se ha
afiadido el boton ‘choose it’, el cual da acceso a una tabla que contiene cada simbolo
de los 80 grupos de capa y el nimero asignado, véase Figura 2. Pulsando sobre
cualquiera de ellos, se accede a él.


http://cryst.ehu.es/subperiodic/get_layer_kvec.html
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Please, enter the sequential number of the space group as given in International Tables for Crystallography, Vol
E or

choose it

Show the data

For comments, please mail to

Fig. 1: Formulario inicial del programa KVEC para los grupos de capa, donde el usuario debe

introducir el nimero del grupo de capa, en el caso de no conocerlo, se puede emplear el boton

choose it.
Trunk -» kvector types and Briloun zones
Table of Layer Group Symbols
group has been selected by now
1p1 201 Sp1 4p1im Bpila
Bp112m SEpt12a M@p211 9 11 %0 1"
Mpmi1 R2pb11 Bcmt1 Mp2 145 ym11
1602011 Ao2b 1148 cam11 [§8p2 202,22
20222 Bc2 Bomm2 PMpmaz 2Wpba2
cmm2 2Mpm2m Bpm2d HWpb2ym 30 pb2t
Mpm2a Bpm2;n b2 Mpv2n FBWcemam
B@cmze Spommm pmaa Bpvan Wpmam
Mpmma #pman @pbaa @Mpbam pbma
4pmmn 4 comm @Bcmme 49 p4 50 p 4
Bl Bpan  Bp4 Bip42,2 B8pamm
S8pabm SFp42 B8p42;m B8pam2 BOp 4
B1p4 8204 83 p 4mbm B4 p 4 L
o 870312 B8po Bp3mi Tp3t
Tp31m Fo3mi Mo T 78 p oim
18p62 Wop6mm F@p6m 79 m 80 p&mmm
For commerts,pi
it /v cryst ehy :

Fig. 2: Formulario al que se accede pulsando el boton choose it, con los simbolos y niumeros

asignados de los 80 grupos de capa.

El output, por su parte, consiste esencialmente en tablas de los vectores de onda, y
con ellas, un link a las figuras de las zonas de Brillouin [14]. Los datos recogidos
seran los mismos para los grupos de capa con el mismo grupo plano reciproco, véase
la Tabla 1. En los casos de que la forma de la zona de Brillouin dependa de los
parametros de la red reciproca, se mostraran dos tablas para cada grupo de capa y en
la cabecera de cada tabla se proporcionara el link a la figura de la zona de Brillouin

correspondiente, como ocurre en el ejemplo de la Seccion 6.3.
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En las tablas de los k-vectores, los datos de los vectores de onda de L&W, se
comparan con los datos de las posiciones de Wyckoff de los grupos planos en IT A.
Cada tipo de k-vector se especifica por su etiqueta y coeficientes como se indica en
L&W. La posicion de Wyckoff se describe con letras de Wyckoff, multiplicidades y
grupos de simetria local. Las descripciones de los parametros especifican los
intervalos de los parametros independientes elegidos de tal manera que cada Orbita
de las posiciones de Wyckoff en IT A, es decir, cada orbita de k-vector, también
aparece solamente una vez, por tanto, exactamente un k-vector se elige como
representativo para cada Orbita. En algunos casos aparece mas de un vector
representativo, cuando ocurre esto, se afiaden las relaciones de equivalencia entre los

k-vectores, con el simbolo ‘~’. Ejemplo: en la Tabla 7 se ve T~T1= [K MC].

En las figuras, por otro lado, se muestran las zonas de Brillouin en L&W y las celdas
unidad de IT A. Las unidades asimétricas desempefian el papel de los dominios de
representacion de las zonas de Brillouin y, a menudo, se eligen tal y como aparecen
en IT A. Estas dos representaciones, la tradicional con la zona de Brillouin y el
dominio de representacion de L&W, y la cristalografica, con la celda unidad y la
unidad asimétrica de IT A, son en un principio equivalentes. Ademas, se puede
relacionar la una con la otra. Sin embargo, la cristalografica parece tener mas
ventajas, como por ejemplo en los casos de baja simetria en los que la zona de

Brillouin se vuelve mas dificil de visualizar que la unidad asimétrica.

5.2.1. Descripcion de las tablas de los vectores de onda

Cada tabla de k-vectores esta encabezada por el simbolo de Hermann-Mauguin del
grupo de capa, su nimero en IT E y el simbolo de la clase aritmética a la que el
grupo de capa pertenece. Si hay mas de una tabla para una clase aritmética, entonces
estas tablas se refieren a diferentes condiciones geometricas de los parametros de red
que se indican después del simbolo de la clase aritmética. Por ejemplo, las
condiciones ‘@ > b’ 0 ‘a < b’ distinguen dos diferentes formas de la zona de
Brillouin como se muestra en el ejemplo de la Seccién 6.3. En la cabecera de la tabla

se muestran también todos aquellos grupos de capa con la misma clase aritmética;



Pagina |17

ademas de incluir el simbolo del grupo plano del espacio reciproco que le
corresponde, junto con las condiciones de los pardmetros de la red reciproca, si éstas
existen, empleando en la notacion un asterisco cuando las caracteristicas hacen
referencia al espacio reciproco,. Ejemplo: Reciprocal space group (c2mm)*, No.9:
a* < b*, en la Tabla 4. Entre el encabezamiento y la tabla, se encuentra un enlace a
la figura de la zona de Brillouin que le corresponde.

Llegando ya a la propia tabla, se sefialan dos partes principales: ‘k-vector
description’ € ‘IT A description’. En las Secciones 5.2.1.1 y 5.2.1.2, se describen

ambas.

Por otro lado, en aquellos casos en los que haya flagpoles, es decir, descripcion uni-
arm, véase la Seccion 3.2, la descripcion de éstos se especifica después de las tablas
que contienen la informacion sobre los vectores de onda, como ocurre en los

ejemplos de las Secciones 6.3 y 6.5.

Debido a la dependencia de la forma de la zona de Brillouin con los parametros de
red, pueden existir vértices de la zona de Brillouin con una coordenada variable. Si
tal punto aparece en las tablas y figuras como una letra maydscula, entonces la
etiqueta de su coeficiente variable en el intervalo del parametro, es la misma letra

pero minascula. Ejemplo: en la Tabla 4 el coeficiente variable del punto DTy es dtp.

Por otro lado, dado que los intervalos de los parametros se eligen de tal forma que
cada Orbita de la posicion de Wyckoff en IT A aparece solamente una vez,
normalmente, se obtienen descripciones mas complicadas de los intervalos de los
pardmetros independientes, incluyendo el caso de la posicion general (GP). Ejemplo:
esto se puede ver claramente en la Tabla 4,

GP uv utv,-utv 8 f 1 xy:0<x<1/40<y<1/2U x0:0<x<1/4U
Ux,1/2:0<x<1/4U0y:0<y<1/2U
Ulldy:0<y<1/4

En la Seccion 6 se presentan las tablas y figuras de los casos que se han desarrollado
en este trabajo, en ellos se pueden observar ejemplos de la notacion y simbologia

manifestada.



Pagina |18

5.2.1.1. k-vector description

Bajo el rotulo ‘k-vector description’ hay dos columnas que hacen referencia a la
descripcion de los k-vectores que aparece en L&W, la cual consiste en la
clasificacion de los k-vectores (columna ‘Labels’) y la especificacion de sus
parametros (columna ‘Coefficients’). Se debe sefialar que en la etiqueta para los
puntos y lineas de simetria dentro de la zona de Brillouin se sustituye la letra griega

por dos caracteres romanos. Ejemplo: GM para I, LD para A etc.

También se ofrece una recopilacion de nombres de puntos y lineas que no se
encuentran en L&W pero que hemos derivado siguiendo la analogia con los k-
vectores de los grupos espaciales. En esos casos, se designan con la letra de la linea o
punto en L&W al que son equivalentes, y, para distinguirlos, un subindice, el cual
sera un nimero entero y positivo par para puntos, e impar para lineas. Ejemplo: sea
la etiqueta H en L&W, las lineas equivalentes se denominaréan Hi;, Hz 0 Hs; y los
puntos equivalentes, Hy, H, 0 Hy. Los nuevos vectores de onda son equivalentes a los
que estan enumerados en L&W vy surge la necesidad de habilitar una descripcion uni-
arm de los tipos de k-vectores. Se emplea el simbolo ‘~’ para identificar k-vectores
equivalentes. Ejemplo: la linea 7~7T1= /K MC] en la Tabla 7 y Figura 8; el punto
Y~Yzenla Tabla 4y Figura 6.

Diferentes k-vectores con la misma etiqueta en L&W siempre pertenecen al mismo
tipo de k-vector, esto es, corresponden a la misma posicion de Wyckoff. Por otro
lado, k-vectores con diferentes etiquetas en L&W pueden pertenecer o no al mismo
tipo de k-vector, si lo hacen, en sus correspondientes descripciones sus parametros
vienen seguidos de las letras ‘ex’ (del latin, ‘de’ o ‘fuera de’). Los puntos, lineas o
planos de simetria de L&W, con la misma posicion de Wyckoff, aparecen juntos en
bloques. En las tablas, diferentes blogues vecinos se distinguen mediante una ligera
diferencia en el color de fondo, como se puede apreciar en las tablas de la Seccion 6.
La descripcion de la region uni-arm de un tipo de k-vector se muestra en la tltima
fila del bloque correspondiente a su posicion de Wyckoff. Ejemplo: en la Tabla 6 se

encuentra para la posicion de Wyckoff c,

DA vuex 2 ¢ 2. xy:0<y<x<l1/2
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Los intervalos de una region, por su parte, se especifican en el servidor con sus
vértices entre corchetes [...]. Un caracter entre corchetes hace referencia a un punto
y dos, a una linea. Si aparecen comas entre los caracteres, indican el conjunto de
puntos. Ejemplos: [P], significa el punto P; [AB], la linea de A a B. Sin embargo,
[...] no indica si los Vértices estdn incluidos o no, esto quiere decir que en los
ejemplos anteriores no podemos saber, solo con esa informacion, si A, B estan
incluidos en la linea que sefialan. Todos o parte de ellos pueden o no pertenecer a
ella. Es en la columna ‘Coordinates’ en ‘IT A description’ donde se especifica dicha
informacion. Ejemplo: en la Tabla 4 se sefiala la linea A=[I" 4¢] y en la Ultima

columna se indica que Ay pertenece a ella, pero I no,
DT=[GM DT0] -uuex 02u 4 e .m. 0Oy:0<y<dt0

En cuanto a la columna ‘Coefficients’, en ella aparecen los coeficientes de los
vectores de onda en L&W, referidos siempre a wuna base primitiva
independientemente de si la descripcion convencional del grupo en IT A es respecto
a una base centrada o primitiva. En una red primitiva los coeficientes convencionales
coinciden con los primitivos, mientras que en las centradas no. Por esta razon, para
los grupos de capa de redes centradas, como el ejemplo de la Seccion 6.3, los
coeficientes de los vectores de onda respecto a la usual base reciproca convencional,
es decir, la dual a la base centrada convencional en el espacio directo, se muestran en
la columna con el nombre de ‘Conventional basis’. La relacion entre los coeficientes

convencionales, (ki, k, k3), y los primitivos, (Kp1, Kp2, Kp3), €s:

kl = kpl + kpz, k2 = kpz - kplﬂ k3 = kp3

5.2.1.2. IT A description

La informacion de la clasificacion cristalografica de los vectores de onda aparece en
las tablas bajo la columna ‘IT A description’, dividida ésta a su vez en dos partes,

‘Wyckolff positions’y ‘Coordinates’.

La columna ‘Wyckoff positions’ muestra la informacion sobre la multiplicidad, letra

de Wyckoff y simetria local de las posiciones de Wyckoff del grupo plano del
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espacio reciproco correspondiente. La multiplicidad de una posicion de Wyckoff
dividida por el nimero de puntos de red en la celda unidad convencional de IT A, es
igual al nimero de brazos de la estrella del k-vector de la posicion de Wyckoff del
bloque. Las posiciones de Wyckoff en cada tabla aparecen ordenadas
alfabéticamente segun su letra de Wyckoff, lo que determina, a su vez, el orden las
etiquetas L&W. Se comienza con la letra ‘a’, a diferencia de en IT A, para la
posicién de Wyckoff con la simetria local mas alta y se sigue en orden alfabético
hasta alcanzar la posicién general (GP). La simetria local se describe por medio del
simbolo de un grupo puntual, que coincide con los co-grupos pequefios de los
vectores de onda.

Por dltimo, la columna ‘Coordinates’ muestra dos coordenadas de un punto
representativo de la posicion de Wyckoff y una descripcién algebraica de los

intervalos de parametros.

5.2.2. Descripcién de las figuras

En esta seccion se describe el contenido y el significado de las figuras, las cuales se
han construido a color usando el programa Inkscape.

Cada figura de la zona de Brillouin estd encabezada por la misma informacién que
las tablas de k-vectores: simbolo de Hermann-Mauguin del grupo de capa, su nUmero

en IT Ay el simbolo de la clase aritmética a la que el grupo de capa pertenece.

Las zonas de Brillouin son objetos en el espacio reciproco y se muestran en las
figuras. El espacio reciproco es un espacio vectorial y sus elementos son k-vectores.
Por tanto, la zona de Brillouin es una construccion en un espacio vectorial y se
visualizan tradicionalmente, como un conjunto de puntos, lineas y planos, no

vectores, en el servidor se sigue esa costumbre.

Las zonas de Brillouin se dibujan en el plano xy. Los ejes de coordenadas de éstas se
designan ky y Ky, y el origen con coordenadas (0,0) se llama siempre I' (indicado
como GM en las tablas). Ademas, las figuras de las zonas de Brillouin se basan en

las de L&W para facilitar la comparacion de los datos.
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En las figuras los dominios de representacion de L&W se comparan con las unidades

asimétricas de IT E. Estas Gltimas a menudo no estan totalmente contenidas en la

zona de Brillouin, si no que sobresalen de ella, en particular como flagpoles.

Ahora bien, para distinguir cada tipo de punto y linea de simetria se usa el siguiente

cddigo de colores en todas las figuras, tal y como aparece reflejado en la Figura 3,

teniendo en cuenta que ejes de coordenadas, aristas de la zona de Brillouin o lineas

auxiliares pueden ser omitidas, convertidas en lineas discontinuas, o, simplemente,

aparecer como lineas negras, sin colorear.

1. Puntos de simetria

a.

Blanco con el borde negro: no es un punto de simetria especial o se
trata de un punto auxiliar que se ha afadido para facilitar la
comparacion entre las dos descripciones de los tipos de k-vectores.

Rojo o cian: punto representativo de una Orbita. Rojo si pertenece a la
unidad asimétrica y cian si pertenece al dominio de representacion de
L&W. Si la unidad asimétrica coincide con el dominio de

representacion, se usa el rojo.

2. Lineas de simetria

a.

Rosa: no es una linea de simetria, corresponde Unicamente a una
arista de la unidad asimétrica o de ésta y del dominio de
representacion.

Roja: linea de simetria de la unidad asimétrica. Este color también se
usa para representar flagpoles.

Marrén: linea de simetria que también es arista de la unidad
asimétrica.

Cian: linea de simetria del dominio de representacion.

Azul oscuro: aristas del dominio de representacion o de éste y de la
unidad asimétrica, con los nombres en cian si son lineas de simetria

del dominio de representacion pero no de la unidad asimétrica.
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special k—vector points of the asymmetric unit chosen (red)
as orbit representatives

special k—vector points of the representation domain (cyan)
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Symmetry lines

edge of the asymmetric unit (pink)
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Fig. 3: Codigo de color utilizado en las figuras de las zonas de Brillouin para los diferentes tipos

de puntos y lineas de simetria.

Por ultimo, hay que destacar que los planos de simetria no se dibujan en ninguna de

las figuras de la zona de Brillouin.
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6. EJEMPLOS

Los ejemplos que aparecen en esta seccidn son los que se han desarrollado en este
trabajo y estan elegidos de tal forma que aparece un grupo de capa para cada tipo de
red de Bravais en dos dimensiones: pllm (No. 4), oblicua; pmmm (No. 37),
rectangular primitiva; c222 (No. 22), rectangular centrada; p4/m (No. 51), cuadrada;
p6/mmm (No. 80), hexagonal. Las figuras y tablas en este apartado corresponden a
las tablas y figuras a las que se puede acceder a través del programa KVEC para los
grupos de capa, en la secciéon dedicada a los grupos subperiddicos, en el Bilbao

Crystallographic Server.

6.1. TABLA DE VECTORES DE ONDA Y ZONA DE BRILLOUIN PARA EL
GRUPO DE CAPA p11m (No. 4)

En un tipo de red oblicua, sirven como representativos la tabla de vectores de onda
que se muestra en la Tabla 2 y la forma de la zona de Brillouin del grupo de capa
pllim (No. 4) que aparece en la Figura 4. La tabla y figura que aqui se muestran son
las mismas que en todos los grupos de capa con grupo reciproco isomorfo al grupo

plano p1 (No. 1), véase Tabla 1.

Tabla 2

Tabla de los k-vectores tal y como aparece en el Bilbao Crystallographic Server de las clases
aritmético cristalinas 1p, con el grupo de capa p1 (No. 1); la 11mp, con los grupos p11m (No. 4),
plla (No. 5). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al grupo plano p1 (No. 1). La zona de

Brillouin se puede ver en la Figura 4

k-vector description ITA description

Label Coefficients Wyckoff Position Coordinates
GP u,v 1 a 1 X,y:0<xy<1
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e

Fig. 4: Zona de Brillouin, unidad asimétrica y dominio de representacion de L&W de las clases
aritmético cristalinas 1p, con el grupo de capa p1 (No. 1); la 11mp, con los grupos p11m (No. 4),
plla (No. 5). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al grupo plano p1 (No. 1). El dominio

de representacion de L&W coincide con la unidad asimétrica.

6.2. TABLA DE VECTORES DE ONDA Y ZONA DE BRILLOUIN PARA EL
GRUPO DE CAPA pmmm (No. 37)

Para las redes rectangulares primitivas en los grupos de capa, se ha elegido como
referente la tabla de vectores de onda que se muestra en la Tabla 3 y la forma de la
zona de Brillouin del grupo de capa pmmm (No. 37) que aparece en la Figura 5. La
tabla y figura que aqui se muestran son las mismas que en todos los grupos de capa

con grupo reciproco isomorfo al grupo plano p2mm (No. 6), véase Tabla 1.

La lista de los k-vectores incluye puntos y lineas especiales de simetria, como se
aprecian en la figura. Los puntos 7, X, S, Y se han representado como puntos rojos
debido a que son puntos representativos de Orbitas en la unidad asimétrica. Las lineas
2, 4, C, D son también rojas por tratarse de lineas de simetria de la unidad

asimétrica.
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Tabla 3

Tabla de los k-vectores tal y como aparece en el Bilbao Crystallographic Server de las clases
aritmético cristalinas 222p, con los grupos de capa p222 (No. 19), p21212 (No. 20), p21212 (No.
21); la mm2p, con los grupos pmm2 (No. 23), pma2 (No. 24), pba2 (No. 25); la m2mp, con los
grupos pm2m (No. 27), pm21b (No. 28), pb21m (No. 29), pb2b (No. 30), pm2a (No. 31), pm21n
(No. 32), pb21a (No. 33), pb2n (No. 34); la mmmp, con los grupos pmmm (No. 37), pmaa (No.
38), pban (No. 39), pmam (No. 40), pmma (No. 41), pman (No. 42), pbaa (No. 43), pbam (No.
44), pbma (No. 45), pmmn (No. 46). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al grupo

plano p2mm (No. 6). La zona de Brillouin se puede ver en la Figura 5.

Fig. 5: Zona de Brillouin, unidad asimétrica y dominio de representaciéon de L&W de las clases

aritmético cristalinas 222p, con los grupos de capa p222 (No. 19), p21212 (No. 20), p21212 (No.

k-vector description ITA description
Label Coefficients Wyckoff Position Coordinates
GM 0,0 1 a 2mm 0,0
Y 0,172 1 b 2mm 0,1/2
X 1/2,0 1 c 2mm 1/2,0
S 1/2,1/2 1 d 2mm 1/2,1/2
SM u,0 2 e .m x,0:0<x<1/2
C u,1/2 2 f .m X,1/2:0<x<1/2
DT o,u 2 g .m. 0y:0<y<1/2
D 1/2,u 2 h .m. 12y:0<y<1/2
GP u,v 4 i 1 X,y:0<xy<1/2
T X
> ke
A D
Y C |S
[
Y
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21); la mm2p, con los grupos pmm2 (No. 23), pma2 (No. 24), pba2 (No. 25); la m2mp, con los
grupos pm2m (No. 27), pm21b (No. 28), pb2:m (No. 29), pb2b (No. 30), pm2a (No. 31), pm2in
(No. 32), pb2ja (No. 33), pb2n (No. 34); la mmmp, con los grupos pmmm (No. 37), pmaa (No.
38), pban (No. 39), pmam (No. 40), pmma (No. 41), pman (No. 42), pbaa (No. 43), pbam (No.
44), pbma (No. 45), pmmn (No. 46). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al grupo

plano p2mm (No. 6). El dominio de representaciéon de L&W coincide con la unidad asimétrica.

6.3. TABLA DE VECTORES DE ONDA Y ZONA DE BRILLOUIN PARA EL
GRUPO DE CAPA ¢222 (No. 22)

Entre los grupos de capa de red rectangular centrada he elegido el grupo c222 (No.
22), con los datos de los k-vectores en las Tablas 4 y 5, y la forma de la zona de
Brillouin en las Figuras 6 y 7, ya que en el caso que nos ocupa, dependiendo del
angulo y entre a y b, aparecen dos zonas de Brillouin diferentes, pero ambas

hexagonos en el plano xy:

1. El caso agudo, esto es, con a > b, se corresponde con la Tabla 4 y la zona de
Brillouin viene representada por la Figura 6.
2. El caso obtuso, esto es, con a < b, se corresponde con la Tabla 5y la zona de

Brillouin viene representada por la Figura 7.

Las tablas y figuras que aqui se muestran son las mismas que en todos los grupos de
capa con grupo reciproco isomorfo al grupo plano c2mm (No. 9), véase Tabla 1.

La lista de los k-vectores en ambos casos incluye puntos y lineas especiales de
simetria, como se aprecian en la figura. Los puntos I, Y, en el caso agudo y I, Y en
el obtuso, se han representado como puntos rojos debido a que son puntos
representativos de orbitas en la unidad asimétrica. Por ultimo, el punto Y del caso
agudo es cian por ser punto representativo de una 6rbita perteneciente al dominio de

representacion de L&W.

La linea 4, en el caso agudo y 23 en el obtuso, son rojas por tratarse de lineas de
simetria de la unidad asimétrica. Por otra parte, las lineas 2, 4 son, en ambos casos,

marrones por tratarse de lineas de simetria que coinciden con las aristas de la unidad
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asimétrica. Por Gltimo, las lineas de Y por F a 4y en el caso agudo, y de Y a 2y en el

caso obtuso, son cian por ser linea de simetria del dominio de representacion.

En este ejemplo, para permitir la descripcion uni-arm se han definido los flagpoles
[J2 Y] en el caso agudo, y [J, Y2] en el obtuso, las cuales se representan mediante

lineas rojas.

Ademas, en este caso concreto, encontramos que el dominio de representacion de

L&W no coincide con la unidad asimétrica.

Tabla 4

Tablas de los k-vectores tal y como aparece en el Bilbao Crystallographic Server de las clases
aritmético cristalinas 222c, con el grupo de capa c222 (No. 22); la mm2c, con el grupo cmm?2
(No. 26); la m2mc, con los grupos cm2m (No. 35), cm2e (No. 36); la mmmc, con los grupos
cmmm (No. 47), cmme (No. 48); en el caso agudo (a > b). El grupo reciproco de todas ellas es

isomorfo al grupo plano c2mm (No. 9). La zona de Brillouin se puede ver en la Figura 6.

k-vector description ITA description
Label Prtl)r;"gitslve Con\k/)(;r;;c;onal Wyckoff Position Coordinates
GM 0,0 0,0 2 a 2mm 0,0
Y 1/2,1/2 1 2 b 2mm 1/2,0
Y~Y, 2 b 2mm 0,1/2
S 0,1/2 1/2,1/2 4 c 2. 1/4,1/4
SM u,u 2u,0 4 d .m x,0:0<x<1/2
DT=[GM DT] -u,u ex 0,2u 4 e .m. 0y:0<y<=dt
F U Z'Ue’i/ 2R gy 4| e | m | 12y:0<y<fi=12-dt
F~DT,=[DT, Y] 4 e .m. 0y:dtp<y<1/2
DT+DT=[GM Y,] 4 e .m. 0y:0<y<1/2
Xy:0<x<1/40<y<1/2
U
Ux0:0<x<=1/4U
GP u,v u+v,-u+v 8 f 1 Ux, 1/2:0<x<1/4U
Uoy:0<y<1/2U
Ul/dy:0<y<1l/4

Flagpoles: [J, Y] x,0: 1/4 <x < 1/2
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Tabla 5

Tablas de los k-vectores tal y como aparece en el Bilbao Crystallographic Server de las clases
aritmético cristalinas 222c, con el grupo de capa c222 (No. 22); la mm2c, con el grupo cmm?2
(No. 26); la m2mc, con los grupos cm2m (No. 35), cm2e (No. 36); la mmmc, con los grupos
cmmm (No. 47), cmme (No. 48); en el caso obtuso (a < b). El grupo reciproco de todas ellas es

isomorfo al grupo plano c2Zmm (No. 9). La zona de Brillouin se puede ver en la Figura 7.

k-vector description ITA description
Label Primi_tive Conven_tional Wyckoff Position Coordinates
basis basis
GM 0,0 0,0 2 a 2mm 0,0
-1/2,1/2 0,1 2 b 2mm 0,1/2
S 0,1/2 1/2,1/2 4 c 2.. 1/4,1/4
SM u,u ex 2u,0 4 d ..m X,0:0<x<=sm,
C 1/2,E+1/2 2u,1 4 d .m X,1/2 : 0 < X < ¢p=1/2-smy
ex
C~SM=[SM; Y] 4 d .m X,0:smy<x<1/2
SM+SM;=[GM Y] .m x,0:0<x<1/2
DT -u,u 0,2u 4 e .m. 0y:0<y<1/2
Xy:0<x<1/40<y<1/2U
Ux,0:0<x<=1/4U
GP u,v v+u,v-u 8 f 1 Ux1/2:0<x<1/4U
Uoy:0<y<1/2U
Uldy:0<y<1/4

Flagpoles: [J, Y] x,0: 1/4 <x < 1/2
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Fig. 6: Zona de Brillouin, unidad asimétrica y dominio de representaciéon de L&W de las clases
aritmético cristalinas 222c, con el grupo de capa c222 (No. 22); la mm2c, con el grupo cmm2
(No. 26); la m2mc, con los grupos cm2m (No. 35), cm2e (No. 36); la mmmc, con los grupos
cmmm (No. 47), cmme (No. 48). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al grupo plano
c2mm (No. 9). En este caso, se representa el caso agudo (a > b). El dominio de representacion de
L&W es diferente de la unidad asimétrica. Destacar que la figura no se trata de un hexagono

perfecto.

P J2 S Y2

¥ oz

Y Co

Fig. 7: Zona de Brillouin, unidad asimétrica y dominio de representaciéon de L&W de las clases
aritmético cristalinas 222c, con el grupo de capa c222 (No. 22); la mmZ2c, con el grupo cmm?2
(No. 26); la m2mc, con los grupos cm2m (No. 35), cm2e (No. 36); la mmmc, con los grupos
cmmm (No. 47), cmme (No. 48). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al grupo plano

c2mm (No. 9). En este caso, se representa el caso obtuso (a < b). El dominio de representaciéon
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de L&W es diferente de la unidad asimétrica. Destacar que la figura no se trata de un hexagono

perfecto.

6.4. TABLA DE VECTORES DE ONDA Y ZONA DE BRILLOUIN PARA EL
GRUPO DE CAPA p4/m (No. 51)

Los casos de redes cuadradas se han representado con la tabla de vectores de onda
que se muestra en la Tabla 6 y la forma de la zona de Brillouin del grupo de capa
p4/m (No. 51) que aparece en la Figura 8. La tabla y figura que aqui se muestran son
las mismas que en todos los grupos de capa con grupo reciproco isomorfo al grupo

plano p4 (No. 10), véase Tabla 1.

La lista de los k-vectores incluye puntos y lineas especiales de simetria, como se
aprecian en la figura. Los puntos 7, X, M se han representado como puntos rojos
debido a que son puntos representativos de drbitas en la unidad asimétrica. Las lineas
A,Y son rosas por tratarse de aristas comunes a la unidad asimétrica y al dominio de

representacion.
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Tabla 6

Tabla de los k-vectores tal y como aparece en el Bilbao Crystallographic Server de las clases
aritmético cristalinas 4p, con el grupo de capa p4 (No. 49); la -4P, con el grupo p-4 (No. 50); la
4/mp, con los grupos p4/m (No. 51), p4/n (No. 52). El grupo reciproco de todas ellas es

isomorfo al grupo plano p4 (No. 10). La zona de Brillouin se puede ver en la Figura 8.

k-vector description ITA description
Label Coefficients Wyckoff Position Coordinates
GM 0,0 1 4. 0,0
M 1/2,1/2 1 4.. 1/2,1/2
X 0,1/2 2 c 2.. 0,1/2
SM u,u ex 2 c 2.. XX:0<x<1/2
DT 0,u ex 2 c 2.. 0y:0<y<1/2
Y u,1/2 ex 2 c 2.. X,1/2:0<x<1/2
Y~Y, 2 c 2.. 12y:0<y<1/2
Xy:0<x<y<
C u,v ex 2 c 2.. 12
Xy:0<y<x<
DA V,U ex 2 c 2.. 12
X,y 0<=x<=1/2,
GP u,v 4 d 1 0<y<1/2
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Fig. 8: Zona de Brillouin, unidad asimétrica y dominio de representacion de L&W de las clases
aritmético cristalinas 4p, con el grupo de capa p4 (No. 49); la -4p, con el grupo p-4 (No. 50); la
4/mp, con los grupos p4/m (No. 51), p4/n (No. 52). El grupo reciproco de todas ellas es
isomorfo al grupo plano p4 (No. 10). El dominio de representacién de L&W coincide con la

unidad asimétrica.

6.5. TABLA DE VECTORES DE ONDA Y ZONA DE BRILLOUIN PARA EL
GRUPO DE CAPA p6/mmm (No. 80)

En cuanto a las redes hexagonales se ha elegido representarlas mediante la tabla de
vectores de onda que se muestra en la Tabla 7 y la forma de la zona de Brillouin del
grupo de capa p6/mmm (No. 80) que aparece en la Figura 9. La red reciproca en el
caso de una celda hexagonal primitiva es también hexagonal primitiva, y la zona de
Brillouin es un hexagono en el plano xy. La tabla y figura que aqui se muestran son
las mismas que en todos los grupos de capa con grupo reciproco isomorfo al grupo

plano pémm (No. 17), véase Tabla 1.

La lista de los k-vectores incluye puntos y lineas especiales de simetria, como se
aprecian en la figura. Los puntos 7', K, M se han representado como puntos rojos
debido a que son puntos representativos de orbitas en la unidad asimétrica. Las lineas

2, A son marrones por tratarse de lineas de simetria que coinciden con las aristas de
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la unidad asimétrica. Para terminar, la linea T es azul oscuro por ser arista del

dominio de representacién o'y de la unidad asimétrica.

En este ejemplo, para poder emplear la descripcion uni-arm se ha definido el

flagpole T, =

Tabla 7

[K MC].

Tabla de los k-vectores tal y como aparece en el Bilbao Crystallographic Server de las clases

aritmético cristalinas 622p, con el grupo de capa p622 (No. 76); la 6mmp, con el grupo p6mm

(No. 77); la -6m2p, con el grupo p-6m2 (No. 78); la -62mp, con el grupo p-62m (No. 79); la

6/mmmp, con el grupo p6/mmm (No. 80). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al

grupo plano p6mm (No. 17). La zona de Brillouin se puede ver en la Figura 9.

k-vector description

ITA description

Label Coefficients Wyckoff Position Coordinates
GM 0,0 1 a 6mm 0,0
K 1/3,1/3 2 b 3m. 2/3,1/3
M 1/2,0 3 c 2mm 1/2,0
SM u,0 6 d .m x,0:0<x<1/2
LD u,u ex 6 e .m. X,X[2:0<x<2/3
T 1/2-u,2u ex 6 e .m. X+1/2,2x : 0<x<1/6
T~T.=[K MC] 6 e .m. XX2:2/3<x<1
GP | u,v 12 f 1 X,y:0<y<x/22x-1<y

Flagpoles: T;=[K MC] x,x/2: 2/3<x <1
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Fig. 9: Zona de Brillouin, unidad asimétrica y dominio de representacion de L&W de las clases
aritmético cristalinas 622p, con el grupo de capa p622 (No. 76); la 6mmp, con el grupo p6mm
(No. 77); la -6m2p, con el grupo p-6m2 (No. 78); la -62mp, con el grupo p-62m (No. 79); la
6/mmmp, con el grupo p6/mmm (No. 80). El grupo reciproco de todas ellas es isomorfo al
grupo plano p6mm (No. 17). El dominio de representaciéon de L&W coincide con la unidad

asimétrica.
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7. CONCLUSIONES

Con este trabajo de investigacion he aprendido el método de los grupos reciprocos y
lo he aplicado en los casos de los grupos de capa, ademéas de haber colaborado en el
crecimiento del Bilbao Crystallograhic Server mediante una nueva base de datos, en
la cual he participado desarrollando los casos expuestos en la Seccion 6 de esta
memoria y con un nuevo programa llamado KVEC que he desarrollado e
implementado en el servidor para dar acceso a esta informacion. De esta manera, el
servidor cuenta con una nueva herramienta que proporciona informacion sobre el
espacio reciproco de los 80 grupos de capa mediante tablas que contienen la
descripcion de los k-vectores y figuras que muestran de forma grafica las zonas de
Brillouin. En ella se comparan los dominios de representacion vy las listas de k-
vectores especiales en las tablas de L&W con las figuras y descripciones de vectores
de onda de los grupos planos en IT A, basadas en el planteamiento que se sirve del
isomorfismo entre los grupos reciprocos, los planos, y los grupos simorficos. Esta
herramienta, junto con de la base de datos cristalogréficos, asientan las bases para
desarrollar en un futuro herramientas mas complejas para el estudio estructural y de

las propiedades de los materiales de capa o multicapa.

Durante la elaboracion del trabajo, y para poder desarrollar el programa KVEC, he
tenido que aprender a trabajar con el lenguaje de programacion PEARL [16] vy, para
el disefio de los formularios web del programa, el lenguaje HTML [8]. Para el
desarrollo de las bases de datos se ha optado por el formato XML, el cual también he
necesitado estudiar y, asi, poder aplicarlo. En el caso de las figuras de las zonas de
Brillouin, se han dibujado empleando el programa Inkspace, con el que también he
tenido que familiarizarme. Por ualtimo, para poder trabajar en el servidor, he
necesitado adquirir algunas nociones basicas del lenguaje de programacion Bash y

del editor de textos Vim.

Llegados aqui, se puede concluir que los dos objetivos iniciales del trabajo,
planteados en la introduccion de este texto, se han llevado a cabo.
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