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Técnica de diagonalizacion

La disciplina informaética ha evolucionado y evoluciona muy rdpidamente. Sin
embargo, sus fundamentos matematicos, el nacleo de la llamada Informéatica Tedrica,
quedaron fijados en la década de los 30. Asi, cuando aparecieron los primeros
ordenadores basados tecnolégicamente en la electrénica digital (a finales de los afios 40)
ya se habifan establecido los supuestos fundamentales de la Teoria de la
Computabilidad, supuestos que muchos afios de vertiginoso cambio no han conseguido
alterar. Alan Mathison Turing demostré ya entonces que ningtin ordenador, por muy
potente que lo imaginemos, podria resolver algunas cuestiones. Estos problemas para
los que no existe ningtn algoritmo posible, los incomputables, no son excepcionales ni
patolégicos, son abundantes y palpables, y hay un gran ntamero de ellos entre los
problemas que se plantean en torno al comportamiento de los programas. Por ejemplo,
no existe un algoritmo que, dados dos programas, nos diga si son equivalentes, es decir,
si producen los mismos resultados cuando operan bajo las mismas condiciones
iniciales. Tampoco lo hay para anticipar si la ejecuciéon de un programa va a pasar por
una instruccién concreta o no. El problema de parada, sin duda el miembro mas
conocido de esta familia, es también el “responsable” primario de la incomputabilidad
de los antes citados y de la de muchos otros: no existe un algoritmo para decidir con
caracter general si un programa ciclara o no al recibir unos datos de entrada concretos.
Es el primer ejemplo de problema incomputable y como tal, capitulo obligado en
cualquier libro de Teoria de la Computabilidad [Har 87, MAK 88, SW 88].

A diferencia de lo que sucede cuando se pretende probar la computabilidad de
un problema, para lo cual es suficiente con encontrar un algoritmo concreto que lo
resuelva, al enfrentarnos a la tarea de demostrar su incomputabilidad necesitamos un
argumento légico que certifique la inexistencia de tal algoritmo, o lo que es lo mismo,
que pruebe que ninguno de los algoritmos existentes es capaz de resolver dicho
problema. Tal argumento de caracter universal no suele ser sencillo de establecer, y
normalmente suele estar relacionado con una demostracién por reduccioén al absurdo.
Existen distintas técnicas para lograr este objetivo, siendo la de diagonalizacion, la de

reduccion y la del punto fijo las mas importantes.

La técnica de diagonalizacion es la més bésica de ellas, y resulta bastante
conocida al no tratarse de una herramienta especifica de la Informética Teodrica. Este
tipo de demostraciéon formal, que se aplicé por primera vez en 1873 en Teoria de
Conjuntos para demostrar la existencia de conjuntos no numerables (de cardinal
superior al del conjunto de los nadmeros naturales), se debe a Georg Ferdinand Ludwig

Philipp Cantor. Su técnica combina la demostraciéon por contradiccién con un proceso
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de construccion intermedio especial [Sta 81]. Es necesario disponer de una clase infinita
y numerable de objetos {O1, Oz O;, ...}, cada uno de los cudles se puede definir
mediante una lista infinita numerable de atributos independientes O; = (ai, ai, as, ...).
La contradiccion se busca construyendo un nuevo objeto O’ que debiera, por su
naturaleza, pertenecer a la clase citada, pero que sin embargo se diferencia de cada
elemento individual de la clase O; precisamente en su i-ésimo atributo aii. El absurdo
surge de las propiedades contradictorias que el objeto diagonal O" hereda como miembro

de la clase y como no-miembro de la misma.

En el uso que aqui hacemos de la técnica de diagonalizacion los objetos seran las
funciones computables, y los atributos que definen a una funcién seran los resultados
que dicha funcién asocia a cada uno de los datos posibles. Nuestro objetivo consistira
en construir una funcion computable diagonal diferente de todas las existentes: la nueva
funcién se distinguird de la i-ésima funcién computable porque tendra un resultado
distinto para el i-ésimo dato de entre los posibles.

En nuestro caso la técnica también se relaciona con la autorreferencia a causa del
fenémeno de la godelizacion de los programas. El absurdo suele encontrarse cuando,
tras comprobar que la funciéon diagonal debe estar en la clase de las computables y por
tanto le corresponde un cierto lugar e en la lista de las funciones, tratamos de averiguar
su comportamiento sobre el e-ésimo dato. Pero como sucede que las funciones se
ordenan segun los programas que las computan, la e-ésima funcién es la computada
por el programa que ocupa el lugar e. Por otro lado, los programas han sido ordenados
utilizando un esquema de representaciéon que permite asociarlos biunivocamente con
los datos, por lo que el e-ésimo programa es representado por el e-ésimo dato. La
conclusion es que, en definitiva, el absurdo surge al aplicar el programa de lugar e sobre
si mismo. Este esquema autorreferencial es el responsable del paralelismo entre muchas
formulaciones diagonales y las paradojas Russellianas.

De todas formas, en este documento no tratamos de explicar la técnica en si, que
se supone conocida, sino de ilustrarla con una coleccién de ejemplos de diferente grado
de dificultad. Sabemos que la percepcién sobre la dificultad es subjetiva, pero hemos
tratado de ordenarlos de forma que el aprendizaje sea incremental. Atn asi cada

ejemplo es autocontenido, por lo que podrian consultarse en cualquier orden.
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Nociones basicas y notacion

Para describir el comportamiento de los programas en términos de
entrada/salida hemos de utilizar funciones parciales, que pueden estar indefinidas para
algunas entradas. Si la funcién y aplicada sobre x converge (tiene imagen) lo indicamos
como y(x)¥. Si, por el contrario, la funcién esta indefinida en ese punto lo denotamos
como y(x)T. En general las funciones pueden tener cualquier ntimero de argumentos,
pero para aplicar la técnica de diagonalizaciéon conviene reducirlas a funciones de una
Unica entrada para simplificar la construcciéon de la funcién diagonal. Es por ello que

todos los ejemplos que se incluyen en este documento son de este tipo.

Una funciéon es computable si existe un programa en algin lenguaje de
programacioén que la calcula. El lenguaje empleado para demostrar la computabilidad
en este documento es el de los programas-while, sobre el que se ha definido un lenguaje
de macros que permite abreviar y entender mejor el significado de los programas [IIS
96]. No obstante, es sabido que cualquier sistema de programacién empleado para
demostrar la computabilidad define el mismo conjunto de funciones computables. En el
lenguaje de los programas-while los datos sobre los que se opera son las palabras o
cadenas de caracteres sobre un alfabeto arbitrario ). Sin embargo, es posible definir
sencillas correspondencias entre otros conjuntos posibles de datos y los elementos de
Y*, de forma que cada cadena represente un elemento del nuevo conjunto y que la
computacién sobre palabras sea congruente con la representacién de los elementos del
nuevo tipo. Algunos de los tipos de datos asi implementados son los booleanos h, los
numeros naturales V¥ y los propios programas-while ’. Salvo en el primer caso por

razones obvias, las implementaciones se hacen siempre biyectivas.

Una vez implementados los nimeros naturales podemos enumerar el conjunto
de posibles datos como ) * = {wo, w1, wa, w3, ...}, donde wi es la palabra que sirve para
representar el namero i. A su vez, podemos enumerar el conjunto de los programas-
while como ’ = {Py, P1, P2, Ps, ...}, donde P; es el programa representado por la palabra
wi. Se dice entonces de w; (y, por extension, también de i) que es el codigo del programa
Pi.

Dado que en esta enumeraciéon estan todos los programas posibles, también

podemos enumerar en una lista la clase de todas las funciones computables de un

argumento {go, @1, ¢2, @3, ...}, donde @i es la funciéon computada por el programa P;
cuando se le suministra un tnico dato. Se dice entonces de w; (y, por extension, también
de i) que es un indice de la funcién ¢i. Ademas nos referimos al dominio de la funcién ¢;

como Wiy a su rango como Ri.
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Por todo ello, afirmar que una funcién y es computable equivale a aseverar que
existe un indice e tal que y=ge, es decir, a indicar que debe tener un lugar en la

enumeracion citada maés arriba.

En el conjunto de las funciones computables hay una que requiere especial
atencion porque se usard frecuentemente en este documento: la funcion universal. Esta
funcién es un intérprete de programas-while, y por tanto es capaz de simular el
comportamiento de cualquier funcion computable sobre cualquier entrada. La funcion

universal se denota con la letra @ y tiene la siguiente definicion formal

ox(Y) ox(y) \
1 C.C.

@mws{

De la misma manera que podemos clasificar las funciones en computables o no
computables, podemos distinguir dos clases entre los conjuntos: la clase de los
conjuntos recursivos o decidibles, Yo, y la clase de los conjuntos recursivamente
enumerables o semidecidibles, 1. Un conjunto A cualquiera tiene asociadas dos
funciones: su funcién caracteristica Ca y su funcién semicaracteristica ya. Ambas

funciones se definen como sigue:

true xeA
false x¢A

CA(X)I{

{true X A
LA(X) = L xeA

Para cada conjunto A, decimos que es decidible si su funcién caracteristica es

computable, y que es semidecidible si su funcion semicaracteristica es computable.

Un resultado importante es que los elementos de un conjunto semidecidible y no
vacio A pueden ser definidos por una funcién f computable y total, de forma que dicho
conjunto sea igual al rango de f. Esta propiedad se puede utilizar para aplicar la técnica
de diagonalizacion, ya que de estd manera podremos disponer de los elementos de A
mediante la enumeracion A = ran(f) = {£(0), £(1), £(2), £(3), ...}
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X+1 @y(X)+1>3

tabl
0 ce no es computable

La funcién y(x) = {

Si suponemos que y es computable, entonces podemos saber, para cualquier
programa de coédigo x, si ¢x(x)>2, ya que bastara ver si y(x)>0. Basandonos en ello
podremos definir una funcién diagonal p computable, pero que sera diferente de todas
las funciones computables. Para establecer quién sera p(x) para cada valor x tendremos

en cuenta lo siguiente:

e Si y(x)>0 entonces sabemos que ¢x(x)+1>3. Por tanto, podemos hacer que p sea
diferente de ¢« en el punto x definiendo p(x) con un valor que no sea mayor que
2, por ejemplo 0 (podriamos haber elegido cualquier otro valor menor o igual a 2,

o también dejar el valor indefinido).

e Si y(x)=0 entonces sabemos que —(px(x)+1>3), lo que significa que, o bien @x(x) es
menor o igual a 2, o bien diverge. Por tanto podemos hacer que p sea diferente de

¢x en el punto x definiendo p(x) con un valor mayor que 2, por ejemplo 5.

¥(0)=0 ¥(1)>0 ¥(2)=0 ¥(3)>0
X p Po ¢ P2 P3
o 5 | =(e(0)>2) ? ? ?
1 0 ? 91(1)>2 ? ?
2| 5 ? ? —(02(2)>2) ?
3 o ? ? ? 03(3)>2
? ? ? ?

El esquema se muestra en la tabla-ejemplo, donde vemos que los puntos en los
que la funcion que construimos difiere de las otras funciones recorren la diagonal de la
tabla. En la fila superior se indica resultados que nos podria proporcionar y al ser
aplicada sobre cada indice x. En la zona sombreada de la tabla vemos qué informacién

obtenemos sobre valores de la misma (coinciden con la diagonal). Por dltimo, en la
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columna izquierda se indican los valores que tomaria p para distinguirse de todas y

cada una de las funciones de la lista.

Vamos a completar la demostracion siguiendo el esquema que acabamos de

explicar. Supongamos que y es computable. Entonces definimos la siguiente funcion:

{5 w(x)=0
PX)=10 y(x)>0

que es computable, como muestra el programa dado a continuacién:

iIf w(X1)=0then X0 :=5; else X0 := 0; end if;

El programa anterior, una vez expandidas sus macros y codificado el programa-
while resultante, tendra un cierto cédigo e, por lo que p = @e. Por la definiciéon de la

funcién sabemos que Vy(p(y)=0 v p(y)=5), pero si tratamos de comprobar cudl es el

resultado de aplicar esta funcién sobre su propio indice llegamos a un absurdo:

p=0, def . ¥ def.p
p(e)=0 = ¢e(e)=0 = —(9e(e)>2) = WY(e)=0 = p(e)=5=—p(e)=0
def.p p=0 def . ¥ def.p

—p(€)=0 = p(e)=5 = 0e(e)=5 = pe(6)>2 = P(e)=e+1>0 = p(e)=0

Hemos demostrado que p(e) no puede ni ser el valor 0 ni dejar de serlo, por lo
que hemos llegado a un absurdo. Este absurdo proviene de la suposiciéon que hemos
hecho de que la funcién y es computable, con lo que queda demostrado que no puede
serlo.
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A ={x: Vy (y=x = ¢x (y)y) } no es decidible

Suponemos que el conjunto A es decidible, y por tanto que podemos saber, dado
un programa de cédigo x, si éste pertenece o no al conjunto A, al ser su funcién
caracteristica Ca computable. Basandonos en esta hipdtesis podemos definir, por
diagonalizaciéon, una funcién y computable diferente de todas las funciones
computables. Haremos que la funcién y y cada una de las funciones computables ¢x se

diferencien por lo menos en un punto (si podemos, el de la diagonal x).

e Six estd en A (cosa que averiguamos porque Ca(x) = true), sabremos que para
todas las palabras y menores o igual a x la funcién ¢x converge y devuelve un
valor diferente a y. Es decir que en particular para x, ¢x(x)#x. Entonces
podriamos definir y(x) de muchas maneras, por ejemplo, x 6 L, y tendriamos con
ello que —y(x)=@x(x); también lo conseguiriamos definiéndolo como @x(x)+100,

ox(X)+1, ox(x)*2+2, ya que sabemos que @x(x) converge.

e Si x no estd en A (cosa que averiguamos porque Ca(x) = false), sabremos que
para alguna de las palabras y menores o igual a x la funcién ¢x diverge o
devuelve un valor igual a y. Pero no sabemos sobre qué palabra en concreto, ni
tampoco lo que hace sobre las demas. Por tanto no tenemos informacién alguna
sobre el comportamiento de ¢x sobre la palabra x, y no parece que podamos

definir y(x) de forma que sea diferente a ¢x en ese punto.

Aunque en este segundo caso no podemos conseguir que las funciones y y ¢x se
diferencien localmente en el punto x, podemos intentar definir y de forma que se
diferencie globalmente de ¢x. Lo tinico que sabemos de ¢x en este caso es que su indice
x no pertenece a A, por lo que una buena solucién seria conseguir que todos los indices
de y pertenezcan a A. De este modo sabremos seguro que Px no es uno de los
programas que computa a y, por lo que esta sera diferente de @x (aunque no sabremos

en qué punto concreto).

Haremos que nuestra funcién diagonal sea convergente y devuelva un valor
diferente al de la entrada no tinicamente para los valores menores o iguales que una
cierta cota, sino para todos los datos. Asi tendremos la seguridad de que todos sus
indices, por grandes que sean, cumplirdn las restricciones que impone el conjunto A.

Dado que va a ser total, sera mas adecuado llamarla h.

e Six estd en A, definiremos h(x) como @x(x)+x+1, con lo que sera diferente de x

ademas de serlo de x(x). Podemos hacer esto porque sabemos que @x(x)¥
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e Si x no estd en A no necesitamos el punto x para diferenciarnos localmente de
ninguna funcién computable. Sin embargo, definiremos h(x) como x+1 (o
cualquier valor diferente de x) para conseguir que los indices de nuestra funcién

h pertenezcan a A, y asi se diferencie globalmente de @x.

El esquema quedaria ilustrado en la siguiente tabla-ejemplo, donde podemos ver
que la nueva funcién se diferencia de algunas funciones en el punto de la diagonal y de
otras globalmente: no podemos determinar en qué punto, pero lo seguro es que los
indices de una estdan en A y los de la otra no. La definicién formal de la funcién es como

sigue:
[0, (X)+x+1 X eA
h(x) =

X+1 X A
zA eA zA eA zA zA eA
X h ®Po (O0]] P2 (0} [0} Ps Ps
0 0+1 ? 20 ? #0 ? ? #0
1 e1(1)+1+1 ? #1 ? #1 ? ? #1
2 2+1 ? ? ? #2 ? ? #2
3 | @s@)+3+1 20 2| 2 | #8 | 2 | 2 | =3
4 4+1 ? ? ? ? ? ? #4
5 5+1 ? ? ? ? ? ? +5
6 | os6)+6+1 20 2| 2| 2| 2| ? | #6

Suponiendo que A es decidible, la funcién que hemos definido puede ser

computada por el siguiente programa:

if Ca(X1) then X0 := ®(X1, X1) + X1+1; else X0 := X1+1; end if;
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Una vez expandidas sus macros este programa se convertird en un programa
while, cuyo cédigo serd un indice e de la funcién h, es decir, que h=g.. Dado que para

todas las entradas la funcién h converge y siempre devuelve un valor que es diferente
al de la entrada, se tiene que e€ A, ya que Vy (h(y)¥ A h(y)>y).

Veamos cudl es el comportamiento de la funcién sobre su propio indice e:

o,  def.h
h(e) = oe(e)+e+l
La tnica posibilidad de que @ec(e) = pe(e)+e+1 es que @e(e)T, pero esto contradice

h

112

(Pe(e)

el hecho de que h=¢e. es total.
Todo el razonamiento que hemos seguido es correcto, luego la contradicciéon

viene del hecho de suponer que A es decidible, por lo que queda demostrado que esto

no es posible.

11
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El conjunto { x: Vy ¢x(2+y)¥ } no es decidible

Llamemos A al conjunto dado, que contiene a todos los programas que
convergen sobre todos los datos pares. Debemos suponer que A es decidible, y
basdandonos en ello construir una funcién diagonal h distinta de todas las funciones
computables. Con esta suposicion, dado un programa cualquiera de cédigo x, podemos

preguntar si estda en A o no.

e Sixno estd en A, la informaciéon que obtenemos sobre x es minima: Py diverge
ante algtin dato par, pero no sabemos ante cudl. Por tanto, tenemos muy dificil
hacer que h sea diferente de (px en un dato concreto. Como lo tinico que sabemos
de @y es que diverge para algin par, en lugar de intentar diferenciar h de @
justamente en el punto x, podemos intentar conseguir que h converja para todos

los datos pares, diferencidndose asi de (o de manera global.

0 1 2 3 4 5 6
(pXT??T? 2T 2 (T? ] ...

N N

Sabemos que  @x diverge en alguna de estas posiciones,
pero no sabemos en cudl ni qué hace en las demas

e Six estd en A, sabemos que @ converge para todos los datos pares. Ello nos da

una informacién muy valiosa para conseguir que h sea diferente de Q.
0 1 2 3 4 3) 6
O, [ v |24y |2 42|V ] ana

I E— )

Sabemos que  @x converge en todas estas posiciones,
por lo que podemos calcular los resultados que nos
interesen y obrar en consecuencia

Queda un pequefio problema: Si x € A y ademés es par sabemos que (x(x)¥, por
lo que podemos calcular su valor y conseguir que h(x) sea diferente. Pero si x es impar
no sabemos nada de («(x), y estamos igual de vendidos/as que antes. Una forma de
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solucionar esto es hacer que h se diferencie de (4 no en el punto x, sino en el punto 2#x,

donde siempre tenemos convergencia.

En resumen, nuestra estrategia de construccién de la funcién diagonal sera:

e Si x es impar no tenemos restricciones, ya que ese valor no es utilizado para

diferenciar h de ninguna @y (elegimos devolver 0).

e Six es par tenemos dos obligaciones. Por un lado, es necesaria la convergencia,
para asegurar que h se diferencia globalmente de las funciones cuyos indices no
estin en A. Al mismo tiempo, el valor que h produzca en el valor par x quiza
deba ser usado para diferenciarse localmente de la funcion @, ,. Si x/2 € A, esta
diferenciacién local es necesaria y, dado que x es par, (px/z(x)i, y entonces nuestra
funcién h ha de devolver un valor diferente de este, por ejemplo @, ,(x)+1. En
cambio, si x/2 ¢ A no nos preocupamos, ya que h se diferenciara de ¢,

globalmente (elegimos también 0).

Es necesario incidir en la importancia de comparar h con la funcién de indice
x/2. Al utilizar los valores pares de x (0, 2, 4, 6, ...), comparar h con ¢, , significa poder
comparar h con todas las funciones computables (Qo, ®1, P2, P3,...) y conseguir que h se
pueda diferenciar de todas ellas. El esquema quedaria ilustrado por la tabla-ejemplo de
la pagina siguiente.

Vamos a utilizar la construccién mencionada para completar la demostracion.

Supongamos que A es decidible. Entonces la siguiente funcién sera computable:

1 (podria ser cualquier cosa)
0 Ax/2 ¢A (basta con converger)
0 AXx/2 €A (paradiferenciar h localmente)

[0 six mod 2
h(x) =40 si x mod 2
oo () +1 sixmod 2

como muestra el programa que figura a continuaciéon

if X1 mod 2 =0 and Ca(X1/2)then X0 := ®(X1/2, X1) + 1; else X0 := 0; end
if;
El programa anterior, una vez expandidas sus macros, tendra un cierto cédigo e.

Como por su definicién Yy h(2#y)J, entonces Vy (pe(Z*y)i«. De todo ello concluimos al

menos tres cosas: h = @, e € Ay (pe(2*e)¢. Pero si tratamos de calcular este altimo

valor:
2«-emod 2=0 ¢,=h def.h
9.6/ 2—ecA = (pe(z*e) = h(2*e) = (Pz*e/2(2*e) +1= (pe(z*e)+1 = (Pe(Z*e)T
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Por un lado tenemos que q)e(Z*e)i«, y por otro que q)e(Z*e)T. Esta contradiccion

viene del hecho de suponer que A es decidible, por lo que queda demostrado que no es

posible.
cA €A ¢A A ¢A A <A
x h @y @ @, ©; @, O; O
0 1 0 3 ? 0 ? 7 ?
1 0 ? ? ? ? ? ? ?
2 5 0 4 ? 2 ? 7 ?
3 0 ? 2 2 ? ? ? ?
oo 27 [+ 77|
5 n ? ? ? ? ? ? ?
H H B
6 7 0 7 ? 6 ? 4 ?
7 0 ? ? ? ? ? ? ?
8 0 0 8 ? 8 ? 4 ?
9 0 ? ? ? ? ? ? ?
10 | 4 | 0 4 ? 10 ? 3 ?
H B B
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A= { x: Wx={y: y mod 2 = 0} } no es decidible

Suponemos que el conjunto A es decidible, es decir, que su funcién caracteristica
Ca es computable. De esta manera podremos preguntar, dada una funcién de indice x,
si éste pertenece o no al conjunto A, y basdndonos en ello definir una funcién diagonal
VY computable. Para construirla haremos que V¥ sea diferente de todas las funciones
computables asegurandonos de que las funciones V y @y se diferencien por lo menos en

un punto.

e Six esta en A sabremos que el dominio de la funcion Px es el conjunto de todos
los pares (es decir, que si x es par Px(x){, y que si es impar Px(x)T), y podremos
definir W(x) de forma que, por ejemplo, en el primer caso diverja y en el segundo

converja.

e Six ¢ A s6lo sabremos que la funcién tiene un dominio que no coincide con el de
los valores pares, pero no podemos saber si ello es porque Px diverge para algin
par o porque converge para algin impar. Tendremos informacién acerca del
comportamiento global de la funcién, pero no habra manera de saber qué hace
sobre la palabra x ni sobre ninguna otra (en particular no sabemos si Px(x)T 6
Px(x)), y por tanto no tendremos manera de definir W(x) de forma que sea

diferente en ese punto.

Dado que en el segundo caso no podremos hacer que las funciones ¥y @y se
diferencien localmente en el punto x ni en ningan otro, tendremos que definir ¥ de
forma que se diferencie globalmente de Px. Haremos que V cumpla las restricciones
que impone el conjunto A, es decir que converja para todos los pares y inicamente para

ellos. Por tanto, si x es impar la funcién ¥ divergera, y si x es par debera converger. El

valor que devuelva para las palabras pares no podra ser cualquiera, pues, como ya
hemos comentado, también debemos preocuparnos de que V¥ sea diferente localmente

de las funciones que pertenecen al conjunto A en alguna entrada.

e Si x es par y xeA, sabemos que Py(x){ y que V(x) deberd ser también
convergente y diferente de Px(x), por ejemplo Px(x)+3.

e SixesparyxgA, nosabemos si Px(x)T 6 Px(x){, pero V(x) debe converger por la
restriccion global que nos hemos impuesto. Eso si, puede producir cualquier
valor, sin preocuparnos de Px(x), porque V¥ tendra sus indices en el conjunto A, y

®y no.

Todavia tenemos un problema: ;cémo conseguir que la funcién V sea diferente

de las funciones con indice x impar pero que esta dentro del conjunto A?. Deberiamos

Diagonalizacion 15



distinguirnos localmente de ellas, pero no podemos. Al ser xeA tenemos que Py
divergera sobre el propio valor impar x. Pero la restriccién global obliga a ¥ a diverger
también sobre dicho valor impar, con lo cual estamos impotentes para diferenciar

ambas funciones en dicho punto.

En definitiva, la dificultad consiste en que s6lo tenemos libertad para conformar
WV sobre los datos pares, pero al mismo tiempo tenemos que tener en cuenta todos los
programas, tanto los de cédigo par como impar (pues tanto unos como otros pueden
estar en A). Para cumplir con ambas necesidades, en lugar de tener en cuenta la entrada
x en la funcion Py, tomaremos la palabra x (par) como posible punto para distinguir ¥

de la funcién Py /2, y por tanto, en lugar de la diagonal principal utilizaremos otra con

pendiente 2.

Teniendo en cuenta el esquema anterior, definiremos la funcion V: Z*— —X* de

la siguiente manera:

Oy 2(X)+3 xmod2 =0 A X2 €A
y(x)=)3 xmod2 = 0 A X2 ¢A
1 xmod2 =1

Esta funcién es computable, como lo demuestra el siguiente programa:
if X1 mod 2 =0 then

if Ca(X1/2)then X0 :=®(X1/2, X1)+3; else X0 := 3; end if;
else X0:= lL; end if;

Una vez expandidas sus macros, este programa se convertira en un programa-
while con un cierto cédigo e, por lo que Y~P,. Dado que la funcién converge para todos

los pares y diverge con las entradas impares, se tiene que ecA.

Veamos cuél es el comportamiento de la funcion ¥ sobre el dato 2+e. Es una

palabra par y ademads (2xe)/2<€A, por lo que la tinica posibilidad es:

y comput . def.y
Pe(2ve) =  W(2te) = Poue/a(2%e) +3=Pg(2%e) +3 = P o(2%e)T

que es claramente una contradiccion, pues Pe(2*e) es convergente (por ser ecA).

Hemos encontrado un dato par (2*e) sobre el que ¥ debe producir un resultado
distinto de si mismo. Todo el razonamiento que hemos seguido es correcto, luego la
contradiccion viene del hecho de suponer que A es decidible. Por tanto concluimos que
A no es decidible.
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cA €A ZzA cA zA cA ZgA

X \J Py @1 O, O3 @, @5 Qg
ol @os | L | L2 4|2 | |2

T T RO R (2 N A N A

o | A@+3 VA R I | 2 |2

ol L | | 2| M2 ]2

10 | ®(10)+3 U N 1| 2 |2

Siguiendo con la reflexion sobre la aplicacion de la diagonalizacion,
consideremos por un momento el conjunto B = { xeX*: Wy = {y: y mod 2 = 0} = Ry } que
tampoco es decidible y veamos hasta qué punto nos serviria la construccién anterior
para probarlo por dicha técnica.

La funcién que tendriamos que definir en este caso deberia tener sus indices en
el conjunto B para solucionar el mismo problema que en el caso anterior: conseguir
diferenciarla globalmente de las funciones cuyos indices no estan en B. La funciéon ¥
que hemos construido cumple la primera restriccién de B (su dominio es el conjunto de

todos los pares), pero en cambio en el rango podemos tener tanto pares como impares,
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por lo que su indice e no pertenecera al conjunto B y no conseguiremos nuestro
proposito. La funciéon diagonal que deberiamos construir para este caso deberia
controlar que todos los pares y sélo los pares estuvieran en su rango, por ejemplo

distribuyendo los resultados pares de manera ordenada entre los datos pares.
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2 2%X eRy

La funcion {(x) = 18 no es computable
*X C.C.

Suponemos que { es computable y definiremos una funcién diagonal

computable que a su vez sera diferente de todas las funciones computables.

Si € es computable podemos distinguir, entre todos los programas, aquellos para

los que la funcién ¢ toma el valor 2 de aquellos para los que toma otro valor:

e Si {(x) # 2 sabemos que 2*x no esta en el rango de Py, por tanto que ninguna
entrada produce como imagen el valor 2*x. Para que la funciéon ¥ que vamos a
construir sea diferente de esta funcién Py, haremos que 2#x si esté en el rango de

V. Por ejemplo, para la entrada x la funcion ¥V devolvera 2+x.

e Cuando {(x) = 2 sabemos que 2#*x esta en el rango de Py, por tanto existe alguna
entrada y, aunque no sabemos cuadl, tal que Px(y) = 2*x. Para que nuestra funcion
V sea diferente de ésta tenemos que conseguir que no devuelva 2*x para ninguna
entrada. Esto es compatible con la decisién anterior, ya que los valores de x tales
que {(x) = 2 no pueden coincidir (y por tanto, sus dobles tampoco) con ningtn
valor de x tal que ¢ (x) = 8*x # 2. Para el dato x nos bastara con dejar la funcién
indefinida, ya que sabemos que para ninguna otra entrada se va a producir el
resultado concreto 2#x.

c(0)=2 c(1)=8 c2=2  ¢(3)=2 C(4)=32

0eR, 2¢R, 4cR,  6cRy 8¢R,
S A 7 1 P2 P P4

0 11| o0 —(01(0)=2) 42 67 —(04(0)=8)

1 2 0? —(¢1(1)=2) 47 67 —(¢p4(1)=8)

2 L] 02 | «¢@=2) | 42 62 | —(0a2)=8)

3 11| o0 —(01(3)=2) 42 67 —(a(3)=8) |
dolel 0 | ) | 4 67 | —(0u(4)=8)
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La idea queda expresada en la tabla-ejemplo anterior.

Utilizamos la construccién mencionada para hacer la demostraciéon. Supongamos
que § es computable. Entonces la siguiente funciéon serd computable como muestra el

programa que figura a continuacion:

N 2% X ((X) =2
\V(X) = {J_ C(X) =2

if C(X1) #2 then X0 := 2+X1; else X0:= L ; end if;

El programa anterior, una vez expandidas sus macros y codificando el programa

while resultante tendrd un cierto indice e tal que V = Q..

Podemos preguntarnos si 2*e serd o no un elemento de R, y veremos que
ninguna de las dos alternativas es posible:

def .y V=0,
20 g Re= £ (e)=8*#2 = VW(e)=2+xe = @Pg(e) =2*e = 2*e eRe

def .y y=o,
29e cRe= £ (€)=2 = V()T =2xe ¢ Ran(V) = 2+e ¢ Re
Por tanto se produce una contradicciéon, que s6lo puede venir de la hipétesis de

computabilidad de , por lo que queda demostrado que esta tltima es falsa.

Si considerdsemos el conjunto B={xeX* Jz 2%z e€Ry } cuya funciéon
caracteristica se parece formalmente a ¢, podriamos inicialmente pensar que la técnica
de diagonalizacién se aplicaria de manera similar, pero sin embargo, podemos ver las
dificultades que entrafaria hacerlo para concluir que no siempre va a ser posible aplicar

esta técnica.

La funcién caracteristica del conjunto B aplicada sobre un programa de cédigo x
no nos da informacion suficiente en ningin caso acerca de ningan valor local de @. Por
tanto, cuando definimos la funcién y no podemos obligarla a diferenciarse de ?x en

ningtn punto concreto, asi que tendremos que hacerlas diferenciarse globalmente:

e Cuando x¢B tenemos que nuestra funcion Py no tiene ningan par en el rango.
Parece razonable que ¥ devuelva en alguna entrada un ntmero par para que las

dos funciones sean diferentes.

e Cuando xeB lo tinico que sabemos de P es que tiene algun par en el rango, pero
no sabemos ante qué dato lo produce. Asi pues, interesara que la funciéon ¥ no

devuelva ningtin niimero par para que sean diferentes.

Se ve claramente que las dos restricciones son incompatibles.
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A ={x: 2xxeRx A 2*xeWj } no es decidible

Debemos suponer que A es decidible y basdandonos en ello construir una funcién
diagonal y distinta de todas las funciones computables. Con esta suposicién, dado un

programa cualquiera de indice x podemos preguntar si estd en A o no.

e SixgA, lainformacién que obtenemos sobre x es que, o bien (5(2#x)T, o bien 2#x
no estd en el rango, pero no sabemos cudl de las dos cosas ocurre (o si ocurren
ambas). Para diferenciar y de @ lo hacemos justamente en el punto 2x*x,
haciendo que su imagen sea 2+*x, con lo que en cualquiera de los dos casos sera

diferente porque introducimos 2#x tanto en el dominio como en el rango de .

e SixeA, sabemos que @ converge para 2*x y también que 2*x esta en el rango,
aunque no sabemos frente a qué dato se produce. Para conseguir que y sea
diferente de @ sera suficiente con hacer que diverja para 2*x.

Por lo tanto, lo que hacemos no es recorrer exactamente la diagonal, sino la
diagonal formada por las entradas pares, ya que lo que ocurra en los lugares impares es
indiferente para la resolucién del problema. Mejor dicho, no lo es del todo, porque si y
convergiera para esos valores podriamos introducir elementos indeseables en su rango.
Asi pues, divergeremos en todos los datos impares. En el grafico de la siguiente pagina
podemos ver los lugares de la diagonal que recorremos y en los que la nueva funcién se
diferenciard de cada una de las computables.

Utilizamos la construccién mencionada para hacer la demostraciéon. Supongamos
que A es decidible. Entonces la siguiente funcién sera computable, como muestra el

programa que figura a continuacion:

[J_ xmod2 = 1
y(x)={L xmod2 = 0A x/2 €A
X xmod2 = 0A x/2 ¢A

if X1 mod 2 =0 and not Ca(X1/2) then X0 := X1; else X0 := A ;end if;

El programa anterior, una vez expandidas sus macros, se convertird en un
programa-while con un cierto indice e, de forma que y = .. Veamos que tal funcién no
existe, pues su indice no podria estar en A ni en su complementario, ya que no hay
definicion posible para y(2+e):

def .y Y=o,
ecA = y2xe)T = @(2+e)T = 2+xegW, = e¢A
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def .y Y=o,
egA = y(2#e)=2x¢ = Qe(2xe)=2%e = 2*ecW, A 2%€€R = €A

Tenemos que ec A <> e¢A. Esta contradiccion viene del hecho de suponer que A

es decidible, por lo que queda demostrado que esto tltimo no es posible.

eA €A ¢A eA ¢A

X v O, ¢, ¢, ¢; @,

ol T Lio?| 22| °a2 | 62 | °82

1 0 0?2 | 2?2 | 4?2 | 62 | °8?

2 0 0?7 | 12?2 | °47 | 6?7 | °8?

3| o2 | 22 |c42 | 67 |82

4 | 4 02 | 22 [Tea2 | 67 | °g2?

5 | T | 02| 22 |47 | 67 |82

6 | T | 02| 22 | 242 [I67 | °g?

2 | T ] 07| 22|42 | 67 |-g2

8 8 0?7 | 22 | c4a7 | 67 |Teg?

22
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[ x: VY @x (Y)¥ A Rc# 2* } no es decidible

El conjunto de funciones que define este conjunto son aquellas que verifican dos
propiedades simultdneamente: por un lado convergen para cualquier entrada, y por
otro lado no todas las posibles imdgenes estdn en su rango, es decir son las funciones

totales y no sobreyectivas, por lo que llamaremos al conjunto TNS.

Supongamos que TNS es decidible. Entonces su funcién caracteristica Crns es
computable. Por tanto, podemos preguntar, dada una funcién de indice x, si éste
pertenece o no al conjunto TNS, y basdandonos en ello definir una funcién y
computable. Para construirla utilizaremos todas las funciones computables y haremos
que sea diferente de todas ellas, de forma que la funcién y y cada una de las ¢x se

diferencien por lo menos en un punto.

e Si x esta en TNS, sabremos que ¢« es total y no sobreyectiva, por tanto @x(x)¥.
Para que y(x) sea diferente de dicho valor tendriamos muchas maneras de
hacerlo: tomando un valor que modifique de alguna manera el valor de @x(x), 6

haciendo que y(x)T.

e Si x no estd en TNS, sabremos que 6 ¢x no es total 6 es sobreyectiva. Pero no
habra manera de saber qué hace sobre la palabra x (si ex(X)¥ 6 @«(x)T), y no
podremos definir y(x) de forma que sea diferente en esa palabra.

Dado que en el segundo caso no podremos hacer que las funciones y y ¢« se
diferencien localmente en la palabra x, tendremos que definir y de forma que se
diferencie globalmente de ¢x. Haremos que la funcién y sea total y no sobreyectiva, que
cumpla las restricciones que impone el conjunto TNS. Nuestro propésito va a ser que
dom(y) = 2*# ran(y). Lo primero es sencillo, y para conseguir lo segundo basta con
excluir cuidadosamente un resultado concreto al construir y. Por ejemplo, podemos

evitar que la funcién devuelva 0.

e Six estd en TNS, definiremos y(x) como ¢x(x)+1, que serd un valor convergente,

diferente de 0, y qe permite diferenciar localmente y de ox.

e Sixno estda en TNS, definiremos y(x) directamente como un valor diferente de 0,
por ejemplo 1, para seguir sosteniendo el objetivo de que y sea total pero no

contenga el 0 en su rango. Asi se diferenciara globalmente de ox.

Utilizamos este razonamiento para definir la funcion diagonal:

{(px(x)—#l x e TNS
vi)=1, x £TNS
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El esquema se refleja en la siguiente tabla-ejemplo:

eTNS eTNS ¢TNS gTNS eTNS eTNS

Ro=2* Ry=2* ¢ R,? ¢ R3? R4#>* Rs#>*

X ¥ ®o 01 02 P3 Pa ®s
0 | @o(0)+1 \ J ? ? \’ \’
1| oi(1)+1 \ \ ? ? \ \
2 1 2 2 ? ? \2 2
3 1 2 2 ? ? \A 2
4 ouayr1 |4 v ? ? 4 ¥
5 | s(5)+1 2 2 ? ? \A 2

Como suponemos que TNS es decidible entonces la computabilidad de la

funcién quedaria demostrada con el programa:
if Ctns(X1) then X0:= O(X1, X1)+1; else X0:=1; end if;

El programa anterior, una vez expandidas sus macros y codificado el programa-
while resultante, tendrd un cierto indice e tal que y = @e. La funcién y es claramente
total, ya que siempre converge, y no sobreyectiva, pues 0 ¢ ran(y), luego e € TNS. Pero
si intentamos aplicar la funcién sobre su propio indice:

def .y
ecTNS = ee) = w(e) = (e(e)+1 = ¢e(e)T
con lo que llegamos a una contradiccién, ya que la funcién que hemos definido es total.
Esta contradiccion proviene del hecho de haber supuesto que TNS es decidible, por lo

que queda demostrado que esto tltimo no es posible.
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{Z*X o, es total
E(x) = y sobreyectiva ng es computable

b*x+1 C.C.

Supongamos que { es computable. Usando la técnica de diagonalizacién y
basdandonos en la computabilidad de &, podemos encontrar una funcién y computable,
pero que no coincida con ninguna de las funciones computables, llegando asi a una
contradiccion. Para ello, haremos que v sea total y sobreyectiva, pero diferente de todas

las totales y sobreyectivas.

Para que sea total, hemos de asignar un valor en cada punto (esto es fécil), y para
que sea sobreyectiva hemos de asegurar que todos los naturales son asignados alguna
vez (esto es lo mas dificil). Una manera de hacerlo es asignar los naturales en orden,
siempre que sea posible: primero el 0, luego el 1, después el 2, etc., intentando siempre
colocar el primer valor que atin no hemos asignado, y en caso de que no se pueda
(porque necesitamos diferenciarnos localmente de una cierta @ total y sobreyectiva en
el punto x), el segundo que tengamos libre. Uno de los dos serd siempre posible

asignarlo.

e Si {(x) es impar, entonces la funciéon @x no es total y sobreyectiva, y y va a ser
distinta de @x globalmente, por lo que asignamos a y(x) el menor valor atin no

atribuido.

e Si {(x) es par, entonces la funcién ¢y es total y sobreyectiva, y y va a ser distinta
de @x en el punto x. Comparamos el menor valor atin no asignado con ¢x(x), que
existe por ser @y total. Si son distintos éste sera el valor de y(x), y si coinciden

buscamos el siguiente valor atin no asignado.

De esta forma siempre asignamos un valor (y sera total), y finalmente asighamos
todos los resultados posibles (y sera sobreyectiva). Formalmente, la funcién que

estamos definiendo es:

[o £(0)mod 2 = 0
w(0)=40 ¢O)mod 2 = 0 Agy(0)# 0
1 ¢(0)mod 2 = 0 Agy(0)=0

nz(vy <x(y(y) #2) rox(x) #2) C(x)mod2 = 0

weo= {MZ(W <x(w(y) # 2) cymod2 # 0

donde pzP(z) significa el menor z que verifica el predicado P(z).
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Segtin hemos explicado la funcién y sigue el esquema de diagonalizacién que

ilustramos en la siguiente tabla-ejemplo:

c0) & @ B @ cG) &)

par impar par par impar par impar

X vy () 01 (%] ?3 ¢g ¢g Pp

0|1 0 ? \’ 2 ? \! ?
1o | ? \ \ ? \ ?
2|3 s ? 2 l ? J ?
314 \’ ? \’ 2 ? \’ ?
412 ? \’ \’ ? \! ?
5|5 \§ ? J d ? 7 ?
6| 6 \’ ? \’ \’ ? \! ?

La computabilidad de esta funciéon y se basa en la de £, y queda demostrada con

el siguiente programa:
PRIMER:=0; SEGUN:=1; AUX:=0;
while AUX < X1 loop
if (AUX) mod 2#0
then XO0:= PRIMER; PRIMER:= SEGUN; SEGUN:= SEGUN+1;
else Z:= O(AUX, AUX);
if Z# PRIMER
then X0:= PRIMER; PRIMER:= SEGUN; SEGUN:= SEGUN+1;
else X0:= SEGUN; SEGUN:= SEGUN+1;

end if;
end if;
AUX := AUX +1;
end loop;

26 Diagonalizacion



Pero por otro lado esta funcién es distinta de todas las computables por

construccion, y ello conduce a la contradicciéon que veremos a continuacion.

Existe un indice e tal que y=¢@.. Ademas esta funcién es biyectiva por
construccién, luego {(e) mod 2 = 0. Si v = pz(Vy<e (y(y)#z) A @e(e) # z) entonces
y(e) = v por definicién de la funcién y . Luego llegamos a que y(e) = v <> @e(e) # v, es
decir, pe(e) = v < @e(e) # v. Contradicciéon provocada por el hecho de suponer que £ era

computable, por lo que queda demostrado que esto tltimo no es posible.

Este es, ademads, uno de los esquemas que se suelen utilizar para demostrar que
el conjunto de los indices de funciones computables biyectivas (PERM) no es decidible
porque la funcién y ademads de ser total y sobreyectiva es inyectiva, aunque esto tltimo

Ppara nuestro caso no era necesario.
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A ={x: ¢px es oscilante } no es decidible

Decimos que una funcién n es oscilante cuando:

I) n es total

IT) siempre se da que n(x) # n(x+1)

II)  no se verifica para ningtin dato x que n(x) > n(x+1) > n(x+2)
IV)  no se verifica para ningtn dato x que n(x) < n(x+1) < n(x+2)

Es decir, cuando tiene la propiedad de que los valores que va produciendo para

datos consecutivos son oscilantes (crecen y decrecen a cada paso).

Para utilizar el método de diagonalizacién hemos de suponer que A es decidible
y construir una funcién g distinta de todas las funciones computables, pero que podria
ser computada bajo dicha hipoétesis. Imaginemos que A es decidible, y que, por

consiguiente, su funcién caracteristica Ca es computable.

Sea x el coédigo de un programa cualquiera. En principio queremos que g(x) y

¢x(x) sean diferentes, y para conseguirlo preguntamos si Ca(x).

e Si la respuesta es positiva, la cosa resulta sencilla: ¢x es oscilante, y por tanto
total, por lo que sabemos que @x(x){, y en caso de necesidad podemos calcular su

valor para conseguir que g(x) sea diferente.

e Sin embargo, si la respuesta es negativa la informacién que obtenemos sobre o
es muy pobre, y en particular no averiguamos nada en absoluto ni sobre ¢x(x) ni
sobre ningdn otro valor concreto. Esto nos lleva a adoptar la estrategia de
diferenciar g(x) de las funciones computables no oscilantes de manera global, es

decir, haciendo que g si sea oscilante.

Para ello, haremos lo siguiente: en general, la funcién g oscilard entre los valores
0 (datos pares) y 10 (datos impares). No obstante, si en algin momento no puede
devolver esos valores porque necesita distinguirse localmente de alguna funcién
computable oscilante, utilizara de forma alternativa el 1 y el 9 respectivamente. La

definicién de g quedaria como:

0 xmod2 = 0A (XgAVv(XeAnopy(X)=0))
1 xmod2 = 0 A XeAArpy(X)=0

909=19  Xmod2 # 0 A XA Ay (X) =10
10 xmod2 # 0 A XgA v (X eA Apy(X) #10))
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Por la decidibilidad de A, la funcién g es computada por el programa:

if X1 mod 2 =1 then

X0 :=10;
if Ca(X1) then
R := ®(X1, X1);
if R=10 then X0 :=9; end if;
end if;
else X0 :=0;
if Ca(X1) then
R := ®(X1, X1);
if R=0 then X0 :=1; end if;
end if;
end if;

Por ser computable, debe existir un c6digo e, correspondiente al programa-while
resultante tras la expansion de las macros del programa anterior, que verifica g = @e.
Por ser oscilante, tenemos que ecA. Para estudiar la naturaleza del valor de e(e)

vamos a distinguir dos casos: que e sea par o que sea impar.

Si e es par:
Pe(e)=0 def. g 9=o,
ecAl = 0@)=1 = o(e)=1 = &) #0
emod2 =0
P.(e)=0 def. g 9=0p
ecA;r = g(e)=0 = o¢.(e)=0
emod2 =0

Si e es impar:

(€)= 10} g g 9=0,
ecAl = 0@)=9 = 0(e)=9 = @(e) =10
emod2 = 0
¢ (€)= 10 def. g g =op
ecA;r = g(e)=10 = o@.(e)=10
emod2 = 0
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Tenemos que si e es par, se llega a una contradiccion, y si es impar se llega a otra.
La funcién g esta bien definida pero no puede asignar ningtin valor a e, por lo que nos

encontramos con que nuestra suposicién inicial de que A era decidible no es factible.
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K ={x: ¢x (x)T } no es semidecidible

La semidecibilidad de este conjunto depende de la computabilidad de su funcién

semicaracteristica:

true X ER

AR x) = {J_

C.C.

Alternativamente podriamos haber puesto como condicién xgWx 6 @x(x)T, por

ejemplo:

o Jtrue oy ()T
XK(X)zt ox(X) 4

Suponemos que el conjunto K es semidecidible, y por tanto que su funcién
semicaracteistica es computable. Basandonos en ello podemos definir, por
diagonalizacién, una funcién y computable y diferente de todas las funciones
computables. Haremos que la funcién y y cada una de las funciones computables ¢x se

diferencien por lo menos en un punto, el de la diagonal x.

e Six e K, la funcién semicaracteristica de K aplicada sobre x converge. Para que
la funcién y sea diferente, y ademds en este punto, basta con que converja a su

vez.

e Six ¢K, la funcién semicaracteristica de K aplicada sobre x diverge. Esto quiere
decir que el mero hecho de indagar si XK (x) se cumple obliga a ciclar.
Afortunadamente, para que la funcion y sea diferente de ¢x en este punto nos

basta con diverger, que en este caso es lo tinico que podemos hacer.

El esquema quedaria ilustrado en la tabla-ejemplo de la pagina siguiente donde
podemos ver que la nueva funcién se diferencia de cada funcién ¢« en el punto de la

diagonal. La definicion formal de la funciéon es como sigue:

50 Yg()d

wix) = t A (0

Suponiendo que K es semidecidible tenemos que la funcién que hemos definido

es computada por el siguiente programa:
X0 =Yg (X1);
X0 :=50;
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0 T J ? ? ? ? ? ?
1 50 ? T ? ? ? ? ?
2 T ? ? J ? ? ? ?
sls | 2| 2|22 2|2 |2
4 T ? ? ? ? J ? ?
5 T ? ? ? ? ? J ?
6 | s0 | ? ? ? ? ? ? T

Una vez expandidas sus macros este programa se convertird en un programa
while con un cierto indice e, es decir, y=@.. Veamos cudl es el comportamiento de la

funcién sobre su propio indice e:
0T = y(E)T = Yg@T=e 2 K = ge(e)d

o =y = Yg @ = e e K = ge)T
La funcién y en el punto e no puede ni converger ni diverger, por lo que

llegamos a una contradiccion.

Todo el razonamiento que hemos seguido es correcto, luego la contradiccién
viene del hecho de suponer que K es semidecidible, por lo que queda demostrado que

esto no es posible.
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3

X® @, €screciente
=y

no es computable
C.C.

Decimos que una funcién n es creciente cuando:
I) n es total
II) para datos y, z tales que y>z siempre se verifica que n(y) > n(z)

Es decir, cuando tiene la propiedad de que los valores que va produciendo van

siendo cada vez mayores. Por ejemplo la identidad es una funcién creciente.

No podemos usar el método de diagonalizacién de la misma forma que en el
caso anterior. A la hora de construir y diferente de todas las funciones computables
basdandonos en &, ocurre que §(x) diverge en el momento mas inoportuno: cuando ¢x es
no creciente. Esto quiere decir que, a la imposibilidad de diferenciarnos localmente de
¢x, porque el hecho de no ser creciente no revela nada sobre ningtin punto concreto de
la misma, se nos afiade la imposibilidad de diferenciarnos globalmente de ¢x, porque no
podemos conseguir que nuestra funcién diagonal si sea creciente al estar obligados a

diverger en el punto x (no olvidemos que creciente implica total).

El problema es que la funcién &, cuyo dominio esta formado por los indices de
funciones computables crecientes, no es aprovechable para la diagonalizaciéon. Sin
embargo es posible atacar el problema de otra manera con otra funcién cuyo rango esté
formado por los indices de funciones computables crecientes. Esta nueva funcién nos
permitird realizar el argumento de diagonalizaciéon sobre las funciones computables
crecientes (mucho mas comodas de manipular por ser totales), en lugar de sobre todas

las computables.

El vehiculo que nos permitirda pasar de una a otra serd el teorema de
caracterizacién de los conjuntos semidecidibles. Supongamos que & es computable. Su
dominio estd formado por los indices de funciones computables crecientes, y lo
llamaremos CRE. Como & es computable, dom(§) = CRE es un conjunto semidecidible.
Dado que CRE es no vacio (al menos contiene todos los programas que computan la
funcién identidad), el teorema de caracterizacion nos asegura que CRE coincide con el
rango de una funcién total y computable g, es decir, que CRE = ran(g) = {g(0), g(1), g(2),
..., g(i), ...}. Por tanto, todo elemento i € CRE puede ponerse de la forma g(j) para
algan j.

La ventaja que tenemos ahora es que disponemos de una enumeraciéon

{Pg0), Pg(1), Pg) ...} de todas las funciones computables crecientes. Trataremos entonces
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de construir por diagonalizacién una funcién computable y creciente diferente a todas

ellas.

Fijémonos en la tabla-ejemplo. Dado que cada una de las funciones que aparecen
en las cabeceras de columna son crecientes y por tanto totales, por lo que podemos
averiguar el valor de cualquiera de dichas funciones en la diagonal y construir nuestra
funcién diagonal h de forma que se diferencie de cada una de ellas en ese punto, por
ejemplo sumando 1 a ese valor. Pero ademés queremos que h sea creciente, para lo cudl
podemos sumar ademas el valor asignado por la funcién en el punto anterior. El

esquema explicado y reflejado en la tabla nos lleva a la siguiente definicion inductiva:

h(0) =1 + @g)(0)
h(n+1) =h(n) + 1 + @gm+1)(n+1)

que es claramente creciente.

X h ®g0) Pgr) Pg2) Pg3) Po(a)
O 1+(Pg(0)(0) \L \L \L \L \L

1] g0)+eym(1)+1 d d d d d

2| 9@+eue@)+1 N R T 2 IR

3 9@+ege(3)+1 N 2 IR N 2

41 g3)+egm(4)+1 \! \’ ! ! l

5 9@ r+egs(s)+1 R

El programa que computaria a h serfa el siguiente:
AUX =0; X0 :=0;
while AUX < X1 loop
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X0 := X0 + O(g(AUX), AUX) + 1;
AUX = AUX +1;
end loop;

Por ser h computable existira un indice e tal que h=pe. Como ademas es
creciente, tenemos que e € CRE = ran(g), por lo que debe existir un valor a que verifica
e = g(a), y por tanto h=gg(a). Pero veamos qué ocurre si aplicamos la funcién en el punto

a:
Sia=0
Pg0)(0) = h(0) = 1 + @g(0)(0)

Sia>0

Py@(@) =h(@) =h(a-1) + 1 + oga(a)

En ambos casos se obtienen igualdades que sélo pueden cumplirse si @ga)(a)T,
pero eso contradice el hecho de que h=@ga) es creciente, y por tanto total. La
contradicciéon se debe a la suposicion de que & es computable, por lo que queda

demostrado que no lo es.
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