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1. Introduccion

La Teoria de la Computabilidad es una disciplina encuadrada en la Informatica
Tedrica que tiene como objetivo establecer los limites 16gicos que presentan los sistemas
informaticos a la hora de resolver problemas mediante el disefio de algoritmos. Frente a
las disciplinas y técnicas que dia a dia amplian el campo de aplicabilidad practica de los
computadores, esta teoria establece una serie de barreras que no pueden ser superadas por
ninguna tecnologia digital de procesamiento de la informacién, a modo de Leyes

fundamentales que gobiernan las propias condiciones de existencia de la Informatica.

Estos resultados acreditan hechos tan relevantes como la necesaria existencia de
ordenadores de proposito general o la equivalencia entre los modelos de procesado en
paralelo y los secuenciales, pero sobre todo proporcionan importantes herramientas que se
utilizan para demostrar tanto la computabilidad como la incomputabilidad de muchas

funciones relevantes.

Los primeros problemas incomputables que se encontraron lo fueron alld por la
década de los afios 30, es decir, cuando los ordenadores no eran siquiera una promesa de
futuro. Aunque no se disponia atn de la tecnologia para construirlos, se conocian muchas
de las propiedades que los computadores digitales exhibirian quince afios mas tarde. El
problema de parada es el primer y mas conocido ejemplo de problema no resoluble
mediante técnicas algoritmicas: ningin ordenador, por muy potente que sea, puede
anticipar el comportamiento de los programas en ejecucion, y decidir de antemano si
terminaran o no. Este problema nos proporciona un soporte intuitivo para anticipar la
incomputabilidad de otros problemas relacionados y un procedimiento para resolverlos,
ya que el método de diagonalizacion que se sigue para demostrar la indecidibilidad del
problema de parada es facilmente generalizable para poder aplicarse a otras
demostraciones de incomputabilidad’. Sin embargo para determinados problemas

también incomputables hay que recurrir a otros métodos.

Este informe incluye una descripcion de otra técnica basica de Teoria de la
Computabilidad: la Reduccion. La base del método estriba en demostrar que ciertos pares
de problemas estan fuertemente relacionados de modo que si el segundo tiene solucion

algoritmica entonces el primero debe tenerla necesariamente también. Esta relacion se

! Puede leerse una explicaciéon muy detallada de la técnica en [ISI 03], y en [IIS 00] figura una coleccién de
ejemplos de problemas incomputables y su demostraciéon mediante la misma.
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establece por medio de funciones transformadoras computables, que permiten convertir
de manera automatica las instancias positivas del primer problema en instancias positivas
del segundo. La estrategia del método consiste en utilizar la reduccion en forma negativa,
de manera que si se consigue relacionar un problema P cuya incomputabilidad esta
claramente establecida (como el problema de parada) con otro cualquiera X, entonces este
segundo problema tampoco podra tener solucion algoritmica y su incomputabilidad
quedard demostrada. La razén es muy simple: si X fuese computable y por tanto hubiese
un algoritmo que lo resolviese, podriamos conseguir que dicho algoritmo resolviese
también P. Para ello bastaria con transformar las instancias de P en instancias de X
mediante la funcion que relaciona ambos problemas y aplicar el algoritmo-solucién de X a

dichas instancias transformadas.

Esta técnica se utiliza muy a menudo porque resulta comparativamente mas
sencilla que la diagonalizacion, ya que en general requiere menos esfuerzo para demostrar
la incomputabilidad de un mismo problema. Una explicacion intuitiva de esta ventaja es
que, mientras que la diagonalizacion debe atacar el centro de la incomputabilidad de un
problema en términos absolutos, la Reduccion se conforma con establecer que dicho
problema es “al menos tan incomputable” como otro que se utiliza como rasero, y si se
elige bien este ultimo es posible explotar las similitudes que ambos problemas puedan

compartir.

Por otro lado, esta misma técnica resulta ain mas crucial en la disciplina hermana
denominada Teoria de la Complejidad algoritmica, en la que también se intentan clasificar
los problemas, pero en este caso de acuerdo con su coste inherente, entendiendo por tal el
minimo coste entre todas sus posibles soluciones. Asi, se establecen relaciones jerarquicas
entre problemas mas y menos costosos de resolver, y cada vez que se fija una cota superior
es posible definir una clase de complejidad que agrupe a todos aquellos problemas cuyo

coste inherente no supere dicha cota.

Andlogamente a lo que sucede en Teoria de la Computabilidad, la hipotesis
“sencilla” de verificar es la de pertenencia a una determinada clase: bastard con encontrar
un algoritmo que resuelva el problema cuyo coste no supere la cota para dicha clase. Por el
contrario, la demostracion de que un problema X tiene un coste inherente superior al
tolerado para cierta clase C requiere demostrar que ninguna de sus infinitas soluciones
puede ejecutarse con los recursos requeridos para los miembros de la misma, y la prueba
directa de este hecho puede ser enormemente costosa o directamente inasequible. Ahora

bien, imaginemos que se encuentra otro problema P cuya no pertenencia a C esta
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claramente establecida’ porque se sabe que tiene un coste inherente superior. Imaginemos
asimismo que se pueden relacionar las instancias de P y X mediante una funcion
transformadora como la descrita mds arriba (que ademas de computable tenga un coste
irrelevante para la correspondiente clase de complejidad). Entonces se podréd aplicar un
razonamiento similar: no puede existir un algoritmo que resuelva X con un coste
suficientemente bajo, porque de existir podria combinarse con la funcién transformadora
para resolver P con un coste también lo suficientemente bajo como para permitir su

entrada en la clase C.

No obstante en este informe nos limitaremos a exponer el método de Reduccion
entre problemas de acuerdo con su computabilidad relativa, tratando de presentar la
misma como una herramienta basica y eficaz de demostracion de incomputabilidad de
muchos problemas relacionados con la propia computacion. Su elaboracion obedece a la
necesidad de completar el material de apoyo docente a las y los estudiantes de la
asignatura Modelos Abstractos de Computo II del Plan de Estudios de Ingenieria en
Informatica de la Facultad de Informatica de la UPV/EHU que se public6 en informes
anteriores. Los resultados se presentaran, alli donde sea necesario, utilizando como
estandar de programacion los programas-while tal como los describimos en [IIS 96]. A
pesar de que este trabajo es la continuacion natural de [IIS 96, ISI 03] junto a los que
constituye el grueso de la presentacion tedrica de la asignatura arriba mencionada, quien
quiera prescindir de la lectura de los informes previos encontrard las definiciones y
conceptos fundamentales en el capitulo segundo, asi como una descripcion mas detallada
del lenguaje de los programas-while junto con otros conceptos e informaciones
contextualizadoras en el apéndice. Por la misma razén, quien haya desembocado en el
presente trabajo con el conocimiento de los informes anteriores encontrara muchas
definiciones conocidas en el capitulo 2, y es probable que juzgue superfluo el contenido

del apéndice.

Nuestra exposicion pretende situar la discusion en su apropiado punto de partida.
Cuando nos enfrentamos al reto de probar que ciertos problemas no son resolubles por
ningin sistema de programacion no se puede decir que los métodos abunden. La
diagonalizacion es el mecanismo que abrio brecha en este campo obteniendo sus primeros
éxitos, pero ciertas limitaciones (sobre todo de indole practica) hacen desear de forma

natural que exista una alternativa. Su aplicabilidad en las circunstancias en las que la

? Lamentablemente en Teoria de la Complejidad, y a diferencia de la Teoria de la Computabilidad, la norma
es que la no pertenencia a clases de complejidad no llegue a estar “claramente establecida”, sino sélo
“razonablemente soportada”. Un gran numero de sus resultados estan condicionados a ciertas hipotesis
fundamentales que no han podido ser probadas, como puede ser la conjetura P#NP.
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diagonalizacion fracasa total o parcialmente es precisamente la virtud principal del
método de Reduccion, por lo que primero daremos un repaso a dichas limitaciones en el

Capitulo 3.

En el Capitulo 4 pasamos a exponer la técnica de Reduccion computacional en su
version menos artificiosa, con el objeto de proporcionar una descripcién lo mas
comprensible posible de la misma. Dado que la reduccion habitualmente se orienta a la
rapida presentacion de métodos “fuertes” como los Teoremas s-m-n y de Rice, esta es la
parte que suele estar mas desatendida en la literatura. Sin embargo creemos que la cabal
comprension del Método de Reduccion pasa por la experimentacion con algunos de los
problemas que se presentan cuando se intenta aplicar de manera directa, sin la ayuda de
ningn otro resultado ([IS 09]). Ademas hay muchos problemas incomputables de tipo
“practico” (es decir, que conciernen al ejercicio real de la Informatica) que solo se pueden

abordar en este estadio del método.

Una vez establecidas las pautas de la técnica pasamos a centrarnos en ciertos tipos
de problemas que permiten una vision de la Reduccién mucho maés orientada a resultados.
Estamos en el terreno de la Reducibilidad, que se explica en el Capitulo 5 para permitir

establecer relaciones jerarquicas entre las propiedades de incomputabilidad.

El Capitulo 6 presenta el resultado mas importante relacionado con la Reduccion. El
Teorema s-m-n establece las condiciones para aplicar el método con seguridad y eficacia a
una enorme bateria de problemas. Este potencial que proporciona el Teorema hace que en
muchos cursos se tenga una version muy utilitaria del mismo, hasta el punto de que se
puede adquirir la sensacion de que se trata de un truco sobre cuyos fundamentos no cabe
plantearse preguntas. Frente a esta visidn presentamos este resultado como colofén o

consecuencia légica del afan por eliminar las principales aristas del Método de Reduccién.

No es objetivo de este informe seguir por ese camino e introducir técnicas
adicionales que completan el Método de Reduccién, como son los Teoremas de Rice o los
de Recursion. Sin embargo, los Teoremas de Rice estdn tan intimamente ligados a las
técnicas repasadas en este informe que se ha introducido un séptimo Capitulo a modo de
epilogo para explicar de manera muy sucinta como se continuaria por el camino de buscar
grandes grupos de problemas sobre los que el Teorema s-m-n se aplica de forma

homogénea.
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2. Nociones basicas y notacion

El estudio de las propiedades tedricas de los sistemas computacionales requiere
utilizar un modelo formal que defina lo que entendemos por computador. Existe un gran
numero de trabajos que han abordado esta tarea, y se han utilizado para ello modelos muy
diferentes entre si. ;A qué se debe que el mismo concepto de computador abstracto pueda
ser representado por formalismos tan variopintos? La razon es que un ordenador ideal
necesita solo un pequenio conjunto de operaciones muy elementales para tener plena

funcionalidad®.

En nuestro caso utilizaremos el modelo de los programas-while, que define dicho
computador en términos del lenguaje de programacién que es capaz de entender. Pero
debe quedar claro desde el principio que si hubiéramos partido de otro mecanismo de
programacion o de otros modelos alternativos de computo habriamos llegado igualmente
a un sistema de programacion universal y aceptable, que aunque diferente, nos habria
permitido establecer los mismos resultados aqui expuestos.

Revisamos a continuacion algunos de los resultados basicos de Teoria de la
Computabilidad a los que, insistimos, se llega de manera independiente con cualquier
modelo abstracto de computo, pero para ello establecemos previamente algunos conceptos
relacionados con el sistema computacional elegido en nuestro caso. Nos detendremos mas
en aquellos detalles que necesitaremos utilizar para establecer los resultados necesarios

relacionados con la técnica de reduccion.

2.1. Procesamiento de la informacion simbolica

ALFABETO Y PALABRA: La nocion de procesamiento de la informacion va ligada a la
idea de transformacion controlada de objetos que resultan de la combinacion de simbolos.
Por ello llamaremos alfabeto a cualquier conjunto finito }° de simbolos. Dado un alfabeto

Y, definimos }** como el conjunto de las palabras o cadenas sobre el mismo. Utilizaremos

* Esta plena funcionalidad se resume en algo tan prosaico, como "la capacidad de programar todas las
funciones computables”. En esencia las funciones computables se definen en relacién a un sistema de
programacion de referencia, papel que histéricamente corresponde a las Maquinas de Turing. Alan Turing
fue el primero en demostrar que las funciones computables podian enumerarse de manera efectiva en forma
de lista.
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las nociones clasicas de palabra vacia (€), concatenacion e inversion de palabras. Estas y

otras funciones de manipulacién de simbolos vienen listadas en el apéndice.

Las palabras son los elementos que nos permiten representar objetos del dominio, y
por tanto son la base de la informacion. Asi, la mision de los programas consistira en

manipular unas palabras (datos) para producir otras (resultados).

Funciones: Para describir el comportamiento de los programas en términos de
entrada/salida utilizaremos funciones parciales entre palabras. Estas pueden estar
indefinidas para algunas de sus posibles entradas. Si la funcion P : Y* 0 - Y* aplicada
sobre una palabra x de entrada converge (tiene imagen) lo indicamos mediante Y(x)! . Si,
por el contrario, la funcién estd indefinida en ese punto escribimos Y(x)t y decimos que
diverge.

También utilizaremos funciones con mas de un argumento (aunque siempre con un

tinico resultado), de la forma P : ¥** 0 - Y* En este caso indicaremos que Y(xi, ..., xx)!

o que Y(xy, ..., xx)1.

ProGgramas: Un programa es la especificacion no ambigua de un proceso de
manipulacién de simbolos que permite transformar una o varias cadenas de entrada
(datos) para obtener otra cadena como salida (resultado). Un programa debe estar
construido de acuerdo a unas normas sintacticas que definen el lenguaje de programacion.
En nuestro caso el lenguaje utilizado es el de los programas-while, cuya sintaxis precisa se
describe en el apéndice, aunque también puede consultarse una descripcion mas detallada
en [IIS 96]. Dadas la equivalencia entre los distintos sistemas de programacion y el hecho
de que en este texto utilizaremos los programas-while en exclusiva, nos referiremos a estos

ultimos como “programas” de forma genérica.

El comportamiento de un programa P estara descrito por una funcion parcial que
denotaremos §r: ¥* 0 - Y* y que describe la relacién que existe entre la cadena de
entrada que recibe P y la que produce como resultado. Como para devolver dicho
resultado el programa debe terminar su ejecucion, cuando el comportamiento de P ante
una entrada x consista en ciclar indefinidamente consideraremos que el resultado del
programa es indefinido y lo notaremos de manera consistente como Qr(x)1. Si e es total
(esta definida para todos los posibles argumentos) entonces el programa P es capaz de
terminar su ejecucion sean cuales fueren las circunstancias del inicio de la misma. En el
otro extremo esta el caso en el que Qr es la funcién vacia ( || ), que estd siempre

indefinida e indica por tanto que P cicla ante cualquier entrada.
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El concepto se extiende de forma natural cuando el programa P recibe k datos de
entrada en lugar de uno solo. Entonces la funcién que describe su comportamiento la

notaremos como (I) '; D 2 B S}

ComputasiLipap: Una funcién Y : Y* 0 - Y* es computable si existe un programa
P que la computa (¢ »O), es decir, que obtiene sistematicamente los resultados de la
funcion para cualesquiera valores de sus argumentos. En el mismo sentido que lo sefialado
anteriormente para los programas, hablamos de computabilidad en general sin ligarla a
ningun sistema de programacion concreto dando por supuestas la equivalencia de todos
ellos y la aceptacion de la tesis de Church-Turing (véanse por ejemplo [Mor 98], [Har 87],
[SW 88] ¢ [ISI 03]).

Prebicapos: Hay una clase especial de funciones que tienen una importancia
especial en Teoria de la Computabilidad: los predicados o funciones booleanas totales. De
la misma manera que podemos clasificar las funciones en computables o incomputables de
acuerdo con la posibilidad de que un programa calcule sus valores, también podemos
clasificar los predicados de acuerdo con la posibilidad de que un programa distinga sus
casos ciertos de los falsos. Decimos que un predicado S: Y* - B (donde B es el conjunto
de los valores booleanos {true,false}) es decidible si existe un programa P que produce un
resultado 11 para todos los valores que cumplen S(x) y otro resultado distinto r2 para todos
los que se verifica = S(x). Como su propio nombre indica, un predicado es decidible si es

posible decidir su veracidad mediante un programa.

Esta nocion se extiende de manera natural a los predicados k-arios de la forma

S: Z*k — B

2.2. Extension a informacion no simbolica

La computacién digital estd basada en el reconocimiento y manipulacion de
simbolos discretos distinguibles, y ésta es la razén de que los sistemas de programacion
estén en general definidos para operar sobre cadenas de caracteres (palabras)’. Sin
embargo las palabras no son sino instrumentos para representar otras cosas, por lo que si
deseamos procesar informacion en términos de otro conjunto de datos bastara con definir

alguna regla de representacion que establezca una correspondencia entre los significantes

* Existen modelos de computacion generalizados mds abstractos que utilizan conjuntos de datos
arbitrariamente complejos. En ellos se asume como axioma la computabilidad de las operaciones algebraicas
basicas definidas para los datos en cuestion. Logicamente, en estos modelos no se cuestiona la plausibilidad
fisica de tal axioma.
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(palabras sobre un alfabeto escogido) y los posibles significados (elementos de dicho
conjunto de datos), de forma que cada cadena represente de manera adecuada un
elemento del nuevo conjunto y que la computacion sobre palabras sea congruente con la
representacion de los elementos del nuevo tipo. Si esto se hace de manera cuidadosa ello
nos permitira trabajar con funciones computables en dominios distintos de }**, asi como
utilizar los elementos y las operaciones de dichos tipos en nuestros programas como si
fueran primitivas del lenguaje de programacion. Asi conseguimos la implementacion de
algunos tipos de datos sencillos y ttiles, como son los booleanos B o los nimeros
naturales IN. De manera analoga se implementan tipos estructurados como las pilas Py
los vectores dindmicos V. Finalmente se demuestra que se pueden implementar los
propios programas-while YN como tipo de datos. Este ultimo hecho es esencial para la
Teoria de la Computabilidad, ya que los problemas mads interesantes por su dificultad
intrinseca se localizan precisamente en el dominio de los programas y su comportamiento,
por lo que el estudio de la computabilidad en el tipo de datos ¥V proporcionara los

resultados mas relevantes.

En el apéndice se listan los predicados y las funciones definidas sobre estos tipos de
datos cuya computabilidad fue demostrada en [IIS 96] y que podran ser utilizadas en los
programas que construyamos de aqui en adelante. Obtenemos como ventaja un
enriquecimiento del lenguaje de programacion con objetos propios (constantes, funciones

y predicados) de tipos de datos muy ttiles para nuestros propdsitos.

Salvo en el caso de los tipos finitos, como los booleanos, las implementaciones
pueden definirse siempre biyectivas. Esto quiere decir que, por ejemplo, existe una
correspondencia biunivoca entre los nimeros naturales y las palabras de }* que sirven
para representarlos, y este hecho se manifiesta independientemente del alfabeto }’ elegido.
Por ello, podemos enumerar el conjunto }'* de palabras sobre un alfabeto cualquiera de la
forma }** = {wo, w1, w2, ws, ...}, donde wi es la palabra que sirve para representar el nimero
natural i. Establecido un orden podemos programar la funcién que obtiene la palabra

siguiente a la recibida como dato de entrada (funcion sig) o la anterior (funcion ant).

La enumeracion de las palabras puede hacerse transitiva a todo tipo de datos
implementado, siendo muy destacable el caso de los programas-while, que pueden
enumerarse de la forma YV = {Po, P1, P2, Ps, ...}, donde Pi es el programa representado por
la palabra wi. Se dice entonces de wi (y, por extension, también de i) que es el cddigo del

programa Pi.
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Dado que en esta enumeracion estdn todos los programas posibles, también
podemos enumerar en una lista la clase de todas las funciones computables de la forma
{(I)o, (|)1, (l)z, (I)s, ...}, donde (I)i es la funcion calculada por el programa P;, representado a su
vez por la palabra wi. Diremos que wi (y, por extension, también el nimero asociado i) es

un indice de la funcién ;.

Por todo ello, y como afirmar que una funciéon I es computable equivale a
demostrar que existe un programa P que la computa, también equivale a aseverar que
existe un indice para ella, es decir un valor e tal que Y. Pero debemos afiadir que, en
contraste con los programas, que tienen un cddigo tnico, toda funciéon computable tiene
infinitos indices porque podemos encontrar infinitos programas equivalentes. Esto se debe
a que existen infinitas posibilidades para modificar el texto de un programa sin alterar su

semdntica. Al conjunto de todos los indices de una funcién Y lo denotamos por Ind().

Por ultimo destacaremos un convenio notacional mds: nos referiremos al dominio
de la funcién computable ¢i como Wiy a su rango como Ri’. Estos conjuntos tienen cierta
relevancia a la hora de describir el comportamiento de los programas, ya que Wi
representa el conjunto de datos que Pi acepta como validos, mientras que Ri se refiere a los

resultados concebibles para el mismo programa.

2.3. Computacion prictica en el tipo W

Pueden definirse infinidad de funciones que utilizan los programas como datos
corrientes, siendo el sintactico el nivel de manipulacion mas sencillo que podemos definir:
podemos estudiar el texto de un programa, examinar sus instrucciones o su estructura, y
resolver cuestiones en cuanto a la misma. A este nivel nos encontraremos tipicamente con
funciones totales que toman como argumento un programa y devuelven un resultado
simple (numérico o booleano). Por ejemplo, podemos definir funciones que nos indiquen
el nimero de variables o de instrucciones que tiene un programa, el nimero maximo de
bucles anidados que contiene, si aparece alguna estructura con especiales caracteristicas

(por ejemplo, un bucle sospechoso en cuyo interior no se modifique la variable de control

* En rigor, un mismo programa Pi puede ser utilizado de varias maneras dependiendo del nimero de datos
que se le suministren. La enumeracion que hemos descrito mas arriba contiene solamente las funciones
computables unarias. Si tenemos interés en funciones con un nimero arbitrario de argumentos, podemos

definir para cada k>0 la lista {¢ :;, ¢ l;, ¢ |2<, ¢ l;...}, donde ¢ K

; es la funcion computada por el programa Pi

cuando se le suministran k datos de entrada. Lo dicho para un argumento se extiende de manera natural

para k argumentos, y en particular la notacién Wik y R:( para el dominio y el rango de § "

; respectivamente.
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del while), etc. No es dificil ir demostrando la computabilidad de este tipo de funciones
que unicamente trabajan sobre propiedades estdticas de los programas, es decir, aquellas
que pueden ser determinadas en tiempo de compilacion. Algunas de ellas vienen listadas

en el apéndice.

Otro tipo de funciones cuya computabilidad es mas dificil de demostrar son las
relacionadas con las propiedades dindmicas de los programas, aquellas que dependen de
la ejecucion de los mismos. Por ejemplo, podemos definir funciones que nos indiquen
cuantos pasos conlleva la ejecucion de un programa (si es que termina), si la ejecucion
entra en un bucle determinado o no, o si todos los resultados del programa son nameros
menores que 1000. Entre ellas se encuentra una de importancia capital para la Teoria de la
Computacion: la funcion universal, que dado cualquier par programa-dato indica el
resultado de la ejecucion del primero sobre el segundo. La descripcion formal de esta
funcion puede encontrarse en el apéndice. Su computabilidad fue probada por Turing, y
puede consultarse en [ISI 03] una demostracién de la misma basada en el formalismo de

los programas-while.

2.4. Decidibilidad y semidecidibilidad

La Teoria de la Computabilidad tiene la complicacion intrinseca de tratar de
describir precisamente las propiedades de los problemas que son lo suficientemente
complejos como para no permitir una aproximacién de tipo algoritmico. Pero al menos
podemos reducir la complicacion en el método de aproximacion a dichos problemas si
procuramos utilizar la formulacién mas sencilla posible de los mismos. Es la aplicacion de
esta idea lo que se encuentra en las sucesivas decisiones de cefiirnos, primero a problemas
sobre cadenas de caracteres (frente al posible tratamiento de “otras formas de
informacién”) luego a aquellos que pueden formularse en términos de un sdlo resultado
(expresables mediante funciones), y a menudo a los que se basan en un unico dato de
entrada (funciones unarias). Estas sucesivas restricciones se han hecho porque no suponen
ninguna pérdida de generalidad: la computabilidad en dominios diferentes a los de las
cadenas de simbolos puede reformularse via implementaciones, los problemas con
resultados multiples pueden descomponerse en multiples subproblemas con resultado
unico, y una funcién con varias entradas puede ser facilmente traducida a su version

unaria equivalente mediante la oportuna codificacion.

Aun es posible una simplificacion adicional dada la evidencia de que la mayor

parte de los problemas con propiedades de incomputabilidad interesantes tienen asociada
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una formulacion con propiedades similares en forma de problema de decision, es decir,
que puede expresarse en forma de predicado o funcién total de resultado booleano. Dado
que los predicados son mas faciles de manejar y estudiar que las funciones generalizadas,
es habitual concentrarse en los mismos una vez sentadas las bases de la teoria.

Una de las decisiones que mas ayudan al trabajar con predicados es tener en cuenta
que todo predicado tiene asociado un conjunto y obrar en consecuencia. Dado un
predicado S: ¥* — B se define de manera natural el conjunto { x: S(x) } de las palabras
que verifican el mismo. De la misma manera, dado un conjunto cualquiera A 0 }* se

define su funcidn caracteristica Ca de la siguiente manera:

Otrue x0 A
Catx) = Hfalse c.c.

Naturalmente, esta funcion es el predicado que elucida la pertenencia de una
palabra cualquiera al conjunto A. Dada esta correspondencia es habitual tratar mdas con
conjuntos que con funciones y estudiarlos de acuerdo a la computabilidad de su funcion
caracteristica. Aquellos conjuntos o predicados cuya funcion caracteristica es computable
constituyen la clase de los conjuntos decidibles, que se denota como 2.

Esta primera clasificacion entre conjuntos decidibles o indecidibles® puede refinarse.
Siendo indecidible todo conjunto para el que no se puede construir un algoritmo que
diferencie claramente entre sus elementos y los de su complementario, a veces es posible
encontrar una solucion parcial: un programa que al menos sea capaz de dar respuesta
positiva ante las entradas que pertenecen al conjunto, aunque cicle ante las que no lo son.
Para formalizar esto definimos la funcidn semicaracteristica de un conjunto A de la

siguiente manera:

gtrue x0 A
Xab) = ED c.C.

Si Xa es computable diremos que A es semidecidible, y denominaremos 2.1 a la clase
de todos los conjuntos semidecidibles. Aunque la nocién de semidecidible se introduce
para hacer distinciones adicionales entre los conjuntos indecidibles, claramente todo
conjunto decidible es semidecidible, es decir 20[121. Sin embargo la inclusién inversa no es

cierta, ya que es posible encontrar muchos conjuntos que, siendo semidecidibles, no son
decidibles.

° En buena parte de la literatura clasica sobre Teoria de la Computabilidad encontramos que a los conjuntos
decidibles se les denomina recursivos y a los semidecidibles recursivamente enumerables.
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Algunos de esos conjuntos son muy conocidos y tutiles en Teoria de la
Computabilidad y por ello reciben nombres especificos. Por ejemplo el conjunto
K ={xOW:dxx)! }, que tiene gran importancia técnica porque resulta muy manejable
para recurrir a él como arquetipo de conjunto indecidible pero semidecidible (es decir, de
los no computables pero "casi"). Por ello el conjunto K se utiliza en muchas
demostraciones que prueban por reduccion al absurdo la indecidibilidad de otros
conjuntos menos accesibles. Otro ejemplo de conjunto semidecidible pero no decidible es
VAC = { xOW: Oy @(y)! }, el conjunto de los programas que son capaces de devolver

resultado al menos en un caso.

Otros conjuntos son aun mas inasequibles desde el punto de vista de la Teoria de la
Computabilidad, puesto que ni siquiera son semidecidibles. Un ejemplo de los mads
interesantes es el conjunto TOT= { xOW: Oy @«(y)! } de los indices de funciones totales, es
decir, de los programas lo suficientemente bien construidos como para no ciclar en ningtin
caso. Si TOT fuera decidible existiria alguna forma de distinguir (y en su caso apartar) los
programas que pudieran tener cdmputos infinitos, pero lamentablemente no es posible
siquiera disponer de un mecanismo de deteccion de los programas que cumplen unos

requisitos minimos de usabilidad.

Las demostraciones de indecidibilidad y no semidecidibilidad citadas se pueden
consultar en [IIS 00] y en [ISI 03]. En estas fuentes se utiliza la técnica de diagonalizacion,
tal y como se esboza en el siguiente capitulo, pero en todos los casos seria mas sencillo el
uso de mecanismos reduccion, objeto del presente informe, y que seran explicados y

utilizados a partir del Capitulo 4.
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3. Incomputabilidad y diagonalizacion

Cuando pasamos del estudio del nivel sintdctico de los programas al nivel
semantico, las preguntas sobre la forma de los programas son desplazadas por otras sobre
su comportamiento, evolucion y resultados. Como consecuencia de ello los nuevos
problemas que surgen son mas dificiles de computar y ademas suelen quedar asociados a
funciones no totales, al reflejar los casos en que el programa estudiado no converge. Pero
esa no es la dificultad mas grave: cuando no nos contentamos con describir el
comportamiento de los programas, sino que tratamos de predecirlo, empiezan a aparecer
funciones para las cuales no encontramos un programa que las compute por la sencilla

razon de que tal programa no existe: entramos en el reino de la incomputabilidad.

3.1. Problemas incomputables

Los problemas para los que no existe ningtin algoritmo posible, los incomputables,
no tienen por qué ser especialmente rebuscados ni dificiles de enunciar. Por ejemplo, nos
podemos plantear el problema de decidir si dos programas cualesquiera son equivalentes

o no. En rigor esto significa encontrar un programa que compute la funcion:

EQWXW — B

que produce un resultado verdadero si los dos programas que se le suministran como
argumento producen siempre los mismos resultados, y falso en caso contrario.

Lamentablemente es posible demostrar que esta funcion no es computable.

EQ ilustra bien el hecho de que la incomputabilidad no es un fenémeno de
exclusivo interés tedrico. La no computabilidad de EQ implica la imposibilidad de
demostrar, en general, que un programa cumple con correccién los fines para los que ha

sido disefiado, ni siquiera cuando disponemos de otro programa correcto como modelo.

Otro ejemplo que ilustra como algunos problemas que surgen en la informatica
practica no pueden ser resueltos por la propia informdtica por motivos teodricos, nos lo

proporciona la siguiente funcion:

traza: WxY*x N - B
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definida de forma que traza(x,y,n) es cierto si y solo si la ejecucion de Px sobre el dato y
llega alguna vez a la n-ésima instruccidon del codigo de Px. Por tanto, tampoco es posible
encontrar un algoritmo para anticipar si la ejecucién de un programa va a pasar por una

instruccion concreta o no.

3.2. Diagonalizacion

El problema de parada, es sin duda el miembro mas conocido de la familia de los
incomputables, y es también el "responsable" primario de la incomputabilidad de los
ejemplos antes citados y de la de muchos otros. La formulacién de la incomputabilidad del
problema de parada afirma que no existe un algoritmo para decidir con caracter general si
un programa ciclard o no al recibir unos datos de entrada concretos. Mds formalmente el
problema de parada es un predicado que plantea una propiedad dindmica sobre los
programas, pues a partir de los valores de entrada x e y trata de saber si la ejecucion del
programa Px sobre el dato y es convergente o no. Nos referiremos a la funcion del
problema de parada como H (de Halt).

TEOREMA (INDECIDIBILIDAD DEL PROBLEMA DE I’ARADA)Z La siguiente funcion no es

computable:
HWxy* . B

Hixy) = Htrue 0 (y)!
gfalse 0 (y)!

Asumimos aqui el resultado sin entrar en su demostracion, que puede consultarse
en cualquier libro de computabilidad ([MAK 88], [Mor 98], [SW 88]) o en informes
anteriores ([ISI 03]). A diferencia de lo que sucede cuando se pretende probar la
computabilidad de un problema, para lo cual es suficiente con encontrar un algoritmo
concreto que lo resuelva, al enfrentarnos a la tarea de demostrar su incomputabilidad
necesitamos un argumento légico que certifique la inexistencia de tal algoritmo, o lo que
es lo mismo, que pruebe que ninguno de los algoritmos posibles es capaz de resolver
dicho problema. Tal argumento de cardcter universal no suele ser sencillo de establecer, y
normalmente estd relacionado con una demostracion por reduccion al absurdo. Existen
distintas técnicas para lograr este objetivo, siendo la de diagonalizacidn, la de reduccion y

la del punto fijo las mas importantes.
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La técnica de diagonalizacion [IIS 00, ISI 03] es la mds basica de ellas, y resulta
bastante conocida al no tratarse de una herramienta especifica de la Informatica Tedrica.
Su invencidn se remonta a 1873 y se debe a Cantor, que acudié a un argumento diagonal
para probar que el cardinal de los nimeros reales es mayor que el de los naturales,
estableciendo la distincidn entre infinito numerable y no numerable. Para su demostracion
Cantor probé que ninguna funcién entre IN y R puede ser biyectiva, ya que siempre es

posible construir un namero real que no esté en el rango de dicha funcion.

Las demostraciones por diagonalizacion se fundamentan en un argumento de
contradiccion o reduccion al absurdo, pero con un proceso de construccion intermedio.
Para demostrar la incomputabilidad de una cierta funcion f empezamos suponiendo
justamente lo contrario, es decir que f es computable, y basandonos en esa hipdtesis
construimos una funcién diagonal O que deberia ser también computable. Sin embargo O
es definida cuidadosamente para ser necesariamente diferente de todas las funciones
computables existentes, con lo que el argumento se cierra con la correspondiente

contradiccion.

En el método de diagonalizacién (descrito con detalle en [ISI 00]) se utiliza una
tabla con todas las funciones computables {§o, §1, §s, ...} que sirva de apoyo para construir
la funcién diagonal. En dicha tabla cada columna representa una funciéon computable y
cada fila un posible argumento, de forma que la casilla de coordenadas (i,j) se utiliza para
albergar informacién que f nos aporta sobre §i(j), es decir sobre el resultado de utilizar el
programa Pi sobre el dato j. Esta informacion depende fuertemente de la naturaleza de f,
puede ser mas o menos concreta y puede ser extensiva a todos los puntos de la funcién ¢
o solo a algunos. Apoyandonos en lo que sabemos sobre cada una de las funciones ¢
tratamos de construir una funcién diagonal apropiada ® en una columna adicional, cuya

computabilidad se podra deducir de la de f.

Lo mas sencillo suele ser concentrarse en la informaciéon que f proporciona sobre
cada (i precisamente en el punto i. Si gracias a f se puede averiguar que Qi(i) cumple una
cierta propiedad Qi (por ejemplo que converge, o que devuelve un valor par, o que en caso
de converger el resultado nunca es mayor que 5), y podemos utilizar esta informacién
para, sin violar las leyes de la computabilidad, conseguir que &(i) incumpla esa misma
propiedad (haciendo que diverja, o que produzca un resultado impar, o que devuelva 6)
nos aseguraremos de que O sea distinta de cualquier funcién computable @i al menos en el

punto i. En la figura 3.1 se ilustra este procedimiento de forma somera.
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5 . b0 o o - b:

= Qo((0)) 0 Qo((o(0))

—1Qu(d(1)) 1 Qu((1))

21Qx(d(2)) 2 Qz((2(2))

= Qi((i)) i Qi(¢i(i))

Figura 3.1: Plan de construccion de la funcién diagonal e} cuyo comportamiento sobre cada
punto i es precisamente el contrario al de (i sobre ese mismo valor. De este modo O ha de
ser necesariamente incomputable, ya que en la lista infinita {Po, P1, P2, ...} estan todas las
funciones computables. Es esencial que la propiedad Qi utilizada para caracterizar el
comportamiento de (I)i(i) pueda ser deducida de la presunta computabilidad de f. Por
ejemplo, cuando se prueba la incomputabilidad de H la informaciéon que la funcién de
parada nos proporciona sobre (l)i(i) €s en unos casos que converge y en otros que no.

De este modo la hipétesis de computabilidad de f nos lleva a la existencia de una 0,
que es a la vez computable (al serlo f) e incomputable (por ser distinta de todas ellas), con

lo que tendremos una contradiccion.

La utilizacién estricta de la diagonal (diferenciar & de cada @i precisamente en el
punto i) no es imprescindible, aunque si conveniente. Lo sustancial del método es
encontrar para cada funcién @i al menos un punto vulnerable sobre el que la informacién
proporcionada por f nos permita establecer la diferenciacion. La expuesta es la version

mas sencilla del método, pudiendo encontrarse descritas otras variantes en [ISI 00].

3.3. Limitaciones de la diagonalizacion

Siendo poderosa y elegante, la técnica de diagonalizacién resulta despropor-
cionadamente complicada para la demostracion de incomputabilidad de algunos

problemas, y frustrantemente insuficiente para probar la de otros.

Un ejemplo del primer caso lo proporciona la demostraciéon por diagonalizaciéon de
la indecidibilidad del conjunto PERM = { x : {x es biyectiva }. La demostracién implica la
construcciéon de una funcion diagonal, que resulte distinta de todas las biyecciones
computables y que a su vez sea una biyeccion. La construccion de este engendro (cuyos
detalles pueden consultarse en [IIS 00]) se asemeja bastante a un puzzle dificil de encajar,
ya que la asignacién de cualquier valor afecta a la posible biyectividad de toda la funcion.
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Esto contrasta fuertemente con la sencillez de la aplicacion de la técnica de reduccion para

este mismo problema, que veremos mas adelante.

Dentro del segundo caso podemos encontrar facilmente ejemplos. Consideremos el
conjunto KO0 = { x : $x(0)! } de los programas que convergen sobre el dato 0. Intuitivamente
parece indecidible por lo que seria deseable probarlo (de hecho lo haremos mas adelante
utilizando la reduccién). Sin embargo este es uno de los casos que resultan inmunes a la

diagonalizacion.

No hay como intentarlo para convencerse de ello. Para aplicar la técnica de
diagonalizacion suponemos que el conjunto KO es decidible, y por tanto que podemos
saber, dado un programa de cddigo x, si éste pertenece o no al conjunto KO, al ser su
funciodn caracteristica Cxo computable. Basdndonos en esta hipotesis intentamos construir
una funcién ® computable pero diferente de todas las funciones computables en por lo
menos un punto (si podemos, el de la diagonal). La informacion que Cxo nos proporciona

se describe en la figura 3.2. Para cada funcién @i puede suceder:

+ que i0KO (cosa que averiguamos gracias a que Cxo(i) = true), con lo que Qi(0)! .

 que i00KO0 (cosa que averiguamos gracias a que Cko(i) = false), con lo que §i(0)1

O0OKO  10KO 20KO0  30KO  40K0  50KO
0 X do b1 b2 s ds ds
?27? 0 | ¢o0)t | &0yt | 20)r | s(0)t | Pa(0)1 $s(0).

a1 =~ W N

Figura 3.2: Tabla-ejemplo en la que se observa la informacién de que disponemos sobre las
distintas funciones computables gracias a Cko (fila superior). Dado que dicha informacion
corresponde siempre a los valores en un tinico punto, idéntico para todas las funciones, no
es posible la construccion de la funcién O.

En ambos casos es sencillo conseguir que &(0) sea diferente de §i(0) para un valor
concreto de i. Pero sea cual sea la opcién que se elija para O(0) coincidird necesariamente
con ((0) para otra funcién computable indexada por j. No existe ningtn valor aceptable

para O(0) que garantice que O va a ser diferente de todas las funciones computables en el
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punto 0 al mismo tiempo. Y Cko no nos da informacion sobre ningtin otro punto de todas

estas funciones.

Otro ejemplo de conjunto cuya indecidibilidad no es abordable mediante la técnica
de diagonalizacién es CONS ={ xOW: ¢« es total y constante }, ya que necesitariamos
definir una funcion diagonal que fuera constante, pero diferente a todas las funciones

constantes existentes, lo cual es imposible.

Pero el método de diagonalizacion no so6lo es impracticable en ocasiones. Incluso
cuando su uso es apropiado y de complejidad razonable puede resultar bastante
ineficiente, ya que cuando demostramos que una funcion es incomputable, este hecho no
nos sirve para facilitar ninguna otra prueba de incomputabilidad, salvo la explotacion de
analogias entre su demostracion y la de otros ejemplos. Es posible demostrar por
diagonalizacion la indecidibilidad de los conjuntos A ={x: Wx={y:ymod2=0}} (de los
programas que convergen exactamente sobre los argumentos pares) 'y
B={x:Wx={y:ymod2=1}} (de los programas que convergen exactamente sobre los
argumentos impares). Pero la demostracion de uno de ellos no nos sitiia mas cerca de la

demostracion del otro, ya que es preciso reconstruir todos sus pasos desde cero.

3.4. Un cambio de perspectiva

La demostracién por diagonalizacion de que una cierta funcién ) no es computable

se centra en probar la existencia de una relacion légica como la siguiente

) computable 0 & computable

(siendo O un funcién diagonal especifica y trabajosamente construida)

Si intentamos aplicar el método a otra funcion X deberemos construir otra funcion
diagonal ad hoc. Aunque a veces la analogia con demostraciones anteriores resulta til,
cuando empezamos cualquier demostracion de incomputabilidad por diagonalizacion
siempre estamos basicamente a la misma distancia del objetivo, ya que nuestro marco de

referencia es la misma tabla de las funciones computables.

Si bien esta situacion es relativamente habitual en matematicas, se antoja algo mas
insolita en la formacion en Computacion, donde las técnicas suelen ser mds inductivas e
incrementales. Piénsese en el contraste con las técnicas de demostracion de
computabilidad, en las que toda nueva funcién computable constituye una plataforma

desde la que se observan con mas claridad nuevos objetivos, porque dicha funcion puede
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ser utilizada como subrutina en el disefio de nuevos programas con un grado de
abstraccion mas alto, que resulta muy beneficioso para nuestro trabajo.

Un cambio sutil pero relevante se produciria si para demostrar la incomputabilidad

de Y nos pudiéramos centrar en probar una relacion de la forma

W computable 0 & computable

(siendo & una funcién incomputable ya conocida)

Aparte de ahorrarnos la construccién de una funcion diagonal, un enfoque de esta
naturaleza nos permitiria cierta libertad a la hora de elegir la funcién §. Es razonable
esperar que cuanto mas se parezcan la funcion elegida y la funcién original P més sencilla
sera la demostracion de la implicacion de arriba. Adicionalmente la aplicacion del propio
método ird enriqueciendo nuestro catdlogo de funciones incomputables que podrian ser

incorporadas en el futuro para demostrar la incomputabilidad de nuevas funciones.

La posibilidad de relacionar la indecidibilidad de unos problemas con la de otros
tendrd otra consecuencia: el establecimiento de wuna jerarquia de "dificultad

computacional” cuyos elementos inferiores ya se conocen. Si probamos que

) computable O X computable 0 & computable

y por tanto que

& incomputable O X incomputable 0 ) incomputable

sabiendo de antemano que ¢ no es computable, no sélo demostraremos que ) y X
tampoco pueden serlo: el esquema implica asimismo que Y es “tanto o mas
incomputable” que X, que a su vez lo es con respecto a . Si se consigue probar que las
implicaciones son estrictas (es decir, que sus contrarias no son ciertas) podremos deducir

que Y es “mas incomputable” que X, que a su vez lo sera més que ¢,

Esta jerarquia, llevada al terreno de los conjuntos, nos permitird comprobar que los
decidibles son los problemas de decision mas "sencillos" y que los semidecidibles que no
son decidibles quedan por encima de ellos en grado de dificultad. Pero es posible ir mas
alla, dado que, dentro de los conjuntos no semidecidibles también los hay mas o menos
"dificiles", estableciéndose de hecho una jerarquia infinita. Por extrafo que parezca no so6lo
existen conjuntos "mads indecidibles" que otros, sino ademas se pueden encontrar con un

"grado de indecidibilidad" tan alto como se desee.

e2] e



A. Sanchez, J. Ibafiez, A. Irastorza

Un ejemplo intuitivo de esta jerarquia podria ser el siguiente. Considérense los

siguientes conjuntos:
A1000 = { x: T(x, 0, 999) }
KO ={x: {x0)! }

TOT = { x : OyQ«(y)! }

que agrupan, respectivamente, los programas que convergen sobre el dato 0 en menos de
1000 pasos’, los que simplemente convergen sobre dicho dato y los que convergen sobre

todos los datos. Se puede demostrar la veracidad de la siguiente implicacion

TOT decidible 0 KO0 decidible 0 A1000 decidible

que, atencion, no establece nada sobre la decidibilidad de ninguno de los tres conjuntos,
sino de cdmo el hipotético estatuto de decidibilidad de unos afectaria al de los otros. Al
mismo tiempo, aunque no nos diga cudles de estos conjuntos son decidibles (podrian serlo
todos o ninguno), lo que si indica esta implicacion es que TOT es un conjunto mas (o igual

de) “dificil” que KO, que a su vez lo es con respecto a A1000.

Vamos a demostrar que la propiedad es cierta, empezando por la segunda
implicacion. Supongamos que KO es decidible, y por tanto que existe un procedimiento
general para saber si un programa converge o no sobre el dato 0. Se puede entonces

disenar el siguiente procedimiento para saber si un programa Px estd en A1000 o no:
1. Averiguar si Px esta o no en KO (que por hipotesis es posible)
2. Si xJKO0 deducimos que x tampoco estd en A1000 y terminamos

3. Si xKO ejecutamos Px(0), sabiendo que es un proceso finito, contando los pasos de
ejecucion
4. Si al finalizar se han ejecutado menos de 1000 pasos deducimos que x esta en A1000

y terminamos

5. Si se han ejecutado 1000 o mas pasos deducimos que x no estd en A1000 y

terminamos

7 El predicado T(x,y,z) se verifica cuando el programa P, converge sobre el dato y en un nimero de pasos no
superior a z (véase el apéndice).
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Por tanto, KO0 2o 0 A1000 020, y lo que es més importante, A1000 [ 2o [J
KO 0 2. En este caso la implicacién demostrada no seria demasiado fructifera, ya que no
se verifica la premisa A1000 0 2o. También se puede probar que la decidibilidad de A1000

no implica la de K0, pero no lo haremos aqui®.

La primera implicacion es algo mas enrevesada de demostrar, pero vayamos a ello.
Supongamos que TOT es decidible, y por tanto que existe un procedimiento general para
saber si un programa converge sobre todos los posibles datos o, por el contrario, existe
algn posible computo divergente para el mismo. Se puede entonces disefar el siguiente

procedimiento para saber si un programa Px estd en K0 o no:

1. Anadir al principio de Px instrucciones para que el programa ignore el dato de
entrada y lo sustituya sistematicamente por 0. Obtener como resultado el programa
Py (que seria una especie de version degenerada de Px, que acttia sobre todos sus

datos como Px lo hace sobre 0)
2. Averiguar si Py estd o no en TOT (que por hipotesis es posible)

3. Si yOTOT es porque diverge sobre cualquier dato (ya que el comportamiento de Py
no depende de la entrada suministrada). Pero si esto es asi es porque Px no

converge sobre 0, y por ello deducimos que x tampoco esta en K0 y terminamos
4. SiyOTOT deducimos andlogamente que x también estd en KO y terminamos

Por tanto, TOT 0 20 0 KO0 0 2, y lo que es més importante, K0 00 2o 0 TOT O 2.
Como se puede probar la primera indecidibilidad (lo haremos en una seccién posterior),
esta nos conducird automaticamente a la segunda. Al igual que antes, también se puede

probar que la decidibilidad de KO0 no implica la de TOT, pero tampoco lo haremos aqui’.

Con este ejemplo intuitivo hemos querido vislumbrar el efecto que la técnica de la
reduccién, que desarrollaremos en los siguientes capitulos, tiene en la practica de la Teoria
de la Computabilidad: la posibilidad de entretejer una red de relaciones jerarquicas entre
problemas con algiin grado de similaridad de manera que la incomputabilidad de uno de

ellos se propague con efecto domind a lo largo de la jerarquia.

® La forma més sencilla de hacerlo es comprobar que A1000 si es decidible pero KO no. De hecho el
procedimiento descrito mas arriba es un poco tramposo, ya que utiliza la decidibilidad de KO como un paso
presuntamente necesario para probar la de A1000, cuando es relativamente sencillo escribir un
procedimiento mas abreviado que decide computablemente sobre la pertenencia a A1000 sin precondiciones.

’ En este caso demostrariamos que KO0 es semidecidible pero TOT no.
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4. Reduccion en Computabilidad

Para ilustrar la nocién de reduccion de una manera informal recurrimos al ejemplo
de B. Moret [Mor 98]. Un matemadtico estd en una habitacién que contiene una mesa, un
grifo y un recipiente vacio en el suelo. Se le pide que ponga el recipiente lleno de agua en
la mesa. Rapidamente coge el recipiente, lo llena de agua y lo coloca en la mesa. Un rato
mas tarde estd en la habitacion equipada como antes, con la diferencia de que ahora el
recipiente estd lleno en el suelo. Cuando se le pide que resuelva la misma tarea, el
matematico vacia el recipiente, lo deja en el suelo y responde: "he reducido la tarea al

primer problema".

4.1. Idea intuitiva de reduccion

Decimos coloquialmente que el problema A se reduce al problema B cuando basta
con solucionar B para tener automadticamente solucionado el problema A. Lo que se
entiende por “automdticamente” puede variar segun el contexto, pero en general
queremos decir que la solucion del problema B se puede convertir en solucion de A con
poco esfuerzo adicional. En el ejemplo de Moret ese esfuerzo consistiria en vaciar el
recipiente y devolverlo al suelo. Notese que aunque la palabra reduccidon puede sugerir
simplificacion, no debe entenderse asi en el contexto en el que la estamos utilizando: la
solucion obtenida por el matematico para el segundo problema no es desde luego simple
ni “reducida” en términos absolutos, pues implicaria la absurda operacién de vaciar el
recipiente para volverlo a llenar. Lo que hace dicha solucién es poner de manifiesto que

existe una relacion entre los dos problemas que se le han planteado.

En términos computacionales la reduccion se utiliza muchas veces de forma mads o
menos explicita. Es sabido que la operacion de multiplicacion de nimeros naturales puede

realizarse mediante sumas iteradas, de la forma:

X0:= 0; CONT:= 0;
while CONT2zX2 loop X0:= X0+X1; CONT:= CONT+1; end loop;

El anterior programa muestra que el producto se reduce a la suma, ya que si se
tiene un algoritmo para realizar sumas se puede construir otro que realice productos. Este

hecho evoca la idea de que la multiplicacion es una operacion mas complicada que la
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adicion, pues la primera se construye sobre la segunda con una cierta cantidad de trabajo.
Sin embargo considérese el siguiente programa:

A:= 10**X1; B:= 10**X2; XO:= log(A*B);

que permite computar la suma de dos numeros a partir del producto. Lo que sucede en
este caso es que la utilizacion de operaciones como el logaritmo o la potencia sugiere que
el esfuerzo necesario para reducir la suma al producto es excesiva. Sin embargo no lo
consideraremos asi en nuestro contexto, y a la hora de reducir un problema a otro

tomaremos como razonable cualquier operacion adicional que sea computable.

Otra cuestion importante es que la reduccion de un problema a otro es siempre un
hecho condicional. Si A se reduce a B existird un procedimiento que nos resuelve A a
partir de una solucién de B. Pero ello no implica que exista dicha solucion de B, solo que si
existiese entonces podria convertirse en una de A. Tampoco implica que la solucion de B
sea imprescindible para resolver A, ya que podria haber otras maneras diferentes de
resolverlo. Son posibles las siguientes situaciones:

* B tiene solucién (y A también, necesariamente)
* B no tiene solucion pero A si
* Ni A ni B tienen solucion

Veamoslo con un ejemplo de la vida ordinaria. Imaginemos que un policia tiene
que resolver un caso y averiguar quién es el asesino. Llamaremos a esto el problema A. No
hay testigos, pero el criminal dejo en la escena un zapato hecho a mano por un zapatero de
la ciudad, aparentemente facil de identificar. Naturalmente a la policia le interesa que el
zapatero indique para quién fabricé ese zapato. Conseguir ese testimonio sera el problema
B, y podemos asegurar que A se reduce a B, ya que si se resuelve el segundo problema
automaticamente se resuelve también el primero. Esta reduccion es lo tinico seguro que
podemos afirmar, la certeza de que si B tiene solucidon entonces A también la tiene. Pero,
(conseguird la policia resolver el asesinato? Como hemos indicado antes, se pueden dar
diferentes situaciones que respetan los hechos conocidos:

* Podemos conseguir que el zapatero testifique y por tanto podemos resolver el
caso (hay solucion para By A).

* Es imposible obtener el testimonio del zapatero (por ejemplo, porque no le
gusta colaborar con la policia, porque tiene un miedo insuperable, porque
tabrica muchos zapatos iguales o porque ha sido asesinado a su vez). Entonces

o bien existen otras formas de resolver el caso (otras pruebas materiales,
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testigos inesperados o confesion espontanea del culpable), o no existen. Cuando

B no tiene solucidn ello no afecta al estatuto de A, puede que la tenga o que no.

Lo que también nos indica este ejemplo es que la reduccion a veces implica la
busqueda de una solucion indirecta de los problemas. En este caso para obtener respuesta
a la pregunta ;quién lo matd?, que no es susceptible de ser respondida, tratamos de
responder a la cuestion ;de quién es este zapato?. Veremos que en los esquemas de
reduccion es muy habitual tratar de encontrar escenarios y preguntas diferentes que nos

permitan resolver de manera indirecta problemas aparentemente sin relacion.

4.2. El esquema de la reduccion

Antes de trasladar la idea de reduccidon al contexto de la Teoria de la
Computabilidad conviene que nos pongamos en guardia sobre algunos peligros

argumentales en los que se puede incurrir si no se tiene una actitud cuidadosa.

En el capitulo anterior comentamos que las demostraciones de computabilidad de
unas funciones facilitaban las de otras porque las funciones computables conocidas
pueden usarse como subrutinas para hacer algoritmos mads complejos. Por contra, la
extension de esta idea a las demostraciones de incomputabilidad produce argumentos
falaces: aunque usemos una funcién incomputable U en el programa para computar otra

funcion X, esto no convierte a la segunda en incomputable.

El riesgo de hacer este tipo de razonamiento es mayor de lo que puede parecer a
primera vista. Imaginemos que queremos demostrar que el conjunto K0 ={x: {«(0)! } es

indecidible. Un argumento (falso) en el que a veces se cae es el siguiente:
1. Para decidir si un programa Px pertenece a K0 hay que determinar si Px(0)!
2. Para decidir si Px(0)¢ habria que resolver el problema de parada
3. Como esto ultimo no es posible, no hay forma de decidir si Px(0)! o no.

El razonamiento subyacente es falaz por el uso de la expresion “hay que”.
Efectivamente, si pudiéramos resolver el problema de parada, la funcion caracteristica de
Cxo seria automaticamente computable mediante el siguiente programa, que demuestra

que KO se puede reducir a H:

X0:= H(X1, 0):
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Esto indica una posible via para computar Cko, pero en ningun caso que sea la inica
posible. El fracaso de una aproximacion inadecuada al problema no implica que este no
tenga solucion. El argumento anterior simplemente no aporta nada al problema de la
decidibilidad de KO0. Nos dice que si H fuera decidible KO también lo seria, pero como H
no lo es, no podemos deducir nada. También nos dice que si KO fuera indecidible H
también lo seria. Como la indecidibilidad de H ya estd probada, la implicacion es

irrelevante.

En general, cuando tengamos una funcién Y cuya incomputabilidad es conocida, y
otra funcion X cuya incomputabilidad sospechamos y queremos probar, hay que tener
cuidado con las lineas argumentales del estilo para computar X es necesario utilizar U, y como
Y es incomputable, entonces X también lo es. Lo que estamos haciendo es indicar la existencia
de un algoritmo para computar X cuyo texto invoca Y (figura 4.1), lo que no prueba nada.
Simplemente tendriamos una forma "ilegal" de computar X, pero ello no implicaria la

inexistencia de alguna otra forma “legal” de hacerlo.

P

X2 =y (X1)

"Computa" a x

Fig 4.1: Si l.IJ es computable su inclusién en un programa que compute a X permite demostrar
que esta ultima también es computable. Pero si Lﬁ es incomputable, el haberla utilizado para
computar X no nos dice nada de esta tltima.

Pero, jqué sucederia si hiciéramos a la inversa? Si utilizdramos X en un programa Q
para computar ) (figura 4.2) podriamos tener una interesante situacion, ya que sabemos

de antemano que ningin programa puede computar Y.

Si quitando la invocacion a X todos los demads elementos del programa fueran
“legales” (de computabilidad contrastada), entonces podriamos hacer la siguiente
deduccion: con la sola hipotesis de que X fuera computable se podria construir el

macroprograma Q que demostraria la computabilidad de ), y como sabemos que esto es
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imposible concluimos que la hipdtesis de computabilidad de X ha de ser necesariamente

falsa.

Resto de

elementos:

X0 = (X4) macros

_ legales y
_ funciones

- computables

"Computa" a |

Fig 4.2: Si L|J es incomputable, el que X nos proporcionara un medio para computarla seria una
prueba de que X tampoco puede ser computable.

La moraleja podria ser que para ver que Y es incomputable no intentemos
construirla a base de absurdos; probemos mads bien a construir un absurdo con ella. Dicho
de otra manera, la reduccion debe ser usada en el sentido apropiado. Si queremos
demostrar que ) es incomputable no intentemos reducirla a otros problemas

incomputables, sino més bien tratemos de reducir otros problemas incomputables a (.

Esta es la esencia del método de reduccion, técnica que, como veremos, hard mas
grata la edificacion de la Teoria de la Computabilidad al exhibir un patrén incremental

que permitira utilizar viejas incomputabilidades para obtener otras nuevas.

4.3. Ejemplos de aplicacion de la reduccion

Realizaremos una serie de ejemplos de aplicacion del esquema y observaremos que,
efectivamente, éste tiene éxito alli donde la diagonalizacion falla. Para simplificar
utilizaremos el esquema de reduccion normalmente sobre el mismo punto de partida
conocido, que serd el problema de parada H. Asi veremos que este problema se puede
reducir a una serie de funciones que involucran propiedades dindmicas de los programas,

y por tanto tienen al menos un argumento en W.

Como veremos, en cada caso reduciremos el problema de parada al que tengamos

entre manos para demostrar su incomputabilidad. Construiremos por tanto un
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procedimiento para decidir si un programa cualquiera Px converge sobre un dato

cualquiera y.

4.3.1. Un problema de depuracion de programas

Consideremos el siguiente problema de programacién: cuando construimos un
programa es razonable esperar que toda variable reciba explicitamente algin valor antes
de ser usada por primera vez en una expresion, pues de lo contrario pueden producirse
errores inesperados. Por tanto seria deseable contar con una rutina automatica que nos
avisara en tiempo de compilacion cuando esto no se produce. Desafortunadamente tal

rutina es imposible de ser programada.

Naturalmente el que una variable sea inicializada adecuadamente depende de la
computacion concreta. Ademds para simplificar nos vamos a centrar en la version mas
sencilla posible y nos interesaremos por lo que sucede con una tnica variable. El problema
podria establecerse de la siguiente manera. Dados un programa Px, un dato y, y una
variable XN, ;la ejecucién de Px(y) se realiza de forma que, cuando XN es utilizada, se hace
tras la preceptiva inicializacién? La respuesta es negativa sdlo si se produce una violacién
del principio inicializar antes de usar, por lo que si XN no es utilizada en esa computaciéon
concreta (o si ni siquiera aparece en el texto del programa) diremos que el uso de XN es
correcto. Adviértase que no nos metemos en el delicado asunto de si Px(y)!. Cuando la
computacion es divergente solamente nos planteamos qué uso se da a la variable XN en

ese computo infinito (que puede ser correcto o no).

Formalmente consideremos el predicado INIT(x,y,n), que se cumple si y solo si al
ejecutar el programa Px sobre el dato y la variable XN nunca es utilizada en algun
momento anterior a su inicializacion explicita (es decir, su primera aparicion, de haberla,
en la ejecucion del proceso corresponde a la parte izquierda de una asignacion, en lugar de

a una parte derecha o a una condicion).

Al examinar este predicado para estudiar su posible decidibilidad, se puede caer en

un argumento falaz del tipo indicado en la Seccién 4.2. Si un programa tiene la siguiente

estructura:
P
XO0:= cdr(XN);
Q
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donde la asignacion entre P y Q es la primera en la que aparece XN, esta variable se usara
incorrectamente solo cuando P termine su ejecucion, porque en caso contrario no llegara a
ser utilizada. Por tanto, para determinar si XN no es usada sin inicializar hemos de

averiguar si P termina, y como esto es imposible deducimos que INIT no puede ser
decidible.

Como se ha indicado, este argumento falla porque se basa en proponer una
solucién para computar INIT y ver que no funciona. No se trata de encontrar que H puede
ser usado para computar INIT (cosa que, por otro lado so6lo se hace de forma parcial, ya
que hay programas que no se ajustan a la estructura indicada), sino justamente de lo
contrario. j;Podria ser usado INIT para resolver el problema de parada?. O, dicho de otra
manera, jse puede reducir H a INIT?. Veremos que asi es, y que por tanto INIT no es
decidible.

Para reducir H a INIT construimos un algoritmo que decida, gracias a INIT, si un
programa Px converge o no sobre un dato y. Dado que no podemos preguntar
directamente (recuérdese el ejemplo del asesinato) lo que haremos es movernos a otro
terreno en el que podamos hacer una pregunta diferente (relacionada con INIT), pero

cuya respuesta nos permita resolver el problema original.

1. Basdndonos en Px construimos otro programa P., que resulta de anadir a Px una

instruccion adicional

P:

Px X0:= cdr(XN);

Se trata de una asignacion que tiene en su parte derecha una variable especial XN,
elegida con cuidado para que no aparezca en ningtn otro lugar de Pz (por lo que

nunca podra ser inicializada).
2. Preguntamos si INIT(z,y,n)
3. Devolvemos la negacién del resultado anterior

Es evidente que P: solo puede utilizar XN antes de inicializarla si consigue llegar a
la instruccion fatidica, y esto solo sucede si Px termina, por lo que se verifica que
INIT(z,y,n) -~ -H(x,y). Concluimos que el procedimiento anterior sirve para calcular los

valores del predicado H.

Lo haremos de modo mads formal construyendo un programa Q que compute dicho
procedimiento. La variable especial debe elegirse de forma que no esté en Px, para lo que

bastard tomar un indice de variable mayor que cualquiera de los que aparecen en él:
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-- Primero calculamos cuél va a ser la variable especial®®. Recuérdese que en X1 esta el programa Px
N:= ult_variable(X1)+1;

-- Afiadimos a Px la asignacion que utiliza la variable elegida en el lado derecho
Z:= haz_composicion(X1, haz_asig_cdr(0, N));

-- Recuérdese que en X2 esta el dato y
X0:= not INIT(Z, X2, N);

Si INIT fuera decidible entonces Q seria un programa legal que computaria H.

Como esto es imposible deduciremos que INIT no puede ser decidible.

El resultado que hemos visto es coherente con lo que sucede en la informatica real.
Algunos lenguajes de programacion tienen valores por defecto para inicializar las
variables de los programas. La mayoria simplemente ignora el problema y en el caso de
variables no inicializadas, toma el valor que circunstancialmente se encuentre en la
memoria asignada a la variable en caso de necesidad. Seria concebible una aproximacion
en la que el compilador afiada una tabla de inicializaciones al codigo del programa objeto
para que produzca un error en tiempo de ejecucion si una variable es usada sin inicializar.
Pero en ningtn caso el compilador avisa de la eventualidad, por la sencilla razén de que

no hay modo de hacerlo en tiempo de compilacion.

Naturalmente la dificultad de hacer este tipo de predicciones reside en el hecho de
que un programa puede ciclar. Si todos los programas terminasen seria posible simular su
ejecucion hasta el punto en que utilizan la variable que se quiere monitorizar, o hasta al
final en caso de que no la utilicen, e indicar si ha habido o no un uso incorrecto. Por

ejemplo, se puede demostrar que la siguiente funcion es computable:

Otrue sien el computo de P, (y) la variable XN
H es inicializada antes de cualquier posible uso
0
Efalse sien el computo de P, (y) la variable XN
0 es utilizada sin previa inicializaciéon
Y(x, y,m) O ;
Otrue sien el computo de P (y) la variable XN
E no es ni inicializada ni utilizada y P, (y) !
0
HD sien el computo de P, (y) la variable XN
E no es ni inicializada ni utilizada pero P (y) 1

' La demostracion de la computabilidad de la funcién ult_variable puede encontrarse en el apéndice.
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para lo cudl es preciso utilizar las técnicas propias de la implementacion de la funciéon

universal, que pueden consultarse en [ISI 03].

4.3.2. Otro problema de traza

Se podrian definir muchos otros ejemplos para ilustrar la imposibilidad de predecir
en general las vicisitudes del cémputo de un programa. Veremos otro ejemplo que nos
permite profundizar en la técnica. Basdndonos en el concepto de anidamiento de

instrucciones definimos el siguiente predicado:

NEST = {(x,y,n): la ejecucion de Px sobre y entra en

alguna instruccién con nivel n de anidamiento}

Por razones analogas a las del apartado anterior, el conjunto NEST no resulta
decidible, y lo probaremos por reduccion. Para ello veremos que H se puede reducir a este

problema, con lo que si Cnest fuera computable H también lo seria.

¢{Como podriamos utilizar Cnest para computar H?. Supongamos que nos dan un
programa Px y un dato y, y que queremos averiguar con ayuda de Cnest si Px(y)!.
Podemos obtener el programa P. afiadiendo al final de Px un bucle con un ndamero n de

anidamientos mayor que el de cualquier instruccion de Px. Esta seria la estructura de Px:

Px
X1:= consd(X1);
while nonem?(X1) loop
while nonem?(X1) loop

while nonem?(X1) loop
X1l:= €;
end loop;

end loop;
end loop;
De este modo sabremos que la tnica forma de que P: entre en una instruccion
anidada a nivel n es llegando a este bucle que hemos afiadido, para lo cual Px debe
terminar primero. Alternativamente, si P no entra nunca en una instruccion anidada a

nivel n es porque no ha conseguido llegar a completar la ejecucion de Px, por lo que este
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debe ciclar (el bucle final se ha construido de tal modo que si se llega a €l el programa

entra necesariamente hasta su instruccion mas interna)

Por ello, si preguntamos Cnest(z,y,n) la respuesta que obtengamos nos indica con
certeza si H(x,y) o no. Siguiendo estas ideas, vamos a escribir el programa que computaria
H (y demostraria la indecidibilidad de NEST):

-- Primero calculamos el nivel de anidamiento'" al que debemos llegar
N:= nivel_anidamiento(X1) + 1;
-- Inicializamos el programa Pz con el cuerpo del while mas interno
Z:= haz_asig_vacia(1);
-- Construimos todos los bucles necesarios
for Tin1.N loop
Z:= haz_iteraciéon(l, Z);
end loop;
-- Afadimos al principio la instruccidn que nos asegura la entrada en los bucles anidados
Z:= haz_composicion(haz_asig_cons_a(1, 1), Z);
-- Afiadimos todo ello detras del programa Px
Z:= haz_composicién(X1, Z);
X0:= Cnest(Z, X2, N);

4.3.3. Superando la diagonalizacion: KO tampoco es decidible

Para terminar veamos como podemos demostrar por reduccién la indecidibilidad
de KO, conjunto interesante porque vimos en la Seccion 3.3 que no podiamos aplicarle el
método de diagonalizacion. Recordemos que KO0 ={ x : §«(0)! }. Al igual que en los casos
anteriores, trataremos de utilizar la funciéon Cxo sobre un programa P relacionado con Px,
de forma que en funcién de que z pertenezca o no a KO podamos averiguar algo sobre la
convergencia de Px(y).

El siguiente procedimiento permitird computar H:

1. Tomemos un programa P. y un dato y sobre el que queremos determinar si

converge O no.

2. Construimos otro programa P que resulta de afiadir a Px instrucciones adicionales
al principio. En este caso una serie de asignaciones que obligan a que el dato de

entrada (sobre el que se ejecutard el cddigo de Px) sea justo y.

3. Preguntamos por Cko(z) y devolvemos la respuesta como resultado.

" La demostracion de la computabilidad de la funciéon nivel_anidamiento puede encontrarse en el apéndice.
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La estructura del programa P: serd la siguiente:

X1:=y;
Px

Es evidente que P: termina (ademads sobre cualquier dato) si y sélo si Px lo hace
sobre el dato y, por lo que se verifica que Pz(0)! « Px(y)!, y el procedimiento habra

servido para computar H.

Ahora bien, la construccion del programa Q que implementa el procedimiento
anterior es un poco mdas compleja, sobre todo por el riesgo de confundir las variables de
los tres programas que intervienen: el propio programa Q, Px y P.. Q tiene como entradas
Px (variable X1) e y (variable X2), y utiliza como dato intermedio P: (macrovariable Z). Por
tanto Px y P2 no serdn en realidad ejecutados, sino manipulados en sus instrucciones. Pero
como esa manipulacion se hace con vistas a que tengan un cierto comportamiento,
tendremos presente cudles seran las entradas que esos programas tomarian si se ejecutaran

(y en el caso de Px, y O en el de Pz).

Al anadir instrucciones equivalentes al macroprograma X1:=y; al principio de P,
hay que tener en cuenta que ese valor y se refiere al contenido de la variable X2 del
programa Q, y por tanto el macroprograma no es equivalente a la asignacion X1:= X2;

(que asignaria a X1 la palabra vacia, ya que P: solo tiene una variable de entrada).

Al escribir Q podemos usar macros como en cualquier otro programa. Sin embargo
P. es construido por Q. Como los macroprogramas no forman un tipo de datos
implementado (no pueden hacerlo al constituir una notacién abierta), Q solo puede
utilizar programas-while puros, y P. debera ser disefiado sin macros. Asi, la instruccion
X1:= y; sera una secuencia de asignaciones que servira para construir el valor y, simbolo a
simbolo, de derecha a izquierda, a partir de la palabra vacia. Por todo ello el programa P
que ha de construir Q a partir de Px serd como sigue (hemos supuesto que y = sisz...sk):

X1z €;
X1:= conssk(X1);
X1:= conssk-1)(X1);

X1:= conss2(X1);
X1:= conssi1(X1);
Px

Tal como previmos, P. es un programa que siempre se comporta de la misma

manera, independientemente de la entrada.
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Ahora podemos construir el programa Q que se encarga de construir Pz con las
operaciones disponibles para el tipo de datos de los programas-while. Aunque podriamos
hacerlo para cualquier alfabeto, vamos a suponer por simplicidad que 2 = {a, b}

Z:= haz_asig_vacia(1);
-- Hay que averiguar cuales son los simbolos de y y construir la secuencia de asignaciones apropiada
AUX:= X2%
while nonem?(AUX) loop
if cars?(AUX) then
Z:= haz_composicion(Z, haz_asig_cons_a(1, 1));

end if;
if cars?(AUX) then
Z:= haz_composicion(Z, haz_asig_cons_b(1, 1));
end if;
AUX := cdr(AUX);
end loop;
Z:= haz_composicion(Z, X1);
X0:= Cro(Z);

De este modo concluimos que K0 no puede ser decidible, pues de serlo el programa
Q computaria H, que ya sabemos que no es decidible.
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5. La reduccion como jerarquia entre conjuntos

El esquema de reduccion seguido en el capitulo anterior es bastante rigido y sigue
una estructura bien definida, con algunos pasos que se realizan de manera mecdanica y

otros no tanto. Partiendo de un problema A cuya indecidibilidad queremos demostrar:

1. Tomamos un problema que sabemos indecidible (hasta ahora ha sido H en todos
los casos) y sospechamos puede ser reducible a A.

2. Planificamos la construccion de un programa Q que resuelva el problema H,
utilizando la supuesta computabilidad de A. Para ello Q debe determinar si un

programa arbitrario Px converge sobre un dato cualquiera y.

o  La primera parte de Q consiste en construir a partir de Px otro programa P,

estrechamente relacionado.

o La segunda parte de Q consiste en preguntar si P: satisface o no A, y si la

eleccion de P: es correcta ello nos indicara si Px(y)! o no.

La experiencia nos indica que el nudo gordiano de las pruebas de reduccion se
encuentra en la construccion del programa P: a partir de Py, siendo los demas pasos
razonablemente previsibles. La esencia de la reduccidn se concentra en una
transformacion de programas, y esta tiene tal relevancia que la sistematizaremos
sefialando el proceso constructivo en términos funcionales: el programa Q utiliza un
mecanismo de transformacion M que a partir de Px obtiene otro programa Pmw. Dado que
Q solo puede utilizar instrucciones validas en el lenguaje de los programas-while, y que
siempre produce un resultado (si no fuera asi Q ciclaria y no podria resolver el problema
de parada en todos los casos), el mecanismo utilizado por Q puede ser formalizado como
una funcién computable y total h: W x ¥* . W que transforme cada programa original
x en el nuevo programa h(x,y) (lo que anteriormente llamabamos z). La verdadera
operacion de reduccion es realizada por esta funcion. La funcion h parte del par (x,y) sobre
el que se quiere determinar si H(x,y), aunque en ocasiones no necesita utilizar el dato y
para producir el programa transformado. En los ejemplos del capitulo anterior el uso de la

funcion h ha sido el siguiente:

* Enel caso de INIT el programa transformado ha sido utilizado para obtener la

reduccion H(x,y) < INIT(h(x), y, ult_variable(x)+1), de forma que Pnw utiliza
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cierta variable no inicializada cuando opera sobre el dato y en funcién de si Px

converge o no sobre ese mismo dato.

* Enel caso de NEST el programa transformado ha sido utilizado para obtener la
reduccion H(x,y) = NEST(h(x), y, nivel_anidamiento(x)+1), de forma que Pnw
alcanza un cierto nivel de anidamiento en su ejecucién sobre el dato y en

funcion de si Px converge o no sobre ese mismo dato.

* En el caso de KO el programa transformado ha sido utilizado para obtener la
reduccion H(x,y) < Cxo(h(x,y)), de forma que Pnxy se comporta como lo haria
Px sobre y independientemente del dato z que se le suministre. Este es el tinico

caso en el que y se ha utilizado en la construccion del programa transformado.

Veremos que se obtienen importantes ventajas si se sistematiza el esquema visto
haciendo abstraccion de todos los pasos de reduccion que no sean la construccion de la

funcion h.

5.1. Reducibilidad

Aunque los pasos que vamos a dar restringen algo el campo de aplicacion del
método, vamos a comprobar que si las funciones implicadas (tanto la incomputable de
partida como aquella cuyo estatuto desea ser probado) son predicados de un solo
argumento”, podemos introducir algo de maquinaria tedrica que nos permita enfocar el

problema de encontrar una reduccion en la consecucion de la funcién h.

Derinicion: Dados dos conjuntos A, B [ }7¥, decimos que A es reducible a B, y lo

notamos como A < B, si existe una funcion h computable y total que verifica:

OxOy* (xJA o h(x)OB)

La reducibilidad es un concepto que se extiende de manera natural a otros
dominios diferentes de ) . La tinica condicidén para poder hablar de reducibilidad de un
conjunto A 0T es que el tipo de datos | esté implementado y tenga por tanto sentido
hablar de funciones computables con origen y destino en T. De hecho sera bastante

habitual que hablemos de relaciones de reducibilidad entre conjuntos de programas de la
forma A O W.

"> En realidad el esquema podria generalizarse facilmente para predicados de mds argumentos, utilizando
por ejemplo funciones de codificacion como las descritas en el apéndice.
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Fig. 5.1: Esquema de la actuacion de una funcion de reducibilidad entre dos conjuntos A y B.

Desde el punto de vista conjuntista la transformacion operada por h es muy sencilla
de visualizar: los elementos de A son trasladados a B, y los de A a B. Esto hace que
cualquier herramienta de distincion que exista para los elementos de B sea utilizable para
A, y en particular el problema de pertenencia al conjunto A se pueda reducir al problema
de pertenencia al conjunto B. En efecto, para saber si xUA bastard con calcular la palabra
transformada h(x) y averiguar si h(x)UB o no. Como siempre nos sucede con las variantes
del concepto de reduccion esto no es sino una afirmacién condicional: no sabemos si es
posible o no resolver los problemas de pertenencia a A o B, lo inico que se afirma es que si
se puede resolver el de B entonces automaticamente queda resuelto el de A. Esta
dependencia entre las propiedades de decidibilidad de ambos conjuntos queda bien
reflejada en las siguientes propiedades.

ProprieDAD 1 (RELACION ENTRE REDUCIBILIDAD Y DECIDIBILIDAD): Si A es reducible a By B es

decidible, entonces A también es decidible. Expresado formalmente:

A<BOBO2o O A2

> Por definicion de reducibilidad, si A < B existe h funcién computable y total tal que
OxOY* (xOA o h(x)OB). Como B2y, su funcién caracteristica Cs es computable. La
composicion de dos funciones computables es computable, luego Cs ° h es computable.
Pero se tiene que, para cualquier x[1} *:

xUOA O h(x)UB O Cs ° h(x) = true

xUA O h(x)UB O Cs ° h(x) = false

De donde se deduce que Cs ° h es precisamente Ca, la funcion caracteristica de A. Asi pues

tenemos que Ca es computable, por lo que A tiene que ser decidible. <XI
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ProrieDAD 2 (RELACION ENTRE REDUCIBILIDAD Y SEMIDECIDIBILIDAD): Si A es reducible a B y

B es semidecidible, entonces A también es semidecidible. Expresado formalmente:

A<BOBO2: 0O AD2:

X> Por definicidon de reducibilidad, si A < B existe h funcion computable y total tal que
OxOY* (xOA « h(x)0OB). Como B2, su funcién semicaracteristica Xs es computable. La
composicion de dos funciones computables es computable, luego X8 ° h es computable.

Pero se tiene que, para cualquier x) *:
xUOA O h(x)UB O X8 ° h(x) = true

xOA O h(x)OB O Xs° h(x)1

De donde se deduce que X8 ° h es precisamente X4, la funcion semicaracteristica de

A. Por tanto tenemos que Xa es computable, por lo que A tiene que ser semidecidible. <X]

Normalmente las propiedades anteriores se aplican de manera negativa para
demostrar la indecidibilidad y no semidecidibilidad de conjuntos, que es donde

necesitamos mas herramientas:

A<BOAO2 O BOXo

A<BOAO2: O BOX:

A partir de este momento tenemos una via rdpida alternativa para mostrar la
indecidibilidad (respectivamente, la no semidecidibilidad) de un conjunto cualquiera B:
basta con encontrar otro conjunto indecidible (respectivamente, no semidecidible) que sea
reducible a él. Para la inmensa mayoria de los casos, ademas, no es necesario romperse la
cabeza, pues suele ser sencillo y eficaz utilizar el conjunto K (respectivamente, K).
Aunque también se pueden utilizar, y en algunos casos sera conveniente, otros conjuntos
no semidecidibles como TOT o TOT .

5.2. Reducibilidad y dificultad relativa

Las propiedades que hemos demostrado en la seccion anterior nos dan una pista
acerca de como entender la relacion de reducibilidad. Existe una interpretacion intuitiva
bastante natural: A <B viene a indicar que el conjunto A es "mas sencillo" que el conjunto

B desde el punto de vista de la computabilidad, o lo que es lo mismo, que la dificultad de
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determinar si un x cualquiera estd en A es tanto o mas facil que el de averiguar si esta en
B. Como hemos visto, cuando A < B las principales herramientas de decisiéon sobre B son
automéaticamente transmisibles a A, y con ellas sus propiedades de decidibilidad". Por la
misma razon, las propiedades de indecidibilidad de A son heredadas hacia arriba por B: si
se puede probar que A es un conjunto lo suficientemente "complicado" (como para no
resultar decidible o semidecidible), entonces B, que estd "por encima" de A, con menos
razén aun (todo lo que se consiguiera para reducir el nivel de “complicacién” de B se

trasladaria automaticamente a A, en contradiccidon con lo que sabemos de este tltimo).

Esta idea intuitiva de mayor o menor dificultad y la propia utilizaciéon del simbolo <

para denotar la reducibilidad vienen justificadas por el siguiente resultado:

ProrieDAD 3 (ORDEN PARCIAL INDUCIDO POR LA REDUCIBILIDAD): La relacidon de

reducibilidad establece un orden parcial en O (3_¥).

X> Probar la reflexividad es sencillo. Sea A I }* un conjunto cualquiera. La funcion

identidad id: })* — }* es claramente computable y total, y es evidente que verifica:
OxOy* (xOA o id(x)0A)
por lo que A<A.

Supongamos ahora que tenemos tres conjuntos A,B,C 0 }* que verifican A<B y

B < C. Existiran por tanto dos funciones computables y totales f y g que cumpliran:
OxOY* (xOA « f(x)OB)
OxOy* (xOB « g(x)UC)
La funcién h = g ° f también es computable y total. Sea un x0} * cualquiera:

xOA = fx)OB = g(f(x)0C = g°f(x)IC = h(x)OC

por lo que necesariamente A <C. La demostracion de transitividad completa nuestra

prueba. I

" Existen otras propiedades de computabilidad més rebuscadas que las que son objeto del presente curso,
que también son “transmitidas” mediante la relacién de reducibilidad. Asimismo también existen
formulaciones alternativas de la nocién de reducibilidad, que si bien varian bastante en sus propiedades,
siempre mantienen este aspecto de establecer una relacion de mayor o menor dificultad en resolver las
propiedades de computabilidad de un conjunto.
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5.3. Reducibilidad e incomputabilidad: algunos ejemplos

[lustraremos a continuacién el uso de la nocidn de reducibilidad. Si bien esta no nos
permite obviar el paso mas arduo de la técnica de reduccion (el diseno de la funcion de

reducibilidad h), al menos nos permitird concentrarnos en el mismo sin distracciones.

5.3.1. El caso de CONS (indecidibilidad)

Hemos hablado del conjunto CONS como uno de los ejemplos que muestran las

limitaciones de la diagonalizacion. Recordemos que:

CONS = { xOW: ¢ es total y constante }

Intuitivamente parece que CONS no deberia ser un conjunto decidible. ;Cémo
podriamos asegurar, por mera inspeccion de un programa, que para ante cualquier
entrada y que siempre devuelve el mismo resultado? Para ver que no es posible
demostraremos que se encuentra por encima de otro conjunto de conocida indecidibilidad,

y como se ha indicado empezaremos con la eleccién mas evidente: K.
> Trataremos pues de probar que K < CONS.

Segin la definicion de reducibilidad se trata de encontrar una funcién h
computable y total tal que

OxOW (xOK ~ h(x)JCONS)

es decir, que OxOW (@x(x)! ~ Onw es una funcién constante), o en términos de
programas, hemos de encontrar una funcién que transforme cada programa x en otro h(x)
de manera que

* si Px converge sobre el dato x entonces el programa Pnw siempre termina,

devolviendo un resultado constante

* si Pxdiverge sobre el dato x entonces el programa Prw no computa una funcion
constante (por ejemplo, porque no termina para alguna entrada o porque

produce resultados variados)

Naturalmente, dado un programa Px no podemos preguntar alegremente si
converge o no sobre x. En todo caso podremos poner en marcha la ejecucién de Px(x) en un

entorno controlado, para que suceda lo que nos interesa en cada caso en funcion de su
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comportamiento. Asi, nuestro programa transformado Pnw incluird instrucciones de la

forma X1:= x; Px dentro de su codigo.

Si la ejecucion de Px(x) cicla no podremos predecirlo ni evitarlo. Pero en nuestro
esquema esa divergencia no es un problema, ya que Pnw también ciclara y obtendremos el

resultado deseado porque de este modo no podra computar una funcidon constante.

Vayamos ahora al caso en el que Px(x) converge. En esta situacion necesitamos que
Prw devuelva siempre el mismo resultado (por ejemplo €), pero para conseguir esto
bastara con anadir otra instruccién X0:=€; al final del codigo. Asi, la h que buscamos sera

una funcién que transforma cada programa Px en el programa:

X1:= x;
h: Px |:| — Preo Py
X0:=€;

De esta manera, para aquellos programas que convergen sobre si mismos el
programa construido por h siempre devuelve €. Y para aquellos que divergen sobre si

mismos el programa que obtenemos mediante h diverge para cualquier entrada.

Ahora que tenemos claro su resultado hemos de demostrar la computabilidad de la
funcion h, para lo cudl utilizaremos técnicas similares a las del apartado 4.3.3. Sin pérdida

de generalidad supondremos que el alfabeto utilizado es 2 = {a, b}.

X0:= haz_asig_vacia(1);
AUX:= X1%
— Aqui el dato x es usado como texto y desmenuzado caracter a caracter
- para que dicho texto sea cargado en la variable X1 del programa construido
while nonem?(AUX) loop
if car«s?(AUX) then
X0 := haz_composicion(X0, haz_asig_cons_a(1, 1));

else

X0 := haz_composicion(X0, haz_asig_cons_b(1, 1));
end if;
AUX := cdr(AUX);

end loop;
— Aqui el dato x es usado como instruccion y afiadido como tal al programa construido

X0 := haz_composicién(X0, X1);
X0 := haz_composicién(X0, haz_asig_vacia(0));
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El programa resultante tiene un elemento de dificultad adicional. El argumento x de
h es utilizado de dos maneras: por un lado como programa, siendo sus instrucciones
anadidas al lugar apropiado de Puw; por otro como dato, ya que es preciso que la copia de

Px incluida tome como argumento precisamente el texto de Px.

Tenemos entonces una funcién computable y total h que verifica para cualquier x:

xOK O ¢x(x)t O Oy QOrwo(y)=€ O new es constante 0 h(x)JCONS

xOK O ¢x(x)t O Oy QGrwo(y)t O Onew no es constante O h(x)JICONS

Por tanto K < CONS y como K20 deducimos que CONS[2. <XI

5.3.2. El caso de CONS (no semidecidibilidad)

Una inspeccion mas atenta al conjunto CONS daria como resultado serias dudas no
solo sobre su decidibilidad, sino incluso sobre su semidecidibilidad. Si el hecho de que Px
compute una funcién constante depende del resultado que produzca sobre todas y cada
una de las entradas posibles, ;qué prueba (computable) sobre €l nos permitiria detectar
que tal cosa sucede? Parece razonable ser un poco mas ambiciosos y tratar de probar que
CONS es aun mas complicado de lo que se ha visto en la seccion anterior. Para ello
probaremos que podemos situar por debajo de él otro conjunto que ya sabemos que no es
semidecidible.

> En concreto probaremos CONS2: mediante la reducciéon TOT < CONS. Para ello

necesitamos una funcion computable h que cumpla que, para cada x

* si Pxes un programa que converge siempre, entonces el programa Prx también
debe terminar siempre y ademds devolviendo en todos los casos el mismo
resultado

* si existe algun dato y para el cual Px diverge, entonces el programa Pnw debe

esforzarse en no computar una funcidon constante (como en la seccion anterior)

De nuevo nos encontramos con la dificultad de que no es posible preguntar
directamente por ninguna propiedad semantica del programa Px (mucho menos ain por
una tan compleja como la totalidad). Sélo podemos, en todo caso, simular su ejecucion
para alguna entrada concreta, asi que haremos lo siguiente: Pnw actuara sobre cualquier
entrada y exactamente de la misma forma que Py, y si esta actuacion termina producira un

resultado fijo, por ejemplo €. Asi, la transformacion realizada por h serd como sigue:
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h: Px |:| — Pheo Px
X0:=¢;

De esta manera, si el programa Px converge para todas las entradas entonces P
también, y ademads devolvera siempre €. Sin embargo, bastara con que Px diverja para un

solo dato para que Pnw también lo haga y su comportamiento no pueda ser asociado al de
una funcion constante.

Es claro que h es una funcion total, veamos que ademas es computable mediante el
siguiente programa:

X0:= X1;
X0 := haz_composicion(X0, haz_asig_vacia(0));

Ademas h es la funcion de reducibilidad buscada:

xOTOT O Oy Pu(y)! O Oy Prw(y)=€ 0 @new es constante O h(x)[JCONS

xOTOT O Oy Ox(y)t O Oy Orwa(y)? O Preo no es constante 0 h(x)JICONS

Por tanto TOT < CONS y como TOTO2.: deducimos que CONSO2.1. <X

5.4. Jerarquia e incrementalidad en las pruebas de reduccion

El uso de la técnica de reduccién mediante funciones de reducibilidad confirma lo
que habiamos indicado en la introduccion. Por un lado se supera claramente el
rendimiento de la técnica de diagonalizacion, al menos en tres aspectos:

* La reduccion es efectiva en muchos casos en los que la diagonalizacion no era
aplicable.

* La reduccidn es menos costosa y compleja de aplicar en los casos en que ambas
técnicas pueden ser empleadas.

+ La diagonalizacion incrementa su dificultad cuando se quiere probar la
incomputabilidad de funciones no totales. Esto no sucede en el caso de la
reducciéon, donde puede ser mas sencilla la prueba de no semidecidibilidad de
un conjunto que la de indecidibilidad (véase el ejemplo de CONS en la seccion
anterior).
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En realidad la dificultad de una prueba de reduccién depende grandemente del
conjunto elegido para comparar. En este sentido se confirma también la idea de
incrementalidad en este tipo de demostraciones. A medida que vamos incorporando
conjuntos a nuestro catdlogo de indecidibles y no semidecidibles, va aumentando nuestra
capacidad de encontrar otros nuevos, puesto que se convierten en herramientas de

comparacion disponibles.

Finalmente es muy destacable la idea de jerarquia introducida por el concepto de
reduccion. No se trata tinicamente de establecer una barrera entre conjuntos decidibles e
indecidibles, ya que la reducibilidad muestra que hay unos “mads indecidibles” que otros.
Sin embargo no debemos dejarnos llevar por el entusiasmo, ya que no siempre se puede
establecer una comparacion directa entre dos conjuntos. Esto lo vamos a ver en la

Propiedad 5, pero previamente probaremos otro resultado:

ProriepaDp 4 (RepuciBiLIDAD Y COMPLEMENTARIEDAD): Sean A,B [ }* cualesquiera. Se

verificaque A<B - A <B.
> La prueba es inmediata. Si A < B existe h computable y total que cumple:
OxO)* (xOA ~ h(x)OB)
pero esta misma funcidn sirve para demostrar la reducibilidad de A a B:
xOA < xOA <« h(x)OB < h(x)J B
de donde se deduce que A < B. X

ProprieDAD 5 (LA REDUCIBILIDAD NO ES UN ORDEN TOTAL): Existen conjuntos A,B [0 }** para

los que no se verificani A<Bni A<B.

> Basta con encontrar una pareja de tales conjuntos. Utilizaremos K y K, y aunque en
general demostrar que no se da una cierta reducibilidad puede ser una tarea muy

respetable, en este caso se deduce de manera sorprendentemente sencilla.

Sabemos que K01 pero K21 Por tanto no puede darse K <K, porque ello
implicaria K 021 Pero por la propiedad 4 tampoco puede darse K< K, ya que esto
implicaria automdticamente K <K, asi que queda demostrado que no puede darse

ninguna de las dos posibles reducibilidades. <X

Derinicion: Como tal orden parcial la reducibilidad induce una relacion de

equivalencia entre conjuntos: cuando al mismo tiempo se verifican A<By B < A decimos
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que A y B son equivalentes y lo notamos como A =B. Los conjuntos equivalentes entre si
comparten exactamente las mismas propiedades de incomputabilidad. Por ejemplo se dan

las dos siguientes propiedades:

ProriEDAD 6 (EQUIVALENCIA DE LOS CONJUNTOS DECIDIBLES): Si A y B son conjuntos

decidibles no triviales, entonces son equivalentes. Formalmente:

ABD I
A,BI zOH
AB# [ H
ABz I

0 A= B

> Probaremos que A<B. Como A2, la funcidn caracteristica Ca es computable.
Como B#[ y B#} * existen al menos un elemento mIB y otro n[IB. La siguiente funcién h:

h _[m x0 A
(X)_Hn x0 A

es obviamente computada por el programa:

if Ca(X1) then X0:=m; else X0:=n; end if;

y como ademas se verifica:
xOA O h(x)=m[UB
xUA O h(x)=nUB
tenemos que A < B via h. Por simetria se sigue que B <A, por lo que A =B. Xl

De modo andlogo podemos probar que los conjuntos decidibles constituyen el

primer escaldn en la escala de la incomputabilidad.

ProPIEDAD 7 (LA DECIDIBILIDAD COMO COTA INFERIOR): Si A es un conjunto decidible no

trivial, y B es otro conjunto cualquiera asimismo no trivial, entonces A < B. Formalmente:

A,BDZ*%
Al 2, ED A<B
AB#zl0 [

AB# I
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> Se puede seguir punto por punto la demostracién de la propiedad 3 (notese que no se
hizo uso de la hipdtesis de reducibilidad de B). <XI

Naturalmente, la exclusion de los conjuntos triviales 0 y }»* de las anteriores
propiedades no obedece a que sean conjuntos decidibles mas o menos complicados que los
demads, sino a la imposibilidad de realizar con ellos reducciones normales (L no tiene
elementos a los que h pueda enviar los de otro conjunto A, ni }'* deja sitio donde enviar
losde A).

El panorama se complica bastante por encima de 2. Si tomamos los conjuntos
indecidibles pero semidecidibles de la clase 21— 20 nos encontramos que, lejos de ser
equivalentes entre si, se subdividen en un gran ntimero (de hecho infinito) de pequenas
clases de equivalencia. Y la situacion es aun mas extrafia por encima de la
semidecidibilidad, con clases de incomputabilidad creciente y no acotada. De todas formas
la identificacion y estudio de esas clases queda muy por encima de los objetivos del
presente texto. Baste decir que esta relacion jerarquica induce un reticulo que sirve de
soporte a una rica teoria que permite medir de alguna manera lo lejano que se encuentra

un problema de poder ser resuelto mediante un proceso algoritmico.

En todo caso es justo reconocer que, si bien la reducibilidad introduce un
interesante orden tedrico en el esquema de la reduccién, desde el punto de vista técnico no
hemos avanzado tanto, ya que no hemos conseguido erosionar la dificultad de la parte
mas dura de las demostraciones: la de construir programas que transforman otros
programas, en los que se cruzan los datos e instrucciones del constructor con los del
construido. Y eso teniendo en cuenta que las transformaciones que hemos utilizado en los
ejemplos vistos son relativamente sencillas, como afiadir instrucciones al principio y al

final o cargar valores de constantes.

Afortunadamente, en el siguiente capitulo estudiaremos un método que supondra
un salto cualitativo importantisimo al automatizar gran parte de dicho proceso
constructivo.

e48 o



A. Sanchez, J. Ibafiez, A. Irastorza

6. Teorema s-m-n

El siguiente paso que abordaremos en nuestro esfuerzo por simplificar la aplicacion
de la técnica de reduccidon sera el mas significativo de todos y justificard con creces
nuestros esfuerzos precedentes. Veremos que en un gran niumero de ocasiones la funcion
de reduccion h puede ser disefiada de forma que la prueba de su computabilidad resulte
trivial. Mas especificamente, veremos que si h es especificada con cierto cuidado su
computabilidad estard garantizada y la prueba de reduccion asociada se simplificara
enormemente. Naturalmente, para que esto sea posible necesitaremos un resultado previo

que lo garantice de manera genérica.

El terreno en el que nos moveremos mantendra una de las caracteristicas peculiares
de la técnica de reduccion: demostrar la computabilidad de ciertas funciones serd la forma
mas eficaz de probar la incomputabilidad de otras. S0lo que en este caso la naturaleza de
las primeras hace que sea realmente complicado construir el programa que las computa,
por lo que necesitaremos una ayudita que es, en si mismo, uno de los pilares de la Teoria

de la Computabilidad: el Teorema s-m-n o Teorema de Parametrizacién.

6.1. Parametrizaciones

Ya nos hemos familiarizado con la idea de que cuando dos funciones estan
relacionadas de cierta manera ello tiene influencia en sus propiedades de computabilidad.
Por ejemplo, si k es la composicion de las funciones computables f y g, entonces también k
es computable. Un caso muy sencillo de este mismo principio lo tenemos cuando una
funcion es la particularizacion de otra. A partir de una funcion computable como el
producto f(x,y)=x[y podemos definir el siguiente caso particular: la funcion de un
argumento que calcula el doble de la entrada g(y) =£(2,y) =20y. La computabilidad de g
resulta evidente a partir de la de f pues queda demostrada con el programa X0:= f(2, X1)..
De este modo, tomando diferentes constantes como valor fijo del argumento x podemos

obtener infinitas funciones computables, todas ellas casos particulares de f.

El interés de las particularizaciones de funciones computables no esta en su
computabilidad, ya que no resulta especialmente util pasar de funciones mas complejas a

mas sencillas. La enorme importancia que tienen se fundamenta en la posibilidad de

049 o



A. Sanchez, J. Ibafiez, A. Irastorza

encontrar un método para construir cada una de ellas de manera sistematica a partir del
programa de la funcién mas general. Por tanto no nos interesa la computabilidad de las

particularizaciones, sino la del mecanismo de generarlas.

Es bastante intuitivo y podemos verlo con el primer ejemplo que hemos planteado.
Supongamos que queremos obtener, a partir del programa que computa el producto, los
de las distintas particularizaciones que consisten en hacer productos por constantes
especificas (duplicar, triplicar, etc.). Si disponemos de un programa Pw para f(x,y) = x[y y
queremos obtener un programa P: para g(y)=20y basta con modificar el primero,
preparando cuidadosamente el contenido de sus variables de entrada. Mas concretamente
pasaremos el contenido de la tinica variable de entrada de P: a una segunda variable, y
una vez libre la primera variable le asignamos la constante 2. Por tanto P: es el programa

equivalente al siguiente macroprograma:

X2:= X1;
X1:=2;
Pw

Con cambios similares podriamos obtener programas para cualquier
particularizacion de f que se nos ocurra. Pero aun podemos ir mas lejos: en lugar de
construir a mano los programas que computan 20y, 30y, 40, etc, podriamos aspirar a que
esta tarea fuera realizada a su vez por un programa, dado que el mecanismo de
construccion es siempre el mismo, una pequefa adicion de instrucciones al principio de
Pw. Este programa tomaria como entrada un pardmetro t=2, 3, 4, ... y obtendria como salida

un programa que computaria el producto particular t0y.

La realizacion de esta tarea de manera sistemdtica nos permitiria hablar de una
funcion total y computable h que a partir de un parametro nos proporciona un programa
cuyo comportamiento depende de ese parametro. Es decir, h(2) nos proporcionaria el
programa descrito un poco mas arriba (que calcula el doble de un nimero) y h(4)
produciria otro similar cambiando la aparicion de la constante 2 por la constante 4 (y por
tanto calculard el cuadruple de un namero). Esta funcion h es una constructora de
programas, variantes de Pw mediante reubicacion y reasignacion del valor de sus variables
de entrada. No vamos a demostrar la computabilidad de esta h porque los resultados de la
siguiente seccion lo haran superfluo. Lo que nos interesa es subrayar que el uso de las
funciones constructoras de programas nos permitiria de hecho disefiar el algoritmo que se

encarga de esta construccién. Lo que es mas importante, esto podriamos hacerlo
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independientemente de la funciéon computable de partida f. De hecho puede tratarse de

una funcion genérica |, ya que para nuestro argumento es irrelevante que sea o no total.

Antes de centrarnos en la utilizacion practica de este principio para demostrar la
indecidibilidad de algunos conjuntos nos vamos a detener en algunos ejemplos.

Consideremos la siguiente funcion no total:

OxOy

i xmod2:=0
Wixy) O

0 c.C

Si procedemos a estudiar las particularizaciones que resultan de fijar valores para el
primer argumento veremos que se obtienen resultados no tan homogéneos como en el
caso del producto:

*  para x=2 obtendriamos la funcién &(y) OY(2,y) Oy
¢ para x=4 obtendriamos la funcién X(y) OY(4,y) 020y

+ para x="5 obtendriamos la funcién O(y) DY (5,y) OO

Al igual que antes, no nos impresiona la computabilidad de estas funciones (que
pueden ser totales o no, como se ve), sino la de otra funcion h que produzca
sistematicamente los programas que las computan, de forma que h(2) sea un programa
para la funcién identidad &(y), y h(5) otro para la funcién vacia O(y). O dicho de otro

modo, tal que:

dro(y) O&(y) OP2y) Oy
bra(y) OX(y) DU y) D25y

bro(y) 06(y) OY(G,y) OO

A diferencia de las funciones &, X o 0, esta funcién h si serd siempre total, ya que
sea cual sea el valor que le suministremos nos dard como resultado el codigo de un

programa.

Este esquema se revela aun mas poderoso cuando el parametro que utilizamos no
es un simple nimero, sino un programa cuyas propiedades son relevantes para la

definicion de la funcién de partida Y. Consideremos el siguiente ejemplo:
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2 XOKDy#0
y

l.|J(x,y)DD0 xUKOy=0
0
I ce.

i

En este caso los argumentos de Y son el programa Px y el nimero y, y su
comportamiento depende de la facultad que tenga Px de converger sobre su propio codigo
y del hecho de que y sea o no nulo. Si tomamos como parametro el primer argumento
observamos que solo se pueden producir dos casos particulares, una funcién total y otra

que no lo es:

» sixUK (independientemente de su valor concreto) obtenemos la funcion

H% y# o0

&(y) Ofneo(y) OOV
0 y=0

+ sixOK (independientemente de su valor concreto) resulta 8(y) rw(y)T]

Dada la naturaleza de x nos encontramos que, en este caso, la funcion h resulta ser
una transformadora de programas que toma como argumento un programa Pxy, segtin su
comportamiento sobre su propio cddigo, lo transforma en una de las dos posibilidades que
hemos visto. Es esta faceta de transformacién la que nos resultara realmente practica para
obtener funciones de reduccidon que se puedan utilizar para demostrar la
incomputabilidad de algunos problemas. Pero para ello sera esencial que estas funciones h
que hemos descrito en este apartado sean computables, y la verificacion de este hecho es la

tarea que vamos a acometer en la siguiente seccion.

6.2. El teorema s-m-n

La generalizacion que estamos planteando es la que se recoge en el siguiente
teorema, llamado de parametrizacion o teorema s-m-n, que dice que para cualquier
funcion computable, existe otra funcién computable y total que nos proporciona indices de

funciones particulares de la primera.

Teorema s-m-N: Para toda funcidn computable W Y*xYy* — -, Y* existe una

funcion h: }* - }* total y computable que verifica:
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OxOy Yxy) DPrn(y)
DEMOSTRACION:

X> Partimos de una funcién de dos argumentos ) computable. Sea Pw el programa que

la computa.

Programa Pw U (X,Y)

Tenemos que demostrar la computabilidad de una cierta funcién h total que toma
como argumento un valor cualquiera x y devuelve un programa h(x) que computa una
funcion intimamente relacionada con . Por tanto h es una constructora de programas
que a partir de cualquier valor x obtiene otro programa que computa una version
particular de ), precisamente la que resulta de fijar ese valor concreto de x como primer

argumento de .

Para conseguirlo hemos de construir un programa Q que compute h. Q tomara
como dato x (que quedara cargado en su variable de entrada X1), y debera construir un

programa P y situarlo en su variable de salida X0.

Para entender cémo debe ser la estructura de este programa P (que debe ser escrito
por Q) hay que considerar que su dato de entrada serd y (cargado inicialmente en su
propia variable de entrada X1) y su resultado sera Y(x,y), que ha de devolver en su propia
variable de salida X0.

y

<=

Programa P

Programa Q .
; Caso particular
X para computar h :> de Pw

(tenemos que escribirlo)

(construido
por h)

U (x.y)

Fig. 6.1: Esquema de los programas que intervienen en el Teorema s-m-n, sus datos y resultados
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Es importante no confundir los distintos programas que intervienen en esta
demostracidn, que actian en momentos y niveles muy diferentes, y sobre todo tampoco
sus respectivas variables. Esta distincidon se complica, ya que por convencién las variables
de todos los programas estan condenadas a denominarse de igual manera. El diagrama de

la figura 6.1 describe esta situacion.

El programa Q que computa la funcion h es el que debemos construir nosotros para
demostrar el teorema. Tiene una tnica variable de entrada X1 que recibe el parametro x, y
produce como resultado el programa Pnw, al que para abreviar hemos llamado P.
Podemos utilizar en la construccion de Q todas las abreviaturas usuales en la definicion de

macroprogramas.

El programa P es construido mediante la ejecucion de Q, pero no es ejecutado en
ningin momento. Sin embargo su comportamiento es muy importante, ya que debe
computar una version particular de . Tiene una variable X1 que recibe el dato de entrada
y y su resultado es W(x,y), que debe ser colocado en su variable X0. Notese que el
comportamiento de P depende necesariamente del valor de x, pero este no es una de sus
entradas. Esto se debe a que dicho valor ya ha quedado incorporado al codigo de P en

forma de constante cuando este es construido.

Empecemos imaginando como serd ese programa P, que luego ya nos
encargaremos de que sea construido por Q. El resultado de P sobre y ha de ser el mismo
que Y(x,y), pero para un valor x particular que conocemos. El programa Pw que calcula
P(x,y) también es conocido, asi que lo mas directo sera usar dicho programa como ntcleo
de P. Para que P opere sobre los datos que nos interesa es necesario situar los datos x (que
conocemos al construir P) e y (que se conocera solo al ejecutar P) como valores de las
variables X1 y X2. Entonces el dato de entrada y que recibe P en X1 debe trasladarse a X2,
para poder asignar a X1 el valor x. Es importante hacerlo en este orden para no perder los

datos. Después basta con ejecutar Pw. El programa P buscado sera:

X2:= X1;
Xl:= x;
Pw

Si nuestra mision fuera demostrar la existencia de P ya habriamos terminado. Pero
ello sélo demostraria que las particularizaciones de W son computables, cosa que ya
sabiamos. El reto al que nos enfrentamos es escribir un programa Q que sea quien
construya P (es decir Pnw) a partir del valor de x. Y no disponemos de instrucciones para

manipular macroprogramas como el escrito mas arriba porque soélo se puede operar con

e54 e



A. Sanchez, J. Ibafiez, A. Irastorza

los tipos de datos ya implementados, entre los cudles no estan (ni tiene logica que estén)

los macroprogramas. Esto nos obliga a especificar P como un estricto programa-while.

Para conocer la expansion correspondiente al programa anterior tenemos que hacer
dos cosas. La primera es sencilla porque solo hay que reasignar el contenido de la entrada
a otra variable. La segunda exige que introduzcamos el valor de x en la variable X1, para
lo que tenemos que referirnos a sus simbolos constituyentes para afadirlos uno a uno. Si

X = Sk1Sk2...Skn:

X0:= €;

X2:= conss(X1); X2:= cdr(X2);
-- Reubicacion de y en X2

X1l:=€;

X1:= consg.(X1);

X1:= consg.(X1);

X1:= consg.(X1);
-- Copiado de x en X1

Pu

Una vez aclarado qué programa queremos construir es fdcil demostrar la
computabilidad de h. Solo hay que tener en cuenta que su dato de entrada x es el que el
programa P utiliza como constante.

X0 := haz_asig_vacia (0);
X0 := haz_composicion (XO,
haz_composicién (haz_asig_cons_s: (2, 1), haz_asig_cdr (2, 2)));
X0 := haz_composicion (X0, haz_asig_vacia (1));
-- Hay que invertir el dato x para reconstruirlo correctamente
AUX := X1%;
while nonem?(AUX) loop
Z := primero(AUX);
case Z is
-- Cada simbolo de x que leemos seréa afiadido a X1
when s1 => X0 := haz_composicién (X0, haz_asig_cons_s: (1,1));

when sk => X0 := haz_composicion (X0, haz_asig_cons_sk (1,1));
end case;
AUX:= cdr(AUX);
end loop;
X0:= haz_composicién (X0, w):;
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El anterior programa seria el Q buscado para computar la funcion total h cuya
computabilidad queriamos probar. De la construccién de Q se concluye la demostraciéon

del teorema <Xl

Extension: El teorema s-m-n se cumple para funciones de cualquier numero de
argumentos mayor o igual que 2, pudiendo elegirse un nimero arbitrario de pardmetros.

Su enunciado mas general es:

Para toda funcién computable Y™ Y*™xy*" — , ¥ existe una funcion

h: }*™ - }* total y computable que verifica

l.IJm+n(Xl, coo Xm, Y1, .. .,Yn) O ¢h(x1,...,xm)(y1, .. .,Yn)

De hecho el nombre s-m-n le viene al teorema de esta formulacion general, pues se

solia nombrar la funcién h con la letra s.

6.3. Ejemplos de aplicacion del teorema s-m-n

La mejor forma de entender el alcance del teorema s-m-n es aplicarlo. En los
ejemplos que se detallan en las siguientes secciones se puede apreciar hasta qué punto
simplifica este resultado las demostraciones por reduccién. Veremos asi que, a la mejora
que supone el método sobre la diagonalizacion, se afiade la facilidad de no tener que

demostrar la computabilidad de la funcién de reduccién h.

6.3.1. PERM no es decidible

El conjunto PERM incluye todos los programas que computan funciones biyectivas,
es decir, totales, inyectivas y sobreyectivas. PERM = {xOW: W=y* O Rey* O
OyOz Ox(y)=Qx(z) — y=z } Demostraremos que no es decidible probando que K < PERM.
Como sabemos que K no es decidible, PERM tampoco lo podra ser.

Necesitamos encontrar una funcién computable y total h: }°* - >* que verifique:

Ox (xXOK o h(x)OPERM)

o, lo que es lo mismo:

Ox (Px(x)! « Pne es biyectiva)
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Por tanto, la funcion h que necesitamos debera tomar un programa x y
transformarlo en otro programa h(x), relacionando el comportamiento del segundo con el
del primero:

* cuando el programa original x converge sobre si mismo, el programa
transformado h(x) converge siempre, nunca devuelve el mismo valor para

datos diferentes, y devuelve todos los valores posibles

* cuando el programa original x diverge sobre si mismo, el programa
transformado h(x) o bien diverge para algiin dato, o bien existen dos entradas
para las que devuelve el mismo valor, o bien algun valor no aparece entre sus
posibles salidas

Esto nos sugiere que el teorema s-m-n puede ser aplicable para justificar la
computabilidad de h sin necesidad de escribir el programa que la computa. Para ello
buscaremos una funcion Y(x,y) sobre la que aplicar el teorema, a resultas de lo cuél
obtendremos la h buscada de la forma:

breo(y) OY(xy)

Cuando x0OK queremos que Qnw sea una biyeccién, por ejemplo la identidad

®re (y) = y. Esto nos sugiere acometer la definicién de ) de la siguiente forma:

dy 4,091
Wxy) OPnw(y) OO
122

C.C.

Pero si ) ha de ser computable y preguntamos si Px(x)!, la tinica forma de hacerlo
sera simulando la ejecucién de Px(x), y cuando no haya convergencia no tendremos una
respuesta explicita, sdlo que la ejecucion ciclard. Por tanto no tenemos libertad para
devolver lo que queramos en caso de que P«(x)t. Afortunadamente tampoco la
necesitamos, ya que si Qnw diverge siempre que xJK, tendremos para ese caso que la
funcién Qe no es una biyecciéon. Asi pues la funciéon

iy 0!
Wixy) O
&l

C.C.

es computada por el siguiente programa, que usa la funcién universal @ (ver apéndice):

Ri= (X1, X1); XO0:= X2;
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Dado que Y es computable, el teorema s-m-n nos asegura que existe una funcién
h: 7* - Y* computable y total que cumple OxOy W(x,y) O@Pnw(y). Comprobaremos que
esta funcidn es justo la transformadora de programas que deseamos, y por tanto permite
reducir K a PERM:

¢ Cuando x[K, ¢h(x) resulta ser la funcidn identidad, que si es biyectiva.

¢ Cuando x[K, ¢h(x) resulta ser la funcién vacia, que no es biyectiva.

Si lo describimos formalmente, para una x cualquiera:
xOK 0 ¢«x)! O Dy Yxy)=y O Oy Osw(y)=y O @nrw=id O h(x)OPERM

xOK O 0«1t O Oy Peoy)r O Oy Oreo(y)t O PrwC || O h(x)OPERM

Por tanto, hemos demostrado que K<PERM por medio de h, y como KO,
podemos concluir que PERMO2,.

Lo mas destacable de este procedimiento es que, en vez de escribir el programa que
computa a h y de ir construyendo las instrucciones de Pnx para que tenga el
comportamiento deseado, ha sido suficiente con hacer un programa (el de Y) que se
comporta como las Qnw. En nuestro caso hemos programado la identidad en lugar de

programar la escritura de un programa que compute la identidad.

6.3.2. LIM no es semidecidible

Vamos a ver un ejemplo algo mas complejo. Estudiaremos el caso del conjunto
LIM, formado por los programas que computan funciones totales y acotadas, es decir
cuyos valores del rango estan limitados por una constante. LIM ={x0W: Wi=y* O
[k (Oy (I)x(y)Sc) }. Demostraremos que no es semidecidible probando K <LIM. Para
conseguirlo necesitamos encontrar una funcién computable y total h:}* - »* que

verifique:

Ox (xOK « h(x)0OLIM)

o, lo que es lo mismo:

Ox (Px(x)1 ~ Qe es una funcién total y acotada)
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La relacion que debe existir entre el programa original x y el transformado h(x) sera

la siguiente:

* si Px diverge sobre si mismo, Pnw debe converger para cualquier entrada y sus

resultados deben estar acotados por una constante

* si Px converge sobre si mismo, Pnw debe o no ser total o no ser acotada (sus

resultados pueden ser arbitrariamente grandes)

El hecho de que h sea una funcién transformadora de programas relacionados por
su comportamiento nos sugiere que el teorema s-m-n puede ser aplicable para justificar su
computabilidad sin necesidad de escribir el programa correspondiente. Ahora bien, en
este caso no podemos utilizar la misma estrategia que en el precedente, de preguntar si

xUK, ya que entonces un esquema del tipo:

Iy* 0,09

Wx,y) Obneo(y) O L
H?? C.C.

nos funcionaria sélo a medias. En efecto, de este modo cuando xUK tenemos que
Prw (y)=y® es una funcién no acotada (podriamos haber elegido cualquier otra, o
simplemente una no total). Pero en caso contrario estamos condenados a mantener la
funcién indefinida, y en esta ocasién no nos vale, ya que cuando XK precisamos que Qe

sea total y acotada.

Nos vendria muy bien cruzar los casos construyendo una funcién del tipo:

18 4,091
P(xy) OPnw(y) O ED

C.C.

pero al no ser K semidecidible no resulta computable y no se le puede aplicar s-m-n.

Una estrategia mas sutil se basa en lo siguiente: no podemos preguntar si xUK, pero
recordemos que xUK « Oy =T(x,x,y), es decir, si Px(x) no converge para ningin niimero
de pasos. En lugar de pretender definir Qnw de golpe, basdndonos en una pregunta directa
sobre la pertenencia de x a K, para cada valor de y preguntaremos si T(x,x,y) (cosa
factible, ya que T es decidible). Si resulta falso sabremos que Px(x) no converge el menos
para ese numero de pasos, por lo que ante la sospecha de que Qx(x)t actuaremos en

consecuencia devolviendo un valor orientado a que Qnw sea total y acotada. Por el
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contrario, si resulta cierto tendremos la certeza de que xUK y abortaremos la construcciéon

de dicha funcidn total y acotada dejandola indefinida.
Con ese objetivo definimos la funcién:

HS - T(x,x,y)
,y) O L0
Wexy) O c.C.

computada por el programa:

if not T(X1, X1, X2) then
X0:= 8;
else

end if;

Dado que ) es computable, el teorema s-m-n nos asegura que existe una funcién
h: ¥* - Y* computable y total que cumple OxOy W(x,y) O@Pre(y). Esta funcién es justo la
transformadora de programas que deseamos, y por tanto permite reducir K a LIM:

e Cuando xOK, el predicado T(x,x,y) no se verifica para ningdn ntimero de
pasos, con lo que la funcién Qnw resulta ser la constante 8, que es total y
acotada.

¢ Cuando xOK, a partir de un cierto numero de pasos se verifica el predicado

T(x,x,y). Para ese valor Qnx(y)t y Prw no es una funcién total.

Si lo describimos formalmente, sea un x cualquiera:

xOK 0 ¢t O Dy-Txxy) O Oy Yxy)=8 O DOy Prw(y)=8 O h(x)OLIM

xOK O ¢«x)! O Oy T(xxy) O Oy Pxy)t O Oy Greo(y)t O h(x)OLIM

Puesto que K <LIM por medio de h, y como K[, podemos concluir que
LIMO2..

La anterior demostracion no adopta la inica via posible para resolver el problema
planteado. Cuando elegimos la funcion para aplicar el teorema s-m-n solemos tener varias
elecciones abiertas. En el caso anterior hemos optado por que h(x) quede fuera de LIM
obligando a {rnw a no ser total. Pero otra opcién adecuada hubiera sido obligarla a no ser
acotada, mediante una construccién del tipo:
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8 -~T(x,x,y)

E(x,y) D(I)h(x)(y) Ol
iy c.C.

que también seria computable. Nos basariamos en el hecho de que una vez T(x,x,y) se hace
cierto para un valor de y lo continua siendo para todos los valores mayores, ya que su

significado es que Px(x) converge en y o menos pasos.

Adviértase también que la complejidad de la funcién P que se ha utilizado nos
indica que, en este caso, la utilizacion de la reduccién sin el auxilio del teorema s-m-n
resultaria prohibitiva. En efecto, la funcién h que estariamos obligados a programar a

mano transformaria el programa Px en Pnw, que seria algo similar a:

PROG:= x;

if not T(PROG, PROG, X1) then
X0:= 8;

else
XO:: JL'

end if;

con el agravante de que deberia ser construido como un programa-while. Esto nos
obligaria a meter las miles de instrucciones asociadas a la ejecucion de variantes de la

funcion universal, lo que es totalmente irrazonable.

6.3.3. El caso de SEI y XEI

Como colofon desarrollaremos a fondo el ejemplo del conjunto de los programas
que convergen al menos sobre seis entadas diferentes SEI={xOW: |WxI>6}.
Naturalmente el valor seis es puramente arbitrario y el caso sirve para ilustrar la dificultad

de determinar que un programa tiene un dominio de tamafio minimo fijado cualquiera.

Demostraremos que no es decidible probando que existe algin conjunto reducible a
SEI que tampoco lo es. Como ya es habitual probaremos suerte con K y buscaremos una

funcidon computable y total h: }* - }* que verifique:

Ox (xUK « h(x)JSEI)

o, lo que es lo mismo:

Ox (Px(x)! « |Whw|>6)
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La funcion h que necesitamos toma un programa x y lo transforma en otro

programa h(x) manteniendo la siguiente relacion entre sus comportamientos:

* cuando el programa original Px converge sobre si mismo, el programa

transformado Pnw converge sobre seis datos distintos o mas

* cuando el programa original Px diverge sobre si mismo, el programa

transformado Pnw converge sobre a lo sumo cinco datos distintos

Esto nos sugiere que el teorema s-m-n puede ser aplicable para justificar la
computabilidad de h sin necesidad de escribir el programa que la computa. Ademas en

este caso la construccién no serd muy dificil, ya que con la funcion:

100,
Wixy) OO
i c.C.

que es computable, como lo demuestra el programa:

R:i= (X1, X1);
X0:= 0O;

cumplimos nuestros objetivos. El teorema s-m-n nos asegura la existencia de una
h: ¥* - Y* computable y total que cumple OxOy Y(x,y) O@nw(y). Pero se tiene, para un x

cualquiera:

xOK O Gxx)} O Oy Pxy)=0 O Oy Prew(y)=0 0 Whe=3Y* O |Wnw!>6 O h(x)OSEI

xOK O ¢«x)t O Oy Pooy)t O Oy Oneo(y)t O Whw=0 O [Whxl<6 O h(x)OSEI

Hemos demostrado que K<SEI por medio de h, y como K2, podemos concluir

que SEIOZ,. Adviértase que al mismo tiempo estamos probando que K<SEI, por lo que
SEIX..

Ahora nos podemos preguntar también qué sucede con SEI. ;Podremos demostrar
que tampoco es semidecidible? Ciertamente no, por la sencilla razén de que no es cierto.
En efecto, dado un programa cualquiera Px es posible detectar si su dominio contiene al
menos seis elementos. Usando la técnica de intercalado descrita en [ISI 03], es posible
explorar en paralelo los coémputos Px(0), Px(1), Px(2), ... e ir anotando los convergentes

hasta obtener seis, si es que los hay, y devolver el resultado true cuando aparezcan.
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Otra cosa diferente seria si estudiaramos el conjunto XEI={xOW: IW«I=6}, que
tiene propiedades de decidibilidad no coincidentes. Por ejemplo, no es posible aplicar la
técnica de intercalado para demostrar la semidecidibilidad de XEI, ya que aunque
podamos detectar que hay seis elementos en Wx no tenemos forma de asegurar que no se

va a producir un séptimo.

Veamos como aplicar las técnicas estudiadas para demostrar que K<XEI

Necesitamos una funcion computable y total h: }’* - }* que verifique:

Ox (Px(X)! © | Wh|=6)
es decir, que:
* cuando el programa original Px converge sobre si mismo, el programa
transformado Pnw converge sobre exactamente seis datos distintos

* cuando el programa original Px diverge sobre si mismo, el programa
transformado Pnw converge sobre mds o menos de seis datos distintos, pero

jamds para exactamente seis

Para intentar aplicar el teorema s-m-n construimos la siguiente funcion:

10 0,x)! Dy<5

Wixy) OO
i c.C.

que es computable, como lo demuestra el programa:

R:= D(X1, X1);
if X2:6 then X0:= || ;. end if;
X0:= 0;

El teorema s-m-n nos asegura la existencia de una h: }’* - }* computable y total

que cumple OxOy Y(x,y) OPrw(y). Pero se tiene, para un x cualquiera:

xOK O Oxx)! O Oy (Pxy)l oy<5) O Oy (Pre(y)t «y<5) O 1Whwl=6 0 h(x)OXEI

xOK O ¢«x)t O Oy Peoy)t O Oy Oneo(y)t O Whw=0 O [Wh!=0 O h(x)OXEI

Hemos demostrado que K<XEI por medio de h, y como K2, podemos concluir
que XEIO2,. Adviértase que al mismo tiempo estamos probando que K <XEI, por lo que
XEI 021

e6h3 e



A. Sanchez, J. Ibafiez, A. Irastorza

Ahora bien, en este caso es posible probar que XEI tampoco es semidecidible, lo que
haremos verificando que K < XEI. Para conseguirlo necesitamos encontrar una funcion

computable y total h: }'* — }* que verifique:

Ox (Px(X)1 ~ |Whw|=6)

La relacién que debe existir entre el programa original x el transformado h(x) sera
la siguiente:

* si Px diverge sobre si mismo, Pnx debe converger sobre exactamente 6
elementos

» si Px converge sobre si mismo, Phw debe converger sobre mas de seis o menos de
seis elementos

Para aplicar el teorema s-m-n elegimos la siguiente funcion:

HO 0, (x)t Dy<5h

Woxy) O °
HO c.c.
que es computada por el programa:
X0:= 0;
if X2>5 then
R:= P(X1, X1);
end if;

Dado que ) es computable, el teorema s-m-n nos asegura que existe una funciéon
h: ¥* - Y* computable y total que cumple OxOy Y(x,y) O®nw(y). Veamos cémo opera
esta funcion transformadora de programas:

+ Cuando xOK Qnw sélo puede converger para los valores y<5.
+  Cuando xOK Qrw converge siempre.

Silo describimos formalmente, sea un x cualquiera:

xOK 0 ¢xx)1 O Oy (Yxy)! «y<5) O Oy (Pro(y)t < y<5) O |Wnwl=6 O h(x)OXEI

xOK 0 ¢t O Oy Pxy): O Oy Prw(y)t O Whe=Y* O h(x)OXEI

Puesto que K < XEI por medio de h, y como K 01, podemos concluir que XEIOZ1.
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7. Epilogo

Hemos visto como la técnica de reduccion puede ser aplicada para demostrar
propiedades de incomputabilidad de una gran variedad de problemas. La aplicacién de
dicha técnica se ha realizado de manera progresiva, empezando por sus versiones mas
artesanales y evolucionando hacia métodos de aplicaciéon que mecanizan y sistematizan
buena parte de sus pasos. La culminacion de esta evolucion ha sido la utilizacion del
Teorema s-m-n, que supone un gran avance sobre versiones previas de la técnica con un

rango de aplicabilidad practica mucho mayor.

Sin embargo, esta evolucion podria continuarse si se observan algunas

regularidades en la aplicacion del teorema que pueden a su vez sistematizarse.

Asi, podemos observar que para un gran numero de problemas seguimos un
esquema muy similar. Al tratar de probar una reduccién del tipo K<A definimos una

funcion de la forma:

IXY) 009

Wixy) DL
B O c.c.

que es computable siempre que lo sea X, ya que entonces podemos escribir el programa:

X0:= P(X1,X1); X0:= X(X2):

La idea consiste en elegir la funcion X(y) de manera que sus indices estén
precisamente en el conjunto objetivo A., de manera que los xUUK queden transformados en
h(x)UA cuando apliquemos el teorema s-m-n. Ejemplos de este proceder lo constituyen
X(y)=0 (para convertir los programas de K en constantes) 6 X(y)=y (para convertir los
programas de K en biyecciones).

Pero para que el razonamiento sea correcto son necesarias dos condiciones: elegir la
funcion X de forma que todos sus indices estén en el conjunto A, pero también que todos
los indices de la funcién vacia pertenezcan al complementario de A. De otro modo los x[J

K también se transformarian en h(x)JJA y no se produciria la reducibilidad.

Este esquema es tan ampliamente aplicable que se generaliza mediante la siguiente

propiedad:
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PropiEpAD: Sea A 02, Si VAC A vy existe alguna funcién computable X que
cumple Ind(X)JA, entonces K<A y por tanto AJ2,,.

Esta generalizacién nos permite identificar "casos tipo" a partir de los cuales la
construccion s-m-n queda garantizada para demostrar la indecidibilidad de un conjunto.
La abstraccion conseguida es tal que ya no es preciso siquiera pensar en términos de
reduccion: basta con realizar tareas triviales como verificar, por un lado, que ciertos
programas estan en A (los que computan a X) que ciertos otros estan fuera (los programas

que computan la funcion vacia).

Dado un conjunto A 0 W, cuando todos los indices de una funcién computable {J
estan o bien completamente contenidos en A o completamente excluidos de él se dice que
A respeta la funcion Y. En el caso anterior tenemos que, para aplicar la propiedad a un
conjunto A este debe respetar dos funciones al menos: X y 1L Unos conjuntos que
resultan muy interesantes desde el punto de vista de la computabilidad son los llamados
conjuntos index o conjuntos de indices: aquellos que respetan todas las funciones

computables.

Derivicion: Dado un conjunto A O W, decimos que A es un index si para cualquier
funcién computable Y se verifica o bien Ind(J)) A o bien Ind({))OA.

Un index puede ser visto como un conjunto que describe propiedades semanticas
de los programas. Todos los programas equivalentes entre si (es decir, que son indices de
una misma funcién) tienen que cumplir las mismas propiedades semadnticas, y si un
conjunto A de programas-while estd definido por una propiedad de ese tipo, entonces
todos estdn obligados a cumplirla (todos pertenecen al conjunto) o a incumplirla (todos
pertenecen al complementario). No puede darse el caso de dos programas que hagan lo

mismo y estén en bandos diferentes.

Muchos de los conjuntos con los que hemos trabajado en los capitulos anteriores,
como TOT, VAC, CONS o PERM, son index. Una notable excepcion es K., ya que el que
un programa converja sobre si mismo no implica que lo haga sobre todos los programas

equivalentes a €él.

El resultado indicado en la propiedad enunciada mads arriba y otros similares dan
lugar a los Teoremas de Rice, que precisamente estudian y clasifican los index,
encontrando muchas propiedades interesantes. La primera y mas llamativa es que fodas
las propiedades relacionadas con el comportamiento funcional de los programas son

indecidibles. Es decir, que cualquier pregunta que se refiera a la relacion entre las entradas
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y las salidas de un algoritmo estd condenada a no poder ser resuelta algoritmicamente.
Otro resultado establece que para que una propiedad semantica de los programas-while
no sea siquiera semidecidible basta con que dicha propiedad sea satisfecha por un

programa trivial (que siempre devuelve indefinido).

Aunque queda fuera del objeto de este trabajo enunciar en extension o demostrar
estas propiedades, valga como colofon este paraddjico resultado, que por otro lado se
demuestra de forma muy elegante gracias a las técnicas de reduccion que hemos intentado
desbrozar. La Ingenieria Informadtica, que ha demostrado ser una herramienta tan
extraordinariamente util para resolver problemas en tantos campos, incluso hasta el punto
de resultar instrumental en la demostracidon de algunos teoremas matematicos complejos,
es incapaz de resolver la pregunta mas nimia que se haga dentro de su propio campo

cuando se toca el tema de predecir el comportamiento de los programas.
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Apéndice : Programas-while y funciones computables

En este apéndice se repasan todos los fundamentos que nos han permitido
programar como lo hemos hecho a lo largo del presente informe. En primer lugar
describiremos el lenguaje de los programas-while, que son el soporte ultimo de la teoria de
la computabilidad que hemos desarrollado. A pesar de su simplicidad, este lenguaje

contiene los elementos necesarios para programar cualquier funcién computable.

El hecho de definir un lenguaje minimalista no solo obedece al deseo de explorar
cudles son las primitivas esenciales para tener un sistema de programacién completo.
Como hemos visto en el presente informe, los programas-while también son utilizados
como objetos sobre los que se construyen otros programas que los editan, manipulan o
ejecutan. En ese momento resulta esencial que los programas-while constituyan un
conjunto manejable de objetos.

La contrapartida es que su uso como formalismo para la descripciéon de algoritmos
resulta farragoso, pues hasta las acciones mas sencillas requieren algunas lineas de cédigo.
Por ello veremos distintos métodos para describir programas-while complejos mediante
abreviaturas accesibles llamadas macroprogramas. Y dado que uno de los principios de los
macroprogramas es incorporar a la notacion de descripcion algoritmic las funciones cuya
computabilidad ya ha sido demostrada, iremos dando una lista de funciones computables
que han sido utilizadas en el texto pero cuya computabilidad no se ha reproducido en el
texto.

A.1. El lenguaje de los programas-while

Los programas-while estdn constituidos por instrucciones que operan sobre
palabras construidas a partir de un alfabeto )’ = {ss, ..., sn}. Para referenciar las palabras
que el programa manipula se utilizan variables de la forma X0, X1, X2, ... No existe limite
en el nimero de variables que un programa puede utilizar, ni tampoco en el tamafio que

dichas palabras pueden alcanzar durante la ejecucion del programa.

Denotamos por YW el conjunto de los programas-while, que se definen

inductivamente de la siguiente manera:
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Si ... entonces...
ioON XI = €
i,jON _ ,
sOY XI = COHSS(XJ),
i,joON XTI := cdr (XJ);
P, P20W | PP
iON
sOY if cars?(XI) then Q end if;
QUW
é%% while nonem?(XI) loop Q end loop;

... €s un programa-while

La seméntica de un programa-while es la siguiente:

1.

Si el programa tiene n datos, se supone que al comenzar a operar éstos ya se

encuentran almacenados en las variables X1, X2, ..., XN, por ese orden

(variables de entrada).

Las variables del programa que no son ocupadas por datos de entrada se

inicializan con el valor € (palabra vacia).

Se ejecutan las instrucciones del programa sobre las variables.

Cuando el programa termina (si lo hace), se considera como tinico resultado de

la computacion el contenido final de la variable X0 (variable de salida).

Si por el contrario el programa no termina, se considera indefinido el resultado

de la computacion

El significado informal de cada uno de los tipos de programas de la definicion es:

XI =€

XTI := conss(XJ);

Sustituir el contenido de la variable XI
por la palabra vacia

Afadir una s por la izquierda a la

palabra contenida en XJ y asignar el
valor resultante a XI
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XI := cdr (XT): Eliminar el primer simbolo por la
izquierda a la palabra contenida en XJ y
asignar el valor resultante a XI

P1 Pz

Ejecutar secuencialmente los programas
Piy P2

if cars?(XI) then Q end if;

Ejecutar el programa Q si el primer
simbolo por la izquierda de la palabra
contenida en XI es s

while nonem?(XI) IOOP Qend |oop,' Mientras el contenido de XI sea una

palabra no vacia, ejecutar Q

A.2. Macros

Una macro es un mecanismo de abreviatura que permite describir un programa-
while de manera compacta y evita la repeticion de cddigo utilizado frecuentemente.
Pueden definirse tantos tipos de macros como se desee, pero cada vez que se introduce un
nuevo tipo es necesario proporcionar su expansion, es decir, la forma en que esa macro
puede ser convertida en un programa-while equivalente [IIS 96]. Por tanto la macro no es
mas que una abreviatura de dicho programa-while. Nos limitaremos a describir las macros
que resultan utiles para el desarrollo del texto, pero para consultar su expansion el lector

debera remitirse al informe mencionado [IIS 96].

Utilizando macros podemos escribir instrucciones con el siguiente formato:

o U:i=(Vvy, ..., V)

donde U, Vj, ..., Vk pueden ser variables o identificadores cualesquiera (Illamadas
macrovariables y usadas a efectos nemotécnicos), y P es una funcién cuya while-
computabilidad ya ha sido probada. La utilidad de estas macros (cuya parte
derecha se denomina macroexpresién) es que permiten ir reutilizando las funciones
que vamos programando para ser utilizadas como si ya estuvieran incorporadas al
lenguaje, en lugar de repetir de manera tediosa el codigo del programa que
computa P". En secciones posteriores de este apéndice recopilamos una lista de la

* Al utilizar funciones while-computables en las macroexpresiones y predicados while-decidibles en las
macrocondiciones procuramos respetar al maximo las notaciones mdas usuales en los lenguajes de
programacion, heredadas a su vez de las convenciones matematicas. Asi, las operaciones como la funcién
concatenacion & o el predicado igualdad = se utilizan en su notacién infija habitual: asi X7:=AUX & X2; en
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mayoria de las funciones utilizadas en los programas de este documento y cuya

while-computabilidad ya fue demostrada [IIS 96].
o if R(Vy, .., Vk) then Q endif;
while R(Vi, ..., Vk) loop Q end loop;
donde R es un predicado cuya while-decidibilidad ya ha sido probada, Vi, ..., Vk

pueden ser variables o macrovariables y Q es un macroprograma cualquiera. La
utilidad de las macrocondiciones incluidas en estas macros es que permiten ir
reutilizando los predicados que vamos programando para ser utilizados como si ya
estuvieran incorporados al lenguaje. En secciones posteriores de este apéndice
recopilamos una lista con la mayoria de predicados utilizados en los programas de
este documento y cuya while-decidibilidad ya fue demostrada [IIS 96].

* if B: then Qi elsif B2 then Q2 ... elsif B, then Qn else Qn: end if;

donde By, ..., Bn son macroexpresiones y Qy, ..., Qn+1 son macroprogramas.

« for Vin AB loop Q end loop;

donde V es una variable o macrovariable, A y B son macroexpresiones y Q es un
macroprograma que no incluye ninguna asignacion que pueda modificar V.

» case Vis when A1 => P1 ... when A« => Px otherwise P«.1 end case;

donde V es una variable o macrovariable, A1 ... Ak son macroexpresiones y P1 ... Px+1

s0Nn macroprogramas.

Con estas instrucciones los programas que escribimos adquieren un aspecto mas

cercano a los formulados mediante lenguajes de programacion mas habituales para

estudiantes de Ingenieria Informatica, pero es importante recordar que para cada

macroprograma existe un programa-while equivalente. Los macroprogramas son tutiles y

comodos, pero en ningun caso imprescindibles, ya que el lenguaje de los programas-while

es suficiente para demostrar la computabilidad de cualquier funcién que lo permita.

A.3. Funciones con palabras

Hay un gran nuimero de funciones computables que son utilizadas en nuestros

macroprogramas, empezando por algunas que resultan tremendamente dutiles para

vez de X7:=&(AUX, X2);. Analogamente la invocacién a las funciones while-computables constantes e

identidad se realizan del modo tradicional: asi escribiremos X4:=IND; y P:='abbac’;.
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manipular las palabras. Incluimos las operaciones que utilizamos para trabajar con

palabras sobre un alfabeto genérico )" = {s, ..., Sa}.

La funcién conss: Y* - Y*
conss(w) = s*w
La funciéon c¢dr: Y* - Y*
@E w=§
cdr(w) = %

v Usw=8*v

El predicado cars?: Y* -~ B

Qtrue w=s*'v

2(W) =
cars?(w) Hfalse C.C.

El predicado nonem? : }* — B se define como

Ofalse w=¢

2(W) =
nonem?(w) Htrue wt

La funcién vacia L : ¥* - Y* se define como

1L (w) 0o

R ¥* . ¥* se define como

La funcion inversa -
n€ w= €

wi=1 Rr _
qju *'s w=s'u

La funcién concatenacion -&-: Y * x Y * - Y* se define como

E&y=y

conss(x) & y = conss(x & y)

Esta funcion es usada en el texto con su notacidn algebraica (x*y en vez de x&y).

La funcién primero : Y'* - ) * se define como

€ w=¢

primero(w) = HS Wo s u
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* Para cada palabra w, la funcién constante Kw: }* - }* se define como
Kw(x)=w

* La funcién sig: }* - }* que dada una palabra devuelve la siguiente segtin el
orden que a) respeta la longitud, y b) entre las de igual longitud sigue el orden

lexicografico. Es decir, se define como:

sig(€) = a1
Ow* a4 i<n
sig(weai) = [

nsig(w)ra; i=n
* La funcién ant: }* - }* que devuelve la palabra anterior segiin el orden
definido en } ¥, se define como

e X=¢

ant(x) = Hsig'l(x) X%#¢

e La funcidn cod?: Y* x ¥* , ¥* biyeccion que codifica cada par de palabras en
y q p P

una sola de manera biunivoca:
cod’(E,€) =€
cod’(sig(x), €) = sig(cod*(€, x))

cod’(x, sig(y)) = sig(cod*(sig(x), y))

* Las funciones decodzi: }* —» >* y decodzz2: }* » }* que recuperan las
componentes de un par de palabras codificadas mediante cod*:

cod’*(decod21(x), decodz2(x)) = x

A.4. Tipos de datos simples y funciones asociadas

Tenemos otro convenio para poder utilizar en nuestros macroprogramas
operaciones correspondientes a otros tipos de datos distintos de las palabras. En realidad
estos son representados adecuadamente mediante palabras, pero su uso directo en los
algoritmos resultan mas transparentes para el programador. Para poder usar un tipo de
datos es necesario proceder a su implementacion, es decir, a describir cual es el mecanismo
de representacion subyacente, como se describe en [IIS 96], donde se implementan algunos

tipos de datos que resultan utiles en nuestro campo. Los tipos soportados son los
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siguientes: los naumeros naturales N, los booleanos B, las pilas P, los vectores dindmicos
V' y los propios programas-while VW. Gracias al mismo podremos utilizar valores de
dichos tipos en nuestros programas y manipularlos. Como ya hemos indicado éstos no son

sino abreviaturas de palabras que representan dichos valores.

Para trabajar con los nimeros naturales ademas de la operacion constructora succ,
(que suma 1) utilizamos algunas de las operaciones basicas: pred (que resta 1, con la
particularidad de que pred(0)=0), suma (+), producto (D, divison (/) y potencia ([I).
También usaremos los comparadores de orden (<, <, >, 2).

Los booleanos se definen para implementar operaciones logicas entre las que
utilizamos la negacion (=), la conjuncion (0), la disyunciéon (0) y la equivalencia o
igualdad légica ().

Las pilas y los vectores dindmicos son dispositivos de almacenamiento de datos,
palabras en este caso. Las primeras se forman por la agregacion ordenada de cero o mas
cadenas de caracteres y las representamos listando sus componentes entre los simbolos <y
1, por ejemplo <aba,bb,€ a] 6 <] (denominada ésta pila vacia). En los vectores
dindmicos, a diferencia de las pilas, cualquiera de sus componentes es accesible en
cualquier momento mediante su indice. Los vectores estan indexados partir de 0, y todo
vector tiene al menos un componente. Representamos un vector dindmico listando sus
elementos constitutivos entre los simbolos (y ), por ejemplo (aba, bb, €, a), en el que aba
es la 0-esima componente del vector. Decimos que son vectores dindmicos porque su
tamafio no esta limitado de antemano, pudiéndose afadir un numero arbitrario de

componentes en tiempo de ejecucion.
Para el tipo de datos pila utilizamos sus operaciones basicas habituales:

 La funcién empilar: Y*x P - P, que afiade una nueva palabra a la cima de

una pila:
empilar(v, <z, ..., zn]) = <v, z3, ..., Zn]

* El predicado P_vacia?: P - B, que indica cudndo una pila no contiene

elementos:
P_vacia?(<zi, ..., zn]) =true < n=0

« La funcién cima: P - Y* que extrae el tltimo elemento introducido en una
pila:
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cima(<]) OO
cima(empilar(v, <z, ..., zn])) = v
+ La funcién desempilar : > - P, que elimina la cima de una pila:
desempilar(<]) OO

desempilar(empilar(v, <z, ..., zn])) = <zy, ..., Zn]

En cuanto a los vectores dindmicos consideraremos las siguientes operaciones:

+ La funcién ult_indice: vV - N, que indica la posicién del tltimo elemento

indexable de un vector (es decir, uno menos que su nimero de componentes):
ult_indice((zo, 23, ..., Zn)) =n

 La funcién acceso: ¥V x IN - ¥* que permite recuperar un componente de un

vector a partir de su indice:
acceso((zo, z1, ..., Zi, ..., Zn), 1) =zi si 0<i<n
acceso((zo, z1, ..., Zn), 1) 0O, sii>n

Por respeto a la notacidon mas utilizada, para indicar acceso(v,i) en general

utilizaremos la expresion v(i).

+ La funcién modifica: V x N x* - 'V, que introduce un nuevo valor en una

posicion concreta de un vector devolviendo el vector resultante:
modifica((zo, z1, ..., Zi, ..., Zn), i, W) = (2o, 23, ..., Zi-1, W, Zis,..., Zn) Sii<n
modifica((zo, z1, ..., zn), i, W) (2o, z1, ..., Zn, E, ..., E, W) sii>n

Noétese que, mientras que la operacién acceso produce error cuando el indice es

mayor de lo permitido, en el caso de modifica provoca la ampliacion del vector dindmico

para dar cabida al nuevo valor en la posicion indicada.

Las frecuentes asignaciones de la forma V:= modifica(V, I, W) seran reemplazadas

por la macroasignacion a componente de vector V(I):= W..

Algunas funcion~~ y predicados pueden definirse para cualquier tipo de datos

como la funcién vacia (1) y los predicados de igualdad (=) y desigualdad (#) o mdximo

(max) y minimo (min).
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Podemos obtener nuevas funciones while-computables mediante la composicion de
otras ya conocidas. De forma andloga las operaciones while-computables y totales también
pueden componerse con predicados while-decidibles para utilizarse en las
macrocondiciones. Por ultimo podemos utilizar los operadores ldgicos not, and, or para
construir macrocondiciones aun mds complejas. En definitiva es posible construir

expresiones anidadas en programas como el siguiente:

while not P_vacia?(PILA) or AUX< K**2 loop
PILA := desempilar (PILA);
AUX = AUX+1;

end loop;

Teniendo en cuenta que el contenido de una macrovariable puede ser cualquier
elemento de un tipo de datos, y que podemos asignarle el resultado de aplicar cualquier

funcion while-computable es correcto también escribir asignaciones como:

AUX:= X5=28 ;

ya que estariamos asignando a AUX un valor de tipo booleano. Tenemos entonces que las
expresiones booleanas son validas tanto en las condiciones como en las partes derechas de

las asignaciones.

A.5. El tipo de datos programas-while y sus funciones asociadas

El tipo de datos WV esta constituido por el conjunto de los programas-while. Entre

las operaciones que manejan este tipo de datos podemos distinguir las siguientes:

+ Las funciones constructoras que nos permiten formar objetos del tipo W a
partir de los datos de las variables, simbolos y/o subprogramas que intervienen

en su construccion.

La funcién haz_asig_vacia: IN - W construye una asignacién vacia:
haz_asig_vacia(n) = XN:= E;

Las funciones haz_asig cons_s: N x N - W (hay una para cada simbolo del
alfabeto utilizado) construye una asignacion tipo cons:

haz_asig_cons_s(n,m) = XN:= cons;(XM);

La funcién haz_asig_cdr: IN x N - W construye una asignacién tipo cdr:
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haz_asig_cdr(n,m) = XN:= cdr(XM);

La funciéon haz_composicion: W x W . W concatena secuencialmente

programas previamente definidos:
haz_composicion(P,,P,) = P; P,

Las funciones haz_condicién_s: N x W o W (hay una para cada simbolo del

alfabeto utilizado) construyen un programa condicional:
haz_condicion_s(n,Q) = if cars?(XN) then Q end if;
La funcién haz_iteracion: N x W . W
haz_iteracion(n,Q) = while nonem?(XN) loop Q end loop;

* Los predicados de inspecciéon, que se aplican a programas y dan resultado

booleano indicandonos si el programa es de un tipo concreto o no.

asig_vacia?: W - B
asig_cons?: W - B
asig_cdr?: W - B
composicién? : W - B
condicion? : W - B
iteracion?: W - B

* Las operaciones de acceso, que nos indican qué elementos intervienen como

componentes de un programa-while.

Las funciones ind_var: W - Beind var 2: W - B nos devuelven el indice de

las variables implicadas en el mas alto nivel de construccion de un programa:
ind_var(XI:=€;) =i
ind_var(XI:=conss(XJ);) =i
ind_var(XI:=cdr(XJ);) =i
ind_var(if cars?(XI) then Q end if;) =i
ind_var(while nonem?(XI) loop Q end loop;) =i
ind_var(P1 P2) OO
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Notese que en este ultimo caso la funcion ind_var esta indefinida, pues aunque el
programa ha de contener alguna variable esta no se ha utilizado en el maximo

nivel, correspondiente a la composicion.
ind_var_2(XT:=conss(XJ);) =j
ind_var_2(XI:=cdr(XJ).) =j
Para el resto de los casos la funcién ind_var_2 queda indefinida.

Disponemos también de la funcién ind_simb : YW - ¥* que nos permite extraer el
simbolo implicado en las funciones cons y car cuando estas intervienen en el nivel
mas alto de construccion del programa (es decir, si se trata de una asignacion cons

0 de una condicion)
ind_simb(XI:=conss(XJ);) =s

ind_simb(if cars?(XI) then P end if;)=s

Para el resto de los casos la funcion ind_simb queda indefinida.

Por tltimo, las funciones inst_int: W - W e inst_int 2: W - W permiten
acceder alas instrucciones internas o subprogramas-while constitutivos de un

programa, cuando procede.
inst_int(P1 P2) = P
inst_int(if cars?(XI) then Q end if;)= Q

inst_int(while nonem?(XI) loop Q end loop;)=Q

Para el resto de los casos la funcion inst_int queda indefinida.

inst_int_2(P: P2) = P2

Para el resto de los casos la funcion inst_int_2 queda indefinida.

A.5.1. Funciones estaticas sobre los programas while

Una vez definidas las funciones que realizan operaciones elementales sobre los

programas-while podemos pasar a definir y programar otras mds complejas que
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manipulan el texto de los programas en busca de propiedades que pueden detectarse en
tiempo de compilacion, es decir, que se derivan exclusivamente del texto del programa.

Algunos ejemplos que nos resultan de utilidad para el presente texto son:

ult_variable: W - NN

nivel anidamiento: W - IN

La primera determina cudl es el maximo indice de variable que aparece en un
programa cualquiera, y la segunda calcula el maximo nivel de anidamiento que contiene
un programa. Veremos cdmo se puede demostrar la computabilidad de ambas. El
esquema es el mismo en ambas funciones: ir descomponiendo el programa-while que nos
suministran como dato y procesar cada “trozo” de programa para resolver el problema: en
un caso analizar las variables que aparecen en cada instruccion y en el otro estudiar el
nivel de anidamiento alcanzado. Pero la descomposicion del programa puede producir
una lista de subprogramas a la espera de ser procesados, y ademas esta lista puede ser
arbitrariamente larga. Para ocuparnos de ellos de manera ordenada los iremos guardando
en una pila, que inicialmente contendrd como tnico elemento el programa-while que se

toma como dato, y que marcara el fin del proceso en el momento de vaciarse

En el caso de ult_variable iremos almacenando en X0 el mayor indice de variable

que llevemos encontrado hasta el momento.

PILA := <], PILA := empilar (X1, PILA); X0 := O;
-- En X0 mantendremos el maximo indice hallado hasta el momento
while not P_vacia? (PILA) loop
-- Se extrae de la pila el subprograma que toca analizar
PROG := cima (PILA);
PILA := desempilar (PILA);
-- Se procesa dicho subprograma segun su tipo
if asig_vacia? (PROG) then
X0 := max(X0, ind_var (PROG));
elsif asig_cons? (PROG) or asig_cdr? (PROG) then
X0 := max(X0, ind_var (PROG), ind_var_2 (PROG)):
elsif condicion? (PROG) or iteracion? (PROG) then
X0 := max(X0, ind_var (PROG));
PILA := empilar (inst_int (PROG), PILA);
else PILA := empilar (inst_int_2 (PROG), PILA);
PILA := empilar (inst_int (PROG), PILA);
end if;
end loop;
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Para calcular el maximo nivel de anidamiento hay que considerar que este se
incrementa cada vez que entramos en un if o un while y que se reduce al salir. En este caso
en la pila guardaremos pares (P,n), donde P es un subprograma del que teniamos

originalmente, y n es el nivel de anidamiento a que se ha encontrado dicho subprograma.

PILA := empilar(cod_2(X1, 0), <]);
X0 :=0;
while not P_vacia?(PILA) loop
PROG := decod_2_1 (cima(PILA));
NIVEL := decod_2_2 (cima(PILA));
PILA := desempilar(PILA);
if asig_vacia?(PROG) or asig_cons?(PROG) or asig_cdr?(PROG) then
X0 := max(NIVEL,X0);
elsif composicion?(PROG) then
PILA := empilar(cod_2(inst_int_2(PROG), NIVEL), PILA);
PILA := empilar(cod_2(inst_int(PROG), NIVEL), PILA);
else PILA := empilar(cod_2(inst_int(PROG), NIVEL+1), PILA);
end if;
end loop;

A.5.2 Funciones dinamicas sobre los programas-while

Desde el punto de vista de la Teoria de la Computabilidad son mucho mas
interesantes las funciones que, actuando sobre programas, su resultado depende del
comportamiento o ejecucion de éstos. Y entre ellas la mas importante es la funcion

universal, descrita en detalle en [ISI 03].

La funcién universal toma como argumentos un programa Px y un dato (palabra) y,
y relaciona este par con la salida (palabra) que produciria el programa al suministrarle el
dato indicado. Asi, la funcién universal describe el resultado de cualquier cémputo

imaginable, y de ahi su pretencioso nombre. Se denota y define de la siguiente manera:

®: W xy* O - Y* donde P(x, y) D(I)x(y)

La importancia de esta funcion reside en el hecho de que contiene en su seno a
todas las funciones computables, independientemente de que los programas que las
computen hayan sido (o vayan a ser) formulados alguna vez. El truco estd en que ® en
realidad asocia cada algoritmo con sus resultados (ya que hay que administrarle como

dato el indice de la funcion a calcular, o los que es lo mismo, el codigo del programa que la
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calcula). De esta manera el programa que computa la funcién universal es capaz de
representar a todos los demds programas, encerrando dentro de si todas las esencias de la
computacion. Para demostrar su computabilidad (cosa que no haremos aqui pero puede
consultarse en [ISI 03]) se utiliza una técnica parecida a la estudiada en la seccién anterior:
mediante una pila se va descomponiendo el programa en sus componentes elementales, y
cuando se accede a cada uno de ellos se ejecuta. Para reflejar la accion del programa en su
medio se utiliza un vector de estado que conserva el contenido de las variables a medida

que la ejecucion del programa es emulada.

Puede haber casos en los que, en lugar de averiguar el comportamiento de un
programa hasta su finalizacion interese simular solo un cierto ntiimero de pasos del
mismo. La razén de realizar una prospeccion limitada estriba en la necesidad de evitar ser
arrastrados por una eventual divergencia del programa: si {x(y)? entonces también
®(x, y)1, y preguntar por el destino de un programa que cicla nos obliga a compartirlo. El
predicado decidible T explora la convergencia de un programa sobre un dato con un
numero de pasos como tope maximo, evitando ese riesgo (entendemos que un paso de
computacion corresponde a la realizacion de una accién del programa Px es decir,

ejecucion de una asignacion o evaluacidon de una condicion). Formalmente:

T(x,y,p) < Pxconverge sobre la entrada y en p o menos pasos

A veces es conveniente averiguar no solamente si el programa converge o no, sino
cudl es su resultado. Para ello se dispone de un predicado decidible E que toma un

argumento mas que T para poder hacer esta pregunta:

E(xy,p,z) = T(xy,p)y ademas ¢x(y)=z

Estos dos mecanismos de ejecucion limitada pueden ser muy dtiles cuando se
quieren explorar a la vez los comportamientos de varios programas. En [ISI 03] se estudian

algunas aplicaciones de esta técnica.

Tanto la funcién ® como los predicados T y E admiten extensiones con un ntimero
mayor de argumentos. Esto sucede cuando el programa Px que opera como primer

argumento es utilizado con mas de un dato de entrada.
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