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Resumen

En este trabajo se aborda el proedimiento de álulo de primas bajo

el sistema de tari�aión bonus-malus. Para ello se introduen los distintos

prinipios de álulo de primas y los oneptos de prima de riesgo, prima

oletiva y prima Bayes.

Se detalla en varios ejemplos la apliaión de las distintas fórmulas de

tari�aión y se ilustra on una apliaión a una artera real de seguros de

automóvil el proedimiento ompleto de obtenión de las primas.

Para realizar este trabajo hemos tomado omo referenia el texto

[Sarabia et al., 2006℄. Más onretamente, nos hemos basado en el Capítulo

12: Tari�aión. En diho texto se de�ne la teoría de la redibilidad omo

" un onjunto de ténias que permiten al asegurador ajustar de un modo

sistemátio las primas de los seguros en funión de la experienia de sinies-

tralidad ".

Una de las prinipales apliaiones de esta teoría se presenta en el seguro

de automóvil en el que la prima iniial se va transformando suesivamente a

medida que se inorpora la informaión de siniestralidad. Apareen así, los

denominados sistemas bonus-malus.

Los prinipios de álulo de primas, así omo la metodología asoiada

a su obtenión, onstituyen un elemento impresindible en la tari�aión

mediante redibilidad.

Como parte prátia, presentamos un aso de estudio apliado a una

artera de seguros de automóvil en el que obtenemos las diversas primas

basadas en los modelos seleionados.
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Capítulo 1

Introduión

La obertura de un riesgo por parte de un ompañía aseguradora se

establee on la garantía de un ontrato, denominado póliza y esta póliza

exige al asegurado pagar un preio, la prima.

Desde mediados del siglo XX se ha desarrollado la denominada teoría de

la redibilidad que basa su nombre en la �reenia que el atuario debe dar

a la experienia de siniestralidad a la hora de elaborar una tarifa�.

La teoría de la redibilidad utiliza ambas lases de experienias, la indivi-

dual y la oletiva para ajustar la prima y prever su ourrenia. Un ejemplo

de uso de la teoría de redibilidad lo onstituye el sistema de tari�aión

bonus-malus.

En este trabajo se aborda el proedimiento de álulo de primas bajo

el sistema de tari�aión bonus-malus. Para ello se introduen los distintos

prinipios de álulo de primas y los oneptos de prima de riesgo, prima

oletiva y prima Bayes.

Se muestra on varios ejemplos la apliaión de las distintas fórmulas de

tari�aión y se ilustra on una apliaión a una artera real de seguros de

automóvil el proedimiento ompleto de obtenión de las primas.

Para realizar este trabajo hemos tomado omo referenia el texto

[Sarabia et al., 2006℄. Más onretamente, nos hemos basado en el Capítulo

12: Tari�aión. En diho texto se de�ne la teoría de la redibilidad omo

" un onjunto de ténias que permiten al asegurador ajustar de un modo

sistemátio las primas de los seguros en funión de la experienia de sinies-

tralidad ".

Diha teoría omo disiplina matemátia, toma sus métodos de diversos
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ampos de las matemátias: la estadístia Bayesiana, el análisis funional,

las ténias de mínimos uadrados, et.

Uno de sus prinipales usos se presenta en el seguro de automóvil en

el que la prima iniial se va transformando suesivamente a medida que se

inorpora la informaión de siniestralidad. Apareen así, los denominados

sistemas bonus-malus.

Los prinipios de álulo de primas, así omo la metodología asoiada

a su obtenión, onstituyen un elemento impresindible en la tari�aión

mediante redibilidad.

Como parte prátia, presentamos un aso de estudio apliado a una ar-

tera de seguros de automóvil en el que obtenemos las diversas primas basadas

en dos situaiones diferentes. El riesgo se modeliza omo una variable alea-

toria uya distribuión depende de uno o varios parámetros en general �jos

aunque desonoidos. Una situaión habitual es permitir que alguno de estos

parámetros sea además una variable aleatoria. Surgen así las distribuiones

ondiionadas y las distribuiones ompuestas.



Capítulo 2

Prinipios de álulo de primas

La prima se de�ne omo el pago que un asegurado hae a un asegurador

por la obertura total o parial ontra un riesgo.

El preio orreto, denominado rating, es vital, pues si es demasiado bajo

representa una pérdida para la ompañía aseguradora y si es demasiado alto

se pierde ompetitividad en el merado. Analizaremos en este trabajo algunos

de los métodos de álulo de primas, también llamadas prinipios de álulo

de primas.

Si denotamos por X a la variable aleatoria que nos representa el riesgo,

un prinipio de álulo de prima se de�ne omo una funiónH(X) que asigna
al riesgo X un número real, que es la prima. En la prátia, el prinipio de

álulo de prima dependerá de la funión de distribuión F (x) de la variable
X.

Una vez estableido el prinipio de álulo de prima a apliar a un riesgo

X, el siguiente paso será alular la prima asoiada a X onforme a una de-

terminada distribuión de probabilidad asoiada al riesgo. En algunos asos,

las variables aleatorias degeneran en variables deterministas. En otras oa-

siones, tanto los ostes omo el número de siniestros son variables aleatorias.

De aquí en adelante, y salvo que se diga lo ontrario, el riesgo X repre-

sentará indistintamente el número de siniestros, la uantía por ada uno de

ellos o la antidad total o agregada.
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6 CAPÍTULO 2. PRINCIPIOS DE CÁLCULO DE PRIMAS

2.1. Funiones de pérdida

La metodología de álulo de primas utilizando funiones de pérdida, fue

propuesta en [Heilmann, 1989℄, obteniendo de esta manera muhos de los

prinipios de álulo de primas que ya se utilizaban así omo otros nuevos.

Consideramos una funión de pérdida L : R2 → R que atribuya a algún

(x, P ) ∈ R2
, la pérdida soportada por un deisor que toma la aión P y se

enuentra on el resultado x de algún experimento aleatorio. En este aso la

prima de riesgo se de�ne de la siquiente manera:

De�niión 2.1 Dados un riesgo X on funión de densidad f(x) y una

funión de pérdida L : R2 → R, la prima de riesgo es el valor de P que

minimiza la pérdida esperada,

∫

L(x, P )f(x)dx = Ef [L(x, P )] (2.1)

donde x es el resultado del experimento aleatorio X y P la prima obrada

por tomar x.

Si la variable aleatoria X es disreta, se deberá minimizar la expresión:

∞
∑

x=0

L(x, P )P (x)

donde P (x) es la funión de uantía de X.

Para obtener las distintas primas de riesgo se onsideran funiones de

pérdida de la forma:

uadrátia

exponenial

uadrátia ponderada

de auerdo on los siguientes resultados:

Teorema 2.1 Si onsideramos la funión de pérdida uadrátia dada por

L(x, P ) = (x− P )2, resulta

P = H(X) = Ef (X) (2.2)

denominado prinipio de prima neta o de equivalenia.
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Teorema 2.2 Si onsideramos la funión de pérdida exponenial dada por

L(x, P ) = 1
α(e

αx − eαP )2, on α > 0, resulta

P = H(X) =
1

α
logEf (e

αX)
(2.3)

denominado prinipio de utilidad exponenial.

Teorema 2.3 Si onsideramos la funión de pérdida uadrátia ponderada,

on peso g(x) = eαx, dada por L(x, P ) = eαx(x− P )2 on α > 0, entones,

P = H(X) =
Ef (XeαX )

Ef (eαX)
(2.4)

que es el prinipio de Essher.

Teorema 2.4 Si onsideramos la funión de pérdida uadrátia ponderada,

on peso g(x) = x, dada por L(x, P ) = x(x− P )2, entones,

P = H(X) =
Ef (X

2)

Ef (X)
= Ef (X) +

V arf (X)

Ef (X)
(2.5)

denominado prinipio de varianza.

Los prinipios de álulo de primas mostradas en los teoremas anteriores

son los más utilizados en la literatura atuarial y pueden estudiarse siempre

que la distribuión de la variable aleatoria X sea onoida.

En el ontrato atuarial es habitual onsiderar que todos o algunos de

los parámetros de los que depende la distribuión de probabilidad de X son

desonoidos. La prima alulada de auerdo on los prinipios de álulo

de primas mostradas en los Teoremas 2.1- 2.4, dependerá en la prátia de

alguno de dihos parámetros.

Por ejemplo, si el riesgoX sigue una distribuión de Poisson de parámetro

λ > 0, P(λ), la prima alulada onforme al prinipio de prima neta vendrá

dada por H(X) = EX = λ. Si el parámetro λ es desonoido pero �jo, la

prima se estima y se obtiene omo la estimaión puntual de λ, λ̂.

El problema se omplia uando el parámetro del que depende la distri-

buión de X es a su vez desonoido y aleatorio.

En este aso, el álulo de primas hae uso de oneptos relaionados on

las distribuiones ompuestas.
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2.2. Prima oletiva o a priori

Si f(x) denota la funión de densidad asoiada a la variable aleatoria X y

es dependiente del parámetro θ, esribiremos f(x, θ) ó f(x/θ) para derrotar

a su funión de densidad. En este aso, la variable será denotada por X/θ.
Si además θ es un parámetro aleatorio, denotaremos por π(θ) a la funión

de densidad orrespondiente.

De�niión 2.2 Se denomina distribuión ompuesta de X en relaión al

parámetro de θ, a la distribuión de X inondiionada al valor θ, que se

obtiene diretamente del Teorema de la partiión, omo

f(x) =

∫

θ
f(x/θ)π(θ)dθ

Si tanto X/θ omo θ son variables aleatorias ontinuas, la expresión ha de

ser onvenientemente modi�ada en el aso de que x/θ ó θ sean variables

aleatorias disretas. En diho aso la integral será sustituida por un sumato-

rio y las funiones de densidad por funiones de uantía:

Proposiión 2.1 Sean X/θ y θ dos variables aleatorias on media �nita,

entones: E(X) = Eθ(E(X/θ))

Proposiión 2.2 Sean X/θ y θ dos variables aleatorias on media y varian-

za �nitas, entones: V ar(X) = Eθ(V ar(X/θ)) + V arθ(E(X/θ))

Cuando la distribuión de X depende del parámetro θ, la prima de riesgo

P depende también del parámetro desonoido θ y será denotada por P (θ).
La mejor estimaión de diha prima es la prima oletiva, uya de�niión

aparee a ontinuaión.

De�niión 2.3 Dados un riesgo X/θ, on funión de densidad f(x/θ), sien-
do θ un parámetro desonoido y aleatorio on funión de densidad a priori

π(θ) y una funión de pérdida L : R2 → R, la prima oletiva es el valor PC

que minimiza la pérdida esperada,

∫

θ
L(P (θ), PC)π(θ)dθ (2.6)

siendo P (θ) la prima de riesgo de�nida en (2.1).
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La prima oletiva tal y omo está de�nida en (2.6) es la mejor forma de esti-

mar, ya que optimiza en el sentido de mínimo, la prima de riesgo (obviamente

desonoida).

Considerando que la distribuión del riesgo X ondiionada a la ourren-

ia del parámetro θ es f(x/θ) y que θ es una variable aleatoria on densidad

π(θ), podemos obtener las expresiones de la prima oletiva para los prini-

pios de prima neta, exponenial, Essher y varianza, sin más que extender

los Teoremas 2.1-2.4 a este aso.

Teorema 2.5 Para el prinipio de prima neta on funión de pérdida ua-

drátia, tenemos que

L(P (θ), PC) = (P (θ)− PC)
2

donde P (θ) = E(X/θ). Entones la prima oletiva viene dada por

PC = Eθ(P (θ))

Teorema 2.6 Para el prinipio de utilidad exponenial on funión de pér-

dida uadrátia, tenemos que

L(P (θ), PC) =
1

α
(eαP (θ) − eαPC )2

donde la prima de riesgo es P (θ) = 1
α logE(eαX/θ). Entones la prima o-

letiva viene dada por

PC =
1

α
logEθ(e

αP (θ))

Teorema 2.7 Para el prinipio de prima Essher on funión de pérdida

uadrátia ponderada, tenemos que

L(P (θ), PC) = (eαP (θ))(P (θ)− PC)
2, α > 0

donde la prima de riesgo es P (θ) = E(X/θeαX/θ)
E(eαX/θ)

. Entones la prima oletiva

viene dada por

PC =
Eθ(P (θ)eαP (θ))

Eθ(eαP (θ))
.
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Teorema 2.8 Para el prinipio de prima de varianza on funión de pérdida

uadrátia ponderada, tenemos que

L(P (θ), PC) = P (θ)(P (θ)− PC)
2

donde la prima de riesgo es P (θ) = E(X/θ) + V ar(X/θ)
E(X/θ) . Entones la prima

oletiva viene dada por

PC =
Eθ(P (θ))2

Eθ(P (θ))
=

V arθ(P (θ))

Eθ(P (θ))
+ Eθ(P (θ)).

Es deir, para alular la prima oletiva en ualquiera de los uatro

prinipios de prima, se repite dos vees un mismo álulo. Primero se obtiene

la prima de riesgo, P (θ), a partir de la distribuión ondiionada de X/θ; y
luego, on el mismo proedimiento, se obtiene la prima oletiva PC a partir

de la distribuión de θ.

Ejemplo 2.1 a) Veamos ómo se alulan la prima de riesgo y la prima

oletiva bajo el prinipio de prima neta uando el riesgo, X/θ, sigue una

distribuión de Poisson, P(θ) y θ a su vez sigue una distribuión gamma,

γ(a, r), a, r > 0.

En este aso, por el Teorema 2.1, la prima de riesgo es P (θ) = E(X/θ) =
θ 1

, mientras que la prima oletiva es por el Teorema 2.5:

PC = Eθ(P (θ)) = Eθ(θ) =
r

a
. (2.7)

b) Si utilizamos el prinipio de varianza, por el Teorema 2.4, la prima de

riesgo es: P (θ) = E(X/θ) + V ar(X/θ)
E(X/θ) = θ + θ

θ = θ + 1 2

, mientras que la

prima oletiva es por el Teorema 2.8:

PC = Eθ(P (θ)) +
V arθ(P (θ))

Eθ(P (θ))
=

= Eθ(θ + 1) +
V arθ(θ + 1)

Eθ(θ + 1)
= (2.8)

=
r

a
+ 1 +

r
a2

r
a + 1

=
(r + a)2 + r

a(r + a)
.

1

Partimos de onoer que la media de una Poisson de parámetro θ es θ y la media de

una gamma (a, r) es r
a
.

2

Partimos de onoer que la varianza de una gamma (a, r) es r
a2 .
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Ejemplo 2.2 a) En este aso veremos ómo se alulan la prima de riesgo

y prima oletiva bajo el prinipio de prima neta, uando el riesgo X/θ sigue

una distribuión Binomial negativa, Bn(r, r
r+θ ) on funión de uantía:

P (x/θ) =

(

r + x− 1
x

)

( r
r+θ )

r( θ
r+θ )

x
, x = 0, 1, 2, ..

y θ sigue una distribuión Beta de segunda espeie, on r, a, b > 0 y funión

de densidad:

π(θ) =
ra

B(a, b)

θb−1

(r + θ)a+b

donde B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) y θ > 0.

Siguiendo de nuevo el Teorema 2.1, la prima de riesgo en este aso es

3

,

si X/θ ∈ Bn(r, r
r+θ ),

P (θ) = E(X/θ) = r
θ

r+θ
r

r+θ

= θ (2.9)

Siguiendo de nuevo el Teorema 2.5, la prima oletiva se alula omo

PC = Eθ(P (θ)) = Eθ(θ).

Para alular la esperanza de θ haemos uso del heho de que su funión

de densidad integra la unidad,

∞
∫

0

ra

B(a, b)

θb−1

(r + θ)a+b
dθ = 1 (2.10)

de donde,

∞
∫

0

ra
θb−1

(r + θ)a+b
dθ = B(a, b) (2.11)

Por tanto, teniendo en uenta (2.10),

E(θ) =
1

B(a, b)

∞
∫

0

θra
θb−1

(r + θ)a+b
dθ =

r

B(a, b)

∞
∫

0

ra−1 θb

(r + θ)a+b
dθ =

3

Partimos de onoer, aunque lo omprobaremos en el Capítulo 4, la media y la varianza

de una Binomial negativa.
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=
r

B(a, b)
B(a− 1, b+ 1) = r

Γ(a−1)Γ(b+1)
Γ(a+b)

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

= r
(a− 2)!(b)!

(a− 1)!(b− 1)!
=

= r
b

a− 1
, si a 6= 1.

Luego, la prima oletiva es,

PC = Eθ(θ) =
rb

a− 1
, si a 6= 1. (2.12)

b) Si utilizamos el prinipio de varianza, siguiendo el Teorema 2.4, la

prima de riesgo es

P (θ) = E(X/θ) +
V arθ(X/θ)

E(X/θ)
= θ +

θ(r + θ)

rθ
=

θ(r + 1)

r
+ 1 (2.13)

Y en este aso, la prima oletiva es PC = Eθ(P (θ)) + V arθ(P (θ))
Eθ(P (θ)) .

Para alular V arθ(P (θ)), nos hae falta onoer la varianza de θ y por

tanto su momento ordinario de orden 2, E(θ2).

Diho momento, al igual que la media, se alula haiendo uso de la

forma de la integral que sabemos haer de la densidad de una Beta.

Así,

E(θ2) =
1

B(a, b)

∞
∫

0

θ2ra
θb−1

(r + θ)a+b
dθ =

1

B(a, b)

∞
∫

0

ra
θb+1

(r + θ)a+b
dθ =

=
r2

B(a, b)

∞
∫

0

ra−2 θb+1

(r + θ)a+b
dθ =

r2

B(a, b)
B(a− 2, b+ 2) =

= r2
(b+ 1)b

(a− 1)(a− 2)
, si a 6= 1, 2.

Luego,

V ar(θ) = E(θ2)− [E(θ)]2 = r2
(b+ 1)b

(a− 1)(a − 2)
− [

rb

(a− 1)
]2 =

=
r2b(a+ b− 1)

(a− 1)2(a− 2)
, si a 6= 1, 2.

De donde,

E(P (θ)) = Eθ(1 + θ
1 + r

r
) = 1 +

(1 + r)b

a− 1
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y

V arθ(P (θ)) = V ar(1 + θ
1 + r

r
) =

(1 + r)2b(a+ b− 1)

(a− 1)2(a− 2)
,

siendo a 6= 1, 2. Por tanto, la prima oletiva en este aso resulta ser,

PC = Eθ(P (θ)) +
V arθ(P (θ))

Eθ(P (θ))
=

= 1 +
(1 + r)b

(a− 1)
+

(1+r)2b(a+b−1)
(a−1)2(a−2)

1 + (1+r)b
(a−1)

= (2.14)

= 1 +
(1 + r)b

(a− 1)
+

(1 + r)2b(a+ b− 1)

(a− 1)(a − 2)[(a− 1) + (1 + r)b]
,

si a 6= 1, 2.

2.3. Prima de Bayes o a posteriori

Para obtener la prima de Bayes o a posteriori, debemos ombinar la

informaión a priori obtenida del parámetro θ y la informaión muestral.

Si la densidad a priori viene dada por π(θ) y ~x = (x1, ..., xn) es un vetor

que reoge la informaión muestral, la verosimilitud del dato observado será

L(~x/θ). Utilizando el teorema de Bayes, la distribuión a priori será:

π(~x/θ) =
L(~x/θ)π(θ)

∫

θ
L(~x/θ)π(θ)dθ α L(~x/θ)π(θ)

Con lo ual, la prima de Bayes se puede de�nir de la siguiente manera:

De�niión 2.4 Dados un riesgo X, (X/θ), on funión de densidad de pro-

babilidad f(x/θ), siendo θ un parámetro desonoido on distribuión a priori

π(θ), una funión de pérdida L : R2 → R y un vetor de datos observados ~x,
la prima de Bayes es el valor P (~x) que minimiza:

∫

θ

L[P(θ),P(~x)]π(θ/~x)dθ

siendo P (θ) la prima de riesgo y π(θ/~x) la distribuión a posteriori de θ
dada la muestra.
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Suponiendo los resultados de los Teoremas 2.1-2.4, para la prima de riesgo,

y 2.5-2.8, para la prima oletiva, se pueden obtener las expresiones de la

prima de Bayes para los prinipios de álulo de primas vistas anteriormente,

de la siguiente forma:

Teorema 2.9 Bajo el prinipio de prima neta, tenemos que la funión de

pérdida es L(P(θ),P(~x))2, donde P (θ) = E(X/θ). Entones la prima de

Bayes viene dada por

P(~x) = Eπ(θ/~x)[Ef (X/θ)],

donde π(θ/~x) es la distribuión a posteriori de θ dado ~x.

Teorema 2.10 Para el prinipio de utilidad exponenial, tenemos que la

funión de pérdida es L(P(θ),P(~x)) = 1
α (e

αP(θ) − eαP(~x))2, donde

P(θ) =
1

α
logE(eαP (θ)).

Entones la prima de Bayes viene dada por:

P(~x) =
1

α
logEπ(θ/~x)(e

αP (θ)),

donde π(θ/~x) es la distribuión a posteriori de θ dado ~x.

Teorema 2.11 Para el prinipio de prima de Essher, tenemos que la fun-

ión de pérdida es L(P(θ),P(~x)) = eαP(θ)(P(θ)−P(~x))2, α > 0. Entones
la prima de Bayes viene dada por:

P(~x) =
Eπ(θ/~x)[P(θ)eαP (θ)]

Eπ(θ/~x)[eαP (θ)]
,

donde π(θ/~x) es la distribuión a posteriori de θ dada ~x.

Teorema 2.12 Para el prinipio de prima de varianza, tenemos que la fun-

ión de pérdida es L(P(θ),P(~x)) = P(θ)(P(θ)−P(~x))2. Entones, la prima

de Bayes viene dada por:

P(~x) =
Eπ(θ/~x)[P(θ)]2

Eπ(θ/~x)[P (θ)]
,

donde π(θ/~x) es la distribuión a posteriori de θ dada ~x.
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A la vista de los resultados mostrados en los Teoremas 2.9-2.12, alular

la prima de Bayes equivale a utilizar las fórmulas de la prima oletiva da-

dos en los Teoremas 2.5-2.8, reemplazando la distribuión a priori θ, por la
distribuión a posteriori de θ dado ~x.

En este sentido, serán útiles las familias de distribuiones onjugadas.

Existe una lase de distribuiones a priori onoidas omo distribuiones

onjugadas, en las uales se da que si la distribuión a priori es de la familia

onjugada, la distribuión a posteriori lo será también.

De�niión 2.5 Supongamos que el modelo que genera los datos x tiene

distribuión f(x/θ). Una familia de densidades a priori F para el pará-

metro θ, se die onjugada para el muestreo dado por f(x/θ) si para ual-

quier densidad a priori π(θ) ∈ F se on�rma que la densidad a posteriori

π(θ/~x) α L(~x/θ)π(θ) es también una densidad de la familia F .

En la prátia onsideramos familias onjugadas aquellas que apareen

de forma natural en los proesos de muestreo más habituales. Veamos los

siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.3 Teniendo en uenta que el riesgo X/θ sigue una distribuión

de Poisson, P (θ), y θ sigue una distribuión gamma, γ(a, r). Obtendremos

que la distribuión a posteriori π(θ/x) ∈ γ(a+n, r+nx̄). Es deir, la lase de
densidades a priori γ(a, r) es onjugada para el muestreo de Poisson. Para

verlo, alulamos la verosimilitud:

L(~x/θ) = e−θ θ
x1

x1!
...e−θ θ

xn

xn!
= e−nθ θ

x1+...+xn

x1!...xn!
= e−nθ θnx̄

x1!...xn!

Teniendo en uenta que x̄ = x1+...+xn
n , luego nx̄ = x1 + ...+ xn y

π(θ) =
ar

Γ(r)
e−aθθr−1.

Entones:

L(~x/θ)π(θ) = e−nθ θnx̄

x1!...xn!

ar

Γ(r)
e−aθθr−1

=
ar

Γ(r)x1!...xn!
e−(a+n)θθnx̄+r−1 α e−(a+n)θθnx̄+r−1

Por lo tanto: π(θ/~x) ∈ γ(a+ n, r + nx̄).
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Ejemplo 2.4 Teniendo en uenta que el riesgo X/θ sigue una distribuión

binomial negativa, Bn(r, r
r+θ ), y θ sigue una distribuión Beta de segunda

espeie Be(r, a, b). Obtendremos que la distribuión a posteriori, π(θ/x) ∈
Be(r, a + nr, b + nx̄) y por tanto, la lase de densidades a priori Beta de

segunda espeie (r, a, b) es onjugada para el muestreo mediante una Binomial

negativa.

En este aso, la verosimilitud L(~x/θ) α ( r
r+θ )

nr( θ
r+θ )

x1...xn
y π(θ) =

ra

B(a,b)
θb−1

(r+θ)a+b , de donde, L(~x/θ)π(θ) α θb+nx̄−1

(r+θ)nx̄+a+b , luego

π(θ/~x) ∈ Be(r, a + nr, b+ nx̄).

Ejemplo 2.5 a) Veamos ómo se alula la prima de Bayes bajo el prinipio

de prima neta, uando el riesgo X/θ sigue una distribuión de Poisson, P(θ),
y θ sigue una distribuión gamma, γ(a, r), a, r>0.

Según el Teorema 2.9, la prima de Bayes bajo el prinipio de prima neta

es: P(~x) = Eπ(θ/~x)(P (θ)), donde P (θ) = E(X/θ) = θ.

Teniendo en uenta el Ejemplo 2.3, la distribuión a posteriori de θ/~x es

γ(a+ n, r + nx̄).

Por lo tanto la prima de Bayes será:

P(~x) = Eπ(θ/~x)(E(X/θ)) = Eπ(θ/~x)(θ) =
r + nx̄

a+ n
(2.15)

b) Si utilizamos el prinipio de varianza, por el Teorema 2.12, la prima

de Bayes será:

P(~x) = Eπ(θ/~x)(P (θ)) +
V arπ(θ/~x)(P (θ))

Eπ(θ/~x)(P (θ))
,

donde P (θ) = θ + 1. Entones:

P (~x) = Eπ(θ/~x)(θ + 1) +
V arθ(θ + 1)

Eπ(θ/~x)(θ + 1)
=

r + nx̄

a+ n
+ 1 +

r+nx̄
(a+n)2

r+nx̄
a+n + 1

=

=
(r + nx̄+ a+ n)2 + r + nx̄

(a+ n)(r + nx̄+ a+ n)
(2.16)

Ejemplo 2.6 a) En este aso, veremos ómo se alula la prima de Bayes

bajo el prinipio de prima neta, uando el riesgo X/θ sigue una distribuión

Binomial Negativa, Bn(r, r
r+θ ) on funión de uantía:
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P (x/θ) =

(

r + x− 1
x

)

( r
r+θ )

r( θ
r+θ )

x
, x = 0, 1, 2, ..

donde B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) y θ > 0, sigue una distribuión Beta de segunda

espeie de parámetros r, a, b.

Según el Teorema 2.9, la prima de Bayes será: P(~x) = Eπ(θ/~x)E(X/θ)

Teniendo en uenta el Ejemplo 2.4, la distribuión a posteriori de θ/~x es

Beta de parámetros (r, a+ nr, b+ nx̄).

Además si X/θ ∈ Bn(r, r
r+θ ), también hemos visto en el Ejemplo 2.1 a)

que E(X/θ) = θ, siendo en este aso la prima de riesgo P(θ) = E(X/θ) = θ.

Por lo tanto, la prima de Bayes será, P(~x) = Eπ(θ/~x)(P(θ)) = Eπ(θ/~x)(θ).

Si Eθ = rb
a−1 , siendo θ ∈ Beta de parámetros (r, a, b), sustituyendo los

parámetros de la distribuión a posteriori, obtenemos que la prima de Bayes,

bajo el prinipio de prima neta es en este aso,

P(~x) = Eπ(θ/~x)(θ) = r
b+ nx̄

a+ nr − 1
.

b) Análogamente si utilizamos el prinipio de varianza, la prima de riesgo

(ver Ejemplo 2.1b)) es: P(θ) = E(X/θ)+ V ar(X/θ)
E(X/θ) = θ (r+1)

r +1, y por tanto,
la prima de Bayes es:

P(~x) = Eπ(θ/~x)(P(θ)) +
V arπ(θ/~x)(P(θ))

Eπ(θ/~x)(P(θ))
= 1 +

(1+r)2(b+nx̄)(a+nr+b+nx̄−1
(a+nr−1)2(a+nr−2)

1 + (1+r)(b+nx̄
a+nr−1

=

= 1 +
(1 + r)(b+ nx̄)

a+ nr − 1
+

+
(1 + r)2(b+ nx̄)(a+ nr + b+ nx̄− 1)

(a+ nr − 1)(a+ nr − 2)[(a + nr − 1) + (1 + r)(b+ nx̄)]
(2.17)

Expresión análoga a la obtenida en el Ejemplo 2.1 b) (2.14) para la prima

oletiva, donde ahora a+ nr reemplaza al parámetro a, y b+ nx̄ reemplaza

al parámetro b.
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Capítulo 3

La teoría de la redibilidad

3.1. Introduión

Esta teoría se de�ne omo el onjunto de ténias que permiten al ase-

gurador ajustar de modo sistemátio, en funión de la experienia de sinies-

tralidad, las primas de los seguros.

Además, se oupa de medir la importania que ha de tener la informaión

de un individuo frente a la informaión de la artera de seguros en relaión

a la prima que debe satisfaer.

Uno de sus prinipales usos se presenta en el seguro de automóvil, son los

denominados sistemas de tari�aión bonus-malus. En ellos, la prima iniial

se va transformando suesivamente a medida que se inorpora la informaión

de la siniestralidad. Con este sistema, el asegurado puede ver boni�ada

o penalizada su prima partiular dependiendo de su propia experienia de

relamaiones.

En las últimas déadas, el setor �naniero ha sufrido un gran ambio,

debido prinipalmente a la globalizaión de los merados, a las nuevas te-

nologías, al desarrollo de omplejos produtos derivados y a la inorporaión

a los merados de países subdesarroyados. Por todo ello, es de vital impor-

tania para alanzar el éxito en la gestión �naniera, el ontrol y la mediión

de riesgos. De ahí que haya naido el riesgo operaional, el ual es un ries-

go adsrito a suesos que no inluyen los de merado ni los de rédito, y

que pueden tener una proedenia interna y/o externa. Para modelizar el

riesgo operaional de auerdo on las nuevas indiaiones regulatorias ono-

idas omo Basilea II, se está realizando un esfuerzo en la implementaión

de proedimientos tanto ualitativos omo uantitativos.

19
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3.2. Conepto y perspetiva história

"Proeedings " fue el primer trabajo publiado sobre teoría de la re-

dibilidad. Fue esrito por [Whitney, 1918℄, el ual se basó en el trabajo de

[Mowbray, 1914℄ para realizarlo. " Proeedings " propone que de una for-

ma simple, la prima que se debe pagar por parte del asegurado inluya su

experienia individual y la de la artera de seguros:

P = Z X + (1− Z) C (3.1)

donde X es la experienia individual, C la informaión que se dispone sobre

el oletivo y Z un fator de ponderaión denominado fator de redibilidad.

Además, el fator de redibilidad Z debería satisfaer lo siguiente:

Ser una funión del tiempo de vigenia de la póliza, n, por tanto Z ≡
Z(n)

Ser una funión reiente en n, de modo que se aproxime a 1 uando

n tienda a in�nito, mientras que tienda a 0 uando n tienda a 0. Por

tanto, si n = 0, supondríamos que se trataría de un ontrato nuevo y

la prima a obrar sería C. Por otro lado, si n tiende a in�nito, la prima

estará basada en la experienia individual, por lo que la prima sería

X,

Z debería ser también una funión reiente de la varianza de las primas

teórias, on limite 1 uando aquella tiende a in�nito y 0 uando tiende

a 0.

[Hikmann, 1975℄ propuso que la teoría de la redibilidad es el meanismo

que permite el ajuste sistemátio de las primas de seguros onforme se obtiene

la experienia de siniestralidad.

Por otro lado, [Hewitt, 1970℄ de�ne redibilidad omo un estimador li-

neal de la prima teória esperada que sea una ombinaión onvexa entre la

hipótesis y la observaión.

Más tarde, a mediados del siglo XX, empezó a tener importania una

nueva visión de la estadístia, la Bayesiana. Muhos estimadores Bayes y

su distribuión a priori natural onjugada respondían a la propuesta de

[Mowbray, 1914℄, [Whitney, 1918℄ y [Bailey, 1945℄. En este aspeto desta-

amos el trabajo de [Mayerson, 1964℄ en el que por primera vez se utilizan

los términos redibilidad y estadístia Bayesiana.
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En 1975 se publió el texto "Credibility. Theory and Appliations ", el

ual inluye todo el onoimiento existente hasta la feha sobre la teoría de

la redibilidad.

Lo que hoy en día se entiende por teoría de la redibilidad moderna

surge on la publiaión del modelo de distribuión libre, publiado por

[Bühlmann, 1967℄. El objetivo de este modelo es estimar la prima orres-

pondiente a un asegurado o grupo, que forman una póliza en una artera de

seguros, restringiéndose a las primas lineales y utilizando el método de los

mínimos uadrados.

Posteriormente en [Bühlmann y Straub, 1972℄ se generaliza el modelo

lásio de [Bühlmann, 1967℄ a una artera de seguros. La soluión obtenida

es más general que la del modelo de [Bühlmann, 1967℄, además de inluirla

omo un aso partiular.

Poos años más tarde, [Jewell, 1974℄ se planteó el problema de onsiderar

omo verosimilitud asoiada al número de relamaiones. La soluión fue que

el estimador de la prima neta admitía siempre una expresión lineal, on el

fator de redibilidad igual al de [Bühlmann, 1967℄.

Graias a [Bühlmann, 1975℄ la teoría de redibilidad se ha llevado al

terreno de la teoría de juegos, uando interpretó el problema de deisión

del atuario para elegir una prima de seguro a obrar omo un juego entre

dos jugadores, el atuario y la naturaleza utilizando el riterio de deisión

minimax.

Combinando la teoría de la deisión y la de juegos, apareen los mo-

delos gamma-minimax ([Eihenauer et al., 1988℄) y posterior regret gamma-

minimax, ver ([Gómez-Déniz et al., 2006℄ y [Gómez-Déniz y Sarabia, 2008℄).

Estos modelos surgen de la estadístia Bayesiana robusta, en la ual el in-

vestigador no tiene onoimiento sobre la distribuión a priori del parámetro

de riesgo.

Otro tipo de modelos tienen en uenta el heho empíriamente ontrasta-

do de que las distribuiones del número de siniestros en el ramo de automó-

viles están muy argados de eros, inorporando las distribuiones in�adas

de eros, ver [Bouher y Denuit, 2007℄. Además, se han propuesto mode-

los de redibilidad tipo panel, basados en varios períodos de tiempo, ver

[Gajek et al., 2007℄.
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3.3. Credibilidad total

Si los asegurados tienen una experienia de relamaión favorable, que-

rrán que la prima que tengan que pagar esté basada en su experienia de

siniestralidad. Sin embargo, esto sólo será posible si la experienia de rela-

maión es estable. Para resolver este problema, una manera es suponer que x̄
es estable si existe una probabilidad alta de que la diferenia entre x̄ y ǫ sea
pequeña, siendo ǫ la media teória de x̄. Esto requeriría admitir redibilidad

total si se veri�a:

Pr(|x̄− ǫ| ≤ cǫ) = Pr[((1− c)ǫ ≤ x̄ ≤ (1 + c)ǫ)] ≥ p (3.2)

siendo 0 < p < 1 y c > 0.

La fórmula (3.2) también se puede esribir de la siguiente forma:

Pr[(| x̄− ǫ

σ/
√
n
| ≤ cǫ

√
n

σ
)] ≥ p (3.3)

Además, Xp se de�ne omo:

Xp = infx{Pr(| x̄− ǫ

σ/
√
n
| ≤ x) ≥ p}

Si suponemos que x̄ sigue una N(ǫ, σ√
n
). Ésta última expresión equivale a:

Pr(| x̄− ǫ

σ/
√
n
| ≤ Xp) = p (3.4)

donde Xp es el uantil 1 − p
2 . Así, tendremos que Xp es 1,96 si suponemos

que p es 0,95.

Por tanto, de (3.3) para suponer redibilidad total, se ha de veri�ar que:

cǫ
√
n

σ
≥ Xp

que es lo mismo que el oe�iente de variaión

g0 =
σ

ǫ
≤ c

Xp

√
n =

√

n

λ0
(3.5)

es deir, que el oe�iente de variaión es menor o igual que

√

n/λ0.
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Así, se supondrá redibilidad total si,

n ≥ λ0(
σ

ǫ
)2. (3.6)

En la prátia, si la experienia del asegurado es su�ientemente grande,

de auerdo al Teorema Central del Límite, la variable aleatoria (x̄−x)/(σ
√
n)

sigue una distribuión N(0, 1) aproximadamente. Así, obtenemos que la fór-

mula (3.4) puede esribirse omo p = 2Φ(Xp)− 1, donde Φ(x) es la funión

de distribuión de la normal tipi�ada. Y Xp es el uantil 1 − p/2 de la

distribuión normal tipi�ada.

Ejemplo 3.1 Se uenta on la experienia xj, donde j = 1, ..., n, de un

ontrato de seguro y que x1, ..., xn son variables aleatorias independientes e

idéntiamente distribuidas tipo Poisson (θ = 200). ¾Cuál es el valor más

pequeño de n para onsiderar redibilidad total? Suponiendo que c = 0, 04
y que p = 0, 95, y, además, teniendo en uenta que la aseguradora tari�a

atendiendo sólo al número de relamaiones, Xi, i = 1, ..., n son i.i.d. ∈ P (θ)
on θ = 200. Entones, EXi = V arXi = 200. Además, E(x̄) = 200 y

V ar(x̄) =
√

200
n .

Si suponemos que p = 0, 95, obtenemos que el area 1− p/2 = 0, 025. Por
lo que Φ(tα/2) = 0, 975. Y entones Xp = tα/2 = 1, 96.

En este aso, por ser una distribuión de Poisson, ǫ = σ2 = 200. Enton-
es, λ0 = (

Xp

c )2 = (1,960,04 )
2 = 492 = 2401.

Según (3.6), n ≥ λ0(
σ
ǫ )

2 = 2401(
√
200
200 )2 = 12,005.

Por lo tanto, si los ontratos son anuales, harán falta algo más de 12

años para asumir redibilidad total.

3.4. Credibilidad parial

En la prátia, para muhos asegurados la experienia de siniestralidad

es insu�iente para suponer redibilidad total, es deir Z(n) = 1. En la

redibilidad parial, la prima es una ombinaión lineal onvexa entre la

experienia del asegurado y la del oletivo, de modo que:

P = Z(n)x̄+ [1− Z(n)]M
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Para obtener la prima, habrá primero que obtener Z(n), y dado que:

V ar(P) = V ar[Z(n)x̄+ [1− Z(n)]M ] = (Z(n))2V ar(x̄) = (Z(n))2
σ2

n
,

igualando este último término a ǫ2/λ0 resulta,

Z(n) = (ǫ/σ)
√

n/λ0

Y así, obtenemos que

Z(n) = min{ ǫ
σ

√

n

λ0
, 1} (3.7)

Ejemplo 3.2 Con los datos del Ejemplo 3.1, vamos a alular el fator

de redibilidad para una experienia de relamaiones orrespondiente a 10

años.

En este aso:

Z(n) = Z(10) = min

{

200√
200

√

10

2401
, 1

}

= min {0,9126, 1} = 0,9126.

Es deir, en más de un 90% se onsiderarán los datos del oletivo y en

menos del 10% los del individuo a la hora de alular la prima.

3.5. Credibilidad e inferenia Bayesiana

En general, uando se quiere tari�ar un riesgo nuevo no se dispone de

datos, por ello resulta útil el uso de distribuiones a priori.

El problema de la teoría de la redibilidad onsiste en alular la ponde-

raión que afeta a la experienia de la siniestralidad de una póliza respeto

a la experienia de un oletivo al ual pertenee diha póliza.

Si onsideramos la siguiente tabla, la ual onsta de k asegurados y n
periodos de observaión de las mismas.

La teoría de la redibilidad determina una prima estableida omo una

ombinaión lineal o onvexa entre la experienia de un asegurado y la del

oletivo. Esta expresión se puede esribir de la siguiente forma:

Pj = [1− Z(n)]P0 + Z(n)]P̃j

de donde:
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1 2 ... j ... k

1 X11 X21 ... Xj1 ... Xk1

2 X12 X22 ... Xj2 ... Xk2

... ... ... ... ... ... ...

n X1n X2n ... Xjn ... Xkn

Pj es la prima a apliar a los asegurados del riesgo j.

P0 es la prima del oletivo al que pertenee el asegurador j.

P̃j es la prima obtenida en base a la experienia del asegurado j.

Z(n) es el fator de redibilidad que veri�a:

ĺım
n→∞

Z(n) = 1

siendo n el número de expuestos al riesgo j o el periodo de observaión
de la póliza j.

También se puede esribir de la siguiente forma:

[Prima (a posteriori) = [1− Z(n)] Prima a priori+ Z(n) Experiencia observada.]

Según la de�niión propuesta por [Hikmann, 1975℄, la teoría de la redibi-

lidad es un meanismo que permite el ajuste sistemátio de las primas de

seguros a medida que se obtiene la experienia de siniestralidad.

Así, la teoría de la redibilidad sigue un esquema bayesiano, dando en-

trada a la informaión a priori on la informaión muestral, para obtener

�nalmente una situaión revisada de la prima.

Ejemplo 3.3 Comprobaremos que la prima Bayes, bajo el prinipio de pri-

ma neta, obtenida en el Ejemplo 2.5 a) donde X/θ seguía una distribuión

de Poisson, P(θ) y θ una distribuión γ(a, r), a, r > 0, se puede esribir

omo una fórmula de redibilidad.

La prima de Bayes obtenida en (2.15) puede esribirse omo:

P(~x) =
a

a

r

a+ n
+

nx̄

a+ n

donde se ha multipliado y dividido el primer término por a. Entones resulta:

P(~x) =
r

a

a

a+ n
+

n

a+ n
x̄ = E(θ)

a

a+ n
+

n

a+ n
x̄ = PC(1− Z(n)) + Z(n)x̄
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donde Z(n) = n
a+n y PC es la prima oletiva que en este aso viene dada

por PC = r
a , a > 0.

Ejemplo 3.4 Comprobaremos que la prima de Bayes obtenida en el Ejemplo

2.6 a), donde X/θ seguía una distribuión Bn(r, r
r+θ ) y θ una distribuión

Beta de segunda espeie de parámetros r, a, b > 0, se puede esribir omo

una fórmula de redibilidad.

La prima de Bayes obtenida fue:

P(~x) = r
b+ nx̄

a+ nr − 1

Multipliando y dividiendo por a− 1, se obtiene:

P(~x) =
(a− 1)r(b+ nx̄)

(a− 1)(a+ nr − 1)
=

rb

a− 1

a− 1

a+ nr − 1
+

r(a− 1)nx̄

(a− 1)(a + nr − 1)

= PC
(a− 1)

(a+ nr − 1)
+

nr

a+ nr − 1
x̄ = PC(1− Z(n)) + Z(n)x̄

donde Z(n) = nr
a+nr−1 y PC = br

a−1 es la prima oletiva.

Los ejemplos anteriores muestran un resultado que probaron en las déa-

das de los 50 y 60 [Bailey, 1945℄ y [Mayerson, 1964℄ y es que la fórmula de la

redibilidad oinidía on el estimador (prima) de Bayes para determinadas

ombinaiones de verosimilitures y funiones a priori. Por ejemplo, para los

pares Poisson-Gamma o Binomial negativa-Beta.

Posteriormente, [Jewell, 1974℄, demostró que estos resultados no eran más

que asos partiulares del aso general, onsistente en onsiderar omo vero-

similitud la familia exponenial.

En de�nitiva, el estimador de redibilidad de Bühlmann es igual al de

Bayes de la prima en un gran número de asos. Esto ourre, por ejemplo, si

la distribuión a priori es onjugada y la verosimilitud es un miembro de la

familia exponenial.

Entones, omo hemos visto en los Ejemplos 3.3 y 3.4, el estimador del

fator de redibilidad de Bühlmann de la prima neta oinide on el Baye-

siano.

3.6. Sistema bonus-malus

Con objeto de reduir el número de relamaiones en el setor del seguro

de automóviles, las ompañías Europeas introdujeron el sistema de tari�a-
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ión bonus-malus. Este sistema premia a los ondutores que no experimen-

tan relamaión, los buenos, penalizando a los malos.

Es un sistema de tari�aión en el que la prima iniial, a medida que se

inorpora a la experienia de siniestralidad, se va modelando. Para ello se

parte de un nivel neutro en el ual, el asegurado entra en la ategoría bonus

para niveles inferiores o, por el ontrario, en la esala malus para niveles

superiores.

Este sistema está basado en el número de relamaiones, y no en la uan-

tía. La prima se expresa omo una funión del número medio de relamaio-

nes x̄, donde nx̄ =
∑n

i=1 xi, y del período de tiempo n. Representaremos la

prima bonus-malus mediante PBM (x̄, n).

Apliando este sistema, un asegurado que no presente en el periodo atual

ninguna relamaión, se verá boni�ado en el siguiente periodo mediante un

desuento de su prima. Por otro lado, si se da el aso ontrario, el asegurado

verá inrementada su prima. Luego, tendrán que veri�arse las siguientes

reglas de transiión:

∂PBM (x̄, n)

∂x̄
> 0,

∂PBM (x̄, n)

∂n
< 0

3.6.1. Cálulo de primas bonus-malus. Método Bayesiano

Para que la prima bonus-malus umpla las reglas de transiión, utilizando

la metodología bayesiana, se debe umplir:

PBM (x̄, n) =
P(~x)

PC
,

donde P (~x) es la prima de Bayes y PC es la prima oletiva. Es deir, se

divide la prima de Bayes entre la prima oletiva.

Ejemplo 3.5 Teniendo en uenta los resultados obtenidos en los Ejemplos

2.1 y 2.5, donde X/θ seguía una distribuión de Poisson, P(θ) y θ una

distribuión gamma, γ(a, r), a, r > 0. Calular la prima bonus-malus:

a)Bajo el prinipio de prima neta, obtuvimos que la prima oletiva PC =
r
a y la prima de Bayes, P(~x) = r+nx̄

a+n . Por lo que, para obtener la prima bonus-

malus, tendremos que dividir la prima de Bayes, P(~x), entre la oletiva, PC .

PBM (x̄, n) =
r+nx̄
a+n
r
a

=
(r + nx̄)a

(a+ n)r
(3.8)
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b)Bajo el prinipio de varianza, obtuvimos que la prima oletiva era

PC = (r+a)2+r
a(r+a) y la prima de Bayes, P(~x) = (r+nx̄+a+n)2+r+nx̄

(a+n)(r+nx̄+a+n) . Entones, la

prima bonus-malus es,

PBM (x̄, n) =
[(r + nx̄+ a+ n)2 + r + nx̄][a(r + a)]

[(a+ n)(r + nx̄+ a+ n)][(r + a)2 + r]
(3.9)

Ejemplo 3.6 Teniendo en uenta los resultados obtenidos en los Ejemplos

2.2 y 2.6, donde X/θ seguía una distribuión Binomial negativa, Bn(r, r
r+θ )

y θ una distribuión Beta de segunda espeie on r, a, b > 0. Calular la

prima bonus-malus:

a) Bajo el prinipio de prima neta; obtuvimos que la prima oletiva era

PC = r b
(a−1) y P(~x) = r (b+nx̄)

(a+nr−1) . Entones, la prima bonus-malus es:

PBM (x̄, n) =
(b+ nx̄)(a− 1)

b(a+ nr − 1)
(3.10)

b)Bajo el prinipio de varianza, según (2.14) la prima oletiva fue:

PC = 1 +
(1 + r)b

(a− 1)
+

(1 + r)2b(a+ b− 1)

(a− 1)(a− 2)[(a − 1) + (1 + r)b]
,

mientras que la prima de Bayes según (2.17) fué:

P (~x) = 1 +
(1 + r)(b+ nx̄)

(a+ nr − 1)
+

(1 + r)2(b+ nx̄)(a+ nr + b+ nx̄− 1)

(a+ nr − 1)(a+ nr − 2)[(a + nr − 1) + (1 + r)(b+ nx̄)]

Por lo tanto, la prima bonus-malus es:

PBM (x̄, n) =
1 + (1+r)(b+nx̄)

(a+nr−1) + (1+r)2(b+nx̄)(a+nr+b+nx̄−1)
(a+nr−1)(a+nr−2)[(a+nr−1)+(1+r)(b+nx̄)]

1 + (1+r)b
(a−1) + (1+r)2b(a+b−1)

(a−1)(a−2)[(a−1)+(1+r)b]

.(3.11)



Capítulo 4

Caso ilustrativo

Con objeto de ilustrar el proedimiento de álulo de las primas bonus-

malus, onsideraremos un ejemplo de datos reales.

En la siguiente tabla tenemos el número de asegurados para un nú-

mero de relamaiones en una artera de seguros de automóvil en Ale-

mania en 1960. Esta artera aparee en los trabajos de [Willmot, 1987℄ y

[Gómez-Déniz y Sarabia, 2008℄.

Cuadro 4.1: Freuenias observadas, Willmot 1987

N

o

de relamaiones N

o

de asegurados

0 20592

1 2651

2 297

3 41

4 7

5 0

6 1

Se observa que hay un total de 23589 asegurados. Denotaremos por X a

la variable aleatoria que representa el número de relamaiones.

A partir de esta informaión y basándonos en un sistema de tari�aión

bonus-malus, y el prinipio de prima neta vamos a obtener las primas a pagar

en los siguientes ino años analizando las dos siguientes situaiones:

29
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4.1. Situaión A

X/θ sigue una distribuión de Poisson, P(θ), tal que,

P(x/θ) =
e−θθx

x!
, x = 0, 1, 2, ...

y θ sigue una distribuión γ(a, r), a, r > 0, on funión de densidad:

π(θ) =
ar

Γ(r)
θr−1e−aθ

donde para r > 0, Γ(r) =
∫∞
0 nr−1e−ndn, y θ ≥ 0.

En este aso y on el �n de alular el porentaje de prima a apliar ada

periodo a un individuo dado su número de relamaiones, bajo un sistema de

tari�aión bonus-malus y el prinipio de prima neta, la prima bonus-malus,

de auerdo on el Ejemplo 3.5, es:

PBM =
a(r + nx̄)

r(a+ n)
(4.1)

que se obtiene, omo hemos visto, del oiente de la prima de Bayes y la

prima oletiva.

Para poder utilizar orretamente la fórmula (4.1), tenemos que realizar

previamente el siguiente análisis estadístio.

4.1.1. Distribuión inondiionada

Primero, deberemos obtener la distribuión inondiionada de X tenien-

do en uenta que X/θ sigue una distribuión Poisson (θ), en la que θ se

omporta omo una γ(a, r),

P(X = k) =

∫ ∞

0
P(k/θ)π(θ)dθ =

∫ ∞

0

e−θθk

k!

ar

Γ(r)
θr−1e−aθdθ

=
ar

k!Γ(r)

∫ ∞

0
e−θθkθr−1e−aθdθ =

ar

k!Γ(r)

∫ ∞

0
e−θ(1+a)θk+r−1dθ

=
ar

k!Γ(r)

Γ(k + r)

(a+ 1)k+r
=

(k + r − 1)!

k!(r − 1)!
(

a

a+ 1
)r(

1

a+ 1
)k
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Entones,

P (X = k) =

(

r + k − 1
k

)

(
a

a+ 1
)r(

1

a+ 1
)k k = 0, 1, 2...

En di�nitiva, se trata de una Binomial negativa de parámetros (r, a
a+1 ).

4.1.2. Prueba de ajuste

A partir de la informaión muestral dada en el Cuadro 4.1, es preiso es-

timar el valor de los parámetros a y r, y realizar una prueba de ajuste χ2
que

on�rme la distribuión propuesta, ver [Ruíz Maya y Martín Pliego, 1999℄.

Basándonos en la teoría de este tipo de ajustes neesitamos estimar los

parámetros mediante máxima verosimilitud. Apliando este método veremos

que se llega a una euaión no lineal que es preiso resolver mediante métodos

numérios.

Asimismo, y sabiendo que los resultados teórios de la prueba de ajuste

χ2
no están demostrados para la estimaión por momentos, planteamos este

método dada la mayor failidad en la obtenión de las estimaiones.

Estimaión máximo verosímil

A partir de una muestra aleatoria simple ~x = (x1, ..., xn), la funión de

verosimilitud es:

L(~x, a, r) =

(

r + x1 − 1
x1

)

(
a

a+ 1
)r(

1

a+ 1
)x1

(

r + x2 − 1
x2

)

(
a

a+ 1
)r(

1

a+ 1
)x2 ...

=
n
∏

i=1

(

r + xi − 1
xi

)

(
a

a+ 1
)rn(

1

a+ 1
)x1+...+xn

Tomando logaritmo neperiano:

lnL(~x, a, r) =
n
∑

i=1

ln

(

r + xi − 1
xi

)

+ rnln(
a

a+ 1
) + nx̄ln(

1

a+ 1
)

=
n
∑

i=1

ln

(

r + xi − 1
xi

)

+ rnln(
a

a+ 1
)− nx̄ln(a+ 1)

Teniendo en uenta que:

(

r + xi − 1
xi

)

=
(x+ xi − 1)

xi!(r − 1)!
=

1

xi

xi−1
∏

j=0

(r + xi − 1− j) (4.2)
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Se obtiene:

lnL(~x, a, r) =
n
∑

i=1

(
xi−1
∑

j=0

ln(r + xi − 1− j)− lnxi!) + rnln(
a

a+ 1
)− nx̄ln(a+ 1)(4.3)

Para obtener los estimadores de r y a por el método de máxima ve-

rosimilitud, tenemos que determinar los valores de dihos parámetros que

maximizan (4.3), para ello derivamos on respeto a a y a r e igualamos a

ero:

∂lnL(~x, a, r)
∂a

= rn

(a+1)−a
(a+1)2

a
a+1

− nx̄
1

a+ 1
= rn

1

a(a+ 1)
− nx̄

1

a+ 1
= 0

−→ r
1

a
− x̄ = 0 −→ r

a
= x̄ ⇐⇒ âMV =

r

x̄

∂lnL(~x, a, r)
∂r

=
n
∑

i=1

(
xi−1
∑

j=0

1

(r + xi − 1− j)
) + nln

a

a+ 1
= 0

Sustituyendo el valor de a = r
x̄ en esta euaión, resulta:

n
∑

i=1

(
xi−1
∑

j=0

1

r + xi − 1− j
) + nln

r
x̄

r
x̄ + 1

= 0

A partir de la informaión muestral del Cuadro 4.1, el sistema de eua-

iones a resolver es:

a = r
0,1442197634

2997
r + 346

r+1 +
49
r+2 +

8
r+3 +

1
r+4 +

1
r+5 − 23589(lnr − ln(r + 0,1442197634)) = 0

}

Resolviendo numériamente esta euaión

1

se obtiene: âMV = 7,7513,
r̂MV = 1,1179.

Estimaión por momentos

Para obtener las estimaiones por momentos, neesitamos imponer las

euaiones que igualan los momentos teórios a los momentos muestrales.

Esto es, EX = x̄, V arX = s2X .

1

Esta soluión ha sido obtenida mediante métodos numérios uyo desarrollo esapa a

los objetivos del presente trabajo.
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Para obtener la esperanza de la Binomial negativa Bn(r, p), utilizamos

la funión generatriz:

αX(u) = pr(1− euq)−r

dαX(u)

du
= pr(−r)(1− euq)−r−1(−euq)

dαX(u)

du
(u = 0) =

r(1− p)

p
= E(X)

Además, podemos obtener también su varianza:

dα′′
X(u)

du2
= prrq[(r + 1)e2uq(1− euq)−r−2 + (1− euq)−r−1eu]

dα′′
X(u = 0)

du2
=

r(r + 1)q2 + rqp

p2

V ar(X) = E(X)2 − [E(X)]2 =
rq

p2

Una vez obtenidos los primeros momentos, pasaremos a estimar por el

método de momentos los parámetros orrespondientes de la distribuión de

X:

Primero, alularemos la media muestral:

x̄ =
2651 + 2 · 297 + 3 · 41 + 4 · 7 + 6

23 · 589 = 0,1442197634

A ontinuaión, la varianza muestral:

s2X =
7
∑

i=1

x2i ni

N
− (x̄)2 = 0,1638630025

Teniendo en uenta que el parámetro p = a
a+1 , se obtiene el sistema:

r(1− a
a+1

)
a

a+1
= 0,1442197634

r(1− a
a+1

)

( a
a+1

)2 = 0,1638630025
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de donde â = 7,341954281 y r̂ = 1,058854909.
Entones Bn(r, p) = Bn(1,058854909, 0,8801240134).

Ahora, obtendremos la tabla de freuenias estimadas para las lases

X = 0,X = 1,X = 3 y X ≥ 4.

P(X = 0) =

(

1,058854909 + 0− 1
0

)

(0,8801240134)1,058854909(0,1198759866)0

= 0,8735343854

P(X = 1) =

(

1,058854909 + 1− 1
1

)

(0,8801240134)1,058854909(0,1198759866)

= 0,110878835

P(X = 2) =

(

1,058854909 + 2− 1
2

)

(0,8801240134)1,058854909(0,1198759866)2

= 0,01368285091

P(X = 3) =

(

1,058854909 + 3− 1
3

)

(0,8801240134)1,058854909(0,1198759866)3

= 0,001672424081

P(X ≥ 4) = 1− [P(x = 0) + P(x = 1) + P(x = 2) + P(x = 3)] = 0,000231504609

Con estos datos, podemos realizar una prueba de ajuste χ2
, on un nivel

de signi�aión del 5%, para ver si hay evidenia estadístia a favor de la hi-

pótesis nulaH0: la muestra proede de una distribuión Bn(1,058854909, 0,8801240134).
Para ello onstruimos el Cuadro 4.2 y veremos que el valor del estadístio

es,

z =
k
∑

i=1

(ni − n̂i)
2

n̂i
= 4,473227369

De auerdo on el ajuste χ2
, el estadístio z =

∑k
i=1

(ni−n̂i)2

n̂i
bajo H0,

sigue una distribuión χ2
k−r−1 grados de libertad donde k =no de lases= 5,

r =no de parámetros estimados= 2. En nuestro aso, χ2
5−2−1 = χ2

2. Dado

que z = 4,473227369 < χ2
2,0,05 = 5,99, no se rehaza H0 on un nivel de

signi�aión del 5%.
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Cuadro 4.2: Situaión A. Prueba de ajuste χ2

Clases p̂i p̂iN n̂i ni (ni − n̂i)
2 (ni−n̂i)

2

n̂i

0 0.8735343854 20605.80262 20606 20592 196 0.009511792682

1 0.110878835 2615.520839 2616 2651 1225 0.4682721713

2 0.01368285091 322.7647701 323 297 676 2.092879257

3 0.001672424081 39.45081165 39 41 4 0.1025641026

≥ 4 0.000231504609 5.460962222 5 8 9 1.8

4.1.3. Primas bonus-malus

Ahora estamos en ondiiones de obtener las primas a pagar en los si-

guientes ino periodos, bajo un sistema de tari�aión bonus-malus y el

prinipio de prima neta.

Hay que tener en uenta que x̄ =
∑

xi

n , por lo que nx̄ =
∑

xi es el

número de relamaiones, donde n denota el periodo de tiempo. Además, en

el Cuadro 4.3, todas las primas apareen en tanto por iento.

Entones, teniendo en uenta que la prima bonus-malus se alula omo,

PBM =
(r + nx̄)a

(a+ n)r

y que â = 7,341954281 y r̂ = 1,058854909, y dando valores al periodo de

tiempo n, y al número de siniestros nx̄, obtendremos el siguiente uadro:

Cuadro 4.3: Situaión A. Primas bonus-malus

n/nx̄ 0 1 2 3 4 5

0 100

1 88.01 171.13 254.25 337.37 420.49 503.61

2 78.59 152.81 227.04 301.26 375.48 449.71

3 70.99 138.04 205.08 272.13 339.18 406.22

4 64.73 125.87 187 248.14 309.27 370.41

5 54.49 115.67 171.85 228.03 284.21 340.39
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4.2. Situaión B

Plantearemos una segunda hipótesis dada por:

X/θ sigue una distribuión Binomial negativa, Bn(r, r
r+θ ) uya funión

de uantía es:

P (x/θ) =

(

r + x− 1
x

)

( r
r+θ )

r( θ
r+θ )

x
, x = 0, 1, 2, ..

y θ sigue una distribuión Beta de segunda espeie, on r, a, b > 0 y funión

de densidad:

π(θ) =
ra

B(a, b)

θb−1

(r + θ)a+b

donde B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) y θ > 0.

En este aso y on el �n de alular el porentaje de prima a apliar

en ada periodo a un individuo dado su número de relamaiones, bajo un

sistema de tari�aión bonus-malus y el prinipio de prima neta, la prima

bonus-malus, de auerdo on el Ejemplo 3.6, es:

PBM =
(b+ nx̄)(a− 1)

(a+ nr − 1)b

que se obtiene del oiente de la prima de Bayes y la prima oletiva.

De nuevo, para poder utilizar orretamente la fórmula de tari�aión

anterior, deberemos realizar previamente el siguiente análisis estadístio.

4.2.1. Distribuión inondiionada

Primero, deberemos obtener la distribuión inondiionada de X tenien-

do en uenta que X/θ sigue una distribuión Binomial negativa, Bn(r, r
r+θ ),

en la que θ se omporta omo una Beta de segunda espeie (r, a, b). Esta
distribuión ompuesta se obtendrá de la siguiente manera:

P (X = k) =

∫ ∞

0
P (k/θ)π(θ)dθ

=

∫ ∞

0

(

r + k − 1
k

)

(
r

r + θ
)r(

θ

r + θ
)k(

ra

B(a, b)
)(

θb−1

(r + θ)a+b
)dθ
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=

(

r + k − 1
k

)

1

B(a, b)

∫ ∞

0
ra(

r

r + θ
)r(

θ

r + θ
)k

θb−1

(r + θ)a+b
dθ

=

(

r + k − 1
k

)

1

B(a, b)

∫ ∞

0

ra+rθk+b−1

(r + θ)r+k+a+b
dθ

=

(

r + k − 1
k

)

B(a+ r, b+ k)

B(a, b)
; k = 0, 1, 2...

Este resultado, lo obtenemos sabiendo que la funión de densidad de una

Beta integra la unidad, es deir,

π(θ) =
ra

B(a, b)

θb−1

(r + θ)a+b
→
∫ ∞

0
(

ra

B(a, b)
)(

θb−1

(r + θ)a+b
)dθ = 1

→
∫ ∞

0

ra

(r + θ)a+b
dθ = B(a, b)

4.2.2. Estimaión de parámetros

Esta distribuión depende de tres parámetros a, b y r que estimaremos a

partir de los valores muestrales. Al igual que en la Situaión A, y on el �n

de omparar los proedimientos, propondremos tanto la estimaión máximo

verosímil omo la estimaión por momentos.

Estimaión máximo verosímil

Para una m.a.s. de tamaño n, ~x = (x1, ..., xn), la funión de verosimilitud

es:

L(~x, a, b, r) =
n
∏

i=1

(

r + xi − 1
xi

)

B(a+ r, b+ xi)

B(a, b)

donde B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) .

Teniendo en uenta las propiedades de la funión gamma,

Γ(a+ r) = (a+ r)...(a + 1)Γ(a) =
r−1
∏

j=0

(a+ r − j)Γ(a)

Γ(b+ xi) = (b+ xi)...(b + 1)Γ(b) =
xi−1
∏

j=0

(b+ xi − j)Γ(b)



38 CAPÍTULO 4. CASO ILUSTRATIVO

Γ(a+ b+ r + xi) = (a+ b+ r + xi)...(a + b+ 1)Γ(a+ b)

=
r+xi−1
∏

j=0

(a+ b+ r + xi − j)Γ(a + b)

Además,

(

r + xi − 1
xi

)

=
xi−1
∏

j=0

(r + xi − 1− j)
1

xi!

de donde:

L(~x, a, b, r) =
n
∏

i=1

∏xi−1
j=0 (r + xi − 1− j)

xi!

∏r−1
j=0(a+ r − j)

∏xi−1
j=0 (b+ xi − j)

∏r+xi−1
j=0 (a+ b+ r + xi − j)

Tomando logaritmos:

lnL(~x, a, b, r) =
n
∑

i=1

[
xi−1
∑

j=0

ln(r + xi − 1− j) +
r−1
∑

j=0

ln(a+ r − j)

+
xi−1
∑

j=0

ln(b+ xi − j)− lnxi!−
r+xi−1
∑

j=0

ln(a+ b+ r − xi − j)]

Derivando respeto a los parámetros a, b y r, se obtiene el sistema de

euaiones no lineales:

∂lnL(~x, a, b, r)
∂a

=
n
∑

i=1

[
r−1
∑

j=0

1

a+ r − j
−

r+xi−1
∑

j=0

1

a+ b+ r + xi − j
] = 0

∂lnL(~x, a, b, r)
∂a

=
n
∑

i=1

[
xi−1
∑

j=0

1

b+ xi − j
−

r+xi−1
∑

j=0

1

a+ b+ r + xi − j
] = 0

∂lnL(~x, a, b, r)
∂a

=
n
∑

i=1

[
xi−1
∑

j=0

1

r + xi − 1− j
+

r−1
∑

j=0

1

a+ r − j

−
r+xi−1
∑

j=0

1

a+ b+ r + xi − j
] = 0

o equivalentemente:

n
r−1
∑

j=0

1

a+ r − j
−

n
∑

i=1

r+xi−1
∑

j=0

1

a+ b+ r + xi − j
= 0
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n
∑

i=1

[
xi−1
∑

j=0

1

b+ xi − j
−

r+xi−1
∑

j=0

1

a+ b+ r + xi − j
] = 0

n
r−1
∑

j=0

1

a+ r − j
+

n
∑

i=1

[
xi−1
∑

j=0

1

r + xi − 1− j
−

r+xi−1
∑

j=0

1

a+ b+ r + xi − j
] = 0

Este sistema neesita de métodos numérios para su resoluión

2

. Utilizan-

do el programa mathematia, se obtiene: âMV = 51,1597 y b̂MV = r̂MV =
2,6895.

Estimaión por momentos

En este aso, se neesitarán tres euaiones, igualando los momentos

ordinarios de orden uno, dos y tres de la distribuión a los de la muestra.

Así, el sistema de euaiones que se plantea es,

EX =
n
∑

i=1

xini

N
=

2651 + 2 · 297 + 3 · 41 + 4 · 7 + 6

23589
= 0,1442197634

EX2 =
n
∑

i=1

x2ini

N
=

2651 + 22 · 297 + 32 · 41 + 42 · 7 + 62

23589
= 0,1846623426

EX3 =
n
∑

i=1

x3ini

N
=

2651 + 23 · 297 + 33 · 41 + 43 · 7 + 63

23589
= 0,2881851711

Para ompletar la primera euaión neesitamos E(X), donde:

E(X) = Eθ(E(X/θ))

Además, sabemos que E(X/θ) = θ, luego: EX = E(θ) = rb
a−1 .

Entones tenemos que:

rb

a− 1
= 0,1442197634

Para ompletar la segunda euaión neesitamos E(X2):

E(X2) = Eθ(E(X2/θ)) = Eθ(V ar(X/θ) + [E(X/θ)]2) = Eθ(
θ(r + θ)

r
+ θ2)

2

Esta soluión ha sido obtenida mediante métodos numérios uyo desarrollo esapa a

los objetivos del presente trabajo.
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Este resultado lo obtenemos de: V ar(X/θ) =
r θ
r+θ

( r
r+θ

)2
=

rθ
r+θ

r2

(r+θ)2

= θ(r+θ)
r .

Continuando on lo anterior:

E(X2) = Eθ(
θ(r + θ)

r
+ θ2) = Eθ(θ) +

1

r
Eθ(θ

2) +Eθ(θ
2)

= Eθ(θ) +
r + 1

r
Eθ(θ

2) =
rb

a− 1
+

r + 1

r
r2

b(b+ 1)

(a− 1)(a− 2)

Entones tenemos que:

rb

a− 1
+

r + 1

r
r2

b(b+ 1)

(a− 1)(a − 2)
= 0,1846623426.

Para ompletar la terera euaión neesitamos E(X3), donde E(X3) =
Eθ(E(X3/θ)). Primero, neesitamos alular E(X3/θ), es deir el momento

ordinario de orden 3 de una variable on distribuión Binomial negativa.

Hallando la terera derivada de la funión generatriz, en el ero, ten-

dremos el momento ordinario de terer orden. La funión generatriz es (si

Bn(r, p)):

αX(u) = pr(1 − euq)−r

α′′′
X(u) = prrq[eu(1− euq)−r−1 + (r − 1)qe2u(1− euq)−r−2

+ (r + 1)q[2e2u(1− euq)−r−2 + e2u(−r − 2)(1 − euq)−r−3(−qeu)]]

α′′′
X(u = 0) = rqpr[

1

pr+1
+

(r + 1)q

pr+2
+ q(r + 1)(

2

pr+2
+

(r + 2)q

pr+3
)]

= rq[
pr

pr+1
+

pr(r + 1)q

pr+2
+ q(r + 1)[

2pr

pr+2
+

(r + 2)qpr

pr+3
]]

= rq[
1

p
+

(r + 1)q

p2
+ q(r + 1)(

2

p2
+

(r + 2)q

p3
)]

=
rq

p
+

r(r + 1)q2

p2
+

2q2(r + 1)r

p2
+

q3(r + 2)(r + 1)r

p3

=
rq

p
+

3r(r + 1)q2

p2
+

q3(r + 1)(r + 2)r

p3

Sustituyendo los parámetros p = r
r+θ y q = θ

r+θ , se obtiene,

E(X3/θ) = θ +
θ2

r
3(r + 1) +

θ3

r2
(r + 1)(r + 2)
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Por lo que:

E(X3) = Eθ(E(X3/θ)) = Eθ[(θ +
θ2

r
3(r + 1) +

θ3

r2
(r + 1)(r + 2))]

= Eθ(θ) +
3(r + 1)

r
Eθ(θ

2) +
(r + 1)(r + 2)

r2
Eθ(θ

3)

=
rb

a− 1
+

3(r + 1)

r
r2

b(b+ 1)

(a− 1)(a− 2)

+
(r + 1)(r + 2)

r2
r3

b(b+ 1)(b + 2)

(a− 1)(a − 2)(a− 3)

Teniendo en uenta que, si θ ∈ Beta(r, a, b),

E(θ2) =

∫ ∞

0
ra

1

B(a, b)

θb−1θ3

(r + θ)a+b
dθ =

1

B(a, b)

∫ ∞

0
ra

θb+2

(r + θ)a+b
dθ

=
r3

B(a, b)

∫ ∞

0
ra−3 θb+2

(r + θ)a+b
dθ =

r3

B(a, b)
B(a− 3, b+ 3)

= r2
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

Γ(a− 3)Γ(b+ 3)

Γ(a+ b)
= r3

Γ(a− 3)(b+ 2)(b + 1)bΓ(b)

(a− 1)(a− 2)(a − 3)Γ(b)Γ(a − 3)

= r3
(b+ 2)(b+ 1)b

(a− 1)(a− 2)(a− 3)

Entones, la terera euaión resulta ser:

rb

a− 1
+

3(r + 1)r(b+ 1)b

(a− 1)(a − 2)
+

(r + 1)(r + 2)rb(b+ 2)(b + 1)

(a− 1)(a − 2)(a− 3)
= 0,2881851711

Por lo onsiguiente, el sistema de euaiones busado es:

rb
a−1 = 0,1442197634

rb
a−1 + (r+1)rb(b+1)

(a−1)(a−2) = 0,1846623426
rb
a−1 + 3(r+1)rb(b+1)

(a−1)(a−2) + (r+1)(r+2)rb(b+2)(b+1)
(a−1)(a−2)(a−3) = 0,2881851711















O equivalentemente:

rb
a−1 = 0,1442197634

(r+1)(b+1)
a−2 = 0,2804232807

(r+2)(b+2)
a−3 = 0,5597484277











(4.4)

Operando, resulta:

âM = 18,87745359 (4.5)
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Y la euaión b2 − 1,154548773b + 2,57828212 = 0, que omo podemos

observar, no tiene soluión exata en R. Es por eso que debemos obtener

una soluión aproximada del sistema (4.4). Igualando r = b y sustituyéndolo

en la primera euaión de diho sistema, se obtiene r̂ = b̂ = 1,605703001.

Si estos valores los sustituimos en el sistema (4.4), veremos que:

rb

a− 1
= 0,1442197634

(r + 1)(b+ 1)

a− 2
= 0,4022933965 6= 0,2804232807

(r + 2)(b+ 2)

a− 3
= 0,8188400021 6= 0,5597484277

Por lo tanto, la soluión obtenida de esta forma es una mala aproxima-

ión, pero puede ser onsiderada omo valor iniial y utilizar un método

de aproximaiones suesivas hasta obtener la soluión

3

: âM = 50,9214 y

r̂M = b̂M = 2,6832.

En este aso:

rb

a− 1
= 0,144219

(r + 1)(b+ 1)

a− 2
= 0,2773 ≈ 0,2804232807

(r + 2)(b + 2)

a− 3
= 0,45767 ≈ 0,5597484277

lo que onstituye una mejor aproximaión a la soluión del sistema (4.4).

Ahora, obtendremos la tabla de freuenias estimadas para las lases

X = 0, X = 1, X = 2, X = 3 y X ≥ 4.

P (X = k) =

(

r + k − 1
k

)

B(a+ r, b+ k)

B(a, b)

â = 50,9214

b̂ = r̂ = 2,6832

3

Esta soluión ha sido obtenida mediante métodos numérios uyo desarrollo esapa a

los objetivos del presente trabajo.
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a+ b = a+ r = 53,6046
a+ b+ r = 56,2878

}

Además, tendremos que tener en uenta que:

Γ(a+ r) = Γ(a+ b) = Γ(53,6046) = 8,874968 ∗ 1068

Γ(a+ b+ r) = Γ(56,2878) = 4,036579 ∗ 1073

Γ(a) = Γ(50,9214) = 2,234715 ∗ 1064

P (X = 0) =

(

r − 1
0

)

B(a+ r, b)

B(a, b)
=

Γ(a+ r)Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(a+ b+ r)

= 0,873167

P (X = 1) =

(

r
1

)

B(a+ r, b+ 1)

B(a, b)
=

rb

(a+ b+ r)
P (X = 0)

= 0,1116835

P (X = 2) =

(

r + 1
2

)

B(a+ r, b+ 2)

B(a, b)
=

(r + 1)(b + 1)

2(a+ b+ r + 1)
P (X = 1)

= 0,0132235

P (X = 3) =

(

r + 2
3

)

B(a+ r, b+ 3)

B(a, b)
=

(r + 2)(b + 2)

3(a+ b+ r + 2)
P (X = 2)

= 0,0016586

P (X ≥ 4) = 1−
∑

P (X < 4) = 0,0002674

Con estos datos podemos realizar una prueba de ajuste χ2
, on un nivel

de signi�aión del 5% para ver si hay evidenia estadístia a favor de la

hipótesis planteada.
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Cuadro 4.4: Situaión B. Prueba de ajuste χ2

Clases p̂i n̂i = p̂iN n̂i ni (ni − n̂i)
2 (ni−n̂i)

2

n̂i

0 0.873167 20597.136 20597 20592 25 0.001213768995

1 0.1116835 2634.50 2635 2651 256 0.09715370019

2 0.0132235 311.929 312 297 225 0.7211538462

3 0.0016586 39.12 39 41 4 0.1025641026

≥ 4 0.0002674 6.307 6 7 1 0.16666

En este aso el estadístio es:

z =
k
∑

i=1

(ni − n̂i)
2

n̂i
= 1,088752

De auerdo on el ajuste χ2
, el estadístio z =

∑k
i=1

(ni−n̂i)
2

n̂i
bajo H0,

sigue una distribuión χ2
k−r−1 grados de libertad donde k =no de lases= 5,

r =no de parámetros estimados= 3. En nuestro aso, χ2
5−3−1 = χ2

1. Dado

que z = 1,722085418 < χ2
1,0,05 = 3,84, no se rehaza H0 on un nivel de

signi�aión del 5%.

4.2.3. Prima bonus-malus

Como no se rehaza la hipótesis nula, estamos en situaión de utilizar la

fórmula de tari�aión de la situaión B, dada por:

PBM =
(b+ nx̄)(a− 1)

(a+ nr − 1)b

De nuevo, n denota el periodo de tiempo y nx̄ =
∑

xi el número de

relamaiones. Además, en el Cuadro 4.5 todas las primas apareen en tanto

por iento.

Teniendo en uenta que âM = 50,9214 y b̂M = r̂M = 2,6832, y dando

valores a los periodos de tiempo, n, y al número de relamaiones, nx̄, se
obtiene la estimaión de las primas para distintos periodos y distinto número

de siniestros.
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Cuadro 4.5: Situaión B. Primas bonus-malus

n/nx̄ 0 1 2 3 4 5

0 100

1 94.90 130.27 165.64 201.00 236.37 271.74

2 90.29 123.95 157.60 191.25 224.90 258.55

3 86.11 118.21 150.30 182.40 214.49 246.58

4 82.31 112.98 143.65 174.33 205.00 235.68

5 78.82 108.19 137.57 166.94 196.32 225.69

Cuadro 4.6: Freuenias estimadas

X ni n̂i (situaión A) n̂i (situaión B)

0 20592 20606 20597

1 2651 2615 2635

2 297 323 312

3 41 39 39

4 7 5 5

5 0 1 1

6 1 0 0

4.3. Conlusiones

En el Cuadro 4.6 se muestran el número de siniestros observados y esti-

mados bajo las dos situaiones onsideradas.

Donde, para la Situaión A, hemos alulado:

P(X = 4) =

(

1,058854909 + 4− 1
4

)

(0,8801240134)1,058854909(0,1198759866)4

= 0,0002034333461

P(X = 5) =

(

1,058854909 + 5− 1
5

)

(0,8801240134)1,058854909(0,1198759866)5

= 0,00002467382933
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P(X > 5) = 1− [P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3)

+ P(X = 4) + P(X = 5)] = 0,000003397433568

Además, para la Situaión B:

P(X = 4) =
(r + 3)(b+ 3)

4(a + b+ r + 3)
P (X = 3) = 0,00022589

P(X = 5) =

(

r + 4
5

)

B(a+ r, b+ 5)

B(a, b)

=
(r + 4)(b+ 4)

5(a+ b+ r + 4)
P(X = 4) = 0,00003347

P(X > 5) = 1− [P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3)

+ P(X = 4) + P(X = 5)] = 0,00000804

Como se apreia en el Cuadro 4.6, la Situaión B da lugar a un ajuste

ligeramente mejor (on�rmado por un valor del estadístio menor).

Asimismo, las primas bonus-malus obtenidas para ambos modelos se

muestran en los Cuadros 4.4 y 4.2.

En ambas tablas se veri�an las reglas de transiión desritas en la Se-

ión 3.6. Así, podemos observar que en ambas situaiones, las primas dis-

minuyen a medida que pasan los años, independientemente del número de

siniestros. Por otro lado, en ambas situaiones las primas se inrementan a

medida que ree el número de siniestros, para ualquier periodo.

También podemos observar que, en la Situaión A, si no hay ningún

siniestro, las primas son más pequeñas que en la Situaión B, pero a su vez,

si se da algún siniestro, las primas son mas altas.

Asimismo, y aún no siendo deseable la estimaión por momentos en una

prueba de ajuste χ2
, en las dos situaiones planteadas, los valores de los

parámetros estimados han dado lugar a no rehazar la H0, y por lo tanto a

poder efetuar la tari�aión de auerdo on las dos situaiones propuestas.
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