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Prefacio

Esta memoria tiene como objetivo estudiar los codigos de Reed-Muller, que
son una de las familias mas antiguas y mejor conocidas entre los codigos
lineales. Estos son un tipo muy especial de cédigos detectores y correctores
de errores, con ricas propiedades algebraicas, que se utilizan habitualmente
en la transmisién de la informacién.

En la redacciéon de esta memoria han sido utilizados conceptos matemati-
cos explicados en las asignaturas Algebm Lineal y Geometria I, Matemdtica
Discreta, /flgebm Lineal y Geometria I, /flgebm Conmutativa, Estructuras
Algebraicas y, por supuesto, Cddigos y Criptografia. Todas ellas se cursan
en el Grado en Matematicas de la UPV/EHU.

Las referencias bésicas que hemos consultado se encuentran recogidas en la
Bilbliografia, que figura al final del documento. Al comienzo de cada capitu-
lo se especifican aquellas que se han utilizado en la redacciéon del mismo.
Sélo mencionar que este documento ha sido redactado con el fin de seguir
una estructura andloga a [9].

Esta memoria consta de cuatro capitulos que se completan con un apéndice.
En el primero de ellos, se realiza un resumen de los conceptos basicos sobre
los cédigos lineales. El segundo y tercer capitulo se dedican al estudio de los
codigos de Reed-Muller, analizando primero el caso general y luego el caso
binario. Pese a que histéricamente la primera construccién fue la correspon-
diente al caso binario, se ha decidido presentar primero la construccion en
cualquier cuerpo finito para evitar repetir las mismas ideas y tener asi divido
el trabajo en dos bloques, facilitando al lector la comprensién del mismo.
El ultimo capitulo muestra los procedimientos de codificacion y decodifica-
cién para estos codigos en el caso binario. Ademas, al final de cada capitulo,
pueden encontrarse los problemas resueltos, seleccionados con distintos obje-
tivos (mostrar propiedades que no han sido desarrolladas en la parte tedrica,
resultados relacionados con el contenido del capitulo que se aplicaran poste-
riormente, construccién de ejemplos,...). Cabe destacar que la resolucién de
estos problemas junto con el diseno de los programas recogidos en el apéndi-
ce, mas la elaboracién personal de los capitulos, constituyen la aportacién
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y el trabajo personal del autor de esta memoria.

Como ya se ha indicado, en el Capitulo [I| se establecen las bases del tra-
bajo, presentando las nociones basicas de la teoria de cddigos lineales. Por
tanto, se definen los llamados cédigos lineales y c6digos ciclicos, resaltando
las principales propiedades de los mismos. Finalmente, en uno de los pro-
blemas resueltos, se presenta una construccién especial de ciertos cédigos
lineales que resultara til en capitulos posteriores.

En el Capitulo [2] se presentan la construccién general y las principales pro-
piedades de los c6digos de Reed-Muller para cualquier cuerpo finito. Esta es
una generalizacion de la construccion original que se dio en un principio para
el caso binario. Hecho esto, se hace una breve introduccién al caracter ciclico
de estos cédigos para cuando el cuerpo tiene caracteristica un ntimero primo.

En el Capitulo 3| pasamos al estudio de los c6digos de Reed-Muller binarios.
Se dan tres construcciones: la particularizaciéon de la construccién general
vista en el capitulo anterior (la primera histéricamente), la recursiva basada
en una construccién estudiada en un problema del Capitulo[I]y la geométri-
ca, que emplea geometrias finitas.

Finalmente, en el Capitulo [4] se recuerdan los métodos de codificacién y
decodificacion generales en cédigos lineales y ciclicos, y, una vez hecho eso,
se establecen los procedimientos de codificaciéon y decodificacién para los
codigos de Reed-Muller binarios. En particular, se presenta un método de
decodificacién propio para los codigos de Reed-Muller binarios.



Capitulo 1

Nociones Basicas de la
Teoria de Codigos Lineales

El objetivo de este primer capitulo es el de recopilar las principales defi-
niciones y propiedades estudiadas en la asignatura optativa de Cuarto del
Grado en Matematicas de la UPV/EHU Cddigos y Criptografia. Estas seran
necesarias para comprender correctamente los capitulos posteriores.

1.1. Introduccién

Supongamos que un emisor desea enviar un mensaje x a través de un canal
a un receptor. A lo largo de este proceso, este mensaje x suele verse alte-
rado debido al “ruido” del canal, de manera que el mensaje recibido por el
receptor pase a ser x’, donde, en general, se tiene que x’ # x.

Aqui es donde entran los llamados cddigos detectores y correctores de erro-
res. La idea consiste en que, antes de enviar el mensaje, el emisor lo codifica
como c, anadiéndole informacion redundante. De esta manera, si el canal
produce un “ruido” r debido al cual el receptor recibe el mensaje alterado
¢/ = c +r, tras un proceso de decodificacidn, este es capaz de recuperar
c y de ahi deducir x. El objetivo de la teoria de los codigos detectores y
correctores de errores es lograr que este proceso tenga éxito de la manera lo

mas eficiente posible (tanto en tiempo, como en memoria).

Es conveniente aclarar que, salvo que se diga lo contrario, nuestros mensajes
seran vectores (que llamaremos palabras) del F4-espacio vectorial finito Fys
siendo ¢ = p® con p primo (F, serd lo que llamaremos alfabeto, y a sus ele-
mentos los denominaremos letras). Por simplicidad, siempre que no de lugar
a confusion, denotaremos los elementos de Fy por:

X = (1,22, ..., Tp) = T1T2...Ty.
not.
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De esta manera, podemos definir matematicamente un cédigo como un sub-
conjunto (que suele denotarse por C) no vacio de palabras (llamadas palabras
cddigo, que suelen denotarse por ¢) de un mismo alfabeto.

1.2. Cbdigos Lineales: Definiciones y Propiedades

A primera vista, parece muy complicado trabajar con la definicién de cédi-
go desde el punto de vista matematico. Es por esta razén por la que se
introducen los llamados cédigos lineales.

Definicién 1.2.1. Un cddigo lineal C de longitud n y dimensién s sobre I,
es un Fy-subespacio vectorial de Fj; de dimensién s < n.

Estos suelen llamarse habitualmente cédigos lineales g-arios de longitud n y
dimension s.

La principal ventaja que tiene el uso de cédigos lineales es que, por ser
estos subespacios vectoriales de dimensién s, admiten bases de la forma
B = {ci,...,cs}, tales que toda palabra cédigo de C puede expresarse de
manera Unica como combinacién lineal de elementos de B. Asi, escribiendo
C; = Ci1...Cin, para todo ¢ € {1,...,s}, podemos construir la matriz G €
€ Matgsxn(F,;) dada por:

C11 Ci12 Cln

C21 €22 Con
G = .

Cs1 Cs2 Csn

Esta se conoce por matriz generadora de C. Es evidente que para toda
palabra cédigo ¢ € C, existen unicos escalares aq,...,as € F, tales que
¢ = (aq...a5)G. Por tanto, para dar un c6digo lineal, basta dar una matriz
generadora del mismo.

Recordemos que se define por distancia de Hamming entre dos palabras x e
y de igual longitud (que se trata de una distancia en el sentido topoldgico)
al entero no negativo

d(x,y) = [{i € {1,...n} | zi # yi}|- (1.1)
Por otra parte, se define como peso de una palabra x al entero no negativo
w(x) = |{i € {1,..,n} | 2 # 0} (1.2)

Dado un cédigo C cualquiera, a partir de (1.1)) y (1.2]) podemos definir

w = w(C) = min{w(c) [ ceC A c# 0}
y

d = d(C) =min{d(c,c’) | ¢, €C A c# '},

not.
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donde d se conoce como distancia minima del codigo C, mientras que w es
el llamado peso minimo del cédigo C. Si C es lineal, se demuestra que d = w.

Se dice que un cédigo lineal C detecta s errores si, recibida y = ¢ + e
(c palabra cédigo enviada y e error dado en la transmisién) con w(e) < s,
entonces podemos asegurar que y ¢ C. A su vez, decimos que un cédigo
lineal C corrige t errores si, recibida y = ¢ + e (c palabra cédigo enviada y
e error dado en la transmisién), se cumple que toda palabra cédigo ¢’ € C
(c # ) verifica que d(y,c’) > t. Se sabe que cualquier cédigo C detecta
hasta d — 1 errores, mientras que corrige hasta L%J

Es también necesario introducir el concepto de codigos equivalentes. Se dice
que dos cédigos C y C' son equivalentes si pueden obtenerse las palabras de
uno de ellos a partir de las palabras del otro realizando una combinacién
finita de las operaciones siguientes: permutar entre si las letras de dos posi-
ciones fijadas de todas las palabras cédigo, o aplicar, en una posicion fijada,
una biyeccién de las letras a todas las palabras cédigo. Cabe observar que
una condicién necesaria para que dos cédigos sean equivalentes es que sus
distancias minimas coincidan. Lo mismo sucede con los pesos minimos si
estos resultan ser cédigos lineales.

Finalmente, se define como cddigo dual de un cédigo lineal C C Fy de di-
mensién s, el cual suele denotarse por C, al conjunto

CL:{XGFZH <x,c>=0, VceCcC},

donde <-,-> denota el producto escalar en Fy. Si se cumple que C = c+,
decimos que C es un cddigo autodual. El cédigo dual C*+ de un cédigo lineal
C de longitud n y dimensién s es también un cédigo lineal de longitud n,
pero de dimensién n — s. Por tanto, se cumple que dim(C) 4 dim(C*) = n.
Este hecho nos permite afirmar que C*+ admite una matriz generadora H €
€ Mat,,_ S)Xn(Fq). A esta matriz H se la conoce como matriz de control del
codigo lineal C. Entre las propiedades méas importantes de H destaca que
podemos definir C a partir de esta. En efecto, se tiene que

C={xcF}|xH" =0}.

Otra propiedad a tener en cuenta es que (C)* = C. Esto se debe a que toda
matriz generadora G de C y toda matriz de control H de C estan relacionadas
mediante la igualdad GHT = 0, que equivale a que HGT = 0.

1.3. Cdbdigos Ciclicos: Definiciones y Propiedades

Un caso particular de los cédigos lineales que merece ser mencionado es el
de los llamados cédigos ciclicos. Para estos, con el objetivo de facilitar el
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desarrollo posterior, dada una palabra x de longitud n, denotaremos, para
cada i € {0,1,...,n — 1},

i _
X = (T iy Tr i1y ooy T, B0y ooy Tii1) =

= Tn—iTn—it+l -+ - Tn-12L0---Tn—i—1,
not.

siendo

0)

x0) = x = (T0y X1y ooy Tpe1) = TOTL - .. Ty—1.

not
Definicion 1.3.1. Sea C un cddigo lineal g-ario de longitud n y dimensién
s. Se dice que C es un cddigo ciclico si se cumple que

veeC = cMec. (1.3)

La forma mas habitual de trabajar con los cédigos ciclicos es empleando el
anillo cociente Fy[z]/(2™ — 1) junto con el epimorfismo de anillos

p: Fp — Fylz]/(z" -1)
y — oy)=yo+tnz+- - +y,_1z" L

Dado un cédigo lineal C de longitud n y dimensién s, definimos como C(z)
a la imagen directa a través de ¢ de C, es decir C(x) = {co + c1x + - - -+
+en12™ 1 | coer...cn1 € C}. El interés en este tipo particular de cédigos
lineales radica en la relacién existente entre los codigos ciclicos de longitud n
y los ideales del anillo cociente Fy[x]/(z™ —1). En efecto, se tiene que C es un
codigo ciclico si, y solo si, C(x) es un ideal del anillo cociente Fg[z]/ (2" —1).
Este hecho nos permite garantizar la existencia y unicidad de un polinomio
monico g(z) de grado lo menor posible tal que C(z) = (g(x)) y g(x)|(z™ —1)
cuando C es un c6digo ciclico. A este polinomio g(x) se le conoce por poli-
nomio generador de C. Tal y como sugiere su nombre, este sirve para deter-
minar una matriz generadora. En efecto, si g(z) = Y_I_ giz" es el polinomio
generador de grado r del cédigo ciclico C, se puede probar que una matriz
generadora G € Matgyx, (F,;) del mismo viene dada por:

go g1 -~ g 0 0 -+ 0
G- () g'O . gril g.r 0 . 0
00 - g g 92 - G

Destacamos de esta matriz que la longitud y dimensién de C estan relacio-
nadas con el grado de su polinomio generador g(z) mediante la igualdad
n =1+ s. Ademas, es facil ver que gg # 0.

Por otro lado, al polinomio ménico h(z) tal que h(z)g(z) = 2™ — 1 se le
conoce como polinomio de control de C. Este tiene grado s, y nos sirve para
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determinar una matriz de control. En efecto, si h(z) = Y;_, hiz' es el po-
linomio de control del codigo ciclico C, se puede probar que una matriz de
control H € Mat,x,(F,) viene dada por:

hs hs.y -+ hg O 0O - 0
0 hs -+ hi ho 0O - 0
H= . ) ) ) ) )
0 0 - hg heq hso - ho

Mas aidn, se tiene que el cédigo dual de un cédigo ciclico va a ser tam-
bién ciclico, pero con polinomio generador hy(z) = hg '*h(z~1), donde hy'
denota al inverso de ho en [F,.

1.4. Problemas Resueltos

Problema 1.1. Sean Cy,Cy C ]Fg dos codigos lineales de distancia minima
d;, dimensién k; y matriz generadora G; € Maty, x,,(IF;), siendo 7 € {1,2}.

(i) Demostrar que
C1+Cy = {Cl +cCo | c,€Ci, 1€ {1,2}}
es un cddigo lineal con distancia minima d < min{dy, ds}.

(ii) Probar que si C; N Co = {0...0}, entonces dim(C; + C2) = k1 + ka2 y
una matriz generadora de C; + Cy viene dada por G = <gl>
2

Solucion.

(i) Por Algebra Lineal, si C1,Cy C Fy son Fy-subespacios de Fy, entonces
C1+C3 es también un F,-subespacio de Fy. Consecuentemente, C +Co
es un codigo lineal. La desigualdad entre las distancias minimas es
consecuencia de y de que C; C C1 + Cy, para i € {1,2}, pues

d=w=min{w(c) [c€Ci+Cs N c#0} =
= min{w(cl +C2) ‘ (Cl €C; N ¢y € CQ) N €1+ Co 75 0} <
< min{w(ci) ‘ c;, €C; N ¢ 75 0} =w; =d;, Vi€ {1,2}.
Luego d < min{dy,ds}.

(ii) La primera igualdad es inmediata, ya que, por ser estos tres conjuntos
subespacios vectoriales finitos, se tiene que

dim(C1 + CQ) = dim(Cl) + dim(CQ) — dim(61 N Cg).
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Sustituyendo
dim(61 + CQ) =K1+ ko — dim({O e 0}) = k1 + ko.

Ademés, si By = {ci1,...,c1%,} ¥ B2 = {ca1, ..., Cax, } son bases, res-
pectivamente, de C; y Co tales que las matrices generadoras asociadas
a estas son G1 y Go, entonces B = {ci1, ..., C1x,, €21, ..., Cog, } €S tam-
bién una base de C; + Co por ser C; N Cy = {0...0}. Asi, la matriz
generadora asociada a esta es, precisamente, G.

O]

Problema 1.2. Sean C; C Fy cddigos lineales de longitud n;, distancia
minima d;, dimensién k;, matriz generadora G; € Maty, «p, (Fq) y matriz de
control H; € Mat(,,_,)xn(Fq), siendo i € {1,2}. Demostrar que la concate-
nacion de C1 con Cy, dada por:

Cl * CQ = {Cl * C2 = C11-.-Cln; C21---C2ny ‘ C; € Ci, 1 € {1,2}},

es un cédigo lineal de longitud n; + ne, dimensién ki + ks, distancia minima
Gi 0

d = min{d,,ds}, matriz generadora G =
0 Go

H, 0
H= .
Solucion. Veamos primero que C; * C2 es un Fj-subespacio vectorial de
IFZ”*"Z. En efecto, basta observar que C; * Co C IF'Z“*”? y que, dados
c,c/ € C;1 xCy y a,B € F, arbitrarios, entonces ac + ¢’ € C; * Co. Ambas

condiciones son consecuencia inmediata de la definicién de concatenacién de
codigos lineales.

> y matriz de control

Sean B = {ci1,...,c1x, } ¥ B2 = {cai, ..., Cak, } bases, respectivamente, de C;
y Ca2. Entonces, el conjunto B = {c11 %0, ..., c1, *0,0%ca1, ..., 0%Coy, } €s una
base de C; x Co, ya que se trata de un conjunto linealmente independiente y
genera nuestro cédigo por como se define la concatenacién de palabras. Asi,
dado que la dimension de un cédigo lineal es el cardinal de una base de este,
se tiene que dim(Cy *Co) = k1 + ko. Por como se construyen las matrices ge-
neradoras, es inmediato que G es una matriz generadora de C; *Co. Ademdés,
H es una matriz de control de C; % Co, pues GHT = 0.

Calculemos ahora la distancia minima del cédigo C; * Co en términos de las
distancias minimas de los cédigos C; y Co. Es inmediato observar por (|1.2)
que, dados ¢; € C; y ¢ € Cq arbitrarios, entonces w(cy *c2) = w(cy)+w(ca).
Luego

w(cy * c2) = w(cy) + w(cz) > max{w(cy), w(c2)} > min{wi,we} =
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= min{dl, dg},

y tomando el minimo de los pesos w(cy*cy) # 0 tales que ¢ = cy*cy € C1*Ca,
se sigue que d > min{d;, da}. Por otra parte, como w(C1) = wi, sabemos que
existe ¢; € C; tal que w(cy) = wi. Por tanto, tomando ¢ = ¢; x 0 € C; * Ca,
se sigue que d < w(c) = di. Anédlogamente, como w(Cs) = we, sabemos que
existe cg € Cy tal que w(cg) = wy. Por consiguiente, tomando ¢ = 0 x ¢y €
€ C1%Co, se sigue que d < w(c) = dy. De aqui se comprueba inmediatamente
que d < min{dy,ds}, y por tanto concluimos que d = min{d;, d2} segin lo
ya visto. O]

Problema 1.3. Sean C;,Cy C Fy dos codigos lineales de distancia minima
d;, dimensién k;, matriz generadora G; € Maty, «,(Fy) y matriz de control
H; € Mat(,,_p,,)xn(Fy), siendo i € {1,2}. Demostrar que

Ci®C = {(C1|Cl + CQ)‘CZ' €C;, 1€ {1,2}},
donde (ci|c1 +c2) =ci1x(c1+c2) =ci1*xc1+0x%co, paracy € C1 y cg € Ca,

es un cédigo lineal de longitud 2n, dimensién ki + ko, distancia minima

d = min{2d;,ds}, matriz generadora G = (Gl G

0 Gy
H; 0
H = .
(% )
Solucion. Veamos para empezar que C; ® C2 es un [Fg-subespacio vectorial
de Fg". En efecto, C1 ® Cy C Fg" por como estan definidos los elementos de

C1 ® Ca, y dados ¢ = (ci]e1 + ¢2), ¢ = (c|cf + ) e Ci®C y a, B € Fy
arbitrarios, tenemos que

) y matriz de control

ac + B¢’ = a(cier + ¢2) + B(ch|c) +¢5) =

= (acy + B |(aer + Beh) + (ace + Bey)) € C1 ® Ca,

Supongamos ahora que By = {ci1,...,c1x, } v B2 = {ca1, ..., Coi, } son bases,
respectivamente, de C; y Ca. Afirmamos que B = {c11 *¢11, ..., C1, *C1f,, 0%
*Ca1, ..., 0 * Cok, } es una base de C; ® Ca. En efecto, como B es base de
C1, para cada c¢; € C; arbitrario existen tnicos ai,...,ax, € F, tales que
c1 = aicyy +- - -+ ay, €1k, - Andlogamente, como Bs es base de Ca, para cada
¢y € Cy existen unicos B3, ..., B, € Fy tales que ca = f1ca1 + -+ - + Bi,Cop, -
Entonces
(ci|ler +c2) =c1*x(c1 +¢c2) =

= (a1ci+- - +ag, g ) ¥ ((arcii+- - -+ ag, ¢k, )+ (Bicar +- - -+ BryCoky ) =
= aj(cir *c11) + -+ + oy (Cigy * Cigy ) + B1(0 % ca1) + -+ - + B, (0 % Cop,)-

Por tanto B es un sistema generador de C; ® C3. Ademés, B es libre por
como se define la concatenacién de palabras. En resumen, B es una base de
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C1 ® Ca, de donde se sigue que dim(C; ® C3) = k1 + k2. Una vez mds, por
como se definen las matrices generadoras, usando esta base observamos que
G es una matriz generadora de C; ® Co. A partir de este hecho ver que H es
una matriz de control de C; ® Cs se reduce a probar que GHT = 0.

Pasemos a estudiar la relacién entre las distancias minimas del c6digo C; ®Co
y las distancias minimas de los cédigos C; y Ca. Sean ¢ = (ci|c; + c2),
¢’ = (c}|c| + ¢}) € C1 ® C2 cualesquiera. Tenemos por (|1.1) que

d(c,c’) = d(cy * (e1 + c2),c) * (c] +¢c5)) = d(cy,c}) +d(cy + ca, ) + ) =

= w(er — ¢}) +w((er — ¢}) + (e2 — ¢3))

Ahora bien, tomando ¢z = ¢, entonces d(c,c’) = 2w(c; —¢}) = 2d(cy, c}) >
> 2d;. Mientras que si cg # ¢, observamos que d(c,c’) > w(cy — ¢)) =
= d(ca,ch) > do. En cualquier caso d(c,c’) > min{2d;,ds}, para cua-
lesquiera c¢,c¢’ € C; ® Ca, de donde por definiciéon de distancia minima
es d > min{2d;,ds}. Nos falta por ver que d < min{2d;,ds}, pero esto
se sigue trivialmente de los dos hechos siguientes. Por una parte, de que
d < 2d;, puesto que si tomamos ¢; € C; tal que w(cy) = dp, entonces
w((ciler +0)) = 2dy > d. Y, por otra parte, de que d < da, pues si
elegimos co € Cy tal que w(cy) = da, entonces w((0|0 + ¢c2)) = dy > d.
En definitiva, relacionando todo lo que hemos conseguido, se concluye que

d= min{2d1, dQ} ]
Nota 1.4.1. Es inmediato observar que C; ® Ca C (C1 xC1) + ({0} % C2).

Observacion 1.4.1. Al cédigo lineal C; ® Co se le conoce por construccion
de Plotkz’rﬂ de Cy con Co. Esta construccién tendrd una gran importancia en
el Capitulo [3| a la hora de estudiar la construccion recursiva de los codigos
de Reed-Muller binarios.

* Morris Plotkin, véase [1].



Capitulo 2

Cdédigos de Reed-Muller

En este capitulo se estudiaran la construccion general y las propiedades més
importantes de los c6digos de Reed-Muller desde un punto de vista general.
La mayor parte del capitulo puede encontrarse en [6, Capitulo 12], aunque
también se recogen algunos resultados de [2, Section 2.4]. Comenzaremos
dando una visién historica de su aparicion.

2.1. Aspectos Histéricos

Los cddigos de Reed-Muller son una familia infinita de cédigos, que toman
su nombre de los dos matemaéticos que los propusieron en el afio 1954 al
mismo tiempo, en trabajos independientes: 1. S. Reedlj y D. E. Muller{ﬂ
Ambos centraron su estudio en los cédigos de Reed-Muller binarios. Hoy se
sabe que el primero en realizar su construccién fue Muller (el lector intere-
sado puede consultar [10]), mientras que su estudio en detalle y la sencilla
decodificacion por la que son tan conocidos e importantes es obra de Reed
(la informacién original puede hallarse en [5]). Posteriormente, estos fueron
generalizados a cualquier cuerpo finito en 1968. Esta generalizacion puede
encontrarse tanto en [4] como en [13].

Estos estudios estan situados dentro en la Teoria de la Informacion, cuyas
bases fueron establecidas por Shannon@ a través de un articulo publicado
en el Bell System Technical Journal en la década de los anos 40 titulado “A
Mathematical Theory of Communication”. Hoy dia, la Teoria de la Informa-
cién es una rama de las matematicas y de la computacion que se ocupa del
estudio de la informacion y de todo lo relacionado con ella.

" Irving Stoy Reed, matemé&tico e ingeniero estadounidense, 1923 - 2012.
™ David Eugene Muller, matemético e informético tedrico estadounidense, 1924 - 2008.
“** Claude Elwood Shannon, matematico; ingeniero electrénico y criptégrafo estadouni-
dense, 1916 - 2001.
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Los cédigos de Reed-Muller tienen una gran importancia en la historia. Su
estudio en la década de los afios 50 fue fundamental para que en los anos
posteriores se hiciesen grandes avances en la exploracién espacial. Asi, desde
1969 hasta 1977, todas las naves espaciales de la NASA iban equipadas con
un cédigo de Reed-Muller binario de longitud 32, dimensién 6 y distancia
minima 16. Se trataba por tanto de un cédigo lineal de bajo coste debido a
su pequena dimensién en comparacion a su longitud, y con buenas capacida-
des de correccion de errores por su elevada distancia minima. Trabajaremos
con dicho cédigo en los Problemas y

Una de las misiones méas destacadas que se llevo a cabo con el uso de estos
codigos fue la de la sonda Mariner 9, que fue la primera que permitio la
observacién fotografica de la superficie del planeta Marte. La sonda Mariner
9 fue lanzada hacia su destino el 30 de mayo de 1971, llegando a Marte el 13
de noviembre del mismo afio, convirtiéndose asi en la primera nave espacial
en orbitar un planeta distinto al nuestro. Cientificamente, esta misién, que
constituy6 una continuacién de las observaciones de Marte adquiridas por las
sondas Mariner 6 y 7, tenfa como objetivo mostrar las primeras fotografias
de la superficie marciana. En un principio la misién se complicé debido a
las grandes tormentas de arena que se dieron sobre todo el conjunto de la
superficie del planeta. Finalmente, en 1972, cuando por fin amainaron las
tormentas, se obtuvieron las primeras fotografias claras del planeta que cam-
biaron completamente la visién que se tenia hasta entonces del planeta rojo.
La sonda tomé fotografias en blanco y negro de 600 x 600 = 3600 pixeles,
donde a cada pixel se le asigné una 6-tupla para representar el brillo. De
esta manera, cada pixel era codificado como una palabra de longitud 32,
esto es, se emplearon 26 bits de redundancia.

2.2. Construccion y Propiedades Generales

FEmpezaremos nuestro estudio dando una visién general de los cédigos de
Reed-Muller sobre cualquier cuerpo finito F,. En su forma general, estos
constituyen una familia infinita de codigos que a su vez forman parte de
un grupo mucho més amplio: los cddigos de evaluacion. Estos son, esencial-
mente, un tipo especial de cddigos lineales, cuya construccion esta basada
en una determinada aplicacién lineal.

2.2.1. Cébdigos de Evaluacién

Vamos a denotar por x a un conjunto de elementos, que llamaremos pun-
tos (lo que habitualmente se conoce por objeto geométrico). Damos asi la
siguiente definicién que recoge, entre otros, a los cddigos de Reed-Muller.
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Definicién 2.2.1. Sean P = {pj, ..., pn} un subconjunto finito (n € N) de
un cierto objeto geométrico x y V un Fg-espacio vectorial de aplicaciones
f: x — Fy (con las operaciones interna (4) y externa (-) correspondientes).
Se llama evaluacion en P de las aplicaciones de V a la aplicacion

evp: V. — Fp

[ evp(f)=f(P1)--- f(Pn)

Como V' es un [Fy-espacio vectorial, si evp resulta ser una aplicacién lineal,
entonces su imagen directa evp (V') serd un [Fy-subespacio vectorial de Fy, es
decir, un cédigo lineal de longitud n sobre F, cuyas palabras son las imagenes
de las aplicaciones de V' a través de evp. Bajo todas estas circustancias, se
conoce al cédigo evp (V') asi obtenido por cddigo de evaluacion en P de las
aplicaciones de V. Los parametros que definen al cédigo pueden deducirse
de las propiedades de V' como Fg-espacio vectorial.

Los codigos de Reed-Muller son un caso particular de cédigos de evaluacién,
donde P = x = F}" (que en este caso es un anillo conmutativo y unitario
con estructura de F -espacio vectorial) y V = Fy[x1, ..., 2] (que, ademds de
ser un Fg-espacio vectorial, también tiene estructura de anillo conmutativo y
unitario). Para evitar confusiones en la notacién, denotaremos a lo largo de
este capitulo a los polinomios de Fy[z1, ..., zy] por F' = F(x1, ..., Zp), reser-
vando las letras mintsculas, entre otras, para las aplicaciones. Recordemos
que el grado de un polinomio se define de manera general como el grado del
monomio de mayor grado que lo forma, siendo el grado de un monomio la
suma de los exponentes de todas las indeterminadas que este posee.

2.2.2. Construccién General

Pasamos ya a realizar la construccién general de los cédigos de Reed-Muller
g-arios. Para ello, son necesarios unos cuantos conceptos y resultados previos
de la Teorfa Generalizada de Boold 1

Definicion 2.2.2. Una aplicacion q-aria de m variables es una aplicacion
[ Fy — Fy.

Se denota al conjunto de todas las aplicaciones g-arias de m variables por
B,

Observaciones 2.2.1.

e Si se fija un orden en los n = ¢" elementos de Fg', es posible describir
toda aplicacién g-aria f: Fy' — F, de manera univoca a través de una
tabla con todos los elementos de Fy" y los respectivos valores que toma
esta aplicaciéon f en cada uno de estos. Una tabla de este tipo se llama

tabla de verdad asociada a f.

sokokok

George Boole, matematico y 1égico britanico, 1815 - 1864.
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e Podemos dotar a B, de una estructura de anillo conmutativo y unitario.
En efecto, basta definir la operacién interna suma (+) como

+: VL xW — B
(f,9) — f+g,

donde
(f+9)(w) = flu) +g(v), VuelF,

y la operacién interna producto (-) como

BL x B, — B,
(fvg) — f'ga

donde
(f-9)(u) = f(u)g(u), VueF;.

Mas atn, si definimos la operacion externa

Fy - qu%%@ — %?n
((X,f) — Oé'qu,

donde
(@, fllw) =af(u), VuelFy,

se tiene que BY, también posee estructura de F-espacio vectorial. Por
simplicidad, denotaremos tanto la ley de composicién interna producto
como la operacion externa simplemente por yuxtaposicién, siempre que
ello no dé lugar a dudas.

e Fijado un orden Fj' = {v1,...,v,,} en los n = ¢ elementos de F*, dada
f € B, introducimos la notacién siguiente:

fi = f(vi), Vie{l,..,n}

Llamaremos a este valor coordenada i-ésima de f bajo el orden estableci-
do. Fijado un orden en F", se observa que toda aplicacion g-aria f puede
identificarse de manera univoca mediante el uso de tablas de verdad con la
correspondiente palabra fi ... f, € Fy. Denotaremos a esta por f. Asi, ba-
jo estas condiciones, podemos trabajar con el conjunto Fy* = {vi,...,vn}
ordenado a la hora de hacer uso de aplicaciones g-arias. A la palabra f € Fy
se la conoce por palabra caracteristica de f bajo el orden establecido. En
particular, se deduce de este hecho que |B%,| = ¢" = ¢7" < .

Ejemplo 2.2.1. En particular, cuando ¢ = 2, se conoce a toda aplicacion
2-aria de m variables por funcion Booleana de m wvariables. En estos casos,
denotaremos por simplicidad al conjunto de las funciones Booleanas de m
variables por 98,,. Este conjunto es conocido como A/lgebm de Boole con las
operaciones antes definidas.
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Dado un polinomio arbitrario F' € F[z1, ..., 2], como |Fy| = ¢ < 00, es evi-
dente que evaluando F' en todos los elementos de F* se induce una aplicacion
g-aria f: Fg" — Fy. Este hecho nos da pie a dar la siguiente definicion.

Definicién 2.2.3. Sea F' € Fy[z1, ..., 2,] un polinomio. Sin = ¢, se conoce
por aplicacion polinémica asociada a F a la aplicacion g-aria f: Fi" — F, tal
que, para cualquier m-tupla (ay, ..., an) € F;', verifica que f(ay,...,am) =
=F(ai,...,am).

Nota 2.2.1. Se mantienen las notaciones antes establecidas para las apli-
caciones g-arias de m variables con los polinomios F' € Fy[x1, ..., 2] En
particular, fijado un orden Fj" = {v1,...,vp}, llamaremos a la palabra ca-
racteristica inducida por la aplicacién polinémica asociada a F' como palabra
caracteristica de F bajo el orden establecido, e inducimos la notacién siguien-
te:

F;, = F(Vi), Vi € {1, ,7’L}

not.
Denotaremos a esta palabra por F. Conviene resaltar que, al igual que se
hizo con las aplicaciones g-arias de m variables, podemos considerar tablas
de verdad asociadas a polinomios de Fg[z1, ..., Zy,).

En lo que queda de seccién, y salvo que se diga lo contrario, vamos a suponer
que tenemos fijado un orden Fy* = {vi,..., vy} para los n = ¢™ elementos
de Fg". De esta manera, podremos trabajar con las palabras de Fy, en vez
de emplear aplicaciones g-arias de m variables.

Bajo estas condiciones, podemos dar el siguiente resultado clave.

Proposicion 2.2.1. La aplicacion evaluacion en Fy' de los polinomios de
Fglx1, ..., xm] en Fy dada por:

CUFp - Folz1, .oy T Iy (F) (2.1)
F — evpn(F)=F =F,...F,, '
q

es un epimorfismo de anillos, que ademds es lineal.

Demostracion. Es evidente que evFp €S un homomorfismo de anillos por
como esta definido. En efecto:

e cupm(1) = ev]F;n(x(l) o z0) i 1...1n5 1.

&+

e evpn (F' + G) = (F1+Gy)...(F+Gp)=(F1...F,) + (G1...Gy) =
dof evrm (F) + evpm (G), VF,G € Fylz1, ..., Tm).

o cvpn (FG) b (F1GY) ... (F,Gy) = (Fy ... E)(Gy...Gy) =
d(i:f G/UFZIH (F)G/U]F(Tln (G)7 VFa G S Fq[xl, ceey .’Ijm:l
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Maés aun, este es lineal para la operacion externa correspondiente, puesto
que, para todo F' € Fy[z1, ..., 2] y para todo a € Fy, se tiene que

evpm (aF) b (aFy)...(aFy,) =a(F ... F,) b aevpm (F).
Sélo falta probar que ({2.1)) es suprayectivo. Para verlo, dado x € [y cualquie-
ra, tenemos que ser capaces de encontrar un polinomio F' € Fy[x1, ..., x| tal
que evpm (F) = x. Sea x € Fy arbitrario. Fijado el orden Fi® = {v1,..., vn},
suponiendo que v; = (af,...,al,) € F7* (con i € {1,...,n}), definimos

Fo(1, . mm) = [[(1 = (zj — a)T!) € Fylar, oo wm],  Vie{l,..,n}.
j=1

Es evidente por el Teorema de Lagrange que, para todo w € Fi" y todo
ie{l,..,n}, es
1, siw=wvy

o (w) = { 0, siw#v;.

Por tanto, es inmediato comprobar por como se define la aplicacién ([2.1])
que el conjunto B = {evpm (Fy,) | i € {1,...,n}} se corresponde con la base
candnica de Fy. En efecto, ya que por (2.2)) tenemos que

(2.2)

evpm (Fy,) = 100...00,
evep (Fy,) = 010...00,

evm (Fy,,) = 000...01.

En consecuencia, por ser B una base de Fy y por la linealidad de evFm
existen escalares k; € IF, (con i € {1,...,n}) tales que

n n
X = Z kievem (Fy,) = 61)[9‘271(2 kiEy,).
i=1 i=1

Asf, tomando F' = Y"1, k;Fy,, es evidente que evpr (F) = x. O

Observacién 2.2.1. El hecho de que evpp sea suprayectiva implica que toda
aplicacién g-aria de m variables es polinémica. En efecto, toda aplicacion
g-aria de m variables estd univocamente determinada por las palabras de Fy,
y acabamos de probar que evFp 108 determina una aplicacién suprayectiva
entre Folzq,...,xm] ¥y /. Sin embargo, es facil comprobar que el reciproco
no es cierto, esto es, distintos polinomios de Fy[z1, ..., ] inducen la misma
aplicacién polinémica. Para obtener un contraejemplo, basta hacer uso del
Teorema de Lagrange, dado que este nos dice que a? = «, para todo
a € F,, y por tanto los polinomios z; y z] (con i € {1,...,m}), pese a ser
distintos, inducen la misma aplicacién polindmica.
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La Observacién nos obliga a considerar el anillo cociente (que tam-
bién posee estructura de Fy-espacio vectorial) siguiente:

Folz1, ..., Tm)

P,

nﬁf. (:L’? — I, ,ZL'gn - SL’m)

Se conocen a los elementos de este anillo cociente por polinomios reducidos
de la Fy-dlgebra Fy[zy, ..., x,]. Es evidente que cada clase de equivalencia
F=F+ (2] —x1,...,2% — ) € P/, posee un tinico representante

* = - - il P inl
F nﬁ E azl...lmxl 'va

verificando que 0 < iy, ..., %, < ¢ — 1. Este polinomio F* estd univocamente
determinado reduciendo los exponentes de todas las indeterminadas mdédulo
q, y tiene por tanto grado m(q — 1) a lo mas. Diremos que un polinomio F'
estd en su forma reducida cuando F* = F.

Nota 2.2.2. El conjunto B = {a7*---al™ | r, € {0,1,...,q— 1} , Vi €
€ {1,...,m}} es una base del Fy-espacio vectorial cociente Py,. Por tanto,
este es finito como FFy-espacio vectorial. Llamaremos a los elementos de esta
base monomios reducidos de la Fy-algebra Fy[z1, ..., ).

Ejemplo 2.2.2. Si ¢ = 2, podemos considerar los polinomios reducidos
de la Fo-dlgebra Fo[zy, ..., 2], a los que llamaremos polinomios Booleanos
de m indeterminadas. Segun todo lo explicado, se obtienen los monomios
Booleanos aplicando las reglas

2
l‘ilL‘j = {L‘jfL‘i y T; = T4 s
—_——
Conmutatividad en Fa[z1,...,2m] Pequeno Teorema de Fermat en Fg

para cualesquiera 7,5 € {1,...,m} distintos (i # j), hasta que los factores
que generan nuestro monomio sean diferentes. Consecuentemente, se ob-
tienen los polinomios Booleanos aplicando estas reglas a cada uno de los
monomios Booleanos que los forman. Por simplicidad, denotaremos por P,
al conjunto de los polinomios Booleanos de m indeterminadas. Adem4s, con
un simple argumento de combinatoria, es facil ver que el niimero de mono-
mios Booleanos de m indeterminadas de grado k es (7;) Asi, el cardinal del
conjunto de todos los monomios Booleanos de m indeterminadas viene dado

por > it (7)) = 2™, y se tiene por la Nota que | Py, | = 22",

Lema 2.2.2. Sea I' € Fylx1,...,wp]. Si F(v) = 0 para todo v € F* (en
particular F*(v) = 0 para todo v € Fi*), entonces F™* = 0.

Demostracion. Vamos a razonar por induccion sobre el ntimero de inde-
terminadas m. Si m = 1 el resultado es inmediato, ya que por hipdtesis
F* tendria ¢ = |Fy| > deg(F™) raices, lo cual necesariamente implica que
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F* = 0. Supongamos cierto el resultado para polinomios de m — 1 inde-
terminadas, y probémoslo para todo polinomio de m indeterminadas. Sea
F € Fy[x1, ..., ] arbitrario verificando que F(v) = 0, para todo v € F{’,
y consideremos su polinomio reducido F*. Agrupando los monomios de F*
con el mismo exponente en la indeterminada z,,, obtenemos que

F* = Go(xl, ooy :L‘m_l) + -+ x;lGr(xl, ey xm_l), (23)
donde r < ¢y Go,...,Gr € Fy[x1, ..., zn]. Obsérvese que todos estos poli-
nomios Gy, ...,G, estdn reducidos por estarlo F*. Ahora, dado un vector

v = (o, ..., 4n—1) € F*~1 arbitrario, definimos

Fy () = F (o1, ..oy m—1,2m) = Go(v) + - - -+ 2,,Gr (V) € Fylxy]. (2.4)
Es inmediato observar que este polinomio es reducido y que por hipétesis tie-
ne por raices a todos los elementos de . Asi, por el mismo razonamiento que
hemos hecho en el caso de m = 1, serd Fy(z,,) = 0. En consecuencia, igua-
lando coeficientes en (2.4), tenemos que G;(v) = 0, para todo i € {1,...,7}.
Pero como v € Ff]"_l es arbitrario, tenemos que todos los polinomios Gj
verifican que G;(v) = 0, para todo i € {1,....,7} y v € IE‘Z”‘*l. Por tanto,
aplicando la hipétesis de induccién a todos estos polinomios G; (pues no
olvidemos que son polinomios de m — 1 indeterminadas), obtenemos que
G; =0, para todo ¢ € {1,...,r}, de donde se sigue por que F*=0. O

Teorema 2.2.3. Los conjuntos Fy y P, son isomorfos como F-dlgebras.
En consecuencia, cada polinomio de una misma clase de equivalencia deter-
mina la misma aplicacion polinomica.

Demostracion. Consideremos la aplicacién ([2.1)). Sabemos que esta es un
epimorfismo de anillos en virtud de la Proposicion asi que por el
Primer Teorema de Isomorfia de Anillos se sigue que

Folz1, ..., Tm) o1

m | — ]Fn
Ker(evgp) m(evey)

i
Veamos ahora que Ker(evpm) = (2 — 21,..., 2 — ). En efecto, por la
Observacion deducimos inmediatamente que Ker(evgm) 2 (zf—
—T1, .., Tin — Ty ). Para el otro contenido, se argumenta por reduccién al
absurdo: dado F' € Ker(evpm) arbitrario, vamos a suponer que F ¢ (zf—
—T1, ..., Th —Tp,). Entonces F = R(z1, ...,z )+ (z] — 21, ..., 2}, — 2, ), donde
R es la forma reducida de F. Como evpn (F) = 0 (pues F € Ker(evgm)),
estamos ante las condiciones del Lema luego F* = R =0, en contra
de la hipétesis hecha. Por tanto Ker(evpm) = (2] — 21, ..., 25 — Zm) ¥ se

cumple que

P — Folz1, ..., Tm) gFZa

(2] =z, .y 2ty — T4)
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donde recordemos que el propio Teorema de Isomorfia nos da explicita-
mente este isomorfismo, el cual es

evFy - % — IFZ - (2.5)
F— evpp(F) = evpp (F). '

Solo falta ver que este isomorfismo de anillos es también lineal, pero esto es
consecuencia de la linealidad de VR En efecto, sélo tenemos que ver que
se preserva el producto exterior (pues la suma se conserva por el hecho de
ser este un isomorfismo de anillos), y esto se prueba réapidamente ya que,
para todo F' € Fy[z1, ...,z y para todo a € g, se cumple que

evpm (aF) = evpm(aF) = aevpn(F) = aevpm(F).
1 ( ) def. g ( )lineal. 1 ( ) def. q ( )
En resumen, se tiene que la aplicacion evpy que hemos obtenido es un iso-
morfismo entre F,-dlgebras. O

Sea ahora P, (r) el conjunto de los polinomios reducidos de m indetermi-
nadas sobre P}, con grado menor o igual que r. Este es trivialmente un
[F,-subespacio vectorial de Py, de dimensién finita. Empleando entonces el
Teorema que acabamos de probar, estamos en condiciones de dar la
definicién de cédigo de Reed-Muller g-ario.

Definicion 2.2.4. Dado ¢ = p®, con p primo, sean m y r dos nimeros natu-
rales tales que r < m(q — 1). Se define por cddigo de Reed-Muller g-ario de
orden 7y longitud ¢"*, que denotaremos por RM,(r, m), a la imagen directa
de Ph(r) a través de la aplicacion . Dicho de otra forma, se trata del
conjunto de las palabras caracteristicas de los polinomios de Py, con grado
menor o igual que r.

Por convenio,

RMy(,m)={0...0}, VI <O0.

Ejemplo 2.2.3. Sean m,s,p € N, p primo, ¢ = p* y n = ¢'". Entonces,

RMy(m(q —1),m) =Fg,

RMy(0,m) ol g—1...g—1}.
————

={0...0,1.
——

n n n

En efecto, la primera igualdad es consecuencia directa de que eV sea una

biyeccién, pues trivialmente P, (m(q — 1)) = Py, mientras que la segunda
igualdad se debe a que P, (0) = F,.

Observaciones 2.2.2. Como consecuencia de la Definicién [2.2.4] se ve-
rifican los resultados siguientes:
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e Todo cédigo de Reed-Muller RM,(r,m) es equivalente a otro cédigo de
Reed-Muller con los mismos pardmetros si sélo se realizan permutaciones
en las letras de dos posiciones fijadas en todas las palabras del cédigo. Por
tanto, dado un cddigo de Reed-Muller RM,(r,m) bajo un cierto orden
en los elementos de Fy*, al cambiar dicho orden, obtenemos otro cédigo
de Reed-Muller, con los mismos parametros, equivalente al anterior.

e Para todo par de enteros i < j (con 4,5 € {0,1,...,m(q — 1)}), se tiene
que RM,(i,m) € RMgy(j,m).

e Es evidente por el Teorema y por ser Ph(r) un F,-subespacio
vectorial de P, que RM,(r,m) es un cddigo lineal.

Proposicion 2.2.4. La matriz que tiene como filas las palabras carac-
teristicas de los monomios reducidos de Pp(r) es una matriz generadora

de RMgy(r,m).

Demostracion. Basta probar que las palabras caracteristicas de todos los
monomios reducidos de P, (r) constituyen una base de RM,(r,m). Es bien
conocido que una base de P, (r) estd formada por los monomios que con-
tiene. Por tanto, las palabras caracteristicas de todos los monomios redu-
cidos de este espacio constituyen un sistema generador de evgy (P (r)) =
= RM,(r,m) por la linealidad de . Veamos que estas también forman
un conjunto libre. Sean Fi,...,F;, € Ph(r) monomios reducidos distintos.
Supongamos mediante un argumento de reduccion al absurdo que existen
k1, ...,k escalares, no todos nulos, tales que

klevﬂrzn (Fl) —+ -+ ktevlpan (Ft) =0.

Esto es, que existe un conjunto de palabras caracteristicas asociadas a algu-
nos monomios reducidos de Py, (r) linealmente dependientes. Entonces, por
la linealidad de Ry,

e’U]F:In(kilFl + 4 k‘tFt) = kleszn(Fl) + -4 k’te’U]F[In(Ft) =0.

Ahora bien, como la suma de monomios reducidos es un polinomio redu-
cido, por el Lema [2.2.2] se tiene que necesariamente ki1 Fy + - - - + ki F} se
corresponde con el polinomio idénticamente nulo. Asi, dado que todos los
monomios F1, ..., F; son distintos, forzosamente k; = --- = k; = 0, contra-
diciendo que, precisamente, estos escalares no pueden ser todos nulos bajo la
hipétesis hecha. En consecuencia, todo conjunto de palabras caracteristicas
asociadas a monomios reducidos de P%,(r) ha de ser linealmente indepen-
diente, y por tanto, en particular, las palabras caracteristicas de todos los
monomios reducidos son linealmente independientes. O

Corolario 2.2.5. La dimension de RM(r,m) como F-subespacio vectorial
es el nimero de soluciones de las ecuaciones i1 + -++ + ., = t tales que



Capitulo 2. Cédigos de Reed-Muller 19

0 <1i1,.yim < q—1, para todo t variando en el conjunto {0,1,...,r}. Esto
es,

dim(RMg(r,m)) =Y (i1, im) [ i1+ +im =1, 0<i; < g—1}.
t=0

Demostracion. Por la Proposicién basta probar que el nimero de
monomios reducidos de Py (r) coincide con el niimero de soluciones de las
ecuaciones i1 + -+ - + 4, = t tales que 0 < 4y,...,%, < ¢ — 1, para todo t
variando en el conjunto {0, 1,...,r}. Para ello, basta traducir el calculo del
nimero de monomios reducidos de grado t que se encuentran en Fy[x1, ..., Ty,
a términos combinatorios. En efecto, fijado t € {0,1,...,7}, es ficil observar
que el nimero de monomios reducidos de Fy[x1, ..., 2, de grado exactamente
t coincide con el nimero de m-tuplas (i1, ...,%n,) tales que 0 < i; < g —1
(j € {1,...,m}), siendo i1 + - -- + i, = t. Pero este se corresponde con el
numero de soluciones de la ecuacién i1 + - - - 4+ i,, = t, donde 0 < i1, ..., 0, <
< q — 1. Asi, por el Principio Aditivo, se obtiene el resultado. ]

2.3. Caracter Ciclico de los Cédigos de Reed-Mu-
ller p-arios

Para terminar este estudio general de los cédigos de Reed-Muller, veamos
que estos pueden ser vistos como coddigos ciclicos extendidos cuando g = p,
con p primo. Esencialmente, un cédigo extendido es un cédigo que se obtiene
anadiendo a cada palabra del c6digo original una letra de control de paridad
en la dltima posicién. Por tanto, lo que venimos a decir es que los cédigos
de Reed-Muller p-arios pueden ser vistos, para una ordenacion conveniente
de los elementos de )" (la cual denominaremos ordenacién ciclica), como
codigos extendidos de un cierto cédigo ciclico. El objetivo principal es probar
que todo cédigo de Reed-Muller p-ario es equivalente a un cédigo ciclico ex-
tendido. Esto permite obtener algunas propiedades generales de los cdédigos
de Reed-Muller p-arios. Sin embargo, para no extendernos con el trabajo,
no vamos a incluir ninguna de estas propiedades. El lector interesado puede
consultar [13] o [2, Section 4.10].

En primer lugar, es conveniente aclarar que son los cédigos extendidos. A
su vez, también necesitamos hablar de los cédigos pinchados.

Definicion 2.3.1. Sea C un cddigo lineal g-ario de longitud n y dimensién
s, con distancia minima d. El cddigo extendido de C, el cual suele denotarse
por C, es el codigo definido por:

C={c1...cncpy1]cr1...con €C AN 1+ +cp+cppr =0} (2.6)

Esto es, annadimos a cada palabra de C una componente de control de paridad
en la ltima posicion.
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Observacion 2.3.1. Se comprueba inmediatamente a partir de la Defi-
nicién que C es también un cédigo lineal, pero de longitud n + 1,
dimensién s y distancia minima d 6 d + 1.

Definicion 2.3.2. Sea C un cddigo lineal g-ario de longitud n y dimensién
s, con distancia minima d. Fijada una posicién coordenada j € {1,...,n}, se
define el cddigo pinchado de C para la coordenada j-ésima, que denotaremos
por C’;, al codigo que se obtiene borrando la coordenada j-ésima de todas
las palabras de C.

Observacion 2.3.2. Se comprueba inmediatamente a partir de la Defini-
cién que, para toda posicién j € {1,...,n} fijada, C; es también un
codigo lineal, pero de longitud n — 1, dimensién s 6 s — 1 y distancia minima
menor o igual que d.

Nota 2.3.1. Las Definiciones y que acabamos de dar pueden
considerarse “duales”. En efecto, dado un cddigo lineal C, si lo extendemos
y luego pinchamos por la coordenada n + 1, obtenemos el cédigo inicial.

Para estudiar el caracter ciclico de RM,(r,m), es necesario tener en mente
algunos conceptos de la asignatura FEcuaciones Algebraicas que recordaremos
a continuacién. Consideremos un elemento primitivo « de Fpm, es decir,
un generador del grupo ciclico (Fym,-) para el que se cumple ademds que
Fpm = Fp(a). Ahora, suponiendo que Irr(o,Fp) = ag+- -+ apm_12™ 1+ 2™,
sea A(a, p) la matriz companera de «, que viene dada por:

00 - 0 —ao

1 0 - 0 —aq
Ao, p) = 01 - 0 —as

00 -+ 1 —ama

Es bien sabido que el grupo ciclico generado por esta matriz A(«,p) tiene
orden n — 1 (n = p™) por el Teorema de Cayley-Hamilton, y por tanto
podemos identificar este grupo con Fjpm.

Bajo estas condiciones, es posible construir una ordenacién de los elementos
de )" asociada a la matriz A(«a,p). En efecto, fijado un elemento wy € F}
no nulo, definimos recursivamente los vectores wo, ws, ..., w,,_1 a través de
w1 siguiendo la regla

w; = w;_1A(a,p) = wiA(a,p) !, Vie{2,3,...,n—1}. (2.7)

Los elementos que acabamos de definir mediante la regla (2.7)) verifican la
propiedad siguiente:
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Proposicién 2.3.1. Bajo las notaciones que se acaban de fijar, w; = w;
st, y sdlo si, se cumple que i = j(mod n —1).

Demostracion. Empezamos probando la condicién suficiente, suponiendo
que i = j(mod n—1). Como A(a, p) genera un grupo ciclico de orden n—1, es
evidente que bajo nuestra hipdtesis se cumple que A(a,p)~! = A(a,p)? L.
En consecuencia, se tiene que w; = W1A(04,p)i_1 = WlA(Oz,p)j_l = wj.
Reciprocamente, para la condicién necesaria, basta probar que si w; =
= w; para indices i,j € {1,..,n — 1}, entonces i = j. Vamos a argu-
mentar por reduccién al absurdo, suponiendo que i # j. Por hipdétesis,
se tiene que wi(A(a,p)™! — A(a,p)’~!) = 0. Ahora bien, como hay una
identificacién entre el subgrupo generado por A(a,p), que suele denotar-
se por < A(a,p) >, y Fym, sabemos que existe h € {1,...,n — 1} tal que
wi(A(a,p)™ — A(a, p)?™1) = wiA(a, p)* = 0, luego wy € Ker(A(a,p)h).
Ademés, es evidente que det(A(a,p)") # 0, dado que A(a,p) es cuadrada

y det(A(a,p)) = —ag # 0 (esto se debe a la definicién de polinomio irre-
ducible de a sobre F,). En resumen, se tiene que Ker(A(a,p)") = {0}, en
contradiccién con la elecciéon hecha de wy. O

Como consecuencia inmediata de la Proposicion que se acaba de ver,
se tiene que F)' — {0} = {w1,...w,,_1}, siendo n = p™.

En resumen, dados a elemento primitivo de Fpm y wi € F' — {0} (co-
mo por ejemplo wi = (1,0, ...,0)), definimos un orden sobre F," a través de
la regla vista en dado por F}' = {0, w1, w2, ..., w,_1}. Llamaremos a
este orden ciclico de ;' con base wy respecto de a.

Consideramos ahora el c6digo pinchado obtenido borrando la primera coor-
denada de todas las palabras de RM,(r,m) para cualquier orden ciclico
Fpt = {0,w1, wa,..., w,_1}. Obtenemos el cédigo lineal siguiente:

Cp(r,m) = RMyp(r,m)] = {F(w1)...F(wp_1) | F € P5(r)}.

Es sencillo probar que este es un cédigo ciclico. Para ello, es conveniente
tener en cuenta las notaciones introducidas al comienzo de la Seccién L3l

Teorema 2.3.2. Para cualesquiera enteros v y m tales que 0 < r < m, se
tiene que Cp(r,m) es un codigo ciclico.

Demostracion. Para ver que Cp(r,m) es un cédigo ciclico, veamos que se
cumple la condicion de la Definicion de codigo ciclico. Sea
x = F(wy)...F(wy,_1) € Cy(r,m) una palabra cédigo (F € Ph(r)). Sea
el polinomio G(z1,...,xn) = F((z1...x5,)A(a, p)). Es evidente que deg(F') =
= deg(G), luego G € Ph.(r) y

G(wi)...G(wy_1) = F(wiA(a,p)) ... F(Wp—2A(a,p))F(Wn_1A(a,p)) =
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= F(wy) ... F(wp_1)F(w1) = x""Y € Cy(r,m).

Reiterando este procedimiento, tras un niimero finito de pasos n, obtenemos
que xM) € C,(r,m). O

Corolario 2.3.3. Todo cddigo obtenido pinchando un codigo de Reed-Muller
p-ario en las letras correspondientes a la evaluacion en el vector 0 es equi-
valente a un codigo ciclico.

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata del Teorema [2.3.2]
que acabamos de demostrar, ya que un cédigo de Reed-Muller p-ario es, en
virtud de las Observaciones [2.2.2] equivalente al cédigo de Reed-Muller
p-ario con los mismos parametros construido a partir del orden ciclico de
)" antes determinado. O

Finalmente, veamos que todo cédigo de Reed-Muller puede verse, para cual-
quier ordenacion ciclica de F}*, como un cédigo ciclico extendido. Es necesa-
rio dar antes el siguiente resultado, que es cierto en cualquier cuerpo finito
F, y que probaremos en general (pues, aunque ahora nos basta con verlo
para g = p, necesitaremos el resultado general en el Problema

Lema 2.3.4. Sea F' € Fy[xy, ..., xy]. Si deg(F*) < m(q — 1). Entonces,

> F(v)=0. (2.8)

veFy

Demostracion. Dado v = (aq, ..., ap) € [y, sea Fy el polinomio que intro-
dujimos en la demostracién de la Proposicion dado por:

=] = (@i—o)?).
=1

Recordemos que para este polinomio se verifica, dado w € F", que:

1, siw=v;

Fu(w) _{ 0, siw#v.

Es inmediato observar que este polinomio estd dado en su forma reducida
(pues la mayor potencia en el exponente de cada indeterminada es ¢ — 1), y
ademaés

F*= Y F(v) F,

veFy

donde, como por el Teorema del Binomio de Newton es (x; — ;)71 =

~1 -2 -1 e -1 -1
=zl + ozl "+ +al 7, podemos escribir Fy = (—=1)"z{ " ---af, +
+ términos de menor grado. En consecuencia

F* = Z [F(v)(—l)mac‘f_1 .- 221 4 términos de menor grado] =
veFy
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=[(-D™ Z F(V)]:Ecllil .22t 4 términos de menor grado,
veFy
de donde, como deg(F*) < m(q — 1), se sigue necesariamente (2.8]). ]

Corolario 2.3.5. Todo cddigo de Reed-Muller p-ario es equivalente a un
codigo ciclico extendido.

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata de que todo cédigo
de Reed-Muller p-ario construido a partir de la ordenacion ciclica de F?
es un cédigo ciclico extendido y del Corolario En efecto, por la

Definicién de cédigo extendido y el Lema a partir de (12.6]),

se obtiene que, para la ordenacion ciclica de F)', RM,(r,m) es el codigo
extendido de Cp(r, m), el cual es un cédigo ciclico por el Teorema O

2.4. Problemas Resueltos

Problema 2.1. Demostrar que el conjunto B{, es una F,-dlgebra con las
operaciones definidas en las Observaciones [2.2.1

Solucién. Se trata de probar que el conjunto B, es un anillo conmutativo y
unitario con estructura de Fy-espacio vectorial para las operaciones definidas
en las Observaciones vy que ademas se verifica la propiedad

ar, (f-9)=(ar, f)9g=Ff (aF,9),

para cualesquiera o € F, y f, g € B, arbitrarios. S6lo nos queda comprobar
esto dltimo, lo cual es inmediato por como se han definido los productos
interno y externo, ya que

aw, (f-9)=(rf)g

arg, (f-9) = aw(g-fl=(@wr9) f = [f-(aF9),

conmut. conmut.

puesto que por la propiedad asociativa de [, se tiene que

a(f(ug(w) = (af(u)gu) vy  alg(u)f(v) = (ag(w))f(u),
para cualquier u € F". ]
Problema 2.2.
(i) Probar que RM,(r,m)* = RMy(m(q—1) —r —1,m).
(ii) Deducir de (i) que forma tienen los cédigos de Reed-Muller autoduales.

Solucion.
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2.4. Problemas Resueltos

(i)

Veamos primero que RM,(m(q—1) —r —1,m) € RM,(r,m)*. Sean
F'y G polinomios reducidos de Fy[x1, ..., 2] de grados a lo mas r y
m(q—1)—r—1, respectivamente. Recuperamos la aplicacién (2.1)). Es
evidente por definicién que evpn (F) = F € RM(r,m) y evpn(G) =
= G € RMy(m(q — 1) —r — 1,m). Entonces, como por linealidad
evpn (FG) = evpp(F)evpn(G), en virtud del Lema (pues
deg((FG)*) = deg(FG) = deg(F)+deg(G) < () + (m(g—T)—r—1) =
=m(qg—1)—1<m(qg—1)) se sigue que

<F,G>= ) (FG)(v)=0.

VEIFQqb

Este hecho implica la inclusién deseada por la definicién de c6digo dual.

Para obtener la igualdad, por como estan relacionadas las dimensio-
nes de un codigo lineal y su dual, basta ver que las dimensiones de
RMy(r,m) y RMy(m(q—1) —r —1,m) suman ¢". En efecto, por el
Corolario la dimensién de RM,(m(q—1) —r—1,m) coincide
con el nimero de soluciones de las ecuaciones iy + - -+ + i, = t, para
t variando en {0,1,....,m(g —1) —r — 1}, donde 0 < iy, ..., 0y, < g — 1.
Haciendo ahora el cambio de variable [ = m(q — 1) — ¢, se trata de
hallar el niimero de soluciones de las ecuaciones ji + - - -+ j,, = [, para
[ variando en {r + 1,...,m(q — 1)}, donde 0 < j1,...,Jm < ¢— 1. En
consecuencia, por el Corolario aplicado a RM(r, m), el valor
de dim(RM(r,m)) + dim(RMy(m(q — 1) —r — 1,m)) va a coincidir
con el ntimero de soluciones de i1 + - - - + i, = ¢, para ¢ variando en
{0,1,..,r,r+1,....m(¢g—1)}, donde 0 < 4y, ..., 4, < g— 1. Pero este se
corresponde en términos combinatorios con el niimero de variaciones
con repeticion de m elementos tomados de ¢ en g, que es ¢™.

Como consecuencia de (i) podemos ver que forma tienen los cédigos de
Reed-Muller autoduales. En efecto, basta hallar los valores naturales
de r < m(q—1) para los que se verifica la igualdad 2r = m(¢—1) — 1.
Para que exista solucién entera de r, es necesario que m(q — 1) sea
impar. Para ello, m tiene que ser impar y ¢ par (esto es, potencia de
2). Supongamos que m = 2n + 1, con n € N. Entonces

2r:m(q—1)—1:(2n+1)(q—1)—1:2(n(q—1)—|—g—1)
(i
r:n(q—l)#—g—l:%(m(q—l)—l)Sm(q_l)

En resumen, los cédigos de Reed-Muller autoduales son aquellos tales
que ¢ es una potencia par, siendo m impar y r = %(m(q —1)—-1).

O]



Capitulo 3

Cdédigos de Reed-Muller

Binarios

El objetivo de este capitulo es centrar el estudio realizado en el Capitu-
lo |2 al caso binario. Precisamente, es en la Seccién donde se realiza la
particularizacién de la construccién general vista en del capitulo anterior.
Recordemos que esta fue la construccion original que presenté Muller. A
continuacién, damos otra construccién vélida sélo en el caso binario, que
estd basada en la construccién de Plotkin vista en el Problema [1.3] Fi-
nalmente, cerraremos el capitulo con una interpretacién geométrica de los
codigos de Reed-Muller binarios a través de geometrias finitas.

3.1. Construccion Mediante Funciones Booleanas

Como ya hemos adelantado, esta no es mas que una particularizaciéon de la
construccion general ya estudiada. Sin embargo, conviene hacer hincapié en
ciertos aspectos para obtener varios resultados importantes del caso binario.
Esta seccién estd basada en [3, Leccién 7] y [I1, Section 6.2].

Manteniendo las notaciones establecidas en el Capitulo[2]y usando los Ejem-

plos y como consecuencia inmediata del Teorema [2.2.3] para
q = 2, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. Fijado un orden en los elementos de F5', se tiene que el
congunto de los polinomios Booleanos Py, es isomorfo, como Fa-dlgebra, a
F2™ a través de la aplicacion

Y = evpm: Py — F%m
not. 2

o (3.1)
F +— 8UF§”(F):F:F1...F2m.

En consecuencia, bajo estas condiciones, cada polinomio Booleano tiene aso-
. ’ . . m
ctada una, y solo una, palabra binaria x € ]F% .

25
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Fijado un orden en F5', podemos dar la siguiente definicién, que es equiva-
lente, para el caso de binario, a la Definicién [2.2.4]

Definicion 3.1.1. Sean m y r dos ntimeros naturales, donde 0 < r < m.
Se define por cddigo de Reed-Muller binario de longitud 2™ y orden r, lo
cual denotaremos por simplicidad como RM(r, m), al conjunto de todas las
palabras binarias de longitud 2™ asociadas a todos los polinomios Booleanos
de m indeterminadas y grado menor o igual que r.

Finalmente, se pueden resumir las principales propiedades de los codigos de
Reed-Muller binarios ya vistas en el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.2. El cddigo de Reed-Muller binario RM(r,m) es un
codigo lineal de longitud 2™ sobre Fo, y su dimension como Fa-subespacio
vectorial viene dada por la formula siguiente:

dim(RM(r,m)) = Z (’Z) (3.2)

k=0
Ademas, la matriz

¥m(1)
¢m($1)

Grom)=|  mlan) |, (3.3)
Y (z122)

1f)m(ZL‘m7T+1 e {L‘m)

donde 1y, es la aplicacion definida en el Teorema es una

matriz generadora de RM(r,m).

Demostracion. Para empezar, que RM(r,m) es un cédigo lineal se deduce
de las Observaciones Ahora, para obtener la féormula de la dimen-
sién, por el Corolario debemos hallar el ntimero de soluciones de
las ecuaciones iy + -+ + iy, = t, con ¢ variando en {0,1,...,7}, tales que
0 <iq,...,55n < 1. Sin embargo, fijado ¢, este valor coincide con el ntimero
de subconjuntos de t elementos distintos elegidos de un conjunto de cardinal
m sin importar el orden. Pero esta es la definicién de las combinaciones de
m elementos tomadas de t en t. El resultado a partir de aqui vuelve a ser
inmediato por el Principio Aditivo. Finalmente, la expresion de G(r,m)
se obtiene por lo visto en la Proposicién [2.2.4] O

La importancia que tiene el uso de c6digos de Reed-Muller binarios radica en
la cantidad de propiedades que verifican. Un ejemplo es la que se probard en
el Problema [3.2] Para ello, debemos tener en cuenta que todo cédigo lineal
binario que admita una matriz generadora en la que todas sus filas tengan
peso par verifica que toda palabra cédigo también tiene peso par.
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3.2. Construccion Recursiva de Plotkin

Tal y como ya se adelanté al comienzo del capitulo, nos basaremos ahora
en la construccién de Plotkin dada en el Problema para obtener una
construccion recursiva de los codigos de Reed-Muller binarios. Esta sélo es
valida para cuando se tiene fijado un cierto orden para los elementos de
F5'. En efecto, dada la expansién binaria 49 4 241 + 2% 4 - 4 2M 25 ot
+2m=L, 4, con dg, i1, ey im_2, im—1 € {0,1}, de un cierto entero i, asocia-
mos a i + 1 el elemento (ig, 1,22, ..., im—2,im—1) € F5", esto es:

1 — (0,0,0,...,0,0),
2 — (1,0,0,...,0,0),
3 — (0,1,0,...,0,0),
4 — (1,1,0,...,0,0),
5 — (0,0,1 )

Y )

,..,0,0),

om _ 9 1),

— (1,0,1,..,1,1
om _ 1 — (0,1,1,...,1,1),
om . (1,1,1,..,1,1).

A este le llamaremos orden candnico de F5'. Supondremos a lo largo de toda
esta seccién que tenemos fijado este orden para los elementos de [F5*. Nuestro
principal objetivo es poder obtener expresiones dependientes de r y m tanto
para la distancia minima de RM(r,m) como para una matriz generadora
de RM(r,m). La gran parte de los resultados que aqui se recogen vienen en
[3, Leccién 7], aunque son necesarios [I, Chapter 9], [12, Seccién 5.3] y [8l
Seccién 3.3] para completar el estudio adecuadamente.

Antes de continuar, es necesario resaltar las dos consecuencias siguientes
que nos seran de mucha utilidad a lo largo de toda esta seccién. Estas se
deben a haber fijado el orden canénico en F5'.

Lema 3.2.1. La palabra caracteristica asociada al polinomio Booleano x;,
como elemento de Py, es aquella que tiene en su k-ésima posicion un 1
cuando la expansion binaria de k tiene un 1 en la 1-ésima posicion, para
k recorriendo {1,...,2™}. En términos de tablas de verdad, esto viene a
decirnos que se tiene lo siguiente:

Y(zy) = 01010101...0101,
Y(zg) = 00110011...0011,
Y(zm) = 000..00111..11.

N

gm—1 gm—1
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Demostracion. Basta construir las tablas de verdad para el orden candnico
de ' asociadas a los polinomios Booleanos z; como elementos de P,,.

F(.’El, LYy eeny xm) F1 FQ ce Fmel_l Fmel s FQm_l FQm
1 o 1 -- 0 1 cee 0 1
T2 o o --- 1 0 e 1 1
Tm o o --- 0 1 S 1 1

Asi, por definicién de la aplicacién (3.1) bajo el orden candnico de FJ, se
sigue el resultado trivialmente. O

Lema 3.2.2. Sea F(x1,...,xm—1) un polinomio Booleano de m — 1 inde-
terminadas que tiene como palabra binaria asociada a X = x1...x9m-1. En-
tonces, la palabra binaria asociada a F como polinomio Booleano de P, es
X kX = T1...L9m—1L1...Lom—1.

Demostracion. Construimos la tabla de verdad bajo el orden canénico de
F3' asociada a nuestro polinomio Booleano de m — 1 indeterminadas.

| Fi - Fpma
F(J}l,...,xmfl) ‘ 1 -+ Togm-1

Si consideramos F' como un polinomio de P,,, dado que este no depende de
la 1ltima indeterminada x,,, la correspondiente tabla de verdad vendra de-
terminada por los valores de la anterior.

|FL - Fymor Fymoiyy oo+ Fym
F(xl,...,:cm)‘xl cee Tgm-1 T cee Tom-1

De esta manera, se tiene que x * X es la palabra binaria asociada a F' como
polinomio Booleano de P,,. O

Estos resultados nos permiten definir los cédigos de Reed-Muller binarios
como construccién de Plotkin para el orden candnico de Fi'. Para ello, es
fundamental el teorema siguiente:

Teorema 3.2.3. Dados dos numeros naturales v y m tales que 0 < r < m,
se cumple que

RM(r,m) = RM(r,m —1) ® RM(r —1,m —1).

FEs decir, el cddigo de Reed-Muller RM(r,m) es la construccion de Plotkin
de los cddigos de Reed-Muller RM(r,m —1) y RM(r —1,m —1).
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Demostracion. Veamos primero que RM(r,m) C RM(r,m —1) ® RM (r—
—1,m —1). Sea x € RM(r,m) una palabra cddigo arbitraria, que esté aso-
ciada al polinomio Booleano F' de m indeterminadas de grado menor o igual
que r. Es evidente que podemos expresar F en funcién de dos polinomios
Booleanos de m — 1 indeterminadas G y H como sigue:

F(x1,.oyxm) = 2 G(x1, ooy Ti—1) + H(21, ooy Tip—1), (3.4)

donde G tiene grado menor o igual que r — 1 y H grado menor o igual que
r. Supongamos que Xg y Xy son las palabras binarias asociadas a estos
polinomios G y H, respectivamente, como polinomios Booleanos de m — 1
indeterminadas. Es evidente por definicién que xg € RM(r—1,m —1) y
xg € RM(r,m — 1). Ahora, por el Lema se tiene que Xg * Xg y
Xy * X son las palabras binarias asociadas a los polinomios Gy H, res-
pectivamente, como polinomios Booleanos de m indeterminadas. Aplicando
entonces la aplicacién 1, dada en a (recordemos que ya se ha vis-
to en el Lema que la palabra binaria asociada al polinomio Booleano
T € P, era 000...0111...1), se tiene por linealidad que

x = (000...0111...1)(xg * xg) + xg * xg = xg * xg + 000...0 * x5 =

= (XH‘XH + X'G').

En consecuencia, x € RM(r,m —1) ® RM(r—1,m —1).

Para obtener la igualdad basta ver que ambos cddigos tienen la misma di-
mensién. En efecto, por y la Férmula de Pascal, podemos deducir de
como viene dada la dimensién en la construccién de Plotkin de dos cédigos
lineales (véase el Problema [1.3) que

st -5 (5)-(5) - 6)- ()

k=0
! <m — 1)
k
0

" /m—1 " /m—1 " /m—1 —
()05 0) 2
=dim(RM(r,m — 1)) + dim(RM(r —1,m — 1)) =
= dim(RM(r,m — 1) ® RM(r —1,m — 1))
por las propiedades de los coeficientes binomiales y haciendo el correspon-

diente cambio de variable. Se obtiene asi la igualdad deseada. 0

Hecho esto, podemos dar la siguiente definicion recursiva de los codigos de
Reed-Muller binarios para cuando se tenga fijado el orden canénico de 5.
Es inmediato observar que esta es consistente con la Definicién [3.1.1] en

virtud del Teorema y el Ejemplo
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Definicion 3.2.1. Dados r y m dos niimeros naturales tales que 0 < r < m,
se define de manera recursiva el codigo de Reed-Muller binario de longitud
2™ y orden r (RM(r,m)) a través de las reglas siguientes:

1) RM(0,n)={0...0,1...1}, Vn e {l,...,m}.
on 2n

2) RM(n,n) =F3", Vn e {1,...,m}.

3)
RM(s,n) = RM(s,n—1)® RM(s—1,n—1),

Vs e{l,..,r} y  Vne{s..m}

Ejemplo 3.2.1. Dado m natural, se cumple para el orden canénico que

G(m —1,m)
GO,m)=(11---1) y G(m,m) = ()2...1() 1
2m mo__

En efecto, ambas igualdades son consecuencia de . La primera se debe
a que la aplicacién v, de verifica que 9,,,(1) = 1...11. La segunda
es consecuencia de que 1, es, en particular, un homomorfismo de anillos,
pues por el Lematenemos que V(1 -+ ) = Y (1) - V() =
= 0...01 y el resto de polinomios que quedan tienen por palabras carac-
teristicas a las pertenecientes a RM(m — 1,m), cuya matriz generadora es
G(m —1,m).

Esta construccién nos permite dar los dos siguientes resultados.

Proposicion 3.2.4. Dados r y m naturales tales que 0 < r < m, se tiene
que la distancia minima de RM(r,m) es 2m7".

Demostracion. Vamos a hacer uso de la Definicién Para ello, hay
que tener en cuenta que, pese a que se tenga fijado el orden canénico de 5,
podemos calcular la distancia minima de nuestro cédigo de Reed-Muller a
partir de la construccién de Plotkin, puesto que cambiar el orden en F5* sélo
hace que se obtenga un cddigo equivalente, que sigue siendo un cédigo de
Reed-Muller con los mismos pardmetros.

Argumentamos por induccién sobre m. Para m = 1 se tienen dos posibles
cédigos de Reed-Muller binarios. Como RM(0,1) = {00,11} y RM(1,1) =
= {00, 11,01, 10}, es evidente que d(RM(0,1)) = 2 =210y d(RM(1,1)) =
=1 = 2'!. Supongamos cierto el resultado para m — 1 y probémoslo para
m. Por hipétesis de induccién y lo visto en el Problema se tiene que

d(RM(r,m)) = min{2d(RM(r,m — 1)), d(RM(r —1,m — 1))} =

= min{22™ "1 2m7T} = 2™,
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Proposicion 3.2.5. Dados r y m naturales tales que 0 < r < m, sdlo para
el orden candnico de F3', la matriz generadora de RM(r,m) viene dada
por bloques de manera recursiva en funcion de las matrices generadoras de
RM(r,m —1) y RM(r—1,m — 1) como sigue:

_ (G(rom—=1)  G(r,m—1)
G(r’m)_< 0 Gir—1,m—1))’
siendo
G(m —1,m)
GOm)=(11---1) y Gmm)=1| 0---01
om 2m 1

Demostracion. Argumentamos por induccién sobre m. Si m = 1, en virtud

del Ejemplo [3.2.1] tenemos que
B _ (G(0,1)y (11
con=an v cun=(°TV)= (1)

Supongamos ahora cierto el resultado para m — 1. Entonces, por el Pro-
blema dado que estamos bajo el orden canénico de F3', aplicando la
hipétesis de induccion se concluye inmediatamente el resultado para m. [

Ejemplo 3.2.2. Usando la Proposicién vamos a construir G(1, 3),
esto es, una matriz generadora de RM(1, 3) para el orden candnico de Fy'.

GL1) G(L1) GOL1) GA1)
G(1,3)—<G(1’2) G(“))— 00 GO1) 00 GO1))|=

0000 1111

G(0,1) G(0,1) G(0,1) G(0,1) 11111111
o1 o1 o1 01 01010101
“loo 11 o0 11| foo110011
0000 1111 00001111

Nota 3.2.1. Una matriz de control de RM(r, m) también puede obtenerse
aplicando la Proposicion al correspondiente cédigo de Reed-Muller
dual (véase el Problema [2.2]).

3.3. Construccion Geométrica

Para terminar, vamos a obtener informacién adicional acerca de los cédigos
de Reed-Muller binarios desde un punto de vista geométrico. Para ello, tra-
bajaremos con el Fa-espacio vectorial F5* de todos los vectores binarios de
longitud m como geometria finita, que se denota por EG(m,2) en términos
geométricos y cuyos elementos llamaremos puntos en estas circunstancias.
El objetivo es dar una caracterizacién geométrica de RM (r, m). En la redac-
cién de esta seccién usamos principalmente [I1], Section 6.2]. Sin embargo,
completaremos los resultados con [I, Chapter 9] y [6, Capitulo 12].



32 3.3. Construccion Geométrica

3.3.1. Geometria Finita EG(m,2)

En primer lugar, es necesario hacer un breve estudio acerca de la geometria
finita EG(m,2) = {v1, ..., vam }. En concreto, vamos a introducir un tipo es-
pecial de subconjuntos de EG(m,2), que son las llamadas variedades afines.

Definicién 3.3.1. Dados un subespacio vectorial V' de F35' y un punto
a € EG(m,2), se conoce por variedad que pasa por a y tiene direccion
V a la clase de equivalencia

a+V={a+v|veV}]

Llamaremos dimension de la variedad a + V a la dimensién del subespacio
vectorial V. Asi, si esta es k, diremos que a + V es una k-variedad.

Veamos unos cuantos ejemplos.
Ejemplos 3.3.1. Sea a + V una variedad afin de EG(m,2).

(i) Si V = {0}, tenemos que a+V = {a}. Las 0-variedades son por tanto
los puntos de EG(m,2). El reciproco también es trivialmente cierto.
En consecuencia, hay 2" 0-variedades diferentes.

(ii) SiV tiene dimensién 1 (por lo que V' es una recta vectorial), sabemos
que existe v € V no nulo tal que V.= {Av | A € Fo} = {0,v}. En
este caso, aa+V = {a,a+ v} se le llama recta afin. Las rectas afines
poseen dos puntos. Empleando un sencillo argumento de combinatoria,
dado que 2 puntos distintos determinan una recta afin, se observa que
hay (Q;n ) rectas afines diferentes. He aqui un listado con las 28 rectas
afines de FG(3,2) = {v1,va, Vs, V4, Vs, Vg, V7, Vs }.

{vi,va} || {ve,v3} | {vs3,vs} || {v4,vs}
{vi,v3} || {ve,va} | {v3,ve} || {vs,Ve}
{vi,va} || {ve,vs} || {vs,v7} || {vs,v7}
{vi,vs} || {v2,ve} || {v3,vs} || {vs5,Vvs}
{vi,ve} | {vo, v} | {va,v5} || {ve, vr}
{vi,ve} | {ve,vs} | {va,ve} || {ve, vs}
{vi,vs} || {vs,va} | {va, vz} || {vr,vs}

Tabla 3.1: Rectas afines de EG(3,2).

(iii) Si V tiene dimensién 2 (por lo que V' es un plano vectorial), sabemos
que existen v, w € V no nulos y linealmente independientes tales que
V={W+uw | \p € Fo} = {0,v,w,v + w}. En este caso, a
a+V ={a,a+v,at+w,a+v+w} selellama plano afin. Los planos
afines poseen cuatro puntos. Se prueba que existen 4_1(2: ) planos
afines diferentes (véase el Problema [3.3).
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(iv) Si V tiene dimensién m — 1 (por lo que V' es un hiperplano vectorial),
dada una base B = {vy,...,v,_1} de V| se tiene que

a-+ V = {a+ )\1V1 + -4+ )\mflvmfl | )\17 ceey )\m,1 S IF2}

En este caso, a a+V se le llama hiperplano afin. Se prueba que existen
2(2™ — 1) hiperplanos afines diferentes (véase el Problema (3.3)).

La siguiente caracterizacién determina cuando un subconjunto de EG(m, 2)
es una variedad afin.

Proposicién 3.3.1. Un subconjunto de EG(m,2) es una k-variedad si, y
solo si, este es el conjunto de soluciones de un sistema de m — k ecuaciones
lineales en m wvariables con rango m — k.

Demostracion. Sea V un Fa-subespacio vectorial de F3* de dimension & (lo
que hemos llamado c6digo lineal binario de longitud m y dimensién k).
Tomamos H € Mat(,,_i)xm(F2) una matriz de control de V. Entonces,
x € V si, y sélo si, xHT = 0 (los vectores de V son las soluciones de un
sistema de m — k ecuaciones homogéneas en m variables con rango m — k).
Sea a € EG(m,2). Por definicién, a+V es una k-variedad. Ahora, x € a+V
si, y sélo si, se tiene que x —a € V. Por tanto, x € a+ V si, y sélo si, se
cumple que xH” = aHT. Tenemos asf un sistema lineal de m — k ecuaciones
con m incdgnitas, cuya solucién son, precisamente, los puntos de a+ V. [

3.3.2. Interpretacién Geométrica RM((r,m)

Consideremos un polinomio Booleano de m indeterminadas F'. Fijado un
orden EG(m,2) = FJ' = {vy, ..., vam }, asociamos a este polinomio, ademds
de la correspondiente palabra binaria F = F} F5...Fom, el subconjunto

Sp={veFy | F(v)=1}={v; | F; =1} C EG(m,?2).

Ademads, como la aplicacién 1, introducida en es biyectiva, de esta
forma, se obtienen todos los subconjuntos de EG(m,2). En efecto, dado
S C EG(m,2), este nos determina de manera univoca una determinada
palabra x = x12z9...T9m € Fgm como sigue:

1, si v; €8]

Vie{l,2,..,2™m}, l‘i:{ 0. si vigs.

Ahora, por ser ¥, biyectiva, obtenemos un tnico polinomio Booleano F' tal
que F = x. En otras palabras, para cada subconjunto S C EG(m,2), existe
un unico polinomio Booleano F' tal que S = Sg. En estas condiciones, de-
bido a la unicidad, diremos que F' es el polinomio Booleano asociado a S,y
F es la palabra caracteristica asociada a S.
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Esto que acabamos de explicar nos permite establecer la siguiente nota-
cién, que no deberia resultar sorprendente, dado que es coherente con la que
hemos estado empleando hasta ahora.

e Dada una palabra binaria x € F2", vamos a denotar por Fy al polinomio
Booleano correspondiente, y por Sx al subconjunto de EG(m,2) para el
que x es palabra caracteristica asociada.

e Dado un polinomio Booleano F', vamos a denotar por xr a la correspon-
diente palabra binaria asociada, y por Sg al subconjunto de EG(m,2)
para el que F' es polinomio Booleano asociado.

e Dado un subconjunto S C EG(m,2), vamos a denotar por xg a la palabra
caracteristica asociada a S, y por Fg al polinomio Booleano asociado a S.

Nuestro objetivo es describir los cédigos de Reed-Muller binarios en términos
de las variedades afines de EG(m,2) (que no son mdas que un tipo especial
de subconjuntos de EG(m,2)). Para ello, es necesario hallar una correspon-
dencia entre los polinomios Booleanos de un cierto grado y las variedades
afines de cierta dimensién dada.

Proposicién 3.3.2. Si S es una k-variedad, entonces el correspondiente
polinomio Booleano asociado tiene grado m — k.

Demostracion. Sea S = a4V una k-variedad. Segtn lo visto en la Propo-
sicién sabemos que S es el conjunto de soluciones de un sistema de
m — k ecuaciones lineales en m variables con rango m — k. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que este sistema viene dado como sigue:

ll(azl,...,xm) = 1,

lQ T1y.eey Ty = 1,
etn) - 35)

lm,k(xl,...,xm) = 1.

Ahora bien, es obvio que (z1,...,%,) es solucién de (3.5) si, y sélo si, es
también solucién de la ecuacién

m—k
IT L, o2m) =1, (3.6)
=1

donde, como cada ecuacion de (3.5)) es lineal, el polinomio a la izquierda de
(3.6) tiene grado m — k. En resumen, se ha probado que

m—Fk

S={(z1,cxm) | [] li@s, o zm) =1},

i=1

de donde se sigue que el polinomio asociado a S, que denotamos por Fg, es
precisamente Flg = H;’;_lk li(x1,...,xm), que tiene grado m — k. O
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Nota 3.3.1. El reciproco a este resultado es falso en general, ya que se pue-
den encontrar polinomios Booleanos F' cuyos correspondientes subconjuntos
Sr € EG(m,2) no son variedades afines (véase el Problema [3.4). Sin em-
bargo, el reciproco si que es cierto para el caso particular de los monomios
Booleanos. En efecto, el subconjunto Sr que tiene asociado al monomio
Booleano F' = z;, ---x;, de grado s es una (m — s)-variedad, pues se trata
del conjunto de soluciones del sistema de s ecuaciones lineales

St?il:l,...,ﬂ?i =1.

s

En particular, los subconjuntos S;, son hiperplanos afines.

Ya estamos en condiciones de dar la caracterizacién geométrica de RM(r, m)
buscada.

Teorema 3.3.3. El cddigo de Reed-Muller binario RM(r,m) es el subespa-
cto vectorial generado por las palabras caracteristicas asociadas a todas las
variedades afines de EG(m,2), con dimension al menos m — r.

Demostracion. Sea x la palabra caracteristica asociada a una variedad afin
de dimensién al menos m —r (la cual denotaremos por Sx). Supongamos que
Fx es el polinomio Booleano que tiene asociada esta palabra caracteristica
x. Entonces, en virtud de la Proposicién [3.3.2] se tiene que este polinomio
Booleano tiene grado menor o igual que r. Asi, por como se definen los cédi-
gos de Reed-Muller binarios, se tiene que x € RM (r, m). Reciprocamente,
sea F' el polinomio Booleano asociado a una palabra xp de RM(r,m). Sa-
bemos que este tiene grado s < r. Supongamos que F' = Zé:l P;, siendo
estos los monomios Booleanos en los que se descompone F' (los cuales tienen
grado deg(P;) < s, para todo i € {1,...,1}). Por linealidad de , se tiene
que Xp = 2221 xp, es la palabra asociada a F'. Ahora bien, segtn lo visto en
la Nota cada xp, es la palabra caracteristica asociada a una variedad
afin de dimensién m — deg(P;) > m — s. Por tanto, xr es suma de palabras
caracteristicas de variedades afines de dimensiéon al menos m — s > m — r,
de donde se concluye el resultado. O

Una consecuencia inmediata de este teorema, que necesitaremos cuando tra-
temos la decodificacién en los cédigos de Reed-Muller binarios, es la siguien-
te:

Corolario 3.3.4. Todas las palabras caracteristicas asociadas a conjuntos
que sean (r + 1)-variedades de EG(m,2) son elementos de RM(r,m)> .

Demostracion. El resultado es consecuencia inmediata del Teorema [3.3.3]
y del Problema En efecto, basta aplicar este teorema al codigo de
Reed-Muller binario RM(m —r — 1,m) = RM(r,m)*. O
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3.4. Problemas Resueltos

Problema 3.1. Describir el c6digo de Reed-Muller RM(1,5): calcular una
matriz generadora, su dimensién y su distancia minima.

Solucion. Para obtener una matriz generadora, basta usar la Subrutina
Esta nos permite calcular la matriz generadora de RM(1,5) que vimos
en la Proposicion Asi, escribiendo en Mathematica la instruccién

matgeniter[1,5]//MatrixForm

obtenemos la matriz siguiente:

11111111111111111111111111111111
0101019010101 010190101010101010101
0011001100110 0119001100121100110011
0000111100001 11100001121100001111
o¢0o00OQ0QO0O0DO0OD1I1I1I111110000000011111111
Ooo0o00OQCO0DCODODODODOODODOO0OODI1II1II1II1111111111111

Ahora bien, como esta matriz generadora tiene rango maximo 6 (que coincide
con el nimero de filas de la misma), la dimensién del cédigo RM(1,5) es,
precisamente, 6. Finalmente, la distancia minima se obtiene a partir de la
férmula dada en la Proposicién Por tanto, comom =5y r =1, la
distancia minima del cédigo dado es 16. O

Observacién 3.4.1. El cédigo estudiado en el Problema es el cédigo
de Reed-Muller que llevaban equipado las naves espaciales de la NASA en
la década de los anos 50. Ya hablamos de este en la Seccién 2.11

Problema 3.2. Probar que las palabras caracteristicas de todo monomio
Booleano de grado exactamente ¢ > 0 tienen peso 2™~ !. Deducir de este
hecho que todas las palabras de RM(r,m), con r < m, tienen peso par.
Concluir que RM(m — 1,m) se corresponde con el conjunto de todas las
palabras binarias de F %m de peso par.

Solucion. Sea F € Fa[xy, ..., ] un monomio de grado ¢, y vamos a suponer
que se tiene fijado un orden F3" = {vy,...,vom }. Por hipétesis, como F es
de grado t, se tiene que F' = x;, -+ - x4, con iy, ...,7; € {1,...,m}. Queremos
probar que F tiene peso 2™~ . Por , como estamos en el caso binario,
sabemos que w(F) = Y27 F;, pues F; € {0,1}, para todo i € {1,...,2™}.
Ademss, dado el vector v; que ocupa la posicién j-ésima en el orden esta-
blecido, tenemos la siguiente caracterizacién para las letras de F':

Fj:1<:>1)ji1 :'”:Ujit:L VjE{l,...,Qm}.

Si conseguimos probar que hay 2™~ letras F' i que verifican esta equivalencia,
habremos terminado. Pero esto es inmediato, pues fijadas estas ¢ coordena-
das {i1,..., 7%t} en cada vector v; € F3', quedan libres las m — t restantes,
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que pueden tomar 2 valores distintos. A partir de aqui, con un sencillo ar-
gumento combinatorio, se concluye el resultado.

Ahora, como hemos visto en la Proposiciéon que una matriz gene-
radora de este cédigo tiene por filas las palabras caracteristicas de algunos
monomios Booleanos, que acabamos de ver que tienen en particular peso
par cuando su grado es menor estrictamente que m, se sigue del comentario
hecho al final de la Seccién que toda palabra de RM(r,m), para r < m,
tiene también peso par. Ademads, como RM(m — 1,m) estd formado por la
mitad de las palabras de F2 ", pues

dim(RM(m — 1,m)) = g (:’;) —om 1,

por lo que acabamos de probar, necesariamente RM(m — 1,m) tiene que
ser el conjunto de todas las palabras de F%m con peso par. ]

Problema 3.3. Determinar el niimero de planos e hiperplanos afines en
EG(m,2). Calcularlos en el caso de EG(3,2), determinando sus palabras
caracterfsticas asociadas para el orden canénico de F3.

Solucion. Empecemos calculando el nimero de planos afines en EG(m, 2),
que no es mas que un problema de combinatoria. Ya hemos visto que se
tienen 2" puntos distintos, y que los planos afines son de la forma siguiente:

{fa+Mv+Xow | A, e{0,1}} ={a,a+v,at+w,at+Vv+w}

donde v y w son vectores no nulos y linealmente independientes de 3.
Obsérvese que fijados a,v y w, el tltimo punto del plano viene siempre de-
terminado. En otras palabras, se tiene que tres puntos nos determinan un
plano afin, de donde en un principio se sigue que hay (2;: ) plano afines. Sin
embargo, como a su vez cada uno de estos planos viene determinado por
3 cualesquiera de sus 4 puntos, en esta cuenta estamos contando planos de

. 4 .2
mas. Concretamente, se cuenta (3) = 4 veces cada plano. En conclusién, se

tienen 41 (2;:) planos afines diferentes en EG(m, 2).

Veamos ahora el nimero de hiperplanos afines. En esta ocasién, vamos a
seguir una estrategia de conteo distinta. Para empezar, vamos a determinar
el nimero de hiperplanos vectoriales de Fy'. Por Algebra Lineal, por como
viene dada la dimensién de los subespacios ortogonales, basta calcular el
numero de subconjuntos < v >C F3* en los que v # 0, puesto que estos
coinciden. Es obvio que hay 2" — 1 subconjuntos de este tipo. Hecho esto,
pasemos a calcular el nimero de variedades afines a+ V', con V hiperplano
vectorial fijo (que ya hemos visto que hay 2" —1 distintos). Pero, dado que el
numero de clases de equivalencia de este tipo coincide con el cociente entre
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el nimero de puntos de EG(m,2) (que es 2™) y el nimero de vectores que
hay en V' (que es facil ver, con un argumento andlogo al empleado con los
planos afines, que es 2™1), se tiene que hay un total de 2 clases de equiva-
lencia distintas para cada hiperplano vectorial V fijado. En definitiva, por
el Principio Multiplicativo, podemos concluir que se tienen 2(2" — 1)
hiperplanos afines distintos en EG(m,2).

Fijado el orden candnico EG(3,2) = {v1, V2, V3, V4, Vs, Vg, V7, Vs }, he aqui la
lista con sus 14 planos afines junto con sus correspondientes palabras carac-
teristicas asociadas para dicho orden:

plano palabra plano palabra
{v1,va,vs,vq} | 11110000 || {v2,vs,vs,vg} | 01101001
{Vl,Vg,V5,V6} 11001100 {Vg,Vg,VG,V7} 01100110
{v1,va,vy,vg} | 11000011 || {vo, vy, vs, vy} | 01011010
{Vl,Vg,V5,V7} 10101010 {VQ,V4,V6,V8} 01010101
{v1,v3,vg,vg} | 10100101 || {vs, vy, Vs, ve} | 00111100
{Vl,V4,V5,V8} 10011001 {V3,V4,V7,V8} 00110011
{v1,v4,vg,v7} | 10010110 | {vs,ve, vz, vg} | 00001111

Tabla 3.2: Planos afines de EG(3,2).

Es obvio que estos coinciden con los hiperplanos afines de EG(3,2). ]

Problema 3.4. Demostrar que el reciproco de la Proposicién es
falso en general.

Solucion. Basta con dar un contraejemplo, esto es, hay que hallar un polino-
mio Booleano F' de grado k tal que el subconjunto Sp C EG(m,2), asociado
a F', no sea una (m — k)-variedad. De hecho, es inmediato observar que en
tal caso este no seria si quiera una variedad afin. En efecto, pues si este fuese
una variedad afin de dimensién distinta a m — k, llegariamos a un absurdo
debido a la Proposicién [3.3.2] por tener F grado k.

Sea F' = x129 + x3 un polinomio Booleano de 3 variables, que tiene gra-
do 2. Veamos que Srp C EG(3,2) no es una variedad afin argumentando por
reduccion al absurdo. Supongamos que S es una variedad afin. Por lo que
hemos mencionado antes, necesariamente, por tener F' grado 2, esta tendria
que ser una recta afin. Pero esto es absurdo, ya que

Sr={(x1,22,23) €F3 | maa + 23 = 1} =
= {(1,1,0),(0,0,1), (1,0,1), (0,1, 1)}

y las rectas afines tienen exactamente 2 puntos. En resumen, queda probado
que el reciproco de la Proposicion [3.3.2] es falso en general. O



Capitulo 4

Codificacion y Decodificacion

En este dltimo capitulo, se presentan los métodos de codificacién y decodi-
ficacion para los cédigos de Reed-Muller binarios.

4.1. Generalidades

Antes de empezar, conviene repasar algunas generalidades acerca de codi-
ficacién y decodificacion en codigos lineales y ciclicos. Vamos a recuperar,
por tanto, resultados de la asignatura optativa de Cuarto del Grado en Ma-
tematicas de la UPV/EHU Cddigos y Criptografia.

4.1.1. Codificacion en Cdédigos Lineales y Ciclicos

Ya hemos dicho que para dar un cédigo lineal C es suficiente dar una matriz
generadora. Nos preguntamos ahora: ;se puede obtener una matriz gene-
radora de expresion lo méas sencilla posible? La respuesta a esta pregunta
nos la da el resultado del Algebra Lineal que nos dice que toda matriz
G € Matgyn(Fy) (con s < n) de rango maximo s puede llevarse, realizando
operaciones elementales en filas y columnas, a una matriz de la forma (I|B).
A esta expresion se la conoce por forma estdndar. Sin embargo, para que
el c6digo con matriz generadora (Is|B) sea el mismo que aquel con matriz
generadora GG, deben realizarse estas transformaciones elementales s6lo por
filas. En consecuencia, no todo cédigo lineal admite una matriz generadora
dada en forma estandar. La importancia de las matrices generadoras dadas
en forma estandar radica en que es facil codificar con ellas ya que, dada una
palabra x € [y, esta se codifica como

x(Is|B) = (1 ...Ts5 Co41-.-Cn), (4.1)
redundancias

donde es evidente que esta se corresponde con una palabra codigo en la que
las s primeras letras son, precisamente, las de la palabra original x. Cabe

39
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observar que si (I5|B) es una matriz generadora de un cierto c6digo lineal,
entonces podemos dar una matriz de control por:

H = (_BT‘IH*S) € Mat(n—s)xn(Fq)' (42)

En el caso de los c6digos ciclicos siempre es posible obtener una codificacién
donde la palabra a emitir lleve en las tltimas posiciones a las letras de la
palabra original que se desea codificar. Para ello, dado el cédigo ciclico C,
suponiendo que tenemos la palabra original y € IF]; (dim(C) = k), se genera el
polinomio b(z) = Zi‘:ol y;z" 17 Tomando ahora el resto r(x) = 22:0 rixt
de dividir este polinomio b(x) entre el polinomio generador de nuestro cédigo
C (el cual, por ser el grado del polinomio generador n — k, tendra que tener,
por el algoritmo de la divisién, grado menor que n — k, esto es, | < n — k),
se tiene que b(z) — r(z) € C(z). Consecuentemente, por como vienen dados
b(xz) y r(x), tenemos la palabra cédigo —rg... — 7yk—1 ... Yo que tomamos
como codificacién de nuestra palabra original.

4.1.2. Métodos Generales de Decodificacién

Se tienen tres métodos de decodificacion generales.

El primero, vélido para todo cédigo lineal C C Fy, es el llamado método
de decodificacion basado en lideres. Este se basa en la relacién de equivalen-
cia sobre [ siguiente:

vx,y € Fy, xRy <= x -y €C(.

Supongamos que se desea decodificar z € Fy. Se buscan en [z] (clase re-
presentada por z) las palabras de menor peso posible (estas se conocen por
lideres de [z]). Sea una de estas e,. Entonces, se decodifica z por z — e,
que es una palabra cédigo (se toma por tanto como error cometido en la
transmision al lider elegido). Esta palabra z admitird decodificacién tnica
en el caso de que w(e,) < |%451], siendo d la distancia minima de C. Este
método es util cuando se conocen todas las palabras del cédigo o no es muy
dificil calcularlas.

Otro método de decodificacién alternativo vélido para todo cddigo lineal
C C FZ con matriz de control H conocida es el llamado método de deco-
dificacion basado en sindromes. Este se basa en la relacién de equivalencia
sobre [y siguiente:

vx,y € Fy, x ~y <= S(x) = S(y),

donde S(x) = xH" es lo que se conoce por sindrome de x respecto de H.
Supongamos que se desea decodificar z € Fy. Si S (z) = 0, se tiene que z
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es una palabra codigo y se decodifica tal cual. En caso contrario, hay que
buscar en z (clase representada por z) una palabra e, de peso lo minimo po-
sible, para decodificar z como z — e,, que es claramente una palabra codigo.
Para obtener e, en la practica construimos una tabla con los sindromes de
todas las palabras de Fy, ordenadas por pesos de menor a mayor. Normal-
mente, se construye una tabla con los sindromes de las palabras con peso
hasta L%J, siendo d la distancia minima de C. A esta tabla se la conoce
por tabla de sindromes. Si el sindrome de nuestra palabra coincide con
alguno de la tabla, podremos asegurar que la decodificacién serd tnica. Sin
embargo, no podemos garantizar que esta decodificacién vaya a ser tnica si
el peso de la palabra lider es mayor que L%J Este método es 1til cuando
conocemos una matriz de control del cédigo o esta es facil de calcular (como

sucede por ejemplo en los cédigos ciclicos).

Por dltimo, se tiene el llamado método de decodificacion ciclica, el cual es
solo vélido para codigos ciclicos C C Fy' con matriz de control H conocida.
Este es un caso particular del método de decodificacién basado en sindro-
mes. El objetivo es construir lo que se conoce como tabla reducida de
sindromes, que no es mas que la tabla formada por los sindromes de las
palabras lider que tengan la ultima (esta posicién se elige sin pérdidad de
generalidad) componente no nula. Supongamos que se busca decodificar la
palabra y. Se calcula S(y®) (recordemos que esta notacién fue introducida
al comienzo de la Seccién , para todo i € {0,1,...,n — 1}, hasta que
este valor coincida con alguno de los sindromes S(e) de la tabla reducida
de sindromes. Suponiendo que se da la coincidencia en el paso i-ésimo, se
decodifica y como la palabra x tal que x(Y) = y(J — e. Si no ha sido posible
calcular x a través del proceso anterior, significa que no podemos asegurar
que nuestra palabra tenga decodificacién tnica. En estos casos, tal y como se
hace en el método de decodificacién basado en sindromes, hay que ampliar
esta tabla hasta dar con una decodificacion.

4.2. Codificaciéon en Cddigos de Reed-Muller

El objetivo de esta seccidén es establecer un procedimiento de codificacion
para los cédigos de Reed-Muller binarios. Este se basa en que es posible
obtener un orden para los elementos de F3" tal que RM(r, m) admite una
matriz generadora dada en forma estandar. Para ello, vamos a aplicar el
resultado del Algebra Lineal antes mencionado, cuya demostracién en el
caso binario nos servird para disenar la Subrutina

Proposicién 4.2.1. Toda matriz binaria G € Matsy,(F2) de rango mdzximo
s < n puede llevarse, realizando operaciones elementales por filas y permu-
taciones en las columnas, a una matriz dada en forma estindar.
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Demostracion. Sea G = (9ij) (i j)e{1,....s}x{1,..n} € Matsxn(F2). Aplicamos
induccién sobre n. Si n = 1, la demostracion es trivial. Supongamos cierto
el resultado para n — 1. Como el rango de G coincide con el niimero de filas,
necesariamente en cada una de estas ha de existir al menos un elemento no
nulo. Bajo estas circunstancias, pueden darse los dos casos siguientes:

a) Sig;; =1, paracadai € {2,..., s}, sustituimos cada fila i-ésima de G por
la fila i-ésima de G menos la primera fila de G. De esta forma, a través
de operaciones elementales por filas, transformamos G en la matriz

1

0
B :

0
donde B € Maty (,—1)(F2). Aplicando la hipétesis de induccién a B se
concluye el resultado.

b) Si gi1 = 0, ha de existir una columna j de G tal que g;; = 1. Permutamos
las columnas 1y j de G entre si, de forma que ahora en la posicién (1,1) de
la nueva matriz tengamos un 1. Esta nueva matriz esté en las condiciones
de a). Aplicando entonces dicho proceso, se obtiene el resultado.

En resumen, queda probada la propiedad deseada. O

Corolario 4.2.2. Dado el cédigo de Reed-Muller binario RM(r,m), es
posible hallar un orden para los elementos de F3* tal que RM(r, m) admita
una matriz generadora dada en forma estandar.

Demostracion. Supongamos que tenemos fijado el orden candnico para el
cédigo de Reed-Muller binario R M (r, m). Entonces, la Proposicién
nos da una matriz generadora de RM(r,m), la cual se encuentra bajo las
hipétesis de la Proposicién Por consiguiente, podemos llevar esta
matriz a una dada en forma estdndar a través de operaciones elementales por
filas y permutando columnas entre si. Pero esto 1ltimo es equivalente a inter-
cambiar la posicién de dos letras en todas las palabras cédigo de RM(r,m),
lo cual significa que se han intercambiado de posicién dos vectores en 5.
Se concluye asi el resultado. O

Llamaremos al orden de F5* que se obtiene con el Corolario [4.2.2] siguien-
do los pasos de la demostracién de la Proposicién [4.2.1] orden estandar
de F3".

Estos resultados nos permiten establecer un procedimiento de codificacién
en los cédigos de Reed-Muller binarios. En efecto, dado el cédigo RM (r, m),
basta fijar un orden estandar de Fi" para realizar el proceso de codificacién

tal y como se explica en (4.1]).
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4.3. Decodificacion en Cédigos de Reed-Muller:
Algoritmo de Reed

Una de las mayores ventajas que tiene el uso de los cédigos de Reed-Muller
binarios es su facil decodificacién por el llamado algoritmo de Reed. Este
toma como base un método muy practico y eficiente de decodificacion para
cierto tipo de cédigos lineales, que se conoce por método de decodificacion
por mayoria. La principal caracteristica de este método es que no emplea
sindromes, sino que detecta directamente las posiciones donde se han pro-
ducido los errores a partir de las propiedades de la palabra recibida. Asi, si
el codigo lineal dado es binario, seremos capaces de llevar a cabo la decodifi-
cacién trivialmente. No entraremos a explicar en detalle este método general
para evitar alargarnos. Pueden encontrarse breves resimenes del mismo en
[6, Problema 6.6] y [2, Section 4.14]. Para explicar el algoritmo de Reed,
tomaremos como referencias [I, Chapter 9] y [6, Capitulo 12].

Hay muchas formas de presentar el algoritmo de Reed, pero la mejor mane-
ra de hacerlo es en términos de la geometria finita EG(m,2). La idea es la
siguiente: supongamos que fijado un orden F3' = EG(m,2) = {vy,..., vom},
se ha enviado una palabra cédigo ¢ € RM(r,m), a partir de la cual reci-
bimos y = ¢ + e. Asumiendo que w(e) < 2"~ se trata de determinar
las posiciones i € {1,2,...,2™} en las que se hayan cometido errores du-
rante la transmisién. Para ello, reformularemos el problema empleando las
O-variedades de EG(m,2). Necesitamos el siguiente concepto de paridad.

Definicién 4.3.1. Dadas una k-variedad S C EG(m,2) y una palabra
y = c+e, recibida durante la transimisién de informacién (c palabra cédigo
enviada y e error dado en la transmisién), diremos que S es par respecto de
y si esta palabra y contiene un nimero par de errores en las posiciones del
soporte de la palabra caracteristica asociada a .S. En caso contrario, diremos
que S es impar respecto de y.

Recordemos que el soporte de una palabra x de longitud n, que se denota
por sop(x), se define por:

sop(x) = {i € {1,..,n} | z; # O}. (4.3)

Sea S una k-variedad. Si denotamos por xg a la palabra caracteristica aso-
ciada a S, por la Definicién y , la paridad de S respecto de y
viene determinada por la del producto escalar < xg,e >. Como ademés en
el caso binario este valor coincide con el peso de la palabra producto xge,
podemos definir alternativamente la paridad de S respecto de y como la
paridad de w(xge).

Asi, por como vienen dadas las palabras caracteristicas de las 0-variedades,
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determinar si la i-ésima coordenada de y es correcta o no equivale a calcular
la paridad de {v;} € EG(m,2). En efecto, denotando por xy,} a la palabra
caracteristica asociada a {v;}, se tiene que e; = 1 si, y s6lo si, w(xyy, e) = 1
(pues X{v,} tiene todas sus coordenadas nulas, salvo aquella que ocupa la
posicién i-ésima). Desafortunadamente, la paridad de las O-variedades no
puede ser evaluada directamente (salvo que se conozca el error). Sin embar-
go, si que podemos obtener esta para el caso de las (r + 1)-variedades.

Proposicién 4.3.1. Recibiday = c+e, donde ¢ € RM(r,m) es la palabra
codigo enviada y e el error dado en la transmision, se tiene que la paridad
respecto de'y de las (r + 1)-variedades coincide con la de w(xy), siendo x
la palabra caracteristica asociada a la correspondiente variedad afin.

Demostracién. Sea S una (r 4 1)-variedad con palabra caracteristica aso-
ciada xg. Por el Corolario m sabemos que xg € RM(r,m)*. Asi,

<Xg5,y > =<Xg,c+e>=<Xg,C>+ <Xg,e>=<Xg,e>.
def. lin. def.

De aqui se sigue que la paridad de S respecto de y coincide con la de w(xgy)

en el caso binario. O

La idea es utilizar el conocimiento de las paridades respecto de y de las
(r 4+ 1)-variedades para determinar la del resto de k-variedades, con k <
< r. Para ello, vamos a proceder mediante légica mayoritaria: dada una
k-variedad S, suponiendo conocidas las paridades respecto de y de todas las
(k + 1)-variedades que contienen a S, diremos que su paridad respecto de y
coincide con la de la mayoria de estas variedades afines.

Para probar el resultado que demuestra la veracidad de este mecanismo,
se requieren primero dos resultados técnicos.

Lema 4.3.2. Para cada k-variedad S = a+V de EG(m,2) y cada punto
b € EG(m,2)—S, existe una inica variedad de dimension k+1 que contiene
aS yab.

Demostracion. Este es un resultado de existencia y unicidad. La prueba
de existencia es inmediata, pues no hay mas que comprobar que a + W,
donde W =V @ Fy(b — a), es una (k + 1)-variedad que contiene a S y a b.
Pasemos ahora a ver la unicidad. Supongamos sin pérdida de generalidad
que a + W' es cualquier (k + 1)-variedad que contiene a S y a b. Es obvio
que VC W'y bea+ W. De esto tiltimo, se sigue que b —a € W', donde
b —a ¢ V. En consecuencia, necesariamente W/ =V @ Fo(b —a) = W por
ser ambos espacios vectoriales finitos de igual dimensién. Asi, se tiene que
a+ W' =a+ W, quedando probada la unicidad. O

Lema 4.3.3. Cada k-variedad S de EG(m,2), con k < m, estd contenida
en 2% — 1 variedades afines de dimension k + 1.
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Demostracion. Segin el Lema m para cada punto b € EG(m,2)—
—S existe una unica (k + 1)-variedad que contiene a S y a b. Como cada
k-variedad contiene 2¥ puntos, existen 2™ — 2¥ puntos en EG(m,2) — S, de
los cuales exactamente 2841 — 28 = 2% generan la misma (k + 1)-variedad
que contiene a S. Asi, el numero total de (k 4 1)-variedades que contienen
a S es

_ om—k

T —_ 2 - 1.
Queda por tanto probado el resultado. O

Hecho esto, ya podemos dar el resultado fundamental antes mencionado.
Este suele conocerse como Criterio de la légica mayoritaria.

Teorema 4.3.4. Sean y una palabra recibida a partir de RM(r,m) y S
una k-variedad, con 0 < k <r, de EG(m,2). Si el numero de errores en'y
no supera los 2™ "1 — 1, entonces la paridad de S respecto de y coincide
con la de la mayoria de las (k + 1)-variedades que contienen a S.

Demostracion. Por el Lema S esté contenido en 2™~* — 1 variedades
afines de dimension k + 1, donde cada una de estas viene determinada de
forma univoca dando un punto exterior a S en virtud del Lema [4.3.2] Por
hipétesis, han de existir a lo mas 2"~ — 1 variedades afines de dimensién
k4 1 que contengan a .S determinadas por puntos exteriores a .S correspon-
dientes a una coordenada de y incorrecta. El resto de las (k + 1)-variedades
tienen la propiedad de que no contienen puntos exteriores a S correspon-
dientes a coordenadas erréneas de y. Asi, por la Definicion estas
tienen la misma paridad respecto de y que S. Entonces, por todo lo men-
cionado, el nimero de (k + 1)-variedades con la misma paridad respecto de
y que S es al menos de (2™% — 1) — (2m~"~1 —1). El resultado a partir de
aqui se debe a que 2% —2m—r—1 > 9m=r=1 nhyes k < r. O

Tras todos estos resultados, podemos describir el algoritmo de Reed.

Algoritmo. Fijado el orden F3* = EG(m,2) = {v1,...,vam } con el cual se
ha construido RM(r,m), los pasos a seguir son los siguientes:

1) Recibida una palabra y, asumiendo que esta contiene a lo mas 2™ "1 —1
errores, calculamos, empleando la Proposicién la paridad respec-
to de y de todas las (r + 1)-variedades de EG(m, 2).

2) Empleando el Criterio de la légica mayoritaria visto en el Teorema
se calculan las paridades respecto de y de todas las k-variedades
de EG(m,2), para k € {r,r —1,...,0}.

3) Se corrigen las coordenadas de y correspondientes a todas las O-variedades
impares respecto de y.
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Ejemplo 4.3.1. Supongamos recibida la palabra 01100001, codificada me-
diante el orden candnico de F % en RM(1,3), donde se ha producido un error.
Vamos a decodificarla mediante el algoritmo de Reed. Primero calculamos
la paridad de los planos afines de EG(3,2) = {vi, V2, Vs, V4, Vs, Ve, V7, Vg}
empleando la Proposicién Por la Tabla estas son:

plano paridad plano paridad
{vi,v2,v3,va} par {v2,v3,v5,vs} | impar
{vi,v2,vs,ve} | impar {v2,vs, v, v} par
{vi,va,vr,vs} par {v2,v4,vs,v7} impar
{vi,v3,vs,v7} | impar {v2,va4,ve,vs} par
{v1,vs,ve, vs} par {v3,va,Vs,ve} | impar
{v1,v4,Vs,vs} impar {vs3,v4, V7, vs} par
{v1,v4,ve, v} par {vs,Ve,v7z,vs} | impar

Ahora, por el Criterio de la légica mayoritaria (Teorema |4.3.4)), se
calculan las paridades de las rectas afines (ver Tabla (3.1]). Estas son:

recta paridad recta paridad recta paridad recta paridad
{vi,va} par {v2,vs} par {vs,vs} | impar {va,vs} par
{vi,vs} par {v2,va} par {vs3,ve} par {vs,ve} impar
{vi,va} par {va,vs} impar {vs,vr} par {vs,v7} impar
{vi,vs} | impar {v2,ve} par {vs,vs} par {vs,vs} | impar
{vi,ve} par {v2,vr} par {va,vs} impar {ve,vr} par
{vi,v7} par {va,vs} par {va,ve} par {ve,vs} par
{vi,vs} par {vs,va} par {va,vr} par {vz,vs} par

De la misma forma, si obtenemos la paridad de cada punto, se observa que
el inico punto impar es vs, luego el error se haya en la quinta posicién. Por
tanto, decodificamos la palabra recibida como 01101001.

4.4. Problemas Resueltos

Problema 4.1. Sabiendo que se estd enviando informacién codificada en
RM(1,5) mediante el orden estdndar de F3, obtenido mediante la Subru-
tina[A.2] decodificar 10011101010001101110010010001001 empleando el al-
goritmo de Reed sabiendo que no se han dado mas de 7 errores.

Solucién. Basta emplear el Programa En efecto, escribiendo la si-
guiente instruccién en Mathematica para m =5

decodificarReed[{1, 0, O, 1, 1, 1, O, 1, O, 1, O, O, O, 1,
i, 0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1, 0,0, 1},
formordstandar[1, 5][[2]], variedades]

obtenemos la palabra 10010001111001100110011010011001. Como esta ha
sido codificada mediante una matriz dada en forma estandar y nuestro cédigo
tiene dimensién 6 (ver Problema [3.1)), la palabra original es 100100. [
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Para terminar, se incluyen subrutinas y programas disenados en Mathema-
tica utiles para llevar a cabo la codificacién y decodificacién en los codigos
de Reed-Muller binarios.

Cabe resaltar que en este caso, por el funcionamiento interno del coman-
do Tuples, nos conviene tomar de manera “dual” el orden canénico de 3.
Esto es, dada la expansién binaria ig+2i1 +2%ia+- - - +2™ 24, _o+2m iy, 1,
CON 90, 01, vey bn—2, im—1 € {0,1}, de un cierto entero i, asociaremos a i + 1
el elemento (im—1, im—2, ..., 92,11, %0) € F5', de manera que

1 — (0,0,..,0,0,0),
2 — (0,0,..,0,0,1),
3 — (0,0,...,0,1,0),
4 — (0,0,...,0,1,1),
5 — (0,0,...,1,0,0),
om _ 2 — (1,1,..,1,0,1),
om 1 — (1,1,..,1,1,0),
om 5 (1,1,..,1,1,1).

Se puede probar que todas las propiedades estudiadas funcionan exactamen-
te igual que con el orden que se establecié al comienzo de la Seccién
Por tanto, sin pérdida de generalidad, consideraremos este como el orden
canénico de F5* a la hora de diseniar los programas y las subrutinas.

Subrutina A.1. Funcién matgeniter(r,m). Dados enteros r y m tales que
0 < r < m, devuelve la matriz generadora de RM(r, m) calculada a través
de la Proposicién [3.2.5] Pese a que el orden candnico que se emplea no
es el mismo que se establecié en la teoria, las matrices generadoras si que
coinciden.

matgeniter[r_, m_] := Module[{lista = {}, i, j},
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For[i = 0, 1 <= m, i++, For[j = 0, j <= i, j++,

If[j == 0, lista = AppendTo[lista, Tuples[{1}, 27il],

If[i == j, lista = AppendTo[lista,

Join[lista[[-1]], Join[Tuples[{0}, 2~i - 11, {{1}}, 2111;
lista = Delete[lista, 1], lista = AppendTo[lista,
Join[Join[lista[[2]], ConstantArrayl[

0, {Length[listal[[1]]], Length[listal[[2]]1[[1]111}]1],
Join[listal[[2]], listal[1]]], 2]]; lista = Deletel[lista, 1]]1];
If[i == m && j == r, Return[lista[[-1]]11]11]]

Subrutina A.2. Funcién formastandar(r,m). Dados enteros r y m tales
que 0 < r < m, devuelve, tanto la forma estandar de la matriz obtenida
para estos mismos valores con la Subrutina siguiendo los pasos de
la demostracién dada para la Proposicién [4.2.1] como el orden estdndar
correspondiente de F4" para el cual esta es matriz generadora de RM(r, m).

formordstandar[r_, m_] :=

Module[{G = matgencaniter[r, m], n, s, i =1, j, k, H, aux, A,
lista}, n = Length[G[[1]]]; s = Length[G]; A = G;

lista = Tuples[{0, 1}, Log[2, nl];

While[i <= s, If[A[[i, i]] == 1, For[j = 1, j <= s, j++,
If[AL[], 111 == 1 && i !'= j,

AT[j]] = Mod[A[[j1] - A[C[il]l, 211]1; i++, H = Transposel[A];
For[k = i, k <= n , k++, Tf[A[[i, k]] == 1,

HO[k]]; HO[kI] = HI[i1]; HI[i]] = aux;

aux = lista[[k]]; listal[[k]] = listal[il]]; listal[[i]] = aux;
A = Transpose[H]; k = n + 1]1]1]1]; Return[{A, listal}]]

aux

Subrutina A.3. Funcién codificar(x,r, m). Dados enteros r y m tales que
0 < r < m, y la palabra binaria x a codificar mediante RM(r,m), de
longitud dim(RM (r,m)) = 3" _, (), devuelve la codificacién de x usando
una matriz generadora dada en forma estdndar de RM(r, m), tal y como se
explica en la Seccién

codificar[x_, r_, m_] :=
Module[{G = formordstandar([r, m] [[1]]}, Return[Dot[x, GI]]1]

Subrutina A.4. Funcién pesopalabra(x). Dada la palabra x, devuelve su
peso.

pesopalabral[palabra_] := Module[{cont = 0, i,
longitud = Length[palabral}, For[i = 0, i < longitud, i++;
If [palabral[[i]] '= 0, cont++]]; Return[cont]]

Subrutina A.5. Funcién palabrascodigo(G). Dada la matriz generadora G
de un cédigo lineal binario, devuelve las palabras de este.
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palabrascodigo[G_] := Module[{C = {}, longitud, escalares, i,
palabral}, longitud = Length[G]; escalares = Tuples[{0, 1},
longitud]; For[i = 0, i < Length[escalares], i++;

palabra = Mod[Dot[escalares[[i]], GI, 2];

C = Append[C, palabrall; Return[C]]

Subrutina A.6. Funcién decodificarlideres(x,C). Dados un cédigo lineal
binario C de longitud m y una palabra binaria x a decodificar mediante C,
devuelve su decodificacién, advirtiendo que esta no es tinica cuando corres-
ponda, empleando el método de decodificacion basado en lideres.

decodificarlideres[x_, C_] := Module[{minimo, pesoclase = {},
pesosord, decodificacion, comprobar = 0, longitud = Length[C],
i, clase = {}}, longitud = Length[C]; For[i = 1, i <= longitud,
i++, If[x == C[[i]], comprobar = 1; Break]]; If[comprobar == 1,
decodificacion = x, For[i = 1, i <= longitud, i++,

clase = AppendTo[clase, Mod[x + C[[il], 21];

pesoclase = AppendTo[pesoclase, pesopalabralclase[[i]]]1]1];
pesosord = Sort[pesoclase]; minimo = pesosord[[1]];

For[i = 1, i <= longitud, i++, If[minimo == pesoclase[[i]],
decodificacion = Mod[x - clase[[i]], 2]; Break]l];

If [minimo == pesosord[[2]],

Print["La decodificaci\’on no es \’unica"]]]; decodificacion]

Subrutina A.7. Funcién matconstandar(r,m). Dados enteros r y m tales
que 0 < r < m, devuelve la matriz de control correspondiente al orden
estdndar de F5' para RM(r,m) obtenido empleando la Subrutina
Esta se calcula mediante la propiedad marcada por (4.2)).

matcontstandar[r_, m_] := Module[{G = matgenstandar[r, m], n, s,
H, B}, s = Length[G]; n = Length[G[[1]]]; B = Take[G, {1, s},
{s + 1, n}]; H = Join[Mod[-Transpose[B], 2],

IdentityMatrix[n - s], 2]; Return[H]]

Subrutina A.8. Funcién decosinmatcon(H,x). Dadas una matriz de con-
trol H de un cédigo lineal binario C de longitud m y la palabra binaria x a
decodificar mediante C, devuelve su decodificacion, advirtiendo que esta no
es Unica cuando corresponda, empleando el método de decodificaciéon basado
en sindromes.

decosinmatcon[H_, palabra_] := Module[{n = Length[palabra],
minimo, cont, min, k = Length[H], longitud, s, i, j, escalares,
sindromes, ciclo, matcero}, s = Mod[Dot[palabra, Transpose[H]]
, 2]; matcero = Table[0, {j, k}]; If[s == matcero,

Print["La palabra est\’a en el c\’odigo"]; palabra,

escalares = Tuples[{0, 1}, n]; sindromes = {};
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ciclo = Lengthlescalares]; For[i = 1, i <= ciclo, i++,

If [Mod[Dot[escalares[[i]], Transpose[H]], 2] == s,
sindromes = AppendTo[sindromes, escalares[[i]]1]]];

min = pesopalabralsindromes[[1]]]; minimo = 1;

longitud = Length[sindromes]; For[i = 2, i <= longitud, i++,
If [pesopalabralsindromes[[i]]] < min,

min = pesopalabral[sindromes[[i]]]; minimo = i]]; cont = O;
For[i = 1, i <= longitud, i++,

If [min == pesopalabra[sindromes[[i]]], cont = cont + 1]];
If[cont >= 2, Print["La decodificaci\’on no es \’unica"]];
Mod [palabra - sindromes[[minimo]], 2]1]

Programa A.1. Algoritmo de Reed. Dado un orden para los vectores de

5", se trata de realizar un programa que devuelva la decodificacién de una
palabra binaria x mediante el algoritmo de Reed para el cédigo RM(1,m),
dado un valor m. Esta palabra tiene que tener a lo sumo 2™~ 2 — 1 errores.

Para ello, son necesarias las 5 subrutinas siguientes:

e Funcién palabrasociada(orden, S). Dados un orden para los vectores de
5"y una variedad afin S, devuelve la palabra asociada a S para el orden
dado.

palabrasociadalorden_, S_] :=

Module[{n = Length[S], 1 = Lengthl[orden], i, j, palabra = {},
verificar = 0}, For[j =1, j <= 1, j++, For[i = 1, i <= n,
i++, Iflorden[[j]] == S[[il], palabra = AppendTol[palabra, 1];
i=n+1; verificar = 1]];

If [verificar == 0, palabra = AppendTo[palabra, 0],

verificar = 0]]; Return[palabra]]

e Funcién subvariedad(S,T). Dadas dos variedades afines S y T, determina
si S es una subvariedad afin para T'.

subvariedad([S_, T_] :=
Module[{n = Length[S], s = Length[T], i, j, verificar = 0},
For[i = 1’ i <= n, j_++, For[j = 1, J <= g, j++’

If[S[[i]] == TC[j1], j = s + 1; verificar = 1]];
If[verificar == 0, Return[False], verificar = 0]];
Return[True]]

e Funcién paridadbase(x, orden, S). Dadas la palabra x a decodificar, un
orden para los vectores de F5" y una variedad afin S, devuelve la paridad
de S respecto de x para el orden dado, calculada en las condiciones de la
Proposicién [4.3.1
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paridadbase[x_, S_, orden_] :=

Module[{palabra = palabrasociadalorden, S], peso},
peso = pesopalabra[x*palabral;

If [Mod[peso, 2] == 0, Return["par"], Return["impar"]]]

e Funcién casobase(x,orden, variedadesmazimas). Dadas la palabra x a
decodificar, un orden para los vectores de 5" y un conjunto de variedades
afines, devuelve un listado con las paridades de todas las variedades afines
del conjunto dado obtenidas mediante la subrutina anterior.

casobase[x_, orden_, variedadesmaximas_] :=

Module[{n, i, P = {}}, n = Length[variedadesmaximas];

For[i = 1, i <= n, i++,

P = AppendTo[P, {variedadesmaximas[[i]],

paridadbase[x, variedadesmaximas[[i]], orden]}]]; Return[P]]

e Funcién casogeneral(x, orden,variedades, variedadesparidad). Dadas la
palabra x a decodificar, un orden para los vectores de F5' y dos conjuntos,
uno con todos las variedades afines de EG(m,2) de una cierta dimensién,
y otro con todas las variedades afines que tengan dimensién una unidad
mas con sus respectivas paridades respecto de x para el orden dado, de-
vuelve las paridades del primero de estos conjuntos respecto de x para el
orden dado calculadas mediante el Criterio de la légica mayoritaria
explicado en el Teorema [4.3.4

casogeneral[x_, orden_, variedades_, variedadesparidad_] :=
Module[{n = Length[variedades], s = Length[variedadesparidad]
i, j, T, P = {3},

For[i =1, i <= n, i++, T = {}; For[j =1, j <= s, j++,

If [subvariedad[variedades[[i]], variedadesparidad[[j, 1111,
T = AppendTo[T, variedadesparidad[[j, 2]11]11];

If [Count [T, "par"] > Count[T, "impar"],

P = AppendTo[P, {variedades[[i]], "par"}],

P = AppendTo[P, {variedades[[i]], "impar"}]]]; Return[P]]

Ahora, necesitamos determinar todos los planos y rectas afines de EG(m, 2)
(ademéds de los puntos como variedades afines). Para ello, se definen las
siguientes funciones que determinan, para ciertos pardmetros, las corres-
pondientes variedades afines.

puntos := Tuples[{0, 1}, m]

puntosvar[i_] := {Mod[puntos[[i]l], 2]}
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rectali_, j_] := Union[Mod[Table[puntos[[i]]
+ 1 (puntos[[j]] - puntos[[i]]l), {1, 0, 1}], 2]]

planoli_, j_, h_] := Union[Flatten[Mod[Table[
puntos[[i]] + 1 (puntos[[j]] - puntos[[i]]) +
k (puntos[[h]] - puntos[[i]]), {k, 0, 1}, {1, 0, 1}], 2], 1]]

Asi, podemos generar el siguiente conjunto que posee todos los planos, rectas
y puntos (como O-variedades) afines de EG(m,2), en dicho orden.

variedades ={Union[Select[Flatten[Table[

plano[i, j, hl, {i, 2°m - 2}, {j, i + 1, 2°m - 1}, {h, i + 2,
2°m}], 2], Length[#] == 272 &]],

Union[Select[

Flatten[Table[rectali, jl, {i, 2°m - 1}, {j, i + 1, 2°m}], 1],
Length[#] == 2 &]], Union[

Select[Table[puntosvar[i], {i, 2°m}], Length[#] == 1 &]1};

Hecho todo esto, ya estamos en condiciones de dar la subrutina clave de este
algoritmo, que llamaremos decodi ficar Reed(x, orden, var). Esta, recibiendo
la palabra x a decodificar, un orden para los vectores de Fy* (que en general
serd el orden estdndar de %' obtenido mediante la Subrutina y un
conjunto con todas las variedades necesarias para realizar la decodificacién
empleando el algoritmo de Reed (que es precisamente el conjunto de varie-
dades que acabamos de construir), devuelve la decodificacién de x a través
del c6digo de Reed-Muller RM (1, m) mediante el algoritmo de Reed.

decodificarReed[x_, orden_, var_] :=

Module[{n = Length[var], S = casobasel[x, orden, var[[1]]],

s =2, 1 = Length[x], i, y = {}, j},

While[s !'= n + 1, S = casogeneral[x, orden, var[[s]], S]; s++];
For[i =1, i <=1, i++,

j = Position[Union[orden], orden[[ill][[1, 11];

If[S[[j, 2]] == "impar", y = AppendToly, Mod[x[[i]] + 1, 211,
y = AppendToly, x[[1]1]1]1]1]; Return[y]]

Nota A.0.1. El Programa puede generalizarse trivialmente a cual-
quier r si se definen las correspondientes funciones para determinar todas las
variedades afines de EG(m,2) con dimensién superior a 2. Estas tendrian
que incluirse, por delante, en el conjunto que hemos definido para que guarde
todas las variedades afines segin su dimensién.
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