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1. Introduccion y objetivos

En 1937, el fisico suizo Gregory Wannier introdujo un conjunto de funciones orto-
gonales en el contexto de la fisica del estado sélido, ahora conocidas como funciones de
Wannier [9]. Estas funciones, a diferencia de las ondas de Bloch, se encuentran localizadas
en el espacio. Sin embargo, esta localizacién espacial implica la pérdida de localizacion en
la energia: las funciones de Wannier no son estados propios del hamiltoniano electrénico.
Estas propiedades han hecho de las funciones de Wannier una herramienta excelente pa-
ra el desarrollo de teorias de transporte de los electrones de Bloch o para el estudio de
fenémenos que involucren niveles electrénicos localizados (i.e. niveles donadores y acep-
tores en semiconductores), entre muchos otros. La definicién original de estas funciones
es la siguiente:

1 N
Unr(r) = i Ek: "R (r) (1)

Donde R es cualquier vector de la red de Bravais, N es el niimero de celdas unidad que
compone el cristal perfecto, ¢x(r) son ondas de Bloch y la suma se realiza sobre momen-
tos cristalinos pertenecientes a una misma rama electréonica, n. Sin embargo, las ondas
de Bloch tienen una indeterminacién en una fase , e (simetria gauge) que podemos
presentar explicitamente en (Ec. 1):

1 kR i
Ynr(r) = = ; " onx(r)e (2)

Dependiendo de la eleccion de la fase, se pueden construir funciones de Wannier si-
guiendo distintos criterios. Entre éstos, se encuentran las funciones de Wannier 6ptima-
mente (o maximamente) localizadas. En 1997, Marzari y Vanderbilt [6] desarrollaron un
método para determinar el conjunto de funciones de Wannier maximamente localizadas
asociadas a un conjunto de ondas de Bloch. Este método se basa en un proceso variacional
que minimiza el funcional que representa la dispersion total,

[o] = Z (nR[#*|nR) — (nR|E|nR)?, (3)
nR
donde (r|nR) = ¢,r(r). Este método fue implementado en el software wannier90 [7] con
éxito, posibilitando asi la obtencion de este tipo de funciones mediante calculos ab initio.
El método de Marzari-Vanderbilt, sin embargo, conlleva gran dificultad a la hora de im-
plementarlo en un programa, por lo que en este trabajo hemos desarrollado un posible
procedimiento alternativo.

En nuestro trabajo, nos hemos basado en el método de Kivelson [5] para el calculo
de funciones de Wannier éptimamente localizadas (FWOL). Kivelson planteé diagonali-
zar el vector posicion proyectado a un subespacio del espacio reciproco para un cristal
unidimensional. Nosotros hemos extendido este método al caso tridimensional, donde el
operador posicién estd compuesto por tres operadores, uno por cada componente.

Nuestros objetivos son demostrar que los estados propios de este operador son FWOL y
desarrollar un coédigo para resolver el problema de autoestados. Finalmente, los resultados

obtenidos mediante nuestro método se contrastaran con los obtenidos mediante el método
de Marzari-Vanderbilt.
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2. Fundamento teorico

2.1. El problema del sélido

Para estudiar las propiedades electrénicas de un sélido a nivel microscopico es necesario
recurrir a la teoria cuantica. En principio, nuestro objetivo seria resolver el sistema de
ecuaciones de Schrédinger y obtener los estados propios de los electrones en el material.
En nuestro caso no consideramos las vibraciones de red, por lo que el resultado dependeria
de las posiciones fijas de los atomos en el cristal y de la dindmica del resto de electrones.

2.1.1. Electrén independiente

El problema planteado seria del orden de 10%* grados de libertad por centimetro ctibico,
pero en la practica se considera cada electrén de manera independiente; esto es, que
no interactian entre si. La validez de este método de resolucién, que histéricamente se
tomd como una aproximacion, quedd demostrada en 1964 por Hohenberg y Kohn durante
el desarrollo de la teoria del funcional de la densidad.

2.2. Electrones en un potencial periédico

Al tratar los electrones de manera independiente, nos encontramos ante un hamilto-
niano del siguiente tipo:

R _,

H=——V"+Vg(r 4

SV o+ Vi) (1

donde Vg(r) es el denominado potencial efectivo que tiene las mismas simetrias que la

estructura cristalina del sélido. La forma exacta de este potencial, como veremos en la

seccion 2.3, no es trivial, ya que no solo contiene la interaccién con los iones de la red.

La simple simetria bajo traslaciones de red nos da cierta informacién sobre los estados
propios del hamiltoniano.

2.2.1. Operador de traslacién, Ty

Se define el operador de traslacién, Tr, como aquel que traslada el argumento de la
funcion sobre la que opera en un vector R:

Trf(r) = f(r+R) ()

El vector de traslacion, R, puede ser cualquier vector del espacio real. No obstante,
en nuestro caso siempre va a ser un vector de red. De ahora en adelante se entiende que
Tr traslada el argumento de la funcién sobre la que actie en un vector, R, perteneciente
a la red de Bravais.

2.2.2. Teorema de Bloch

Este teorema demuestra que pueden elegirse los autoestados, ¢, de un hamiltoniano
electrénico como el de (Ec. 4) (donde TrVeg(r) = Veg(r)) de modo que tengan la forma
de una onda plana multiplicada por una funcién con la periodicidad de la red:



5 Mikel Rouco Martin

oi(r) = e Tu(r) (6)

donde el vector k es el llamado momento cristalino, perteneciente al espacio reciproco.
Asimismo, ha de cumplirse que:

u(r + R) = u(r) (7)

De manera alternativa, el teorema de Bloch puede enunciarse como los estados propios
comunes entre el hamiltoniano, #, con valores propios (k) y el operador de traslaciones
de la red, Tgr, con valores propios asociados e’*®:

Trox(r) = ™oy (r) (8)

para todo R perteneciente a la red de Bravais.

De esta definicion se puede deducir que, siendo G un vector de la red reciproca:

Trowig(r) = SR R a(r) = e R a(r) (9)

donde se observa que ondas de Bloch asociadas a momentos cristalinos separados por un
vector de la red reciproca tienen el mismo valor propio ante el operador de traslacion.
Por esta razon, se dice que dichos momentos cristalinos son equivalentes y a la hora de
representar las energias de los distintos estados en funciéon de k, se trasladan todos los
momentos cristalinos a la denominada primera zona de Brillouin (que es el andlogo a la
celda primitiva de la red de Bravais en la red reciproca).

Para distinguir entre ondas de Bloch separadas por un vector de la red reciproca,
anadimos un subindice, n, a la notacién, llamado indice de rama. Las ondas de Bloch, de
forma mas general, se describen de la siguiente manera:

Guk(r) = " Tu(r) (10)

2.3. Teoria del funcional de la densidad (DFT)

Para calcular las ondas de Bloch con las que trabajaremos hemos utilizado el softwa-
re Quantum Espresso [3]. Este programa calcula estos niveles electrénicos por medio de
la denominada teoria del funcional de la densidad, iniciada en 1964 por Hohenberg y Kohn.

En 1964 ambos cientificos probaron el siguiente teorema: Todos los aspectos de la es-
tructura electronica de un sistema de electrones interactuantes en su estado fundamental,
dentro de un potencial ‘externo’ v(r), se encuentran totalmente determinadas por la den-
sidad de carga electronica p(r). La enorme simplificacién de este resultado radica en que
la densidad de carga electronica es funcién de solo 3 variables, alejandonos asi de las 3N
variables de posicién iniciales. Sin embargo, se trata de una teoria con la que, en principio,
tan solo se puede calcular el estado fundamental. Posteriores trabajos han desarrollado
técnicas que permiten extender la teoria a calculos de estados excitados, pero no profun-
dizaremos en ellas.
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Nuestro primer objetivo sera enunciar la energia del sistema en funcién de la densidad
de carga electrénica, p(r), y diversas contribuciones al potencial efectivo. El potencial
electrostatico debido a la distribucion de la densidad de carga electronica se llama potencial
de Hartree, Vi (r), y puede obtenerse de la ecuacion de Poisson:

p(r) / p(r') ,

ViVu(r)= -2 =  Vyr)= | ————dr 11

u(r) €0 u(r) dreg|r — 1| (11)

Mientras que el potencial electrostatico generado por los iones en el cristal, Vy(r),
viene descrito por:

Z;e
= S 12

i

donde Z; es el nimero de protones del i-ésimo niicleo y R; su posicién.

Podria pensarse que la energia del sistema vendria dada tnicamente por:

Elp(x)] = Tlp(x)] + / o)V (x)dr + / (1) Vi (x)dr (13)

donde T[p(r)] es el funcional de la energia cinética.

En esta expresion, sin embargo, la interaccion Coulombiana se encuentra sobrevalorada
por el término de Hartree 5 [ p(r)Vy(r)dr. Esto se debe a que, por un lado, este término
contiene la interaccién de un electrén consigo mismo y que, ademas, no tiene en cuenta el
efecto de apantallamiento conocido como agujero de intercambio-correlacion. Este efecto
se entiende como la repulsién entre los electrones por medio de dos interacciones: la
de correlacion, referente a la repulsion electrostatica y la de intercambio, en alusion al
principio de exclusién de Pauli, que se refiere a la repulsion de electrones cercanos con la
misma orientacion de espin. En consecuencia, se crea un agujero en la densidad de carga
electronica alrededor de cada electrém, tal y como se representa en la Figura 1.

p(r)

Electron

Exchange-correlation hole

Figura 1: La disminucion de la densidad de carga electronica en los alrededo-
res de cada electron denominado agujero de intercambio-correlacion.
Figura tomada de la referencia [8].

En 1965, Kohn y Sham mostraron que, al funcional de la energia, FE[p(r)], de (Ec.
13), se le ha de sumar el funcional de la energia de intercambio-correlacion, Exc[p(r)].
El problema que se plantea es que el funcional, Fx¢, es desconocido para sistemas en los
que la densidad de carga electrénica varia en el espacio (que es lo usual). Sin embargo,
para sistemas en los que p(r) es uniforme, la energia de intercambio-correlacion puede
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Primera aproximacién para
p(r) e.g. superposicién de las
densidades de carga atémicas

Construccién de Vi (r) = [ —2E)_ay/

4dmeg|r—r]|

Construccién de Vx¢(r) mediante LDA

Construccién de Veg(r) =
VH(I') + VN(I‘) + ch(r)

Solucionar

) .
—Q}LmVQ + Ver(r) | dk(r) = efs “oie(r)

Con la salida, construir

p(I‘) = Zk ocupados¢k(r)¢l*((r)

iEs el p de salida igual
que el de entrada?

NO

si [—| STOP

Figura 2: Algoritmo para calcular la densidad de carga electronica mediante
las ecuaciones de Kohn-Sham de manera autoconsistente

calcularse con exactitud. En la practica, una de las aproximaciones mas utilizadas es la
llamada LDA (Local Density Approzimation). En esta aproximacion el cristal se discretiza
en pequenos elementos de volumen, dentro de los cuales la densidad de carga electrénica
se presupone uniforme. Esta es la manera que hemos seleccionado para que opere Quan-
tum FEspresso, aunque el programa ofrece opciones alternativas.

Por lo tanto, la energia del sistema es funcional de la densidad de carga electrénica,
p(r), de la siguiente manera:

zmmﬂ=ﬂmm+/¢uwmmm+§/¢awmww+ﬂmmm1 (14)

Siguiendo el proceso tipico del método variacional, al minimizar (Ec. 14) junto a la
ligadura del niimero constante de electrones,

/p(r)dr = N, (15)

se obtienen las conocidas como ecuaciones de Kohn-Sham:

Pﬁwuumﬂ@®=%%m> (16)

2m

Vesr(r) = Vi (r) + Viy(r) + Vxo(r) (17)
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pr) =Y d(r)ep(r) (18)
k ocupados
El modo de utilizar estas ecuaciones es mediante un algoritmo similar al que se expone
en la Figura 2. En él se predice una densidad electrénica inicial que se va a recalcular ite-
rativamente utilizando estas ecuaciones hasta su convergencia. De este modo, obtenemos
tanto la densidad de carga electrénica, p(r), como las ondas de Bloch, ¢y (r).

2.4. Estructura de bandas

Una vez resuelto el problema electréonico del cristal, podemos representar la energia
de cada estado en funcién del momento cristalino, k. Como generalmente disponemos de
un cristal tridimensional, se definen lineas entre los denominados puntos de alta simetria
(ciertos k dentro de la primera zona de Brillouin a los cuales se les asocian letras por
convenio) a lo largo de las cuales se representa ¢ (k). De este modo, se logra una represen-
tacion en un grafico de dos ejes.

Utilizando Quantum Espresso, hemos realizado este calculo para el sistema del silicio
con estructura cristalina del tipo diamante (CD), obteniendo asi la Figura 3.

| \
<>

Figura 3: A la izquierda el diagrama de bandas del silicio con estructura de
diamante (CD) con las bandas prohibidas sombreadas en gris. A la
derecha el convenio utilizado para mombrar los puntos de alta si-
metria de la primera zona de Brillouin de dicha estructura.

Lo maés relevante de la figura es observar que existen secciones de energia en las
que hay estados electrénicos (por lo que puede haber electrones con dicha energia) y
zonas de energia en las que no se encuentra ningin estado, que se denominan gaps de
energia (bandas prohibidas grises de la Figura 3). A las zonas de posibles energias que se
encuentren entre zonas prohibidas se les conoce como bandas. Para referirnos a una sola
de las lineas continuas de la figura (todas las k separadas del origen por el mismo vector
de la red reciproca) las denominaremos ramas.
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3. Funciones de Wannier 6ptimamente localizadas (FWOL):
Desarrollo tedrico

Debido a la indeterminacién en una fase, e’ de las ondas de Bloch, tenemos libertad
en el momento de definir las funciones de Wannier:

1 k-R 10k
InR) = 7% gel Ink) e (19)

Uno de los criterios mas comunes es el de construir una base de funciones de Wannier
maximamente localizadas; esto es, que minimice la dispersion total del conjunto en el
espacio real,

0] =) (nR[#*[nR) — (nR|F[nR)”. (20)
nR
Para obtener estas funciones, es comun utilizar el software wannier90 [7]. Este pro-
grama utiliza el método de Marzari-Vanderbilt [6] para obtener los valores de ¢ mediante
un proceso variacional que minimiza [o].

En nuestro trabajo, partiendo de un articulo publicado por Kivelson [5] en 1982,
desarrollaremos un método alternativo para obtener la FWOL. Las obtendremos a partir
de la diagonalizacién del operador de posicion proyectado a un subespacio, o, compuesto
por una o mas ramas electrénicas, r,. Kivelson propuso su método para un subespacio
compuesto por una banda de energia aislada en un cristal unidimensional. Nosotros, sin
embargo, vamos a extenderlo a cristales tridimensionales y subespacios, «, generales.

3.1. Operador posicién proyectado, 1,

Inicialmente, vamos a definir el operador de posiciéon proyectado a una o mas bandas
de energia. El operador de proyeccién sobre el subespacio, «, referente a los momentos
cristalinos de dichas bandas se define como:

Py =) [nk) (nk| (21)

nkEa

Como todo operador de proyeccién, P, es autoadjunto (f)ot = f’a), por lo que se define
el operador posicion proyectado sobre el subespacio, a;, como:

i, = P,iP, (22)

Por lo que definimos las funciones de Wannier de dicho subespacio, |jR, a), como los
estados propios del operador de posicién proyectado, T, con su valor propio asociado,
R. No se debe confundir con un vector de la red de Bravais ya que, en general, no
van a coincidir. Utilizamos el subindice j para distinguir entre los distintos conjuntos
de funciones de Wannier, dentro de los cuales se puede pasar de cualquier funcién a otra
mediante una traslacién de red. Habra tantos posibles valores de j como ramas electronicas
haya en a.

fo[jR,a) = R|jR, o) (23)
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Este es el procedimiento que propuso Kivelson [5], pero tan solo lo desarroll6 para cris-
tales unidimensionales. Nosotros vamos a extender el método para el caso tridimensional,
con todas las dificultades y cambios que ello conlleva.

3.2. Cumplimiento de las propiedades de las funciones de Wan-
nier

Vamos a demostrar que las funciones obtenidas mediante nuestro método alternativo
cumplen las mismas propiedades que las funciones de Wannier (Ec. 19) y que, ademads, se
encuentran maximamente localizadas.

3.2.1. Base completa de estados

Suponiendo que podemos resolver el problema de autovalores y autoestados del ope-
rador posicion proyectado en tres dimensiones, los estados propios asociados a valores
propios distintos son ortogonales entre si. Ademads, como las ondas de Bloch son también
ortogonales, los estados propios de operadores de posicién proyectados a subespacios dis-
tintos también han de serlo. La normalizacion de dichos estados, por otro lado, es una
tarea sencilla. Obtenemos directamente que:

('R, BlJR, ) = 0;rjR/0ap (24)

Ademas, sabemos que las ondas de Bloch generan un conjunto completo de funciones.
Como las funciones de Wannier se generan a partir de las ondas de Bloch mediante una
transformaciéon unitaria, es evidente que:

Z]]Ra (JR,a| = ZP =1 (25)

a,JR

Ambos resultados, (Ec. 24) y (Ec. 25), indican que el conjunto de funciones de Wannier
asi formadas generan una base completa de funciones.

3.2.2. Traslaciones de red

Al aplicar una traslacién de red, R, a una funcién de Wannier (Ec. 19),

Yor(r+R) = — Z K RIR) G (r)e™ = pyp (1), (26)

se obtiene otra funcién de Wannier. Esta propiedad nos indica que, conocida una funcion
de Wannier, no tenemos més que trasladarla por todos los vectores de la red de Bravais
para obtener otras. En un subespacio, «, como el que nos ocupa, habra tantas funciones
de Wannier no equivalentes como ramas electrénicas lo compongan.

Llegados a este punto, conviene detenerse a aclarar un vacio en la notacion de Dirac: la
aplicacion de los operadores. Dada la naturaleza de esta notacion, en parte debida a que
usualmente trabajamos con operadores autoadjuntos, al generar un sandwich no queda
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claro a qué lado del producto escalar se aplica el operador. Para intentar superar esta
falta de precision, definimos:

(6, Av) = (9l Alw) (dg,v) = ({0l 4) ) (27)

Aphcamos esto al estudio de las relaciones de conmutacion entre el operador de pro-
yeccion, P, y el de traslaciones de red, Tr. Para ello, es 1til tener en cuenta que:

Tr [nk) = R |nk) | (<nk| T;) = kR (nk| (28)

Con estas relaciones, se obtiene que:

ToPa=Tr Y Ink) (nk| = Y |nk) (<nk| T}Q) = 3" |nk) (nk| Tr = PTw (29)

nkE€a nkEa nk€a

Por lo que ambos operadores conmutan:

[ﬁa,TR} ~0 (30)

Veamos qué sucede con el operador posiciéon proyectado al subespacio:
ThtoTg = PT}# T Py = P, (t + R) P, = to + RP, (31)

De donde se obtiene la siguiente identidad:

1w = Tr (fa + Rﬁa> (32)

Teniendo esto en cuenta, vamos a estudiar los efectos de trasladar una funcién propia
de t, por un vector de la red de Bravais. Inicialmente se tiene que:

t, |JR, @) =R'|jR, @) (33)

Si aplicamos a dicho autoestado el operador traslacién de red y volvemos a aplicarle
el operador de posicion proyectado, se obtiene que:

#.Tr R, a) = Tr (fa i Rﬁa> /R, a) = Tr (R’ + R) |sR/, @) (34)
Esto es:
o (Tr [JR,0)) = (R + R) (Tr [jR', ) (35)

Con lo que se demuestra que al aplicar una traslacion de red, R, a un estado propio
del operador de posicién proyectado, |R’, «), se obtiene otro estado propio de 1, con valor
propio asociado R + R’.
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3.2.3. Maxima localizacién

Kivelson en su articulo [5] define la desviacién o segundo momento de las funciones de
Wannier dentro del subespacio «, compuesto por una banda de energia aislada, como:

1
21 ~ 2
ot = ; (R, al(ts — R)’|R, a) (36)
Y dado que

8,8 = 22 (37

Me
concluye que se puede obtener una cota superior de dicho segundo momento,

hQ
2
1<
lor.] < 2m.Ey,’
donde £, es el valor del gap de energia que separa dicha banda de las demas. Este resul-

tado asegura que las funciones de Wannier obtenidas se encuentran localizadas, pero no
demuestra la maxima localizacion.

(38)

Para comprobar la maxima localizacién de los resultados, nos apoyamos en un articulo
de F. Gygi et al. [4]. Para ello, vamos a buscar una transformacién unitaria que, partiendo
de las ondas de Bloch, nos dé un conjunto de funciones maximamente localizadas. Si de-
notamos las ondas de Bloch asociadas al subespacio a por ¢,x, la nueva base de funciones
se puede definir como:

PR = Z T jRnk Pnk (39)
nkEa

donde X = {Zjrnk } es una matriz unitaria restringida al subespacio o. Aunque parezca
tener cuatro indices, hay que entender (nk) y (jR) como un tdnico indice cada uno. Se
ha de tener en cuenta que, como nos encontramos restringidos a dicho subespacio, el
operador de posicién usual, ¥, y el proyectado, T, son totalmente equivalentes, ya que los
proyectores actian como la identidad. Por lo tanto, la desviaciéon de una de estas ondas
de Bloch se define como:

07 (Pnk) = (nk| (8o — (£a))? [nk) = (nk|£2|nk) — (nk|fq|nk)’ (40)
Si identificamos las matrices
Anienie = (nk|Ea|n'K') bk = (nk|#2|n'K') (41)

la definicién en (Ec. 40) se puede extender a todo el conjunto de las ondas de Bloch
mediante la suma de todas las contribuciones:

of, {ou}) = Y i (dud) = Zanknk (42)

nkea

Esta expresién puede trasladarse al conjunto de funciones resultado de aplicar la trans-
formacién unitaria, X, tal que

[o7.) = 0f, ({ym}) = T(XBX™) = Y (XAXT) (43)

nk
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Por esto, el calculo del conjunto de funciones de onda de minima dispersion se limita
a obtener aquella transformacién unitaria que minimice la expresién (Ec. 43). Como bajo
transformaciones unitarias la traza es invariante, tenemos que Tr(B) = Tr(X BX), por
lo que minimizar [07 ] es equivalente a maximizar ), (XAX")2, . Al ser la norma
euclidea, ||Al|r = \/Tr(AAM), también invariante bajo transformaciones unitarias, nues-
tro objetivo es lograr que el valor de Y=, o [(XAX™) e |* sea minimo. Como por
construccién la matriz A es hermitica, la solucién de este problema se limitaria a diago-
nalizar la matriz o, lo que es lo mismo, resolver el problema de autoestados del operador t,.

En definitiva, si las funciones { ¢;g } son autoestados del operador posicién proyectado,
t,, estarfamos minimizando [aga]. Sin embargo, tal y como comentaremos a continuacion,
el problema no es tan sencillo, ya que hemos ignorado su naturaleza tridimensional.

3.3. Biusqueda de funciones de Wannier en 3D

Hasta ahora, hemos tratado a t,, como si fuera un tnico operador. Hemos deducido que,
resolviendo el problema de autoestados del mismo, obtendriamos funciones de Wannier
optimamente localizadas. En el caso tridimensional, sin embargo, el operador posicion
proyectado esta compuesto por tres operadores: uno por cada componente. Por lo tanto,
si queremos diagonalizar dicho operador, tenemos que diagonalizar simultaneamente los
tres operadores { T, Yo, Za }-

3.3.1. No conmutabilidad

Para que tres operadores puedan diagonalizarse simultaneamente de manera exacta,
es condicién necesaria que éstos conmuten entre si. Sabemos que los operadores &, § y 2
usuales conmutan entre si, pero no ocurre lo mismo con sus analogos proyectados. Para
entenderlo, vamos a realizar un ejemplo con las componentes proyectadas x e y y una
onda de Bloch, |nk), con nk € a.

(V'K |ZoGa|nk) = (W'K'|2P.j|nk) (44)
(WK |joda|nk) = (W'K'|jPai|nk) (45)

El caso es que los operadores 7 e 9, al ser aplicados sobre una onda de Bloch pertene-
ciente al subespacio «, resultan en una combinacién lineal arbitraria de ondas de Bloch
que, en el caso mas general, no van a encontrarse restringidas dentro de dicho subespacio.
De este resultado, al aplicar el operador proyector, nos quedamos sélo con aquellas ondas
de Bloch que pertenezcan al subespacio y, posteriormente, les aplicaremos el otro operador
componente de la posicién. Por lo tanto, es obvio que en este caso el orden de los factores
si altera el producto, lo que se traduce en que los operadores { Zq, Ja, Zo } NO conmutan
entre si. Otra manera de entenderlo es viendo que, en general, estos no conmutan con P,
ya que si aplicamos el proyector antes que el operador componente, el resultado no va a
encontrarse restringido al subespacio. En cambio, si aplicamos el operador componente
previamente, el operador proyector se va a encargar de que el resultado final se encuentre
rentringido a «. Esto hace que no podamos pasar de (Ec. 41) a (Ec. 42) mediante reglas
de conmutacion, por lo que ambos valores van a ser distintos (salvo que nk = n’k’).
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3.3.2. Diagonalizacion simultanea aproximada. Angulos de Jacobi.

El hecho de que las componentes del operador de posicién proyectado no conmuten
entre si implica que no se puedan diagonalizar simultaneamente. Por consiguiente, el pro-
blema de autoestados del operador t, no tiene soluciéon exacta. Sin embargo, podemos
considerar la alternativa de diagonalizar simultdineamente de manera aproximada un con-
junto de matrices hermiticas, A(©) = {agn,k, }, donde c={z,y,z} y:

a'5) o = (nk|éa|n'K') (46)

Diversos autores han estudiado el problema de la diagonalizacion simultdnea aproxi-
mada de un conjunto de matrices que no conmutan, es decir, obtener una transformacion
unitaria que convierta un grupo de m matrices maximamente diagonales considerando
ciertos criterios. En nuestro método, vamos a utilizar como criterio que la suma de las
componentes extradiagonales de las matrices,

off(A)= > > lallnel (47)

c=x,y,z nk#n’'k’

sea minima. Tal y como habiamos argumentado tras (Ec. 43), este criterio es totalmente
equivalente a minimizar la dispersion acumulada total de los tres operadores,

o2l = > [02]. (48)

C=2,Y,z

Este es un resultado de gran valor, ya que nos asegura que estamos obteniendo fun-
ciones maximamente localizadas. Cardoso y Souloumiac [2] propusieron un método para
obtener una transformacién unitaria, X, que minimiza off (4). Esta transformacién unita-
ria se logra mediante la aplicacion iterativa de rotaciones complejas, tal y como se explica
a continuacion.

Inicialmente, se inicializa la transformacién unitaria, X, como una matriz compleja
unidad de dimensionalidad igual al subespacio a. Es decir, si el subespacio o esta com-
puesto por N ondas de Bloch, la matriz de cambio de base, X, pertenecera al grupo de
matrices CV*¥. A continuacién, para cada par de indices (nk,n’'k’) del tridngulo extra-
diagonal inferior, se multiplica por una matriz compleja de rotacién, R(nk,n'k’, ¢, s), que
difiere de la unidad tan solo en los siguientes elementos:

1 0 0 1 0 0
0 0
Trknk  *°° Tnkn/k/ : c -+ 3
- (49)
Toknk " T/kin'k’ -5 .-+ ©
: 0 : i
0o --- e 0 1 0 --- o0 1

donde ¢, s € Cy |c|*+|s]* = 1. Ademds, los autores fueron capaces de dar expresiones
explicitas tanto para s como para c:
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T+
2r
g—_YJ47¥” (50)

2r(z + 1)
r=/x?+y?+ 22

donde [z,y, 2]T es el autovector correspondiente al mayor autovalor de la matriz real
y simétrica

G = Re < Z h,ﬁlkn/k/(A(k))hnkn/k’(A(k))> ) (51)

k=x,y,z

siendo

hnkn’k’(A) = [anknk — /K 'Ky Ankn'k’ + Ap/k/nk; Z-(a/n’k’nk - ankn’k’)] (52>

Este autovector se elige de manera que la componente x sea siempre positiva. Esto
asegura que las rotaciones se efectien siempre en el mismo sentido, haciendo que el pro-
ceso converja con mayor rapidez. En caso de que el autovalor mas alto sea degenerado, se
puede elegir cualquiera de sus autovectores, siempre que cumpla que x > 0. Este proce-
so se repite hasta que la suma de (Ec. 47) deje de decrecer (dentro de una tolerancia dada).

Utilizando el algoritmo de Cardoso-Souloumiac, hemos desarrollado un método que
calcula un conjunto de funciones maximamente localizadas en el espacio. Estas funciones
se generan a través de rotaciones sobre el subespacio a. Dado que las ondas de Bloch
son ortonormales entre si y las rotaciones conservan el producto escalar, las funciones
obtenidas mediante este método también seran ortonormales. Sin embargo, como estas
funciones no son estados propios exactos del operador t,, no podemos asegurar que al
aplicar una traslacién de red a una de las funciones obtenidas obtengamos otra funcion
del conjunto.
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4. Meétodo computacional y resultados

En esta seccién se va a describir el proceso computacional para resolver el problema
planteado. Primero, se introduciran los parametros de la estructura considerada como
ejemplo y se calcularan sus ondas de Bloch y el diagrama de bandas usando Quantum
Espresso. Seguidamente, se obtendran las FWOL para dicha estructura utilizando wan-
nier90. Finalmente, se explicaran los algoritmos propuestos tanto para el método de Ki-
velson (unidimensional), como para el método tridimensional que hemos desarrollado. Los

resultados obtenidos de estos dos programas se compararan con los obtenidos mediante
wanmnier90.

4.1. Parametros del problema

Figura 4: Representacion grafica de la estructura de silicio propuesta. Los
parametros de la celda primitiva son 6 X 18 X 18 u.a.

Dado que iniciamos el proyecto siguiendo el método de Kivelson [5], disenamos un
sistema de una sola dimensién y obtenemos sus ondas de Bloch utilizando Quantum FEs-
presso. Para obtener la mayor localizacion posible en las funciones de Wannier, tenemos
que obtener una banda aislada por un gap de energia que la separe de las demaés sobre
la cual vamos a trabajar. Esta propiedad es analoga al caso del enlace fuerte, donde al
ir disminuyendo la distancia interatémica, el gap de energia también lo hace (Figura 5).
Acercar los 4tomos entre si es equivalente a deslocalizar el electron, ya que este se trans-

portara con mayor facilidad.

La estructura considerada tiene los siguientes parametros:

» Una celda primitiva del tipo tetragonal (ver Figura 4) con un atomo de silicio en el
origen y unas dimensiones de:

dim. cell. = (6 x 18 x 18) w.a. = (3,175 x 9,525 x 9,525) A (53)

donde u.a. son unidades atomicas o, lo que es lo mismo, radios de Bohr.
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4.2.

Energy
gap

Energy
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atomic separation
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Figura 5: Al disminuir la distancia interatomica las bandas de energia asocia-
das a los orbitales atomicos se expanden mds y mds. Esta expansion
se traduce en una disminucion del gap de energia. Figura tomada

de [8].

= Hemos considerado que el cristal se extienda a lo largo de la direccién x durante doce

celdillas unidad. El nimero de vectores de Bravais es igual al nimero de vectores
de momento cristalino, k, que hay en la primera zona de Brillouin. Por ello, si
llamamos N; al nimero de divisiones de la zona de Brillouin en la direccion 7, que es
equivalente al niimero de vectores de la red de Bravais en dicha direccién, tenemos
que:

N, = 12, N, =1, N, =1 (54)

Quantum FEspresso requiere que se definan ciertos pardametros, como la llamada
energia de corte, que tiene relacion directa con la precision del célculo que realiza.
Este programa utiliza ondas planas para construir las ondas de Bloch del cristal,
cuya energia cinética asociada es igual a:

Rk + G,)?

en(k) = ~om. (55)
Idealmente, la base de ondas planas es infinita, por lo que es computacionalmente
imposible trabajar con ella en su totalidad. Por ello, se elige una energia de corte,
E.uofr, a partir de la cual la base es truncada. Esta aproximacion es perfectamente
valida para ondas de Bloch con energias asociadas mucho menores a la de corte, ya
que la contribucion de las ondas planas que hemos despreciado seria muy pequena
o nula. La energia de corte que hemos utilizado es la siguiente:

Eeuiof = 20 Ry = 270 eV (56)

Quantum FEspresso para obtener las ondas de Bloch

Aunque no se va a explicar en detalle el funcionamiento del programa, vamos a exponer

brevemente los pasos realizados para la obtencion de nuestro objetivo.
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4.2.1. Calculo autoconsistente

Inicialmente, se realiza un calculo autoconsistente con la estructura deseada. Esta
operacion calcula la densidad de carga electrénica, p(r), mediante un algoritmo similar al
expuesto en la Figura 2. Este paso es esencial ya que esta densidad de carga es utilizada
en los célculos posteriores (que no van a ser autoconsistentes). De no hacerlo asi, los
resultados finales obtenidos podrian ser erréneos.

4.2.2. Calculo de bandas

En nuestro método, hemos decidido construir las funciones de Wannier para el subes-
pacio, «a, de una banda de energia aislada. Los parametros han sido elegidos con este
objetivo, tal y como se aprecia en la Figura 6.

5
E [eV]

-10

0.5 0.5

k [27/a]

Figura 6: Diagrama de ramas electronicas de la estructura unidimensional pro-
puesta. Se observa que la banda de mds baja energia se encuentra
perfectamente aislada por un gap de unos 3eV.

Los datos representados en la Figura 6 se han obtenido mediante una pequena modi-
ficacion del cédigo fuente de Quantum FEspresso. De esta manera obtenemos las energias
de las distintas bandas en funcion de unas k previamente elegidas. Este cdlculo no es au-
toconsistente y se apoya en la densidad de carga electrénica, p(r), previamente calculada.

4.2.3. Calculo no-autoconsistente

Tras haber realizado el calculo autoconsistente, pasamos a calcular las ondas de Bloch,
¢nk(r). En nuestro caso, la banda sobre la cual vamos a trabajar (tal y como se aprecia
en la Figura 6) es la primera, por lo que sélo nos interesaran las ondas de Bloch con n = 1.

Por defecto, Quantum Espresso guarda esta informacién como archivos binarios, por
lo que tuvimos que modificar el cédigo para escribir estas funciones en un archivo de texto
funcional. Estos archivos no contienen las ondas de Bloch como tal, sino que contienen la

funcién periddica, u,(r). Para su uso tendremos que miltiplicarla por el valor de €T en
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cada punto.

4.3. Referencia: Método de Marzari-Vanderbilt

Al calcular las funciones de Wannier maximamente localizadas del cristal considerado
utilizando el software wannier90 [7], obtenemos el resultado expuesto en la Figura 7. Este
resultado lo utilizaremos como referencia para compararlo con las FWOL que obtengamos
mediante el método de Kivelson y el que hemos desarrollado.

Figura 7: Zonas con valores iguales o mayores a la mitad del valor maximo del
modulo de una FWOL al cuadrado. El resto de FWOL del conjunto
se obtienen trasladando esta por vectores de red.

Para comparar posteriores resultados, vamos a estimar el valor de la desviacién espacial
tipica de estas funciones. Como el valor umbral considerado en la Figura 7 es el tipicamente
elegido para medir la anchura de una funcién, el radio de las esferas serd una buena
estimacién de o

oy ~ 1,5 A (57)

4.4. Obtencion de las funciones de Wannier 6ptimamente loca-
lizadas

A lo largo del trabajo hemos aplicado dos métodos. Por un lado, hemos utilizado el
método de Kivelson, mediante el cual construimos las FWOL buscando los autovalores del
operador Z,, ignorando las demdas componentes. Por otro lado, se han calculado mediante
el método que hemos desarrollado, basado en la diagonalizacion simultanea de las com-
ponentes del operador posicién proyectado. En cada uno de los métodos, se han obtenido
resultados distintos que se expondran a continuacion.
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4.4.1. Método de Kivelson

El método se basa en la idea de diagonalizar el operador posicién unidimensional pro-
yectado a una banda aislada. Para ello, hemos considerado un sistema unidimensional a
lo largo del eje x, por lo que sélo diagonalizamos el operador de dicha componente; esto
es, el operador z,,. De esta manera, se van a obtener las FWOL en la direccion x, mientras
que en el resto de las componentes la localizacion no estard asegurada.

A pesar de que se haya considerado un cristal unidimensional, no hay que olvidar que
los calculos de los sistemas de interés son siempre en tres dimensiones, asi que las ondas de
Bloch dependen de un vector de posicién perteneciente al espacio tridimensional, r € R3.
Es por esto que, aun suponiendo estar en una sola dimensién, las integrales que hay que
realizar para calcular los elementos de matriz de A® son tridimensionales. Para explicar
el método con el que se ha operado, a continuacién se presenta el algoritmo utilizado de
manera esquematica.

(1) Para trabajar con una base ortonormal, se calcula la constante de normalizacién de
cada onda de Bloch, C'(n, k), de la siguiente manera:

Cn k) =Y / ) = N [ defu)? (58)
R ce ce

donde N = N, x N, x N, es el numero de celdillas unidad que componen el cristal.
De esta manera, ya podemos construir las ondas de Bloch normalizadas a partir de
las funciones periédicas que calcula Quantum FEspresso:

(1K) = fuir) = — i (1) (59)

\/C'(n,k)e

(2) Se calcula la matriz hermitica compleja, A® € CV*V  definida como:

Ao = (nklia|n'K') = (nk|2[n'K'), (60)
Como A®@ es hermitica (az(»;v) = agf)), solo hay que realizar la mitad de las integrales
extradiagonales. La expresion explicita de dicha integral es la siguiente:

(nklaln'i) = Y et R [/ dr & 9T (1) e ()
R cell

+Rx / dr ei(k/*k)'rﬂnk(r)un/kl (I‘) (61)
cell

(3) Se diagonaliza dicha matriz para obtener sus autovectores'. Siendo ¢jrqx los coefi-
cientes de los vectores propios de la matriz A®, las FWOL en la direccién z, Yir(r),
se definen de la siguiente manera:

Uir(r) = D Cracdnk(r) (62)

nkea

'Para diagonalizar la matriz se ha utilizado la subrutina zhbev de los paquetes LAPACK [1].
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Figura 8: Funciones de Wannier calculadas considerando la diagonalizacion de
la componente T, para un cristal con N, = 12 y representadas sobre

la linea que une los atomos de silicio.
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Figura 9: Funciones de Wannier calculadas considerando la diagonalizacion de
la componente T, para un cristal con N, = 24 y representadas sobre

la linea que une los atomos de silicio.
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A modo test, se han obtenido estas funciones de Wannier en dos casos distintos: con
un cristal compuesto de 12 celdillas unidad dispuestas en la direccién x (Figura 8) y con
el mismo cristal, pero esta vez compuesto por 24 celdillas (Figura 9). Estos gréficos re-
presentan el modulo al cuadrado de las funciones en los puntos sobre la recta que une la
cadena de atomos de silicio, esto es, sobre la recta que cumple que (z,y, z) = (x,0,0).

Al comparar las graficas de la Figura 8 con los de la Figura 9 vemos que, aunque se
doble la longitud de la cadena, las “funciones de Wannier” siguen siendo las mismas o
muy parecidas. Esto nos indica que los resultados obtenidos a través de este método son
consistentes.

Sin embargo, hay ciertas anomalias que no se han logrado explicar. En todos los casos
se observa una pequena perturbacion cerca del origen de coordenadas; parece un error sis-
temdtico, pero tras una exhaustiva revision del cédigo fuente no se ha encontrado ningin
error. Ademas, las funciones de Wannier asociadas a los atomos centrales del cristal son
distintas; esto no deberia ser asi ya que, debido a las condiciones de contorno de Born-Von
Karman, la eleccién del primer atomo de la red es totalmente arbitraria.

Se ha comparado el valor de la desviacion tipica estimada de estas gréaficas con la
obtenida mediante el método de Marzari-Vanderbilt y la obtenida segun la formula que
propuso Kivelson (Ec. 38). Teniendo en cuenta todas ellas, se estima que la desviacién
tipica se encuentra entre los siguientes valores:

175 A 5 OKiv

En resumen, exceptuando en los resultados asociados a los atomos centrales, la locali-
zacién concuerda con la obtenida mediante wannier90 (oy.y ~ 1,5 A). Por otra parte, el
céalculo propuesto por Kivelson (Ec. 38) para un valor de E, ~ 3eV (Figura 6), devuelve
un valor de:

<30A (63)

~Y

o <1,2A (64)

Valor que, atin no siendo compatible, es cercano a los resultados.

4.4.2. Meétodo de diagonalizacion simultanea

El método de Kivelson es aplicable en cristales unidimensionales. Sin embargo, el
autor no se percatd del problema que surge al aplicar su método a cristales tridimensio-
nales. En esos casos, el operador posicion proyectado se compone de tres operadores, uno
por componente. Como estos operadores, en general, no conmutan entre si, el problema
de diagonalizar simultdneamente todos ellos no tiene solucién exacta. Por ello, hemos
desarrollado un método basado en la diagonalizacién simultdnea aproximada de las tres
componentes de r, siguiendo los pasos propuestos por Cardoso-Souloumiac [2]. Aunque
este método es tridimensional, se ha considerado el mismo cristal para poder comparar
los resultados con los del método de Kivelson. A continuacién, se detalla un guién con el
algoritmo que hemos utilizado en este método, paso a paso:

(1) Se leen los ficheros obtenidos de Quantum Espresso con las funciones periddicas,
unk(r), v se construye la base de ondas de Bloch normalizadas de la misma manera
que se realizé en (Ec. 59).
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(2) Se computan las tres matrices hermiticas complejas, A@, AW y A% todas pertene-
cientes al grupo de matrices CV*¥, donde N es la dimensién del subespacio a:

) o = (nk|a|n'k’)
a¥) o = (nkly|n'K')
a%) o = (nk|2[n'K')

(3) Se inicializa a la unidad la matriz que contendré la transformacién unitaria de cambio
de base:

X:{ijnk}:H

(4) (Ciclo) Para cada par de indices (nk,n’k’) del tridngulo extradiagonal superior de
las matrices NV x N:

(a) Se forma la matriz 3 x 3,

G = Re ( > hnHkn,k,(A<k>)hnkn,k,(A<k>)> :

k:$7y,Z
donde
hnkn’k’(A> = [anknk — Qp/'k'n’k’ » Ankn’k’ + Ap'k'nk; i(an’k’nk - ankn’k’)]-

(b) Se calculan los valores y vectores propios de G2. Entre los resultados, se toma el
vector propio, [z,y,2]T, asociado al valor propio mds grande. Elegimos el signo
de dicho vector de tal manera que = > 0. Esta eleccién es importante, ya que,
por un lado, al mantener el signo de la componente las rotaciones seran siempre
en el mismo sentido y, al ser este signo positivo, se evitaran posibles problemas
de divisiones entre cero al calcular la cantidad, s, de (Ec. 50).

(c) Se calcula la matriz de rotacién compleja N x N, R(nk,n'K’, ¢, s), que tan solo
difiere de la matriz identidad en las siguientes componentes:

1 0 e 0 1 0 --. e 0
0o . : 0
T'nknk e T'nkn’'k’ C e S
Tn'k'nk *°° Tn'k'n'k/ : —-s -+ C
0 : 0
0 0 1 0 - 0 1
donde:
T+
CcC =
2r
Y — 1z

2r(x +r)
r=+x2+1y%+ 22

2Para esto se ha utilizado la subrutina dsyev de los paquetes de dlgebra lineal LAPACK [1].
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Figura 10: Funciones de Wannier calculadas sequn el método tridimensional
para un cristal con N, = 12. En la representacion se exponen aque-
llos puntos del espacio donde el modulo la cuadrado de la funcion
es mayor a la mitad de su valor mdximo.
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(d) Se acumula la rotacién en la transformacién ortogonal, X := RX.

(5) Se calcula

off(A)= Y Y al el

c=x,y,z nk#n'k’

como indicador del estado de diagonalizacion.

(6) Si durante el ultimo ciclo off(A) decrece en un valor mayor a la tolerancia, que en
nuestro caso ha sido elegida como 7 = 1077, se vuelve al paso 4.

(7) Se definen las FWOL, {¢;r(r) }, de la siguiente manera:

Yir(r) = Z Rk Pk (T) (65)

nkEa

Al aplicar este método al cristal considerado como ejemplo, se han obtenido los resul-
tados expuestos en la Figura 10, de los cuales se pueden obtener ciertas conclusiones.

(a) wlg(x,0,0) (b) ¢15($,0,0)

Figura 11: Dos de las funciones de Wannier tomadas de la Figura 10 para
analizar la localizacion de estas. Se han tomado (a) de las que mds
localizadas se encuentran y (b) de las que menos.

Aunque entre las funciones representadas, algunas son similares entre si, no estamos
ante una unica funcién trasladada por los vectores de red. Ya habiamos adelantado este
comportamiento al comprobar que las funciones calculadas no son autoestados del opera-
dor t,. Esto indica que estas funciones no cumplen la definicién original de Wannier [9]
expuesta en (Ec. 2). Este incumplimiento se verifica facilmente al comprobar que no to-
dos los elementos de la matriz unitaria, X, tienen el mismo mdédulo. Para este método,
tendriamos que utilizar una definicién menos restrictiva:

Uir(e) = Y e Rou(r)emu (66)

nkea

donde Y, ., l¢irak|® = 1, ya que los resultados estdn normalizadas. Esta definicién,
sin embargo, es tan poco restrictiva que cualquier funcién normalizada, producto de una
combinacion lineal de ondas de Bloch pertenecientes a «, la cumple. Justificamos llamar
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a estos resultados funciones de Wannier por dos razones: se encuentran localizadas en el
espacio y podemos asociar cada una de ellas a una celdilla unidad distinta.

Para analizar la localizacion de las FWOL obtenidas, en la Figura 11 se han aislado dos
de las graficas de la Figura 10. Se observa que la localizacién a lo largo de las direcciones
Yy y z es excelente, pero para la direccién z esta varia de una funcion a otra. En ciertas
funciones, como por ejemplo la expuesta en la Figura 11(a), la localizacién en dicha
direccién es muy alta (de hecho, es la més alta), mientras que en otros casos (Figura
11(b), la funcién menos localizada del conjunto) la localizacién en x ya no es tan buena.
Se calcularan los valores de o = o, para las dos funciones representadas en la Figura 11.
De esta manera estimaremos el rango de localizaciones en las que se encuentran nuestras
FWOL. Tenemos que:

o’ =0p =040, +0. (67)

Del primero de los graficos se estima de manera inmediata que o(a) ~ 1,5 A. Ademés,
al ser una localizacion esférica, las desviaciones tipicas de cada componente han de ser
iguales. Entonces, podemos dividir por un factor v/3 las anchuras méximas en cada di-
mension para estimar los valores de o; en dichas direcciones. De este modo se obtiene
que:

o(a) =~ 1,5 A o(b) ~ 4,7 A

o.(a) =~ 0,87 A o,(b) ~ 4,5 A (68)
o,(a) ~087 A o, (b) = 0,87 A

o.(a) ~ 0,87 A 0.(b) ~ 0,87 A

Por lo que se estima que las desviaciones de todas las funciones obtenidas mediante el
método que hemos desarrollado se encuentran entre los siguientes valores:

15A <04 <4TA (69)

P ’ e e ® [ o ®®
. o ® o ® . o ® S
‘o0 S o9 T o ®
et N e e
o & ° coo*? o« ®
A ‘ - ® L4 ‘ o®
(a) Marzari-Vanderbilt (b) Este trabajo

Figura 12: Comparativa entre el método de (a) Marzari-Vanderbilt y (b) el
desarrollado en este trabajo.
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Por lo tanto, la localizacién de las funciones mejor localizadas obtenidas mediante este
método concuerda con la de las obtenidas mediante wannier90. En la Figura 12 puede
apreciarse el excelente acuerdo que hay entre ambos casos.
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5. Conclusiones

Basandonos en la diagonalizacién simultanea de las componentes del operador t,,, he-
mos desarrollado un método alternativo wannier90 para obtener FWOL. Este método
resulta ser mucho mas sencillo que el de Marzari- Vanderbilt. Asimismo, ha demostrado
ser muy eficaz para sistemas pequenos, ya que solo necesité siete ciclos para hallar la con-
vergencia. De todas formas, su eficiencia para sistemas mas grandes esta por comprobar,
ya que trabajamos con matrices cuya dimension depende de manera lineal del nimero de
celdas unidad del cristal, N. Por ello, se espera una dependencia del tiempo de ejecucion
con las dimensiones del cristal del tipo tejec. ~ N 2,

Se han comparado las FWOL de wannier90 con las del método de Kivelson (para
cristales unidimensionales) y con las del método que hemos desarrollado. La localizacién
de las funciones obtenidas mediante el método de Kivelson, salvo anomalias en algunos
casos, es compatible con las FWOL de wannier90. Las funciones de Wannier obtenidas
mediante nuestro método, sin embargo, tienen un inconveniente: al trasladar una de las
funciones por un vector de red no obtenemos otra funcion del conjunto. Esto ocurre por-
que dichas funciones no son autoestados del operador posicién proyectado. Dada esta
peculiaridad, la localizacién de las funciones varia de unas a otras. En el mejor de los ca-
sos, los resultados concuerdan perfectamente con aquellos obtenidos mediante el método
de Marzari-Vanderbilt. En el peor de los casos, aunque los resultados no concuerden, la
localizaciéon del electron sigue siendo aceptable.

En lo que a mi respecta, este trabajo ha sido 1util para conocer las bases de los calcu-
los electronicos a partir de primeros principios. He comprendido las bases de la teoria
del funcional de densidad (DFT) y he experimentado la utilizacién de programas como
Quantum Espresso y wannier90.

En resumen, considero que el desarrollo del trabajo ha sido satisfactorio ya que ambos
objetivos, tanto demostrar tedricamente que mediante el método desarrollado se pueden
calcular FWOL como implementar un programa para aplicarlo, han sido realizados.

Se puede seguir trabajando para mejorar los tiempos de ejecucién paralelizando el
c6digo o desarrollando un método de diagonalizacién simultanea que devuelva un resultado
compatible con la ecuacién original de Wannier (Ec. 2). El cddigo fuente desarrollado para
el programa basado en el método de la diagonalizacion simultdnea estara disponible en la
plataforma.
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