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Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar los espacios de Sébolev, debidos a Sergéi Lvévich
Sébolev (1908-1989), e introducir una de las técnicas més utilizadas en la busqueda de
soluciones a ecuaciones en derivadas parciales, el método variacional.

El método variacional es un método cualitativo utilizado para probar la existencia y
unicidad de solucién en un determinado espacio de funciones. También permite, bajo
ciertas condiciones, convertir el problema en uno de minimizaciéon. Estan involucrados el
concepto de derivada débil, los espacios de Hilbert y los espacios de Sébolev.

Los espacios de Sébolev seran nuestros espacios de funciones, espacios de Banach formados
por funciones de espacios LP con derivada(s) en LP, naturalmente en un sentido débil que
deberemos hacer preciso. Las herramientas para probar la existencia y unicidad son los
conocidos teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram, enunciados para espacios de Hilbert.
En términos generales se trata de aplicar teoria del Anélisis Funcional y la Topologia para
resolver ecuaciones en derivadas parciales.

Dedicaremos los dos primeros capitulos a dicha teoria, comenzando con las topologias
débiles para un espacio de Banach. Las topologias débiles son particularmente intere-
santes en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales y en la aplicacién del método
variacional. Después estudiaremos brevemente los espacios de Hilbert, espacios completos
cuya norma estd inducida por un producto escalar, y al final del capitulo de espacios de
Hilbert se encuentran los teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram. El siguiente capitulo
esta dedicado al estudio de los espacios de Sébolev y a las derivadas débiles. Comenzare-
mos estudiando estos espacios para intervalos en R, para después generalizar a abiertos en
R™. Los primeros nos serviran para aplicar el método variacional a ecuaciones diferenciales
ordinarias y los segundos para aplicarlo a ecuaciones en derivadas parciales. Esta mane-
ra de introducirlos pretende ser mas asequible para el lector. Trabajaremos con espacios
vectoriales normados sobre R.

En el cuarto capitulo aplicamos el método variacional a ejemplos concretos de problemas
de contorno. El lector puede referirse a la seccidn inicial de este capitulo, que estd enfocada
a dar una idea general esquematizada del método, para comprender antes de adentrarse
en la teoria en qué consiste en términos generales el método variacional.

Se supondra que el lector estd familiarizado con los conceptos basicos del Analisis Fun-
cional, y se incluye un apéndice donde se enumeran sin demostraciéon varios resultados
sobre espacios de Banach, centrandonos principalmente en los espacios LP, asi como los
principales resultados de Integracién y Teoria de la Medida necesarios para desarrollar la
teoria de los espacios de Sébolev. En el apéndice, ademas, puede encontrarse una seccion
donde se resumen los resultados béasicos de convolucién y regularizacién, intimamente
relacionados con el estudio de funciones en espacios LP. Por ultimo, enunciamos en este
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apéndice algtin otro resultado basico como la identidad de Green, que también jugara un
papel fundamental a la hora de tratar con problemas de contorno en varias variables.
También hemos incluido una seccién donde resumimos la notacién utilizada.

A lo largo de los capitulos hemos incluido 39 notas numeradas cuyo propdsito, general-
mente, es dar una explicacion intuitiva de resultados expuestos, remarcar su importancia
o ampliar la informacion.



Capitulo 1

Topologias débiles y el teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki

En este primer capitulo se tratan las topologias débiles de un espacio de Banach, un
concepto muy conocido en topologia. Sabemos que la norma de un espacio normado F
induce una topologia 7 (metrizable) sobre E. El problema de esta topologia es que para
espacios de dimension infinita la bola unidad nunca es compacta.

1.1. Motivacion

El objetivo de este capitulo es construir sobre E dos topologias 7 y 7 tales que 75 C 71
y asuvez 11 C 7 (se dice que 71 es menos fina que 7, i.e que todo abierto de E en 11 lo es
en 7). Intuitivamente, la razén de definir topologias con menos abiertos que la dada por
la norma de E es que para una topologia con menos conjuntos abiertos se tiene un mayor
numero de conjuntos compactos, ya que cuanto menor sea el nimero de abiertos de 7
sobre X, existirdn menos cubrimientos por abiertos del conjunto A, lo que facilitard la
compacidad. En primer lugar recordamos la definiciéon de compacidad:

Definiciéon 1.1.1. Un conjunto A C X es compacto en la topologia 7 si para todo
cubrimiento por abiertos de A en 7 existe un subrecubrimiento finito.

Y formalizamos el resultado de que la bola unidad en dimensién infinita nuncae es com-
pacta:
Teorema 1.1.1. Sea E un espacio normado. La bola unidad

Bo—{v€E| Ja] <1}
es compacta si y solo si E es de dimension finita.

Demostracién. (Teorema 1.1.1, <) Basta tener en cuenta que si F es de dimensién
finita existe una isometria lineal biyectiva entre E' y R™ que es un homeomorfismo. La
bola unidad es compacta en R™ por el teorema de Heine-Borel.

O

Para demostrar la implicacién reciproca utilizamos el lema de Riesz:
1



2 1.2. La topologia menos fina que contiene a una familia de conjuntos U

Lema 1.1.2. (Lema de Riesz) Sea E un espacio normado y M C E un subespacio
lineal cerrado tal que M # E. Entonces

Ve >0 3Ju € E tal que|lu||=1y du,M)>1—c.

Demostracién. Sea v € E tal que v ¢ M. Como M es cerrado d(v, M) > 0, y podemos
escoger mgy € M tal que

d(v, M)

dlv, M) < — < .
(0, M) < fJo = mol| < 52
Si definimos
v —1my
U= —,
[[v —mol|

u verifica las propiedades deseadas, ya que mg + |[v — mg||m € M y por tanto

>1—c.

lu—m]| = S
[[o = mll

v —myg H
[v —mgl|

O]

Demostracién. (Teorema 1.1.1, =) Supongamos que E es de dimensién infinita. En
tal caso existe una sucesién (FE,) de subespacios de dimensién finita de E tales que
E,1CE,y E,1 C E, Vn € N. Aplicando el lema de Riesz obtenemos una sucesién
(up) C E tal que u, € Ey, ||un]| =1y d(un, En—1) > 1/2. Por tanto ||u, — wn| > 1/2
para m < n. Por tanto ninguna subsucesién de (u,) es de Cauchy y (u,) C Bg no posee
ninguna subsucesién convergente, lo que implica que Bg no es compacta.

O]

Teniendo en cuenta el papel fundamental que juegan los conjuntos compactos, es facil
entender la motivacién de este primer capitulo, cuyo resultado principal es el teorema
de Banach-Alaoglu-Bourbaki, que afirma que para una cierta topologia definida sobre un
espacio dual de un espacio de Banach, la bola unidad es compacta. Como consecuencia de
la compacidad de la bola unidad obtendremos importantes resultados sobre convergencia
de sucesiones, existencia de minimos para funciones y espacios reflexivos. La seccion 1.2
del capitulo formaliza la construccién de las topologias débiles, las secciones 1.3 y 1.4
definen y describen las propiedades de las dos topologias débiles con las que trataremos
y en la tdltima secciéon se enuncia y demuestra el ya mencionado teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki y los resultados que son consecuencia de éste.

En adelante y hasta el fin de este capitulo, ' serd un espacio de Banach. También,
dado que vamos a tratar con la continuidad de aplicaciones, para que no haya confusién
detallaremos con el par (X, 7,) los dominios e imagenes de las aplicaciones cuando sea
necesario. Es decir, escribiremos f : (X1,7) — (X2, 72) es continua para decir que f es
continua especificamente si dotamos a X de la topologia 7 y a X5 de la topologia 7.

1.2. La topologia menos fina que contiene a una familia de
conjuntos U

Las dos topologias que queremos construir parten de conjuntos de aplicaciones, por lo que
en esta seccién nos planteamos construir la topologia més débil sobre un conjunto X para
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la cual todas las aplicaciones (g;)icr con ¢; : X — Y; sean continuas. Es decir, quere-
mos construir (elegir qué conjuntos son abiertos) aquella topologia sobre X con el menor
nimero posible de abiertos que las haga continuas a todas. Trataremos con la siguiente
caracterizacién de continuidad en espacios topoldgicos:

Definicién 1.2.1. Una aplicacién f : (X, 7x) — (Y, 7y) es continua si y sélo si para todo
abierto V € 7y la imagen inversa de V a través de f es abierta en 7x.

Por ejemplo, si a X lo dotamos de la topologia discreta (todo subconjunto de X es abierto)
es evidente que toda aplicacién f : X — Y es continua, puesto que la imagen inversa de
cualquier conjunto es un conjunto abierto en (X, 74;5). De hecho, se trata de la topologia
con mayor nimero de abiertos para la cual esto se cumple, la més fina.

Esta caracterizacién de continuidad obliga a empezar incluyendo en la topologia to-
do conjunto U C X tal que U = gp;l(Vi) para todo abierto V; € ry,. La familia
U = {¢; "(Vi) }ierv,eTs. evidentemente no tiene por qué ser una topologfa, pues debemos
incluir todas las intersecciones finitas y uniones arbitrarias de estos conjuntos (definicién
de topologia). Para ello consideramos la siguiente construccion, la de la topologia menos
fina posible que continene a la familia U:

Proposicion 1.2.1. Dado X un conjunto y una familia U de subconjuntos de X, con-
sideramos la familia U formada por todas las intersecciones finitas de conjuntos de U.
La familia U U {0, X}, donde U es la familia de conjuntos formada por todas las uniones
arbitrarias de elementos de U es una topologia sobre X, y es la mds débil (i.e. la menos
fina) que hace que todo U € U sea abierto.

Demostracién. En primer lugar es evidente por la construccién que la familia U es
estable bajo uniones arbitrarias. Requiere demostracién la afirmacion de que U es estable
bajo intersecciones finitas. Para I, .J arbitrarios y A;, B; € U, de la igualdad

(U Az) N U Bj = U (Az N B])
iel jeJ (i,9)eIxJ
y del hecho de que A; N B; € U tenemos que Ui jyerss(Ai N Bj) € U. La identidad

puede demostrarse por doble contenido. Es decir, si x € (Uze 7 Ai) N (U ieJ Bj> entonces

x € Ay, N By, para algin ig € I'y jo € J, y como (ig, jo) € I x J, & € U jyerxs(Ai N Bj).
La otra inclusién se prueba repitiendo el proceso a la inversa.

O

Nota 1. Es evidente, de la definiciéon de topologia, que es la més débil que contiene a la
familia U. El orden para construir la topologia (primero tomar las intersecciones finitas y
después las uniones arbitrarias) no puede alterarse. Si se hubieran tomado en primer lugar
todas las uniones arbitrarias de elementos de U y después las intersecciones arbitrarias de
estos ultimos, la familia resultante no es necesariamente estable bajo uniones arbitrarias.

De la construccién de la topologia obtenemos dos proposiciones inmediatas:

Proposicion 1.2.2. Sea x € X. Para el conjunto de aplicaciones p; : X — Y; con
i € I y la topologia construida en la proposicion 1.2.1 a partir de la familia de conjuntos
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U= {(Pi_l(‘/;)}iel,\/ieTYi, la familia

Bo= () ¢ (Veuw),

finita
donde V() es un entorno de @;(x) en'Y;, es una base de entornos de x.

Demostracién. Por la construcciéon que hemos hecho, tenemos que todo entorno V de
z contiene a un abierto U de la forma U = U(Ninita ©; 1(V3)), con V; abierto en Y; y
x € U. Asi, x pertenece a algin conjunto ﬂfim-m goi_l(Vi), de modo que basta tomar los
entornos V() de @i(x) tales que V, (z) C Vi para todo i, obteniendo el abierto

) @' Vo) CUCY, conze () @ (Vo)

finita finita
O

Proposicién 1.2.3. Sea Z un espacio topoldgico y ¢ : (Z,77) — (X, T). Entonces
es continua si y solo si p; 0 : (Z,77) = (Y, 7y) es continua para todo i € I, para la
topologia T construida como en la proposicion 1.2.1 con U = {@;1(‘/7:)}1'61,\/1;673@-

Demostracién. Si ¢ es continua es evidente que toda ¢; o1 es continua. Por otra parte,
supongamos que @; o 1 es continua Vi € I. Todo abierto U € T es de la forma U Nfipita
~1(V4), de modo que

Pi
O = N ¢ ') = ) (wiow) (Vi)

finita finita

que es abierto en 77 puesto que @; o Y es continua. O

1.3. La topologia débil o(FE, E*)

Para un espacio de Banach FE, nos centraremos en construir una nueva topologia més
débil que la dada por la norma || - ||, siguiendo el proceso de la seccién anterior, a partir
del espacio dual E*.

Definicién 1.3.1. La topologia débil o(F, E*) sobre E es la topologia menos fina aso-
ciada al conjunto de aplicaciones E*, construida tal y como indica la proposicién 1.2.1, a
partir de la familia de conjuntos U = {f_l(w)}feE*,we(R,ms)-

Nota 2. A lo largo de este capitulo llamaremos topologia fuerte o simplemente 7 a la
topologia sobre E generada por su norma, y topologia débil a o(E,E*). También nos
referiremos a los abiertos de una u otra topologia como abiertos fuertes o abiertos débiles
respectivamente. En general, cuando queramos especificar que un conjunto verifica una
propiedad topoldgica en una u otra topologia, hablaremos de compacto fuerte (respecti-
vamente compacto débil), cerrado fuerte (respectivamente cerrado débil)...

Proposicién 1.3.1. o(E, E*) C 7.
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Demostracién. Se deduce inmediatamente de la definicién de o(E, E*), puesto que toda
aplicacién f € E* es continua tomando la topologia 7 en E. Es decir, si U es abierto en
o(E, E*), entonces U puede escribirse como U = U(Nfinita V), donde cada V = f~1(w)
con f € E*y cada w € (R, 7,5). De la continuidad de f tomando la topologia fuerte en
se tiene que cada V es abierto en 7, y por tanto U también lo es. ]

Proposicién 1.3.2. o(E, E*) es Hausdorff (Ts).

Demostracién. Dados x1,22 € E queremos encontrar dos abiertos Uy, U, € o(E, E*)
tales que 1 € Uy y x9 € Uy con Uy N Uy = (. Utilizando la segunda forma geométrica
de Hahn-Banach (ver B.2) tenemos que existe un hiperplano cerrado que separa x1 y 3.
Esto es, existe f € E* y a € R tal que

f(.%'l) <a< f(l‘g)

Asi pues tomando Uy = {x € E f(x) < a} = f 1 ((~o00,)) y Uy = {x € E f(x) >
a} = f71((a, +00)), tenemos la separacién deseada. Nétese que (—oo, ) y (o, +00) son
ablertos usuales de R.

O

Nota 3. La propiedad de ser T2, entre otras cosas, garantiza la unicidad de los limites
de sucesiones.

Proposicién 1.3.3. Sea xg € E. Dado € > 0 y un conjunto { f1, fo, ..., fr} C E*, entonces
Vi g ={2€E | |filw—z0)<e Vi=1,2..k}

es un entorno de xy para la topologia o(E, E*). Ademds variando e,k y los f; obtenemos
una base de entornos de xg. Es decir, {fo1 fk}aeR+,keN,f1,...,fkeE* es una base de entornos
de x.

Demostracién. En primer lugar tenemos que podemos escribir Vfi f, como
IR

Vit = ﬂf (fi(zo) — &, filxo) +£)),

de modo que Vfl fy €8 abierto y como contiene a xg, es un entorno de xg. Para ver que
(V,}g:l,...7fk)56R+7k6N7f17~-~1fk€E* es una base de entornos, queremos ver que para todo xg y
todo abierto U en o(E, E*) conzg € U existe algin Vi € (Vi ¢ )cer+ ken fi,....fre B>
tal que V¢ 7 C U.

Teniendo en cuenta la proposicién 1.2.2, existe un entorno B,, de la forma B,, =
ﬂz S (Vf (z0)), donde V5, ;) es un entorno en Y; = R de fi(xo), que verifica By, C U.
Podemos por tanto tomar e positivo con (fi(zo) — ¢, fi(wo) +€) C V},(y)- Se sigue que
o€ Vi 4 C By CU.

O]

Proposicién 1.3.4. Si E es de dimension finita, o(E, E*) = 7 (Ambas topologias coin-
ciden,).
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Demostracién. Yasabemos que o(FE, E*) C 7, con lo que debemos ver que 7 C o(E, E*).

Sea g € E y U un entorno de xy en 7. Queremos mostrar que existe un entorno V' de
xo en o(E, E*) tal que V C U. Por la proposicién anterior, esto se traduce en encontrar
fi, ., fr en E* y € € R* tales que Vfal fe © U.

Como FE es de dimensién finita podemos tomar una base {e1, €2, ..., ;. } normalizada, donde
cada x € F puede escribirse como x = ejx1 + ... + epxk.

Las funciones f; : E — R tales que f;(z) = x; son trivialmente lineales y ademds continuas
(Puesto que |fi(z)| = |zi| < C||z||), y recordando que T esta generada por la métrica dada
por la norma, se tiene que existe r > 0 tal que B(zg,r) C U.

Por tanto tenemos que en general, para x € F,

K k
e —ol| <D |filx —m0)| = D |wi — | < k maw{w; — wf} < ke

i=1 i=1
par algtin € positivo, por lo que basta tomar € = -, de modo que

/b , LRV
v/ ={z €k | [filw —zo)l < ¢ Vi=1,2,...k}

es un entorno de zg en o(E, E*), y ademas ||z — zo|| < Zle |fi(x — z0)| < 7, luego

r/k
Vfl/mfk C B(zg,r) C U.

O

Proposicién 1.3.5. Si E es de dimension infinita, o(E, E*) C 7. Es decir, eziste algin
conjunto U tal que U € T pero U ¢ o(E, E*).

Demostracién. Veremos que la esfera unidad S = {z € F ‘ [|z|| = 1} es cerrada en la
topologia fuerte pero no lo es en la topologia débil. Si S es la clausura de S en la topologia
débil, veremos que S C S probando que By C S, donde By ={z € E ‘ ||z|| < 1}.

Sea z € E con ||z|| < 1 (recuérdese que S C S) y V un entorno de z en la topologia
débil, veamos que VNS # (. Por la proposicién 1.3.3 y de las propiedades de los sistemas
fundamentales de entornos podemos asumir que V. =Vg . ={z € E ‘ |fi(x — z0)| <
e Vi=1,2.,k fi€FE*}.

Como E es de dimensién infinita, podemos considerar y € E con y # 0 tal que para las
11, f2, s [ s€a fi(y) = 0, en cuyo caso la funcién g : [0,00) — R tal que g(t) = ||z + ty||
es continua, ¢g(0) = ||z|| < 1 y lim;_,o0 g(t) = oo. Existe por tanto ¢y > 0 tal que
g(to) = llz+toyl| =1 (lex+toy € S ), y como fi(zo — (xo + toy)) = tofily) =0 < ¢
T+ toy € Vfaly--~7fk'

Es decir, = + toy € Vfl e N S y queda demostrado que para todo entorno V de x tal
que x € Bp, V—{2} NS # 0, luego S € B C S, lo que prueba que S no es cerrado en la
topologia débil o(E, E*). Nétese que, de hecho,

Be= () fecE|lf@)l <1},

feE~||flI<1

luego es interseccién de conjuntos cerrados, y por tanto cerrado, con lo que S = Bg.
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Noétese que la existencia de y se deduce de que E es de dimension infinita: supongamos
lo contrario, en tal caso la funcién

p: BE— R
r— (fi(z), ..., fe())

verificarfa Ker(yp) = {0}. Es decir, ¢ : E — ¢(FE) serfa un isomorfismo y la dimensién de
E finita, lo cual es absurdo. O

Nota 4. La inclusion se ha hecho con cerrados, pero evidentemente es equivalente a
hacerla con abiertos. Una topologia 7 es menos fina que 75 si todo abierto de 71 lo es
en T o equivalentemente si todo cerrado de 7 lo es en 7. Traducido a la proposicion
anterior, el complementario de S es abierto en la topologia fuerte pero no lo es en la débil.

1.4. La topologia débil* o(FE* F)

Consideremos ahora E*, el espacio dual de un espacio de Banach E. Podemos dotar a E*
de dos topologias distintas:

(1) Latopologfa (fuerte) métrica inducida por la norma del dual || f|| = sup,ep |jz)j=1 |/ (2)]
(ver B.1).

(2) La topologia definida en la seccién 1.3 para el espacio de Banach E*, o(E*, E**).

Siguiendo el guién comentado al comienzo del capitulo, construiremos ahora una tercera
topologia sobre E*,

(3) La topologia débil*, que denotaremos o(E*, E). Sera la topologia menos fina que
haga continuos todos los funcionales del conjunto {¢, },cr definidos como

pr: B*— R
[ — f(@).

Definicién 1.4.1. Sea E un espacio de Banach, se define sobre E* la topologia débil*, de-
notada o(E*, E), y es la topologia menos fina asociada al conjunto de aplicaciones {¢, }.cr
, construida tal y como indica la proposicion 1.2.1, a partir de U = {cp;l(w)}er’we(Rms),

con ¢, (f) = f(x) para f € E.

Proposicién 1.4.1. o(E*,E) C o(E*, E**) C 7.

Demostracién. Ya sabemos que o(E*, E**) C 7. Dado que E C E** (ver definiciones
1.5.1y 1.5.2), {¢s}recr C {¢sz}zcr*, y se concluye que si U € o(E*, E) necesariamente
U € o(E*, E*). Es decir, o(E*, E) C o(E*, E**). O

Omitimos las demostraciones de los dos siguientes resultados por ser idénticas a las de la
seccion de la topologia débil. Basta intercambiar los papeles de E* y E.

Proposicién 1.4.2. La topologia débil* es Hausdorff (T2).
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Proposicién 1.4.3. Sea fo € E*. Dado € > 0 y un conjunto {x1,x2,...,xx} C E, enton-
ces:

Ve o =ALEE | |f— folw) <e Vi=1,2,..k}

es un entorno de fo para la topologia o(E*, E). La familia (Vy, . )ecr+ keNa,.. ancE €5
una base de entornos de fy.

Por tdltimo agrupamos las relaciones entre la convergencia en las topologias débiles y la

topologia fuerte.

Corolario 1.4.4. (Convergencia fuerte, débil y débil*) Sean (x,) y (fn) dos suce-
siones en E y E*, respectivamente. Denotamos &, — &, Tn — = y fn — f la convergencia
en la topologia fuerte, débil y débil*, respectivamente. Se verifica:

(1) 2y =z = f(z,) — f(z) Vf € E*.
fo = f <= folz)— f(z)Vz € E.
(2) 2, > = x, — .
fao= = fua—
fn=f = >

Demostracién. (1) es corolario inmediato de la definicién de la topologias débiles y (2)
es corolario inmediato de o(F, E*) C 7y de o(E*, E) C o(E*, E**) C 7. O

1.5. El teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki

Comenzamos esta seccién con el teorema central del capitulo, que enuncia la propiedad
més importante de la topologia débil*.

Teorema 1.5.1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki)
La bola unidad

Bp-={f € E*|||f]| <1} C E*

es compacta en la topologia débil* o(E*, E).

En la demostracion del teorema vamos a utilizar el producto de espacios topoldgicos
estdndar (producto de Tychonoff, ver [4, Cap. 8]). Una caracterizacién de la topologia
producto de Tychonoff para el producto arbitrario de espacios topolégicos

X::HXi

iel

es la siguiente: la topologia de Tychonoff sobre X es la topologia menos fina para la cual
todas las proyecciones canodnicas p; : X — X; son continuas. También se requiere usar
el teorema de Tychonoff, cuya demostracién puede encontrarse en [4, Teorema 17.8, pag.
120]:
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Lema 1.5.2. (Teorema de Tychonoff) El producto arbitrario de espacios compactos
con la topologia producto de Tychonoff es compacto.

Demostracién. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Consideramos el espacio producto Y
definido como
vy =]]R,

zel

consistente en todas las aplicaciones de E en R, cuyos los elementos denotamos de la forma
w = (Wy)zer con wy € Ry lo equipamos con la topologia producto de Tychonoff 7. a
partir de la topologia usual de R. Es decir, la topologia menos fina que hace continuas
todas las proyecciones

Do Y — (R, 7ys)

W — Wy

Dado que E* es el espacio formado por todas las aplicaciones lineales continuas de E
en R, E* C Y. Gracias a la proposicién 1.2.3 tenemos que la inclusiéon candnica I :
(E*,0(E*,E)) = (Y, Ttye), con I(f) = (f(2))zer e I~ son continuas.

Es decir, I : E* — I(E*) es un homeomorfismo. Ademés I(Bg+) = K, con K el conjunto
definido como

K={weY||lw| <], Woty = wy +wy, wre = Iz, YA E Ry Va,y € E}.

|/ (=)

[[]]
diciones representando la linealidad de f). Para completar la prueba debemos demostrar

que K es compacto en Y, para lo cual vamos a escribirlo como la interseccién de un
conjunto compacto K y uno cerrado C.

Definimos K como K = {w €Y ‘ lwz| < ||lz|| Vo € B} = [ el Illzll, |=]]]. En virtud del
teorema de Tychonoff, K es compacto en Tyy.. Definimos C' como C = {w € Y ‘ Wrty =
Wy + Wy, Wag = Awz, YA ER y Va,y € E}.

(Basta ver que f € Bp+ equivale a || f|| < 1 ie. sup,cp < 1, con las otras dos con-

Para ver que es cerrado basta escribirlo como

C= ) 4yn () Brx

z,yekr ze€E M ER

Donde A, , = {w € Y‘wary—wx—wy =0}y By = {w € Y‘w,\z—)\wx = 0} son
conjuntos cerrados, puesto que las aplicaciones ¢1,¢2 : Y = R ¢1(w) = wayy —wa —wy ¥
¢P2(w) = wxg — Aw, son continuas y el conjunto {z = 0} C R es cerrado. O

Nota 5. Hemos usado un resultado bésico de topologia: la intersecciéon de un conjunto
cerrado y un conjunto compacto es un conjunto compacto. Si K es compacto y C es
cerrado, entonces K N C' es un subconjunto cerrado del compacto K, de modo que es
compacto, puesto que la compacidad es débilmente hereditaria. También hemos usado el
hecho de que la imagen continua de un compacto es un conjunto compacto.
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1.5.1. Corolarios

En esta seccién la reflexividad juega un papel importante. Recordamos la definicién.
Definiciéon 1.5.1. A partir de ahora utilizaremos frecuentemente la aplicacién J, a la
que llamaremos inyeccién canodnica:

J:E— E*

r— & E"—R

f—f(z)

Claramente J es siempre inyectiva, lineal, y ademds ||z|| 5 = ||J(z)|| gos -

Definicion 1.5.2. F es reflexivo si la aplicacién J de la definicién anterior es sobreyectiva.
En tal caso utilizaremos la notaciéon F = E**.

Es facil intuir el papel que juega la propiedad E = E**, puesto que estamos trabajando con
topologias cuyas definiciones dependen directamente del dual de E. En efecto, destacamos
el siguiente teorema como el primer corolario del teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki.

Teorema 1.5.3. (Kakutani) Sea E un espacio de Banach. E es reflexivo si y sdlo si la
bola unidad

Bp={z € E||l2]| < 1)

es compacta en la Topologia Débil o(E, E*).

Demostracién. (Teorema 1.5.3, =) En primer lugar probaremos que si E es reflexivo,
entonces Bg es compacta en o(E, E*). Si E = E**, se verifica J(Bg) = Bg« = {{ €
E** ‘ |€]| < 1}, donde J es la aplicacién dada en la definicién 1.5.1. La bola unidad
Bp+=, por el teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (teorema 1.5.1), es compacta en la
topologia o(E**, E*), con lo que basta ver que J~! es continua definida como aplicacién
JV (B, 0(E**,E*)) — (E,o(E,E*)). Para cada f € E*, la aplicacién ¢f definida
como
op: (B, 0(E™,E")) — (R, Tys)

& — fITHE) =€)
es continua, puesto que, Vf € E*  la aplicacion
Yy:io(E™ E*) — R

§—&(f)

es continua, de modo que aplicamos la proposiciéon 1.2.3 y J~! es continua. La otra
implicacién requiere utilizar el teorema de Goldstine.

O]

Lema 1.5.4. (Teorema de Goldstine)
Sea E un espacio de Banach. J(Bg) es denso en Bg« en la topologia o(E**, E*) .
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Demostracién. Queremos ver que todo abierto interseca al conjunto J(Bpg). Sea & €
Bg+ y V un entorno de £ en o(E**, E*), que podemos suponer de la forma Vo
definido como en la proposicion 1.4.3, es decir,

(n—&)(fi)| <eVi=1,...,k}.

En otras palabras, queremos demostrar que existe x € Bg tal que J(x) € V, o equivalen-
temente, |fi(x) —&(fi)| <eVi=1,...,k (*). Denotamos v; = &(fi).

Tenemos que [|€]| < 1y por la linealidad de &, 5(25::1 Bifi) = Ele Bivi para f3; € R . Esto
implica que | Zle Bivil < HZle BifiH. Denotamos v = (71, ...,7) € R¥ y consideramos

V=Vi ={nek”

-----

la aplicacién ¢ : E — R* tal que o(z) = (f1(z),..., fu(z)).

E**’E*
Supongamos que (*) no se cumple. Entonces v ¢ gp(BE)U( ), de modo que, por la

segunda forma geométrica de Hahn-Banach (B.2), {7} v ¢(Bg) pueden ser separados por
un hiperplano, es decir, existen 8 € RF y a € R tal que

Bo(r) < a< pfy Vz € Bg.

Se sigue que

Kk Kk
D Bifi(x) <a <) B
=1

i1
De donde
k k
Z/Bifi <a< Zﬁz‘%
i=1 B i=1
O'(E**,E*)

lo cual es una contradiccién y prueba que v € ¢(Bg) , de donde se sigue (*). O

Estamos en condiciones de acabar la demostracién de la implicacién del teorema 1.5.3.

Demostracién. (Teorema 1.5.3, <)

La inyeccion candnica J, argumentando de la misma manera que para la otra implicacién,
es continua de o(E*, E) en o(E**, E*).

Suponiendo que Bg es compacto débil, deducimos que J(Bg) es compacto en o(E**, E*),
y dado que o(E**, E*) es Hausdorff, cerrado débil*. Por el lema de Goldstine J(Bg) es
ademds denso débil* en Bpg++. De modo que J(Bg) = J(Bg) = Bg++. En consecuencia
J(E) = E**, es decir, E es reflexivo.

O]

Proposicién 1.5.5. Sea C C E un conjunto convezo. C es cerrado en o(E, E*) si y solo
si lo es en la topologia fuerte T.

Demostracién. Como o(E,E*) C 7, si C es cerrado en o(E, E*) lo es en 7. Veremos
que si C' es cerrado en 7 lo es en o(E, E*) comprobando que el complementario de C' es
abierto en o(F, E*). Lo haremos probando que todo punto x € C¢ es interior.

Sea x ¢ C (si no existe el resultado es trivial). Por el la segunda forma geométrica de
Hahn-Banach (ver B.2) existe un hiperplano cerrado que separa C'y z. Es decir, existen
feE*y aeRtal que

@) <a<fly) VyeC.
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El abierto U = f~!((—o00,a)) € o(E, E*) contiene por tanto ax y UNC = (i.e. U C C°.
O
Proposicion 1.5.6. Si E es un espacio de Banach reflexivo, todo subespacio lineal cerrado

M C FE es reflexivo.

Demostraciéon. Queremos ver que M = M**. Aplicaremos el teorema 1.5.3, para lo cual
necesitamos que Bjs sea compacto en la topologia o(M, M*). Como E es reflexivo, Bg
es compacto en o(E, E*), y por ser M convexo (subespacio) y cerrado en 7 entonces M
es cerrado en o(FE, E*) (proposicién 1.5.5).

Teniendo en cuenta que By = B N M, By es compacto en o(E, E*), de modo que lo
es en la topologia inducida sobre M, dado que todo subconjunto cerrado de un compacto
es compacto. Por ultimo basta ver que la topologia inducida por o(E, E*) sobre M es la
misma que o(M, M*). Esto se deduce del teorema de Hahn-Banach (Ver B.2), que afirma
que todo funcional lineal continuo (acotado) de M es restriccién de un funcional continuo
(acotado) de FE. O

Corolario 1.5.7. Los teoremas 1.5 y 1.5.8 son wvdlidos para cualquier bola en E* y E,
respectivamente. Es decir, st X = E* 6 E con E reflexivo, para todo A > 0 y todo g € X,
entonces la bola

Byy(\) = {z € X | [|lz — zol| < A}

es compacta en X con la topologia débil (o(E,E*) para E y o(E*,E) para E*).
Demostraciéon. Basta considerar la aplicacion continua
T: X —X

T — xg + Az.

La imagen continua de un conjunto compacto es compacto, Bx es compacto (teoremas
1.5.1 y 1.5.3, respectivamente) y T(Bx) = By, ().

O
Corolario 1.5.8. Si E es un espacio de Banach reflexivo y K C E es un conjunto

acotado, cerrado y convexo, entonces K es compacto en o(E, E*).

Demostracién. Por la proposicién 1.5.5, K es cerrado en o(E, E*). Por ser acotado,
existe m € R tal que K C mBg = By(m), y por el corolario 1.5.7, By(m) es compacto
débil. Todo subconjunto cerrado de un conjunto compacto es compacto. O

Teorema 1.5.9. Sea E un espacio de Banach reflexivo y C C E un conjunto que verifica:
(1) C #10.
(2) C es cerrado (En la topologia fuerte).
(3) C es convezo.
Y¢:C — (—o00,+00] una funcion que verifica:
(4) ¢ # oc.
(5) 1imyj3)|s00 p() = +00. (Sin hipdtesis si C' estd acotado).
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(6) otx+ (1 —1t)y) <tp(x)+ (1 —1t)p(y), z,y € C, t € (0,1) (Conveza).

(7) YA € R el conjunto A<y = {x € C ‘ p(x) < A} es cerrado en la topologia fuerte
(Semicontinua inferiormente).

Entonces ¢ alcanza su minimo en C. Es decir,
Jzg € C tal que p(xp) = min p(z)
zeC

Demostracién. Tomando ¢ € C' tal que p(c) < oo definimos
¢ = {z € C o) < pl(O)

C es cerrado (por (7)), convexo (por (6)), y acotado (por (5) o trivialmente si C' lo estd).
Por tanto, segun el corolario 1.5.8, C' es compacto en o(FE, E*).

Nuevamente por (6) y (7) tenemos que el conjunto A,<y es convexo y cerrado en la
topologia fuerte, y por tanto es cerrado (utilizando la proposicién 1.5.5) en o(E, E*) (¢
es semicontinua inferiormente para la topologia o(E, E*)).

Se sigue que @ alcanza su minimo en el compacto C (ver nota 6), es decir, existe z¢ € C
tal que p(xg) < p(z) Vo € C. Pero como para cada x € C' — C es p(x9) < p(c) < p(zx) el
teorema queda demostrado. ]

Nota 6. Hemos usado una propiedad basica de las funciones semicontinuas inferiormente:
Sigp:C — (—o0,+00] es una funcién semicontinua inferiormente y C es compacto
entonces ¢ alcanza su minimo en C. Para demostrarlo basta suponer que ¢ no alcanza el
minimo, en cuyo caso Vz € C existe e(x) > 0 que verifica inf ¢ < o(z)—e(z). Porser ¢
semicontinua inferiormente existe un entorno N, de x tal que p(z)—e(z) < ¢(y) Vy € Ny.
Como (N,) zc¢ €s un cubrimiento por abiertos de C existen Ny, ..., Ny, tales que

CCN, U...UN,,.

Pero inf s < ming—1 . n{@o(zr) — e(zr)} y ademds Vy € C y € N,, para algin k, es

decir, ming—y . n{e(zk) —e(zr)} < o(zr) —e(zr) < @(y), ie. ming—y,_ n{o(zr) —e(zr)} <
inf__~ ¢, lo cual es una contradiccion.

Nota 7. En las hipdtesis del teorema 1.5.9 se ha supuesto que (2) y (7) se verifican en la
topologia fuerte para después demostrar que lo hacen en la topologia débil. Se trata de
hipétesis més débiles y por tanto mas faciles de cumplir. Que un conjunto sea cerrado en
la topologia fuerte es en general mds fdcil que que lo sea en la topologia débil, ya que en
dimensién infinita, como hemos visto en la proposicién 1.3.5, o(E, E*) C 7.

A continuacién damos una condicion suficiente para que un espacio de Banach sea refle-
xivo, la de ser uniformemente convero, que definimos a continuacién. El resultado es el
teorema de Milman-Pettis.

Definicion 1.5.3. Un espacio de Banach E es uniformemente convexo si verifica

Ve > 0 3§ > 0 tal que si x,y € F verifican

I, [yl < 1, [lz —yl] > e,
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entonces
r+y

|<1-s

Teorema 1.5.10. (Milman-Pettis) Todo espacio de Banach uniformemente convexo
es reflexivo.

Demostracién. Queremos ver que J es sobreyectiva, donde J es la inyeccién candnica
(definicién 1.5.1), lo que equivale a ver que si £ € E** con ||{|| = 1 entonces £ € J(Bg)
(dado que J es lineal).

J(BE) es cerrado fuerte en E**, ya que si se considera una sucesion (7, )nen = (J(2n))nen C
Bpg+ tal que (n,) — n, dado que J es una isometria, (z,)n,eny C Bp es de Cauchy, y por
tanto x,, — & € Bg. De la continuidad de J se deduce que efectivamente J(x) = n, lo que
implica que (7, )nen converge en J(Bg), i.e J(Bg) = .J(Bg). Asi pues, basta demostrar
que

Ve >0 3z € Bg tal que ||§ — J(z)|[p~ < € (ie &€ J(Bg)). (*)

Para cada ¢ > 0 considérese el ¢ tal que si ||z], [|y]| < 1y ||z —y|| > € entonces H%H <
1 — 4. Dado que [[§]| = 1 = sup g1 [§(f)| podemos tomar f € E* tal que [|f|| =1y

Ef)>1-5 ().

Consideramos el conjunto
52 .
ViR ={ne E™[In—£(f)l < 6/2},

que es un entorno de £ en la topologia o(E**, E*), y como J(Bg) es denso en Bg«+ (en

o(E**, E*)) por el lema 1.5.4, se tiene que V;s/z N J(Bg) # 0. Es decir, 3z € Bp tal que

J(x) € V]f /2. Probaremos que z verifica (*) por reduccién al absurdo:

Supongamos lo contrario, que [|{ — J(z)|| > €. Esto equivale a decir que § ¢ Bj)(e),
donde B, (¢) es la bola cerrada centrada en J(z) de radio . By (¢) es cerrado en
o(E**, E*) , lo que se sigue del teorema 1.5.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki), teniendo en
cuenta que o(E**, E*) es Hausdorff, y por tanto todo conjunto compacto es cerrado.
Ademds Bj(,)(¢) es compacta.

Si llamamos W al complementario de Bj(,(¢) en E** entonces W es abierto y por tanto

un entorno de £ en o(E**, E*). Asf pues W N Vf/Q NJ(Bg) # 0.

Es decir, existe y € Bg, tal que J(y) € V;S/Q NW. Del hecho de que tanto J(z) como J(y)

/2

0
pertenecen a Vf , tenemos que

[f(x) = &N <6/2 v [fly) =& < /2.

(Nétese que J(z) € Vf/2 equivale a |J(z) — &(f)] < §/2, que a su vez equivale a |f(z) —
&(f)| < /2 y anédlogamente para y).

Reescribiendo las desigualdades como
—0/2 < f(z) —&(f) <6/2,
—6/2 < f(y) = &(f) <9/2,
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obtenemos 2¢(f) < f(x +y) +0 < ||z + y|| +J (Ya que ||f|| = 1). Por la eleccién de f

inicial tenemos ademéds que (f) > 1 — g (**) , lo que prueba:

|z +y| >2426 ie.

r+y

H>1+6.

Esto significa, dado que FE es uniformemente convexo y de la eleccién de 4, que ||z—yl|| < ¢,
lo cual es absurdo porque J(y) € W ie. J(y) & By)(e) ie. ||z —y|| > e

O

Nota 8. Un espacio es reflexivo independientemente de la norma equivalente que se le
asigne, sin embargo, que el espacio sea uniformemente convexo depende de la norma ele-
gida, incluso aunque las normas elegidas sean equivalentes. El ejemplo mas elemental es
el de R?, que es uniformemente convexo si se toma la norma ||-||2, pero no lo es si se toma
la norma ||-||1, siendo ambas normas equivalentes.

Teorema 1.5.11. Un espacio de Banach E es reflexivo si y solo si E* lo es.

Demostracién. Supongamos primero que E es reflexivo. Entonces J : E — E** es
una isometria biyectiva (definicién 1.5.1). Queremos demostrar que la inyeccién canénica
J*: B* — E*** es sobreyectiva. Sea ¢ € E***. La aplicacion

f+E—R

z — o(J(x))

verifica f € E* por las propiedades de J*, y aplicando las definiciones correspondientes
tenemos:

f(@) = (J(x)) = J(@)(f)-

De la sobreyectividad de J deducimos que {J(x) ‘ x € E} = E**, de donde podemos
definir:

p(§) =&(f)  VEe BT,
que significa que la inyeccién canénica J* es sobreyectiva con (J*)71(p) = f.

La otra implicacién se demuestra como corolario de ésta. Partimos del hecho de que E*
es reflexivo, de modo que, como acabamos de ver, E** es reflexivo. J es una isometria, de
modo que J(FE) es cerrado fuerte en E**. Por la proposicién 1.5.6 tenemos que J(E) es
reflexivo, y como E = J(E), E es reflexivo.

O]

Corolario 1.5.12. Un espacio de Banach E es reflexivo y separable si y solo si E* es
reflexivo y separable.

Demostracién. Si E* es reflexivo y separable entonces claramente E es reflexivo y se-
parable (teoremas 1.5.11 y B.3.2). Por otra parte, si E es reflexivo y separable entonces,
como E** = E, E** es reflexivo y separable, de modo que la implicacién < prueba que
E* es reflexivo y separable. O

Teorema 1.5.13. Sea E un espacio de Banach tal que E* es separable. Entonces Bg es
metrizable en la topologia débil o(E, E*).
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Demostracién. Sea {f,}nen un conjunto denso fuerte en Bg« (que es separable por la
proposicién B.3.1). Para cada = € E definimos

o0

Nzl = 3 gl
n=1
Claramente ||| - ||| es una norma en E y ademés
— 1
> o lfaa)l < Z 5z Wfallg- el < Z Il = el -
n=1
Naturalmente, para ||| - ||| la métrica correspondiente es d(z,y) := |||z — y|||. Esta métrica

genera una topologia 7, y el objetivo es mostrar que la topologia inducida por 7 en Bg es
equivalente a la inducida por o(E, E*). Probaremos por tanto que (i) o(F, E*)|BE C Ty,
y que (ii) 7|'BE C o(E, E¥) aplicando el criterio de Hausdorff (ver [4, Teorema 4.8, pag
35]).

lBg>

(i) Sea xp € Bg y V un entorno débil de xy. Debemos encontrar r > 0 tal que
U:= {xGBE‘d(:c,xo) <rycV

Como de costumbre, por la proposicién 1.3.3, suponemos que V = Vg, = = {z €
Bg ‘ lgi(x —x0)| <eVi=1,..,k} cone >0y g1,..,gr € E* y suponemos sin pérdida de
generalidad que g; € Bg= Vi = 1, ..., k. Dado que el conjunto {f,}nen es denso para cada
i existe un n; tal que

9
E* <

y podemos escoger r > 0 tal que
My < % Vi=1,.. k.
Asi, st d(z, zo) <r, ie. Y oo 2infn(:n —xo) <,
1 .
ﬁ|fnl(a: —xo)|<r Vi=1,..k.
De modo que para cada i =1,....k
€ €
|gi('x - x0)| = |gi - fm($ - 330) + fm(‘r - xo)‘ < 9 + 9
y concluimos que x € V' y para dichor U C V.
(ii) Sea z¢ € Bg+. Dado r > 0 debemos encontrar un entorno V' débil de z( tal que
V CcU:={x € Bg ‘ d(x,zo) <T}.

Es decir, debemos buscar € > 0 y k elementos de {f,}nen para los cuales V = {x €
Bg ‘ |filx —x0)| < e Vi=1,..,k} C U. Para algin ¢ positivo,

k 0
1 1
d(, zo) 22* fulw = 20) + > on [fn(z = 20)] <
n=1 n=k+1
- 1
e+2 > o =&+ it
n=k+1
Témese € = 5 y k suficientemente grande tal qu - 5
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Nota 9. Existe un resultado dual al teorema 1.5.13, que asegura que si E es separable
entonces Bp- es metrizable en la topologia débil* o(E*, F). La demostracién es idéntica,
intercambiando E por E*.

Nota 10. Como con los resultados de compacidad, la metrizabilidad también se extiende
a cualquier bola cerrada mediante la misma aplicacién T' del corolario 1.5.7. Se trata de
un resultado bésico de topologia que puede encontrarse en [4, Corolario 23.2, pdg. 163],
y se requiere que el espacio sea T2 (ya demostrado en las proposiciones 1.3.2 y 1.4.2) y
que ademds la bola sea compacta (también demostrado en los teoremas 1.5.1 y 1.5.3).

Concluimos con dos resultados de convergencia débil en el que aplicamos toda la teoria
expuesta a lo largo del capitulo.

Corolario 1.5.14. Sea E un espacio de Banach separable y (f,) una sucesion acotada

en E*. Entonces existe una subsucesion (fn,) de (fn) tal que fn, — f (converge en la
topologia débil* o(E*, F)).

Demostracién. (f,) C Bo(\) para algin X positivo. El conjunto By(\) es compacto en
o(E*, E) (teorema 1.5.1) y metrizable (ver notas 9 y 10), por lo que aplicando la teorfa de
espacios métricos (ver [8, Teorema 6.17, pdg. 100]) concluimos que tiene una subsucesién
convergente. O

Corolario 1.5.15. Sea E un espacio de Banach reflexivo y (x,) C E una sucesion acota-
da. Entonces existe una subsucesion (xy,) de (x,) tal que x,, — x (converge débilmente
en o(E,E*)).

Demostracién. Llamamos M al espacio generado por {x,, }nen y definimos M = MS(E’E*).
En primer lugar M es separable, puesto que podemos considerar el conjunto L denso con-
table, con L definido como el subespacio sobre Q (Q es denso en R) generado por {z, }nen.

L es contable puesto que puede escribirse como

L= Ln,

neN
donde L,, es el subespacio sobre Q generado por {z;}1<i<n

Ademas M es reflexivo (teorema 1.5.6), de modo que M* es también separable y reflexivo
(teorema 1.5.12). Como M estd acotado, vamos a suponer, por By(m), aplicando el teo-
rema 1.5.13 tenemos que By(m) es metrizable (ver teorema 1.5.13 y nota 10) y compacta
(ver teorema 1.5.3 y corolario 1.5.7).

A partir de aqui basta aplicar nuevamente la teorfa de espacios métricos (ver [8, Teorema
6.17, pag. 100]) para concluir que para (z,) existe una subsucesién (z,, ) tal que x,, — x
en o(M, M*). Como ya hemos visto en la demostracién de la proposicién 1.5.6, la topologia
o(M, M*) es la misma que la inducida sobre M por o(E, E*), de modo que z,, — = en
o(E,E*). O

Nota 11. Obtener una subsucesién convergente es muy util para después utilizar las
propiedades mostradas en el corolario 1.4.4 para obtener otras sucesiones convergentes
relativas a elementos del dual.






Capitulo 2

Espacios de Hilbert y los teoremas
de Stampacchia y Lax-Milgram

En este capitulo tratamos los resultados més relevantes sobre espacios de Hilbert, asi como
los teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram. El resultado de Lax-Milgram se enuncia
como corolario del teorema de Stampacchia, y se trata de un un resultado fundamental
para demostrar la existencia y unicidad de solucién al aplicar el Método Variacional.

2.1. Espacios de Hilbert. Propiedades. Proyecciones

Definicién 2.1.1. Sea H un espacio vectorial equipado con un producto escalar (-,-), es
decir, una forma bilineal (-,-) : H x H — R que verifica:

(1) (et v,) = (1, 0) + (0, 0), (04 w) = (1,0) + (1, 0) ¥ (A, ) = (1, A0) = Au, )
Vu,v,w € H y VA € R (Lineal en ambas variables).

(2) (u,v) = (v,u) Yu,v € H (Simétrica).
(3) (u,u) >0siu##0y(0,0) =0 (Definida positiva).

Si H con la norma ||ul| := (u,u)"/? (ver proposicién 2.1.1) es completo, H es un espacio
de Hilbert. En adelante y hasta el fin del capitulo, H denotard espacio de Hilbert con el
producto escalar (-,-) y la norma ||||.

Proposicién 2.1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Para todo u,v € H, se tiene

[(u, 0)] < (u, )2 (0,0)12,

1/2 ¢s una norma sobre H.

de donde se sigue que ||u|| := (u,w)
Demostracion. Si u 6 v son el vector nulo la prueba es trivial. Sea u # 0y v #0 y
A= EZ—:;; € R. Entonces

0 < (u—Av,u— ) = (u,u) — 2\ (u,v) + X2(v,v) =

(1.0) o 4 00

(u,u) — 2 .0)

19



20 2.1. Espacios de Hilbert. Propiedades. Proyecciones

de donde (u,v)? < (u,u)(v,v). Las propiedades (i) y (ii) de la definicién de norma (defini-
cién B.1.1) son evidentes. Para demostrar (iii), escribimos la definicién de ||-|| y aplicamos
la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

2 2 2
[u+ ol = (u+v,u+0) = (u,u) + (v,0) + 2(u,v) < [lu]* + [[ol]* + 2 [[u] [lv]| =

(leell + [lvl)?.

Nota 12. L?(f2) es un espacio de Hilbert con producto escalar

szg

Este producto escalar genera evidentemente la norma definida en la seccién B.4: || f|]2 =

(£ OV = (Jo FOV? = (Jo LFH)V2

Proposicién 2.1.2. (Regla del paralelogramo) Para todo u,v en un espacio de Hilbert

H,

2 2

u-+v
2

U —v
2

1
= 5 (lull* +[lvl*)

Demostracion.

2
|

w4 vl + [[u = v]|* = (u+v,u+v) + (u—v,u—v) = 2((u,u) + (v,0)) =

2(lull* + [lol*)

Proposicion 2.1.3. Todo espacio de Hilbert H es reflexivo.

Demostracién. En virtud del teorema 1.5.10 (teorema de Milman-Pettis), basta demos-
trar que todo espacio de Hilbert H es uniformemente convexo:

Seae >0y u,v € H tales que ||u]|,||v]| <1y ||lu—0v|| > ¢, el objetivo es encontrar § > 0
para el cual

il SO R
Por la regla del paralelogramo tenemos que
1H HQ‘*‘H H) u+vl? u—vl? utvl? &2
—(||u v —
2 2 2 2 4’
asi pues,
2
1_ € u+v
4 2

Témese § = 1—(1—%)1/2. O



Capitulo 2. Espacios de Hilbert 21

Teorema 2.1.4. (Teorema de la proyeccion de Hilbert)

Sea C # () un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de Hilbert H. Para todo u € H
existe un Unico elemento ug € C que verifica

= wol| = min fu = e]|.

Ademds, ug es el unico elemento que verifica
up € C'y (u—wug,c—up) <0 VeeC.

Definiciéon 2.1.2. Al elemento uy del teorema de la proyeccién de Hilbert se le llama
proyeccién de u sobre C'y lo denotaremos Pg(u).

Demostracién. En primer lugar probamos la existencia. H es reflexivo y C es no vacio,
cerrado y convexo. Vamos a aplicar el corolario 1.5.9 a la funcién

p:C—R

c— |ju—¢||.

¢ verifica 1fm)¢| 00 p(c) = +00 (5) y de la continuidad de la norma se deduce que es
continua (luego semicontinua inferiormente (7)). Como ||u — tey — (1 — t)eo|| = |ju —
tey — (1=t — (1 —t)u+ (1 —t)ul| < |lu—teg — (1 =t)ul| + ||(1 —t)u — (1 — t)ea|| =
tlu—c1]| + (1 —t)||u — co|| para t € (0,1), ¢ es convexa (6). Esto prueba la existencia de
u.

Probamos ahora la equivalencia. Supongamos que ug € C verifica ||u — up|| = mingec |Ju — ¢
Para v € C tenemos que, Vt € [0,1] ¢ = (1 — t)ug + tv € C, de modo que

o — woll < flu— (1= g — to]] = llu— o — t(0 — w).
Elevando al cuadrado:
llw — ol < flu— uol|* = 2t(u — o, v — ug) + 2 ||v — uol*.
De donde, si t # 0:
2(u — ug,v — up) < t v —ug|*.
Tomando el limite cuando ¢t — 0 obtenemos (u — ug,v — up) < 0 Vv € C.

Reciprocamente, si ug € C verifica (u — ug,c — ug) < 0 Vo € C entonces |Jug — ul|* —
e — ul|* = 2(u — ug, ¢ — ug) — |Jup — ¢||* < 0. De modo que |Ju — ug||* < |lu—¢|* Ve e C
y ug es el minimo de .

Por tdltimo probamos la unicidad: Supongamos que g y ug verifican:
(u—ao,c—ﬂo) <0 VeeC.

(u—wug,c—up) <0 VeeC.

Tomando ¢ = ug en la primera desigualdad, ¢ = g en la segunda y sumandolas obtenemos
lio — uol| <O0.

O]
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Proposicion 2.1.5. Para un conjunto convexo cerrado y no vacio C de un espacio de
Hilbert H, la proyeccion Pgo wverifica

HPC(ul) — PC’('LLQ)H < Hu1 —UQH Vul,uQ € H.

Nota 13. Esta proposicién afirma que, intuitivamente, la proyeccién no aumenta las
distancias.

Demostraciéon. Tenemos que

(u1 — Po(u1),c— Po(u1)) <0 YoeC.

(ug — Po(ug),c — Po(u2)) <0 Vee C.

Para demostrar la proposicién basta sustituir en ¢ = Po(ug) en la primera desigualdad y
¢ = Po(u1) en la segunda, obteniendo

(u1 — Po(u1), Po(uz2) — Po(u1)) + (u2 — Po(u1), Po(u1) — Po(uz)) <0,

y por tanto
1P (ur) = Pe(uz)||* < (ur = uz, Po(ur) — Pe(uz)).

De donde se obtiene la desigualdad deseada utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
O

Corolario 2.1.6. Si M C H es un subespacio cerrado de H, la proyeccion de u ug =
Pyr(u) estd caracterizada por ser el elemento ug que verifica

up € My (u—wug,m)=0Vm e M.

Definicion 2.1.3. La aplicacion Py del corolario anterior es un operador lineal y se le
llama proyeccién ortogonal sobre M.

Nota 14. El corolario anterior puede verse como la generalizacién del conocido resultado
en dimensién 3 que asegura que la distancia de un punto a un plano puede encontrarse
trazando la recta perpendicular al plano que pasa por el punto. Nétese que la distancia
de un punto u a, en general, un conjunto C, es precisamente inf.cc ||u — ¢|| (como dicta
el teorema 2.1.4).

Demostracién. De la definicién 2.1.4 tenemos que
(u—wug,m—up) <0 Vme M,

y por tanto (u—ug,rm —up) < 0Vr € R, de modo que (u—wug,rm) < (u—ug,ug) Vr € R,
de donde obtenemos que necesariamente (v — ug, m) = 0.

La implicacién reciproca es evidente, puesto que m —ug € M Vm € M. O
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2.2. Dual de un espacio de Hilbert. El teorema de repre-
sentacion de Riesz-Fréchet

Queremos estudiar ahora el dual de un espacio de Hilbert H. En primer lugar nétese
que pueden escribirse funcionales lineales continuos en H simplemente tomando cualquier
elemento v € H y escribiendo

fo: H—R

u— (v,u).

Lo que demuestra el teorema de representacion de Riesz-Fréchet para espacios de Hilbert
es que, de hecho, todos los funcionales de H* son de esta forma. Se trata de un resul-
tado fundamental, pues permite identificar H con su dual H* mediante un isomorfismo
isométrico y decir que H* = H.

Teorema 2.2.1. (Teorema de representacion de Riesz-Fréchet)

Para todo f € H* existe un unico v en H que verifica
f(u) = (v,u) Vu € H,

y ademds
[l = Tlol]a-

Demostraciéon. Consideramos la aplicacién T, definida como
T:H— H*

v— Ty :H—R

u— (v, u)
que es lineal e inyectiva. Como T, (u) = (v, u), |Ty|| g« = Supyen T|TT(|7T) < SUPueqH W =
o T, : 2
|v]| ;- Ademas, si u = v tenemos ﬁ = (ﬁ’;ﬁ) = % = ||v|| 4, por lo que | Tyl g+ = ||v] -

Es decir, T': H — T(H) es una isometria lineal biyectiva. T(H) es cerrado, como ya
hemos visto, pues es imagen isométrica del espacio completo H.

Lo que queda por demostrar es que T(H) es denso en H*. Para probarlo basta ver que
todo funcional continuo h : H* — R (i.e. h € H**) que se anula en T'(H) es el funcional
nulo en H** (ver corolario B.2.5). Sea h € H** tal que h(T'(v)) = 0 Vv € H. Entonces,
como H es reflexivo (H = H**, usamos h para referirnos a J(h)) tenemos que h(T'(v)) =
Ty(h) =0 Vv € H. Se sigue que (v,h) =0 Vv € H, i.e. h =0.

O]

Nota 15. Este capitulo sigue un esquema que basa sus resultados en la reflexividad de
H. Tanto la demostracién dada para el teorema 2.2.1 como la dada para el teorema 2.1.4
requieren conocer que H es reflexivo. Es posible dar una demostracion mas elemental que
evita usar la reflexividad como argumento en ambos casos. La reflexividad se tendria en
tal caso como corolario inmediato del teorema 2.2.1. Puede consultarse en [10, Capitulo
1].
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2.3. Los teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram

Los teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram son resultados del Anélisis Funcional que
permiten dar una representacion para una forma bilineal en un espacio de Hilbert. Como
se verd en el capitulo 4, seran nuestras herramientas para demostrar la existencia y uni-
cidad de solucién al aplicar el método variacional.

Teorema 2.3.1. (Stampacchia)

Sea a: H X H — R una forma bilineal que verifica:
(1) 3C € R tal que |a(u,v)| < C||ul|||v]| Vu,v € H. (Continua)
(2) 3o € RT tal que au,u) > of|ul%. (Coercitiva)

Si C' C H es un conjunto no vacio cerrado y convexo, para todo f € H*, existe un unico
elemento v € C que verifica:

a(v,u—v) > flu—v) YueC. ™)

Y si ademds a es stmétrica entonces el elemento v estd caracterizado por ser el minimo
de la funcion F(u) = ta(u,u) — f(u). Es decir, v verifica:

1a(v,v) — flv) = mfn{%a(u,u) = f(u)} ")

2 ueC

Para probar la existencia y la unicidad del elemento v usaremos el teorema del punto fijo
de Banach, (obsérvese la importancia de la completitud):

Lema 2.3.2. (Teorema del punto fijo de Banach) Si X # () es un espacio métrico
completo y existe k < 1 tal que S : X — X es una aplicacion que verifica:

d(S(Ul),S(’Ug)) < kd(vl,vg) V'I}l,'l}g e X.
(Contraccion estricta). Entonces S tiene un tunico punto fijo v. (i.e 3 v que verifica

S(v) =wv).

Demostracién. La unicidad de v es evidente, ya que si © y v son dos puntos fijos de S
tenemos que

d(5(v), 5(v)) = d(v,v) < kd(0,v),
con k < 1y por tanto d(v,v) =0, i.e. v = 0.

Para demostrar la existencia de v tomamos cualquier ug € X y definimos la sucesién
Unt1 := S(uy,) para n € Ny, para la cual obtenemos por induccién que

d(Up41,un) < K"d(S(ug), ug).
Ademas, si n € Ny m > 1 tenemos que

d(“n-‘,—ma un) < d(un+m7 Un—l—m—l) +...+ d(un-i-h un) <
n

k
(K7 L R)d(S (o) wo) < 7

kd(S(UO),uo).

La sucesién (u,) es de Cauchy y por tanto tiene limite v € X. De la continuidad de S
tenemos que S(v) = limy, 00 S(uy) = limy, 00 Up4+1 = v, con lo que v es el punto fijo de
S. d
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Demostracién. (Teorema 2.3.1) Procedemos por tanto con la prueba de la existencia
del elemento v. Fijado v € H se tiene que

ay,: H—R
u — a(v,u)

es continuo y lineal, lo que nos permite aplicar el teorema de representaciéon de Riesz-
Fréchet (teorema 2.2.1) para afirmar que existe un tinico elemento en H, que denotaremos
A(v), tal que a(v,u) = (A(v),u) Yu € H. Para cada v € H la aplicacién A es un operador
lineal de H en H que verifica:

(i) ||Av]| < C||v|| Vv € H. (Dado que, de (1), ||Av|| = (Av, Av)Y/? = a(v, Av)Y/? <
CH2|[w][/2]] Av[[/2).

(i) (Av,v) > al|v]|?. (Dado que, de (2), (Av,v) = a(v,v) > af|v]|?).

Sabemos ademaés, de nuevo por el teorema 2.2.1, que existe un elemento w € H tal que
fu) = (w,u) Yu € H. Todo esto nos permite afirmar que encontrar v que verifique (*)
equivale a encontrar v que verifique:

(Av,u —v) > (w,u —v) Vu € C.
Que a su vez equivale a encontrar v que verifique:
(pw — pAv+v—v,u—v) <0 Vu € C.

(Donde p € RT y sera determinado después. Nétese que (w — Av,u—1v) < 0 es equivalente
a p(w — Av,u —v) = (wp — Avp,u — v) < 0 siempre que p sea positivo, y esto tltimo
equivalente a (wp — Avp +v —v,u —v) <0).

Obsérvese ahora que esta iltima desigualdad define a v como la proyeccion del elemento
pw — pAv + v para algin p € RT (teorema 2.1.4), es decir:

v = Po(pw — pAv + v).
Para ver que tal v existe consideramos la aplicaciéon
S:C—C

u — Po(pw — pAu + u).

El elemento buscado v es por tanto un punto fijo de la aplicacién S, demostrar su exis-
tencia y unicidad se reduce ahora a comprobar que S verifica las condiciones del teorema
del punto fijo de Banach (lema 2.3.2). C' es completo puesto que es cerrado en un espa-
cio completo. Veamos por tanto que la correcta eleccion de p garantiza que S sea una
contraccién estricta.

De la proposiciéon 2.1.5 tenemos que
15 (u1) = S(u2)l < [l(u1 — u2) — p(Aus — Aup)]|.
Desarrollando la expresién a la derecha en términos del producto escalar tenemos:

[(uy — ug) — p(Auy — Aug)||? = (u1 — ug + p(Aug — Auy), uy — us + p(Aug — Auy)) =
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(u1—ug, ur—uz)+(p(Auz—Aur ), ur—uz)+(ur—uz, p(Auz— Aur))+(p(Auz— Aur), p(Auz—Auy)) =
|Jur — U2||2 + 92|’AU2 - AU1H2 + 2p(Aug — Auy,uy — ug) =
[lur — ug||* + p?|| Aug — ur)|* = 2p(A(ug — u1),uz — u1) <
[ur — ual|? + p?C?||ug — w1 ||* — 2pa|ur — uz||* =
llur = u2|[*(1 = 2pa + p*C)
(Esta tltima desigualdad debida a (i) y a (ii)).

Es decir,
1S (1) = S(us)l| < [Jur — ual[2(1 — 2pa + p2C).

Asi pues, si se toma p de manera que 0 < p < % se tiene que S es una contraccion

estricta con k = (1 — 2pa+ pQC')l/ 2 <1y la existencia y unicidad de v quedan probadas.

Supongamos ahora que ademads a es ademéas simétrica. En este caso a define un nuevo
producto escalar en H, y de las propiedades de a (1) y (2) se tiene que 0 < af|u|| <

la(u,u)|"/? < C|lu|| Yu € H, de modo que las normas || - || y la generada por a, que
denotamos || - ||4, son equivalentes.
Esto implica que H es completo con la nueva norma || - ||, (i.e H con a es un espacio de

Hilbert), de modo que podemos aplicar nuevamente el teorema 2.2.1 para representar el
funcional f utilizando el producto escalar a(-,-). Es decir, existe un tnico elemento g € H
que verifica:

f(u) =a(g,u) Yu € H.

De esta manera, la desigualdad (*) es equivalente a la desigualdad
CL(’U,U - U) > a(g,u - U)7
i.e:
a(g—v,u—v) <0 VueC.

Donde v es precisamente, tal y como prueba el teorema 2.1.4, la proyeccién de g sobre C.
Es decir, v es el tinico elemento que verifica

a(g —v,9— /U)l/Q = min (g —u,9— u)1/2

min ZgggIIQ—UIIa'

Es decir, v minimiza la funcién 3
F:C—R
u—a(g—u,g—u).
Donde a(g — u,g — u) = a(u,u) — 2a(g,u) + a(g,g9) = a(u,u) — 2f(u) + a(g, g). Luego
minimizar F' es equivalente a minimizar
F:C—R

U —> %a(u, u) — f(u).
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Corolario 2.3.3. (Teorema de Laz-Milgram)

Sea a: Hx H— R una forma bilineal que verifica:
(1) 3C € R tal que |a(u,v)| < C||ul|||v|| YVu,v € H.  (Continua)
(2) Ja € RY tal que a(u,u) > of|ul|* Vu € H. (Coercitiva)

Entonces, para todo f € H*, existe un unico elemento v € H que verifica:

a(v,u) = f(u) Yu € H. ™)

Y si ademds a es stimétrica entonces el elemento v estd caracterizado por ser el minimo

de la funcion F(u) = 3a(u,u) — f(u). Es decir, v verifica:

]- g 1 k%
50(v,v) = f(v) = min{Za(u,u) - f(u)}. **)

ueH

Demostracién. Basta considerar C' = H en el teorema de Stampacchia, en cuyo caso
tenemos que Vf € H* existe un unico v € H que verifica

a(v,u —v) > f(u—v) Vu € H.
Y por tanto Vt € R a(v, tu —v) > f(tu — v). O equivalentemente,
ta(v,u) — a(v,v) > f(tu —v).
i.e.
t(a(v,u) — f(u)) > a(v,v) — f(v) Vt € R,Vu € H.

Y argumentamos de la misma manera que en la demostraciéon de la proposicién 2.1.6:
necesariamente a(v,u) — f(u) = 0, puesto que si suponemos lo contrario, i.e. 3 u €
H t.q. a(v,u) — f(u) = k # 0, entonces basta hacer ¢ tender a +00 6 a —co y ver que se
contradice la desigualdad anterior.

O]

Nota 16. En el cilculo de variaciones, se dice que (*) del teorema de Lax-Milgram es
la ecuacién de Euler asociada al problema de minimizacién (**). Podemos ver el elemento
v como aquel que verifica F’(v) = 0, donde F(u) = Ja(u,u)— f(u) (v es el minimo de F).






Capitulo 3

Espacios de Sébolev

En el tema anterior nos hemos encargado de las herramientas para probar la existencia
y unicidad de solucién, que constituye el paso (3) del método variacional (ver esquema
dado en la seccién 4.1). Para aplicar estos teoremas necesitamos trabajar en un espacio de
funciones adecuado. Estos espacios son precisamente los espacios de Sébolev. Dedicamos
este capitulo a estudiarlos en profundidad. Los espacios de Sébolev son de gran utilidad
en la busqueda de soluciones a ecuaciones en derivadas parciales.

En primer lugar se introducen los espacios de Sébolev en una dimensién (seccién 3.1), y
en N dimensiones (seccién 3.2). Ambas secciones comparten el mismo esquema general,
dando las propiedades basicas de estos espacios asi como de las derivadas débiles para
cada caso. El lector advertird rdpidamente los problemas que surgen al generalizar a N
dimensiones los resultados de la primera seccién, principalmente patentes en las subsec-
ciones 3.2.3, 3.2.4 y 4.3.2. Introducir este vasto tema comenzando con intervalos en R
permite abordarlo de una manera mucho mas simple e introducir el método variacio-
nal aplicindolo a ecuaciones diferenciales ordinarias, antes de abordar las ecuaciones en
derivadas parciales y sus interminables subindices.

Los espacios de Sébolev son espacios de Banach formados por funciones de LP y su(s)
derivada(s), equipados con una norma que es combinacién de las normas LP de dicha
funcién y su(s) derivada(s). Naturalmente, y para que estas derivadas tengan sentido
para toda funciéon en LP, deben entenderse en un sentido débil que haremos preciso a
continuacién.

29
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3.1. Espacios de Sébolev en una dimensién

En adelante I C R denotard un intervalo abierto (no necesariamente acotado). La clase
de espacios de Sébolev estudiada en esta seccién sirve como base para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias.

3.1.1. El espacio W™?(I). Propiedades de las derivadas débiles.

Definicién 3.1.1. Para un intervalo I abierto, se define el espacio de Sébolev W1»([)
como

WLP(I):{ueLP(I)\ngLP(I) t.q /Iucp':—/lgcp Yo € CHI)}.

Llamamos a ¢ funcién test y g es la derivada débil de u. Naturalmente, denotaremos u’
a g, que es Unica por la proposicién B.4.2.9.

= Dotamos a WP(I) de la norma |Jul|y1e(ry = ||ul|ze + /]|

= Dotamos a W12(I), al que denotamos H'(I), del producto escalar
(u, )2y = (w,v) 2 + (W, 0") 2.

1/p
Las normas [[ul, + [[[, y (||uH;; + Hwng) son equivalentes.

Nota 17. Esta definicién es consistente: Si una funciéon v € LP(I) es derivable en el
sentido cldsico, y si u' € LP(I), entonces la derivada cldsica u' coincide con la deriva-
da débil dada en esta definicién. Basta integrar por partes (suponemos que I = (a,b)):
Jrue’ = u(b)p(b) —u(a)p(a) — [;u'¢ = — [;u'p, debido a que ¢ es de soporte compacto.
Evidentemente en este caso u € WHP(I).

Nota 18. Como ejemplo de funcién que pertenece a W1P((—1,1)) pero que no es de-
rivable en el sentido usual o clasico, tenemos la funcién u(x) = |z|, que pertenece a
WLP((=1,1)) V p t.q 1 < p < co. La derivada débil es la funcién g, definida como:

1 sixz e (0,1)
9(x) = {—1 siz e (—1,0)

Nota 19. El ejemplo anterior muestra la derivada débil de una funcién no derivable (en el
sentido usual) en un punto. Intuitivamente podemos decir que la derivada débil ignora ese
punto. Si consideramos la misma funcién pero con dominio restringido a (—1,0) U (0, 1),
la derivada clésica es, evidentemente, la misma g. Lo cual se entiende facilmente puesto
que un punto es un conjunto de medida cero, y la integral ignora dichos conjuntos. Puede
entenderse que f es derivable en casi todo punto.

Teorema 3.1.1. El espacio W'P(I) verifica:
(1) Es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
(2) Es reflexivo para 1 < p < 0.

(3) Es separable para 1 < p < oco.
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(4) WY2(I) = HY(I) es un espacio de Hilbert (Separable y reflexivo).

Demostracién. La demostracién es idéntica a la del espacio WP(Q) para Q@ c RY
(teorema 3.2.1). El operador a utilizar para demostrar (2) y (3) es T : WHP(I) — LP(I) x
LP(1).

O]

Teorema 3.1.2. Sea u € WHP(I) con 1 < p < oo. Existe una funcion i € C(I) tal que

u = u en casi todo punto ™)

a(z) —u(y) = /w o' (t)dt Y,y € I ™)
Y

Nota 20. Este teorema afirma que para un elemento u € WHP(I) existe un tnico (ver
nota 39) representante continuo en I. Es decir, en la clase de equivalencia de u existe un
tinico elemento @ continuo. También se deduce que, si u € WHP(I) y o' € C(I) (i.e. hay
un representante continuo de u’ en I ), entonces existe 4 representante continuo de u tal
que @ € C(I) (teorema fundamental del calculo).

También supone una gran diferencia entre los espacios de Sébolev en una variable y varias
variables. La manera de demostrar a través del método variacional (ver esquema de la
seccién 4.1) la regularidad de una determinada solucién a partir de una cierta hipétesis
cambia drasticamente a la hora de abordar ecuaciones diferenciales ordinarias o ecuaciones
en derivadas parciales. Mientras que en el primer caso es practicamente inmediato a partir
de este teorema, como muestra el parrafo anterior, en el segundo caso la cuestién es mas
delicada (seccion 4.3.3).

Demostracién. Sea yp € I = (a,b). Definimos 4(z) = fyf) u'(t) dt. Tenemos, para toda

@ e CLI),
f-

o dtore=— [7 [ i) ase [ [Matosto aae

Y por el teorema de Fubini se sigue

/ / " / ) dxdt + /y : /t bu’(t)so’(x) dzxdt.

Dado que ¢ es de soporte compacto, ¢(a) = ¢(b) = 0y por tanto

Ja == [ wwetnar - / b W Op0) = [ WO dr

Luego [;u¢’ + [;u/¢ = 0ie. [,(@—u)¢ = 0 Vo € CHI). Tenemos por tanto que
u—u = C en casi todo punto (ver corolario B.4.2.10). Definimos @ := a4+ C, que es
continua, pertenece a la clase de equivalencia de u y verifica (**). O
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A continuaciéon enunciamos un resultado de gran utilidad para trabajar en espacios de
Sébolev. Un elemento u € WHP(I) extendido como % a R para ser cero en el complemen-
tario de I no pertenece en general a W1P(R). Como ciertas construcciones (por ejemplo
la convolucién) sélo tienen sentido para funciones definidas en todo R, es necesario algin
mecanismo que permita extender un elemento v € W1P(I) a un elemento u € WHP(R).
Es muy 1til para demostrar ciertos resultados para WP (I). Primero se demuestra para
WP(R) y después se demuestra gracias a este resultado que se transfiere la propiedad a
WLP(T). Esta seccién es introductoria, pretendemos mostrar que para I C R la extension
se hace de manera elemental que al generalizar a abiertos en RY, asi que algunos detalles
se dejan al lector.

Teorema 3.1.3. (Operador de extension) Sea 1 < p < co. Existe un operador lineal
continuo P : W1P(I) — WYP(R), que llamaremos operador de extension, que verifica,

Yu € WhP(I);
(1) P(u), =
(3) 1Pl Loy < C llull Lo(r)-

(3) HP(U)HWLP(R) <C H’U’HWLP([)'
Donde C' depende sélo de la medida de I.

Demostracion. Para un intervalo no acotado la extension es sencilla. Supongamos sin
pérdida de generalidad que I = (0, 00). Definimos P(u)(z) (por reflexién) como

PO =1, SiZ0

Puede comprobarse ficilmente que P(u) € W'P(R) con

oY@ ={_ 570

Ademis [ P(w)lyyioy < 2lulliyrog ¥ 1P paggy < 2 Jull oy Consideramos ahora
un intervalo acotado I. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = (0, 1) para
simplificar los cdlculos. Consideramos 7 € C1(R) tal que 0 < n(z) < 1 que verifique

(z) = 1 siz<l1/4
ME =0 siz>3/4.

La funcién nu, donde % es la funcién

U=

{u(az) sizel

0 six>1,

verifica ni € WP(0,00) con (ni)’ = /i + nu'. En efecto, para toda ¢ € C1(0,00),

/Ooonﬂcp’z
/Inw’z/IU((W) —1'p) /ww /UW——/ (@ + u'n)ep.

(Puesto que ny € C1(0,1), y es evidente que u, (na)’ € LP(0,00)).
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Escribimos u como u = (nu) 4+ (1 — n)u, con el objetivo de extender ambos sumandos
a WLP(R). Extendemos nu a nit € WP(0,00) , tal y como acabamos de explicar, con
”Uﬂ”wl,p(om) < CH“HwLp(]) y HaHLp(o,oo) < CHnu”LP(I)a puesto que [[[|o, < oo. Des-
pués se extiende a v; € WIP(R) por reflexién, como ya hemos explicado. Evidentemente
vy = N

Extendemos (1 — n)u primero a 93 € W'P(—o0,1) como 0 fuera de I, lo cual puede
hacerse puesto que 1 — n(0) = 0, luego (1 — n)u(0) = 0, y puede repetirse el proceso
mostrado para extender a (0,00). Después extendemos 2 por reflexién sobre el punto
1 a vy € WYP(R). Puede comprobarse ficilmente que lvallwremy < Cllullyregy v que
||U2||LP(]R) <C HUHLP(I)'

Concluimos la prueba definiendo P(u) = v; + v2, que verifica la tesis del teorema.

O]

Teorema 3.1.4. (Densidad) Sea u € Wl’p(I) con 1 < p < oco. Fxiste una sucesion
(un)nen C CF(R) tal que Up|, — U €n Whp(I).

Demostracién. La demostracién depende de varios resultados de convolucién (ver B.4.2),
y es analoga a la del teorema 3.2.2. Consiste en probar el resultado para R para después
generalizarlo a las restricciones. La proposicién B.4.2.7 muestra que una funcién en LP(I)
puede regularizarse (hacerse C°). Después debe hacerse el soporte compacto.

Se toma cualquier funcién £ € C°(R) talque 0 < { <1y

1 sifz] <1
0 silx|>2
y se define la sucesion (§,(z)) = ({(z/n)). Del teorema de la convergencia dominada

tenemos que si f € LP(I) entonces &,f — f en LP(I) (nétese que 1 < p < o0). Tomamos
ahora una sucesion regularizante (ver B.4.2). Puede comprobarse ficilmente que u, =
&n(pn * u) converge a u en WHP(R) y verifica Un — U en Whp(I).

En efecto, u, —u = &,((pn * u) —u) + (§pu — u), luego tomando normas tenemos que
[[tn — ull,, = 0. Por otra parte, por el lema 3.2.4 uj, = &, (pn *u) +&n(pn* '), y por tanto

[z, =[], < C/mllull, + [lon o' = w'[], + [|&ne” = w'[],, =0,
lo que prueba el resultado. O
Teorema 3.1.5. Existe una constante C' tal que

lll gy < Cllullypingy  Yu€ WD) y ¥ 1< p < oo

Es decir, V1 < p < oo se tiene WHP(I) C L°(I) mediante una inyeccion continua.

Demostraciéon. Basta probar la acotacion para I = R, después, gracias al operador de
extension, se demuestra el resultado para cualquier I C R. Primero probaremos el resul-

tado para v € C}(R) y argumentaremos por densidad para demostrarlo para cualquier
v e WLP(R).

Sea v € CL(R), y definimos G(v) = |v|[P~tv € CL(R) con (G(v))' = p|v[P~ /. Asf:

|M@V=Gw@»=/xmmmp%wwﬁSpmpl V[l -

pl
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(Por la desigualdad de Holder. Téngase en cuenta que p'(p — 1) = p). Se sigue que
[v]loo < Cl[v]lw1pm) Por la desigualdad de Young.

Para demostrar el resultado para cualquier u € W'P(R) consideramos una sucesién
(un) C CHR) que converge a u € WHP(R). Se tiene para cada n que ||up — up | <
C'llun — wmlly1.0(r)» de donde, puesto que (up) es convergente en WYP(I), (u,) es de
Cauchy en L*°(R) y por tanto converge a u € L>*(R).

Para cualquier u € W1P(I) tenemos, gracias al operador de extensién (teorema 3.1.3),
lull ooy = (1P}, ] oo 1y < NP ooy < CIP@) ey < C lullprn - -

Nota 21. Argumentar por densidad, como acabamos de hacer, es un proceso estandar que
usaremos frecuentemente para demostrar propiedades para espacios de Sébolev. Utilizar
el operador de extension también es un proceso estandar para demostrar propiedades para
espacios de Sébolev. Este teorema es una aproximacién a la seccién 3.2.4 (Desigualdades
de Sébolev).

Los siguientes resultados muestran que las derivadas débiles se comportan bien para la
suma y composicién. Omitimos las demostraciones por ser idénticas al caso N dimensional
(ver proposiciones 3.2.5 y 3.2.6).

Corolario 3.1.6. (Derivada del producto) Sean u,v € WYP(I) con 1 < p < co. Se
tiene:

(1) uwv € WHP(I).

(2) (wv) =u'v+uv'.

(3) fyx u'v =u(x)v(z) —u(y)v(y) — f; uv’ Va,y € 1.
Corolario 3.1.7. (Derivada de la composicion) Sean g € C*(R) yu € WHP(I) con
1 <p< oo tal que g(0) = 0. Entonces:

(1) gou € WHP(I).

(2) (gou) = (g cu'.

Hasta ahora hemos trabajado en el espacio WP(I), formado por los elementos de LP([)
con una derivada en LP(I). Lo que procede ahora es definir el espacio W™P(I), aquel
formado por los elementos de LP(I) que tienen m derivadas en LP(I).

Definiciéon 3.1.2. Dado un entero m mayor que 1, definimos, para 1 < p < oo el espacio
W™P(I) como
WmP(I) = {u e W P(I) | v € Wm=lP (D)}

ieu € W™P(I) siy sélo si existen m funciones g1, go, ..., gm € LP(I) tales que

/Iucp(") = (—1)"/Igng0 Vo e C(I).

Yn=1,..,m.

Evidentemente denotaremos a cada ¢, (derivadas débiles) como g1 = v/, g2 = u”, ..., g =
(m)
ul™),

= Dotamos a W P(I) de la norma |[[u|yym.»ry = ||ullrr + 302, ™| |Ls.
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» Dotamos a W™2(I), que denotamos como H™, del producto escalar
(u,v)yma2(y = (u,v)p2 + Z?Zl(u("),v(”))p.

Teorema 3.1.8. El espacio W™P(I) es completo para todo m > 1,1 < p < oo.

Demostraciéon. Nos remitimos a la demostracion del teorema 3.2.8. Se procede exacta-
mente de la misma manera para u, v/, ..., u(™. O

Nota 22. Es evidente que si u € W™P(I) entonces u € WP(I), y que W™P(I) C ... C
W2P(I) ¢ WHP(I). Por tanto, todas las propiedades vistas para los elementos de WP(T)
se verifican también para todo u € W"P(I) con m > 2. De hecho, tenemos que para
u € W™P(I) u,ad/, ..., ul™1) € WhP(I), de donde obtenemos que W"P(I) ¢ C™ 1(I)
gracias al teorema 3.1.2.

3.1.2. El espacio W,”(I)

Definicién 3.1.3. Sea 1 < p < oo, definimos Wol’p(l) como

- 1,
weray =cxm” Y

Equipado con la norma de W1 (1) (Wol’z(I) = H}(I) con el producto escalar de W2(I))

y teniendo en cuenta que es una clausura, es evidente que WO1 P(I) es un espacio de Ba-
nach (de Hilbert para p = 2) separable y para p > 1 reflexivo (proposiciones B.3.1 y 1.5.6).

Nota 23. Tal y como muestra el teorema 3.1.4, cuando I = R, Wol’p(]R) = WLHP(R).

La importancia de VVO1 P(I) se hace patente en el siguiente teorema. Los elementos de
VVO1 P(I) son aquellos elementos de W1P(I) que se anulan en la frontera de I (hay un re-
sultado similar para dimensiones mayores, seccién 3.2), y las ecuaciones diferenciales (o
ecuaciones en derivadas parciales) a menudo vienen acompanadas de condiciones de con-
torno o frontera. Por supuesto, la frontera de R es vacia, por lo que la nota 23 es ficilmente
comprensible. Naturalmente, y para dar sentido al valor de u € W'P(I) en la frontera de
I (que es un conjunto de medida 0), tendremos que trabajar con el representante continuo
de u. Esto es una diferencia fundamental entre los espacios de Sébolev en N dimensiones
y 1 dimensién. Como ya hemos comentado y veremos més adelante, cuando generalicemos
a N dimensiones no siempre serd posible encontrar un representante continuo. Por tanto
en esta seccién es suficiente con supononer que u € VVO1 P(I), quedando implicito que aquel
elemento que se anula en la frontera es el representante continuo de wu.

Teorema 3.1.9. Sea u € WIP(I). u € Wol’p(I) sty sélo siu=0 en O(I).

Demostracién. (Teorema 3.1.9, =) Sea u € I/VO1 P(I). Entonces existe una sucesién
(un) C CHI) tal que u, — u € WHP(I). Es decir, |ju, — ullyy1p(ry = 0. Por el teorema
3.1.5, se tiene que |lun — ul| ooy < C'llun — ully1p(p), de donde up, — u uniformemente
y como consecuencia v = 0 en 9(I). O

Veamos ahora que si u € WHP(I) y u = 0 en 9(I), entonces u € Wol’p(I). Utilizaremos el
lema siguiente:
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Lema 3.1.10. Siu € WHP(I) N C.(I), entonces u € Wol’p(I).

Demostraciéon. Como u es de soporte compacto podemos extender u a R como

v Ju(z) =zel
“(x)_{o vl

Tomamos una sucesién regularizante (ver B.4.2) (n,), de modo que n, xu € C°(R) y
para n suficientemente grande sop(n, x @) C I. Asi, como 7, * u se anula para en el
complementario de I para n suficientemente grande (y por tanto también su derivada),
|u = pn * ullwroy = @ — pn * Ullwrrw), de donde se sigue tomando el limite que

1,
weorn” ", O

Demostracién. (Teorema 3.1.9, <=) Considérese cualquier G € C*(R) tal que

_J0 sift| <1
G(t)_{t si [t >2.

|G(t)| < |t vVt e R.
Y definimos u, = 2G(nu). Por el corolario 3.1.7, u, € W'P(I), y ademds
1
sop(un) C {z € I[|u(x)| = g

dado que |u(z)] < 1 implica que nu(z) < 1, luego G(nu(z)) = 0. Este conjunto es
cerrado (por la definicién) y acotado, puesto que o bien I estd acotado, o, u =0 en 9(I)
y im0 u(z) = 0 (para demostrar esto 1ltimo basta tener en cuenta que existe (u,) C

CE(R) tal que ||juy,, — unlyp([) — 0, luego, por el teorema 3.1.5 [[uy — ul| o0y — 0).

Queda probado que u,, es de soporte compacto, y utilizando el lema 3.1.10, u,, € VVO1 P(I).

Por 1tltimo, por el teorema de la convergencia dominada, u, — u en norma || - ||y1.p(p),
con lo que, dado que Wol’p(l) es cerrado, u € Wol’p(l).

O]

Nota 24. Vamos a clarificar la obligatoriedad de la hipdtesis de que u = 0 en 1. La he-
mos usado para mostrar que sop(u,) C I. Supongamos que I = (0,1). Si u no se anulara
en la frontera de I, podria ocurrir que sop(u,) = [0, 1], en cuyo caso u, ¢ CL(I).

Proposicién 3.1.11. (Desigualdad de Poincaré) Si I es un intervalo acotado, en-
tonces existe una constante C (dependiente de la medida de I) tal que:

lullwioy < Cll oy Yu € WoP(I).

(Lo que equivale a decir que las normas |[ullwiery y [|¢/||Le(r) son equivalentes para

ue WyP(I) ).
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Demostracién. Sea u € WO1 P(I), y supongamos que I = (a,b). Entonces, dado que
u(a) = 0, se tiene que

u(@)| = [u(z) = u(a)] =

[ oat] < Wl
Ast pues, ||ul|geo(ry < |[u/[[11(r), de modo que, por la desigualdad de Hélder:

1/p
lallry = ( / rmp) < (1l ey 11 )2 < VT2 o

(|1] es la medida de T). O

3.2. Espacios de Sébolev en N dimensiones

A partir de ahora Q C R serd un conjunto abierto conexo. En general también utiliza-
remos la notacién f;, para referirnos a la derivada parcial (débil o clésica) de f respecto
ax;, o % cuando la primera resulte confusa. La clase de espacios de Sébolev estudiada
en esta seccion sirve como base para resolver ecuaciones en derivadas parciales.

3.2.1. El espacio W™?(Q2). Propiedades de las derivadas parciales débiles

Definicién 3.2.1. El espacio de Sébolev WP(Q) se define como

WhP(Q) = {u e LP(Q) |3 g1, ..., gn € LP(Q) t.q /

iy, = — / gip Vo € CL)}.
Q Q

De manera andloga al caso 1 dimensional, denotamos u,, a las derivadas parciales débiles
gi , que son Unicas como muestra la proposicién B.4.2.9. También definimos el gradiente
de Vu, como

Vi = (Ugy, ooy gy ) € LP(Q)V.

= Dotamos a WP(Q) de la norma [ullwir@) = llullpr) + Z,fil |[wa; || Lo ()
» Dotamos a W12(Q), al que denotamos H'((2), del producto escalar
() i) = (U, V) 12(0) + Sorey (g V) 12(0)-
Teorema 3.2.1. WP (Q) verifica:
(1) Es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
(2) Es reflexivo para 1 < p < oo.
(8) Es separable para 1 < p < oo.
(4) WH2(Q) := HY(Q) es un espacio de Hilbert (reflexivo y separable).
Demostracién. (1) Consideramos una sucesiéon de Cauchy (u,) C W1P(Q). Evidente-

mente up, — 'y (Up)z; — gi Vi en norma || - ||r». Es necesario que w, — u en norma
|| - [lwir ), es decir, que g; = ug,.
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Queremos ver que [, Uz, = — [ Uz, Vo € CL(£2). Como para cada n
/ UnPr; = _/(Un)zi@ Vo € CE(Q)
Q Q

Utilizamos la desigualdad de Holder y tenemos que

/Q (un — )@a,

< /Q (ttn — )| < i — tll o syt — .

De modo que

nh—{go Qun‘Pm = /g;wpmi = _/Qgiwzgggo_é(u")xi@'

Para demostrar (2) y (3) se considera el operador
T:W'P(Q) — LP(Q) x LP(Q) x ... x LP(Q)

U — (Uy Ugyy ey Uy )

LP(Q) x LP(Q2) x ... x LP(Q) es reflexivo y el operador T' una isometria inyectiva (ver B.5).
Por tanto T(WP(Q)) es cerrado en E, y por la proposicién 1.5.6 reflexivo, de modo que
WLP(Q) es reflexivo. Se razona andlogamente para demostrar que WP(§2) es separable,
utilizando que un subespacio de un espacio separable es separable.

(4) De las propiedades del producto escalar de L?(Q) se deduce trivialmente que (u, v) HY(Q)
es un producto escalar y H'(f2) es un espacio de Hilbert.

O]

Obsérvese la analogia del siguiente teorema con el teorema 3.1.4, y también las diferencias
entre ambos.

Definicién 3.2.2. Dado un abierto Q € RY, se dice que un conjunto abierto U estd fuer-
temente incuido en Q (Lo denotamos U CC ) si U C 2 y ademds U es compacto.

Teorema 3.2.2. (Friedrichs) Sea u € WHP(Q) con 1 < p < co. Eziste una sucesion

(un) C C(RY) que verifica
Upjq — u en LP(§2),

Vo — Vuy en LP(U)Y VU cc Q.

Si Q =R, entonces existe una sucesion (up) C C°(R™) que verifica

up — u en LP(U),

Vi, — Vu en LP(RV)N,
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Utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 3.2.3. Sean u € WP(Q) y a € CL(Q). Si definimos la extension f de una funcion

f como
= [ flx) en )
f(x)—{ 0 en RV — Q.
Entonces au € WHP(RY) y (au),. = aug, + agu. El lema sigue siendo vdlido si o €

CHQ), a € L®RN), Va € L®(RM)N y sop(a) C RN — 99.

Demostracién. Para toda ¢ € C}H(RY) tenemos [pn Gy, = [ aupy, = [ u((p)s, —
g, ). Como ayp € CL() tenemos que

[ w0 =) = [ o) —uang = [ Gma=uane.

RN
O

Lema 3.2.4. Sea p € LI(RN) de soporte compacto y sea v € Wl*p(]RN) con 1 <p<oo.
Entonces
pxveWWPRNY con (pxv)y, =prvs, Vi=1,..,N.

Demostracién. De la seccién B.4.2 sabemos que, para p(z) := p(—=x), por el teorema
B.4.2.1 pxv € LP(RY). Adems4s, por la proposiciéon B.4.2.2,

/RN(p*v)cpx,-szNv(ﬁ*ﬂpxi)Z/RNv(ﬁ*@)xi=—/Rvii(ﬁ*gp):_/RN(p*vmi)@
U

Demostracién. (Teorema 3.2.2) Se requieren ciertos resultados bésicos de la seccién
de convolucién y regularizacién (seccién B.4.2). Consideramos una sucesion regularizante
pn y definimos v,, = p,*%, donde @ es la ya conocida extensién nula a RY —Q. Sabemos que
vp € C®(RY) y que ademds converge a @ en LP(RY), y queremos ver que Vo, = Vu,
en LP(w)Y para todo w CC .

Para w CC (2 consideramos una funcién a € C}(Q) que verifique 1 < a <1 tal que a = 1
en un entorno de w (puede hacerse gracias a la hipétesis w CC ). Por la definicién de
pn 'y la proposicién B.4.2.3 tenemos que para n suficientemente grande p, * (au) = p, *
en w. De los lemas 3.2.4 y 3.2.3 tenemos que

(pn * Q)z; = pp * (QUg; + 0z u),
de donde podemos tomar limite y concluir que

’ R e s — N
lim (pp, * O) 4, = Quy, + ag,u en LP(R™Y).
n—oo
Si restringimos a w teniendo en cuenta que o = 1 en w, para n suficientemente grande
obtenemos

lim (pn, * W)y, = ug, en LP(w).
n—oo
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Si definimos u,, = v,&y, donde &, = &(£) con £ € CP(RY), 0< ¢ <1y
1z <1
§l) = {o 2 > 2.

obtenemos que u, — u € LP(2), Vu, — Vu en LP(w)N y que u,, € C(R"). Si Q = R",
basta tomar la sucesion u,, = &,(pp * u). O]

Continuamos con los tres resultados esenciales sobre las derivadas débiles en espacios de
Sébolev de dimensién N. El teorema 3.2.2 es clave para demostrarlos. Como para  C RY
no tenemos el teorema 3.1.5, debemos anadirlo como hipdtesis. Nétese que de toda suce-
sién u,, — u en LP()) podemos extraer una subsucesién que converge en casi todo punto
a u.

Proposicién 3.2.5. (Derivada del producto) Sean u,v € WIP(Q) N L>®(Q) con 1 <
p < 00. Entonces uv € WHP(Q) N L®(Q) y

(uv)ii = UIZ‘/U +uvxi \V//L - ]., ,N

Demostracién. Para u,v existen sucesiones (uy), (v,) C C(RY) que verifican la tesis
del teorema 3.2.2 para 1 < p < oo. Observando la construccién de las sucesiones en la
demostracién de éste tenemos que |[un|poo@ry < [l ooy ¥ 10nll e @yy < 0]l Lo (-
Aplicando las reglas de derivacién clasicas para u y v:

/ UnUnPr;, = — / ((Un)a;vn + un(vn)z; )@ Vo € Ccl(Q)
Q Q

El resultado se concluye gracias al teorema de la convergencia dominada, ya que |u,vp@q,;| <
Hwn || oo 10nll oo €21 < |ullo [|2]lo @a:], due es integrable porque ¢ es de soporte com-
pacto. Extraemos una subsucesién convergente en casi todo punto a uve,, (ya que
sop(p) CC £ por ser compacto) (andlogamente para el otro término) y concluimos el
resultado.

Para el caso p = oo tenemos u,v € Wh*(Q), es decir uv € L®(Q) y w = uy,v + uvy, €
L>(Q). Debemos ver que (uv),, = w. Para ello tomamos un abierto U acotado que
verifique sop(p) € U C Q. En tal caso u,v € W'P(U) para todo 1 < p < oo, y del
razonamiento anterior podemos escribir

/umpggi:/uvgoxi:—/wnp:—/wgo.
Q U U Q

Proposicién 3.2.6. (Derivada de la composicion) Sea G € C1(R) una funcién que
verifica G(0) = 0 y |G'(s)] < M Vs € R para M € R. Sea u € W'P(Q). Entonces
GoueWhr(Q) y

O]

(Gou)y, = (G ou)u,, Vi=1,..,N.

Demostracién. En primer lugar, aplicando el Teorema Fundamental del Calculo tene-
mos que |G(s)] = |G(s) — G(0)] = | [y G'(t)dt| < | [y Mdt| = M|s| Vs € R, de modo
que |G ou| < Mlu|, y por tanto G o u € LP(Q). También (G’ o u)uy,| < M|uy,|, luego
(G ou)uy, € LP(Q).
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Para 1 < p < oo utilizamos de nuevo el teorema 3.2.2 para conseguir una sucesién
(un) C C(RY) con los resultados de convergencia explicados para la cual, de la misma
forma que en la proposiciéon anterior,

/ (G 0 tn)pm, = / (G oun) (i) Vi € CL(Q).
Q Q

Como Gowu, — Gouen LP(Q) y (G’ o up)(un)y; — (G’ o u)uy, en LP(w) para cada
w CC €, por el teorema de la convergencia dominada se sigue que se verifica

[Gowren == (¢ oupe  Voecka)
Q Q

Para el caso p = co se considera U abierto con sop(p) C U CC Q y se procede como en
la demostracion de la proposicién anterior. O

Proposicién 3.2.7. (Cambio de variables) Sea u € W'P(Q) (1 < p < o). Si
01,9 CRY ¢y H: Qo — Q) es una aplicacion biyectiva tal que y — x con H € C1(Qs) y
H=1 e CY (), H € L®(Q)VN o H'=1 € L2 (Q)V*N, con H' la matriz jacobiana de
H. Entonces:

(1) uo H € Whr(Qy).
(2) - (u(H(y)) = iy G2 (Hy) 5 (y) Vi=1,...,N.

Demostracién. Como en las dos proposiciones anteriores se toma la (u,) C C®(RY)
del teorema 3.2.2. En tal caso u, o H — uo H en LP({)3) y ademds

0H; 0H;
Up)z; © H L — (ug, 0 H L en LP(wy) Yws CC .
(e o ) (umy o ) en L2(e2)
Obtenemos el resultado como en las proposiciones anteriores del hecho de que
& aHz 1 .
(tn o Hyhy, dy = [ > ((un)a, 0 H) S vdy Y ECH D), j=1,..,N.
Qs Qs i=1 y]

Definicién 3.2.3. Definimos para m > 2 (1 < p < 00) el espacio WP () como
WmP(Q) = {u € W™ HP(Q) |uy, € WTIP(Q) Vi=1,2,..,N}.

A partir de ahora utilizaremos frecuentemente la notacién multiindice, donde cada
derivada parcial se expresara como

ool

DY = —— .
v oxt .0z

Con a = (aq,...,an) € Név, o =1+ ... +any v |a| <myalgin a; > 1 (*).

Y la definicién es equivalente a
Wm™P(Q) =

{ue IP(Q)| 3 go € IM(Q) tg. /Q uD%p = (—1)l /Q gop Vi € C(R) Var ()},

Donde a cada derivada débil g, de u la llamamos D*u.
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= Dotamos a W™P(Q) de la norma |[[u|lym.rq) = [|ullzr@) + Xaecy 1Dl Lo(0)-

= Dotamos a W™2(Q), al que denotamos H™ (), del producto escalar (u, V)wm2(Q) =
(u,v)r2(0) + Eae(*)(Do‘u, D) p2(q)-

Teorema 3.2.8. El espacio W™P(Q) es completo.

Demostraciéon. Procedemos como en la demostraciéon del teorema 3.2.1, utilizando la
notacién multiindice, teniendo en cuenta que LP(Q2) es completo, y que si (uy,) es de
Cauchy en W™P(Q) lo es cada (D%uy) y (up), y por tanto convergen en LP(2). Queda
probar que el limite de cualquier (D%u,,) coincide con D%u, lo que demostramos usando
la desigualdad de Holder como en la demostracion del teorema 3.2.1. O

3.2.2. Abiertos de clase C' y particiones de la unidad

Lo que procede ahora es dar el resultado para dimensiones mayores que 1 del teorema
3.1.3 (operador de extension). El problema es que mientras que en dimensién 1 un
elemento u € W™P(I) puede extenderse para cualquier abierto conexo I, en mayores
dimensiones se requieren mas hipotesis sobre el abierto €.

Se dice que este tipo de abiertos son de clase C!, y para este tipo de abiertos el opera-
dor de extensién funciona de la misma manera que en dimensién 1. Antes de abordar la
construccion del operador, en esta breve seccién damos la definicién de abierto y el lema
de particiones de la unidad, una herramienta que serd fundamental, no sélo para tratar
con el operador de extensién, siné también a la hora de mostrar la regularidad (seccién
4.3.2).

Definicion 3.2.4. Definimos los siguientes conjuntos, con los que trataremos frecuente-
mente a partir de ahora:

(1) RY ={z = (z1,....,2n5) € RN ‘ xy > 0}.

(2) Q={z=(x1,...an) ERVN [ (N1 a)2 <1y |ay| < 1}.

3) Q+ = RYNQ.

4) Qo= {(z1,...,an1,0) e RV | (512212 < 1},

Un abierto 2 es de clase C! si para todo x € 99 existe un entorno U, de z en RV y una
aplicacién biyectiva H, : @Q — U, tal que:

(i) He € CHQ).

(i) H,' € CHTy).
(ili) Hy(Q+) =UzNQ.
(iv) Hy(Qo) = Uy N OQ.

Nota 25. Estd definicién afirma intuitivamente que la frontera de 2 es suave. A menudo
se llama a los abiertos de clase C! abiertos con frontera C'!, como en [12]. Las definiciones
son equivalentes: la dada aqui afirma que, localmente, existe un difeomorfismo entre el
dominio y el semiplano; y la dada en [12] afirma que, localmente, el dominio estd acotado
por el grafo de una funcién C'. Los abiertos con esquinas estan excluidos de la clase C'.
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Es decir, la frontera es localmente difeomorfa en cada punto al segmento abierto Qo (ver
nota 26). Naturalmente, todo intervalo abierto I C R es de clase C'.

Las particiones de la unidad son un tema clasico de Geometria, el lector puede consultar
la demostracién en [5, pags 191-197].

Lema 3.2.9. (Particién de la unidad) Sea K € RY un conjunto compacto y Uy, ..., Uy,
un cubrimiento por abiertos de K (i.e K C Ule Ui). Entonces existen k + 1 funciones
00, ..., O € C®(RN) que verifican:

(1) 0<6;(z) <1 Vi=0,1,...,k.
(2) Yiobi(e) =1.

(8) sop(6;) CU; Vi=1,2,.. k.
(4) sop(6p) C RN —C.

Si ademds K es la frontera de un conjunto abierto 2, entonces Oy € C°(£2).

Nota 26. En la siguiente figura podemos ver para © C R? intuitivamente la utildad
de las particiones de la unidad en combinacién con la definicién de abierto de clase C'.
Sea u una funcién definida en €2, de frontera compacta, que naturalmente sera nuestro
conjunto K = 0f). Entonces existe un conjunto finito de abiertos U, de la definiciéon
3.2.4. Aplicando el lema 3.2.9 con U, = U; escribimos u = Zf:o Oiu (gracias a (2) de
dicho lema). A partir de aqui podemos transferir u a través de H; pieza por pieza (cada
O;u) de QNU; a Q4+, y trabajar en el entorno Q4. Obsérvese como 92N U; es transferido
a Qo (marcado en negrita). Obsérvese también como se transfiere el soporte (marcado en
gris). El hecho de que {U;} sea finito permite conservar las acotaciones que hagamos en
@+, v el hecho de que H, sea un difeomorfismo, la diferenciabilidad.

Q-

figura a
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3.2.3. Operador de extension

Teorema 3.2.10. (Operador de extension)

Sea Q@ un abierto de clase C' y sea o bien OQ acotada o bien @ = R? (1 < p < o0).
Eziste un operador lineal continuo P : WHP(Q) — WLP(RYN), que llamaremos operador
de extension, que verifica:

(1) P(u), =u Vue WhP(Q).

(3) 1P oy < C ull gy Vi € WHP(Q).

(3) IP(W)llwrp@yy < Cllullwing —Yu€ WHP(Q).
Donde C' depende sdlo de la medida de ).

Usaremos la definicién de abierto de clase C' y particiones de la unidad (ver nota 26),
asi como el siguiente lema:

Lema 3.2.11. (Extension por reflexion) Dado u € W'P(Q,) con 1 < p < oco. Si
definimos, para x = (x1,...,xN), la extension de u a Q4 como

(@) = u(z) sizy >0
- \u(xy, e xN_1, —TN) st zy <0,

entonces u* € WHP(Q) (6 u* € WIP(RN) siu e WIP(RY)) y

HU*HLP(Q) <2 ||uHLP(Q+) Y ||U*HWLP(Q) <2 ||U||W1,p(Q+) .

El resultado también se tiene para u € Wl’p(Rf) (y por tanto prueba para este caso el
teorema 3.2.10), sustituyendo Q4+ por Rf y Q por RN . La demostracion de ambos casos
es idéntica, sustituyendo los dos conjuntos mencionados en cada paso.

Demostraciéon. Probaremos las dos siguientes afirmaciones:

Uy, = (Ug;)" V1<i<N -1, ™)
y
Upy = (Uay)" ")
Donde (ugz, ) se define como
oy Uz (T) sizy >0
(Uay)'(2) = {—uxN(xl, e TN—1,—xN) st xy <O0.

Utilizaremos también una sucesién () C C*°(R) definida como
me(t) = n(kt), t € R,

con n € C*(R) cualquier funcién que verifique |n(t)| <1y

40 sit<%
77(“‘{1 sit>1.
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(*) Sea ¢ € CL(Q). Sabemos que

/U*Soati :/ UPx; +/ USO;"
Q Qt Q+

Donde ¢* = p(z1, ..., £ N1, —2 ). Definiendo ¥ como ¢ (x) = ¢(z1, ..., zN)+@(T1, .cc, TN-1, —TN )
escribimos la igualdad anterior como

Q Qt

Por otra parte de la definicién de 7. se deduce que n(zy)¥(z) € CHQ1) VEk €N,y
como u € WHP(QT) entonces

/Q+ w(met)a, = —/Q+ Uz, MY

Ademads (ng))g; = Mk, (recuérdese que 1 <i < N — 1), y por tanto

QF QF

Es evidente que nxy;, — Vg, ¥y que ngyp — ¢ en casi todo punto y que |ngtbg,| < |[1g,],
Ink| < |¢| VE € N, con lo que, por el teorema de la convergencia dominada pasando al
limite en la igualdad anterior tenemos

/Q+U¢xi :_/Q+“ri¢-
/QU*S%i :/Q+ Uy, = —/Q+ Ug, ) = _/Q(umi)*@

Quedando (*) demostrado.

Y por tanto

Para demostrar (**) consideramos nuevamente ¢ € C}(Q). Andlogamente al caso anterior

tenemos que
/u*goxN :/ UXay -
Q QT

Con x(z) = p(x) — o(x1, ..., TN-1, —TN).

Nuevamente, para la misma sucesion 1y, nex € CH(Q4),

/ U(kX) ey = — / Ug X5
Q+ Q+

Y (MeX)zn = MkXay + k0 (kzn)x. Pasando al limite:

lim U(MkX)ey = lm —/ Uy X
Q+

k—o0 Q4 k—o0
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i.e.
lim unpXzy + ukn' (kxy)x = lim — Uz e X -
k—o00 Q4 k—oo Q4

Supongamos por ahora (se demostrard al final) que fQ+ ukn/(kzn)x — 0. Pasamos al
limite, como antes, utilizando el teorema de la convergencia dominada y obtenemos que

/ ’LLXxN = _/ UINX7

QFf QT

_/ Ugy X = _/(uxN)‘%
QT Q

obtenemos (**). Por tltimo demostramos fQ+ ukn'(kzn)x — 0. Nétese que

y como

x(x1,...,2N-1,0) = 0, luego existe una constante M que verifica |x(z)| < M|zy| V2 € Q
. Asi pues:

] / ukn'(’fﬂvzv)x' <M sw (o) [ kavlul < [ ul,
Q+ te(0,1] O<zn<l/k O<zn<1l/k

puesto que si xy < % kxpyn < 1. Claramente limg_, f0<zN<1/k lu| = 0. 0

Nota 27. Acabamos de mostrar en el lema cémo extender una funciéon de Q4+ a Q. El
lector advertird ahora réapidamente lo til que es el proceso descrito en la nota 26. El
proceso a seguir para demostrar el teorema es escribir u = Zf:o f;u, dividir la frontera
en los abiertos U;, transferir a Q4 cada pieza (cada abierto) Q N U;, después utilizar el
lema para extenderla a @, y por ultimo retransferir la funcién de @ a U;. A partir de
aqui, gracias al soporte compacto de 6;u, ésta puede extenderse facilmente a RV,

Demostracién. (Teorema 3.2.10) Dado que € es de clase C! y la frontera acotada
(i.e. compacta, porque es cerrada. El caso Q2 = Rf ya estd demostrado en el lema 3.2.11),
existe un nimero finito k de abiertos U; € RY tales que 99 C Ule U; y k aplicaciones
biyectivas H; : Q@ — U; que verifican (i), (ii), (iii) y (iv). Especificamente los U; y las
H; se toman aplicando la hipétesis de que 99 es de clase C!, extrayendo del cubrimiento
abierto (,csq Uz €l subrecubrimiento finito Uy, ..., Ug, al cual aplicamos el lema 3.2.9 para
obtener las {6;};~o, .. que verifican (1),(2),(3) y (4). Lo haremos por pasos.

1) Para u € WHP(Q) escribimos u como

u(z) = Op(z)u(x) + 01 (x)u(z) + ... + Ok (z)u(x).

2) Extendemos ug := fyu como

_ _ Juo(x) en
o) = { 0 en RN — Q.

Como By € C®°NL>(RN) y como Vfy € L=®(RY) (ya que Vg = — SN V6, es de soporte
compacto y continua). Ademés por hipdtesis sop(6y) C €2, y por tanto, por el lema 3.2.3,
o € WHP(RY) y ademds |[do|ly 1.0y < C llullyrp()-

3) Transferimos de U; N Q2 a Q4 utilizando las H;. Es decir, definimos @; como 4;(y) =
u(H;(y)) : Q+ — R. Por la proposicién 3.2.7 4; € WHP(Q.).
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4) Mediante el lema 3.2.11 extendemos @; de WHP(Q4) a u;* € WHP(Q).

5) Volvemos a transferir @;* de @ a U; mediante H, L Es decir, definimos 4; como

a; = 4;*(H; *(x)) para cada = € U;. De la construccion se sigue que para todo x € U; N

es u;(z) = u(z) y que u; € WP(U;). Ademés

Hﬁi(x)uwl,p(Ui) < Cllullywrew,ng) -

6) Gracias al lema 3.2.9 extendemos 7; a RN mediante

_ 0;(x)u;(x en U;
“i(m):{ ()o() en RN — U,

y nuevamente por el lema 3.2.3 se sigue que @; € WHP(RY). Ademés 4; = u; en Q y
Hai”WLP(RN) <cC ”uHWLP(UmQ) :
8) El operador
k
P(u) =)
i=0

verifica las propiedades deseadas. O

El teorema de extensién permite demostrar el siguiente resultado fundamental:

Corolario 3.2.12. (Densidad) Sea Q2 de clase C' con frontera acotada y u € WHP(Q)
con 1 < p < oo. Entonces existe una sucesion (u,) C CP(RYN) tal que Upl, —> U en
Wir(Q).

Demostracién. Consideramos la sucesiéon &,(p, * P(u)), donde P es el operador de
extensién, p, una sucesién regularizante y &, la ya conocida sucesién £(z/n) con £ €

C(RN):
1 stz <1
£(z) = {0 si |x| > 2.

De los resultados dados en el apéndice B.4.2 deducimos que &,(py, * P(u)) — P(u) en
WP(RY), y por las propiedades de P ya demostradas obtenemos el resultado. O

Nota 28. Los resultados demostrados son de gran importancia y proporcionan un meca-
nismo para demostrar propiedades de W1P(2) (En realidad el resultado puede demostrar-
se para cualquier ) de clase C!): Para demostrar una cierta propiedad de WP () con
Q) de clase C*', uno puede demostrarla para C!(RY), después argumentar por densidad
para transferirla a todo WP (RN ), v por ultimo utilizar el operador de extensién para
probarla para W1P(Q). En la seccién que sigue podremos en accién este mecanismo.

3.2.4. Desigualdades de Sébolev

A los resultados de esta seccion a menudo se los llama Teorema del Embebimiento de
Sobolev. El objetivo de esta seccién es encontrar embebimientos de espacios de sdbolev
en otros espacios. En la seccién 3.1 vimos que WHP(I) € L°(I) mediante una inclusién
continua (teorema 3.1.5). En dimensién N > 2, si p < N, pueden construirse funciones
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que estén en WHP(Q) y no en L>(Q). Y la pregunta a responder ahora es: Para Q C RY
con N >2 Siu € WYHP(Q), ;Pertenece u automdticamente a algin otro espacio?

La respuesta es afirmativa, pero nuevamente no tan sencilla como en el caso 1 dimensional,
y dependerd desi 1 <p < N,p=N 6 N < p < oo (Este resultado queda formalizado en
el corolario 3.2.16).

Definicion 3.2.5. Sea 1 < p < N. Se define el conjugado de Sébolev p* como

«_ Np

p_N—p
Noétese que

1 1

» p N

Comenzamos con los resultados para WP (RN ) para después, utilizando el operador de
extensién (teorema 3.2.10), generalizar estos resultados a cualquier € de clase C*.

Teorema 3.2.13. (Sdbolev, Gagliardo, Nirenberg) Sea 1 < p < N y p* el conjugado
de Scbolev. Entonces
whr(RY) c LP"(RY).

Nota 29. Habitualmente el teorema anterior suele expresarse como que existe una cons-
tante C', que depende sélo de N y p, tal que [ull . < C[|Vull,Yu € WLP(RN), con la

. N
notacion [|Vull, == >2;5; [[ua, |-

La demostracién depende del lema B.4.1.8.

Demostracién. Demostramos primero el caso p = 1 y u € C}(RY). Para cada x; tene-

mos:
o s L1, b, T,
u(@r, oy zy)| = ‘/ Uz, o @ é;fxl“’ ’”“’N)dt’ <
— oo i
/oo ‘aU(fL’b o Ti—1, 1, Tig, 7xN)dt‘
— 00 8{[:@

Denotamos esta tltima integral como f;(Z;) (Nétese que f;(Z;) no depende de x; y f; €
LY=1RN=1) ). Por tanto

N oo N/(N-1)
|u(.CL‘)|N/(N_1) < (H/ ‘au(xh...,$i_1,t,$i+1,...,.%'N)dt'> '
i=1" 7

81'2-

Integrando ambos términos obtenemos

N/(N-1)
/ ’U(ZB)!N/(N_l)dm</ ﬁ/oo Ou(@1y ooy i, b it s TN) |
RY - RN j=1Y—© 8.’1]2

y por el lema B.4.1.8:

N o Bu . ) N/(N-1) N
U(L1y ey Li—1,0, Tj41y -3 TN 1/(N—-1
/RN (H/ ‘ on, ‘dt) < Tl =
i=1v > g i=1
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H ”umHLl RN) .

Nétese que elevando a ambos lados a la Y=L y con Hum Hl = max;—1, ||tz ||
1/N 1/N
HUHLN/N L(RN) < H Hu:vzHL/l (RN) < H Hu:v] HL/l (RN) HU:EJ-HD(RN) < ||VUH1 :
i=1

Continuamos con el caso 1 < p < N, todavia para u € C}(RY). Aplicamos la desigualdad

demostrada para el caso anterior a la funcién |u|™ tu
N N
- 1/N
el -1y < m LT el ™ Vs |1y wumlﬂmm/ *)
i=1

La ultima desigualdad se deduce de la desigualdad de Holder (l 1% = 1). Asignando el

(N-1)

valor de m = Tp > 1 obtenemos la desigualdad

N
1/N
ull,o < m T llua, 1™ (**)
=1

que prueba que siu € WHP(Q) entonces u € LP"(Q). Nétese que si ([vao |, = méxi=1,__n [|ua, ||
entonces claramente

P
[ulle < mlugll, <m([Vull,.
(Ver nota 29).

Completamos la prueba considerando u € WHP(RY). Por el teorema 3.2.12 existe una
sucesién (u,) € CHRYN) que converge a u en norma W1'P(RY). Los u, verifican la de-
sigualdad (**). Como u,, — u,, es de soporte compacto tenemos

_ um) 1/N

l|wn —

p

Dado que (uy,) converge en W1HP(RY) entonces es de Cauchy y por tanto (u,) es una
sucesién de Cauchy en LP" (RY), que converge por la completitud a u € LP" (RV).
O

Nota 30. El lector puede comprobar que puede tomarse como C' el valor C' = pg{,\fi__;).

Nota 31. Utilizando la desigualdad de Young (lema B.4.1.6) y el teorema anterior puede
verse que para 1 < p < N, de hecho, W'P(RY) c LI(RYN) Vq € [p, p*].

El siguiente corolario responde a lo que ocurre si p = N:
Corolario 3.2.14. Sea p = N. Se tiene la inclusion

WiP(RY) ¢ LYRY) Vg€ [N, 0).
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Demostracién. Supongamos que u € C(RY). En la demostracién del teorema 3.2.13,
escribimos (*) con p = N, obteniendo

1/N
VYm > 1.

H s

HUH i <m HUH N(m 1

N
Por la desigualdad de Young obtenemos

1/N

lull my. < € el xgnony <C (HUllN(ml) + !VUHN> vm > 1,
N—-1 N—1

N

y si tomamos m = N se tiene que
N
lull¥e < € llulprogan, -
N—-1
Aplicando la desigualdad de interpolacién (corolario B.4.1)
fuul, < € ullyyso )

Vq con N < g < §—7- Reiterando este argumento para m = N + 1, N + 2... obtenemos

la desigualdad anterlor para todo ¢ € [N,00) y para cada u € CCI(RN ). Argumentando
por densidad, como en la demostracion del teorema 3.2.13, se demuestra el resultado para

cada u € WIP(RV). O

El caso p > N se conoce como teorema de Morrey:

Teorema 3.2.15. (Morrey) Sea p > N. Entonces
WhP(RY) ¢ L°(RY).

Mediante una inyeccion continua. Ademds Yu € WHP(RY)
lu(z) —u(y)| < Clz —y|* Z |uz,ll, para casi todo z,y € RV,

cona=1-— % y C una constante dependiente de p y N.

Demostracién. Comenzaremos probando la desigualdad para u € C1(RY). Sea @ un
cubo N —dimensional con lados de medida r (paralelos a los ejes coordenados). Para cada
x € @ tenemos la desigualdad

u(z) = u(0)] = dt.

—u(tx)

L d 1 da
Zu(tz)dt| <
Odtu(x)'/o dt

N
>
i=1

Aplicando la regla de la cadena:

1
a— [
0

—u(tx)

IaF
o |dt
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Integramos sobre @@ a ambos lados y dividimos por |@Q| (Denotamos |Q| a la medida de

Q):
1 r N 1
@’/Q\u(w)—u(()ﬂ SM/Q (;/0 ) dt) dr =

) (Z/ )dt T ( Jole )dt

Realizando el cambio de variable tx = y. De la desigualdad de Holder deducimos que
ou

ou p\ 1/p 1/p p\ 1/p "
s ([ o) (L) =(Lloe]) e
/tQ o >\ } } [152) wa

y dado que tQ C @ para t € (0,1) obtenemos

(CYROREE

N N 75N/' P1-Np N
- 12\1%1\” [ Gt = T S o
=1

Y mediante una traslacién la igualdad se mantiene para cualquier cubo de lados paralelos
a los ejes coordenados. Es decir,

e

Asi pues, denotando u = ﬁ fQ u(x) y por la desigualdad triangular:

0 (t
8.%'7; o

81’2

ou
63@

N/ Zuumm@) VeeQ. ()

ri= N/p

u(z) —u(y)| = |u - u(z) = (u— ())I_ T=N/p ZH%HLP Va € Q.

Como dados dos puntos z,y € RY existe un cubo @Q (con lado r = 2|z — y|) que contiene
a ambos, tenemos la desigualdad enunciada en el teorema para u € C}(R")

Para demostrar la desigualdad para cualquier u € W1P(RY) basta aplicar el corolario
3.2.12, tomando una sucesién (u), C CL(RY) tal que u, — u en WP(RY). Nétese que
entonces u, — u en LP(RY) y por tanto existe una subsucesiéon de (u,) que converge
en casi todo punto a u, obteniéndose la desigualdad.

Probamos ahora la inclusién WHP(RY) ¢ L®(RY) para u € CH(RY). A partir de (*)
tenemos:

1 N/p
()] = | - u(z) —af < |a - u(z)| +|a] < o] + T—7 “Np leulelm

ol

+ C(p, N) [Vull 1oy < Cllullwro@ny -
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Por tanto [|ul| feory < C'llullyy1.pga). Argumentando por densidad, como en los casos

anteriores, tenemos el resultado para cualquier u € WP (RN ), es decir, tomamos (uy) C
CHRY) que verifica

|[wn — umHLOO(RN) < lun, — UmHWLP(RN)a
luego (uy) es de Cauchy en L®(RY) y converge a u € L>(R"). Después se toman limites
en [[un|| oo vy < Clltnlwip@yy concluyendo [[ul| 00 @ry < Cllullwip@y)- O

Nota 32. Todas las inclusiones dadas son inyecciones continuas. Por ejemplo, para el
caso p < N se tiene la aplicacién:

Sp<ny : WH(RYN) — LP" (RY)
u—u

Por los resultados explicados es acotada (i.e. continua).
Generalizamos ahora los tres resultados dependientes de la relacién p, N a cualquier abier-
to  de clase C' y acotado.
Corolario 3.2.16. Sea Q C RY o un abierto de clase C* con frontera 0 acotada o bien
Q= Rf, definido como en la definicion 3.2.4, y 1 < p < oo. Entonces:

(1) Wir(Q) C LP'(Q) sip<N.

(2) WP(Q) C LY(Q)) Vq € [p,0) sip=N.

(3) WhP(Q) € L2(Q) y

lu(z) — u(y)| < Cloz —y|* N, uz,ll, pctzye sip> N.

Para a« = 1 — %. Todas estas inyecciones son continuas y ademds también se tiene la
inclusion:

(4) Whr(Q) C C(Q) sip> N.

Demostracién. Extendemos u € WP(Q) a P(u) € W' (RY) mediante el operador
de extensién (Teorema 3.2.10) y aplicamos los tres teoremas anteriores (teoremas 3.2.13,
3.2.14 y 3.2.15) para cada caso. Por ejemplo, para el caso (1):

N
N
ll oy = [Pl e ) < 1P e ey < LT NP0 ey <
=1

N
1/N
m [ Ol 5 -
=1

Quedando demostrada la acotacién (y por tanto la inclusién) para Q. La demostracién de
los otros dos apartados es idéntica. (4) es el corolario que sigue. O

Corolario 3.2.17. (Repesentante continuo) Sea p > N y Q de clase C* con frontera
acotada (6 Q@ = R7?). Si u € WHP(Q) entonces existe una funcion @ € C(2) tal que
@ = u en casi todo punto. Equivalentemente, para cada u € WYP(Q) ewiste un tinico
representante continuo u en la clase de equivalencia de u.
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Demostracién. Se deduce de la desigualdad probada en el teorema 3.2.15 (corolario
3.2.16 para ) en general). Sea A el conjunto de medida 0 en el que la desigualdad no se
cumple, es decir:

N
u(@) —u(y)] < Cle —yl* Y llugll, VayeQ—A
i=1

Como 2 — A es denso en 2, u admite una 1inica extensién continua a €. O

Ahora vamos a considerar espacios de Sébolev WP (Q) con m > 2. (Para los siguientes
resultados supondremos que 2 C RY es o un abierto de clase C'' con frontera 9 acotada
o bien Q = RY).

Corolario 3.2.18. Parap < N ym > 2:

W™P(Q) Cc Wmhe(Q).
Donde q estd determinado por el corolario anterior dependiendo de sip < N (= q = p*)
dp=N (= q€[p,)).

Demostracién. Se deduce del corolario 3.2.16. Basta tener en cuenta que u € W™P(Q)
tiene m derivadas débiles en LP(Q), es decir, denotando D%u = u se tiene que D%u €
WLP(Q) para |a] = 0,...,m—1,y (para cada caso) WP (Q) C L4(), luego D%u € LI(Q)
para |a| = 1,...,m — 1, lo que equivale a decir que u € W™ 14(Q). O

Como corolario de todos los resultados de la secciéon probamos un embebimiento fun-
damental para demostrar la regularidad de la soluciéon cuando apliquemos el método
variacional:

Corolario 3.2.19. Seam >2, 1 <p<ooym— % > 1. Entonces:
WmP(Q) c C*(Q).
Donde k € N y estd definido como

k:{[m—]g] sim—Y¢N

_ N _ ; _ N
m— 1 sim peN

( [] denota parte entera).

Demostracién. Si p > N entonces para u € W™P(Q) D% € W1P(Q) para || < m —1,
con lo que podemos aplicar el teorema 3.2.16 (3) y ver que

N
|D%u(x) — D%u(y)| < Clz — y|° Z D%y, ||, para casi todo x,y € Q.
=1

Conf=1- % > 0. Luego D%u € C(f2) para |a| < m — 1 por el corolario 3.2.17. Nétese
que m > m — % >m — 1=k, con lo que u € C¥(Q) (Ver nota 33).

Si p = N entonces W™P(Q) c W™ 14(Q) para todo ¢ € [p,00), de donde se sigue
que existe un ¢ > N para el cual W™P(Q2) C W™~ 14(Q) (corolario 3.2.18), y por tanto
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DY € W4(Q) con |a| < m—2y podemos aplicar la parte anterior para ¢ > N, teniendo
en cuentaquem—% =m—1€N, conlo que k =m — 2.

El caso p < N es més delicado. Sea |a| < k. Vamos a mostrar que D% € WhH4(Q)
para ¢ > N y proceder como en el primer caso. Por definicién D% € Wmk» (Q), y
ademds, por el corolario 3.2.16 (4), W™=FrP(Q) ¢ Wm—k-1r"(Q) ¢ WmF-1P"(Q) C
W Q) con

1 1 1
p p N’
111
p** p* N’

1 1 1

pm—k—1)x — p(m—k-2) N
Y sustituyendo hacia atras tenemos que

Lol m—k=1_1 m k1
pm=k=Dx ~ } N ~p N N'N

N k

s . m .
Por 1ltimo, como k£ < m — o ey <y concluimos que

1
P
1 1 m k 1 1 m 1 1 1

m
= < — - =
sk, NINTNS, NN PTNTN

Es decir, pm=k=D* > N, y podemos aplicar la demostraciéon dada al principio para

m—k—1)x* . .
wiet : (Q), concluyendo que D%u es continua para cualquier a con |a| < k. O

Nota 33. En realidad hemos probado que k derivadas débiles son continuas, lo que
implica que u € C*(Q) en el sentido clasico (ver teorema B.7.2).

3.2.5. El espacio W, " ()

Definicién 3.2.6. Sea 1 < p < oco. Definimos W, () como:

— wlL
wyr(@) = or@”

Equipado con la norma de WhP(Q) (VVO1 () con el producto escalar de W'2(Q)) y
teniendo en cuenta que es una clausura, es evidente que I/VO1 P(Q)) es un espacio de Banach
(de Hilbert para p = 2) separable y para p > 1 reflexivo (proposiciones B.3.1 y 1.5.6).

Llamaremos H} () a WOI’2(Q).

Procedemos a enunciar y demostrar el analogo al teorema 3.1.9 para I/VO1 P(Q)). La princi-
pal diferencia reside en el hecho de que, como ya hemos comentado, u € VVO1 P(Q) no tiene
necesariamente un representante continuo. Como VVO1 P(2) estd formado por funciones de-
finidas en casi todo punto, y la frontera de un abierto 2 es de medida nula, deberemos
anadir como hipotesis el que u sea continua.
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Teorema 3.2.20. Sea Q acotado de clase Ct yu € WIP(Q) N C(Q) con 1 < p < .
Entonces u = 0 en 08 si y sdlo st u € Wol’p(Q). (Notese que si p > N entonces si
u € WIP(Q) entonces u € C(Q), por el corolario 3.2.17).

Lema 3.2.21. Sea u € WP(Q) con 1 < p < 0o y sea sop(u) C 2 compacto. Entonces
ue WyP(Q).

Demostracion. El proceso seguido en la demostracién del lema 3.1.10 es valido también
para N dimensiones. Se extiende de la misma manera v a u como 0 fuera de €2 y se sigue
que u € Wol’p(Q).

O

Demostracién. (Teorema 3.2.20 =-). Veremos primero que si u = 0 en 02 entonces
u € Wol’p(Q). Consideramos cualquier funcién G € C1(R) tal que |G(t)| < [t| Vt € Ry

ademas "
0 s2(t| <1
G@)_{t si |t| > 2.

Las funciones u,, = %G’ (nu) pertenecen a W1P(£) por la proposicién 3.2.6. Como ya se ha
explicado anteriormente, por el teorema de la convergencia dominada u, — v en W1P(Q).
Ademas sop(uy) C {x € Q ‘ |u(z)| > 1/n} (como en la demostracién del teorema 3.1.9), y
por tanto el soporte de u, es un compacto contenido en €2. Por el lema 3.2.21 se deduce
que u, € WyP(Q) y por tanto u, — u € Wy ().

Demostraremos la otra implicacién en la siguiente seccién (seccién 3.2.6), usando el ope-
rador de traza. O

Nota 34. Para demostrar la implicacién = no hemos usado la suposicion de que 2 es de
clase C1. Ademss, el teorema también puede probarse para € no acotado (ver [11, seccién
9.3]).

Lema 3.2.22. Siu € Wol’p(Q) con 1 < p < oo entonces la funcion u definida como

_ u(z) six €€
0 sizeRN —Q

verifica u € WIP(RYN) y U, = Ty,
Demostracién. Sea (u,) C C1(Q) tal que u, — u € WIP(Q). La sucesiéon (u,) C
CHRN) y converge a @ € WHP(RVN). O

Nota 35. El lema anterior no requiere considerar que € sea de clase C'. Se puede exten-
der cualquier funcién de I/VO1 P(Q) a VVO1 P(RN). Es decir, los embebimientos mostrados en
la seccion 3.2.4 son validos para todo 2.

Corolario 3.2.23. (Desigualdad de Poincaré) Sea 1 < p < oo y Q C RY un abierto
acotado. Entonces existe C' (dependiente de la medida de Q y p) tal que

N
HUHLP(Q) < CZ ||uxi||Lp(Q)
i=1

Es decir, en Wol’p(Q), las normas |||y ¥ SN, [ta; | o) SOM equivalentes.
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Demostracién. Para p < n, el resultado se sigue inmediatamente de la desigualdad
mostrada en el teorema 3.2.13 y del teorema B.4.1.14 . En efecto, como () estd acotado,

[lullp < Cllul

pe < Cl[Vullp,

ya que p* > p. Para p > n se requiere el teorema de Rellich-Kondrachov, un profundo
resultado sobre espacios de Sébolev que puede encontrarse en [11, Teorema 9.16, pag.
285] 6 [12, Seccién 5.7, Teorema 1, pagina 272]. Se prueba la desigualdad por reduccién
al absurdo (ver [12, Seccién 5.8.1]). O

3.2.6. Teorema de la traza

El siguiente teorema pretende solucionar el problema de la medida de la frontera. El ope-
rador de traza da sentido al valor de u € W1P(Q) restringido a 99).

Teorema 3.2.24. (Teorema de la Traza) Sea 1 < p < co. Supongamos que ) estd aco-
tado y que es de clase C'. Entonces existe un operador lineal acotado T con

T:WhP(Q) — LP(09Q)
tal que:
(i) Siue WHP(Q)NC(Q) entonces T(u) = ujg.
(1) [Tl Lo(a0) < C lullwrog):
Definicién 3.2.7. T'(u) es la traza de u.

Antes de demostrar el teorema consideramos el siguiente lema:

Lema 3.2.25. Sea ) de clase C'. Entonces para cada punto x € 02 existe una bola B,
de radio r centrada en x y una funcién v : RN"1 — RN tal que

QNB, = {:r € B, ‘ TN > ’}’(.1‘1, ...,.Z‘N_l)}.
Ademds podemos definir el difeomorfismo ®:
®:B,NQ)— BNRY

x— (x1,...,xn-1,ZN — Y(T1, -, TN—1)

Con @ Y(y) = (Y1, yn—1,YN + Y(y1,..yn_1)) ¥y B una bola en RN. Se tiene que
® e CYB,NQ) y @' € CYBNRY) y que el determinante de la matriz Jacobiana
es 1. Nétese también que ®(Q2NIQN B,) C RV~ x {0}.

Nota 36. Esta es la definicién dada en [12] para abierto de clase C'. Como ya se co-
mentd ambas son equivalentes. Nos interesa esta implicacién por la comodidad que supone
trabajar con un difeomorfismo de jacobiano 1.

Demostracién. La funciéon H, 9;()1 de la definicién de abierto de clase C'! es un difeomorfis-
mo. Para cualquier punto xy de 92 mediante una rotacién hacemos paralelo el eje zxy = 0 a
la recta tangente a 92 en x9. Consideramos la hipersuperficie {z € RV ‘ Hy'(z) =0} = Qo
y le aplicamos el teorema de la funcién implicita.
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Obtenemos que para un entorno del punto x = H;Ol (o) podemos escribir zy = y(x1, ..., ZN—_1)
con v € CH(RN~1) | Tenemos que Q, = {z € RY ‘ Ty >y cony € QorNQ, de modo que
para una bola abierta B, centrada en x se verifica

QNB,={z € B, ‘ xn > y(T1, ..y N-1)}

La existencia del difeomorfismo @ es evidente a partir de +. O

Demostracién. Suponemos primero que u € C1(£2) para después argumentar por den-
sidad. Suponemos también que para zo € 0f) existe un entorno U, de zp en €2 tal que
Uxo NoY C Ry := {(:L'l, ...,:CN) e RN ‘ TN = 0}.

Tomamos una bola abierta B centrada en zg y de radio r que verifique
BT :=Bn{zecRY |ay >0} C Q,
B :=Bn{zeRY |zy <0} cRY — Q.
Y sea B la bola centrada en g y de radio /2. Consideramos ¢ € C}(B) tal que £ > 0 en

By ¢ =1en B.Llamamos T a Uxoﬁf)QﬂB ya'a(ry,..,xn 1) € RN ={(z1,...,zn) €
RN ‘ xzy = 0}. Entonces

/ P’ < / ElufPda’ = — / E(ful?)zyde.
N Ro B+

Esta tltima igualdad se tiene porque u € C*(€), de modo que |u| es absolutamente
continua (se aplica el teorema fundamental del célculo de Lebesgue para |u|, que es dife-
renciable en casi todo punto, en la variable xy), y porque £ es de soporte compacto en
B. Por tanto, derivando:

() de = - / ulPEay + plulP (signo(u) sy d.
B+ B+

Por la desigualdad de Young (B.4.1.6), si ¢ = p/(p — 1) entonces

N
‘U|p_1|uxN| < C(|u|q(29_1) + |UmN|p) = C(‘u|p + |uxN ’p)) < C(|u|p + Z |u$z|p))>
i=1

de donde

N
- / Py + plul? (signo(u)ugy édz < C / P + 3 P
B+ B+

i=1

Supongamos ahora que para xg € 0f2 no existe un entorno U,, de zy en 2 tal que
Uz, N O C Rp. Queremos, mediante un cambio de variables, transformar el problema
a la situacién anterior, es decir, buscar un difeomorfismo que transforme el recinto un
entorno de zp en un entorno Uy, tal que Uy, N 9 C Ry. El cambio de variables viene
determinado por el difeomorfismo ® dado en el lema 3.2.25. Dado que el jacobiano de esta
transformacion es 1 obtenemos la misma acotacién para cada entorno inducido sobre la
frontera, lo que forma un cubrimiento por abiertos de 0f).

Dado que la frontera es compacta de dicho cubrimiento por abiertos obtenemos el conjunto
de abiertos {U;}i=1,..r que cubre OS2 para el cual

HuHLp(anUi) <C HUHWLP(Ui) )
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Lo que implica que podemos definir para u € C'(Q) T'(u) := u,,, y se tiene ||T'(u) lLro0) <
c HUHWLP(Q)'

Del teorema 3.2.12 tenemos que existe una sucesién (u,) C CX(R™) C C*°(Q) tal que
Up,  — Uj_ €n WLP(Q). Para dicha sucesién acabamos de demostrar que
Q

1T (un) — T(um)HLP(BQ) < lup — Um”wl,p(g) .

Asi que (T'(uy,)) es de Cauchy y por tanto converge en LP(0f2). Definimos por tanto, para
u € WHP(Q) T(u) como
T(u) = lim T(uy) € LP(Q)

n—o0

Queremos ver por tltimo que si u € W?(Q)NC(Q) entonces T'(u) = uj,,,. Para ello basta
ver que la sucesién construida en la prueba del teorema 3.2.12 converge uniformemente a
u en §. Recordamos la definicién de dicha sucesién: &, (pp * P(u)), donde P es el operador
de extension, p, una sucesion regularizante y &, = £(z/n) con £ € C°(R™) definida como

1 sifz| <1
6(:C)_{O si |x| > 2.

En primer lugar, como 2 es compacto podemos aplicar la proposicién B.4.2.6 para concluir
que p, * P(u) . — P(u)_ uniformemente en ). Por otra parte, como  estd acotado,

pongamos, por una bola cerrada de radio M, para n > M tenemos que &, = 1 en ). Por
tanto &, (pn * P(u)) — u uniformemente en €2, de donde concluimos que T'(u) = uj,,,. O

Nota 37. El teorema de la traza define la traza de u para toda u € WHP(2). (i) es una
comprobacién de que la definicién es consistente, que sélo puede efectuarse si los valores
en la frontera estan definidos.

Estamos ahora en condiciones de terminar la demostracién del Teorema 3.2.20:

Demostracién. (Teorema 3.2.20 <) Si u € I/VO1 P(Q)) entonces existe una sucesion
(un) C CHQ) tal que u, — u en WHP(Q).

Como T(up) = 0 ¥n € N y dado que T es acotado (i.e. continuo porque es lineal),
necesariamente lim, oo T'(u,) = 0 = T(limy, 00 ) = T'(u). Es decir, u =0 en 90Q. [

Nota 38. De hecho, el teorema 3.2.20 puede reformularse para €2 de clase C' y acotado

como:
ue WP (Q) <= T(u) =0.

Esta formulacion no requiere la continuidad de u, puesto que la traza estd definida aunque
% no sea continua, y es consistente con la dada en el teorema 3.2.20, ya que para que
T'(u) = uy,, se sigue requiriendo que u sea continua en 2.



Capitulo 4

El método variacional

4.1. Formulacion débil y el método variacional

Consideremos el siguiente problema de contorno en una variable, que servira como ejemplo
para explicar los pasos que constituyen el método variacional:

—u(t)" +u(t) = f(t) tEe€a,b] *)
u(a) = u(b) =0

Donde f € Cla, b]. Naturalmente y para ilustrar el método ignoraremos que este problema
puede ser resuelto de manera elemental resolviendo la homogénea y después utilizando el
método de los coeficientes indeterminados. Recuérdese que una solucion cldsica de (*) es
una funcién u € C?[a, b] que satisface (*).

Si ahora tomamos una funcién ¢ € Clla,b] (p(a) = ¢(b) = 0), y la multiplicamos a la
ecuacién (*), tenemos

—u(t)"p(t) + ut)p(t) = f(t)e(t),

por lo que, integrando en [a, b] (omitimos la ¢ por comodidad):

b b b
/—U”s0+/ w:/ fe.
a a a

Integrando por partes el primer término obtenemos la igualdad

_u’(b)go(b)+ul(a)90(a)+/ W*/ e /‘W

a

Es decir,
/ u'p +/ wp = / fo Vo € C'a,b] con p(a) = p(b) = 0.

Para esta ultima igualdad (a la que se denomina formulacién débil de la ecuacién (*))
se requiere una hipotesis mds débil. En efecto basta suponer que u es derivable una vez
¥ que tanto u como u' pertenecen a L!(a,b). Intuitivamente, hemos pasado la segunda

99
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derivada de u a la derivada de ¢. Hemos pasado de la formulacién clasica a la formulacion
débil.

El teorema de Lax-Milgram probard la existencia y unicidad de solucién u en H}(I)
(definicién 3.1.1) para la formulacién débil (se intuyen la forma bilineal a(u, ¢) = [ ; u''+
ff up y el funcional ¥ (p) = f; f®), y obtendremos una tinica solucién u de la formulacién
débil que ademas verificarda u(0) = u(1) = 0 por el teorema 3.1.9. Después habrd que
demostrar que dicha solucién es también solucién clasica. Mdas concretamente, los pasos
principales a seguir del método variacional para demostrar la existencia y unicidad de
solucién cldsica a una ecuacion diferencial ordinaria o ecuacién en derivadas parciales son
como sigue:

(1) Se prueba que toda solucién clésica es también solucién débil. Para ello se utilizan
herramientas bésicas del Andlisis como la integracién por partes o la identidad de
Green, siguiendo el proceso que acabamos de describir para (*).

(2) Se prueba la existencia y la unicidad de solucién débil para el problema expuesto.
Para ello utilizaremos los teoremas de Stampacchia (teorema 2.3.1) y Lax-Milgram
(teorema 2.3.3) en espacios de Sébolev.

(3) Se prueba que la solucién débil es C? (o la regularidad que se requiera para cada
caso concreto). Para ello estudiaremos con detalle las propiedades de las derivadas
débiles. En el caso 1 dimensional se concluye gracias al teorema 3.1.2 y en el caso
N-dimensional, considerablemente mas complicado, gracias a las secciones 4.3.2 y
4.3.3.

(4) Se prueba que una solucién débil que ademés sea C2 es una solucién clésica, lo que
concluye junto con el paso (1) la equivalencia de las formulaciones débil y clésica
bajo las condiciones de regularidad demostradas en (3), y por el caso (2) tenemos
existencia y unicidad de solucién clasica (ver también nota 39).

Nota 39. Es importante tener en cuenta que en los espacios de Sébolev estan formados
por clases de equivalencia, es decir, cada elemento u € W C LP es un conjunto de
funciones que coinciden en casi todo punto. Sin embargo, cuando una funciéon u se dice
que estd en LP N C 6 WP N C, en realidad es, cuando existe, la tnica funcién continua
de la clase de equivalencia de u. (Ver definicién B.4.3)

Los representantes continuos son tnicos siempre que existan, dado que si se modifica una
funcién continua en un punto y la funcién resultante debe ser continua, debe hacerse una
modificacién en todo un intervalo, que hara que esta nueva funcién ya no esté en la misma
clase de equivalencia, puesto que un intervalo tiene medida positiva. O equivalentemente,
el complementario de un conjunto de medida nula es siempre denso, y dos funciones
continuas que son iguales en un conjunto denso necesariamente lo son en todo punto (ver
proposicién B.2.2).

4.2. Solucién a algunas ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante el método variacional

En esta seccién, mediante el proceso descrito en la seccién 4.1, utilizaremos el método
variacional para resolver algunas ecuaciones diferenciales ordinarias. Comenzamos con el
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ejemplo candnico, el dado en dicha secciéon. El método se aplica de la misma manera para
cada ejemplo, pero es fundamental definir en qué espacio de Hilbert y qué formulacién
débil vamos a utilizar.

Ejemplo 4.2.1.
{—U(t)”JrU(t) =[f(t) enI=(01), f€L*() *)
= 0

Definimos la solucién débil del problema como un elemento u € H&(I ) que verifique

/Iu’v’—l—/luv—/lfv VveH&(I), **)

(1) (Toda solucién clésica es solucién débil) Se deduce multiplicando a ambos
lados de la igualdad (*) por v € H}(I) e integrando por partes (gracias al corolario
3.1.6). Se tiene entonces

—u(L)u(1) + o (0)0(0) + /uv +/ uv—/ fo,

que, por el teorema 3.1.9 equivale a

/Olu/v/—l—/oluv:/olfv. (**)

(2) (Existencia y unicidad de solucién débil) Aplicamos el teorema de Lax-Milgram
(teorema 2.3.3) en el espacio de Hilbert H}(I) a la forma bilineal

uv /uv—i—/uv.
I

y al funcional (evidentemente continuo)

®: H0<I)

v—>/fv

(Nétese que a(u,v) = (u, U)Hé([), con lo que a es trivialmente coerciva y simétrica).

Obteniendo que existe un tnico elemento u € H{(I) que verifica (**). También
obtenemos que dicho elemento u puede obtenerse mediante un problema de mini-
mizacion, dado que

1
u= min {/(v’2+v2)—/fv}.
veHI(I) 2 )1 I

(3) (Regularidad de la solucién débil) Como f € L?(I) entonces u € H?(I), dado
que

/Iu’v':/l(f—u)v Yo € CHI) C H3(Q).

Bs decir, (v/) = (f —u) € L*(I). Si ademés f € C(I), entonces v” € C(I), y por
tanto gracias al teorema 3.1.2 (ver también la nota 20) u € C%(I).
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(4) (Recuperacién de solucién cléasica) Por tltimo veamos que una solucién débil
que ademds es C2 es una solucién clésica del problema. Sea u € C%(I) con u(0) =
u(1) = 0. Integramos por partes en (**) el primer término, es decir (nétese que
Ce(I) € Hy(I)),

/u'v’ =/(1)v(1) — 4/ (0)v(0) — /vu” Yo € C((0,1)),

1 1

y obtenemos
1
| ru=ne=0  weeck).

Por el corolario B.4.2.9, —u” +u = f en casi todo punto, y como u € C?(I), en
todo punto.

Ejemplo 4.2.2. Si las condiciones de contorno son no homogéneas, es decir, si el problema

- { —u(t)’ +u(t) = f(t) en I=(0,1), f€L*(I)
w(0) =, u(l) =4

Basta considerar una funcién ug affn (C?), que verifique ug(0) = a, ug(1) = 3, y resolver
para 4 = u — ug el problema

{—a(t)” +a(t) = f(t) +uj —uo enI=(0,1), fe L*1)
@(0) =0, (1) =0

que se reduce al ejemplo 4.2.1.

Ejemplo 4.2.3. (Sturm-Liouville)

{—(p(t)u'(t))' +aq(tyu(t) = f(t) en I=(0,1), f € L*I)
u(0) =0, u(1) =0

Con p € CY(I), p(t) > a >0y qe C(I) con g(t) > 0.

(1) (Toda solucidén clasica es solucién débil) Si u es solucién del problema, enton-
ces, multiplicando a ambos lados por v € H& (I) e integrando por partes obtenemos

/pu'v’—{—/quvz/fv Yo € Hi(I).
I I I

(2) (Existencia y unicidad de solucién débil) Aplicamos el Teorema de Lax-
Milgram (Teorema 2.3.3) en el espacio de Hilbert HE(I) a la forma bilineal:

a(u,v) = /pu'v'—l—/quv,
I I

o: H)(I) —R

v—)/lfv.

y al funcional
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a es evidentemente es una forma bilineal simétrica en H}(I), y teniendo en cuenta

que
< \ 1ol + gl wo

méx {[lpll.  lallo }'/u uv)

<

a(u,v)| = ’/pu/v/ —l— quv

C|(U7U)Hg(1)| <
CH”HH&([)H”HH&(I)

a es continua.

La coercitividad de a se demuestra teniendo en cuenta que ¢ > 0 y que p > «
mediante la desigualdad de Poincaré (proposicién 3.1.11),

/ s [0tz [0 = allolag = Gl

Obtenemos que existe un tnico elemento u € HE(I) que verifica la formulacién débil.
También obtenemos que dicho elemento u puede obtenerse mediante un problema
de minimizacién, es decir,

_ °2 2
_vergllnl){z/pv + qu )—/va}.

(Regularidad de la solucién débil) Anédlogamente al ejemplo 4.2.1, evidentemen-
te pu’ € H! con derivada f — qu, y por tanto (corolario 3.1.6) u’ = %D(pu’) € HY(I),
con lo que u € H?(I).

Y si ademés f € C(I), entonces (pu') = f —qu es continua (ya que q es continua y u

tiene un representante continuo), lo que implica que u € C?(I), como en el ejemplo
4.2.1.

(Recuperacién de solucién cldsica) Suponemos que u € C*(I)NHE(2) (se anula
en la frontera de I). Nuevamente integramos por partes en la igualdad

/pu'v'—}—/quv:/fv Yo € CMI).
I I I

Obteniendo

/(—(pu’)/ +qu—fluv=0 Vo e CH(I).

1

Por el corolario B.4.2.9, —(pu')’ +qu — f = 0 en casi todo punto, y como u € C2(I),
en todo punto. Naturalmente u se anula en la frontera porque u € HE ().
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Ejemplo 4.2.4. Consideramos el problema de condiciones de contorno de tipo Neumann

—u(t)” +u(t) = f(t) enI=1(0,1), f e L*() *)
uw'(0) =4/ (1) =0.

Los valores en la frontera de u son desconocidos, asi que no tiene sentido utilizar como
espacio de Hilbert H}(I). Una solucién débil del problema es un elemento u € H'(I) que
verifique

(1)

/IU/UI+/IUU:/IfU Vo € H'(I). **)

(Toda solucién clasica es soluciéon débil) Se lleva a cabo el mismo proceso
descrito en el ejemplo 4.2.1 suponiendo que u € C?(I) y verifica la ecuacién inicial
y las condiciones de contorno. Nétese que al integrar por partes el primer término
obtenemos —u/(1)v(1) + «/(0)v(0) + fol u'v’, anuldndose los dos primeros términos
por las condiciones de contorno.

(Existencia y unicidad de solucién débil) Aplicamos el teorema de Lax-Milgram
(teorema 2.3.3) en el espacio de Hilbert H!(I) a la forma bilineal

a(u,v) = /u'v/+/uv
1 1

@: HY(I) —

R
v—>/lfv

Obtenemos una tnica solucién débil v € H'(I), que ademds, por (**), estd en
H?(I).

y al funcional

(Regularida(_i de la solucién débil) Si ademds f es continua, como ya hemos
visto u € C?(I).

(Recuperacién de solucién clasica) En primer lugar debe tenerse en cuenta que
como u € H?(I), entonces u/ € H'(I), lo que significa que (Teorema 3.1.2) u €
C1(I). Esto asegura que la condicién v/(0) = 0 = u/(1) tenga sentido. Supongamos
que u es una solucién débil con u € C%(T).

Integramos por partes (**), obteniendo

1

o' (1)v(1) — 4/ (0)v(0) +/ uv+ /01 uv = /01 fo Yo e HY(I).

0

Como C(I) C HE(I) € HY(I), y todav € H}(I) se anula en la frontera, obtenemos
que —u” +u — f =0 (corolario B.4.2.9), de modo que

u'(1)v(l) — ' (0)w(0) =0 Yo e HY(I).

Y de la arbitrariedad de v(1) y v(0) deducimos que v'(0) = «/(1) = 0, de modo que
u es la solucién clasica del problema.
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Ejemplo 4.2.5. El problema de condiciones de contorno de tipo Neumann no homogéneo

{ —u(t)" +u(t) = f(t) enI=(0,1), fe€ L*(I) *)
W(0) = a, /(1) = 5

se soluciona de manera idéntica al anterior, aplicando el teorema de Lax-Milgram en el
espacio H'(I) con la misma forma bilineal a, i.e.

a(u,v) = /u'v’+/uv,
I I

o:H'(I) —R

pero con el funcional

v—> /fv —aw(0) + Su(1),
I
que es continuo (basta aplicar el teorema 3.1.5).

Ejemplo 4.2.6. Consideramos ahora el problema con condiciones de contorno mixtas

{—u(t)” +u(t) = f(t) enI=(0,1), fe€ L*() *)
uw(0)=04(1)=0

Para este problema definimos el espacio de Hilbert H como

H = {ve H(I)|v(0) = 0}.

(Con el producto escalar de H'(I)) Para demostrar que H es de Hilbert basta ver que es
cerrado en H'(I), tomando cualquier sucesién convergente (v,) C H, v, — v y viendo

que v € H. En efecto, como (v,) converge en norma || - |[g1(y), también lo hace en
norma || - || (r), la convergencia es por tanto uniforme y v(0) = 0 (para el representante
continuo).

(1) (Toda solucién cldsica es solucién débil) Para u € C?(I), al integrar por partes
el primer término en la ecuacién (*) obtenemos —u/(1)v(1) + u/(0)v(0) + fol u'’,
anuldndose el primero por la condicién u'(1) = 0 y el segundo por el espacio H
elegido, obteniendo la formulacién débil

[+ [wo= [0 woen ()

(2) (Existencia y unicidad de solucién débil) Se soluciona de manera idéntica al
ejemplo 4.2.4, pero aplicando el teorema de Lax-Milgram en el espacio H. Es decir,
con la misma forma bilineal a

a(u,v) = /u'v’-i—/uv,
1 1

y el funcional
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p:H—R

v—)/lfv.

Obtenemos que existe un tnico elemento u € H que verifica (**). También obtene-
mos que dicho elemento u puede obtenerse mediante un problema de minimizacién,

es decir, que
u—mm{ / (v + v?) —/fv}.
I

(3) (Regularidad de la solucién débil) De manera idéntica a los casos anteriores.
Si f es continua, entonces u € C2(T).

(4) (Recuperacién de solucién cldsica) Se recupera la solucién clésica a partir de
una solucién débil C? nuevamente integrando por partes (**), obteniendo

u'(l)v(l)—u'(O)v(O)—/Ol u”v+/01uv:/01 fo Voed.

Como C(I) C H(I) C H, los dos primeros términos se anulan y se obtiene
—u" +u—f=0

(corolario B.4.2.9). Por tltimo de u/(1)v(1) — 4/ (0)v(0) = 0, como v(0) = 0 se tiene
que u/(1)v(1) =0, y de la arbitrariedad de v(1) se obtiene que /(1) = 0.

4.3. Soluciéon a ecuaciones en derivadas parciales elipticas
mediante el método variacional

Procedemos a aplicar el método variacional para resolver algunas ecuaciones en derivadas
parciales elipticas cldsicas. Nos interesa no soélo demostrar la existencia y unicidad de
solucién para un determinado problema y convertirlo en uno de minimizacién, siné tam-
bién estudiar de qué manera se ”transfiere”’la regularidad a partir de una cierta hipdtesis
sobre la ecuacién (secciones 4.3.2 y 4.3.3). Para ello es 1til considerar las ecuaciones como
operadores. En general, cuando Q C RY es un abierto acotado, un operador eliptico de
segundo orden es de la forma (ver [12, seccién 6.1] y [11, pag. 294])

N

N N
Z Z aljuxl z; Z(alu)xl + apu,

=1 j=1 =1

donde las a;;,a; y ap son funciones dadas y L satisface la condicién de elipticidad, es
decir, existe una constante o > 0 tal que

ZZ% 2)6i&; > al¢]’ Vo € Q, V¢ € RY.

i=1 j=1
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La ecuacién puede escribirse entonces como, por ejemplo, para condiciones de tipo Diri-
chlet,

para f € L?(9).

El proceso a seguir es, en esencia, el del capitulo anterior y el esquematizado en la seccién
4.1. La diferencia principal, como ya hemos comentado, estd en el paso (3), consistente
en demostrar a partir de una solucion débil que es ademas regular, y a la que dedicamos
la seccion 4.3.3. Comenzamos con el ejemplo candnico.

Ejemplo 4.3.1. (Problema de Dirichlet Homogéneo para el Laplaciano)

—Autu=f enf ™)
u=0 en 0N

Con Q C RY un abierto acotado de clase C*!, Au := Zi\; Uy, y f € L?(£2). Buscamos
una funcién u : © — R que sea solucién clésica, i.e. una funcién v € C2(Q) solucién de
(*). Una solucién débil serd un elemento u € H}(2) que verifique

/Qéuxivxi+/ﬂuv:/ﬂfv Vo € H} (Q). **)

(1) (Toda solucién cldsica es solucién débil) Sea u € C?(Q) solucién de (*).
Entonces u € H*(2)NC(Q) y como u = 0 en 952, por el teorema 3.2.20 (en realidad
no es necesario suponer, de momento, que €2 es de clase C!, ver nota 34), u € H& (Q).
Para dicha u, tomamos v € C}(Q), multiplicamos a ambos lados de la ecuacién (*)

e integramos en €):
N
—/Zummv—l—/uv:/fv.
Qi3 Q Q

Utilizando la identidad de Green (proposicién B.6.3) tenemos, para el primer término,

N N
N Ug,z; AV = —/ v(Vu)it dS+/ Uy, Ug; AV
| [ rwwiass [5°

Como v es de soporte compacto la integral sobre la frontera es nula, de donde se
obtiene que u verifica (**) para toda v € C}(). Escribimos >N | t,,v,, = VuVo.

De la definicién de H}(2) se tiene que para toda v € H3(Q) existe una sucesién
vp) C que converge a v en norma . La ecuacién puede escribirse

CcLQ g HY(Q). L i6n (**) puede escribi
como

N
> (ttay, vn, ) r2@) + (U, 00) 12(0) = (f0n) 12(0)-
=1
Tomando limites
N
Jim z;(uxwvnzi)m(m + (w,vn)2() = M (f0n) 20

Y de la continuidad del producto escalar obtenemos la igualdad para cualquier
v e HHQ).
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Nota 40. Hemos argumentado por densidad para demostrar la igualdad para todo
v € H}(Q). De hecho, la identidad de Green se verifica para todo v € H}() (ver
teorema B.7.1).

(2) (Existenciay unicidad de solucién débil) Aplicamos el teorema de Lax-Milgram
(teorema 2.3.3) en el espacio de Hilbert HE(2) a la forma bilineal

a(u,v):/Vqu+/uv,
Q Q

que es continua y coerciva dado que a(u,v) = (u,v)2(q), y al funcional

go:H&(Q) — R

v—)/gfv.

Obteniendo que existe un dnico u € Hg () que verifica (**) y que

—ml’n1 v))? + |vf?) — v
u= min {5 [ (Ve +1o) = [ fo.

vEHI (D)

(3) (Regularidad de la solucién débil) Nos remitimos a la seccién 4.3.2.

(4) (Recuperacién de solucién clésica) Q es de clase Ct, u € H}(Q) es solucién
débil del problema y ademés u € C?(Q). Por el teorema 3.2.20 u = 0 en ). Se
tiene la igualdad

/QVUVU—}—/qu:/QfU Vv € CL(Q) c HY(Q). (**)

Volvemos a aplicar la identidad de Green para el primer término, obteniendo la
igualdad

/ VuVu dV = —/ v(Au) dV+/ v(Vu)ii ds.
Q Q 09

Nuevamente v se anula en la frontera, y por tanto concluimos que u verifica
/(—Au+u— flu=0 YveCHR).
Q

Por el corolario B.4.2.9 —Au 4+ u — f = 0 en casi todo punto, y por ultimo, como
u € C%(Q), en todo punto, luego u es la solucién clésica.

Ejemplo 4.3.2. (Problema de Dirichlet no homogéneo para el Laplaciano)

—Aut+u=f enf ™)
u=g en 0S)

Con © c RV abierto de clase C 1y acotado. g estd definida en 9 y ademds suponemos
que existe § € H'(Q2) N C(Q) tal que § = g en 9Q. Para dicha §, definimos el conjunto

C={veH()|v-ge HQ))}
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C no depende de la eleccién de la g que verifique la hipotesis deseada por el teorema
3.2.20. C C HY(Q) y es no vacio, convexo y cerrado. La formulacién débil es como en el
ejemplo anterior:

/QVqu—i—/qu:/va Vo € Hi(Q). **)

Pero buscaremos la solucién débil u en C, que es dnico (no depende de §). Naturalmente,
tendremos que usar el teorema de Stampacchia.

(1)

(Toda solucién cléasica es solucién débil) Se procede exactamente igual al ejem-
plo anterior. Partiendo de u € C?(£2) se multiplica por v € H}(Q) y se integra por
partes el primer término. Como u = g en 92 entonces u — § € H}(2) y por tanto
ueC.

(Existencia y unicidad de solucién débil) Vamos a aplicar el teorema de Stam-
pacchia (teorema 2.3.1) a la forma bilineal

a(u,v):/Vqu+/uv
Q Q

o(0) = /Q fo,

para lo cual debemos demostrar que las formulaciones (**) y

y al funcional

/QVUV(U—U)JF/QU(U—U)Z/Qf(v—u) Yo e C (***)

son equivalentes.

En primer lugar esté claro que si u verifica (**) entonces u verifica (***), puesto que
u—v € C'y por tanto u—g,v—g € H}(Q), de modo que u—v = u—j—(v—g) € H} ().
Para demostrar la otra implicacién para u € C escogemos w € H& (Q) y aplicamos la
desigualdad (***) parav =u+w € Cy v =u—w € C, obteniendo las desigualdades

/Vqu+/uw>/fw Yw € Hi (),
Q Q Q

—/Vqu—/uwZ—/fw Yw € HY ().
Q Q Q

/Vqu—i—/uw:/fw Yw € Hy ().
Q Q Q

Estamos en condiciones de utilizar el teorema de Stampacchia a la forma bilineal a y
a ¢ en el conjunto convexo cerrado C C H*(£2), obteniendo un tinico elemento u € C
que verifica (***) (que equivale a (**)) y que dicho elemento esté caracterizado por
ser el minimo de la funcién

Es decir,

F:C—R

u lauu—u: UQ ’U2—U
— alww) = plw) = [ (V0 +0* = fo).
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(3) (Regularidad de la solucién débil) Nos remitimos a la seccién 4.3.3.

(4) (Una solucién débil regular es solucidn clésica) Se procede como en el ejemplo
anterior partiendo de la formulacién (**).

Ejemplo 4.3.3. (Problema de Neumann homogéneo para el Laplaciano)

—Autu=f en Q (*)
Vau=20 en 02

Con Q C RY abierto de clase C! y acotado y de clase C', f € L?(Q). V,u denota la
derivada normal de u, es decir, V,u = Vu - n, con n el vector normal a la frontera de €2
apuntando hacia el exterior. No tiene sentido trabajar en H& (Q) puesto que las condiciones
son sobre las derivadas de u. Buscamos u € H(Q) que verifique la formulacién débil

/QVqu—l—/qu—/va Vv e HY(Q) )

(1) (Toda solucién cldsica es solucién débil) Sea u € C?(Q) solucién de (*).
Entonces u € HY(Q) N C(Q). Para dicha u multiplicamos a ambos lados de la
ecuacién (*) por v € C1(Q), e integramos en

—/QAuv—i-/quz/va.

Aplicamos la identidad de Green al primer término:
/vAu av = (Vu - n)v dS/VuVU dv Yv e Q).
Q o0 Q

Con [, (Vu-n)v d(S) = 0 por las condiciones de contorno. Concluimos por densidad
que u verifica (**), gracias al teorema 3.2.12, dado que estamos trabajando en
HY(Q).

(2) (Existencia y unicidad de solucién débil) Aplicamos el teorema de Lax-Milgram
(teorema 2.3.3) en el espacio de Hilbert H!(2) a la forma bilineal

a(u,v):/VuVU—l—/uv
Q Q

y al funcional

Obtenemos que existe un tnico u € H() que verifica (**) y que

—ml’n1 v))? + v]?) — v}.
w= min 5 [ (Vo) +1oP) = [ po)

veEH(Q)

(3) (Regularidad de la solucién débil) Nos remitimos a la seccién 4.3.3.



Capitulo 4. El método variacional 71

(4) (Una solucién débil regular es solucién cldsica) Sea u € H!(f) solucién de

(**) con u € C%(Q). Como viene siendo habitual, mediante la identidad de Green
obtenemos que, para toda v € C'1(Q),

—Au +u)v u-n)v = v v LQ). (**
/Q(A—I—)dV—i-/(m(V Jv dS /QdeVEC(Q)()

Como C}(2) C C1(Q2) tenemos la igualdad para todo v € C1(2) y como v se anula
en la frontera deducimos que

/Q(Au+u)v:/gfv Vo € CH(Q),

concluyendo que —Au+wu = f en (Q gracias al corolario B.4.2.9, de donde, volviendo

/ (Vu-n)vdS=0 YveCl(Q).
o0

Y por tanto, nuevamente por el corolario B.4.2.9 (Vu-n) = 0 en 012 (en todo punto,
ya que Vu € C1(2)), con lo que u verifica la formulacién clésica.

Ejemplo 4.3.4.

—Aut+cu=f enQ ™)
u=0 en 0N

Con ©Q C R¥ abierto de clase C' y acotado, f € L2(Q) y ¢ € L>®(Q) con ¢ > 0 (Por
ejemplo, ¢ = 0 es la ecuacién de Poisson en N dimensiones y ¢ = 1 es el problema 4.3.1).
Buscamos u € H}(2) que verifique la formulacién débil

(1)

/QVUVU+/QCU11:/QfU V’UGH&(Q). ™)

(Toda solucién cldsica es solucién débil) Sea u € C?(Q) solucién de (*).
Entonces u € HY(Q)NC(Q) y como u = 0 en 99, por el teorema 3.2.20, u € HE(Q).
Para dicha u multiplicamos a ambos lados de la ecuacién (*) por v € C1(Q), e

integramos en €
/Auv—l—/cuv:/fv.
Q Q Q

A partir de aqui utilizamos la identidad de Green (corolario B.6.3) y procedemos
como en el ejemplo 4.3.1.

(Existencia y unicidad de solucién débil) Aplicamos el teorema de Lax-Milgram
(teorema 2.3.3) en el espacio de Hilbert HE(€2) a la forma bilineal

a(u,v):/Vqu—i-/cuv
Q Q

0: H}(Q) — R

v—>/va.

y al funcional
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Obtenemos que existe un tnico u € H{ () que verifica (**) y que

—min1 v])? + c|v]?) — v
w= min {5 [ (Vo)? +elol?) = [ fo.

vEHI (D)

La continuidad de a se deduce de la desigualdad de Hoélder:

§/|VUV2}H—/ lcuv| <
Q Q

IVull 2a) IVl 200y + el oo @) Tull 20 0] 2e0) <

max {1, [lc]l oo (o)} llull oy 101l (e -

la(u, v)| =

/ VuVou + cuv
Q

Y por otra parte, la coercitividad se tiene de a(v,v) = 7| |Jvg, |5 + Jo cv®+ >
Z?Ll |z, ||§ >« ||vH§{1(Q) con o > 0 por la desigualdad de Poincaré.

(3) (Regularidad de la solucién débil) Nos remitimos a la seccién 4.3.3.

(4) (Una solucién débil regular es solucién clésica) € es de clase C! (ver teorema
3.2.20 y nota 34), u € H(Q) es solucién débil del problema y ademds u € C?(9).
Por el teorema 3.2.20 u = 0 en 0f). Se tiene la igualdad

/QVUVU+/QCU1):/va Yo € CHQ) (**).

Volvemos a aplicar la identidad de Green para el primer término y procedemos como
en el ejemplo 4.3.1.

4.3.1. La condicién de elipticidad

Nos planteamos ahora estudiar un problema maéas general. Los ejemplos 4.3.1 y 4.3.4 son
en realidad casos particulares del que vamos a estudiar a continuacion. El objetivo es ver
claramente la razén por la cual nos ocupamos solamente de las ecuaciones en derivadas
parciales elipticas (ver también lema 4.3.7). Consideremos la siguiente ecuacién:

Ejemplo 4.3.5.

- Zf\il Zj‘\rzl(aijuﬂﬁz‘)xj +aou = f en (*)
u=0 en OS2

con Q2 C RN un abierto acotado y de clase C, a;; € CH(2), ap € C(Q) con ag > 0y los

a;; satisfacen la condicién de elipticidad:

N N
Zzaijfifj >alé]? VzeQ Vee RY para o > 0.

i=1 j=1

Una solucién clésica es una funcién v € C?(2) que verifica (*) en el sentido cldsico, y una
solucién débil una funcién u € H} () que verifique la formulacién débil

N N
/QZZaijumvxj%—/anuv:/va Vo € HY (). **)

=1 j=1
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(1) (Toda solucién clasica es solucién débil) Como en los anteriores ejemplos, en
la ecuacién (*) multiplicamos por v € C1(2) y aplicamos la identidad de Gauss-
Green (corolario B.6.2) al primer término para cada derivada parcial respecto a 7,

obteniendo
/(aijuxi)l’jv = _/(aijuxi)vxj
Q Q

gracias al soporte compacto de v. Se concluye para toda v € H&(Q) como ya hemos
visto anteriormente, por densidad.

(2) (Existencia y unicidad de solucién débil) Se aplica el teorema de Lax-Milgram
a la forma bilineal

N N
a(u,v) _/ZZaijuxivxj—i-/aouv
04 0

i=1 j=1
y al funcional ¢ € Hj(€2)* definido como ¢(v) = [, fo.

La continuidad de a se deduce de la desigualdad de Holder para ambas integrales.
La desigualdad de Poincaré, ag > 0 y la condicién de elipticidad implican la
coercitividad, es decir, Vv € HE(Q)

N N
a(v,v) = /szaijvxivxj —|—/QCL0U2 & a/Q |vv‘2 2 Ca HUH%{l(Q) ’

=1 j=1

Si ademés la matriz formada por los (a;;) es simétrica, claramente la forma bilineal
es simétrica y por tanto la solucion débil u es la solucién problema de minimizacién

1 N N
min {— @iV, V. + agv3.
uin {5 /ﬂ >3 s, /ﬂ 0%}

i=1 j=1

(3) (Regularidad de la solucién débil) Nos remitimos a la seccién 4.3.3.

(4) (Una solucién débil regular es solucién clasica) Se razona analogamente a los
casos anteriores.

Nota 41. El método variacional se puede aplicar a otros problemas, como el ejemplo 4.3.5
con condiciones de tipo Neumann. La formulaciéon débil es la misma pero en el espacio
de Hilbert H'(€2). Se procede de manera a idéntica a este ejemplo, pero mostrando la
equivalencia de las formulaciones como en el ejemplo 4.3.3.

4.3.2. Regularidad para el problema del laplaciano

En esta seccién nos proponemos llevar a cabo el paso (3) del método variacional para el
problema del laplaciano. Estudiaremos el problema homogéneo con condiciones de frontera
de tipo Dirichlet. En la tltima secciéon pueden consultarse los resultados sobre regularidad
para otros problemas.

Andlogamente al caso 1-dimensional, se realiza una suposicién sobre la regularidad de f
para ver de qué manera se transfiere a la solucién del problema, u. Naturalmente, también
habrd que suponer una cierta regularidad sobre el dominio §2:
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Definicion 4.3.1. Con los conjuntos Q, Q1 y Qo definidos de la definicién 3.2.4 y m € N,
decimos que un abierto €2 es de clase C™ si para todo x € 0f2 existe un entorno U, de x
en RN y una aplicacién biyectiva H, : Q — U, tal que:

(i) He € C™(Q).

(i) Hy' e C™(T,).
(iii) Hy(Q+) =U,NQ.
(iv) Hz(Qo) = Uy NON.

Y que 2 es de clase C'° si es de clase C™ para todo m € N. En adelante trabajaremos
con frecuencia con los conjuntos @, Q4+ y Qg

Teorema 4.3.1. (Regularidad del problema del Laplaciano con condiciones de
tipo Dirichlet)

Sea o bien Q C RN un abierto acotado o bien Q = RN. Sea u € H}(Q) solucion de

[vuves [up= [ 10 veem@. )
Q Q Q
(Formulacion débil para el problema del Laplaciano con condiciones de tipo Dirichlet
homogéneas). Segin la reqularidad de f y de :
(1) Si f € L2(Q) y Q es de clase C?, entonces

(2) Si f € H™(Q) y Q es de clase C™F2, entonces

lellzmsaey < C M flmqy e we H™(Q),

(3) Si fe H™Q) yQ es de clase C™+% con m > &, entonces

u € C%(Q).

(4) Si f € H®(Q) y Q es de clase C* entonces
u e C™(Q).
Nota 42. f € H*>®() significa que f € H™(Q2) Ym € N.

La demostracién del teorema es bastante técnica. Utilizaremos toda la teoria expuesta a
lo largo de los cuatro capitulos, incluyendo los resultados relativos a las topologias débiles.

Para mayor claridad, vamos a dividir el enunciado y la prueba en diferentes teoremas.
El primer paso consiste en demostrar el resultado para = RY. Este paso es conside-
rablemente mas sencillo que el caso general, y sirve para hacerse una idea en términos
generales de en qué consiste la demostracion. Después se demuestra para ) en general
utilizando como lema el resultado para RY. Para cada uno de ellos primero debemos
demostrar la implicacién (1): f € L?*(Q)) = u € H*(Q) y después la implicacién (2):
f e H™(Q) = uec H™2(Q), obteniendo las conclusiones (3) y (4) como corolario inme-
diato (ver corolario 4.3.11). Comenzamos con tres lemas previos.
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Lema 4.3.2. Sea u € LP(RY) con 1 < p < 0o0. u € WHP(RY) si y sélo si existe una
constante C tal que Yh € R con h # 0

(e + ) — u(@)l| oy < CIA,

donde |h| = |h1| + ...+ |hn|. Y en particular podemos tomar C = SN | [t || Lo (mavy- Por

comodidad, a partir de ahora usaremos la ya explicada notacion |Vu| = Zfil | wa, |-

Demostracién. Sea v € WIP(RY). En primer lugar suponemos que u € C°(RY), y
definimos v(t) = u(x + th), de donde v'(t) = hVu(x + th). Asi:

/Olv’(t)dt‘ =

Usando la desigualdad de Holder para t — hVu(z + th) € L*((0,1)) obtenemos

1
lu(z + ) — u(z)| = |v(1) — v(0)] = / hVu(;v+th)dt'.

0

1 1 1 1/p
/ hVu(z + th)‘ dt < / |hWVu(z + th)|dt < (/ |WVu(z + th)P dt> ,
0 0 0

y si elevamos a la p obtenemos
1
u(z + h) — (@) < / V(e + th)[Pdt.
0
Integrando sobre RY:

[ tute+m—uran< [ /\hVuerth)]pdtda;—

/ / V(e + th)Pde di = / / WV u(y)Pdy dt = / WV u(y)Pdy.
RN RN RN

(Mediante el cambio de variables y = x + th). Y por tanto
[u(z +h) —u(@)], < [PVl .
(Nétese que evidentemente [|hVul, < |h] Zfil [ua;[l, = [h][[Vul|,) Para demostrar el

resultado para cualquier v € WP(RY) basta argumentar por densidad.

Para demostrar el reciproco tomamos cualquier ¢ € C° (]RN ). Tenemos que, por la hipdte-
sis y la desigualdad de Holder

/RN(U(ﬂﬁ +h) - U(fv))@' < |lu(@ + h) = u(@)]l, llell, < Clalllell,

Por otra parte,

[ ot = u@)ple) do = [ ate+hpta) = [ u@ole) do

Mediante el cambio de variables  + h = y tenemos que

[ ute+me@) = [ u@hpta) do= [ alw)ely =) - o) d,
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de modo que, como h # 0,

u(y)(p(y —h) — ¢y
JRLCCCEIEEL PRI
RN |h
Tomando para cada i =1,..., N h = te; y el limite obtenemos la desigualdad
) u(y)(e(y —h) — ey
/ Upy,; | = lim () (e )~ ¢®) dy < Clell,,
RN t=0 JrN |h|

A partir de | [on ups| < Cllell, se utiliza el lema 4.3.3 para demostrar que u €
WP (RN). O

Lema 4.3.3. Sea u € LP(Q2) con 1 < p < co. Si existe una constante C' tal que

oo
Q

Demostracién. Para cada ¢, definimos el funcional lineal

<Clell, Voe CX(Q) Vi=1,...,N,

entonces u € WP(Q).

fi: CZ(Q)

— R
Q

De la densidad de C2°(Q2) en L? (Q) y de la continuidad de f; (de la hip6tesis tenemos que
fi es acotado), deducimos que existe una tinica extensién continua (ver proposicién B.2.2)
del funcional a LP (€2). Por el teorema de representacién de Riesz (teorema B.4.1.11)
sabemos que existe una funcién g; € LP(2) tal que

£ = [wpn= [ g0 oer @,
Q Q
y en particular para toda ¢ € C1(Q), lo que prueba que u € W1P(Q), puesto que u,, =
—9i- 0
Lema 4.3.4. Sea u € H}(Q4) con

N-1 1/2
sop(u)C{xeRN<Z\xi]2> <1-4,0<zy<1-6}CQ+

i=1
No1p 12\ 1/2
y h € Qo tal que (Zi:l |7l ) < 0 < 1. Entonces
[Dhull 2,y < IVUllp2(g,) -
Donde definimos Dpu = W (Ver figura c).
Demostracién. La primera parte es idéntica a la demostracién del lema 4.3.2. Se repite

el proceso para u, € CX(R"), definiendo v(t) = un(z + th) con t € [0,1], de donde
v'(t) = hVu,(z + th) y se obtiene

1
\un(sv—l—h)—un(x)|2§/ AV (z + th) 2.
0
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Integramos sobre Q. :

1
/ [t (2 + h) — up () 2dz < / / |WVuy, (z + th)|dt dz <
Q+ Q+ JO

1 1
/ / \WVuy, (z + th)|*dz dt = / / |hVu, (y)|2dy dt = / |hVu, (y) 2dy.
0o Jo, 0 JQyi+th Q++th

(Mediante el cambio de variables y = x + th). Y por tanto
[un(z + 1) = un(@)ll 200, ) < 1AV Ul L2 1) -

Para demostrar el resultado extendemos u € H}(Q+) au € H(RY) como 0 en RN — Q4
(lema 3.2.22) y tomamos limites a ambos lados de la igualdad aplicando el teorema 3.2.2
al conjunto @ + th CC R"™ obteniendo

[u(x + ) — w(@)]| 2@ry < AVl 200, 44n) -

Pero de la hipétesis sobre h tenemos que [|AVul[ 12, 141y = [|AVUll 12, ) ¥ evidentemente
(e + 1) — (@) 2. < (e + ) — u(@)l| g, d6 modo que

lue + ) = (@) 2, < 11Vl 2, )

Teorema 4.3.5. (El caso Q2 =RY) Sea u € HY(RY) tal que u verifica
[vuves [up= [ 10 weem@. )
Q Q Q

(1) Si f € L2(RY), entonces

ull g2y < C I fll2@yy  i-e.u€ H*(RY).

(2) Si f € H™(RY), entonces

||U||Hm+2(RN) <c HfHHm(]RN) ie.ue H"2(RY).

Demostracién. En (*), dado que u € H'(RY), podemos tomar ¢ = D_j(Dpu), con
Dpu = w, como en el lema anterior, es decir,
2u(x) —u(z + h) —u(x — h)

Operando obtenemos

/ yVDhu|2+/ thuP:/ FDn(Dyu)
RN RN RN

Es decir,

| Dyl gy = / IV Dyl + / |Dyul? = / FD_n(Dy) < £l | D-n(Drer)l
RN RN RN
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Gracias a la desigualdad de Hélder. Ademas, por el lema 4.3.2, y dado que Dpu € H'(RY),
ID-n(Dru)lly < [IVDpully — Vu € H'(RY).
Concluimos que
IDhul Frr vy < NLFllo IV (Drw)lly
de donde, evidentemente
[ Dnul| gy < [l -

En particular
| Dnually < || fllo Vi=1,..N,

y por el lema 4.3.2 u,, € H'(RV) Vi = 1,..., N y por tanto u € H*(R").

Probamos ahora (2): Si f € H™(RY) entonces u € H™2(RY). Lo haremos por induccién
sobre m, comenzando con el caso f € HY(RY) = u € H3(RY).

Llamamos Du a cualquiera de las derivadas u,, de u (notacién que serd 1til en el caso ge-
neral), y queremos ver que Du € H> (RN ), 1o que quedara probado, aplicando el resultado
(1) a Du (Df € L*RY) = Du € H*(RY)), si mostramos que

V(Du)Ve + / (Du)p = / (Dfe Ve HERY). (%)

Consideramos ¢ € C2°(RY), y podemos reemplazar ¢ por Dy en (*), de donde
vav(De)+ [ uDe) = [ (Do),
RN RN RN

Por ser ¢ de soporte compacto podemos aplicar la identidad de Green (para espacios de
Sébolev, proposicién B.7.1) a cada una de las integrales y concluir que

V(DuVe+ [ (Dwg= [ (Dh)e

RN
Como C°(RY) es denso en H'(RY) = H}(RY) obtenemos el resultado deseado.

Para ver f € H™(RY) = u € H™2(R") suponemos que se verifica f € H™ ! = u €
Hm+1(RN)_

Si f € H™(RY) entonces D™ f € L*(RY), donde D™ f es cualquier derivada de orden m
de f. Queremos ver que D™u € H?(RY) y sabemos que D™u € H'(RY) = H}(RY). De
la hipétesis de induccién tenemos que, Vi € HE (RY)

V(D™ )V (Dy) + /

(D™ 'u)V(Dy) = / (D™ )V (D).
RN

RN RN

de donde como en el caso base de la inducciéon concluimos la desigualdad

VOm0Te+ [ (Dmae= [ (D7h)e Ve e MY,

RN RN

a partir de la cual obtenemos que aplicando el caso (1) que D™u € H?(RY). O
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Teorema 4.3.6. (El caso general Q, f € L*(Q) = u € H?(Q2))

Sea @ C RN un abierto acotado y u € HY(Y), que verifica

/VuVsOJr/ucp:/fso Vo € Hi(Q). *)
Q Q Q
(1) Si f € L3(Q)) y Q es de clase C?, entonces

Demostracién. Esquematizamos los pasos a seguir (ver nota 26 y figura a): 1) Par-
tiendo de u € H}(Q) y con el objetivo de demostrar que u,, € H(2) Vi, se escribe
u = Zf:o O;u, donde {0y, ...,0r} es una particién de la unidad, como se describe en el
lema 3.2.9. El objetivo es mostrar que f;u € H?(Q) Vi. 2) Para ver que fpu € H?(1), se
extiende a RV gracias al lema 3.2.3 y se aplica el teorema 4.3.5. Nétese que sop(bp) C Q,y
por ello este paso conoce como estimaciones en el interior. 3) Para ver que §;u € H?()
debemos tener en cuenta que los k abiertos U; forman un cubrimiento finito de la frontera
para cada cual tenemos una funcién 6;, por ello este paso se conoce como estimacio-
nes cerca de la frontera. 3.1) Mediante H; € C?(Q) se transfiere f;u para i > 1 de
H}(QNU;) aw € Ho(Q+). 3.2) Se prueba que la transferencia mantiene la condicién de
elipticidad. 3.3) Se prueba que, en efecto, w € H?(Q,). 3.4) Por tltimo, se concluye a
partir del paso anterior que f;u € H*(Q2 N U;) y por tanto que f;u € H?(L).

La figura b muestra para R? intuitivamente la situacién del abierto €2, el cubrimiento
{U;} vy los soportes de las funciones 6;:
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1) Q estd acotado y por tanto 92 es compacto. Como en el teorema 3.2.10 utilizamos
particiones de la unidad, escogiendo el cubrimiento finito (U;);c(1,....x} como dicta la defi-
nicién 4.3.1 (2 es de clase C?) y aplicando después el lema 3.2.9 a 9€2. Escribimos u como

u = Z?:o O;u.

2) (Estimaciones en el interior) Queremos ver, en primer lugar, que fou € H?(Q).
Del lema 3.2.9 sabemos que 6y, € C2°(Q2). Si extendemos fpu a fou como 0 fuera de
sabemos que fou € H'(RY) (lema 3.2.3), y a partir de (*) tenemos que fyu es solucién
débil en RY de (para todas las funciones extendidas a RY . por comodidad utilizamos la
misma notacion)

—A(QOU) + Ogu = Oy f — 2VOVu — (A@)u
Como Oy f — 2V Vu — (Af)u € L*(RY) podemos aplicar el teorema 4.3.5 (2 = RY) y

concluir que
||90U||H2(RN) < C(”QOfHLQ(RN) + ”2V90VU||L2(RN) + ||(A00)u||L2(RN)) <

Cllfll 2@y + 1l gr@yy) < ClIf 2@y -
(Escribiendo ¢ = u en (*)). Por tanto fgu € H?().

3) (Estimaciones cerca de la frontera) El objetivo es mostrar que 6;u € H?(Q)
Vi=1,... .k

3.1) Como el soporte de 6; es compacto en cada U; y u € Hg () entonces ;u € H} (QNU;),
de modo que 6;u es solucion débil de la ecuacién en Q2N U;

Evidentemente g := 6;f — ;u — 2V0;Vu — (A;))u € L*(Q2NU;). Ademés escribiendo la
formulacién débil de la ecuacién anterior con g:

V(O;u)Vy = / gy Vo € HY(QNU;).

QNU; QNU;

Mediante H; : Q — U; € C?(Q), que denotamos H por comodidad, transferimos it
a @4, i.e. definimos:

w:Qyr — R
y — Ou(H(y))
i.e w(H(z)) = Ou(z) Yo € QN U;.

Demostraremos después 3.2) (Lema 4.3.7) que w € H}(Q4) y que se convierte en solucién
del problema:

N
> /Q Wy, Py, dy :/Q gy dy Vi € Hy(Q+) ")

k=1

Con § = (go H)|Jac(H)| € L*(Q+) y donde los aj; mantienen las condiciones de eliptici-
dad. (Denotando Eﬁlzl = Eszl(Zf\i 1) ¥ Jac(H) al determinante de la matriz jacobia-
na).
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3.3) Demostraremos que w € H2(Q,) mostrando que para cada derivada parcial 37“; =

' /Q Wy,

para aplicar después el lema 4.3.3. Por comodidad, como de costumbre, vamos a denotar
la constante como C', aunque esta vaya variando al aplicar las desigualdades demostradas
dependiendo de los ay;. Tomamos h € Qg con |h| lo suficientemente pequeno para que
D_p(Dpw) € H(Q4), lo cual puede hacerse porque el soporte por definicién es cerrado
y estd contenido en el abierto @ (jPero no necesariamente en Q4!), es decir, existe § > 0
tal que sop(w) C {(z1,...,zN) ‘ (Zf\sl g2 <1 -6y 0 <y <1-46} hsélopuede
tomarse en (Jg, como muestra la figura c. Es por ello que primero se prueba en Q)4 que
wy;, € HY(Q4) para i # N y después se argumenta para w,, escribiéndola en funcién de
las demds derivadas gracias a la ecuacion de partida. En la figura ¢ hemos destacado en
gris el conjunto sop(f;u) NQ y el subconjunto de Q4+ en el que se transforma a través de
H = H,, sop(w).

wy, verifica

<Clglly 0l V¥ € Ce(Q) Vi=1,.., N,

- Qs

Qo

figura c

Sustituimos en (***), obteniendo

N
> | Dilarwy,)(Dyw)y, =/ gD_p(Dpw),
k,l:l Q+ Q+

y por el lema 4.3.4 tenemos la desigualdad

/Q 3D_n(Dyw) < [3lly |D—n(Dyw)lly < 3], [V(Dyw)]l
+
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Ademas, reescribiendo Dp,(agiwy, )(y) como

Dp(ariwy,)(y) = ar(y + 1) (Dr(w(y)))y, + (Draw(y))wy, (y)
y de la condicién de elipticidad obtenemos

N
Z/Q Di(agwy, ) (Dpw)y, > o [V(Dpw)||5 = Cllwl| g1 |V (Dpw)l, -
k=17 @+

Agrupando las desigualdades probadas (a > 0):
a|[V(Dpw)[|5 = Cllwl g IV (Drw)lly < (1], IV (Drw)ll,

i.e:
IV(Drw)lly < Cllwl[ g + llgll2)-
Y por la desigualdad de Poincaré

IV(Drw)lly < C gl -

Tomamos ahora (Dyu),, = Dpuy, paracadaiy ¢ € C2°(Q4). Tomamos h suficientemente
pequeno para que ¥(y+ h) y ¥(y — h) sean de sopore compacto en 4. Si w es el soporte
de v, integramos:

1
[ Dy = / Dy = o / (1w, (y + h) — wy, (1)) (y) =

i (Lontremew = o) =5 ([ owww-n- [uw) -

]:L] </Q+ wy, (Y)Y — h) — /Q+ wyi(y)w(@/)> = /Q+ Wy, D_pib.

Como D_p1p € CX(Q), de la definicién de derivada débil para w € H'(Q,) tenemos

que
[ pwst| = | [ w0 = | [ wDos,
Q+ Q+ Q+

Agrupando las igualdades mostradas, por la desigualdad de Hélder y por la desigualdad
ya demostrada (||V(Dpw)|ly < C||g|l,) finalmente obtenemos

\ | wpo| = ] | Duwt| < 10wl I < € gl 191,

Q+ Q+

h € Qo, luego para h = |hley con k =1,..., N — 1 tomando el limite en h,
jim | [ wb | = ‘ [ wbun] <l ol
h=01Jq, Q+

Y de nuevo, por la definicién de derivada débil para w, y dado que ¥y, = ¥y, y,

‘/ wwykyi = ’/ wyiwyk
Q+ Q+

<Clal [l V(i k) # (N, N).
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Lo que queda por demostrar para aplicar el lema 4.3.3 es que

’ / Wy Yyy
Q+

En la ecuacién (***) reemplazamos 1) por ﬁw € CH(Q4) (téngase en cuenta que ayy >

a > 0 por las condiciones de elipticidad y que ayy € CH(Q4)):

vy o 9y v
/Q+ ANNWyy <aNN>yN _/Q+ CZNN¢ Z /Q+ AR Wy, <a’NN>yl.

(k,)F#(N,N)

< Cllgla 112 -

Tenemos que

¥ _
ANNWyy =
Q+ aNN YN

/ aNNWyy (wyNaNN_¢(aNN)yN> :/ wyN¢yN_/ @v]\r)y—NZUMZ)7
Q+ Q+ Q.

a?VN aANN

de modo que

/ wywaN -
Q+
/ (aNN)ywaNd} + .?7 d} +
Q+ ANN Q+ NN
Y Yag
Z Wy, (akl)yz a - Wy, ann :
(kDZNN) \7 @+ NN oy NN/,

Y podemos aplicar la acotacién mostrada para (k,l) # (N,N) para acotar en funcién
de las constantes ay; y las demds derivadas parciales la derivada u,,. Obtenemos la

desigualdad buscada,
‘ / Wy Py
Q+

El lema 4.3.3 muestra que wy, € HY(Q.)Vi=1,...,N, lo que concluye la prueba de que
w € H*(Q+).

3.4) Para cada x € QNU;, Oiu(zr) = w(H 1 (z)), y gracias a que H~! € C*(U;) (2 es de
clase C?) O;u(z) € H*(U; N ), usando la proposicién 3.2.7. §;u es de soporte compacto
en U; (ver figura c) y por tanto 6;u € H?(Q). O

< C(llwll g +1lgll2) 41l -

Nos queda por demostrar el lema 4.3.7, que muestra que la condicién de elipticidad

N N
ZZ(LU(CE‘)QQ > alé? Ve e Q, VE e RY para o> 0
i=1 j=1

se conserva bajo cambios de variable.
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Lema 4.3.7. Con la notacion de la demostracion del teorema 4.3.6, w € H}(Q4) y
verifica

N
> /Q a1 Wy, Py, dy—/Q gy dy vy € Hy(Q+). ")
+ +

k=1

Donde § = (g o H)|Jac(H)| € L*(Q4), donde Jac(H) es el determinante de la matriz
jacobiana y los ag; € Cl(@+) satisfacen la condicion de elipticidad.

Demostracién. Sea ¢ € H}(Q+), denotamos J = H~' y v = ;u a las funciones de la
demostracién del teorema. También definimos p(z) = ¢(Jx) € H}H(QNU;) para x € QNU;,
de modo que, por el corolario 3.2.7 (utilizamos superindices para denotar las componentes
de J),

N N
— k _ l
Vg; = Zwyijj Yy Pz; = Z¢yzjxj'
k=1 =1

(Nétese que v(x) = w(J(x))). Utilizando estas dos identidades:

N N N
VoVpdr = SO wy JE by, Il da.

QNU; QNU; =1 k=1 I=1

Y efectuamos un cambio de variables usando el difeomorfismo H:

N N N

/Q SOSTS wy, JE I [ Jac(H)| dy.

+ j=1 k=1 I=1

Si escribimos ay; = Z;V:1 Jg’jj chj |Jac(H)| entonces la igualdad anterior se convierte en

N N
/Q Z Z aklwykwyl dy.

+ k=1 1=1
Nétese que 6;u verifica la ecuacién —A(O;u) = g, y mediante el difeomorfismo H:
| staretade= [ gl ()0) acttDldy.
QNuU; Q+
Combinando estas dos tltimas igualdades obtenemos la ecuacién (***).

Por ultimo queremos ver que los ay; satisfacen la condicién de elipticidad. En primer lugar
nétese que ap € C1(Q,) puesto que H € C*(Q,) y H™' = J € C*(U;). Como H y J
son C' las matrices jacobianas son no singulares, y tenemos que Jac(H) y Jac(.J) son no
nulos, de donde |Jac(H)|,|Jac(J)| > a y por tanto

N N N
YD ané& = Jac(H) Y |y Jr &l* > alél,

k=1 1=1 j=1 =1

con a > 0. O]
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Teorema 4.3.8. (El caso general Q, f € H™(Q)) = u € H™2(Q))

Sea  C RY un abierto acotado y u € HY(Y), que verifica

[vuves [up= [ 10 weem@. )
Q Q Q
(2) Si f € H* () y Q es de clase C™F2, entonces

lull sy < CNflgmeqy —i-e. u€ H™ Q).

Demostracién. Se demuestra por induccién como en el caso Q = R, pero en el caso
general, como viene siendo habitual, la demostracién se complica. El principal problema
viene de que no podemos utilizar como en el caso 2 = R¥ el hecho de que H(RY) =
H I(RN ) Vamos a suponer en primer lugar que f € H'(Q), y queremos ver que u €
H3(€). Procedemos como en la demostracién del teorema 4.3.6, utilizando particiones de
la unidad. 1) Escribimos u como u = Z?:o O;u, y queremos ver que f;u € H3(Q) para
todot=0,1,..., k.

2) (Estimaciones en el interior) Queremos demostrar que fpu € H3(). Razonamos
como en la demostracion del teorema 4.3.6. Si extendemos fpu a fpu como 0 fuera de (2
sabemos que fpu € H2(RY) y tenemos que fpu es solucion débil de

—A(Qou) + Ogu = Oy f — 2VOVu — (AH)U

Sin embargo ahora fyf — 2V0yVu — (Af)u € H'(RY), y podemos aplicar el teorema
4.3.5 (2) y concluir que fqu € H3(Q).

3) (Estimaciones cerca de la frontera) Queremos demostrar que f;u € H3(Q) para
i =1,...,k, de modo que utilizamos el difeomorfismo H : ) — U; y transferimos u de
QNU; a Q. Nétese que ahora H € C3(Q) y que H~! € C3(U;). Por tanto es evidente
(la demostracién del lema 4.3.7 seguida de manera idéntica) que el lema 4.3.7 queda
transformado en:

Lema 4.3.9. Con la notacion de la demostracion del teorema 4.3.8,
w € HH(Q4) N H?*(Q4) y verifica

N
> /Q ar1Wy, Py, dy:/ gy dy Vi € Hy(Q+). ")
N

k=1 Q+

Donde g = (goH)|Jac(H)| € HY(Q4), Jac(H) es el determinante de la matriz Jacobiana
y los ag, € C*(Q.) satisfacen la condicién de elipticidad.

Nétese que ya hemos demostrado en el teorema anterior que w € H?(f2). A partir de
aqui el objetivo es demostrar que Dw € H}(Q) y que Dw verifica la ecuacién (***).
Esto permite concluir, a partir del paso 3.3) del teorema 4.3.6 para la funcién Dw, que
Dw € H?*(Q), es decir, que w € H3(Q,). Transfiriendo de nuevo la solucién a cada
QNU; através de H € C3(Q,) obtendremos que 6;u € H3(2NU;), lo que concluird el
caso base de la induccién. Debemos argumentar para las derivadas en la direccién @)y para
utilizar diferencias finitas (Dpw) y después, como en la demostracién del teorema 4.3.6,
escribir en funcién de las demés derivadas parciales la funcién wy .
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Tomamos h en Qy suficientemente pequeiio tal que Dyw € H&(QQ y denotamos Dw a
cualquier derivada en la direccién eq,...,eny_1. La comprobacién de que Dw verifica la
ecuacién (***), es decir, que Dw verifica

Z / art(Dw)y, by, dy _/ gy dy Vi € H&(Q_,,_),

k=1 Q@+

es andloga a la del caso (2) del teorema 4.3.5, teniendo en cuenta Dg € L?(Q ), dado que
g = (g0 H)|Jac(H)| € H'(Q+).
Vamos a demostrar por tanto que Dw € H(Q4). Sabemos que w € H(Q+), y por el
lema 4.3.4:
[ Drwll g1,y = [Drwll 2 + [[VDrwll 2 = [ Dpw| g2 + [[Da(Vw) || 2 <
[IVwll g2 + [IV(Vw)|| 2 < [[wllg2(g, ) -

Utilizamos ahora los resultados del capitulo 1. Como || Dpw|| (g, < lwllg2(q,) Vh € Qo
suficientemente pequeno tenemos que, para toda sucesioén (h,) — 0, aplicando el corolario
1.5.15, (dado que H}(Q+) es reflexivo) de la sucesién Dy, w existe una subsucesién, sin
pérdida de generalidad, (hy,), tal que Dp,w — g € H}(Q4) (converge débilmente en

Hi(Q4))-

Por el teorema de representacién de Riesz-Fréchet para espacios de Hilbert (teorema 2.2.1)
tenemos que para cada ¢ € C°(Q4) C H(Q1) = HL(Q4)* existe (por comodidad lo
denotamos igual) ¢ € H}(Q4) que verifica

(D) = /Q (Dhyw)e.

A su vez
/ (Dnyw)e =/ w(D_py @)
Q+ Q+

Aplicamos el corolario 1.4.4 obteniendo que para cada ¢ € C°(Q) se verifica (D, w) —
©(g), y obtenemos, tomando el limite cuando h — 0 para h = |h|e; coni=1,..., N — 1,
que

/ Q(P:—/ WPy, VoeCr(Qy) i=1,...,N—1
Q+ Q+

De modo que wy, =g € H}(Q4) parai=1,..,N — 1.

Como ya hemos comentado, aplicamos el paso 3.3) a cada w,, y concluimos que w,, €
H?(Q4) para i # N. Para demostrar que w,, € H?(Q), la escribimos a partir de (***),
que es la formulacion débil de la ecuacién

- Z AWy, )y, = g
k=1

Lo que significa que (escribiendo ayy = a),

(&wa)fL"N = AgyWey + QUWgpay = — Z (ak’lwyk)yl +9.
(k,)#(N,N)
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Es decir,

1 - -
Weyey = ——— | GayWay — Z (ariwy, )y, + 9
aNN
(k,)#(N,N)
Gracias a la condicién de elipticidad, a que Gz, € C'Y(Q4), a que ay € C*Q,), a
que § € HY(Q4) (ver lema 4.3.10) y a que wyy, W, € HY(Q4+) para (k1) # (N,N)
obtenemos el resultado wy .y € H(Q4).

Para terminar la induccién suponemos, como en el teorema 4.3.5, que se verifica f €
H™YQ) = u € H™(Q) con el objetivo de demostrar que si f € H™({) entonces
u € H™2(Q). El proceso es idéntico al dado para demostrar f € H'(Q) = u € H3(1Q).

Primero se demuestra para fgu utilizando el teorema 4.3.5 que fqu € H™2(Q). Después
se transfiere cada #;u utilizando el difeomorfismo H € C™*2(Q) y se demuestra que
w € H™2(Q, ). Para ello se razona de la misma manera, sustituyendo Dw por D®w con
|a| = m. Sabemos de la hipétesis de induccién que Dw € H'(Q), y demostramos que
D*w € H}(Q) para las derivadas en la direccién Qo, lo que implica que D*w € H?(Q.)
excepto para Wy, - Por ultimo se escribe wy ;5 en funcién de las deméds derivadas para
demostrar que Wy € H™(Q4). Nétese que el lema 4.3.7 queda transformado en:

Lema 4.3.10. Con la notacion de la demostracion del teorema 4.3.8,
w € HH(Qy) NH™(Q4) y verifica:

N
Z /Q Ak Wy, Yy, dy —/Q gy dy Yy € Hy(Q4).
+ +

k=1

Con g = (go H)Jac(H) € H™(Q+), donde Jac(H) es el valor absoluto del determinante
de la matriz Jacobiana y los ay € Cm+1(@+) satisfacen la condicion de elipticidad.

Teorema 4.3.11. (Conclusion)

Sea o bien Q =RY o bien Q C RN un abierto acotado y v € HX(Q), que verifica
/ VuVe —|—/ up = / fo Vo € Hi(Q). ™)
Q Q Q

(3) Si fe H™Q) yQ es de clase C™+% con m > &, entonces

u € C*(Q).

(4) Si f e H®(Q) y Q es de clase C* entonces
u € C>®(Q).

Demostracién. Es corolario inmediato del resultado (2) de los teoremas de regularidad
y del embebimiento de Sébolev dado en el corolario 3.2.19. Si f € H™(Q) con Q de clase
C™+2 entonces u € H™+2(Q) con m > I Esto significa que u € H™(Q) con m > & +2.
Por tanto k del corolario 3.2.19 verifica k > 2, de donde u € C%(Q). Si f € H®(Q)
es evidente que u € H>(Q), lo que nuevamente, por el corolario 3.2.19, implica que

u e C®(Q).
O
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4.3.3. Regularidad para otros problemas

El lector puede consultar otros resultados de regularidad en [12, Capitulo 6, seccién 3.
Citamos en esta ltima seccién los dos méas importantes. Las demostraciones son andlogas
a la dada para el laplaciano con condiciones de tipo Dirichlet.

Teorema 4.3.3.1. (Regularidad del problema del Laplaciano con condiciones
de tipo Neumann)

Sea o bien Q@ C RN un abierto acotado o bien Q = RY. Sea u € H'(Q), que verifica:

/QWWJF/QWZ/QM Vo € HY(Q).

(Formulacion débil para el problema del Laplaciano con condiciones de tipo Neumann).
Segiun la reqularidad de f y de €):

(1) Si f € L3(Q) y Q es de clase C?, entonces
lull g2y < CIf 2y i-e. uwe HA(SQ).

(2) Si f € H*(Q) y Q es de clase C™2, entonces

lull sy < Cllflgmqy  t-e u€ H™ ().

(3) Si fe H™Q) yQ es de clase C™+% con m > &, entonces
u € C%(Q).
(4) Si f € H®(Q) y Q es de clase C* entonces

ue CT(Q).

Teorema 4.3.3.2. (Regularidad para el problema asociado a un operador elipti-
co de segundo orden)

Sea o bien Q C RN un abierto acotado o bien Q = RYN. Sea u € H} (), que verifica:

N N
/ZZaijuzivzj—i—/aouv:/fv V’UEH&(Q).
Q- Q Q

i=1 j=1

(Formulacion débil para el problema general). Segin la regularidad de f, 2, los ai; y ag:
1) Si f € L?(Q), Q es de clase C? y a;j, a9 € CH(Q) entonces
( ) f , Y agj, ao
lull ey < C N fllpaiy  ie ue HY Q).

(2) Si f e H™(Q), Q es de clase C™2 y a;;,a9 € C™T(Q) entonces

[ull grmrzy < Cllfllgmeqy i u€ H™H(Q).
(3) Si f e H™(Q), Q es de clase C"™ 2 y a;5,a9 € C™T1(Q) con m > &, entonces
u € C*(Q).

(4) Si f € H®(Q), Q es de clase C*® y a;j, a9 € C°(Q) entonces

ue C™(N).



Apéndice A
Notacion

Damos un repaso a la notacién. Para un conjunto abierto @ ¢ RY 6 I C R, un entero
positivo kK y p € R tal que 1 < p < oot

(a) Definimos los conjuntos de aplicaciones f: Q2 —-R 6 f: I - R:
(i) C(9) es el conjunto de funciones continuas.

C*(9) es el conjunto de funciones con k derivadas continuas.

C(Q) = NkenCH(9).

C*(Q) := {u € Ck(Q) ‘ D%y admite una ext. continua a 0 V|a| < k}.

(vi) CE(Q) == Ce(2) N CH(Q).
(vii) C(Q) := Cu(Q) N C=(Q).

(viii) LP(Q2) es el espacio de la definicién B.4.3.

(i

ii)
iii)
iv)
(v) C¢(9) es el conjunto de funciones con soporte compacto.
)
)
)
x)

L7 .(Q) es el conjunto de aplicaciones tales que xx f € LP(Q) para todo con-
junto compacto K C €2 compacto en §2.

(x) WHP(I), HY(I), W'P(Q) y H'(Q) son los espacios de Sébolev de las definiciones
3.1.1y 3.2.1.

(xi) Wol’p(l), H (D), Wol’p(Q) y H} (2) son los espacios de Sébolev de las definiciones
3.1.3 y 3.2.6.

(xii) W™P(I), H™(I), W™P(Q) y H™(Q2) son los espacios de Sébolev de las defini-
ciones 3.1.2 y 3.2.3.

(xiii) WP(I) = NyenW™P(I).
(b) Sucesiones:
(i) Denotamos por (z,) C X una sucesién de elementos de X.

(ii) x,, — x significa que (x,,) converge a x. Especificaremos la norma cuando pueda
haber confusién.
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(c) Para un conjunto A de un espacio vectorial normado X sobre R, zp,z € X y A € R:

(i) Llamamos RT al conjunto de los nimeros reales estrictamente positivos. No
confundir con R'}.

(ii) Escribimos A + A para referirnos al conjunto {\ + a ‘ ac A}
(iii) Escribimos AA para referirnos al conjunto {Aa ‘ aec A}

(iv) Escribimos UA para referirnos a la unién arbitraria de elementos de X y N Finita
para referirnos a la interseccion finita de elementos de X.

(v) Llamamos Bx a la bola unidad, es decir, Bx = {z € X ‘ l|lz|| < 1}.
(vi) Llamamos By,(A) a la bola de radio A centrada en xg.

(vii) Escribimos d(z,xo) para referirnos a la distancia de = a g y d(zo, A) a la
distancia de zg a A.

(d) Utilizamos, al tratar con topologias, para un conjunto A C X, si a X lo dotamos
de la topologia T :

a notacién A’ para referirnos a la clausura del conjunto A en la topologia
i) L tacién A feri la cl del junto A en la topologia T
sobre X, o A cuando no haya confusién.

(ii) La notacién T para referirnos a la topologia inducida por 7 sobre el conjunto

A.
(iii) OA para referirnos a la frontera de A.
(e) Otra notacién (Para h € RY y u : RN — R una funcién):
(i) RY,Q,Q+,Qo para referirnos a los conjuntos de la definicién 3.2.4

(ii) Para h € RN, |h| = hy + ... + hn.

u(z+h)—u(x) )

(iii) Dpu es la diferencia finita de u. Es decir, Dyu = ]

_ du . . ) , . 41
Uy, = 7 €5 la derivada parcial de u respecto a x;, clasica o débil.

Au es el laplaciano de u, es decir, Au = Zf\; 1 Uz -

)
)
)

(v) Vu es el gradiente de u. Es decir, Vu = (ug,, ..., Uz, )
)
) p es el conjugado de p, dado en la definicién B.4.1.1.
)

p* es el conjugado de Sébolev de p, dado en la definicion 3.2.5.

Nota. Durante todo el trabajo requerimos demostrar acotaciones en funcién de constan-
tes. Utilizamos siempre la constante C, para no complicar la notacién, aunque esta vaya
variando. Es decir, si por ejemplo ||ull; < Ci|jull,Vu € X y |lully, < CollullsVu € X
escribimos, sin pérdida de generalidad, |lull; < Cllully v [|ully < C||ull5, y volvemos a
usar C al agruparlas, es decir,

Jull, < € Jlully Vu € X.



Apéndice B
Conceptos basicos

Damos un breve repaso a los conceptos béasicos de Anadlisis Real, Analisis Funcional y
Topologia necesarios a lo largo de todo el trabajo. Primero se dan las definiciones de
los espacios con los que trabajamos. La siguiente seccién se ocupa del teorema de Hahn-
Banach y de sus dos formas geométricas. Después se introducen los conceptos de dual de
un espacio de Banach y el concepto de separabilidad. La siguiente seccién esté dedicada a
los espacios LP, espacios de Banach formados por funciones medibles cuya norma se define
generalizando la norma p para el caso finito-dimensional. En esta seccién incluimos un
apartado sobre convolucién y regularizacién. Por iltimo tratamos brevemente el producto
finito de espacios de Banach y otros resultados del Analisis Real.

B.1. Espacios vectoriales normados

A lo largo del trabajo hemos trabajado con espacios vectoriales normados sobre R. Vamos
a dar un breve repaso a los conceptos mas bésicos. Para una completa introduccién a los
espacios normados y a los operadores lineales puede consultarse [9, Capitulos 2 y 4].

Definiciéon B.1.1. Un espacio vectorial X sobre el cuerpo R es un conjunto X al que
dotamos de dos funciones, + : X x X — X,y - : R x X — X, que verifican, para todo
z,y,2 € X y todo A1, Ao € R:

Existe un dnico elemento en X, que denotamos 0, tal que = + 0 = z.

(
(2)
(3) Existe un tnico elemento en X, que denotamos —z, tal que x + (—x) = 0.
(4) 1z =z y M(Aaz) = (M A2).

(5)

Y un espacio vectorial normado es un espacio vectorial al que dotamos de una norma,
una funcién [|-|| : X — R tal que:

(i) |lz|| > 0 para todo = # 0 y ||0]| = 0.
(i) [IAz]] = A |-
(iif) [l +yll < [l + [lyll
91
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Proposicién B.1.1. Una norma sobre X induce una métrica dada por d(z,y) = ||z — y||,
la cual induce una topologia sobre X . Las topologias inducidas por una métrica se llaman
topologias metrizables. Estos espacios (espacios métricos) disfrutan de muchas propieda-
des pueden consultarse en [8].

Definicién B.1.2. (Completitud) Un espacio métrico X es completo si toda sucesién
de Cauchy converge en X.

Definicién B.1.3. (Espacio de Banach) Un espacio de Banach es un espacio vectorial
normado completo.

A partir de ahora denotaremos E a un espacio de Banach.

Definicién B.1.4. (Dual de un espacio de Banach) Para un espacio de Banach E
definimos el espacio dual de E E* como el espacio (Es un espacio de Banach) formado
por todas las aplicaciones f : E — R (funcionales) lineales continuas. La norma estandar
de E* es:

. . ()]
.= sup |f(z)]= mdx [f(z)]= mix |f(z)| =mdix :
B al<teeE lef<lzeE le=1zeE vell ||

/1

(Todas estas caracterizaciones son equivalentes).
Recordamos la caracterizacion para funciones lineales de continuidad que se utiliza fre-

cuentemente:

Proposicion B.1.2. Una funcion lineal f : E — F entre espacios de Banach es continua
st y solo si es acotada, i.e.

LF@)F < Cllzllg -

También tenemos el siguiente resultado bésico:

Proposicién B.1.3. Un subespacio F' C E de un espacio de Banach E cerrado en E es
un espacio de Banach.

B.2. El teorema de Hahn Banach y sus formas geométricas

El teorema de Hahn-Banach es un resultado béasico del Anaélisis Funcional que permite
extender un funcional definido para un subespacio F' C F a un funcional definido en todo
E. Este resultado y en particular sus dos formas geométricas son de gran utilidad. Las
demostraciones de esta seccién pueden consultarse en [11, Capitulo 1].

Teorema B.2.1. (Hahn-Banach) Sea p : E — R una funcién que satisface:
(1) p(Ax) = A\p(z) Yz € E y A > 0.
(2) p(z +y) < p(x) +p(y) Yo,y € E.

Y G C E un subespacio lineal y g : G — R un funcional lineal tal que g(x) (x) Vz € G.

<p
<p

Entonces existe un funcional g definido en todo E tal que g, = g y §(=)
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Nétese que una norma ||-|| verifica (1) y (2). A menudo se utiliza este teorema conside-
rando p = ||-]|.

Conviene tener en cuenta que es facil demostrar sin necesidad de utilizar el teorema de
Hahn-Banach que para una funcién f continua definida en un conjunto denso (Ver defi-
nicién B.3.1) D C E existe una tnica extensién continua de f a E.

Proposicién B.2.2. (Extension por densidad)

Sea D C F denso en E y f : D — R continua. Eriste una unica extension de f que
denotamos f a X continua, es decir, existe una funcion continua f : E — R tal que

Jin =1

Demostraciéon. Basta considerar las definiciénes de conjunto denso, clausura y conti-
nuidad. Si D = E para todo = € E existe una sucesién (z,) C D tal que x, — z. Una
funcién continua f : E — R verifica f (limy—00 Tp) = limy, 00 f (2,), de modo que la tnica
extension de f posible es la dada por, para cada punto x € FE,

f(z) = lm f(zn).

n—0o0
O

Definicién B.2.1. (Hiperplano) Un hiperplano afin de un espacio de Banach F es un
subconjunto de F de la forma

[f =a]={z € E|f(z) =a},

donde f es un funcional (No necesariamente continuo) y o € R es una constante dada. Es
facil ver que [f = «] es cerrado si y sélo si f es continua. En dimensién infinita existen
los funcionales lineales no continuos.

Definicion B.2.2. Un conjunto C C FE es convexo si para todo z,y € C el punto
(1 —1t) + yt € C para todo t € [0, 1].

Corolario B.2.3. (Hahn-Banach, Primera Forma Geométrica) Sean U,B C E
dos conjuntos no vacios convexos tales que U N B = () con U abierto. Entonces existe un
hiperplano cerrado [f = o] que separa B y U, es decir:

flz)<aVexeU vy f(zr)>aVeeB.

Corolario B.2.4. (Hahn-Banach, Sequnda Forma Geométrica) Sean F,C C E
dos conjuntos mo vacios convexos tales que F N C = () con F cerrado y C compacto.
Entonces eziste un hiperplano cerrado [f = o] que separa estrictamente F y C, es
decir, existe € > 0 tal que

fe)<a—eVexeF y f(x)>a+eVael.

El siguiente corolario es de especial utilidad para demostrar que un subespacio F' C E es
denso en F.
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Corolario B.2.5. Sea F' C E un subespacio lineal de E tal que F # E. Entonces existe
f € E* con f+#0 tal que
f(z)=0 VzeF

El proceso para demostrar que un determinado subespacio F de E es denso en E es
demostrar que todo funcional f € E* que se anula en F necesariamente se anula en todo

Eie f=0.

B.3. Espacios separables

La separabilidad es una propiedad topoldgica importante para trabajar con espacios de
Banach, y que hemos utilizado principalmente en el capitulo 1. En esta seccién X denota
un espacio topoldgico.

Definicion B.3.1. Un espacio topoldgico X es separable si y sélo si existe un conjunto
contable D C X denso en X (i.e. D = X, donde D denota la clausura de D).

Proposicion B.3.1. Todo subconjunto A C X de un espacio separable métrico X es
separable.

Demostracién. Sea {z,}n,eny € X un conjunto denso. Consideramos cualquier sucesion
(r,) C RY tal que r,,, — 0. Escogemos cualquier punto @y, n, € By, (rm) N A (A es denso
en X).

El conjunto contable {am, 5 }mnen es denso en A. d

Teorema B.3.2. Sea X un espacio de Banach tal que X* es separable. Entonces X
es separable. La implicacion reciproca no es cierta, como contraejemplo tenemos L' (£2)
(separable), cuyo dual es L>®°(2) (no separable), como muestra el teorema B.4.1.11.

Demostracién. Sea {f,}nen un conjunto denso en X*. Cada f,, verifica

[fnll = sup  fu(2),

zeX,||z]|<1

y por tanto existe x,, € X tal que
1
lznll =1y fulzn) 2 5 [lfall-

Si denotamos Ly el espacio generado sobre Q (Denso en R) por {z, }nen. Claramente L
es contable, y si L es el espacio vectorial sobre R generado por {z,},cn claramente Lg es
denso en L.

Queremos demostrar que L es denso en X, lo que concluird la demostracion. Lo haremos
utilizando el resultado mostrado en el corolario B.2.5. Sea f € X* tal que f se anula
en L. Queremos ver que f = 0. Para todo € > 0 existe un entero positivo ng tal que
|f = froll < &y como f(x,) =0 tenemos que

1
5 ano” < fno(l'no) = (fno - f)(xno) <e&.
Se sigue que || f[| < [[f = faoll + [lfnoll < 3¢, de donde f = 0. O
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B.4. Espacios L?

Las demostraciones de resultados de esta seccién pueden consultarse en [1], [6] y [7].
Definicién B.4.1. Sea  un conjunto. Un espacio de medida es una terna (2, M, u),
donde:

(1) M es una o—algebra, una familia de subconjuntos de € tales que:
(i) 0 e M.
(i) Ae M= A°e M.
(i) U2, Ap € M VA, € M.
(2) p es una medida, i.e. una funcién p : M — [0, 0o] que verifica:
(i) () = 0.

(ii) Para toda familia {4, },eny C M de conjuntos disjuntos
N( U An) = ZM(An)
n=1 n=1

Llamamos a los elementos de M conjuntos medibles y a los elementos A € M tales
que pu(A) = 0 conjuntos de medida nula. Decimos que una propiedad P se cumple
para casi todo punto (abreviado p.c.t.p, 6 e.c.t.p.) si y sélo si el conjunto donde P no
se verifica es de medida nula.

Definicién B.4.2. Si Q C R" y u es la medida de Lebesgue, definimos el espacio L(Q)
como el espacio de las funciones integrables Lebesgue de §2 en R. Para la construccién de
la medida de Lebesgue asi como de los resultados que enunciamos a continuacién puede
consultarse [1, Capitulo 11], asi como [6, Capitulos 2 y 3].

Por comodidad utilizaremos la notacién [, f en lugar de [, fdu, 6 [ f cuando no haya
confusion.

En adelante, diremos que f es medible para referirnos que f es medible Lebesgue.

Definicién B.4.3. Si Q C R”, definimos el espacio LP(2) de funciones medibles de 2 en
R para 1 < p < oo como

Q) ={f: Q= R||f| € L'(Q)}.
Dotamos a LP(Q) de la norma ||f]| pqy = [Ifllz» = I£1l, = (o [f(@)[)!/7.
Definimos el espacio L*°(£2) de funciones medibles como

L®Q) ={f: Q= R||f(z)] <C pctp.}.

Dotamos a L(%) de la norma || £l oy = Il = £l = ME{C] |f(@)| < C}.

Nota: Los espacios LP se definen como espacios cociente mediante la relacion de equiva-
lencia:

frge=f=gectpielf—gl,=0
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(De lo contrario ||-||, no serfa una norma , ver [6, Capitulo 4]). Es fundamental tener esto
en cuenta a la hora de trabajar con elementos de los espacios LP, que son en realidad
clases de equivalencia, i.e. conjuntos de funciones (ver nota 39).

B.4.1. Resultados basicos de Teoria de la Medida y espacios L”
Teorema B.4.1.1. (Teorema de la convergencia monétona) Sea (f,) C L'(Q) una
sucesion de funciones que verifican:

(1) f1 < fa < ... en casi todo punto.

(2) suppey [ fn < 00.

Entonces f,(x) converge en casi todo punto a un limite finito f(z) € LY(Q) y || fn — fll; —
0.
Teorema B.4.1.2. (Teorema de la convergencia dominada) Sea (f,) C L'(Q) una
sucesion de funciones que verifican:

(1) fu(x) = f(x) en casi todo punto.

(2) 3g € LY(Q) tal que para todo n |f,(z)| < g(z) en casi todo punto.
Entonces f € LY(Q) y || fn — fll; = 0.
Lema B.4.1.3. (Lema de Fatou) Sea (f,) una sucesion de funciones en L'() que
verifican:

(1) fn >0 en casi todo punto.

(2) sup,en Jq fn < 00.

Si denotamos f = liminf, _,~ fn(x) para casi todo x € Q, entonces

f < hmlnf/ ey
n—oo
Teorema B.4.1.4. (Tonelli) Sea F(:J;, y) : Q1 X Qo = R una funcion medible tal que:

(1) fm |F'(z,y|)dy < 0o para casi todo punto x € .

(2) Jqo, Jo, |F(2,y)|dy dz < co.
Entonces F € L*(Q1 x Q9).

Teorema B.4.1.5. (Fubini) Sea F(x,y): Q1 x Q2 — R con F € L*( x Q). Entonces
para casi todo x € 0 F(z,y) € L'() y fﬂg F(z,y)dy € L*(Q4) (Andlogo para la
casi todo y). Ademds:

/ Fﬂ:ydydx—/ / F(x,y)dxdy:/ F(z,y) dx dy.
Q1 JQ2 0 Q1 %0

Definicién B.4.1.1. Definimos el conjugado de p con 1 < p < oo p’ como
1 1
p P

Y el conjugado de p = 1 como p’ = oo y viceversa.
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En adelante p’ denotard el conjugado de p.

Lema B.4.1.6. (Desigualdad de Young) Sea 1 < p < oo, entonces

1 1
abgfap—i-jbp
p p

Como consecuencia tenemos:

Teorema B.4.1.7. (Desigualdad de Hélder) Sean f € LP(Q) y g € L (Q). Entonces
fge L)y

/Q ol < IF1L gl

Enunciamos dos desigualdades mas que son extensién de la desigualdad de Holder:

Proposicién B.4.1.8. Sin > 2 y fi,....fn € L" YR 1) se define para x € R™ y
1<i<nd;= (o1, Ti1,Tit1, ..., Tn) € R?L. Entonces:

(1) f(z) = f1(Z1) fo(Z2)- fu(@n) € L' (R™).
(2) 1fllpr ey < It 1fill pns gn1)-
Proposicién B.4.1.9. Sean f; € LP1(Q), ..., fr € LP*(Q) tales que

1 1 1 1
=— 4+ —+...+ —<1.
p p1 P2 Pk

Entonces el producto f = f1... fr € LP(Q) y

11l < Lf2llp, W2l - - W fxl, -

Como corolario obtenemos:

Corolario B.4.1. (Desigualdad de interpolacion) Sea f € LP(2) N L1(Q) con 1 <
p < q < oc0. Entonces

£l < WAl A1l

para todo v tal que p < r < q y «a verifica

1 1-—
—:9+7ay0§a§1.
T p q

Los siguientes dos teoremas muestran que los espacios IP son espacios de Banach. Supo-
nemos en adelante que 1 < p < oo.

Teorema B.4.1.10. HHp es una norma y por tanto LP(Q2) es un espacio vectorial nor-
mado.

Teorema B.4.1.11. (Fischer-Riesz) LP(Q)) es un espacio vectorial normado completo,
es decir, LP(S2) es un espacio de Banach.

Por 1ltimo enunciamos cuatro resultados fundamentales de los espacios LP.
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Teorema B.4.1.12. (Teorema de representacion de Riesz) Sea 1 < p < co. Para
toda @ € LP(Q)* existe un tinico elemento u € LP (Q) que verifica

o) = [uf Ve
Y ademds Hqu/ = HSOHp-

Es decir, podemos identificar LP(€)) con LPI(Q) para 1 < p < o0. Lo denotaremos
LP(Q)* = LV (Q). Nétese que L>®°(Q)* # LY(Q) en general. De hecho L'(Q) C L>®(Q)*.
Para obtener una idea sobre el dual de L () puede consultarse [11, Pdginas 101-103].

El caso p = 2 es especial, L*>(Q) es un espacio de Hilbert y L*(Q)* = L*(9).

Teorema B.4.1.13. (Reflexividad y separabilidad de los espacios LP) El espacio
LP(Q) es un espacio reflexivo para 1 < p < oo y separable para 1 < p < oo.

Teorema B.4.1.14. Si Q es de medida finita (acotado) y1 < p < q < oo entonces
L1(Q) C LP(2).

Teorema B.4.1.15. Sea 1 < p < 0o. El espacio C.(Q) es denso en LP(RY).

El soporte de una funciéon f habitualmente se define como la clausura del conjunto
{z ‘ f(z) # 0}. Esta definicién no es consistente cuando tratamos con espacios LP, cuyos
elementos son clases de equivalencia. Por ejemplo, xg (Definida sobre R) pertenece a la
clase de equivalencia de la funcién nula, pero con esta definicién el soporte de xg es R
porque Q es denso en R. Asi pues, redefinimos el soporte para una funcion:

Definicién B.4.1.2. (Soporte) Para una funcién f : R” — R consideramos la familia
(w;)ier de todos los abiertos en R™ tales que para cadai € I f =0 p.c.t.p. Si w = Ujew;,
definimos el soporte como

sop(f) =R" —w.
Nétese que si f1 = fa en casi todo punto (i.e. fi = fo en LP) entonces sop(f1) = sop(fa).

Noétese que si f es continua entonces las dos nociones de soporte coinciden.

B.4.2. Convolucién y regularizacion

Los resultados de convolucién y regularizacién son muy importantes a la hora de trabajar
con funciones en LP(€2). El primer teorema formaliza la definicién de convolucién:

Teorema B.4.2.1. (Young) Sea f € LY(R") y g € LP(RY) con 1 < p < co. Entonces
para casi todo x € R™ la funcion

R" — R

y— f(x—y)g(y)

es integrable.
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Definicién B.4.2.1. (Convolucién) Gracias al teorema anterior, definimos f * g como

(fxg)(z) = . flz —y)g(y)dy

Que ademis verifica f x g € LP(R™) y [|f # gll, < [I£1], lg]l -

Por comodidad, a partir de ahora denotamos [ a [p,.

Demostracién. Si p = co es evidente.

Sip =1 tenemos

/|fa:— Yldz = |g(y I/\f:r— Jldz = lg@)| 171, < oo,

e integrando la expresién anterior respecto a y

[ [ 11 = waids dy= [ lg 151 dy =gl 171,

Del teorema de Tonelli deducimos que f(z — y)g(y) € L'(R™ x R") y del teorema de
Fubini [ f(z — y)g(y)dy < 0o en casi todo y y

| [ 11~ watidy do= [ [ 15~ wowlds ay =171, ol

Sil < p< oo, porel caso p =1, para cast todo x € R™ fijo
(@ = y)"Plg(y)| € LP(RY),
y como | f(z,y)|"/?" € L (R) deducimos de la desigualdad de Hélder que

[f@—llgw)] = 1@ — V| f@ - y)"?lg(y)| € L' (R).

Por tanto

/ @ —y)aw)ldy < [ 7177 ( / @ — y)llg(y) Pdy) 7,

es decir ,
(f* g) @) < IFIEP (1] % |glP) ().

Y por el caso p = 1 concluimos

1 gll, < [1£11 gl -

Proposicién B.4.2.2. Sea f € LY(R"), g € LP(R") y h € LP (R"). Entonces

| rean=[ o,
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Demostracién. De la desigualdad de Holder y el teorema anterior, tenemos que
@1 [ 15~ o)llatw)| dy do < o
Asi, F(z,y) == f(x —y)g(y)h(z) € LYRYN x RY). Por tanto

[ @haie= [ [Fay) dyds= [ [P dody= [ o) <n)w) dy

O
Proposicién B.4.2.3. Sea f € LY(R") y g € LP(R") con 1 < p < 0o. Entonces

sop(f * g) C sop(f) + sop(g).

Demostracién. Sea x € R™. Sabemos que la funcién y — f(z — y)g(y) es integrable, y
tenemos:

fgla) = / F(x— y)gly) dy = / f(@ — y)a(y) dy.

xz—sop(f)Nsop(g)

Y si z ¢ sop(f) + sop(g) entonces x — sop(f) N sop(g) = 0, de modo que (f xg)(z) =0y
por tanto

(f *g)(x) =0 e.ct.p en (sop(f) + sop(g))*

Y en particular en el interior de (sop(f) + sop(g))¢. Concluimos que

sop(f * g) C sop(f) + sop(g).

O]

Proposicién B.4.2.4. Sean f € C.(R") y g € L}, .(R™). Entonces (f * g)(z) esta bien
definido para todo x € R™ y (f x g) € C(R"™).

Demostracién. Para cada = € R” la funcién y — f(x —y)g(y) es integrable, y por tanto
(f * g) esta definida para todo x € R™.

Tomamos (x,) una sucesién convergente a x y C' un conjunto compacto en R™ tal que
(xy, — sop(f)) € C Vn € N, de modo que f(z, —y) =0VneNyVy ¢ C.

Como f es uniformemente continua tenemos que

|f(zn —y) — flz—y)| <enxcly) VYn,VyeR™

con €, — 0. Concluimos que

(f * 9)(n) = (f * 9)(a)| San/clg(y)\ dy 0,

lo que prueba que (f x g) € C(R™). O
Proposicién B.4.2.5. Sea f € C¥(R") (k> 1) y g € L} _(R"). Entonces f*g € C*(R")
Y-

D(fxg) = (Df) xg
YsifeCPR"Y yge L. (R") entonces f* g € C(R"). (Utilizando notacion mul-
tiindice, ver definicion 3.2.3).



Apéndice B. Conceptos basicos 101

Demostracién. Basta demostrar que f * g es diferenciable y que

V(fxg)(x) = (Vf)*g(z)

ya que el resto de resultados se concluyen aplicando este resultado a las sucesivas deriva-
das.

Sea h € R™ con |h| < 1. Para todo y € R"

|f(x+h—y)— flz—y)—hVf(z—y)=

1
| /0 WV (2 + sh—y) — hV f(z — y)lds < |hle(|A]),

con £(]h|) una funcién que verifica €(|h|) — 0 cuando |h| — 0, por la continuidad absoluta
de Vf.

Si escogemos un compacto C' suficientemente grande para que x + B — sop(f) C C, con
B la bola unidad, entonces Vh € B

fle+h—y)—flx—y)—hVflz—y)=0 Vy¢C.
Y por tanto

|f(x+h—y)— flz—y) —hVf(x—y)| <|hle(|h))xx(y) Yy e R™

Concluimos que

((fxg)(@+h) = (f xg)(x) = h(V [+ g)(x)| < |hle(|h]) /C l9(y)| dy.
Lo que significa que

i ¥ 9@+ h) = frg(@) - Vfxg(z)
h—0 |h

Es decir, f x g es diferenciable en x y V(f * g)(z) = (Vf) * g(x). O

= lim £(|A|)C = 0.
lim e(|R))C =0

Definicién B.4.2.2. (Sucesién regularizante) Una sucesién regularizante (p,)n>1 €s
una sucesién de funciones en RY tales que:

pn € C(RN), sop(pn) € Bo(1/n), /RN pn =1, pn(z) >0 Ve e RV,

Como ejemplo tenemos la sucesién py(z) = Cn™¥p(nz), con C =1/ [py:

[P g < 1
plz) = 0 si || > 1

En adelante p,, representa una sucesién regularizante.

Nota. Los siguientes teoremas (teoremas B.4.2.6 y B.4.2.7) junto con la proposicién
B.4.2.5 explican el papel de esta seccién. Nos seran muy ttiles para trabajar en espacios
de Sébolev y demostrar la densidad de C2°(Q2). Nos permiten regularizar una funcién
f € LP(RN), lo que significa utilizar una sucesion (i, * f) € C2° que sabemos que converge
a la propia funcién f € LP(RY). Es decir, nos permiten aproximarla mediante funciones
requlares.
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Proposicién B.4.2.6. Sea f € C(R™). Entonces p, * f — [ uniformemente en todo
conjunto compacto de R™.

Demostracién. Sea C' C R" compacto (i.e. cerrado y acotado). Dado ¢ > 0 existe § > 0
dependiendo de C'y ¢ tal que |f(z —y) — f(z)| < e Vx € C y Vy € By(6), donde By(9) es
la bola de radio ¢.

Por tanto para todo = € R”,

(pn* f)(z) — f(z) = /n(f(w —y) = f(@))pnly) dy = / (f(z —y) = f(2))pn(y) dy.

Bo(1/n)
Paran >1/§ y z € C obtenemos

(pn*f)(fv)—f(:r)ISE/ pn=c.

n

O

Teorema B.4.2.7. Sea f € LP(RY) con 1 < p < co. Entonces (pp * f) — f en LP(RY)
cuando n — 00.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Fijamos f; € Cc(R") tal que [|f — fi]|, < e (Por el teorema
B.4.1.15). Por el teorema anterior sabemos que p, * fi — f; uniformemente en todo
conjunto C' compacto en R™. Por la proposiciéon B.4.2.3:

sop(py * f1) C Bo(1/n) + sop(f1) C B + sop(f1),
que es un conjunto compacto, de donde se sigue que

l(pn * f1) — lep — 0 cuando n — co.

Escribimos
(onx )= f=pux(f—f1) +(pnxfr = f1) +(fr—f)
y obtenemos, por la definicién de convolucion

lon s f = fll, < 2[f = full, + [1(on = f1) = fill,,

de donde concluimos
1w [[(pn * 1)~ £, = 0.

ya que im supy—o0 [[(pn * ) — fll, < 2 Ve > 0. O

Los resultados probados nos permiten demostrar el siguiente resultado de densidad para
espacios LP.

Corolario B.4.2.8. Sea Q@ C R"™ un conjunto abierto. Entonces C°(2) es denso en
LP(9) (i.e. C(Q) = LP(R)) para 1 < p < oo.
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Demostracién. Definimos la extension f de f € LP(€) como

)= {f(ox) Z . g %ﬂ —Q.

Claramente f € LP(RY). Consideramos la sucesién de conjuntos compactos C,, definidos
como
Cp={xeR" ‘ |z| <nydz,R"—Q)>2/n}.

Los C,, verifican

> 2
Ucn=2 ydCo,R"—Q)> -
n=1

Si definimos g := x¢, f y la sucesién f,, := py, * g, tenemos que
sop(fn) € B(1/n) + Cn C Q,
de modo que f,, € C(R) y ademés
[fn = Fllr) = | n _?HL;}(RN) <

H(Pn * Gn) — (Pn *?)HLP(RN) + H(pn *7) _?HLP(RN) <

lgn = Fll oy + (o * 1) = Fll oy -

Por el teorema de la convergencia dominada H Jn — ?H Le(RN) 0 y por el teorema B.4.2.7

R )
| (on * f — f)HLp(Q) — 0, de donde concluimos que || f = f|| 1p() = 0

O

Corolario B.4.2.9. Sea Q C R" un abierto y u € L} () una funcién que verifica

loc
/uf =0 VYfel®Q).
I
Entonces u =0 en casi todo punto.

Demostracién. Sea g € L=(RY) tal que sop(g) es un compacto contenido en (2. Defini-
mos gn, := pn * g, de modo que por la definicién de p,, g, € C2°(£2) para n suficientemente
grande y por tanto

/ugn =0 Vn. ™)

Dado que g, — g € L'(R"), existe una subsucesién, que denotamos por comodidad g,, tal
que gn — g e.c.t.p y ademds |gn| oo mny < |9l oo rav)- Pasando al limite en (*), gracias
al teorema de la convergencia dominada, obtenemos

Jus=o (**)

Para un conjunto compacto C C §2 definimos g como

[ signo(u) sizel
9= 0 sixz € R" —C.
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Y deducimos de (**) que [,u = 0 (= u = 0 e.c.t.p.) para todo compacto C' C €,
concluyendo que u = 0 e.c.t.p. en €.

]
Corolario B.4.2.10. Sea I C R. Dada f € L}, (I) una funcién que verifica:

/fgo/ =0 Vpe k).
1

Entonces existe ¢ € R tal que f = c en casi todo punto en I.

Demostracién. Consideramos ) € Cc(I) tal que [;¢ = 1. Para toda ¢ € C.(I) existe

© € CH(I) tal que
@ =w— (/Iw)v

En efecto, la funcién h = w— (fI w)1) es de soporte compacto en [ y f[ h = 0, de modo que
h tiene una tnica funcién primitiva de soporte compacto en I. Deducimos de la hipdtesis
que

Jrw=(fwwm =0 vwecm.

J=([rone=0 wwecm.

Por el corolario anterior tenemos que f — f[ f=0e.ct.p. en I. Es decir, f = C e.c.t.p.
con C = [, fo.
O

B.5. Producto finito de espacios de Banach

Consideramos el espacio producto E x F' de los espacios de Banach E y F. Es decir, el
espacio vectorial sobre R formado las tuplas (f1, f2) con fi € E, fo € F. Naturalmente lo
que sigue es extensible al producto finito de espacios de Banach. Nos interesa en particular
el resultado para espacios LP(€2).

Proposicién B.5.1. Para el espacio vectorial EXF, la norma ||(f1, f2)|| = n(||f1ll, [|.f2]]),
donde n es cualquier norma para R?, es una tinica norma (En el sentido de que las normas
generadas por cada norma n de R? son todas equivalentes).

Demostracién. Basta considerar dos normas ni,ng en R?, que sabemos que son equi-
valentes, de modo que existen dos constantes ¢; y ¢y tales que:

ny (SC, y)

c1 <
ng(CC, y)

SCQ V(CC,y) ERQ;

lo cual implica que

< (Al )

= AR S

Es decir, las normas son equivalentes en F x F. O
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Proposicion B.5.2. El producto finito de espacios reflexivos es reflexivo.
Demostracién. Sean X e Y reflexivos. Vamos a probar que (X xY)* = X* x Y™, lo que
prueba el resultado. Es decir, (X x Y)* = X" xY* =X xY.

Sean Lx, Ly dos funcionales lineales continuos en X e Y respectivamente. Claramente el
funcional
L:XxY —R

(,y) — Lx(x) + Ly (y)
es continuo.

Por otra parte, si L € (X x Y)* podemos definir Lx € X* y Ly € Y* como
Lx(z) = L(x,0), Ly(y) = L(0,y),

que son claramente continuos y que L(z,y) = L(x,0) + L(0,y) = Lx(x) + Ly (y).

Lo que prueba que la aplicacion
I X"xY" — (XxY)"

(Lx, Ly) — L

es un isomorfismo isométrico. O

De manera similar tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon B.5.3. El producto finito de espacios de Banach separables es separable.

Demostracion. Sen x € Dx C X ey € Dy C Y con Dy y Dy conjuntos densos en X
e Y respectivamente. Definimos
D=D x X Dy,

que es denso en X X Y y contable. O

B.6. Teorema de la divergencia

Por dltimo enunciamos una serie de resultados del Célculo relativos a la integracién en
varias variables. Estos resultados son fundamentales a la hora de aplicar los pasos (1) y
(2) del método variacional. En esta seccién 2 C R™ es abierto y acotado con frontera C*.
Ademas:

(i) 7 es el vector normal exterior a la frontera de € 9€.
(ii) Aw representa el laplaciano de u.

(iii) [y dS denota integral sobre la frontera de Q (Utilizando la medida de superficie,
de dimensién n — 1), y fQ dV la integral sobre el dominio 2 C R™.

(iv) V -u representa la divergencia de u, i.e. V-u=ug + ...+ ug,.
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Teorema B.6.1. (Teorema de Gauss-Ostrogradsky, Teorema de la Divergencia)

Sea u € C1(2). Entonces
/(V‘u)dV = / um dS.
Q o0N

Donde uil = u1iiy + ... up7i,.

Demostracién. Ver [1, Capitulo 10].

O]

Obsérvese la analogia de la siguiente férmula con la férmula de integracién por partes
para una variable:

Corolario B.6.2. (Teorema de Gauss-Green, Integracion por Partes) Sean dos
funciones u,v € C*(Q). Entonces, para i =1,...,n,

Ug, v dV = / uvy, dV +/ uvil; dV.

Demostraciéon. Basta aplicar el teorema de la divergencia a la funcién uwv. O

La siguiente identidad se sigue aplicando la regla de derivacion para el producto y después
el teorema de la divergencia:

Corolario B.6.3. (Identidad de Green) Sean dos funciones u,v € C?(Q). Entonces

/vAu av —/ v(Vu)ii dS — / VuVu dS.
Q oN Q

Esta identidad es conocida como la Primera Identidad de Green. Otras identidades pueden
encontrarse en [12, Apéndice CJ.

Demostracién. De la regla para derivar un producto (uv)z, = uz,;v + uvg, y del hecho
de que V -V = A, tenemos que

Vu-Vo+uV-Vv=Vu-Vv+uAo.

Aplicando el teorema de la divergencia obtenemos la identidad. O

B.7. Otros resultados

Las identidades mostradas en la seccién anterior requieren regularidad clasica de las fun-
ciones. Vamos a mostrar que una identidad mostrada para funciones diferenciables en
sentido cldsico puede extenderse al espacio de Sébolev H?(Q) por densidad siempre que
ambos lados de la identidad sean continuos respecto a la norma del espacio de Sébolev.
Como ejemplo lo haremos con la primera identidad de Green.
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Teorema B.7.1. (Identidad de Green para espacios de Sébolev) Sea Q2 un abierto
de clase O acotado. La identidad de Green (corolario B.6.3) se verifica para toda u,v €

H2(9).

Demostracion. Consideramos la identidad de Green:

/vAu av :/ v(Vu)i dS/ VuVu dS.
Q onN Q

H*(Q) x H*(Q) — R

(1, v) —> /Q AU

es continua, puesto que es lineal y por la desigualdad de Holder

‘/vAu
Q

estd acotada. De manera similar el operador (u,v) — [, VuVv es continuo.

La funcion

< ||U”L2(Q) HAUHL2(Q) <C ||U||H2(Q) HU||H2(Q)

La acotacién del operador (u,v) — [ v(Vu)ii se consigue gracias al operador de traza
(ver teorema 3.2.6):

‘/mv(vu)ﬁ

De la densidad de las funciones continuas (el corolario 3.2.12 asegura que existe una
sucesién (u,) C CZ°(R") tal que un_ — w_) v del hecho de que ambos lados de la
Q

< [lvlle2@0) IVull290) < Cllvll g2l 72

igualdad son operadores continuos definidos en un conjunto denso de H?(2)? deducimos
el resultado, puesto que los operadores tienen una tnica extensién continua a H2()?, y
dos operadores que coinciden en un conjunto denso de H?(2)? necesariamente lo hacen

en todo H?(Q)? (ver proposicién B.2.2).
O
En la seccién 3.2.4, en el corolario 3.2.19 hemos mostrado que la funcién u es continua

y que las derivadas parciales en sentido débil son continuas. Este resultado implica que
u € C*(Q) en sentido clasico.

Teorema B.7.2. Sea Q C R™ un abierto y u € W*P(Q). Si u es continua y toda D*u
(notacion multiindice) es continua para todo |a| < k, entonces u € CF(Q) en sentido
cldsico.

Utilizaremos el siguiente lema:

Lema B.7.3. Sea B C R" una bola cerrada. El espacio de funciones C*(B) con la suma
de las normas uniforme para cada una de las derivadas y u, es decir,

n
[ull = ZSHEID‘”U!

=17

es un espacio de Banach.
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Demostracién. Ver [12; Capitulo 5, seccion 1]. O

Demostraciéon. Dado que la diferenciabilidad es una propiedad local, argumentamos
para cualquier punto x € €. Tomamos una bola B cerrada (acotada) suficientemente
pequena tal que x C B C 2. Extendemos u a u como 0 en R™ — ). Los resultados de
convolucién y regularizacién mostrados en la seccién B.4.2 prueban que, para una sucesién
regularizante (p,) en el conjunto compacto B:

(1) @* p, — w uniformemente cuando n — oco.
(2) D*(u * pn) = (D*u) * py.
(3) (D*u) * p, — D*u uniformemente cuando n — oo.

De estos tres apartados y la definicién de convergencia uniforme se deduce que (u* p,,) es
una sucesién de Cauchy en la norma dada en el lema anterior. De (3) deducimos lo mismo
para ((D%%) * py,). Dado que C*(B) es un espacio de Banach con la norma uniforme, esta
sucesion converge a un elemento en C*(B). Este elemento es f por (1).

O]
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