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Resumen

RESUMEN

Los manipuladores paralelos de baja movilidad son, sin duda, un tipo de robots que
presentan importantes ventajas, en ciertos aspectos, sobre los denominados
manipuladores serie, especialmente cuando se requiere mayor rigidez, adn a costa de

una reduccién del espacio de trabajo del manipulador paralelo.

El desarrollo de nuevas arquitecturas de este tipo de manipuladores ha recibido
notable impulso desde la segunda mitad del siglo XX, si bien su implantacion industrial
tiene notables resistencias debido a la complejidad de la cinematica y a la dificultad de

control en tiempo real y limitaciones de espacio de trabajo.

Esta Tesis Doctoral se centra en el desarrollo de una sistematica de generacién de
diferentes arquitecturas de manipuladores paralelos de baja movilidad, es decir, de
menos de seis grados de libertad. A partir de ella, se estudiaran diferentes
configuraciones de manipuladores reconfigurables, capaces de adaptarse a diferentes

tareas, es decir, manipuladores con capacidad de multioperacionalidad.

Este trabajo comenzara con una breve descripcidon de los principales métodos de
sintesis estructural o morfoldgica de manipuladores paralelos, la teoria de Grupos de
Desplazamientos de J. Hervé, [HER1978], la Teoria de Torsores, [BAL1900], y la Teoria

de las Transformaciones Lineales, [GOG2004].

A continuacién se realizara el estudio de todas las posibles arquitecturas de
manipuladores paralelos de 3 grados de libertad con tres cadenas cinematicas
idénticas y preferentemente dispuestas de forma simétrica. Se recogeran posibles
materializaciones de cada tipologia, referenciandose aquellos autores que ya han
descrito el manipulador concreto correspondiente. También se recogeran algunas
arquitecturas que no se han encontrado en las referencias estudiadas y pueden servir
para futuros desarrollos. Asimismo se resumira el procedimiento utilizado, y el
conjunto de premisas, para el desarrollo del estudio de las familias de manipuladores

paralelos de 3 grados de libertad.
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Posteriormente se desarrollara un procedimiento general para el estudio y generacion
estructural (Sintesis estructural o morfolégica) de manipuladores paralelos de baja
movilidad con multiples modos de operacién a partir de combinaciones de cadenas
cinematicas de seis grados de libertad. Una vez definida esta metodologia, se aplicara
al andlisis cinematico de la plataforma de Gough-Stewart. A continuacion se aplicara a
un determinado manipulador paralelo, seleccionado teniendo en cuenta
determinados criterios y requisitos constructivos recogidos en el apartado 6.1. El
manipulador paralelo seleccionado es el 3 — CPCR, de seis grados de libertad.
Restringiendo algunos grados de libertad y actuando sobre el resto de las variables de
entrada de este manipulador, se obtienen manipuladores paralelos de baja movilidad
con un determinado modo de operacién o movimiento requerido (Schonflies, 2
traslaciones y una rotacién o 2T1R, 3TOR, OT3R,...) definido por la funcion objetivo
para la aplicacién en estudio. En concreto, a partir del 3-CPCR se obtiene,
restringiendo dos de las variables angulares de entrada, una configuracién que
permite desarrollar un manipulador paralelo con movimiento Schonflies, de eje de
rotacion variable en funcién de la posicién de las dos variables angulares de entrada

mencionadas.

Adicionalmente, a partir del procedimiento desarrollado para los manipuladores
paralelos de 6 grados de libertad, se definird una metodologia especifica para el
planteamiento de las ecuaciones del problema de velocidad de manipuladores
paralelos de baja movilidad, de aplicacion general a cualquier configuracién. Esta

metodologia esta basada en la desarrollada en los capitulos anteriores.

Por ultimo se expondran las posibles lineas futuras de estudio a partir de los andlisis y
metodologias desarrollados en la presente Tesis Doctoral. En ese sentido es de
destacar la posibilidad de obtener un vademécum de manipuladores paralelos de baja
movilidad a partir de combinaciones de todas las cadenas posibles de 6 grados de

libertad recogidas en el capitulo 4.4 del presente trabajo.

En los Anexos 1y 2 se calculan las expresiones analiticas de los términos de la matriz
inversa de la matriz jacobiana del problema directo de velocidades de la plataforma

Gough-Stewart y del manipulador 3-CPCR respectivamente. El objetivo es obtener de

Vi
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forma explicita las expresiones de la velocidad lineal de un punto, vp, y la velocidad
angular, @, de la plataforma movil de la plataforma Gough-Stewart y del manipulador

3-CPCR en funcién de las variables de entrada.

Todas las arquitecturas de manipuladores paralelos mostradas en este documento,
han sido analizadas utilizando el programa informatico GIM, [PET2011], desarrollado
por el grupo COMPMECH del Departamento de Ingenieria Mecanica de la Escuela

Técnica Superior de Ingenieria de Bilbao (UPV/EHU).

José Ignacio Ibarreche Mendia
Ingeniero Industrial Mecdanico

Bilbao, Marzo 2017
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Introducciéon

1. INTRODUCCION

La sintesis estructural (también denominada morfoldgica) tiene por objeto determinar
la topologia del manipulador paralelo, es decir las cadenas cinematicas que lo
constituyen, de forma que su plataforma movil siga un determinado patron de
movimiento. A menudo dicha topologia se obtiene de forma intuitiva a partir de unas

teorias y criterios genéricos.

Los robots, también denominados manipuladores, son en esencia un mecanismo
formado por una o varias cadenas cinematicas que conectan al elemento terminal o
plataforma movil con una base o elemento fijo. Cada cadena cinematica esta formada
por un conjunto de elementos mecanicos rigidos conectados entre si por medio de
diferentes tipos de uniones denominadas pares cinematicos. Dichos pares cinematicos
permiten la transmision de movimientos y esfuerzos entre los elementos rigidos de

cada cadena cinematica.

En un principio se pensaron para realizar tareas repetitivas de manipulacion de
objetos pero actualmente se disefian robots para realizar cualquier tipo de tareas que
suponga un incremento de la eficiencia tanto técnica como social y econdmica. En
este sentido, actualmente se han desarrollado muchos tipos de robots que realizan
actividades de exploracién espacial, acuaticas, dreas, médicas,..., incrementando la
fiabilidad y repetitividad de las operaciones y reduciendo el riesgo de las personas y el

error humano.

Dentro del grupo de robots o manipuladores se pueden destacar dos grandes grupos:

serie y paralelos.

Los manipuladores o robots serie son mecanismos formados por una Unica cadena
cinemadtica que conecta la plataforma movil a la base o elemento fijo. Dado que su

topologia es similar a la del brazo humano, reciben el nombre de manipuladores (o
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robots) antropomorficos. Es el tipo de robot mas extendido en aplicaciones

industriales.

Se considera que el primer robot serie de aplicacion industrial fue el Unimate, creado
por G.C. Devol y J. F Engelberger en 1956. Durante los afios sesenta y setenta del
pasado siglo, se desarrollaron otros robots antropomodrficos como el Puma, de 6

grados de libertad, para aplicaciones de soldadura por puntos.

Hoy en dia existe un gran espectro de manipuladores serie con diferentes grados de
libertad, comercializados por grandes companias como Fanuc, Kuka, ABB, Kawasaki y
otras. Son utilizados en operaciones de manipulacién (pick and place), carga vy

descarga, soldadura, embalaje, maquina-herramienta, etc.

Aunque el concepto de manipulador paralelo se encuentra muy ligado a la plataforma
de Gough-Stewart, desde principios del siglo pasado existian propuestas de
manipuladores de arquitectura paralela como la de J.E. Gwinett (US Patent No.
1,789,680 de 1928) y la propuesta de W. Pollard (US Patent No. 2,286,571 de 1942).
En concreto, la plataforma de Gough-Stewart estd compuesta por 6 cadenas
cinematicas que unen la plataforma movil con el elemento fijo, permitiendo 6 grados

de libertad a dicha plataforma movil.

En principio se puede pensar que resulta mas sencillo realizar una tarea cuanto mayor
sea el nimero de grados de libertad del manipulador paralelo, pero esto incrementa la
complejidad mecéanica, complica la programacién y control y reducen el espacio de
trabajo del manipulador. Dependiendo de la tipologia de las cadenas cinematicas que
forman el manipulador, un movimiento puede ser sencillo de realizar, actuando sobre
un unico grado de libertad, o requerir el accionamiento sincronizado de todos sus
grados de libertad. Por ejemplo, un movimiento de traslacion en un manipulador
paralelo con cadenas cinematicas de estructura cartesiana se consigue blogueando los
actuadores no necesarios y accionando Unicamente el actuador correspondiente al
movimiento requerido. Sin embargo, realizar el mismo movimiento de traslacion con
la plataforma Gough-Stewart requiere el accionamiento sincronizado de los seis

actuadores, al tener las cadenas cinematicas una cinematica muy acoplada.
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Por tanto, se hace necesario limitar el nUmero de grados de libertad del manipulador
al estrictamente necesario en la aplicacion correspondiente. Dentro de estas
aplicaciones se establece el concepto de Manipulador Paralelo de Baja Movilidad,
como el conjunto de todos los manipuladores paralelos de movilidad inferior a 6

grados de libertad (2 a 5).

A fin de disefiar un Manipulador Paralelo (MP de aqui en adelante) para una aplicacion
concreta, el primer paso consiste en identificar los requisitos de funcionamiento a
partir de las especificaciones del cliente. Dentro de estos requisitos se encuentra el
denominado patron de movimiento de la plataforma moévil o elemento terminal
[ALT2009]. Por tal se entiende el nimero y tipo de grados de libertad (GDL de aqui en
adelante) de dicha plataforma, esto es, si son de rotacion (R) o de traslacion (T), asi
como sus correspondientes direcciones. A partir de aqui, ya puede realizarse la
sintesis estructural, la cual tiene por objeto determinar la topologia del MP de forma

gue su plataforma movil se ajuste a un determinado patréon de movimiento.

En general el disefio de manipuladores paralelos de baja movilidad es bastante
complejo. El hecho de tener menos de 6 GDL exige determinar su movilidad en cada
instante y comprobar que se adecue a las necesidades definidas, ya que la movilidad

del manipulador es funcidn de la posicién y orientacién relativa de sus elementos.

Hay dos métodos principales en los que se apoya la sintesis morfoldgica de MP de baja
movilidad, la Teoria de Torsores (Screw Theory) [DAV2004] y [KON2007-1] y la Teoria
de Grupos de Desplazamientos, [HER1978]. También se puede citar que G. Gogu ha
propuesto otro método para la sintesis morfolégica de MPs, denominada Teoria de las

Transformaciones lineales [GOG2008].

El método que se va a utilizar en la presente tesis es la Teoria de Grupos de
Desplazamientos. Dicha teoria emplea las propiedades matematicas de Grupo de Lie
gue poseen los desplazamientos de soélido rigido. Estos conceptos matematicos no
fueron introducidos en el ambito de la sintesis estructural de mecanismos hasta los
primeros trabajos de J. Hervé [HER1978]. De esta manera, la cinematica de la
plataforma mavil del manipulador en estudio se plantea a partir del grupo general de

desplazamientos de sélido rigido de dimensién 6 y de sus 12 Subgrupos, como se vera
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mas adelante. Cada una de las cadenas cinematicas o patas del MP genera en su
elemento terminal o plataforma moévil un desplazamiento que debe ser compatible
con el patrén de movimiento requerido. El desarrollo de las diferentes ligaduras
cinematicas, que definen el desplazamiento relativo entre la plataforma fija y la mavil
de MP, asi como la definicion de sus posibles materializaciones mediante juntas
cinematicas y elementos, es un aspecto fundamental en la sintesis estructural. El
concepto de ligadura cinematica, como mas adelante se verd, se define como el
desplazamiento relativo entre La plataforma fija y la plataforma mavil o elemento

terminal del MP en estudio.

Hoy en dia existen numerosos trabajos que proponen manipuladores paralelos de baja
movilidad capaces de realizar un determinado tipo de patrén de movimiento de la
plataforma moévil, tales como 1T2R, 3T1R,.... e incluso varios patrones de movimiento
o modos de operacién. A finales del siglo pasado se desarrollé la idea de conseguir
manipuladores paralelos capaces de adaptarse a diferentes tareas, capaces de variar
su configuracion y ofrecer mayor versatilidad y flexibilidad. Surge asi el concepto de
robots o manipuladores multioperacionales y ligado a este concepto, el de
reconfigurabilidad. Se denominan reconfigurables aquellos robots o manipuladores

gue poseen la capacidad de la multioperacionalidad.

Dentro de los sistemas multioperacionales podemos distinguir tres grandes grupos: los

robots autoreconfigurables, los robots modulares y los robots reconfigurables.

Los robots autoreconfigurables estan formados por una serie de médulos conectados
entre siy con capacidad de cambiar su morfologia de manera auténoma, adaptandose
a la tarea a desarrollar, [BOJ2002], [WAN2008]. Son especialmente utiles en

aplicaciones espaciales y entornos no accesibles para el ser humano.

Los robots modulares estan formados por un conjunto de modulos basicos (barras,
actuadores, juntas cinematicas, plataformas moviles,..) que permiten un ensamblaje
rapido obteniéndose manipuladores o robots con diferentes geometrias vy

movimientos grados de libertad, [CHE2001].
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El tercer grupo es el de los robots reconfigurables. Dentro de este grupo podemos
citar los MP de cadenas cinematicas desacoplables, donde los GDL de la plataforma
movil varian en funciéon de numero de cadenas cinemdticas conectadas a dicha
plataforma moévil, [XI2006]. Las cadenas que no se encuentran conectadas a la
plataforma movil pueden colaborar, como manipulador serie, con el MP resultante,
[FIN2008]. De esta forma resulta un sistema hibrido de un MP trabajando con uno o
varios manipuladores serie. Otro subgrupo es el de pardmetros geométricos variables,
modificando las longitudes de las barras o la posicion de los pares cinematicos. De
esta forma se cambia la forma del espacio de trabajo o se eliminan singularidades,
[BI2010], [MER2003]. También forman parte de este grupo los mecanismos
cinematotrdpicos, cuya movilidad cambia cuando atraviesa determinadas posiciones
singulares y los mecanismos de topologia variable, que pueden cambiar su movilidad
mediante cambios de su topologia. Esto se puede conseguir por medio de juntas
cinematicas variables o adaptables, [SLA2014], [GAN2013]. También blogqueando uno

o varios actuadores por medio de juntas cinematicas bloqueables, [TSE2015].

En esta tesis se va a desarrollar una metodologia que permita de una forma
sistematica obtener todas las posibles combinaciones de cadenas cinematicas de 6
GDL, para, combinando dichas cadenas cinematicas obtener los diferentes MP de 6
GDL. A continuacién se desarrolla una metodologia para estudiar Ia
multioperacionalidad de dichos MP de 6 GDL, consistente en restringir diferentes
actuadores de entrada, obteniéndose diferentes MPs de baja movilidad capaces
realizar tareas distintas. De esta forma, se obtienen las caracteristicas de

multioperacionalidad del MP de 6 GDL.






Sintesis Morfolégica de Manipuladores I I
Paralelos de Baja Movilidad

2. SINTESIS MORFOLOGICA DE MANIPULADORES PARALELOS
DE BAJA MOVILIDAD

2.1. Definicion y Conceptos

Se define Manipulador Paralelo (MP) como aquel que tiene una plataforma movil o

elemento terminal unido a la base o elemento fijo por medio de varias cadenas

cinemdticas independientes.

Esta arquitectura de lazo cerrado hace que los manipuladores paralelos (MP)

presenten una serie de ventajas respecto de los manipuladores serie, tales como:

— Mayor rigidez y menor inercia.
— Mejor relacién carga/peso propio.
— Mayores velocidades y aceleraciones de manipulacion.

— Mayor precisiéon de movimiento y repetitividad.

Por otro lado, los MP presentan también algunos inconvenientes respecto de los

manipuladores serie, como son:

— Espacio de trabajo mas reducido.

— Acoplamiento posicidn/orientacion. En general los diferentes GDL de un MP estan
acoplados. Esto supone que situar la plataforma movil de un MP en una
determinada posicidn y orientacidn requiere seguir una determinada secuencia de
movimientos.

— Mayor complejidad del sistema de control.

— Mayor complejidad mecanica y de mantenimiento.

Por las razones mencionadas, la industria se decantd en el siglo pasado por la
aplicacion de manipuladores serie, mas simples mecdnicamente y desde el punto de

vista de programacién y control que los MP, a pesar de sus ventajas.
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Como ya se ha mencionado en el capitulo 1, aunque en principio resulta mas sencillo
realizar una tarea cuanto mayor sea el niumero de grados de libertad del MP, esto
incrementa la complejidad del mismo, y en consecuencia su coste econdmico. Por
tanto es necesario limitar el nimero de grados de libertad del MP al estrictamente
necesario en la aplicacidén correspondiente. Dentro de estas aplicaciones es donde se

define el concepto de Manipulador Paralelo de Baja movilidad como el conjunto de

todos los MP cuya plataforma movil posee una movilidad inferior a 6 GDL, agrupando

por tanto a todos los MP de 2 a 5 GDL.

A fin de simplificar la construccion del MP y su programacién, se define como

Manipulador Completamente Paralelo a aquel que posee un numero de cadenas

cinemdticas igual al numero de GDL de su plataforma movil, aunque dicho nombre se
aplique también en la practica a los MP con todas sus cadenas cinematicas iguales y
colocadas de forma simétrica. Este hecho simplifica el control del MP al poder actuar

sobre un Unico actuador por cadena cinematica.

El problema que se plantea a la hora de definir un MP para una aplicacion concreta es
la falta de una metodologia a seguir. Se han hecho grandes esfuerzos para sistematizar
el disefio de mecanismos. Sin embargo, todavia se trata de una disciplina a caballo
entre la ingenieria y el arte, no existiendo un procedimiento que paso a paso permita
obtener un mecanismo concreto que cumpla los requisitos exigidos. Sin embargo, se
pueden mencionar una serie de pasos o etapas para la obtencion del MP mas

adecuado a la aplicacién en estudio, tal y como se recoge en [H-F2004] y [H-F2012].

El primer paso consiste en definir los requisitos de funcionamiento y las

especificaciones del cliente.

A partir de las especificaciones se determinan las caracteristicas geométricas,
cinematicas y dinamicas del MP, tales como espacio de trabajo, capacidad de carga,
tipo de movimientos, aceleraciones y velocidades maximas, precision y repetividad,...

Con ellas se determina la Funcion Objetivo o conjunto de acciones y movimientos que

debe realizar la plataforma mdvil o elemento terminal del MP.
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Una vez definida la Funcion Objetivo que debe realizar la plataforma moévil del
manipulador paralelo en estudio, el siguiente paso es la Definicion o Sintesis

Morfoldgica del Manipulador.

La Sintesis Estructural o Morfoldgica del Manipulador Paralelo en estudio, consiste en

determinar el nimero y arquitectura de las cadenas cinematicas que lo constituyen,
con el objetivo que la plataforma mévil del MP sea capaz de generar el movimiento
requerido por la Funcién Objetivo. Esto supone, a su vez, que para cada cadena
cinemdtica del MP es necesario realizar la correspondiente Sintesis Estructural, es
decir, cuantos elementos y cuantos pares cinematicos y de qué tipo componen cada

cadena cinematica o “pata” del MP en estudio.

Para ello es necesario, en primer lugar, determinar el tipo (estructura cinematica) de
cadena cinematica que se considera mds adecuado para cumplir la funcién objetivo. Es
necesario tener en cuenta la capacidad de movimiento de la cadena asi como otros

factores como facilidad de mantenimiento, fiabilidad, proceso de fabricacién, etc.

A continuacién es necesario obtener todas las posibles combinaciones de los
elementos y pares cinemadticos que componen las cadenas cinematicas del MP,
seleccionados anteriormente. De esta forma se obtienen todos los mecanismos

posibles que pueden constituirse con un determinado nimero de elementos.

Una vez definidas todas las posibles arquitecturas que resuelven el problema

planteado por la Funcion Objetivo, se procede a realizar la Sintesis Dimensional del MP

qgue consiste en determinar las dimensiones principales éptimas de las cadenas
cinematicas y del MP para realizar la tarea especificada en la Funcién Objetivo de la

plataforma movil del MP.

En el proceso de sintesis dimensional del MP no se trata Unicamente de maximizar el
espacio de trabajo, siendo necesario tener en cuenta otras caracteristicas tales como
la destreza del MP o el consumo energético de los actuadores de entrada. Por tanto,
se trata de optimizar una funcidon multiobjetivo formada a su vez por varias funciones.
Se ha de tener en cuenta que en muchos casos dichas funciones tienen objetivos

contrapuestos y es necesario alcanzar un equilibrio entre ellas que proporcione un
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resultado 6ptimo. Para ello se pueden seguir diferentes estrategias, como fijar unos
requisitos minimos en cada funcién o aplicar el criterio de Pareto. Como ejemplo se
puede citar el trabajo recogido en la referencia [H-F2012], donde se propone una
metodologia para la sintesis de MPs con varios requisitos cinematicos y dindmicos a
cumplir, aplicandose a la obtencién de MPs con movimiento Schonflies para
aplicaciones “pick and place”. En dicho articulo, los autores proponen una

metodologia de disefio de MPs que incluye los siguientes pasos:

— Definicién de las especificaciones técnicas.

— Determinacion de la topologia del MP: sintesis estructural.

— Andlisis cinematico.

— Optimizacion del disefo: determinacion de las variables de disefio y funciones
objetivo.

— Andlisis dinamico.

— Diseno del prototipo: materiales, holguras, tolerancias, mecatrénica y control.

Una vez determinadas las principales dimensiones de MP, es necesario realizar el

correspondiente Analisis Cinematico que supone:

— Resolver el problema de posicion directo e inverso.
— Realizar el anadlisis de velocidades y estudio de singularidades.

— Determinar el espacio de trabajo del MP.

El analisis de interferencias entre los distintos elementos del MP es fundamental para
determinar el espacio de trabajo real del MP. Con el andlisis cinemdtico se comprueba
el grado de cumplimiento de los requisitos cinematicos definidos en la Funcién

Objetivo.

Finalmente se realiza el Analisis Estatico, Dindmico y Vibratorio, obteniéndose las
reacciones en los pares cinematicos y las fuerzas necesarias para mover el MP, a fin
de dimensionar los accionamientos y juntas cinematicas y definir espesores y

secciones de los elementos del MP. Esto supone la realizacion de:

— Mapas de rigidez.

— Mapas de modos y frecuencias naturales.

10
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— Andlisis del equilibrado estatico y dindmico del MP.

— Calibracidn y ensayos experimentales.

— Correlacion del modelo tedrico con los resultados experimentales.

— Andlisis y correccién de la influencia de juegos, holguras y rozamientos en los
pares cinematicos del MP.

— Durabilidad y requisitos de mantenimiento.

El analisis dinamico inverso permite dimensionar los accionamientos, los elementos y
las juntas o pares cinematicos. Esto requiere conocer las fuerzas de inercia de los
elementos, fuerzas que a su vez dependen de las aceleraciones obtenidas en el
analisis cinematico. Por tanto, se trata de un proceso iterativo en el que se definen las
dimensiones de detalle del MP y se comprueban los requisitos dinamicos y resistentes

de MP.

Finalmente se definen como Manipuladores Multioperacionales aquellos capaces de
variar su configuracidon para que su plataforma movil pueda realizar varios tipos de
patréon de movimiento dentro de su Funcién Objetivo. Este concepto introduce a su
vez el de los Manipuladores Reconfigurables, o manipuladores capaces de cambiar su
morfologia de forma autéonoma (autoreconfigurables) o dirigida (modulares vy
reconfigurables) con el objetivo de realizar varios patrones de movimiento, tal y como

se describe en el capitulo 1.

2.2. Sintesis Morfologica de Manipuladores Paralelos

Tal y como se ha comentado en el capitulo 1, el nimero de grados de libertad del MP
gue se disefie se ha de ajustar a las necesidades de la aplicacién concreta. Un MP de 6
GDL permite situar la plataforma movil en cualquier posicion y orientacién dentro de
su espacio de trabajo, pero supone mayor complejidad mecanica y de control del MP,
al tener un mayor nimero de variables de entrada del requerido. Por tanto, como
regla general, el nimero de GDL ha de ajustarse a los estrictamente necesarios para la

aplicacion correspondiente.

Los MP de baja movilidad tienen la dificultad afiadida de que no es posible desplazar
su elemento terminal o plataforma mdvil en cualquier direccidn y orientacién, siendo

necesario conocer en todo momento y en cada posicion cual es su patrén de

11
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movimiento a fin de determinar su adecuacion a los requerimientos de la aplicacion

en estudio.

Por esta razon se ha realizado en los ultimos tiempos un gran esfuerzo para el
desarrollo de la sintesis morfolégica de manipuladores paralelos de baja movilidad,
habiéndose desarrollado diferentes herramientas matematicas a fin de sistematizar el
proceso de sintesis morfolégica del MP, con objeto de que su plataforma movil o
elemento terminal sea capaz de realizar el movimiento deseado en las condiciones

requeridas para la aplicacion en estudio (Funcidn Objetivo).

Ejemplos de estos conceptos son los manipuladores paralelos traslacionales o TPM
(Traslational Parallel Manipulators), capaces de realizar los tres movimientos de
traslacion espacial requiriendo Unicamente 3 GDL, como los propuestos por G. Gogu,
[GOG2004]. También se pueden mencionar los MPs de movimiento Schoénflies con
movimiento 3T1R y 4 GDL, como el propuesto por J. Angeles y A. Morozov en
[ANG2006], o los manipuladores paralelos esféricos o SPM (Spherical Parallel

Manipulators), como el Agile Eye de la Universidad de Labal de 3 GDL, [GOS1996].

Existen diferentes trabajos que estudian de una forma general la sintesis de
manipuladores paralelos de baja movilidad. Por ejemplo, J. M. McCarthy y L. Joskowic
estudian cdmo aplicar los conceptos de espacio de trabajo y ventaja mecdanica en Ila
sintesis cinematica de mecanismos, [MCC2001]. Para ello utilizan el principio de los
trabajos virtuales para relacionar los ratios de velocidades de entrada y salida del
sistema con la ventaja mecanica del mismo, aplicando estos conceptos al disefio de
robots serie y paralelos, a fin de satisfacer las restricciones impuestas por el espacio

de trabajo.

También merece la pena citar el trabajo desarrollado por Q. Jin y T.-L. Yang, [JIN2004-
1], en el que estudian la sintesis de MP del tipo 2R1T que son los Unicos del grupo de 3
GDL que pueden tener movimientos parasitos en direcciones no deseadas, vinculados
a los desplazamientos independientes. Dichos movimientos parasitos consisten en
movimientos de los GDL restringidos que acompafan al movimiento principal. Dichos
autores estudian la cinemdtica de MP con movimientos desacoplados, es decir

independientes entre si, y desarrollan una familia de MP de 3 GDL con movimientos

12
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total o parcialmente desacoplados. Para ello utilizan el concepto de Basic Kinematic

Chain (BKC), equivalente a la cadena cinematica serie.

Asimismo, se puede citar el trabajo realizado por V. Krobi, G. K. Ananthasuresh y V.
Kumar, [KRO1998-2]. Analizan la sintesis de cadenas cinemadticas serie de 1 GDL con
dos pares de rotacion accionados por cables y poleas. Utilizan el principio de los
Trabajos Virtuales para determinar las ecuaciones de equilibrio estatico de fuerzas y
las combinan con las ecuaciones cinematicas para resolver el problema de sintesis
cinematica por puntos de precisién y minimizar el par motor de entrada. Utilizan
muelles de torsion en los pares de rotacion a fin de reducir el par motor, realizando su

optimizacién con Matlab.

También es apropiado resenar los trabajos realizados por Xianwen Kon, [KON2013],
donde propone un procedimiento de sintesis de MP de 3 GDL compuestos Unicamente
por pares cinematicos de rotacidn y capaces de operar en dos modos de operacion, el

Movimiento de Traslacién Espacial { T3}y el Movimiento Plano {F{ v}

De una forma global, se puede decir que las herramientas matematicas en las que se
basan la mayor parte de los trabajos realizados y los métodos de sintesis mas

utilizados son:

— La Teoria de Torsores Cinematicos (Screw Theory), [BAL1900]
— La Teoria de los Grupos de Desplazamientos, [HER1978]

— La Teoria de las Transformaciones Lineales, [GOG2004]

Tanto la Teoria de Torsores como la Teoria de los Grupos de Desplazamientos son
ampliamente utilizadas en la sintesis morfoldgica de manipuladores paralelos de baja
movilidad. La teoria de las Trasformaciones Lineales es de mas reciente aplicacion,

habiendo sido propuesta por el profesor G. Gogu.

Existen otros enfoques pero se han considerado como mas relevantes los citados
anteriormente. En el desarrollo de los siguientes capitulos del presente documento se
va a utilizar la Teoria de los Grupos de Desplazamientos. Previamente se va a realizar
una breve descripcion de las tres teorias anteriormente citadas que, se puede decir,

constituyen la base de la sintesis morfolégica de MPs moderna.

13
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2.2.1. Teoria de Torsores

Este método supone aplicar las herramientas del cdlculo vectorial al estudio del
movimiento de los sistemas mecanicos. Para ello considera que las coordenadas de un
vector se pueden representar por el propio vector y su momento respecto a un punto
determinado. Un Torsor o Screw, [BAL1900], es un vector de 6 componentes que
permite representar facilmente un campo de velocidades o fuerzas. Para definir el eje
del torsor, el sistema de coordenadas mas empleado es el de las coordenadas de
Pliicker, aplicando en su definicién el concepto de coordenadas proyectivas, capaces

de definir la posicién de puntos situados en el infinito.

Los movimientos de rotacién y traslacidn pueden ser representados por medio de los
torsores cinemdticos elementales l|lamados deslizante y par respectivamente,
equivalentes a sus homodlogos matematicos. Los pares cinematicos pueden ser
representados por medio de sistemas de torsores. La representaciéon del campo de
velocidades por medio de un torsor cinematico permite componer movimientos de
sistemas de n soélidos con n sistemas de coordenadas. Dado que las cadenas
cinematicas son sistemas constituidos por un conjunto de sélidos rigidos unidos entre
si por pares cinematicos, se puede realizar el estudio del movimiento absoluto de

cualquier sdlido de la cadena cinematica.

De igual forma, una fuerza aplicada sobre un sélido puede ser representada por medio
del torsor dindmico elemental llamado deslizante y un par de fuerzas puede ser
representado por medio del torsor dindmico elemental llamado par. Por tanto, se
pueden componer los trabajos realizados por las fuerzas exteriores y, aplicando el
método de las Potencias Virtuales, calcular los esfuerzos y momentos sobre cualquier

solido que constituye la cadena cinematica.

El método se basa en, una vez conocido el movimiento requerido de la plataforma
movil del MP, definir las restricciones (Fuerzas y momentos) que se han de aplicar a
las diferentes cadenas cinematicas del MP para limitar el movimiento de la plataforma
movil exclusivamente al requerido. El campo de velocidades de un sélido puede ser
representado por un torsor, reducido el movimiento a un punto del eje instantaneo de

rotacion y deslizamiento, que recibe el nombre de torsor cinemdtico central o twist. A
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su vez, el campo de momentos generado por las fuerzas que actuan sobre dicho sélido
puede ser representado también por un torsor, reducido el sistema de vectores a un

punto del eje central, llamado torsor dinamico central o wrench.

Existen numerosos trabajos que describen los fundamentos matematicos y la
aplicacion de la Teoria de Torsores tales como el documento de J. K. Davidson y K. H.

Hunt describen en [DAV2004], proporcionando numerosos ejemplos.

Asimismo, A. Bilbao, O. Altuzarra, A Herndndez Frias y E. Amezua recogen en su
trabajo presentado en 2012, [BIL2012], los fundamentos matematicos de esta teoria y
su aplicacion al estudio del problema de velocidades y aceleraciones mediante
torsores. Utilizando la notacién de Denavit-Hartenberg se puede sistematizar la
construccion del Jacobiano a partir del estudio del problema de velocidades aplicando
la Teoria de Torsores, estudiando su aplicacién en mecanismos de cadena abierta.
Aunque las aceleraciones no cumplen las propiedades del campo de vectores, en
dicho trabajo se muestra la utilidad del estudio integrado de las velocidades y

aceleraciones mediante la aplicacion de la citada teoria.

X. Kong y C. M. Gosselin recopilaron en su libro “Type Synthesis of Parallel
Mechanisms”, [KON2007-1], un resumen de sus trabajos relativos a la sintesis de MP.

En él proponen el concepto de Cadena Virtual, basado en determinar una cadena

cinemdtica que realice el movimiento que se desea realice el MP, concepto
desarrollado a partir de la Teoria de Torsores como método de sintesis de MP. Dicho
concepto lo aplican a la sintesis de diferentes manipuladores serie y paralelos. Otros
trabajos de estos autores vienen recogidos en articulos anteriores, ver referencias

[KON2004-1], [KON2004-3], [KON2005] y [KON2006].

Para finalizar este capitulo, entre otros muchos ejemplos de aplicacién de la Teoria de
Torsores también se puede citar el trabajo de N. Kumar , O. Piccin y B. Bayle,
[KUM2014], en el que desarrollan una metodologia para la sintesis de MP de baja
movilidad basada en la citada teoria, obteniendo una nueva familia de MPs con
movimiento 2T2R. El interés de dicho trabajo radica en que se definen una serie de

reglas preferentes para la composicidén de las cadenas cinematicas del MP buscado v,
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a partir de su aplicacién, un procedimiento de generaciéon de dicho MP basado en la

Teoria de Torsores.

2.2.2. Teoria de los Grupos de Desplazamientos
Este es el método en el que se va a basar el presente trabajo para desarrollar la
sintesis de mecanismos de 3 GDL y posteriormente de MP de baja movilidad de una

forma genérica.

Esta teoria permite disociar el movimiento que cada cadena cinematica aporta al
movimiento de la plataforma movil y su descomposicidén en movimientos mas simples

materializados por pares cinematicos.

Los fundamentos basicos de la representacion matricial de los Desplazamientos de
Sélido Rigido estan basados en el Teorema de Chasles (1832), [SAL2008] y [ALT2010],

que podemos expresar de la forma siguiente:

“Dadas dos posiciones distintas de un sdlido, siempre se puede pasar de una a otra
aplicando una traslacion sequida de un giro de infinitas formas posibles. Entre todas
hay una en la que el eje de rotacion es paralelo a la traslacion, por lo que el

desplazamiento resultante es de tipo helicoidal (Screw axis)”

Todos los puntos del sélido rigido han de tener, en la posicion original y en la posicion
desplazada, las mismas coordenadas en el sistema de referencia ligado al sélido rigido.
De este modo, un desplazamiento de sélido rigido se puede definir describiendo la
transformacién de coordenadas que sufre un sistema de referencia ligado a dicho

solido.

La Teoria de Grupos de Desplazamientos se basa en la aplicacion del dlgebra de grupos
de Lie a los desplazamientos de sélido rigido para expresar la cinematica del sélido

rigido de forma finita.

Estructura de Grupo de Lie: matemdticamente es una variedad analitica diferenciable,

real o compleja, que posee la estructura de grupo.

Una variedad queda definida como el objeto geométrico estandar que, en

terminologia matematica, generaliza el concepto de superficie a cualquier dimension,
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tanto en numeros reales como numeros complejos. El concepto diferenciable supone
que las superficies son lisas sin puntos angulosos, permitiendo definir en cada punto

un unico vector (o plano) tangente.

Se demuestra que el conjunto de desplazamientos del sélido rigido, denominado D,
representado por la matriz de transformacién homogénea T, posee las caracteristicas
de grupo de Lie continuo, de 6 parametros o variables. Dichos parametros son los
necesarios para definir cualquier desplazamiento de sélido rigido, es decir los 6 GDL

del sélido rigido (tres desplazamientos y tres rotaciones independientes).

Sean @, D, y D5 tres desplazamientos cualesquiera pertenecientes al conjunto de
desplazamientos del sélido rigido, {D}, de 6 GDL. Asimismo, T1 y T, representan las
matrices homogéneas de transformacion asociadas a cada desplazamiento © ; y @,
respectivamente. Entonces, el espacio o conjunto de desplazamientos de sdlido rigido
{D}, representado por medio del grupo matricial especial euclideo SE (3), es necesario

que cumpla las siguientes propiedades para tener estructura de grupo:

— Operacién interna (Producto): Ldy(Ty), Du(T,); (Do 0D1)(T, [T4) € {D}
— Propiedad asociativa: 0D, D,, D; €E{D}; D3 U D, LDy) = ( D5 UD,) LDy
— Elemento neutro (Unico): O, 7€{®};, =D =D

— Elemento inverso (Unico): 0o, ole {D}; ol=plp=1

Para ser considerado Grupo de Lie se debe verificar ademds que las operaciones sean
diferenciables, lo que cumple el grupo de desplazamientos de sdlido rigido {®}. Dentro
de este grupo, Unicamente hay doce tipos de desplazamientos que tienen estructura

de grupo:

— Dimension 0: Identidad {I}. fisicamente viene representado por un par rigido que
no permite movimiento relativo entre los dos sdlidos rigidos que conecta.

— Dimension 1: Movimiento de Traslacion Rectilineo {77}, Movimiento Rotacional
{R 4, ra} Yy Movimiento Helicoidal {# a, n, ra}, representados fisicamente por un par

prismatico, un par de rotacién y un par helicoidal, respectivamente.
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— Dimension 2: Movimiento Traslacién Plano {7~ v} y Movimiento Cilindrico {Ca},
representados fisicamente por dos pares prismaticos independientes y un par
cilindrico, respectivamente.

— Dimension 3: Movimiento Traslacion Espacial {T§ v w} normalmente denominado
{73}, Movimiento Plano {F g v}, Movimiento Esférico {Sy,} y Movimiento de
Traslacidon Helicoidal {7 > n}. Fisicamente, {73} se representa por tres pares de
traslacion independientes, {F i v} por un par plano, {Sp} por un par esférico y
finalmente, {Y &~ n} por dos pares de traslacion linealmente independientes en
direcciones ortogonales a U junto con un desplazamiento helicoidal en la direccién
U de paso h.

— Dimensidn 4: Movimiento Schonflies {Xe}. Representado por tres desplazamientos
de traslacién en direcciones linealmente independientes y un desplazamiento de
rotacion segun un eje fijo e.

— Dimensidén 6: Desplazamiento general {D}. Todo grupo es subgrupo de si mismo.
Cada elemento de este subgrupo queda caracterizado por tres traslaciones y tres

rotaciones independientes entre si.

Existen otros subgrupos de desplazamientos que no cumplen la operacidon interna o
producto, por ejemplo el desplazamiento genérico formado por tres traslaciones
independientes y dos rotaciones independientes, 3T2R. Al no tener estructura de
subgrupo de Lie provoca que la definicion de los movimientos no sea sencilla. En el
caso del desplazamiento 3T2R los desplazamientos de traslacidon se pueden definir
empleando tres coordenadas lineales pero los ejes de rotacion cambian de orientacién
conforme el MP experimenta un movimiento general. Sin embargo, desde el punto de

vista practico esto no supone ningun problema.

La aplicacidon de la Teoria de Grupos de Desplazamientos a la sintesis de MP fue
presentada por primera vez por Hervé en 1978, [HER1978]. En dicho trabajo, la
cinematica del sélido rigido se plantea a partir del grupo general de desplazamientos
de sélido rigido de dimensién 6 y de sus 12 Subgrupos. Uno de los conceptos utilizados
es el de ligadura cinematica L(i,j ) entre dos elementos iy j que se define como el
desplazamiento relativo entre dichos elementos, donde el elemento i es la

plataforma fija y el elemento j representa a la plataforma mdvil o elemento terminal.
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Una ligadura cinematica puede materializarse por un conjunto de elementos y pares
cinematicos conectados entre si, constituyendo una cadena cinematica o pata del MP.
Cada pata es un generador de desplazamiento ya que producen un determinado
desplazamiento en el elemento terminal. Ademads, los pares cinematicos que la

componen son, al mismo tiempo, generadores de desplazamiento.

Los generadores de desplazamiento siguen las reglas del algebra de grupos relativas a

las operaciones de unién (producto) e interseccién.

En cada cadena cinematica o pata del MP, la combinacion de desplazamientos para
obtener el desplazamiento deseado en el elemento terminal se realiza por medio del
producto de los generadores de desplazamiento necesarios para su obtencién. Asi es
como se combinan los desplazamientos de los diferentes pares cinematicos que
componen cada cadena cinematica del MP. Consiste en aplicar la operacidon de Unién
de Desplazamientos correspondientes a generadores dispuestos en serie. La
combinacién de desplazamientos necesaria para obtener el desplazamiento objetivo
{Dx} se realiza por medio de la operacién de producto de los diferentes

desplazamientos elementales necesarios para su obtencién, es decir,

{Di} ={D} HDj}

Donde {Di} y {Dj} son dos desplazamientos genéricos de sdlido rigido. La dimension del
desplazamiento {®x} obtenido es igual a la suma de las dimensiones de los
desplazamientos iniciales menos la dimensién del desplazamiento interseccién de

ambos,
dim {Dk}= dim {D} + dim {D} — dim {D}N{D}

Se ha de tener en cuenta que el caso general de producto de dos desplazamientos
cualesquiera no es conmutativo. Mediante la operacion producto o union de
desplazamientos se puede determinar la movilidad de cualquier mecanismo formado
por cadenas cinematicas definidas por generadores de desplazamientos dispuestos en

serie.
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A fin de obtener el desplazamiento correspondiente al elemento terminal del MP es
necesario determinar el desplazamiento compatible con cada una de las cadenas
cinematicas que lo conectan al elemento fijo. Matematicamente este concepto viene

representado por la operacion Interseccidon de Desplazamientos:
De =Nj=; D

Por tanto, cada una de las cadenas cinematicas genera en el elemento terminal un
desplazamiento, que debe ser compatible con el patréon de movimiento requerido del
elemento terminal. Para obtener el desplazamiento deseado en el elemento terminal
o plataforma mévil del MP, a los generadores de desplazamiento de todas las cadenas
cinematicas se les aplicara la operacion de Interseccidon de Desplazamientos. De esta
forma, uUnicamente los GDL comunes a las diferentes cadenas cinematicas
permaneceran en el patron de movimiento de la plataforma maévil. Por tanto se pone
de manifiesto que la determinacidn de las diferentes ligaduras cinematicas, asi como
la definicion de sus posibles materializaciones mediante juntas cinematicas, es un

aspecto fundamental en la sintesis estructural de los MP de baja movilidad.

A partir de las operaciones unidn (producto) o interseccién de los generadores de
desplazamiento que componen el MP, se definen en el apartado 2.3 del presente
trabajo, una serie de premisas de caracter general con el objetivo de sistematizar el

estudio y generacién de MPs de baja movilidad.
El procedimiento de sintesis que se va a seguir consta de los siguientes pasos:

1. Determinar los desplazamientos del elemento terminal requeridos por la
aplicacién en estudio.

2. Seleccion de la arquitectura basica del manipulador: Numero de cadenas
cinematicas, niumero y posicidn de los accionamientos.

3. Determinacién de todas las ligaduras cinematicas que producen el movimiento
necesario.

4. Obtencion de todas las posibles materializaciones de las ligaduras cinematicas,
obteniendo las diferentes cadenas cinemadticas combinando elementos y pares

cinematicos.
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5. Obtencidén del desplazamiento deseado mediante la operacidn de interseccion

y definicidn de la configuracion final del MP.

Durante el desarrollo del presente trabajo apareceran dos conceptos adicionales:
restriccion redundante y grado de libertad redundante (o par cinematico redundante)

en la cadena cinematica.

Desde un punto de vista cinematico, un mecanismo es un conjunto de restricciones
geométricas entre los elementos que lo componen. A veces, las particularidades
geométricas de un mecanismo pueden hacer que dos partes diferentes del mismo den
lugar a la misma restriccion. En este caso se trata de una restriccion redundante. La
formula Gribler no funciona en mecanismos con restricciones redundantes. Algunas
extremidades o arquitecturas completas utilizadas en este trabajo incluiran
restricciones redundantes, por lo que se tendrd que tener especial cuidado de

comprobar el nimero y el tipo de GDL en estos casos.

Se dice que una cadena cinematica (o un mecanismo en general) tiene GDL (o pares)
redundantes cuando el elemento terminal tiene menos movilidad 6 numero de GDL
gue la cadena cinematica (o el mecanismo). En esta circunstancia, se podria decir que
el mecanismo posee mas movilidad de la necesaria para que el elemento terminal
realice su funcion. En ese sentido podria calificarse el disefio de ineficiente. Sin
embargo, hay aplicaciones en las que mecanismos con GDL redundantes estan

justificados como, por ejemplo, para moverse en un entorno con obstaculos.

Hervé ha continuado desarrollando esta teoria en diferentes trabajos, [HER1982],
[HER1994], [HER1999], [HER2009]. También otros autores han continuado el trabajo
de Hervé, como J. Angeles, [ANG2004], Q. Li, Z. Huang y J.M. Hervé, [LI2004-2] y J.
Meng, G. Liu y Z. Li, [MEN2007].

2.2.3. Teoria de las Transformaciones Lineales

La aplicacion de la Teoria de las Transformaciones Lineales a la generacién de
manipuladores paralelos fue propuesta, por primera vez, por G. Gogu, P. Coiffet y A.
Barraco en su trabajo “Mathématiques pour la Robotique: Représentation des

Déplacements des Robots” publicado en 1997, [GOG1997].
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De una forma general, en el dlgebra de transformaciones lineales, dados dos espacios
vectoriales U y W, una transformacién lineal T de U en W es una funcién que asigna a
cada vector u, v € U un vector dnico Tu, Tv € W tales gue satisfacen para cada

vector i, U y un escalar ¢,
T@+v)=Tu+Tv
T (atl) = aTu

G. Gogu, P. Coiffet y A. Barraco aplican el algebra de transformaciones lineales al
analisis y estudio de manipuladores paralelos. Para una cadena cinematica cualquiera
existe una transformacion lineal T que relaciona el espacio vectorial de velocidades de
entrada U con el espacio vectorial de velocidades de salida W, donde la matriz de la
transformacién lineal es la matriz jacobiana J de la cadena. La aplicacion del algebra a
la sintesis de MPs es similar al tratamiento realizado por la teoria de grupos de
desplazamientos, ya que, a fin de obtener el vector de velocidades correspondiente al
elemento terminal del MP es necesario determinar el desplazamiento compatible con
cada una de las cadenas cinematicas que lo conectan al elemento fijo.
Matematicamente este concepto viene representado por la operacion Interseccién de
los vectores de velocidades de cada una de las cadenas que componen el MPs,

consideradas de forma individual.

G. Gogu aplica esta teoria a generacion de diferentes tipos de manipuladores
paralelos, tales como MPs de traslacidon (Translational Parallel Manipulator o TPM) con
tres desplazamientos independientes de traslacion en su plataforma movil,
[GOG2004], MPs con movimiento Schonflies de 4 GDL, [GOG2006-1], o MPs con 3
traslaciones y dos rotaciones (3T2R), [GOG2006-2].

En su libro “Structural Synthesis of Parallel Robots. Part 1: Methodology”, referencia
[GOG2008], G. Gogu estudia la sintesis de MP de 2 a 6 GDL de una forma sistematica,
planteando un nuevo procedimiento de sintesis de MP denominado "Evolutionary
Morphology", basado en la teoria de las Transformaciones Lineales (Matriz Jacobiana),

en los algoritmos evolutivos basados en la evolucion bioldgica y en el método de
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Analisis Morfoldgico, también conocido como modelo de “la caja morfoldgica”,

propuesto por el astrénomo vy fisico Fritz Zwicky en la década de 1940.

La operativa del método propuesto por Zwicky es muy sencilla. Tras el analisis inicial
del problema en estudio, éste se descompone en sus elementos esenciales
denominados parametros o atributos. Identificados estos parametros se construye
una matriz (caja morfoldgica) que permitira combinarlos y multiplicar asi las relaciones

entre ellos, obteniéndose todas las combinaciones posibles.

Para ello, en el procedimiento “Evolutionary Morphology”, EM, se definen un conjunto
de objetivos de disefio, @ = (@;), un conjunto de elementos constituyentes,
E = (&, &i, &1, €&4;) correspondientes a la tipologia de los pares cinematicos y de los
elementos conectados, un conjunto de criterios evolutivos T; = (t4,T,) para analizar
el proceso evolutivo de la generacion t a la generacién t+ 1, un conjunto de
operadores morfoldgicos 0; = (04, 05,03,04) de combinacidn, selecciéon, mutacion y
migracion. Finalmente se obtiene para cada generacion t un conjunto de soluciones
2 = ((0'1,...,0'n) gue se denomina morfologia en la generacion t. El conjunto de
soluciones que cumple los objetivos de disefio se denomina producto morfoldgico y

representa el resultado del procedimiento EM descrito.

Gogu propone también, [GOG2008], basandose en la teoria de las Transformaciones
Lineales, una nueva formulacidon para el cdlculo de la movilidad, conectividad,
redundancia y grado de redundancia de los manipuladores paralelos. En el citado libro
analiza también todas las posibles cadenas cinematicas de 2 a 6 GDL y propone

diferentes tipos de MP de baja movilidad.

El procedimiento de sintesis de MP denominado "Evolutionary Morphology"
propuesto por G. Gogu, [GOG2008], es utilizado por dicho autor en el estudio de
posibles topologias de MP de traslacién de dos y tres GDL, [GOG2009], topologias con
movimiento plano, [G0G2010], otras topologias de dos GDL (1T1R y OT2R) y tres (2T1R
y 1T2R) GDL [GOG2012], asi como diferentes topologias con movimiento Schonflies,
[GOG2014].
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2.3.

Premisas de la Sintesis de MP de Baja Movilidad

Teniendo en cuenta las ideas expuestas anteriormente en torno a la sintesis

estructural, el autor va a proponer una serie de premisas con el objeto de ayudar a la

sistematizaciéon del disefo estructural de MPs. Estas premisas recogen aspectos

relativos a la nomenclatura de las cadenas, condicionantes geométricos, limitaciones

respecto del tipo de pares a utilizar y a la propia estructura, asi como reglas para la

obtencién del patron de movimiento de la plataforma. En concreto, se establecen las

siguientes premisas:

24

1. Cada cadena cinemadtica ha de tener como minimo el mismo numero y tipo de

GDL que el elemento terminal del MP. Si las cadenas cinematicas tienen 6
GDL, la interseccion de sus patrones de movimiento seguira definiendo un
movimiento de 6 GDL, con lo que nunca se conseguird ningun MP de baja
movilidad. Por lo tanto, el niUmero de GDL de las cadenas cinematicas a
considerar sera un minimo de 2 y un maximo de 5 para poder construir,
obviamente, MPs de baja movilidad.

La estructura de las cadenas cinematicas se obtendra combinando los pares
cinematicos necesarios para obtener el numero y tipo de GDL requerido.
Concretamente, los pares cinematicos a utilizar seran: de 1 GDL (Rotacién R,
Prismatico P y Paralelogramo plano Pa), de 2 GDL (Cilindrico C, Junta Universal
U, Paralelogramos PaPa en serie y Paralelogramo espacial Pa?) y de 3 GDL
(Esférico S). El movimiento de traslacién del elemento terminal, o plataforma
movil, con cadenas cinematicas que contienen pares cinematicos Pa, PaPa y
Pa’ dependen de la posicion geométrica del manipulador. En la figura 3.1 se
muestran algunas configuraciones de los generadores de desplazamiento de
traslacion Pa, PaPay Pa’.

El patron de movimiento que resulta en el elemento terminal de la cadena es
el producto de los subgrupos de desplazamiento que componen la ligadura
cinematica de dicha cadena. Dicho de otra manera, el producto de las matrices
de transformacion que los representan. Si no hay pares cinematicos
redundantes en la cadena, el nimero de GDL del elemento terminal es la

suma de los GDL de los pares que componen la cadena cinematica.
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4. Aspectos geométricos y nomenclatura. Es necesario tener en cuenta la
geometria de las cadenas cinematicas anteriores. Por ejemplo, si la cadena
RRR tiene los tres ejes paralelos el desplazamiento generado es 2T1R, si
Unicamente son dos, el desplazamiento sera 1T2R. Una cadena RRRRR con
todos sus ejes paralelos genera en el elemento terminal Unicamente 3GDL con
un desplazamiento 2T1R. Sin embargo, si 3 pares R son paralelos entre si y los
otros dos también lo son entre si e independientes de los anteriores, el
desplazamiento es 3T2R. Por ello, al denominar la cadena por sus pares, si los
ejes de los pares que la componen son paralelos se indicaran subrayados o con
cursiva (por ejemplo RRRRR para el caso anterior). Para indicar que los ejes se
cortan en un punto se pondran entre paréntesis (por ejemplo RR(RRR) para el
caso 2T3R). Finalmente, el par actuado también se subraya (doble subrayado
en caso de coincidencia con otro subrayado).

5. En este trabajo Unicamente se van a considerar cadenas cinematicas con la
misma dimensidn que su correspondiente ligadura cinematica. Es decir, no se
considerardn pares redundantes como, por ejemplo, el caso de la cadena
RRRR correspondiente al patron de movimiento 2T1R.

6. La operacion de interseccion entre los desplazamientos que cada cadena
cinematica genera en la plataforma mévil provoca, en ocasiones, restricciones
redundantes. Ello es debido a que restringen el mismo tipo de GDL de la
plataforma moavil. Sencillas operaciones, considerando el nimero de GDL de
las cadenas cinématicas y de la plataforma mdvil, permiten obtener el nimero
de restricciones redundantes del MP. Un analisis mas profundo de las

movilidades permitiran conocer el tipo de restricciones redundantes.

Estas premisas de caracter general serdn aplicadas en la sintesis de familias de

manipuladores paralelos de 3 GDL que se estudian en el capitulo siguiente.
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3. SINTESIS DE FAMILIAS DE MANIPULADORES PARALELOS
DE 3 GDL

3.1. Procedimiento Propuesto

A partir de los conceptos anteriores, se pretende obtener de una forma sistematica
todas las familias de manipuladores paralelos de 3 patas y 3 grados de libertad. Solo se
considerardn manipuladores completamente paralelos, aquellos cuyas patas sean
estructuralmente iguales, estando preferentemente ubicadas de forma simétrica.
Todos los patrones de movimiento del elemento terminal a estudiar son 3TOR, 2T1R,
1T2R y OT3R, donde T y R hacen referencia al caracter de traslacién y rotacién de los
grados de libertad. Como se ha indicado anteriormente, la metodologia que se va a
seguir para la obtencion de las ligaduras cinematicas de dimension 3, 4 y 5 asi como
los desplazamientos generados correspondientes, es la expuesta en la referencia

[SAL2008].

Las arquitecturas resultantes del analisis seran identificadas como existentes en caso
de que hayan sido referenciadas en trabajos previos de otros autores, o como
novedosas en caso contrario. De esta manera, estas ultimas podrian constituir una

fuente de nuevos disefios.

En resumen, el procedimiento esta basado en las premisas de caracter general para la
sintesis de MP de baja movilidad, expuestas en el apartado 2.3. Se obtienen todas las
posibles cadenas cinemadticas generadoras de desplazamientos de 3, 4 y 5 GDL que
pueden ser empleadas. A continuacién se combinan de forma que se obtenga el
patron de movimiento deseado en el MP de 3GDL. Los pasos a seguir son los

siguientes:

1. Determinacién del patrén de movimiento o funcion objetivo del elemento

terminal o plataforma moévil del MP objeto de estudio. Los posibles patrones
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de movimiento a considerar en la sintesis estructural de MP de 3 GDL son los
siguientes: 3TOR, 2T1R, 1T2R y OT3R.

Obtencion de todas las cadenas cinematicas de 3, 4 6 5 GDL posibles de
acuerdo a los patrones de movimiento identificados en el punto anterior.
Seleccion de las cadenas cinematicas que incluyan como minimo el patrén de
movimiento a estudiar.

Se van realizando configuraciones de 3 cadenas cinematicas idénticas con tal
disposicion geométrica que la interseccion de los patrones de movimiento de

las 3 cadenas resulte ser desplazamiento de la plataforma mévil buscado.

Las posibles cadenas cinematicas se obtienen combinando los diferentes pares

cinematicos citados en el punto 2 del apartado 2.3. Utilizando los pares cinematicos R,

P, C, Uy S se obtienen las siguientes combinaciones de cadenas cinematicas de 3 a 5

GDL:

Cadenas de 3 GDL: RRR, RRP, RPP, PPP; CR, CP, UR, UP, S y sus permutaciones.
Cadenas de 4 GDL: RRRR, RRRP, RRPP, RPPP, CRR, CRP, CPP, CC, URR, URP,
UPP, UC, UU, RS, PS y sus permutaciones.

Cadenas de 5 GDL: RRRRR, RRRRP, RRRPP, RRPPP, RRRC, RRRU, RRPC, RRPU,
RPPC, RPPU, PPPC, PPPU, RCC, RUU, PCC, PUU, RCU, PCU, RRS, PPS, RPS, CS,

US y sus permutaciones.

A fin de obtener variaciones de las cadenas cinematicas descritas, se proponen

diferentes técnicas tales como:
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Substituir la combinacién de un par R y un par P de ejes paralelos por un par
cilindrico.

Substituir dos pares R de ejes no paralelos por un par U.

Substituir la combinacién de tres pares cinematicos R consecutivos y de ejes
concurrentes en un punto, por un parS.

Substituir un par P por un paralelogramo plano Pa (Figura 3.1a).

Substituir dos pares prismaticos P consecutivos por dos paralelogramos planos
contenidos en el mismo plano PaPa (Figura 3.1b) o un paralelogramo espacial

doble Pa’ (Figura 3.1c).
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El par Pa permite una traslacién de direccién variable (Figura 3.1a), dependiendo de la
posicion del par. El par PaPa esta formado por dos paralelogramos Pa en serie
contenidos en el mismo plano (plano en el que se mueven los elementos) y
conectados por un elemento comun, tal y como se muestra en la figura 3.1b. Dicho
plano es perpendicular a los ejes de los pares de rotacién que lo componen. Por tanto,
la orientacion del plano de las traslaciones es paralela a dicho plano y en consecuencia
constante. En el caso del paralelogramo espacial Pa’, el plano definido por las dos

direcciones de traslacién es variable y depende de la posicién del par Pa’.

Dado que tanto el par PaPa como el Pa’ definen dos desplazamientos de traslacién
independientes con direcciones variables en funcidon de las posiciones de los
cuadrilateros, a lo largo de este capitulo se hard referencia en las diferentes
configuraciones de cadenas cinematicas bien al par PaPa o al par Pa’, pudiendo

aplicarse tanto uno como otro dependiendo del disefio funcional en cada caso.

(a) Par Pa: direccion de traslacion en esta posicion
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(b) Par PaPa: orientacion del plano de las traslaciones constante

(c) Par Pa2: orientacion del plano de las traslaciones variable

Figura 3.1: Generadores de desplazamiento de traslacion de 1y 2 dimensiones
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En las figuras que se muestran en el presente trabajo aparecen dibujados los patrones
de movimiento de la plataforma mdvil segun el siguiente criterio: los ejes con doble
flecha representan las direcciones de los ejes de los GDL de rotacion y con una Unica
flecha las direcciones de traslacién (los desplazamientos mostrados en la figura 3.1
son de traslacion Unicamente). Las elipses que circunscriben dos flechas representan

los planos donde el movimiento de rotacién o de traslacion es posible.

3.2. Ligaduras Cinematicas

Tal y como se ha indicado anteriormente, mediante las operaciones de unién e
interseccion de desplazamientos es posible generar nuevos desplazamientos. En la
terminologia de la Teoria de Grupos de Desplazamientos se utiliza el concepto de
ligadura cinematica tal y como se ha descrito en el apartado 2.2.2. A continuacidén se
van a estudiar todas las posibles ligaduras cinematicas que permiten movimientos de
dimension 3, 4 y 5. A partir de dichas ligaduras cinematicas se obtendran las cadenas
cinemdticas generadoras de los diferentes desplazamientos y sus posibles
materializaciones por medio de los pares cinematicos citados en el apartado 3.1 (pares

R, P, C, U, Sy adicionalmente los pares Pa, PaPay Paz).

La actuacidn de las 3 cadenas cinematicas idénticas sobre la plataforma mévil permite
obtener el patron de movimiento de 3 GDL deseado, mediante la interseccién de
desplazamientos entre dichas cadenas. De acuerdo con esto, los MPs construidos a
partir de tres cadenas cinematicas con ligaduras de dimensién 3, deben tener 6
restricciones redundantes para garantizar la movilidad deseada en la plataforma movil
(3 GDL). Ello se debe a que si cada cadena resta 3 GDL a la plataforma y, aun asi, ésta
tiene 3 GDL, necesariamente el MP habra de tener un total de 6 restricciones
redundantes. Razonando de la misma manera, los MPs construidos a partir de tres
cadenas con ligaduras de dimensién 4 tendran 3 restricciones redundantes.
Finalmente, los MPs construidos a partir de tres cadenas con ligaduras de dimensién 5

no tendran restricciones redundantes.

3.2.1. Ligaduras Cinematicas de Dimension 3
En la tabla 3.1, se recogen todas las ligaduras cinemdticas generadoras de

desplazamientos de dimension 3, obtenidas a partir de las ligaduras cinematicas de
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dimension 2. Los desplazamientos generados por estas ligaduras se recogen en la

tabla 3.2.

Ligadura cinematica

de dimension 2 {Tw} {Rerl
{(T5y TV} {5y QTvy 7w} {(T3YETVIQR =}

{To} ORB,w} {To} ORI HTw} | {Ti}HRBr}HRC R}
{Ra =} TV} {RamIH{IVIH{Tw} | {Ra m}H{TVIH{Rc )
{Rar}{RBw} |{Rar}HRBAIH{TW) | {Ra i} H{RBm} H{Rcr}

Tabla 3.1: Ligaduras cinematicas de dimensién 3

Ligadura cinematica Desplazamientos
de dimension 3 generados
{T5H7vIHTw} 3TOR, 2TOR, 1TOR
{TGHTVIHRce w 2T1R, 1T1R
{77} 8RB} dTw} 2T1R, 1T1R
{To}dRBw}HRC 1T2R, 2T1R, 1T1R
{RanHIVIHTW} 2T1R, 1T1R
{Ram}HTVIHRC S} 1T2R, 2T1R, 1T1R
{RazIURB}ETW?} 1T2R, 2T1R, 1T1R
{Ra m}HRBrm}IHRc )| OT3R, 1T2R, OT2R, 2T1R, 1T1R, OT1R

Tabla 3.2: Desplazamientos generados por las ligaduras de dimension 3

Las cadenas cinematicas generadoras de los desplazamientos generados por las

ligaduras de dimension 3 y que tienen 3 desplazamientos (no degenerados), son:

Desplazamientos 3TOR:

— Cadenas PPP, PPPa, PPaPa, PaPaPa y sus permutaciones. Las tres direcciones de

traslacion han de ser linealmente independientes.

Desplazamientos 2T1R:

— Cadenas PPR, PaPR, PaPaR, PC, PaC y sus permutaciones. Las dos direcciones de

traslacion han de ser linealmente independientes.
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— Cadenas PRR, PaRR, CR y sus permutaciones. Los pares de rotacién han de ser de
ejes paralelos no coincidentes y la traslacion ha de ser linealmente independiente.
— Cadena RRR. Los tres ejes de rotacion han de ser paralelos pero no deben estar

contenidos en el mismo plano (Desplazamiento degenerado 1T1R).

Un caso particular es el de MPs cuyos desplazamientos pertenecen al subgrupo de
desplazamientos {F ;" v}, de dimension 3 y denominado Movimiento Plano, apartado
2.2.2. Este subgrupo esta formado por dos desplazamientos de traslacidon en
direcciones de dos vectoresuy ¥ linealmente independientes y una rotacién
alrededor de un eje ortogonal al plano definido por uy ¥. Por tanto, las ligaduras
cinematicas posibles son aquellas que generan desplazamientos 2T1R, siendo el

desplazamiento de rotacién normal al plano definido por iy v.

Desplazamientos 1T2R:

— Cadenas PRR, PaRR, PU, PaU, CR y sus permutaciones. Los ejes de los pares de
rotacion se cortan o se cruzan.
— Cadenas RRR, RU y sus permutaciones. Dos de los ejes han de ser paralelos entre si

o bien los tres ejes estan contenidos en un mismo plano cortandose dos a dos.

Desplazamientos 0T3R:

— Cadenas RRR, RU, S y permutaciones. Los tres ejes se cruzan o se cortan en el

espacio y no estan contenidos en un mismo plano.

Téngase en cuenta que el par PaPa puede ser sustituido por el par Pa’ y viceversa,
como se ha indicado en el apartado 3.1. Esto es aplicable también a las cadenas
cinemadticas generadoras de los desplazamientos generados por las ligaduras

cinematicas de dimension 4 y 5, descritas a continuacion.

3.2.2. Ligaduras Cinematicas de Dimension 4

En las tablas 3.3 y 3.4, se muestran las ligaduras cinematicas generadoras de
desplazamientos de dimension 4, generadas a partir de las ligaduras de dimension 3.
En la tabla 3.5 se recogen los desplazamientos generados por dichas ligaduras de

dimension 4.
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Tabla 3.3: Ligaduras cinematicas de dimensién 4 con un generador de traslacién {7q}

Tabla 3.4: Ligaduras cinematicas de dimensién 4 con un generador de rotacion {R D r}
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Ligadura cinematica

de dimension 3 {7q}

{To} BTV ETw} {To}BTviETw HTg}
{7} TV R e 7} {Te}dTVIERc v} Tq}
{Te}OdRBw ) HTw} {To}ARB R HTWwHTq}

{TT}ARBw I HRC {Td} 8RB HRc} Tq}
{Rar}ETIVIHTW} {Rar}HTVIHTWHTG}
{Rar}tHTVIORC I} {Rarn}HTVIHRc 2} HTq}

{RaZ}dRB5HHTW} {Ram}IHRBHIHTWHTq}

{RartURBr}tHRc e}

{Ram}URBmIHRc }HT}

Ligadura cinematica -
de dimension 3 1RD ju
{75} {7v {Tw?} {75} {7v} {Tw} {R D i}
{75 Q7vIHRc o} {777V BR e} HRD i}
{To}ERB I ETw} {To} AR B} BTw} HRD i}
{To} {RB )} H{RC ) {73} {RB R} {Ret {RDp}
{Rarn}HIVIHTW} {Ra m}HTVIHTw} HR D @}
{Ram}TVIHRC <} {Rar}HTVIHRc I HR D}
{Rafn{RBRIH{TW} | {Rant{RBe}H{Tw} {RD 7}
{Rart{RBw}{{Rc e} [ {RaRIH{RB I H{Rc e} {RD i}
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Ligadura cinematica
de dimensién 4

Desplazamientos
generados

{Te QTvIHTw} 75}

3TOR, 2TOR, 1TOR

{Te}HTVIHTW} HRD i}

3T1R, 2T1R, 1T1R

{TdHTVIHR P HTq}

3T1R, 2T1R, 1T1R

{TV}HTVvIHR e} HRD o}

2T2R, 3T1R, 2T1R, 1T2R, 1T1R

{Te}URBm}HTw} HTq}

3T1R, 2T1R, 1T1R

{Td} AR B} HTw} HRD i}

2T2R, 3T1R, 2T1R, 1T2R, 1T1R

{Ti} OR B} HRcw} HTq}

2T2R, 3T1R, 2T1R, 1T2R, 1T1R

{Td} AR B} HRc ) HRD )

1T3R, 2T2R, 3T1R, 1T2R,2T1R, 1T1R

{RaFIHIVIHTW}HTg}

3T1R, 2T1R, 1T1R

{Ram}HIVIHTW}HRD i}

2T2R, 3T1R, 2T1R, 1T2R, 1T1R

{Rar} QTVIHRc} HTq})

2T2R, 3T1R, 2T1R, 1T2R, 1T1R

{Ran}HTVIORc i} HRD i}

1T3R, 2T2R, 3T1R, 1T2R,2T1R, 1T1R

{RarmIURBRIHTWIHTq}

2T2R, 3T1R, 2T1R, 1T2R, 1T1R

{RarmtURBAIETW}HRD 1}

1T3R, 2T2R, 3T1R, 1T2R,2T1R, 1T1R

{Rar}URBp}IHRCcR}IHTG}

1T3R, 2T2R, 3T1R, 1T2R,2T1R, 1T1R

{RantdRBRIERc IR b 7} | 1T3R, 2T2R, 0T3R, 1T2R,2T1R, 1T1R, OT1R

Tabla 3.5: Desplazamientos generados por las ligaduras de dimension 4

Los desplazamientos generados de dimensién 4 (no degenerados) son:

— Desplazamientos 3T1R. También se denominan desplazamientos Schonflies o

SCARA vy se representan por el subgrupo de desplazamientos {Xz}. Son capaces de
realizar un movimiento de traslacién en cualquiera de las tres direcciones del
espacio y una rotacion alrededor de un eje de direccion fija.

— Desplazamientos 2T2R. No poseen estructura de grupo. Simplemente, constituyen

un subconjunto de desplazamientos de dimension 4 del grupo de desplazamientos
general {D}. Son capaces de generar un movimiento de traslacién paralelo a un
plano determinado y una rotacion alrededor de cualquier direccion paralela a otro
plano.

— Desplazamientos 1T3R. Tampoco poseen estructura de grupo. Constituyen un

subconjunto de desplazamientos de dimensidon 4 del grupo de desplazamientos
general {D}. Generan un movimiento de traslacion en una direccién dada y una

rotacion en cualquier direccion.
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Las cadenas cinematicas generadoras de los desplazamientos generados por las

ligaduras de dimension 4 y que tienen 4 desplazamientos (no degenerados) son:

Desplazamientos 3T1R (Schonflies o SCARA):

— Cadenas PPPR, PPPaR, PPaPaR, PaPaPaR, PPC, PPaC, PaPaC y sus permutaciones.
Las tres direcciones de traslacion han de ser linealmente independientes.

— Cadenas PPRR, PPaRR, PaPaRR, PCR, PaCR y sus permutaciones. Los pares de
rotacion han de ser de ejes paralelos no coincidentes y la traslacidon generada ha
de ser linealmente independiente con las direcciones de los otros generadores de
traslacion y estos entre si. Notese que no es posible la combinacion CC ya que en
ese caso las dos direcciones de traslacidn serian paralelas (no linealmente
independientes), al tener que serlo los ejes de rotacion.

— Cadenas PRRR, PaRRR, CRR y sus permutaciones. Los pares de rotacién han de ser
de ejes paralelos no coincidentes y la direccidn de traslacion ha de ser linealmente

independiente.

Desplazamientos 2T2R:

— Cadenas PPRR, PaPRR, PaPaRR, PPU, PaPU, PaPaU, PCR, PaCR, CC vy sus
permutaciones. Las dos direcciones de traslacién han de ser linealmente
independientes y las dos rotaciones también, es decir, que no sean paralelas.

— Cadenas PRRR, PaRRR, PRU, PaRU, CRR, CU y sus permutaciones. Dos de los tres
ejes de rotacidon han de ser paralelos y la traslacion generada por ellos ha de ser
independiente de la direccién de traslacion.

— Cadenas RRRR, RRU, UU y sus permutaciones. Tres de los cuatro ejes de rotacion

han de ser paralelos sin estar los tres contenidos en el mismo plano.

Desplazamientos 1T3R:

— Cadenas PRRR, PaRRR, PUR, PaUR, PS, PaS, CRR, CU y sus permutaciones. Los ejes
de los generadores de rotacion han de ser linealmente independientes.
— Cadenas RRRR, RRU, RS, UU y sus permutaciones. Los ejes de los cuatro

generadores de rotacidn han de definir tres direcciones independientes.
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3.2.3. Ligaduras cinematicas de Dimension 5

Las ligaduras cinemdticas de dimension 5 se obtienen afadiendo una ligadura

cinematica de dimensién 1 a las de dimension 4 (Tablas 3.3 y 3.4), como se puede

apreciar en las tablas 3.6 y 3.7 adjuntas.

Ligadura cinematica
de dimensién 4

{Ts}

{TeYHTv} OTw} BT q}

{TaY TV HTw} HT7q3 0T

{To}HTVIOTw} ORD r

{Tv}H7v} 7w} R bW} HTST

{To ATV R e e} HTq}

{777V BR e} BTq HTsh

{TolOTVIHRc e} HRD )

{TT}HTVIHRce wt HRp ) HTSH

{To}HRBn }HTw} HTg}

{To}URBn} HTw} HTq} TS}

{Tv}HRB,w} HTw} HRD i}

{Te}HRB,w ) HTw} HRD W} HTS}

(T} HRBw} HRc} HTq}

(T HRBw}HR e} HTq} HTs}

{Tu}ORBw} HRcre} HRD )

{TitdRBw}tHRcret HRp P HTS)

{Ra 2} HTVIHTWI HT g}

{Ram}HTVIHTW} HTq} HTs}

{Ra =} HTVIHTIW} HR D}

{Ran}HTVIHTWIHRp e} TS}

{Rar}HTVIHRc e} HTq}

{RamHIVIHR e} HTqHTS}

{Rar}HTIVIHRc}HRD,i}

{Rar}ETVIHR e} HR D, } HTS}

{Ra7}ARB®IHTWY HTq}

{Ra7}ARB® I HTWwY HTq} TS}

{Rar}ORB®IHTWIHRD )

{Ram}HRBRIHTWY HRD i} HT5}

{Rar}HRBm}HRCc I HTg}

{RarntURBw}IHRC I HTq} TS}

{RarntdRBr}HRCcHRD &}

{Ran}HRBw} HRcr}HRpm} HIS)

Tabla 3.6: Ligaduras cinematicas de dimensién 5 con un generador de traslacion {73}
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Ligadura cinematica

de dimensién 4 {RE 7}

(T3} 077 07w} 075} (T3} 077} 07w} 075 QR E %)
{77} A7V} ATw) OR D 7} {77} A7V} AW} ORp 7} AR E 17}
(T} QT3 QR c 7} A7) {T7) 77} AR c 7t A7) AR5 o)

{(T7} 077} ORc 7} AR 7} {77} 077} ORc 7} AR o 7} AR E 7}
{To} 8RB} HTw} HTq} T3 OR s 1) OTw) A7) QR e 1)

{To}URBm}HTw} HRD i} {ToURBr}HTWIHRD } HRE i}
{TV}ORBw} HR e} HTq} (T ORBw}HR e} HTq HRE i}
{TolORB R}t HRpw} | {TulHRBm}HRcr} HRD,wIHRE i}

{Ra =} HTVIHTW}HT] {RamHTVIHTWIHT Y HRE
{Rar}HTVIHTIW} HRD w} {Rar}HTVIHTW}HRD i} HRE 2}
{Rar}HTVIHRcr} HTq} {RarHTVIHRc e} TG HRE &}

{Rar}OTVIHRc e} HRD i} {RartHIVIHRcr}HR D} HRE i}
{Rar}HRB W HTwW} HTq} {RarIARBRIHTWIHTq} HRE i}
{Rar}URBn}IHTw}HRDu} | {(Ran}URBr}HTw}HRDu} HRE x}
{Rar}ORB}HRCcIHTg} | {RaArIHRBm}HRcr}HTqHRE =}
{RartURBr}IHRCc kI ORD ) [ {RARIHRBmIHRe e} HR D} HRE &}

Tabla 3.7: Ligaduras cinematicas de dimensién 5 con un generador de rotaciéon {R =}

En las tablas 3.8 y 3.9 se recogen los desplazamientos generados por las ligaduras de

dimension 5. Por razones de espacio ha sido necesario dividir la tabla en dos partes.
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Ligadura cinematica Desplazamientos
de dimensién 5 generados
{Ta}HQTVIHTW BT HTsh 3TOR, 2TOR, 1TOR
{Ta}HTVIHTWI HT g HRE 7} 3T1R, 2T1R, 1T1R
{777V HTw}} HRp &} HT s} 3T1R, 2T1R, 1T1R
{T7} BTvIHTwER b, HRE 2 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{To}TVIHRc T HTq TS 3T1R, 2T1R, 1T1R
{73} 07V OR c Y OTq) AR E & 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{Tv}QTvIHR e} HR o} T} 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{T¢}OTVIHRc R W} AR E 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{T5}OR B} OTw} QTq 753 3T1R, 2T1R, 1T1R
{Ti} QR B} HTW} HTq HRE 2} 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{To}ARB I HTw} R D} HTS} 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{(Te}ARBRIHTWIHRD W} HRE 7} 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{To}ARB I HR e} HTq HTs} 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{(To18RB R IR RIHTGIHRE 2} 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{(Te}dRBrIHRcr} HRDm}HTST 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{(Tr1ERBwIHRcer} ORD P HRE 17} 3T2R, 3T1R, 2T3R, 2T2R,2T1R, 1T3R, 1T2R,
1T1R

Tabla 3.8: Desplazamientos generados por las ligaduras de dimension 5, primer grupo
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Ligadura cinematica Desplazamientos
de dimensién 5 generados
{RantHTvIHTWHTqI HTSY 3T1R, 2T1R, 1T1R
{Ra mYHTVIHTW}HTq} HRE 7} 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{RantHQIVIQTWIHRD w1 HTS 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{RamYQIVIATWYHRD @} ORE 7} 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{Ram}QTVIQRc Y HTqYHTSY 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{RaArRTHTIVIORc T HTqIHRE o } 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{(RanIQTVIBRc I ERp TS} 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
[Raz}OTTIORc S} ORD w} AR E w} | 3T2R, 3T1R, 2T3R, 2T2R,2T1R, 1T3R, 1T2R,
1T1R
{Ram}HRB R} HTWw}HTqHTs} 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T2R, 1T1R
{RarIHRBRIHTwIHTq HRE o} 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{RartURBr}IETWwIERD m} TS} 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{RAnIHARBntHTWIHRD v} BRE o} 3T2R, 3T1R, 2T3R, 2T2R,2T1R, 1T3R, 1T2R,
1T1R
{RamIHRBRIHRc RIQTTIHTSY 2T3R, 3T2R, 3T1R, 2T2R, 2T1R, 1T3R,
1T2R, 1T1R
{RantdRB wntHRcC r} [{T{f} HRE o} 3T2R, 3T1R, 2T3R, 2T2R,2T1R, 1T3R, 1T2R,
1T1R
{RalHRBw}HRcrIERD m}HTS} 3T2R, 3T1R, 2T3R, 2T2R,2T1R, 1T3R, 1T2R,
1T1R
{RAIERB I ERc }ERD I HRE 1o 2T3R, 1T3R, 0T3R,3T2R, 2T2R, 1T2R, OT2R,
2T1R, 1T1R, 0T1R

Tabla 3.9: Desplazamientos generados por las ligaduras de dimension 5, segundo grupo

Los desplazamientos de dimension 5 (no degenerados) generados por estas ligaduras

son:

— Desplazamientos 3T2R, capaz de realizar un movimiento de traslacion en

cualquiera de las tres direcciones del espacio y rotar alrededor de cualquier
direccion paralela a un plano determinado.

— Desplazamientos 2T3R, capaz de rotar alrededor de cualquier direccion del espacio

y de trasladarse en cualquier direccion paralela a un plano determinado.
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Las cadenas cinematicas generadoras de los desplazamientos generados por las

ligaduras de dimension 5 y que tienen 5 desplazamientos (no degenerados), tal y

como se cita en [SAL2008] son:

Desplazamientos 3T2R:

Cadenas PPPRR, PPPaRR, PPaPaRR, PaPaPaRR, PPCR, PPaCR, PaPaCR, PPPU,
PPPaU, PPaPaU, PaPaPaU, PCC, PaCC y sus permutaciones. Las tres direcciones de
traslacion han de ser linealmente independientes y los ejes de los dos generadores
de rotacion han de tener diferente direccion.

Cadenas PPRRR, PaPRRR, PaPaRRR, PPUR, PaPUR, PaPaUR, PCRR, PaCRR , PCU,
PaCU, CCR y sus permutaciones. Las dos direcciones de traslacién han de ser
linealmente independientes, dos de los ejes de rotacion han de ser paralelos no
coincidentes y linealmente independientes de las dos traslaciones y del tercer eje
de rotacion.

Cadenas PRRRR, PaRRRR, PRRU, PaRRU, PUU, PaUU, CRRR, CRU vy sus
permutaciones. Tres de los ejes de rotacion han de ser paralelos no coincidentes y
linealmente independientes de la direccidn de traslacidon y del eje de la cuarta
rotacion o bien que los ejes de rotacién sean paralelos no coincidentes dos a dos y
linealmente independientes entre ellos y con el eje de traslacién.

Cadenas RRRRR, RRRU, RUU y sus permutaciones. Tres ejes de rotacion han de ser
paralelos entre si no coincidentes y los otros dos también han de ser paralelos
entre si no coincidentes. Ambos grupos de ejes han de ser linealmente

independientes uno con otro.

Desplazamientos 2T3R:

— Cadenas PPRRR, PaPRRR, PaPaRRR, PPRU, PaPRU, PaPaRU, PCRR, PaCRR, PCU,

PaCU, CCR, PPS, PaPS, PaPaS y sus permutaciones. Las dos direcciones de

traslacion han de ser linealmente independientes y los ejes de rotacion también.

— Cadenas PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU, PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS y sus

permutaciones. Todas las combinaciones en grupos de tres de los pares de

rotacion han de ser de direcciones linealmente independientes entre si.
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— Cadena RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US y sus permutaciones. Todas las combinaciones
en grupos de tres de los pares de rotacién han de ser de direcciones linealmente

independientes entre si.

3.3. Generacion de MP de 3 GDL

En este capitulo se pretende obtener de una forma sistematica todas las familias de
manipuladores paralelos de 3 grados de libertad. Sélo se consideraran manipuladores
completamente paralelos cuyas patas sean estructuralmente iguales, estando
ubicadas de forma simétrica preferentemente. Los patrones de movimiento del

elemento terminal a estudiar son 3TOR, 2T1R, 1T2R y OT3R.

Por claridad en las construcciones de las figuras y por limitar la gran cantidad de
posibilidades, se ha preferido utilizar pares prismaticos vy cilindricos, en lugar de pares
Pa, PaPa o Pa’. Ademas, se ha de tener en cuenta gue el par PaPa puede ser sustituido

por el par Pa’ y viceversa, como se ha indicado en el apartado 3.1.

3.3.1. MP de 3 GDL: Desplazamientos 3TOR

Este tipo de MP se conoce en la literatura especializada por su acrénimo en inglés,
TPM (Translational Parallel Manipulator). Unicamente las ligaduras cineméticas con
desplazamientos que contengan como minimo tres traslaciones independientes

permitiran obtener este tipo de MP.

Como referencia interesante se puede citar el trabajo desarrollado por C.C. Lee y J.M.
Hervé, [LEE2007], donde estudian los generadores del movimiento denominado por
los autores como Movimiento Pseudo-Plano Y (Desplazamiento plano y un
movimiento helicoidal perpendicular a ese plano), que tiene estructura de grupo de
Lie. A partir de ellos proponen TPM del tipo 3-PHHH, 3-PPHH, 3-PRRR Y 3-PPRR.
Cuando el paso del movimiento helicoidal es nulo, el movimiento se transforma en el

subgrupo de desplazamientos de Movimiento Plano.

También es interesante mencionar el trabajo de G. Gogu, [GOG2004], donde,
aplicando la Teoria de las Trasformaciones Lineales, estudia la sintesis de TPM
totalmente isotropicos (a partir de ligaduras cinematicas de dimensién 3, 4 y 5) del

tipo 3-PPP, 3-PPRR, 3-PPPRR y sus permutaciones. Recoge también las diferentes
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ligaduras constituidas por varios pares de rotacion y/o traslacién montados en lazo o

bucle cerrado, teniendo de 1 a 3 GDL.

En este sentido, también Q. Jin y T.-L. Yang, [JIN2004-2], han estudiado de forma
extensa este tipo de TMP con cadenas de 3, 4 y 5 GDL. En el trabajo citado proponen
una nueva formula para el célculo de la movilidad de los MP y proponen un concepto
de “Single Opened Chain (SOC)” y “Hybrid Single Opened Chain” para la sintesis de MP

y la aplican al caso de los TPM.

Dentro del campo de la industria micro-electromecanica, donde los pares cinematicos
convencionales no encuentran aplicacion, podemos citar el trabajo de X. Tang y I-Ming
Chen, [TAN2006]. Este trabajo, en el que se utilizan juntas prismaticas flexibles, se
presentan manipuladores paralelos flexibles (FPM por sus siglas en inglés) de
traslacion 3T con desplazamientos desacoplados superiores a 2mm vy de alta precision.
En [YLI2009] se propone un tipo de FPM con movimiento de traslacion plana

aplicable para micro y nano manipuladores.

Desplazamientos 3TOR con Ligaduras de Dimension 3

En este caso las cadenas cinematicas son PPP, PPPa, PPa’, Pa’Pa y sus permutaciones,
requiriéndose que las tres direcciones de traslacion sean linealmente independientes.
En general, cualquier configuracion geométrica de tres cadenas cinematicas con tres
pares prismaticos independientes genera seis restricciones redundantes (por ejemplo

el MP 3-PPP estudiado en [GOG2004], citado anteriormente).

Desplazamientos 3TOR con Ligaduras de Dimension 4

La Unica ligadura de dimension 4 que incluye tres traslaciones es el grupo generador
de los desplazamientos 3T1R. Un caso particular de este generador es el movimiento
Schonflies o SCARA cuando la direccion del desplazamiento de rotacion R permanece
constante a lo largo del movimiento. Las cadenas cinematicas que materializan esta

ligadura son:

— Cadenas PPPR, PPPaR, PPa’R, Pa’PaR, PPC, PPaC, Pa’C y sus permutaciones. Las

tres direcciones de traslacidon han de ser linealmente independientes.
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— Cadenas PPRR, PPaRR, PaZRR, PCR, PaCR y sus permutaciones. Los pares de
rotacion han de ser de ejes paralelos no coincidentes y la traslacidon generada ha
de ser linealmente independiente de las direcciones de los otros generadores de
traslacion y estos han de serlo entre si.

— Cadenas PRRR, PaRRR, CRR y sus permutaciones. Los pares de rotacion han de ser
de ejes paralelos no coincidentes y la direccion de traslacion del par P, Pa 6 C no

puede ser paralela al plano perpendicular a los ejes de los pares R.

Los MP provenientes de cadenas con tres generadores de traslacién y uno de rotacion
(PPPR, PPPaR,....) no aportan ninguna ventaja respecto al MP 3-PPP, ya que exigen un
mayor numero de elementos en cada cadena cinematica, cuatro elementos frente a
tres, siendo el movimiento de rotacion eliminado por la interseccion de movimientos
de dichas cadenas cinematicas. Unicamente el mecanismo 3-PPC y sus combinaciones

con pares Pa presentan cierta utilidad (Ver figura 3.2a).

Como configuraciones mas interesantes provenientes de cadenas con dos
generadores de traslacion y dos de rotacién se pueden destacar la 3-RPC, [CAL2003],
y 3-PRC, [YLI2006], y el MP 3-PPRR mostrado en la figura 3.2b. Otra configuracién es
el Prism-robot de configuracidon 3-CPR, propuesto por Hervé en 1995, referenciado por
Q. Jin y T.-L. Yang en [JIN2004-2]. En dicho trabajo proponen también la configuracion
3-RRC, de la que se hablara mas adelante, siendo todos ellos MP de movimientos

desacoplados.

Con cadenas que tienen un generador de traslacién y tres de rotacion se puede
sefialar el robot de la Universidad de Maryland con una configuracion 3-RRPaR
desarrollado por Tsai y Stamper, [TSA1996], variante posterior del conocido
manipulador paralelo Delta, [CLA1991]. También cabe mencionar el robot 3-CRR
desarrollado casi simultdneamente por las Universidades de Laval (Kong y Gosselin),

[KON2002], y California Riverside (Kim y Tsai).
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(a) 3-PPC

(b) 3-PPRR

Figura 3.2: Generadores de desplazamientos 3TOR con ligaduras de dimension 4

Para finalizar este apartado, se mencionard que, en la referencia [LEE2009-2], C.C. Lee
y J.M. Hervé, realizan una descripcion de las principales aplicaciones industriales de
robots y manipuladores paralelos de traslacion disefiados a partir de generadores de

desplazamientos tipo Schonflies, entre los cuales citan:
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— Robot Delta: Configuracion 3-RRPaR (En realidad esta configuracion corresponde al
robot de la Universidad de Maryland, siendo la del robot Delta 3-RR4-SR).

— Robot Star: Configuracion 3-RHPaR

— Robot H: Configuracion 3-PRPaR

— Orthoglide: Configuracién 3-PRPaR

— MEL micro-finger: Configuracion 3-RPaPaR

— Tripteron: Configuracion 3-CRR

— Robot Prism: Configuracion 3-CPR

— Robot McGill: Configuracion 3-RPaRPa

Desplazamientos 3TOR con Ligaduras de Dimension 5
La Unica ligadura de dimensidon 5 que incluye tres traslaciones es el grupo generador

de los desplazamientos 3T2R. Las cadenas cinematicas a considerar son:

— Cadenas PPPRR, PPPaRR, PPaZRR, PaZPaRR, PPCR, PPaCR, PaZCR, PPPU, PPPaU,
PPaZU, PaZPaU, PCC, PaCC y sus permutaciones. Las tres direcciones de traslacion
han de ser linealmente independientes y los ejes de los dos generadores de
rotacion también han de ser de independientes.

— Cadenas PPRRR, PaPRRR, PaZRRR, PPUR, PaPUR, PaZUR, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU,
CCR vy sus permutaciones. Las dos traslaciones han de ser linealmente
independientes, dos de los ejes de rotacion han de ser paralelos no coincidentes e
independientes de las dos traslaciones y de la tercera rotacion.

— Cadenas PRRRR, PaRRRR, PRRU, PaRRU, PUU, PaUU, CRRR, CRU vy sus
permutaciones. Tres de los ejes de rotacién han de ser paralelos no coincidentes y
linealmente independientes de la direccion de traslacién y del eje de la cuarta
rotacion; o bien que los ejes de rotacion sean paralelos no coincidentes dos a dos y
linealmente independientes entre ellos y con el eje de traslacion.

— Cadenas RRRRR, RRRU, RUU y sus permutaciones. Tres ejes de rotacién han de ser
paralelos entre si no coincidentes y los otros dos también, siendo ambos grupos

linealmente independientes uno respecto del otro.

El uso de cadenas cinematicas de 5 GDL para la generacion de MPs de 3 GDL supone,

en principio, una arquitectura mas compleja, es decir, un mayor nimero de pares
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cinematicos y elementos. Sin embargo, al no tener restricciones redundantes, es de
esperar un mejor funcionamiento practico del manipulador, dado que un mecanismo
con restricciones redundantes requiere una gran precision de fabricacion a fin de

evitar bloqueos del mismo durante su funcionamiento.

Asi pues, las cadenas cinematicas con tres generadores de traslacion y dos de rotacion
del tipo PPPRR, PPPaRR, etc., en principio no aportan nada respecto del MP 3-PPP,
excepto la ya mencionada cuestion de las restricciones redundantes. Para conseguir
Unicamente tres traslaciones hay que posicionar las tres cadenas cinematicas iguales

de manera que se anulen las dos rotaciones, como en el MP 3-PPCR de la figura 3.3.

Figura 3.3: Generadores de desplazamientos 3TOR con ligaduras de dimensién 5 (3-PPCR)

Lo mismo puede decirse de las cadenas cinematicas con dos generadores de traslacion
y tres de rotacion. Todavia mds, la complejidad de su arquitectura es mayor al

incrementarse el nimero de pares y de elementos.

Dentro del grupo de cadenas con un generador de traslacion es obligado citar el robot
Delta de 3GDL de traslacion (Patente de Clavel, 1990), [CLA1991], cuya configuracion
es de tres cadenas cinematicas accionadas por 3 motores rotativos, cada una de las
cuales permite cinco desplazamientos 3T2R. La configuracion del robot Delta es 3-RR4-

SR, donde 4-S representa un cuadrilatero articulado formado por 4 pares esféricos, ver
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figura 3.4. Este robot es uno de los de mayor éxito comercial y con aplicacion tanto en

la industria alimentaria como en otros campos como el de la cirugia. Ver figura 3.5.

Figura 3.4: Patron de movimiento del cuadrilatero articulado 4-S.

Figura 3.5: Robot Delta. Cortesia de ABB Flexible Automation
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Dentro del grupo de cadenas con un generador de traslacion también se puede citar la

configuracién 3-UPU, estudiada en [TSA2000], [PAC2000], [WAL2009] y [WAL2011].

Mencién aparte merecen las configuraciones de cinco generadores de rotacién, como
RRRRR, RRRU, etc. En este caso se simplifican los problemas constructivos y de
mantenimiento del MP (desgaste, gripado,...) y ofrecen una buena alternativa al uso
de pares prismaticos para desarrollar MP con desplazamientos 3TOR. Estas
configuraciones han sido estudiadas por C.C. Lee y J.M. Hervé, [LEE2006], Q. Jin y T.-L.
Yang, [JIN2004-2] y por Z. Huang y Q.C. Li, [HUA2004], [LI2004-1], [HUA2003] y
[HUA2002]. Por ejemplo, en el MP 3-RRRRR, cada cadena cinematica esta formada por
cinco pares de rotacion, tres de ellos tienen ejes paralelos entre si y no coincidentes,
generando un movimiento 2T1R, y los otros dos ejes son también paralelos no
coincidentes e independientes linealmente del primer grupo, generando a su vez un
desplazamiento de traslacion y uno de rotaciéon, ambos independientes de los
anteriores. Al combinar los desplazamientos de las tres cadenas cinematicas por
medio de la operacién de interseccidon de desplazamientos, se anulan las rotaciones,
guedando Unicamente los tres desplazamientos de traslacién, tal y como se muestra

en la figura 3.6.

Figura 3.6: Generadores de desplazamientos 3TOR con ligaduras de dimension 5 (3-RRRRR)
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Como resumen, en la tabla 3.10 se recogen las diferentes cadenas cinematicas de 3, 4
y 5 dimensiones citadas anteriormente. Los requisitos geométricos han sido descritos

anteriormente.

Desplazamientos 3TOR

Cadenas cinematicas | * PPP, PPPa, PPa’, Pa’Pa.

de 3 dimensiones

Cadenas cinematicas | * PPPR, PPPaR, PPa’R, Pa’PaR, PPC, PPaC, Pa’C.
* PPRR, PPaRR, Pa’RR, PCR, PaCR.
* PRRR, PaRRR, CRR.

e PPPRR, PPPaRR, PPa’RR, Pa’PaRR, PPCR,
PPaCR, Pa’CR, PPPU, PPPaU, PPa’U, Pa’PaU,

de 4 dimensiones

. . PCC, PaCC.
Cadenas cinematicas ) )
* PPRRR, PaPRRR, Pa’RRR, PPUR, PaPUR, PaUR,
de 5 dimensiones PCRR, PaCRR, PCU, PaCU, CCR.
 PRRRR, PaRRRR, PRRU, PaRRU, PUU, PaUU,
CRRR, CRU.

* RRRRR, RRRU, RUU.

Tabla 3.10: Cadenas cinematicas con desplazamientos 3TOR (y permutaciones)

3.3.2. MP de 3 GDL: Desplazamientos 2T1R

Siguiendo la metodologia aplicada en la sintesis de MP de desplazamientos 3TOR, es
necesario tener en cuenta que Unicamente las ligaduras cinemdticas con
desplazamientos que contengan al menos dos traslaciones y una rotacion permitiran
obtener manipuladores paralelos con desplazamientos 2T1R. Si el eje de rotacién es
perpendicular al plano definido por las dos traslaciones, este desplazamiento se
conoce como Movimiento Plano y la cadena cinematica que lo produce se denomina

Par Plano.

En el caso de cadenas cinemdticas que contengan tres desplazamientos de traslacion
no es posible anular ninguno de ellos. Es decir, la interseccién de los desplazamientos
de las tres patas no anularia ninguna de las traslaciones. Esto es muy importante ya
gue supone que, no se pueden utilizar cadenas cinematicas que contengan tres
desplazamientos de traslacidon, si el MP en estudio requiere menos de tres

traslaciones.
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Teniendo en cuenta lo anteriormente dicho, se van a estudiar las posibles
configuraciones que se pueden obtener utilizando las diferentes cadenas cinematicas
obtenidas en el apartado 3.2. Concretamente, dentro de las ligaduras cinematicas de
dimension 3, apartado 3.2.1, se estudiardn las cadenas generadoras de
desplazamientos 2T1R; dentro de las ligaduras de dimensién 4, apartado 3.2.2, se
estudiaran las cadenas generadoras de desplazamientos 2T2R; y finalmente, dentro
de las ligaduras de dimensién 5, apartado 3.2.3, se estudiardn las cadenas
generadoras de desplazamientos 2T3R. De acuerdo con lo dicho en el parrafo anterior,
las cadenas cinematicas generadoras de desplazamientos 3T2R y 3T3R no son validas

para obtener MPs con desplazamientos 2T1R.

Finalmente, se observa que, dado que los MPs en estudio tienen las tres cadenas
cinematicas idénticas, el plano de los desplazamientos de traslacién es el mismo para
todas las cadenas y la rotacién no puede sacar a la plataforma de ese plano, con lo que
se deduce que el desplazamiento de la plataforma pertenece en todos los casos al

grupo de Movimiento Plano, {7 v}

Como referencia se puede citar el trabajo desarrollado por X. Kong y C.M. Gosselin,
[KON2005], donde, basdndose en la Teoria de Torsores y el concepto de Cadena
Virtual Equivalente tipo PPR, desarrollan la sintesis de la familia de MPs 2T1R con tres

cadenas cinematicas distintas.

También se puede citar el trabajo de G. Gogu, [GOG2011], donde este autor estudia
los MPs del tipo 2T1R con tres cadenas cinematicas distintas, obteniendo una familia
de MPs en la que el movimiento de rotacion estd contenido en el plano de los
desplazamientos de traslacion y en el que el eje de rotacion cambia entre dos

posiciones ortogonales al pasar por una singularidad.

Desplazamientos 2T1R con Ligaduras de Dimension 3

Se han de considerar Unicamente las cadenas cinemdticas generadoras de
desplazamientos que contengan dos traslaciones y una rotacién, por lo que con
dimension 3 se encuentra Unicamente el generador de desplazamientos 2T1R. Las

cadenas cinematicas a considerar seran:
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— Cadenas PPR, PaPR, PaZR, PC, PaC y sus permutaciones. Las dos direcciones de
traslacion han de ser linealmente independientes.

— Cadenas PRR, PaRR, CR y sus permutaciones. Los pares de rotacién han de ser de
ejes paralelos no coincidentes y la traslacién ha de ser linealmente independiente
de la generada por los citados pares de rotacion.

— Cadena RRR. Los tres ejes de rotacion han de ser paralelos.

La disposicion geométrica de las tres patas idénticas habra de ser tal que garantice en
todo momento que sus planos de traslacién sean paralelos, al igual que la direcciones
de rotacion. En la figura 3.7 adjunta se muestran algunas configuraciones de MPs que

cumplen estos requerimientos.

En la figura 3.7a se representa el MP 3-PPR, cuya plataforma movil se desplaza con
Movimiento Plano {F g v}. En la figura 3.7b se representa el MP 3-RPR y en la figura
3.7c el MP 3-RRR, en ambos el movimiento de la plataforma movil también

corresponde al Movimiento Plano.

(a) 3-PPR
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(b) 3-RPR

(c) 3-RRR

Figura 3.7: Generadores de desplazamientos 2T1R con ligaduras de dimensi6n 3
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Desplazamientos 2T1R con Ligaduras de Dimension 4

De nuevo y de acuerdo con lo anteriormente dicho, los generadores de
desplazamientos 3T1R no son vélidos para este tipo de desplazamientos. Las cadenas
cinemdticas a considerar seran las correspondientes a los desplazamientos 2T2R

Unicamente:

— Cadenas PPRR, PaPRR, PaZRR, PPU, PaPU, PaZU, PCR, PaCR, CC vy sus
permutaciones. Las dos direcciones de traslacién han de ser linealmente
independientes y las dos rotaciones también.

— Cadenas PRRR, PaRRR, PRU, PaRU, CRR, CU y sus permutaciones. Dos de los tres
ejes de rotacion han de ser paralelos, y la traslacion generada por ellos ha de ser
independiente de la direccion de traslacion restante.

— Cadenas RRRR, RRU, UU y sus permutaciones. Tres de los cuatro ejes de rotacion

han de ser paralelos.

En las figuras 3.8a y 3.8b se muestran dos MPs, 3-PCR y 3-PPU, generados ambos a
partir de ligaduras cinematicas de desplazamientos 2T2R. En ambos casos se observa
gue la interseccion de desplazamientos 2T2R de cada una de las patas genera en la
plataforma movil un desplazamiento 2T1R perteneciente al grupo de desplazamientos

de Movimiento Plano {F v}.

(a) 3-PCR
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(b) 3-PPU

Figura 3.8: Generadores de desplazamientos 2T1R con Ligaduras de Dimension 4

Desplazamientos 2T1R con Ligaduras de Dimension 5
Por las razones anteriormente citadas, se desechan las ligaduras con desplazamientos

3T2R y se estudiaran Unicamente las ligaduras con desplazamientos 2T3R:

— Cadenas PPRRR, PaPRRR, PaZRRR, PPRU, PaPRU, PaZRU, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU,
CCR, PPS, PaPS, Pa’s y sus permutaciones. Las dos direcciones de traslacién han de
ser linealmente independientes y los ejes de rotacién también han de serlo.

— Cadenas PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU, PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS y sus
permutaciones. Todas las combinaciones en grupos de tres de los pares de
rotacion han de ser linealmente independientes entre si.

— Cadena RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US y sus permutaciones. Todas las combinaciones
en grupos de tres de los pares de rotacion han de ser linealmente independientes

entre si.

En las figuras 3.9a, 3.9b y 3.9c se muestran tres MP, 3-PPS, 3-CCR y 3-PCU,
representativos del grupo de cadenas formadas por dos generadores de traslacion y
tres de rotacion. En todos los casos los desplazamientos de la plataforma movil
también corresponden al grupo de desplazamientos de Movimiento Plano {F% v}, tal y

como se ha mencionado anteriormente.
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Figura 3.9: Generadores de desplazamientos 2T1R con Ligaduras de Dimensién 5

(c) 3-PCU

Como resumen, en la tabla 3.11 se recogen las diferentes cadenas cinematicas de 3, 4

y 5 dimensiones citadas anteriormente. Los requisitos geométricos han sido descritos

anteriormente.

Desplazamientos 2T1R

Cadenas cinematicas

de 3 dimensiones

PPR, PaPR, Pa’R, PC, PaC.
PRR, PaRR, CR.
RRR.

Cadenas cinematicas

de 4 dimensiones

PPRR, PaPRR, Pa’RR, PPU, PaPU, Pa’U,
PCR, PaCR, CC.

PRRR, PaRRR, PRU, PaRU, CRR, CU.

RRRR, RRU, UU.

Cadenas cinematicas

de 5 dimensiones

PPRRR, PaPRRR, Pa’RRR, PPRU, PaPRU,
Pa’RU, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU, CCR,
PPS, PaPS, Pa’s.

PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU,
PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS.

RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US.

Tabla 3.11: Cadenas cinematicas con desplazamientos 2T1R (y permutaciones)

Se observa que en todos los MPs propuestos, con tres cadenas cinematicas idénticas,

los planos de traslacion de la tres cadenas cinematicas son paralelos y la rotacion
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restante es perpendicular a dichos planos. Por ello el movimiento de la plataforma, en
todo los casos, es el conocido Movimiento Plano {F v}, tal y como se ha demostrado

al principio de este apartado.

3.3.3. MP de 3 GDL: Desplazamientos 1T2R

Siguiendo la metodologia aplicada, se comprende que Unicamente las ligaduras
cinematicas con desplazamientos que contengan al menos una traslacion y dos
rotaciones permitiran obtener manipuladores paralelos con desplazamientos 1T2R. De
acuerdo con el razonamiento expuesto en el apartado 3.3.2, también aqui hay que

desechar las ligaduras que contengan tres generadores de traslacion.

Desplazamientos 1T2R con Ligaduras de Dimension 3

En este caso las Unicas ligaduras a considerar son las que tienen desplazamiento 1T2R:

— Cadenas PRR, PaRR, PU, PaU, CR y sus permutaciones. Los ejes de los pares de
rotacidn se cortan o se cruzan.
— Cadenas RRR, RU y sus permutaciones. Dos de los ejes han de ser paralelos entre si

o bien los tres ejes estan contenidos en un mismo plano cortandose dos a dos.

Los desplazamientos impuestos por cada cadena cinematica a la plataforma mavil han
de ser idénticos para mantener el patréon de movimiento 1T2R de la plataforma mavil.
Por tanto, a fin de evitar que los desplazamientos de rotacion sean anulados, es
necesario que los ejes de los pares de rotacién sean coincidentes en las tres cadenas,
con lo que el MP tendra dos desplazamientos de rotacion y uno de traslacién. Por esta

razon, con estas cadenas no ha sido posible realizar ninguna construccién de utilidad.

Desplazamientos 1T2R con Ligaduras de Dimension 4
En este caso, las ligaduras a considerar son las correspondientes a los desplazamientos

2T2R y 1T3R.

Desplazamientos 2T2R:

— Cadenas PPRR, PaPRR, PaZRR, PPU, PaPU, PaZU, PCR, PaCR, CC y permutaciones.
Las dos direcciones de traslacién han de ser linealmente independientes, asi como

las dos rotaciones.
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— Cadenas PRRR, PaRRR, PRU, PaRU, CRR, CU y permutaciones. Dos de los tres ejes
de rotacidon han de ser paralelos, y la traslacién generada por ellos ha de ser
independiente de la traslacion restante.

— Cadenas RRRR, RRU, UU y permutaciones. Tres de las cuatro rotaciones tienen que

ser paralelas, por lo tanto queda descartada la cadena UU.

Desplazamientos 1T3R:

— Cadenas PRRR, PaRRR, PUR, PaUR, PS, PaS, CRR, CU y sus permutaciones. Los ejes
de los generadores de rotacion han de ser linealmente independientes.
— Cadenas RRRR, RRU, RS, UU y sus permutaciones. Los ejes de los cuatro

generadores de rotacién han de definir tres direcciones independientes.

Algunas arquitecturas de plataformas con desplazamientos 2T2R son: el MP 3-PRC
(figura 3.10a), el MP 3-UPR (figura 3.10b), y el MP 3-RRU (figura 3.10c). Todos estos
MP presentan Unicamente una movilidad 1T2R instantdnea, pudiéndose conseguir una
movilidad permanente 1T1R forzando una dependencia lineal en el movimiento de los
accionamientos del MP. Con cadenas 1T3R no ha sido posible realizar ninguna

construccion de utilidad.

(a) 3-PRC
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(b) 3-UPR

(¢) 3-RRU

Figura 3.10: Generadores de desplazamientos 1T2R con ligaduras de dimension 4

Desplazamientos 1T2R con Ligaduras de Dimension 5
Por la razén indicada anteriormente, se desechan las ligaduras de desplazamientos

3T2R y se estudiaran Unicamente las ligaduras de desplazamientos 2T3R:
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— Cadenas PPRRR, PaPRRR, PaZRRR, PPRU, PaPRU, PaZRU, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU,
CCR, PPS, PaPS, Pa’s y sus permutaciones. Las dos direcciones de traslacién han de
ser linealmente independientes y los tres ejes de rotacion también.

— Cadenas PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU, PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS y
permutaciones. Las direcciones de tres pares de rotacidn han de ser linealmente
independientes entre si. El cuarto par de rotaciéon puede ser o no paralelo a
cualquiera de los tres. En caso de que lo fuera, la traslacién resultante debe de ser
independiente de la direccién de traslacion del par prismatico.

— Cadenas RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US y sus permutaciones. Igual que en caso
anterior, las direcciones de al menos tres pares de rotacion han de ser linealmente
independientes entre si. Las otras dos rotaciones de la cadena ya no pueden
generar mas rotaciones en el elemento terminal, por lo tanto lo que resultan son

las dos restantes traslaciones.

A este grupo pertenece el conocido MP 3-RPS, estudiado por ejemplo en las
referencias [KIM2002], [HUA2003], [HAN2003] y [HUY2005]. Otros manipuladores
como el MP 3-RRPU o el MP 3-PRRU han sido estudiados por Q. Li y J.M. Hervé
[LI2010].

Los manipuladores 3-RR(RRR) y 3-RRS representados en las figuras 3.11a y 3.11b
respectivamente, incluyen cadenas cinematicas con cinco ejes de rotacidon. Aunque en
este caso no hay necesidad de buscar restricciones redundantes para que la
plataforma tenga 3 GDL, dado que las ligaduras son de dimensién 5, si que hay que
imponer alguna condicién geométrica para conseguir convertir alguno de los 3 GDL de
rotacion en una traslacion. Hay que tener en cuenta que la operacion de interseccién
de movimientos elimina en la plataforma, en primer lugar, las traslaciones, excepto en
dos casos. El primero se da cuando las patas tienen tres traslaciones con lo que no se
elimina ninguna traslacion. El segundo se da cuando se impone alguna caracteristica
geomeétrica que fuerza la eliminacién de un desplazamiento de rotacidén antes que una
traslacion, como sucede en los MP de la figura 3.11, donde cada pata tiene los dos
desplazamientos de traslacion contenidos en un plano vertical, cuya interseccién con
el de las otras dos patas define un desplazamiento de traslacién de la plataforma

movil segun el eje vertical.
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(a) 3-RR(RRR)

(b) 3-RRS

Figura 3.11: Generadores de desplazamientos 1T2R con ligaduras de dimensién 5
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Ahora bien, si la unién de las cadenas cinematicas a la plataforma mavil es tal que los
centros geométricos del movimiento esférico de cada pata del MP 3-RR(RRR)
coinciden en un mismo punto, los 3 GDL de rotacion se mantienen, obteniéndose un

MP con desplazamientos 1T3R, como el mostrado en la figura 3.12.

Figura 3.12: MP 3-RR(RRR) generador de desplazamientos 1T3R

Como resumen, en la tabla 3.12 se recogen las diferentes cadenas cinematicas de 3, 4
y 5 dimensiones citadas anteriormente. Los requisitos geométricos han sido descritos

anteriormente.
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Desplazamientos 1T2R

Cadenas cinematicas | * MPs sin uso practico

de 3 dimensiones

Cadenas cinematicas | « Unicamente MPs con movilidad

. . instantanea
de 4 dimensiones

 PPRRR, PaPRRR, Pa’RRR, PPRU, PaPRU,
Pa’RU, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU, CCR,
PPS, PaPS, Pa’s.

de 5 dimensiones  PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU,
PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS.

* RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US.

Cadenas cinematicas

Tabla 3.12: Cadenas cinematicas con desplazamientos 1T2R (y permutaciones)

3.3.4. MP de 3 GDL: Desplazamientos 0T3R

Unicamente las ligaduras cinematicas que contengan al menos tres rotaciones

permitiran obtener MP con desplazamientos OT3R.

Dentro del grupo de MP de OT3R se ha de referenciar un tipo de mecanismos que se
conoce en la literatura especializada por su acrénimo en inglés, SPM (Spherical Parallel
Manipulator), caracterizados porque todos los puntos de la plataforma movil se
desplazan sobre superficies esféricas concéntricas. A continuacidn se citan algunos

trabajos que estudian los MP esféricos (SPM).

Un ejemplo de SPM de dimensién 3, 3-(RRR) esférico, lo constituye el Agile Eye,
[GOS1996], pensado para orientar de forma rapida una cdmara situada en el elemento
terminal dentro de un cono de visién de 140° con una torsidn de +30° pudiendo
alcanzar velocidades angulares superiores a las que el ojo humano es capaz de

desarrollar.

También como referencia interesante de SPM es necesario mencionar el trabajo
desarrollado por X. Kong y C.M.Gosselin, [KON2004-1]. Basandose en la teoria de
torsores estudian la sintesis de tipo de MP esféricos de 3 GDL, introduciendo el
concepto de "Spherical Parallel Kinematic Chain", que consiste en determinar los
requisitos geométricos que han de cumplir las cadenas cinematicas para realizar un

movimiento esférico de 3GDL.
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Estos mismos autores, X. Kong y C.M: Gosselin, en otro trabajo, ver referencia
[KON2004-2], proponen un método especifico de sintesis de MP esféricos, basado en
el método propuesto por Bennett a principios del siglo XX, que consiste en combinar
cadenas cinematicas esféricas 3-RRR con 3 cadenas de Delassus de 4 barras y 1 GDL
denominadas RXXX (X representa una unién R, P é H). Eliminando las uniones R
comunes a una cadena RRR y una RXXX se obtiene un nuevo mecanismo esférico de 3

cadenasy 3 GDL.

También es interesante el trabajo de T.A. Hess-Coelho, [HESS2006], donde desarrolla
un método cualitativo para la sintesis de MP esféricos y define los requisitos de

seleccion de la arquitectura 6ptima.

Por ultimo, merece la pena citar el trabajo de C.W. Wampler, [WAM2004], en el que
realiza el andlisis del desplazamiento de mecanismos esféricos de 1 a 3 lazos,
planteando las matrices de rotacién y los cuaterniones, utilizando el método de

eliminacidn de Sylvester.

Desplazamientos OT3R con Ligaduras de Dimension 3
En este caso solo caben ligaduras cinematicas de desplazamientos OT3R. Por lo tanto,
las cadenas cinematicas a estudiar seran RRR, RU, S y permutaciones. Las direcciones

de los tres ejes de rotacion deben de ser linealmente independientes.

Dentro de este grupo se observa que la Unica forma de conseguir un MP de OT3R
consiste en construir las cadenas de forma que los ejes de los pares cinematicos se
corten permanentemente en un punto en el espacio, siendo este punto el mismo para
las tres cadenas. Dado que las cadenas cinematicas RU y S no cumplen este requisito
geométrico, Unicamente se pueden construir arquitecturas con cadenas RRR. En este
ultimo caso, si se cumplen las condiciones geométricas citadas, todos los puntos de la
plataforma se moveran en superficies esféricas concéntricas con centro en dicho
punto. Esta es la solucion que da el manipulador 3-(RRR) esférico, siendo el Agile Eye

citado anteriormente, [GOS1996], una materializacidén industrial de esta configuracién.
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Desplazamientos OT3R con Ligaduras de Dimension 4
Dado que las ligaduras cinematicas a estudiar han de contener al menos tres
desplazamientos de rotacion, sélo se estudiaran aquellas de desplazamientos 1T3R.

Las cadenas cinematicas que se pueden generar son:

— Cadenas PRRR, PaRRR, PUR, PaUR, PS, PaS, CRR, CU y sus permutaciones. Los ejes
de los generadores de rotacion han de ser linealmente independientes.
— Cadenas RRRR, RRU, RS, UU y sus permutaciones. Los ejes de los cuatro

generadores de rotacién han de definir una base de dimension 3.

En el primer grupo de cadenas, asumiendo que el par prismatico esta situado en el
extremo final de cada cadena cinematica y una vez cancelada la traslacién de cada
pata como consecuencia de la interseccién de desplazamientos en la plataforma
movil, resulta que la Unica posibilidad de movimiento es la parte esférica del MP 3-
(RRR). Lo mismo ocurre si el par prismatico esta situado en alguin elemento intermedio
de cada cadena cinematica. Cuando el par prismatico esta al comienzo de cada cadena
cinematica, unido al elemento fijo, la traslacién de cada pata también se cancelara
como consecuencia de la interseccién de desplazamientos en la plataforma mouvil,
obteniéndose el movimiento esférico de la plataforma. Unicamente si los tres pares
prismaticos unidos al elemento fijo tienen sus ejes paralelos, se mantendra un cuarto

desplazamiento de traslacién adicional al movimiento esférico.

El segundo grupo de cadenas conduce al mismo resultado, es decir, que la Unica
posibilidad de movimiento es el movimiento esférico, sélo que ahora se tendrd que
bloguear permanentemente una de las rotaciones de cada pata para tener un
mecanismo esférico. Como es evidente, es mas interesante utilizar cadenas de

dimension 3 para obtener un SPM.

Desplazamientos OT3R con Ligaduras de Dimension 5
Dado que las ligaduras cinematicas a estudiar han de contener al menos tres
rotaciones, se consideraran Unicamente las ligaduras de desplazamientos 2T3R. Las

cadenas cinematicas que se pueden generar son:
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— Cadenas PPRRR, PaPRRR, Pa’RRR, PPRU, PaPRU, Pa’RU, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU,
CCR, PPS, PaPS, Pa’s y sus permutaciones. Las dos direcciones de traslacién han de
ser linealmente independientes y los ejes de rotacion también.

— Cadenas PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU, PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS y sus
permutaciones. Los ejes de los cuatro generadores de rotacion han de definir tres
direcciones independientes.

— Cadenas RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US y sus permutaciones. Los ejes de los cinco

generadores de rotacidn han de definir tres direcciones independientes.

Con todas estas cadenas se pueden generar una gran cantidad de manipuladores.
Todos ellos no tienen ninguna particularidad geométrica, dado que con ligaduras de
dimension 5 no hay restricciones redundantes, y ademas, al aplicar la operacién de
interseccion de desplazamientos de las cadenas cinemadticas, lo primero que se
elimina son las traslaciones, consiguiéndose el movimiento OT3R de la plataforma

movil.

Este tipo de manipuladores paralelos se caracterizan porque las tolerancias de
fabricacion y los desalineamientos de montaje no son tan criticos como en otros MP

con restricciones redundantes.

En concreto, usando cadenas con dos pares prismaticos (o equivalentes) se obtienen
manipuladores paralelos como los mostrados en la figura 3.13: 3-PPS (figura 3.13a), 3-
PPRRR (figura 3.13b), 3-CCR (figura 3.13c), 3-PCU (figura 3.13d). En las figuras 3.9a,
3.9b y 3.9¢c se proponen también manipuladores paralelos 3-PPS, 3-CCR y 3-PCU, con
la misma configuracién morfoldgica en sus cadenas cinematicas que los de las figuras
3.13a, 3.13c y 3.13d, siendo las diferencias de caracter geométrico. Los MP mostrados
en las figuras 3.9 pertenecen al grupo de MP con desplazamientos de movimiento

plano 2T1R, mientras que los de las figuras 3.13 son del grupo 0T3R.
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(a) 3-PPS

(b) 3-PPRRR
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(c) 3-CCR

(d) 3-PCU

Figura 3.13: Generadores de desplazamientos 0T3R con ligaduras de dimension 5
(2 pares prismaticos o equivalentes)

Con cadenas con un par prismatico (o equivalente) se obtienen manipuladores
paralelos como los mostrados en la figura 3.14: 3-CS (figura 3.14a), 3-RPS (figura
3.14b), 3-PRRRR (figura 3.14c).
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(b) 3-RPS
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(c) 3-PRRRR

Figura 3.14: Generadores de desplazamientos 0T3R con ligaduras de dimension 5
(1 par prismatico o equivalente)

Con cadenas sin pares prismaticos (o equivalentes) se obtienen manipuladores
paralelos como los mostrados en la figura 3.15: 3-RRRRR (figura 3.15a), 3-US (figura
3.15b).
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(b) 3-US

Figura 3.15: Generadores de desplazamientos 0T3R con ligaduras de dimensién 5
(0 pares prismaticos o equivalentes)
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Otras configuraciones posibles son 3-RRS y 3-RUU, referenciadas por T.A. Hess-Coelho,
[HES2006], y la configuraciéon 3-URU optimizada por Huda, Takeda y Hanagasaki,
[HUD2011].

En [ZLA2002] D. Zlatonov, |. Bonev y C. Gosselin proponen una configuracion del MP 3-
URU, denominada DYMO (Double Y Multi-Operational), que permite que la plataforma
movil realice diferentes modos de movimiento. La transicidn de un modo a otro se
realiza a través de una singularidad, denominada “constraint singularity”, que

proporciona a la plataforma moévil grados de libertad instantaneos adicionales.

Como resumen, en la tabla 3.13 se recogen las diferentes cadenas cinematicas de 3, 4
y 5 dimensiones citadas anteriormente. Los requisitos geométricos han sido descritos

anteriormente.

Desplazamientos OT3R

Cadenas cinematicas | * RRR. Movimiento esférico.

de 3 dimensiones

Cadenas cinematicas | « PRRR, PaRRR, PUR, PaUR, PS, PaS, CRR,
CuU.

* RRRR, RRU, RS, UU.

* PPRRR, PaPRRR, PaZRRR, PPRU, PaPRU,
PaZRU, PCRR, PaCRR, PCU, PaCU, CCR,
PPS, PaPS, Pa’s.

de 5 dimensiones « PRRRR, PaRRRR, PURR, PaURR, PUU,
PaUU, CRRR, CRU, PRS, PaRS.

* RRRRR, RRRU, RUU, RRS, US.

de 4 dimensiones

Cadenas cinematicas

Tabla 3.13: Cadenas cinematicas con desplazamientos 0T3R (y permutaciones)
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4, METODOLOGIA GENERAL DE ANALISIS Y SINTESIS DE
MANIPULADORES PARALELOS

4.1. Conceptos Generales

Con el objetivo de generar un MP de baja movilidad que realice un movimiento
determinado se va a desarrollar una metodologia de caracter general que permita
analizar todo el abanico de posibilidades. Para ello se generaran todos los posibles MP
compuestos de cadenas cinematicas de seis grados de libertad (GDL) para, a
continuacion, restringir determinados grados de libertad con el fin de obtener el MP

de baja movilidad adecuado para el movimiento deseado.

Ha habido diferentes estudios que, de forma especifica, han desarrollado diferentes
configuraciones de MP con cadenas de 6 GDL, en los que, restringiendo algunas
entradas, es posible obtener diferentes MP de baja movilidad. A continuacién se
comentan aquellos que parecen mas interesantes por estar en linea con el contenido

del presente documento.

Merece la pena comentar la propuesta realizada por Y. Jin, I-M. Chen y G. Yang,
[YJ12004], de un MP simétrico de tres cadenas cinematicas, de 6 GDL cada una, con
actuacion selectiva (SA-PM) de forma que el elemento terminal puede realizar un
movimiento esférico de 3 GDL, 3GDL de traslacion, un movimiento hibrido de 3 GDL o
bien el movimiento completo de 6 GDL, de forma tal que dichos movimientos estan
desacoplados. Para ello proponen un actuador de 2 GDL, con un movimiento de

rotacion y otro de traslacién con el mismo eje.

Estos mismos autores proponen, referencia [YJI2007], siguiendo la idea del articulo
anterior, dos familias de MP de 6 GDL y 3 cadenas cinematicas, que pueden
proporcionar a la plataforma moévil bien el movimiento general de 6 GDL o dos
movimientos diferentes de 3 GDL. Actuando en los accionamientos, en el caso de una

de las familias se consigue el movimiento de traslacion espacial (3 GDL) o de rotacion
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esférico (3 GDL) y con la otra familia se consigue el movimiento plano (dos
traslaciones y una rotacion perpendicular al plano de las traslaciones) o un
movimiento espacial de 3 GDL constituido por dos rotaciones y una traslacion

perpendicular al plano definido por los ejes de las rotaciones.

En la referencia [YJI2009], los autores anteriormente citados proponen una
metodologia para la sintesis de MP de 6 GDL parcialmente desacoplados, (DPM,
Decoupled Parallel Manipulator), formados por tres cadenas cinematicas, realizando

el estudio cinematico y de singularidades de los MP generados.

En la referencia [PFA2006], P. Fanghella, C. Galletti y E. Giannotti, (University of
Genoa, ltaly), describen una metodologia utilizando cadenas cinematotrdpicas para
sintetizar manipuladores paralelos que son capaces de cambiar su grupo de
desplazamientos (alterando o no su numero de grados de libertad, GDL) a lo largo de
un movimiento continuo, al pasar por una posicion singular. En dicho trabajo
presentan 3 MPs donde se pueden cambiar el grupo de desplazamientos y el nimero
de GDL de la plataforma mavil y 2 MPs donde se cambia el grupo de desplazamientos
de la plataforma mévil manteniendo su niumero de GDL. También permite cambiar en
determinados casos las caracteristicas del grupo de desplazamientos de la plataforma
movil. Por ejemplo, muestran un MP de 4 grados de libertad y movimiento Schonflies
(3 traslaciones independientes y 1 rotacidn alrededor de un eje fijo), cuyo eje de
rotacion cambia entre dos orientaciones determinadas, manteniendo inalterado el

grupo de desplazamientos de la plataforma movil.

X. Kong, C. M. Gosselin y P-L. Richard del Département de Génie Mécanique,
Université Laval, Québec, Canadda, en un articulo, [KON2007-2], describen una
metodologia para la sintesis de MP de un determinado nimero de GDL y con
diferentes modos de operacidn. En particular desarrollan diversos MP de 3 GDL que
puede realizar tanto el movimiento esférico como de traslacion espacial de la

plataforma movil.

A. D. Finistauri, F. Xi y B. Petz (Department of Aerospace Engineering, Ryerson
University, Canadd) en su articulo de referenciado en [FIN2008], desde un enfoque

modular estudian un mecanismo reconfigurable que puede trabajar en el rango 3-6
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GDL. Describen una metodologia para generar MP reconfigurables, obteniendo una
familia de MPs de 6 GDL y 6 cadenas cinematicas conectadas a una plataforma fija y
otra movil. Dichos MPs estan formados por dos mddulos constituidos cada uno por un
MP 3 cadenas cinematicas de 6 GDL, conectados ambos a las plataformas fija y movil
citadas. El primero de dichos modulos tiene conectadas sus 3 cadenas de forma
permanente a la plataforma mavil, siendo posible desconectar de la plataforma movil
las 3 cadenas del segundo mddulo. Conforme se van restringiendo grados de libertad
del primer médulo de 3 cadenas (blogueando una rotacién o una traslacion de sus
cadenas cinematicas), se iran desconectando de la plataforma mdvil las cadenas del
segundo maddulo, una por cada GDL eliminado en el primer médulo. De esta forma el
nlimero de cadenas cinematicas del MP integral variard entre 3 y 6 y coincidird con el

nuimero de GDL de la plataforma mavil.

Asimismo, A. D. Finistauri y F. Xi en el articulo referenciado en [FIN2013], describen
un método para la reconfiguracién de MP de 6 GDL bloqueando alguno de los pares
cinematicos a fin de obtener un MP de baja movilidad con un patrén de movimiento
determinado en su plataforma movil. En este sentido estudian las posibilidades del MP

de Gough-Stewart de 6 GDL (6-UPS).

A diferencia de los trabajos citados, en esta tesis se pretende afrontar de una forma
general y sistematica el andlisis y sintesis de todos los posibles MP de baja movilidad a
partir de todas las posibles combinaciones de cadenas cinematicas de 6 GDL, tanto en

la topologia de cada cadena como en el nimero de cadenas que componen el MP.

Para analizar todas las posibles combinaciones, inicialmente se considerardn
Unicamente pares prismaticos y de rotacion. Cualquier par de orden superior (Junta

cardan, par cilindrico, par plano, par esférico) se obtiene por combinacion de ellos.

Como ya se ha indicado, el nUmero maximo de grados de libertad (GDL) de cada
cadena cinematica del MP de 6 GDL serd también 6 GDL, siendo tres el nimero
maximo de pares prismaticos independientes (no paralelos entre si ni contenidos en
un mismo plano) ya que cualquier par prismatico adicional define un movimiento
redundante. Asimismo el nimero maximo de pares de rotacién serd de seis, en el caso

de no haber pares de traslacién, siendo un maximo de tres el nimero de pares de ejes
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paralelos entre si (definen dos GDL de traslacion y uno de rotacion), otros dos ejes
paralelos entre si y no coincidentes con los anteriores (definen un GDL de traslacion y
otro de rotacion adicionales) y un sexto GDL de rotacién no coincidente con los
anteriores. En la medida que se incrementa el nimero de pares de traslacion, hasta un
maximo de tres, se reducen los pares de rotacion desde seis hasta un minimo de tres
pares independientes entre si. Ademas, los pares prismaticos y de rotacion pueden

colocarse en cualquier posicién de la cadena cinematica.

4.2. Modelizacion de la Cadena Cinematica Genérica

A fin de sistematizar el andlisis, se va a considerar una cadena cinematica serie como
la mostrada en la Figura 4.1, formada por seis pares de rotacion, conectados cada uno
de ellos a dos elementos barra que forman 90° 6 0° con el eje de rotacién de los pares
a los que estan conectados. Asimismo, cada elemento tiene la posibilidad de contener
un par prismatico, con la salvedad que el nUmero maximo de pares prismaticos en la
cadena cinemadtica sea tres, siendo los otros tres elementos de longitud fija. Los
vectores d; , l_;l-, Ci, c?i, ey fl representan las direcciones de los diferentes pares de
traslacién o elementos barra en su caso. Por su parte, los vectores p;, §;, 71, S, t; ¥
U; representan las diferentes posibles direcciones de los pares de rotacién, cuyo
nimero maximo serd de seis, tal y como se ha indicado anteriormente, reduciéndose

su numero en la medida que aumenta el nimero de pares de traslacidén o prismaticos.

El hecho de que los ejes de los pares de rotacion formen 90° 6 0° con los elementos a
los que estan vinculados, y por tanto con la direccion de traslacion del par prismatico
en su caso, no limita el nimero de posibilidades de patrones de movimiento del

elemento terminal y simplifica el analisis y la sintesis de MPs.

En la figura 4.1 se muestran dichos vectores unitarios en una configuracién

determinada a titulo de ejemplo.
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Figura 4.1: Cadena Cinematica Genérica con todas las posibilidades de vectores de pares de
traslacion y rotacion

A fin de generar todas las posibles combinaciones de MP de 6 GDL que
posteriormente permitiran conseguir las posibles arquitecturas de MP de baja
movilidad que realicen el movimiento de la plataforma mévil deseado, [H-F2015],

se proponen los siguientes pasos:

1. Se elige una cadena cinematica formada por una secuencia de seis pares de
rotacién que al menos contengan las tres direcciones espaciales de rotacién.
Los ejes de rotacién formaran 90° 6 0° entre si.

2. Cada par de rotacién se conecta con los adyacentes a través de elementos
barra cuyo eje forma 90° 6 0° con el eje de rotacidn de dicho par. El primer par
de la cadena cinematica estara conectado a un elemento cuyo otro extremo
estard conectado al elemento fijo. El Ultimo par de la cadena se conecta a la
plataforma movil del MP, formando su eje de rotacién un dngulo de 90° 6 0°

con el plano de dicha plataforma movil (caso de ser plana).
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3. Tanto el elemento que une el primer par de rotacidon con el elemento fijo

como el resto de elementos de la cadena cinematica son susceptibles de tener
un par prismatico, tal y como se muestra en la figura 4.1.

La ecuacién vectorial de la cadena cinematica i cualquiera sera:

OP= OH;+HA, +AB;+B.C;+CD,+D.E,+EF, +FP  [4.1]

A partir de esta ecuacion estudiaremos el problema de posicion de la
plataforma mévil del manipulador paralelo objeto de anlisis.
Para ello se denominaradn g;, h;, k;, l;, m; y n; a las magnitudes de los

desplazamientos asociadas a los posibles pares de traslaciéon de la cadena

-

cinematica representados por los vectores d; b, &, d;, & y f;
respectivamente (figura 4.1). En la figura 4.2 se muestran dichas magnitudes
en una determinada orientacién, coincidente con la de los vectores unitarios
de la figura 4.1.

Por tanto los términos de dicha ecuacion seran:

[4.2]

_ —

OH; = OH;; H;A; = g,d4;;A;B; = hib; ; B,C; = k;C;;
—_ - _ > - —_
Asimismo, se denominaran ¢;, ,Bi, Yir Qi Wi ¥ 0; a la magnitud del angulo
girado por cada uno de las posibles pares de rotacién de la cadena cinematica
- - - - rd - . .

representados por los vectores p; , q; , i , S; , t; Y U; respectivamente (figura
4.1). En la figura 4.2 se muestran también dichas magnitudes en una
determinada orientacién, coincidente con la de los vectores unitarios de la
figura 4.1. Estos giros son relativos entre los elementos que se conectan al par
de rotacién correspondiente.

Notese que, en la figura 4.2, las lineas de nacimiento de los angulos girados
por los correspondientes elementos son solidarias con los elementos
anteriores respectivos, definiendo por tanto movimientos de giro relativos

entre elementos. Esta representacion se mantendrd también en los capitulos

posteriores donde se estudiaran diferentes MPs.
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Figura 4.2: Cadena Cinematica Genérica con todas las posibilidades de movimientos de
traslacion y rotacion

5. A continuacién se estudiara el problema de velocidades del manipulador
paralelo en andlisis. A partir de la ecuacién vectorial de la cadena cinematica,
[4.1], se determinara la velocidad lineal del punto P, v_p’ , de la plataforma
movil. Para ello se aplicara la ley de derivacion de vectores en bases mdviles a
dicha ecuacidn vectorial, obteniendo:

Up = gid; + hib; + 0 x A B, + ki&; + 7 x B.C, + lid; + & x C,D; + m;8; +

7, x DiE; + Tuf; + & x E;F, + &x F;P [4.3]

En esta ecuacién @ representa la velocidad angular de la plataforma maévil y
tiene las componentes (@, ®,, @,). Las velocidades angulares de los

diferentes elementos tienen los siguientes valores:

81



Metodologia General de Analisis y Sintesis de Manipuladores Paralelos

82

o = dil—ji
7 = &P, + B4,
& = Gp, + pg; + it
7, = &P+ Bd; + 1T+ 98
H; = &P, + Bg, + 77+ 93+ vt
B= P, + B, + 57+ ¢S+ it + O

v~

[4.4]

6. A partir de este momento se ha de decidir el nUmero de cadenas cinematicas

del manipulador, asi como el nUmero de pares de rotacién y de traslacién de

cada cadena cinematica de 6 GDL, dependiendo del niumero y tipo de GDL del

elemento terminal del MP a obtener (2T2R, 3T2R,3T1R,...). En cualquier caso,

como reglas generales se han de tener en cuenta:

a)

b)

c)

El nimero maximo de cadenas cinematicas a considerar en la construcciéon
del manipulador paralelo serd de seis ya que cadenas adicionales serian
pasivas. En la practica, el nimero de cadenas cinematicas del MP sera
como minimo tres cadenas, no situadas en un mismo plano, para que tenga
rigidez estructural en las tres direcciones. Es recomendable que el numero
de cadenas cinematicas del MP de baja movilidad que se desea obtener
coincida con el numero de GDL del MP y que cada accionamiento esté
unido a la plataforma fija, evitando asi el movimiento de pesos elevados.

El nUmero maximo de pares cinematicos en cada cadena cinematica sera
de seis, ya que debidamente orientados proporcionan los 6 GDL que se
necesitan. Un mayor niumero de pares cinematicos complican la estructura
del manipulador y son redundantes, sin proporcionar ninguna ventaja
adicional. Los pares prismaticos pueden ser sustituidos por pares de
rotacién adecuadamente orientados para obtener los GDL de traslacion en
la plataforma movil.

El nimero maximo de pares de traslacién o prismaticos a utilizar en cada
cadena cinematica sera de tres, orientados de forma que proporcionen los
tres GDL de traslacién. Esto significa que de las magnitudes de traslaciéon
definidas inicialmente, g;, h;, k;, l;, m; y n;, al menos tres han de ser

constantes.
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d) El nimero de pares de rotacion en cada cadena cinematica puede llegar a
ser seis como maximo, orientados de tal forma que al menos tres pares de
rotacidon sean independientes entre si, es decir, no paralelos ni contenidos
en un mismo plano. Los restantes pares de rotacién, hasta un maximo de
tres, se orientardn respecto de los ejes anteriores de forma que la cadena
contenga como maximo tres ejes de rotacion paralelos entre si. Téngase en
cuenta que dos pares de rotacidn con ejes paralelos proporcionan un grado
de libertad de rotacion y otro de traslacion en el plano perpendicular al eje
de rotacién, sustituyendo por tanto a uno de los pares prismaticos. Tres
pares de rotacion con ejes paralelos proporcionan un grado de libertad de
rotacién y dos de traslacién (movimiento plano), sustituyendo por tanto a
dos pares prismaticos.

7. Una vez definido el numero y morfologia de las cadenas cinemdticas que
conforman el manipulador se ha de definir la posicidon y orientacion de los
pares cinematicos que la componen, tanto entre si como respecto de la
plataforma movil. La posicidn relativa de los ejes de los pares de las cadenas
cinematicas que se unen a la plataforma movil serd paralela o perpendicular
entre si (por ejemplo, en caso de que la plataforma modvil sea plana, el eje del
par de unidn a la plataforma mavil serd perpendicular al plano de ésta o estara
contenido en dicho plano).

8. A continuacion se resuelve el problema de velocidades del manipulador
paralelo de 6 GDL, obteniendo las variables de salida vpy, Vpy, Vp,, @y, @),
y @, , correspondientes a las componentes a la velocidad lineal del punto P,
VUp, de la plataforma mdvil y a la velocidad angular, @, de dicha plataforma
movil en funcion de las seis variables de entrada que se definan. Para ello se
planteard la matriz Jacobiana del problema directo y del problema inverso en
funcién de las variables de salida y de entrada deseadas. A fin de eliminar las
variables intermedias en las ecuaciones de posicion y de velocidad de la
plataforma movil, se multiplicard escalarmente la ecuacién correspondiente
por el vector unitario del par cinemdtico que interese conservar. De esta

forma, al haber construido las cadenas cinematicas con sus elementos y pares
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formando 0° 6 90°, se eliminardn aquellas variables intermedias cuyo vector
unitario forme 90° con dicho vector unitario del par a conservar.

9. Una vez obtenida la solucion del problema de velocidades, se despejaran las
velocidades de salida de la plataforma moévil, en funcién de las variables de
entrada y se procedera a analizar la multioperacionalidad del MP de 6 GDL con

el objetivo de obtener el MP de baja movilidad deseado.

4.3. Determinacion de los Vectores Unitarios de Movimiento

El siguiente paso consiste en determinar las componentes de los vectores unitarios de

-

traslacién d;, by, &, d;, &y f; y de los vectores unitarios de rotacion p; , 4; , 7: , S , t;
y U; de la cadena cinematica i. Para ello se ha de considerar su posicidn relativa en la
cadena. Teniendo en cuenta lo indicado en el apartado 4.2, se estudiaran Unicamente
las posibilidades en las que el vector unitario del par considerado sea paralelo o

perpendicular a los vectores unitarios de los dos pares cinematicos anteriores.

En la figura 4.3 se recogen las distintas posibles combinaciones que permiten obtener

N
el vector unitario de traslacion b; a partir de los vectores de rotacidn p; y de traslacidn
d; correspondientes a los dos pares anteriores. Se puede observar que, en el caso de

que el vector de traslacién a; y el de rotacién p; sean paralelos entre si, el vector de
traslacién b; Unicamente se puede orientar de manera tal que sea perpendicular al par

de rotacion p;, ya que si b; es paralelo a p; lo serd también a d; y, por tanto, dichos
movimientos de traslacidon serdn redundantes, desechandose esta opcion (indicada en

la figura con el simbolo de prohibicién). En la figura 4.3 se indica el sistema de

R
ecuaciones que permite obtener las componentes del vector unitario de traslacién b;

.z . ez . - —
en funcién de su posicion relativa con a; y p;.

Asimismo, en la figura 4.4 se recogen las distintas posibles combinaciones que

permiten obtener el vector unitario de rotacién s; a partir de los vectores de traslacién

5

d; y de rotacidn 7#; correspondientes a los dos pares anteriores. Se puede observar
l l

R
que, en el caso de que el vector de rotacién 7; y el de traslacidn d; sean paralelos

entre si, el vector de rotacién §; Unicamente se puede orientar de manera que sea

- -
perpendicular al par de traslacién d;, ya que si S; es paralelo a d; lo serd también a 7;
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y, por tanto, dichos movimientos de rotacién seran redundantes, desechandose esta
opcion (indicada en la figura con el simbolo de prohibicién). En la figura 4.4 también se

indica el sistema de ecuaciones que permite obtener las componentes del vector

unitario de rotacidn s; en funcidn de su posicion relativa con 7; y d;.

Noétese que, en las figuras 4.3 y 4.4, las lineas de nacimiento de los angulos girados por
los correspondientes elementos son solidarias con los elementos anteriores

respectivos, definiendo por tanto movimientos de giro relativos entre elementos.

b.| 7

Figura 4.3: Vector Unitario de Traslacion Ei en posicion paralela y perpendiculara d;y p;
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Figura 4.4: Vector Unitario de Rotacion s; en posicion paralelay perpendiculara 7;y d;

Realizando todas las combinaciones posibles de vectores unitarios de traslacién vy
rotacién a partir del vector d; se obtiene un gran niumero de posibilidades. No se van a
obtener las componentes de los vectores unitarios correspondientes a todas las
combinaciones, pero vamos a definir unas reglas que permiten simplificar su

obtenciodn, tales como las siguientes:

1. Como es obvio, dos pares cinematicos, prismaticos o de rotacion, de ejes
paralelos tienen vectores unitarios de idénticas componentes.

2. Todo par prismatico de vector unitario perpendicular al del par de rotacién
anterior tiene su vector unitario contenido en un plano perpendicular al vector
unitario de dicho par de rotacidén anterior. Por tanto el producto escalar de
ambos vectores sera nulo. La segunda ecuacion se obtiene considerando que
la longitud del vector es la unidad y la tercera se obtiene teniendo en cuenta el
valor del angulo girado por los pares de rotacion de los elementos anteriores.
Por ejemplo, las ecuaciones que permiten determinar las componentes del
vector unitario b; de traslacién, vector perpendicular al vector p; de rotacién,

tal y como se muestra en la figura 4.3 son:
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byibxi + byiDyi + byipz =0
b,; = sinq;

Donde a; es el angulo mostrado en la figura 4.3 que define el dngulo girado
por el par de rotacidn de vector unitario p; .

Todo par de rotacion de vector unitario perpendicular al del par prismatico
anterior tiene su vector unitario contenido en un plano perpendicular al vector
unitario de dicho par prismatico, siendo el producto escalar de ambos nulo. La
segunda ecuacidén, como en el caso anterior, se obtiene considerando que la
longitud del vector es la unidad. Para la tercera ecuacién, se ha de tener en
cuenta que el vector unitario del par de rotacion puede ocupar dos posiciones
perpendiculares entre si, dependiendo de si es paralelo o perpendicular al par
de rotacion inmediatamente anterior. A su vez, dicho par de rotacion anterior
puede ser paralelo o perpendicular al par prismatico citado.

Si el par de rotacion anterior y el par prismatico son perpendiculares y, a su
vez, los dos pares de rotacion son paralelos, los dos vectores unitarios de
rotacion seran idénticos. Si los dos pares de rotacidén son perpendiculares, la
tercera ecuacion se obtendra a partir del producto escalar de los vectores
unitarios de ambos pares de rotacién. En este caso, al ser los tres vectores
perpendiculares también se puede obtener el vector unitario de rotacién a
partir del producto vectorial de los vectores unitarios del par prismatico y del
par de rotaciéon anterior. Por tanto las ecuaciones que definen las
componentes del vector unitario §; de rotacion, vector perpendicular al vector
czl- de traslacidon, mostrado en la figura 4.4 serdn:

(Sxilyi + Syidyi +5,d, =0

Sgit sy sy =1

SxiTxi T Syilyi + SziTzi = 0

Si §; es perpendiculara; < 6 [4.6]
A T ] k
S; =di x7; = [dyy diy dig
\ Tix Tiy Tiz

Si S; es paralelo a 7 S;=% [4.7]
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En el caso de que el vector unitario del par de rotacion anterior y el de

traslacion fueran paralelos, en el ejemplo que 7; y 51‘ sean paralelos, la tercera

ecuacién habrd de obtenerse a partir del angulo girado por los pares de

rotacidon de los elementos anteriores, tal y como se muestra en la figura 4.4.
Sxilyi + Syidyi + 55d, =0

S)%'l' + 532”' + Szzi = 1 [48]
Szi = siny;

Donde y; es el angulo mostrado en la figura 4.4 que define el angulo girado por

el par de rotacién de vector unitario 7;. Téngase en cuenta que en este caso,

necesariamente el vector unitario s; serd perpendicular a los vectores 7; y d;.

A continuacion se van a estudiar las posibles combinaciones de cadenas cinematicas

de 6 GDL.

4.4, Sintesis Estructural de Cadenas Cinematicas de 6 GDL

A fin de generar todos los posibles MP de 6 GDL de acuerdo con las condiciones del
punto 4.2, es necesario tener en cuenta, en primer lugar, todas las posibles
combinaciones de cadenas cinematicas de 6 GDL. Para ello, inicialmente se van a
considerar Unicamente todas las combinaciones posibles de pares prismaticos y de
rotacion, ya que, cualquier par de orden superior como el par cilindrico, junta cardan,

par plano o esférico se puede obtener combinando pares prismaticos y de rotacion.

Teniendo en cuenta las premisas citadas en el punto anterior, existen cuatro posibles
agrupaciones de pares prismaticos y de rotacion, a partir de las cuales se obtienen
todas las posibles morfologias de cadenas cinematicas de 6 GDL. Estas agrupaciones
de pares prismaticos y de rotacidon son las siguientes: PPPRRR, PPRRRR, PRRRRR vy
RRRRRR.

A partir de estas cuatro cadenas cinematicas de 6 pares cinematicos, se puede
generar una gama inmanejable de cadenas cinematicas de 6 GDL actuando sobre los
aspectos geométricos de la cadena cinematica, permutando la posicion de los pares
cinematicos y de sus variantes geométricas. Dada la ingente cantidad de MPs que se
pueden generar con dichas cadenas, es necesario introducir ciertos criterios

restrictivos. Estos criterios buscan simplificar los aspectos constructivos del
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manipulador y sus aspectos geométricos para obtener unas matrices Jacobianas del
MP, representativas del problema directo e inverso de velocidades, lo mas sencillas
posible, para el estudio de la multioperacionalidad y del acoplamiento de
desplazamientos de dicho MP. Dichos criterios se aplican a los siguientes elementos

geométricos:

1. La longitud de los elementos que unen un par prismatico y un par de rotacién
de ejes paralelos, es decir, la distancia entre la guia del par Py el eje del par R.
Para simplificar el analisis, se considerara que dicho elemento tiene longitud
nula, con lo que los pares PR 6 RP conforman un par cilindrico C.

2. Lalongitud de los elementos que unen pares de rotacién de ejes no paralelos
entre si, es decir, la distancia entre los ejes. Para simplificar el analisis se
considerara que dichos elementos tienen longitud nula, con lo que los pares RR
conforman una junta cardan U y los pares RRR conforman un par esférico S.
Como excepcion, en el caso de que la cadena cinematica quede constituida por
dos pares esféricos SS, el numero de GDL del elemento terminal es cinco
Unicamente, tres de rotacion y dos de traslacion ya que el sexto es redundante.
Por ello, es necesario que el elemento que une dos de los pares de rotacion
sea de longitud no nula con el fin de generar un tercer GDL de traslacién (por
ejemplo: considerar cadenas SUR, URS, RUS,... en lugar de SS).

3. Los angulos de orientacion entre elementos adyacentes de la cadena
cinematica y entre pares cinematicos de un mismo elemento. Tal y como se ha
indicado al principio del presente capitulo, se considerardan Unicamente
angulos de 90° y 0° ya que esto no limita el numero de posibilidades de
patrones de movimiento del elemento terminal y simplifica el analisis y sintesis
de MPs.

4. Las orientaciones de los ejes de los pares de traslacidén y rotacion situados en
los extremos de un mismo elemento de la cadena cinemdtica. Teniendo en
cuenta el punto anterior, todos han de formar 0° 6 90°. Como resumen, se

pueden dar los siguientes casos:
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a) En caso de ser dos pares de traslacion situados en los extremos de un
mismo elemento, estos formaran necesariamente 90° entre si, ya que en
caso contrario definen un movimiento redundante.

b) En caso de ser dos pares de rotacién situados en los extremos de un mismo
elemento, podran formar 0° siempre que sus ejes no sean colineales
(elemento de longitud no nula), en cuyo caso definen un grado de libertad
de rotacién y otro de traslacién. Si forman 90° constituirdn una junta
cardan, tal y como se indica en el punto 2, siendo nula la longitud del
elemento que los une.

c) En caso de ser un par de traslacion y otro de rotacién también situados en
los dos extremos de un mismo elemento, estos pueden formar 0° entre si
con lo que constituiran un par cilindrico C, tal y como se indica en el punto
1 al considerar de longitud nula el elemento que los une. Si forman 90°

proporcionan un grado de libertad de traslacion y otro de rotacién.

5. Teniendo en cuenta los aspectos geométricos y de nomenclatura propuestos

en el apartado 2.3, y con el fin de distinguir estas caracteristicas geométricas,
aquellos pares de rotacion que tengan ejes paralelos se indicaran con un
subrayado o con cursiva (por ejemplo: RRRRRR para el caso de seis pares Ry
desplazamientos 3T3R, los tres primeros pares de rotacion son de ejes
paralelos entre si generando dos grados de libertad de traslacién y uno de
rotacion, los siguientes dos pares de rotacion son de ejes paralelos entre si y
forman 90° con los anteriores generando otro grado de libertad adicional de
traslacion y otro de rotacidn y el eje del Gltimo par de rotacién forma 90° con
los ejes del grupo anterior y define el tercer grado de libertad de rotacién). En
caso de haber tres grupos de pares de rotacién con ejes paralelos entre si, el
tercer grupo se indicard en negrita (por ejemplo: RRRRRR). Como se vera mas
adelante es necesario tener en cuenta estas notaciones al estudiar todas las
posibles combinaciones de grupos de pares de rotacion. Finalmente, para
indicar el par actuado se subrayard (Doble subrayado en caso de coincidencia
con otro subrayado).

Como pares de accionamiento o activos, los mas interesantes desde el punto

de vista constructivo son el prismatico y el par de rotacion. Aunque de menor
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interés, también puede incluirse en este grupo el par cilindrico ya que consiste
en un par de rotacién montado sobre un par prismatico y, por tanto, el
accionamiento puede actuar sobre el par prismatico o el de rotacion de forma
independiente. Los pares esférico y la junta universal presentan dificultades
practicas para trabajar como pares activos, utilizandose normalmente como
pares pasivos. En general, es mejor evitar la utilizacion de pares prismaticos y
cilindricos pasivos por problemas de funcionamiento (desgaste, gripado). Sin
embargo sera necesario utilizarlos cuando los movimientos de traslacion
requeridos sean grandes.

7. Para finalizar, Unicamente se van a considerar aquellas cadenas cinematicas
gue generan desplazamientos de la misma dimensién que la ligadura
cinematica correspondiente, en este caso 6 GDL, desechando la generacion de
desplazamientos de orden inferior (por ejemplo, una cadena cinemdtica con
cuatro ejes de rotacidén paralelos. En este caso los desplazamientos son 2T1R
ya que el cuarto par de rotacion es redundante), ya que supone una

complicacién constructiva del mecanismo sin un beneficio adicional.

A continuacion se procede a estudiar todas las combinaciones de cadenas cinematicas

posibles.

4.4.1. Cadenas Cinematicas PPPRRR

Permutando todas las posibles posiciones relativas de los diferentes pares prismaticos
y de rotacidon de la cadena cinematica PPPRRR, se obtienen las siguientes 20
combinaciones: PPPRRR, PPRPRR, PPRRPR, PPRRRP, PRPPRR, PRPRPR, PRPRRP,
PRRPPR, PRRPRP, PRRRPP, RPPPRR, RPPRPR, RPPRRP, RPRPPR, RPRPRP, RPRRPP,
RRPPPR, RRPPRP, RRPRPP y RRRPPP.

En este caso, al ser tres el nimero de pares de rotacién, cada par de rotacién tendrd
su eje perpendicular al eje de los pares de rotacidn anterior y posterior en la cadena
cinematica, para obtener los tres GDL de rotacidn. Teniendo en cuenta los criterios
geométricos que se han definido en el apartado 4.4 se pueden obtener variantes
adicionales. Por ejemplo, la cadena cinematica PPPRRR puede dar lugar a una cadena

PPPS 6 una cadena PPCU segun que los ejes de los pares centrales PR sean

91



Metodologia General de Analisis y Sintesis de Manipuladores Paralelos

perpendiculares entre si, dando lugar a una cadena PPPS, o paralelos entre si, y

definiendo una cadena PPCU.

En la tabla 4.1 adjunta se recogen todas las posibles permutaciones de pares Py R

citadas anteriormente y las 63 cadenas posibles utilizando pares P, R, C, U y S que se

obtienen al aplicar las simplificaciones geométricas definidas en el apartado 4.4,

mostrandose en rojo y tachadas las cadenas que se repiten en dicha tabla.

Permutacion

Cadena Cinematica

Cadenas posibles

1 PPPRRR PPPS,PPCU

2 PPRPRR PPRPU,PCPU,PCCR,PPCY,PPRCR

3 PPRRPR PPUPR,PCRPR,PCCR, PCRC,PPRCR,PPUC

4 PPRRRP PPSP,PCUP,RCRC,PPUC

5 PRPPRR PRPPU,CPPU,CPCR,PCPU,PCCR, PRPCR

] SRPRPR PRPRPR,CPRPR,CPCR,CCPR,CPRC,CCC,PCRPR, PCCR,
PCRC,PRCPR,PRCC,RRRCR, PRPRC

PRPUP,CPUP,CCRP,CCC,CPRC,PCUP,
7 PRPRRP PCRC,PRCRP,RRCC,PRPRC
8 RPPPRR RPPPU,CPPU, CPCR,RPPCR
RPPRPR,CPRPR,CPCR, CPRC,CCPR,CCC,RPCPR,

9 RPPRPR RPCC,RPPRC

10 RPPRRP RPPUP,CPUR,CCRR,CCC,CPRC, RPCRP, RPCC,RPPRC

11 PRRPPR PUPPR,CRPPR,CRPC,PUPC,PRCPR, PRCC,CCC,CCPR

PUPRP,CRPRP,PRCRR, RUPC, CCRR, CRRC, CRCP,
12 PRRPRP pReC oo
13 PRRRPP PSPP,CUPP,PUCP,CRCP
RPRPPR,CRPPR,RPCPR, RPRPC,CCPR, CRRC, RPCC, CCC,

14 RPRPPR RCPPR,RCPC

s < PRPRP RPRPRP,CRPRR,RPCRP,RCPRP,RPRCP,RPRPC,CCRP,
CRCP,CRPC,CCC,RPEC,RCCP,REPC

16 RPRRPP RPUPP,CUPP,RCRPP,RPRCR, CRCP,RCCR

17 RRPPPR UPPPR,RCPPR, UPPC,RCPC

18 RRPPRP UPPRP,RCPRR, UPCP,UPPC, RCCR, RCRC

19 RRPRPP UPRPP,RCRPR, UCPP,UPCP,RCCP

20 RRRPPP SPPP,UCRP

Tabla 4.1: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PPPRRR

Obsérvese en la tabla 4.1 que, por ejemplo, la permutacién 1 da lugar a las cadenas

PPPS PPCU, aplicando las simplificaciones geométricas nimero 1 y 2 recogidas en el

apartado 4.4. Si no se aplicaran dichas simplificaciones, el total de cadenas seria

PPPRRR, PPCRR, PPCU, PPPUR, PPPRU y PPPS.
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4.4.2. Cadenas Cinematicas PPRRRR

Permutando todas las posibles posiciones relativas de los diferentes pares prismaticos
y de rotacion de la cadena cinematica PPRRRR, se obtienen las siguientes 15
combinaciones: PPRRRR, PRPRRR, PRRPRR, PRRRPR, PRRRRP, RPPRRR, RPRPRR,
RPRRPR, RPRRRP, RRPPRR, RRPRPR, RRPRRP, RRRPPR, RRRPRP y RRRRPP.

En este caso, al tener la cadena cinematica cuatro pares de rotacidon, como maximo
dos de ellos tendran ejes paralelos entre si y perpendiculares a los otros dos pares de
rotacién que, a su vez, seran perpendiculares entre si, de acuerdo a las
simplificaciones recogidas en el apartado 4.4. Utilizando la notacién indicada, dichos
pares de rotacién paralelos irdn subrayados. Teniendo en cuenta los criterios
geométricos que se han definido en el apartado 4.4 se pueden obtener combinaciones

adicionales tales como:

1. Tres pares de rotacidn consecutivos. Si dos de ellos son de ejes paralelos, RRR
(lo que da lugar a 1 GDL de traslacién y 2 GDL de rotacién), la combinacién de
los mismos no formara un par S (3 GDL de rotacion) sino que se representara
como la combinacién de un par de rotacién y una junta cardan, RU, en el que
el eje del par Ry el primer eje de la junta cardan son paralelos, lo que se indica
subrayando ambos pares.

2. Secuencia de pares PRR donde el eje de traslacion del par prismatico es
paralelo al eje de los pares de rotacidn. La notacién sera CR, es decir un par
cilindrico y un par de rotacién de ejes paralelos.

3. Dos pares prismaticos unidos cada uno de ellos a dos pares de rotacion de ejes
paralelos. Unicamente uno de dichos pares prismaticos tendrd
necesariamente su eje paralelo al eje de dichos pares de rotacion y, por tanto,
formard un par cilindrico C (por ejemplo, la combinacién PRRP tendra una
notacion CRP 6 PRC segun sea el par prismatico de eje paralelo al de los de
rotacién, no pudiendo darse en ningun caso la combinacién CC ya que los dos
pares prismaticos forman 90° entre si).

4. Con cuatro pares de rotacion tales que RRRR, la simplificacion geométrica final
sera en dos juntas cardan, UU 6 UU, ya que en este caso los grados de libertad

generados son 3 GDL de rotacién y 1 GDL de traslacién, sean o no paralelos
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entre si los ejes de las juntas cardan que estan unidos al elemento de conexién
de ambas juntas. Es necesario que el elemento que une las dos juntas cardan,
UU, tenga una longitud no nula a fin de obtener el grado de libertad de
traslacion.

5. Dos pares de rotacion de ejes paralelos unidos a un mismo par prismatico
intermedio. En ese caso, ambos pares R mantienen sus ejes paralelos en toda
circunstancia.

6. Si los dos pares de rotacion de ejes paralelos estan unidos por un par de
rotacién con su eje perpendicular a los ejes de esos pares de rotacidn, es obvio
gue no es posible que dichos pares de rotacion mantengan sus ejes paralelos
en cualquier circunstancia y por tanto su funcionamiento es como pares de
rotacién de ejes no paralelos. Utilizando la notacién definida en el punto 5 del
apartado 4.4, dicha situacién se puede expresar como RRR=RRR. Por tanto, se
tendra el caso general de dos pares prismaticos perpendiculares entre si y
cuatro pares de rotacion no paralelos. Los ejes de estos cuatro pares R serdn
perpendiculares con sus pares de rotacion adyacentes, dando lugar al tercer

grado de libertad de traslacion y los tres de rotacion.

En las tablas 4.2 y 4.3 adjuntas se recogen todas las posibles permutaciones de pares P
y R citadas anteriormente y las 151 cadenas posibles utilizando pares P, R, C, Uy S que
se obtienen al aplicar las simplificaciones geométricas definidas en el apartado 4.4,
mostrandose en rojo y tachadas aquellas cadenas que ya han sido utilizadas en una

combinacién anterior contenida en dichas tablas.

Para realizar este estudio a partir de una cadena genérica dada, se han obtenido las
cuatro posibles variantes con pares RR de ejes paralelos. Por ejemplo, para la cadena
genérica PPRRRR se obtienen cuatro posibles variantes: PPRRRR, PPRRRR, PPRRRR y
PPRRRR. A continuacién se obtienen las cadenas posibles aplicando las
simplificaciones geométricas del apartado 4.4. Finalmente se ha clasificado cada
cadena obtenida en funcién de la tipologia de los pares de rotacion que la componen
para comprobar que se han tenido en cuenta todas las permutaciones posibles. Por
ejemplo, la combinacién CRCR tiene las siguientes posibilidades, CRCR, CRCR, CRCR y

CRCR, como se puede deducir estudiando las diferentes posibilidades de permutacién
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con dos pares de rotacion de ejes paralelos, como maximo. Todas ellas estan
recogidas en las tablas 4.2 y 4.3. En el caso de la combinacién CRRC Unicamente es
posible la CRRC ya que cualquier otra combinacién como la CRRC se transforma en
CUC teniendo en cuenta las simplificaciones del apartado 4.4. Lo mismo ocurre con la
combinaciéon CRRC y CRRC que se corresponden con CUC y CUC respectivamente. Esta

metodologia se aplicara en los apartados siguientes.
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.. Cadena Variantes .
Permutacion| . es Cadenas posibles
cinematica | con pares RR
PPRRRR PPRS,PCS
PPRRRR PPUU,PCRU
1 PPRRRR —
PPRRRR PPSR,PCUR
PPRRRR PRRS,RRSR,PCS,PPUU
PRPRRR CPS,PCS,PRCU
5 PRPRRR PRPRRR PRPRU,CPRU,PRCU,CCU,PCRY
PRPRRR PRPUR,CPUR,PRCRR,CCRR,REUR
PRPRRR €RS,PCS,PRPS,PRCU,CCU
RPPRRR RPPS,ERS,RPCU
RPPRRR RPPRU,ERPRY,RPCU,CEY
3 RPPRRR — —
RPPRRR RPPUR,ERPUR,RPCRR,ECRR
RPPRRR CPRS,RPCU,RPRS,cCY
PRRPRR PRRPU,CRPU,PREY,PRRCR,CRCR
4 PRRPRR PRRPRR PUPU,CRPU,RPREY,PUCR,cEL,CRCR
PRRPRR PUPRR,CRPRR,PRERR,PUCR,CRCR,ECRR
PRRPRR PUPU,PUCR,RPREY,CRPU,cC€Y,CRCR
PRRRPR PRUPR,PRRER;ERER,CUPR,CUC,PRUC
5 PRRRPR PRRRPR PURPR,RPUCR,PURC,CRRPR,ERER,CRRC
PRRRPR PSPR,PSC,CUPR,CUC, CRCR-PUCR
PRRRPR PSRR,RSC,CUPR,CUC,ERER,PUCR
PRRRRP PRSP,CSP,PRUC,CUC
PRRRRP PUUP,PURC,CRUP,CRRC
6 PRRRRP —
PRRRRP PSRP,RSC,CURP,CUE
PRRRRP PSRPR,RRSR,PSC,ESR,EUC,PUUP
RPRRPR RPUPR,RPUC,EUPR,EHUE,RCRPR,RCCR,RCRC
RPRRPR,RPRRC,RPRCR,ERRPR,RCRPR,ERRCE,
RPRRPR -
- CRCER, RCRC
7 RPRRPR RPRRPR RPUPR,RPUC,RPRCR,CEUPR,CUC,CRER,
= RCCR,RCRC
RP RPUPR,EURR,RPUC,ELUE,RCRPR,RCRC,
Sl RCCR,RPRCR
RRPPRR RRPPU,RRPCR,RCPU,RECR
RRPPRR UPPU,UPCR,RCPRR,RCPU,RCCR
8 RRPPRR —— ——————
RRPPRR UPPRR,UPCR,RCPRR,RECR
RRPPRR UPPU,UPCR,RCPU,RECR

Tabla 4.2: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PPRRRR (primer grupo)
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., Cadena Variantes .
Permutacion| . s Cadenas posibles
cinematica | con pares RR
RPRPU,RPRCR,REPY, REER, RPEY,
RPRPRR CRPU, CRCR
RPRPU,RPRER,RRPEY, REPY, REER, CEY,
RPRPRR CRPY,CRCR
d RPRPRR RPRPRR RPRPRR,RPRER, RCPRR, RCER,CRPRR,CRER,
- CCRR,RPCRR
RPRPU,RRRER,RPCY RCPY RCCR, CCY;
RPRPRR CRCR,CRRY
RRRRPP RSPP,RUCP
RRRRPP UUPP,URCP
10 RRRRPP RRRRPP SRPP,SCP
RRRRPP SRPRP,SCP,RSPR,UUPP
RRRPRP RRCRP,RRCC,RUPRP,RUPC,RUCR
RRRPRP URPRP,URPC,JREP UCRP,UCC
1 RRRPRP RRRPRP SPC,SER,UCRP
RRRPRP SPRP,SPC,SER,UCRP,UCC
RRRPPR RUPPR,RURPC,RRCPR,RREE
RRRPPR URPPR,YRPCE,UCPR,HEE
12 RRRPPR RRRPPR SPPR,SPC,UCPR
RRRPPR SPPR,SPC,UCPR,LUCE
RRPRRP RRPUP,RRPRC,RRERP,RREC,RCUP,RERE
RRPRRP UPUP,UPRC,RCUP,RERE, UEE,BERP
13 RRPRRP RRPRRP UPRRP,UPRC,JCRR,RCRRP,RERE
RRPRRP UPUP,UPRC,RCUP,RERE,UEC,UCRP
RPRRRP RPUC,RPSP,RERE,REUP, CUC,CSP
RPRRRP RPRUP,RPRRE,ERUP,ERRE REYUP,RERE
14 RPRRRP RPRRRP RERE,RPUE RPURP,EUE, RERRP, EURP
RPRRRP PPRER, CSP RCRC PCUR CUC BPUC
RRPRPR RRPRPR,RERPR, RREPR,RRPREC,RRCC,RECR,
- RRPER,RERC
UPRPR,UPRE,UPCR,UEC, RERPR REER,
RRPRPR RCRC,UCPR
o RRPRPR RCRC,RCRPR,UPRPR,URRE, UCRR,
RRPRPR RCCR,UPCR
UPRPR,UYCPR, UPRC URPCR UCC RCRPR,
RRPRPR RCRC,RCCR

Tabla 4.3: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PPRRRR (segundo grupo)
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4.4.3. Cadenas Cinematicas PRRRRR

Permutando todas las posibles posiciones relativas de los diferentes pares prismaticos
y de rotacién de la cadena cinematica PRRRRR, se obtienen las siguientes 6

combinaciones: PRRRRR, RPRRRR, RRPRRR, RRRPRR, RRRRPR y RRRRRP.

Dado que la cadena cinematica tiene cinco pares de rotacion, es necesario que estos
se combinen de tal forma que proporcionen los otros dos grados de libertad de
traslacion (Unicamente disponemos de un par prismatico) y los tres de rotacion.
Teniendo en cuenta que todos los pares de rotacion adyacentes forman 0° 6 90° entre
si, Unicamente pueden darse dos situaciones con un maximo de ejes de rotacién

paralelos:

— Tres pares de rotacion con ejes de paralelos entre si y los otros dos pares con ejes
perpendiculares a los anteriores y entre si.

— Dos pares de rotacion con ejes paralelos entre si y otros dos pares con ejes
también paralelos entre si y perpendiculares a los anteriores. El eje del quinto par

de rotacién serd perpendicular a los ejes del grupo de pares al que esta conectado.

Cualquier otra combinaciéon con menor numero de pares de rotacion de ejes paralelos
se obtiene al realizar todas las permutaciones de las dos combinaciones anteriores, tal

y como se vera a continuacion.

Utilizando la notacién indicada en el apartado 4.4, el primer grupo de pares de
rotacion paralelos se indicard con un subrayado y el segundo grupo con cursiva.
Teniendo en cuenta los criterios geométricos que se han definido en dicho apartado,
ademas de las combinaciones definidas en los apartados 4.4.1 y 4.4.2, se pueden

obtener variantes adicionales tales como:

1. Dos pares de rotacion unidos a otro intermedio cuyo eje forma 90° con los
primeros es obvio que nunca podran mantener de forma permanente sus ejes
paralelos, tal y como se indicé en el apartado 4.4.2, es decir RRR=RRR. Por
tanto se obtendran permutaciones de pares de rotacion con menor nimero
de pares de ejes paralelos a los inicialmente definidos. Es decir, realizando

todas las permutaciones posibles de las configuraciones citadas, PRRRRR vy
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PRRRRR, se obtienen todas las posibles combinaciones con un nimero inferior
de pares de rotacidn de ejes paralelos, incluyendo el caso de los cinco pares de
rotacidon no paralelos.

Tres pares de rotacion con ejes paralelos entre si (por ejemplo, PRRRRR). La
combinacion de cualquiera de ellos con el par prismatico siempre definira un
par cilindrico al tener ambos, el par prismatico y el de rotacidén, ejes paralelos
(por ejemplo, PRRR se convertird en CRR). Realizando todas las permutaciones
posibles del grupo de pares de rotacion RRRRR se obtienen 8 permutaciones

posibles, RRRRR, RRRRR, RRRRR, RRRRR, RRRRR, RRRRR, RRRRR y RRRRR.

Combinando dichas permutaciones de los pares de rotacidn con un par
prismatico se obtendran todas las posibles variantes de las seis cadenas
cinematicas obtenidas permutando la cadena cinematica genérica PRRRRR.

Dos grupos de pares de rotacidn con ejes paralelos en cada grupo vy
perpendiculares entre ellos (PRRRRR). En la tabla 4.4 se recogen todas las
permutaciones de cinco pares de rotacién RRRRR, donde se muestran en rojo
y tachadas las permutaciones repetidas. En la tabla 4.5 se recogen Unicamente
las permutaciones diferentes, a modo de resumen. Combinando dichas
permutaciones de los pares de rotacidn con un par prismatico se obtendran

todas las posibles variantes de la cadena cinematica PRRRRR.
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Permutaciones de RRRRR y equivalencias

RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR
RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR=RRRRR —_—
RRRRR=RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR —_— —
RRRRR=RRRRR —_— — —
RRRRR=RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR
RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR —
RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR — _
RRRRR=RRRRR — — —_—
RRRRR=RRRRR RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR
RRRRR=RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR —_—
RRRRR=RRRRR RRRRR=RRRRR=RRRRR _ _
RRRRR=RRRRR=RRRRR —_— —_ —_

Tabla 4.4: Permutaciones de RRRRR

Resumen de permutaciones de RRRRR y equivalencias

RRRRR

RRRRR=RRRRR

RRRRR

RRRRR =RRRRR=RRRRR

RRRRR=RRRRR

RRRRR=RRRRR

RRRRR=RRRRR

RRRAR =RRRRR

Tabla 4.5: Resumen de permutaciones de RRRRR

En las tablas 4.6 y 4.7 se recogen todas las posibles variantes de la configuracion

PRRRRR y las 69 cadenas posibles utilizando pares P, R, C, U y S que se obtienen al

aplicar las simplificaciones geométricas definidas en el apartado 4.4, mostrandose en

rojo y tachadas las cadenas obtenidas anteriormente en dichas tablas. Se ha seguido

una metodologia idéntica a la descrita en el apartado 4.4.2 para comprobar que se

han analizado todas las posibles combinaciones.
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., Cadena Variantes con .
Permutacion . s Cadenas posibles
cinematica pares RRR

PRRRRR CRS
PRRRRR PURU,CRRU
PRRRRR PSRR,CURR
PRRRRR CUU,CSR,ERS,PRSR,PRRS,PRUU

1 PRRRRR PRRRRR PUS,CRS
PRRRRR PSU,CUU
PRRRRR PSRR,ESR,PUUR,CURR,PRSR
PRRRRR PSY,CUU,ESR,PUS,CRS
RPRRRR €RS
RPRRRR RCRU
RPRRRR RPURR,EYRR,RCRRR

2 RPRRRR RPRRRR ERS,RCS,EVY,E5R
RPRRRR RCS,ERS
RPRRRR €YY,RCRU
RPRRRR €SR,EURR,RCUR,RPSR
RPRRRR €SR,RCES, €U, ERS
RRPRRR RES,RRCU
RRPRRR UCU,RERY
RRPRRR UCRR

3 RRPRRR RRPRRR RES,RRCU
RRPRRR UPS,UCU,RES
RRPRRR UCU,RERY
RRPRRR UPUR,REYR,UCRR
RRPRRR UPS,UCU,RCS

Tabla 4.6: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PRRRRR (primer grupo)
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Permutacion .Cade’n? Variantes con Cadenas posibles
cinematica pares RRR

RRRPRR RREY
RRRPRR Ycy,URCR
RRRPRR SCR,UERR
RRRPRR RUPU,RRCY,RUCR

4 RRRPRR RRRPRR Y€y, URPU,URCR
RRRPRR SPU,Y€Y,SCR
RRRPRR e e
RRRPRR ShULUC SCR
RRRRPR RRUPR,RRRCR,RRUC
RRRRPR YRER
RRRRPR SCR,SRC
RRRRPR RSC,RSPR,RUCR

5 RRRRPR RRRRPR UUC,URCR
RRRRPR SER,SRC,SRPR
RRRRPR UUGSRE,SER,UUPR,SRPR,RSE,RSPR
RRRRPR SRE,UUC,RSE,SRPR,UUPR,RSPR
RRRRRP RRSP,RRUC
RRRRRP URUP,URRC
RRRRRP SRC
RRRRRP RSE,RRSP,RUUP,RRUC,RSRP

6 RRRRRP —
RRRRRP "y€,uUSspP
RRRRRP SUP,RUUP,SRE
RRRRRP SRE,HUC RSC,SRRP,UURP,RSRP
RRRRRP SUR USSP UUC EPC PSC PERD

Tabla 4.7: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PRRRRR (segundo grupo)

En las tablas 4.8 y 4.9 se recogen todas las posibles variantes de la configuracion

PRRRRR y las 40 nuevas cadenas posibles utilizando pares P, R, C, U y S que se

obtienen al aplicar las simplificaciones geométricas definidas en el apartado 4.4,

mostrandose en rojo y tachadas las cadenas obtenidas anteriormente en dichas

tablas. Asimismo, se muestran en color verde y tachado las cadenas ya contempladas

en las tablas 4.6 y 4.7 (combinaciones posibles de cadenas cinematicas PRRRRR).

Adicionalmente, se ha seguido una metodologia idéntica a la descrita en el apartado

4.4.2 para comprobar que se han analizado todas las posibles combinaciones.
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Permutacion .Cade’n.a Variantes con pares Cadenas posibles
cinematica RRRR

PRRRRR PRUU,CUU
PRRRRR PRER,CER
PRRRRR PUUR,CRUR
PRRRRR PRRS,ERS,PRSR, SR, PRUY,EUY

1 PRRRRR PRRRRR PUUR,RUS,CRS
PRRRRR pEL cUd
PRRRRR PSRR,PRSR,CSR
PRRRRR PUS, RPSU.CUY,CRS,CSR
RPRRRR RPUU,CYL,RCRU
RPRRRR RPSR,CSR,RCUR
RPRRRR RPRUR,CRLYR,RCUR
RPRRRR RPRS,CRS,RES,RRSR, CSR,RPUU, LU

2 RPRRRR RPRRRR RPRS,RES,ERS
RPRRRR RPUU,CYY, RCRY
RPRRRR RPSR,CSR,RPSR,RCUR
RPRRRR RPUU,RPRS,RRSR,CUY,CRS,CSR,RECS
RRPRRR RRPRU,RERY,RRCU
RRPRRR RRPUR,RELYR,RRCRR
RRPRRR UPUR,REUR,UCRR
RRPRRR RRPS,RRCY,RES

3 RRPRRR RRPRRR UPS.ACS.UCU
RRPRRR UPRU,Y€Y,RCRY
RRPRRR URUR,UCRR,REUR
RRPRRR HRe pcs ucy

Tabla 4.8: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PRRRRR (primer grupo)

103




Metodologia General de Analisis y Sintesis de Manipuladores Paralelos

Permutacion .Cade’n.a Variantes con pares Cadenas posibles
cinematica RRRR

RRRPRR RUPU,RUCR,RREY
RRRPRR RUPRR,RUCR,RRCRR
RRRPRR URPRR,URCR,YERR
RRRPRR RUPY, RUCR,RREY

4 RRRPRR RRRPRR URPU URERUCY
RRRPRR SPY,SCR,UCY
RRRPRR SPRR,SER,UERR
RRRPRR SPU,SCR,UCY
RRRRPR RURPR,RURC,RHER
RRRRPR PERRREC,PLULE
RRRRPR UUPR,UUC,URER
RRRRPR RSPR,RSC,RUCR

5 RRRRPR RRRRPR UUPR UUC.ORCR
RRRRPR ERPR,ERC,SCR
RRRRPR SRPR,RSPR,SRE,RSE,UUPR,UUC
RRRRPR PECERC RPERR SRPR LUC ULUIPR SR
RRRRRP RUUP,RURE
RRRRRP RURRP,RRURP,RURE,RRUC
RRRRRP UURP, QL€
RRRRRP RRSP,RSRP,RSC,RUUP

6 RRRRRP RRRRRP USP,UUC UURR
RRRRRP SURERC
RRRRRP SRRP,SRC,RSRP,RSC
RRRRRP HER SUR RPSC SpC LILIC

Tabla 4.9: Cadenas posibles a partir de las permutaciones PRRRRR (segundo grupo)

4.4.4. Cadenas Cinematicas RRRRRR

En este caso Unicamente existe una posible combinacién de pares cinematicos ya que

los seis pares son de rotacién. Ahora bien, teniendo en cuenta los criterios

geométricos que se han definido en el apartado 4.4, podemos obtener combinaciones

adicionales. Dado que la cadena cinematica tiene seis pares de rotacion es necesario

gue dichos pares de rotacion se combinen de tal forma que proporcionen los tres

grados de libertad de traslacion y los tres de rotacion. Teniendo en cuenta que todos

los pares de rotacién adyacentes forman 0° 6 90° entre si, Unicamente pueden darse

dos situaciones con un maximo de ejes de rotacion paralelos:
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— Tres grupos formados cada uno por dos pares de rotacidn con ejes paralelos entre
siy perpendiculares a los ejes del grupo o grupos adyacentes.

— Tres pares de rotacion con ejes de paralelos entre si, otros dos pares con ejes
también paralelos entre si y perpendiculares al primer grupo de pares y un sexto

par de rotacidon con eje perpendicular a todos los anteriores.

Utilizando la notacién indicada en el apartado 4.4, un grupo de pares de rotacién de
ejes paralelos los indicaremos con un subrayado, otro grupo de ejes paralelos con
cursiva y un tercero lo indicaremos con negrita. Teniendo en cuenta los criterios
geométricos que se han definido en el apartado 4.4, ademas de las combinaciones
definidas en los apartados 4.4.1. 4.4.2 y 4.4.3 anteriores, podemos obtener

combinaciones adicionales tales como:

1. Dos pares de rotacion unidos a otro intermedio cuyo eje forma 90° con los
primeros es obvio que nunca podran mantener de forma permanente sus ejes
paralelos, tal y como se indicé en el apartado 4.4.2, es decir RRR=RRR. Por
tanto se obtendran permutaciones de pares de rotacion con menor numero
de pares de ejes paralelos a los inicialmente definidos. Es decir, realizando
todas las permutaciones posibles de las configuraciones citadas, RRRRRR y
RRRRRR, se obtienen todas las posibles permutaciones con un niumero inferior
de pares de rotacion de ejes paralelos, incluyendo el caso de los seis pares de
rotacidon no paralelos.

2. En caso de que dos pares de rotacion unidos por un mismo elemento formen
90° entre si, de acuerdo a las simplificaciones geométricas del apartado 4.4
constituiran una junta cardan y si son tres pares de rotacién con ejes

perpendiculares con el adyacente formaran una rétula esférica.

También son de aplicacion los comentarios realizados en los apartados 4.4.1, 4.4.2 y

4.4.3 anteriores.

En la tabla 4.10 adjunta se muestran todas las posibles permutaciones de la cadena
cinematica RRRRRR formada por tres grupos de dos pares de rotacidon con ejes
paralelos entre si y perpendiculares a los ejes de los grupos adyacentes. Con el fin de

obtenerlas, en la columna de la izquierda de dicha tabla se muestran todas las
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permutaciones posibles de los grupos de pares de rotacion RRRR, 6 permutaciones,
gue quedan reducidas a tres casos, teniendo en cuenta las simplificaciones
geométricas comentadas anteriormente. Dichas permutaciones de RRRR son a su vez
combinadas con el grupo de pares de rotacion RR. En rojo y tachadas se indican
aquellos casos que se repiten en la propia tabla 4.10, quedando finalmente 10
permutaciones diferentes que se analizardn posteriormente. En la tabla 4.11 se

recogen dichas 10 permutaciones a modo de resumen.

Permutaciones de RRRRRR y equivalencias
RRRRRR RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR= RRRRRR= RRRRRR=
— =RRRRRR RRRRRR RRRRRR RRRRRR
RRRRRR= RRRRRR=
BRAAII=TIRRAS = g iy —
— - RRRRRR=RRRRRR RRRRRR RRRRRR=RRRRRR
RRRR=RRRR | RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=
=RRRRRR =RRRRRR RRRRRR
BRARRE=FLRRER | BRERER=RRRRRR E— E— —
— __ — —_— —
=ERRERE
ERRERR= ERRRRR=
RRRRRR=RRRARR | RRRRRR=RRRRRR | "~ = -
RRR=RR R RRR | RRRRR RRRRRR=RRRRRR RRRRRR
RRRRRR=
BREREF=RRRRAR | RRRRRF=RRRERR PERRRE=PRRERE
RRRR=RRRR [—— — — — iiiiaiaia B S —
_RRRR RRRRRR=
= RRRRRR=RRRARR | RRRRRR=RRRRRR — —
— - - RRRRRR
PRERRR=RRERRE
RRRR RRRRRR=RRRRRR | ——— )
=RRRRRR T
RRRRRR=RRRRRR S —_— -
BRRERR= ERRRRE=
LRRRRRR=RRRERE | RRERRR=RPRRRER PRRRRR=RRRRRR
— BERRERE PREREE
PRERRP=
PRPREP=RRRRRE | RRRERE=RPRRRER PERRRE=RRRERE
RRRR=RRRR — PR
=RRRR B B RRRRER=
— BERRERE
RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR | —— — —
RRRRRR=RRRRRR S - _ —

Tabla 4.10: Permutaciones de RRRRRR
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Resumen de permutaciones de RRRRRR y equivalencias

RRRRRR=RRRRRR= | RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR | NeRRRR=

RRRRAR RRRRRR RRRRRR

RRRR=RRRR

RRRRRR= | oo eor-pRRRRR | TREFRR=RRRRRR

RRRRRR _RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR | ——

RRRR=RRRR | RRRRRR=
=RRRR | RRRRRR

Tabla 4.11: Resumen de permutaciones de RRRRRR

Asimismo, en la tabla 4.12 adjunta se muestran todas las posibles permutaciones de la
cadena cinemdtica RRRRRR formada por tres pares de rotaciéon con ejes de paralelos
entre si, otros dos pares con ejes también paralelos entre si y perpendiculares al
primer grupo de pares y un sexto par de rotacion con eje perpendicular al grupo de
pares adyacente. Con el fin de obtenerlas, en la columna de la izquierda de dicha tabla
se muestran todas las permutaciones posibles de los grupos de pares de rotacién RRR,
tres combinaciones, a las que se aplican las simplificaciones geométricas comentadas
anteriormente. Dichas permutaciones son a su vez combinadas con el grupo de pares
de rotacion RRR. En rojo y tachadas se indican aquellas combinaciones que se repiten
en la propia tabla 4.12 y en verde y tachadas aquellas permutaciones ya recogidas en
la tabla 4.11 anterior, quedando finalmente 16 casos diferentes que se analizardn
posteriormente. En la tabla 4.13 se recogen dichas 16 permutaciones a modo de

resumen.
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Permutaciones de RRRRRR y equivalencias

BRRRRE= | PRRRAP=
PR AR RE=PRRPRRE = — i B
RRRRR RRRRRR=RR RRRRRR=RRRRRR AR AR
RRRRRR=RRRRRR= RRRRRR= RRRRRR=
RRRRRR=RRRRRR | RARARR=RRRRRR RRRRRR RRRRRR= | "o RRRRR
RRR — RRRRRR —
RRRRRR=
RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR | RRRRRR=
PREERE
RRRRRR=RRRRRR= RRARRR= | RRRRRR=
- — — AP RRER=PRRPRRE i i
AR RRRRRR RRRR RR RR
BRRPRREE= | PRERRP=
PRPREER=PEPRERE | PREREP=RPRERERE | i B
RRRRRR - = — - - PRERRE | BRERRE
RRRRRR= | RRRRRR=
PRPRPER=PPPREE | RRRERR=RRPRPREER | RRERERP=PRRERR
- - - - = = - - PRPRREE | BRRRERE
RRR=RRR —
PRPRPER=RERPRERE | PRERRR=RERERE —
RRRRRR RRRRR=RRR RRRRER=RRR RRRRRR RRRRRR
BRRERE= | PRRRRR=
RRRRRR=RRRRRR RRRRRR=RRRRRR | =" |
- = - RRRRRR - = - PRERRE | BREREE
RRRRRR= | RRRRRR=
= PRPRRR=PRPRPRE | — i B
RRRRRR RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RR RRRRRR | RRRRRR
RRRRAR=RRRRAR= RRARAR= | S0
P B -
- = = PRRPREE - - PRRREE —
RRR — RRRRRR
PRERRE= | BRRRER=
PRRERE=RRERRE | RREREER=RRREEE R R
RERRAR - = - - - PRRPRER | BRRERE
PRERER= | BREERR=
PR B | o e
- - RRRERR - - PRRRRE | RRERRE
Tabla 4.12: Permutaciones de RRRRRR
Resumen de permutaciones de RRRRRR y equivalencias
RRRRRR=RRRRRR= | RRRRRR=
AR RRRRR RRRRRR=RRRRRR RRRRRR RRRRRR | ——
RRRRRR=RRRRRR RRRRRR RRRRRR
RRR=RRR RRRRRR RRRRRR RRRRRR
RRRRRR=
RRR RRRRR RRRRRR=RRRRRR | RRRRRR=RRRRRR RRRRAR RRRRRR
RRRRRR _— e

Tabla 4.13: Resumen de permutaciones de RRRRRR (excluidas las contempladas en 4.11)

En las tablas 4.14 y 4.15 que se presentan a continuacion, se muestran todas las

posibles permutaciones de las configuraciones RRRRRR y RRRRRR estudiadas
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anteriormente y las 24 posibles cadenas diferentes de pares R, U y S que se obtienen
al aplicar las simplificaciones geométricas definidas en el apartado 4.4, mostrandose
en rojo y tachadas aquellas cadenas que ya han aparecido recogida en la misma tabla.
Adicionalmente, en la tabla 4.15 aparecen en color verde y tachadas las cadenas ya
contempladas en la tabla 4.14. En la tabla 4.14 no aparece la configuracion de cadena
cinematica SS ya que realmente no proporciona seis GDL, tal y como se ha indicado en
el apartado 4.4. Lo mismo sucede con las cadenas cinemdticas SRRR y RRRS que
Unicamente definen tres GDL de rotacion y dos de traslacién, por lo que tampoco se

recogen en la tabla 4.15.

cinﬁ::fa’:iaca Variantes de RRRRRR Cadenas posibles
RRRRRR RUUR
RRRRRR RSU
RRRRRR USR
RRRRRR uuu
RRRRRR RSY,RUS,RRSR

RRRRRR — — —

RRRRRR UUU,URS,YSR
RRRRRR SRU,UUU,RSY
RRRRRR SUR,YSR,RSRR
RRRRRR UUU,SUR,SRU,RUS,URS,USR,RSY
RRRRRR SUR,SRU,RUS,URS

Tabla 4.14: Combinaciones posibles de cadenas cinematicas RRRRRR
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ci::dmeér:?ca Variantes de RRRRRR Cadenas posibles

RRRRRR RRUU
RRRRRR RURU
RRRRRR RSRR
RRRRRR YRS
RRRRRR RUUR
RRRRRR oy
RRRRRR Usk
RRRRRR RRUU,RRSR

RRRRRR RRRRRR T
RRRRRR UURR,RSRR
RRRRRR RRSR
RRRRRR URUR
RRRRRR UURR
RRRRRR RSRR RR
RRRRRR RSY
RRRRRR SUR

Tabla 4.15: Combinaciones posibles de cadenas cinematicas RRRRRR

4.4.5. Resumen de Cadenas Cinematicas de 6 GDL

Tal y como se recoge en el apartado 4.4, a partir de las 4 agrupaciones de pares
prismaticos y de rotacion de 6 GDL, PPPRRR, PPRRRR, PRRRRR y RRRRRR, aplicando
una serie de criterios y simplificaciones geométricas recogidas en dicho apartado 4.4,
se obtienen 347 posibles cadenas, recogidas en los apartados 4.4.1, 4.4.2, 443 y
4.4.4.

Es evidente que, si se considera necesario incluir en esta selecciéon de cadenas,
aquellas que contienen los pares clase | (P y R) desgajados, basta con afadir a la lista
de 347 cadenas, todas las cadenas recogidas en la columna “Variantes de...” en las
tablas 4.1 a 4.15. Asimismo, se pueden generar cadenas intermedias entre las
formadas Unicamente por pares P y R y las 347 obtenidas con las simplificaciones del
apartado 4.4, aplicando de forma parcial dichas simplificaciones (por ejemplo, la

cadena RRRUP, que se transforma en SUP con las simplificaciones del apartado 4.4).

En este apartado se van a clasificar dichas 347 cadenas en funcién de la tipologia del

par cinematico de union a la plataforma fija (R, P, C, U y S) y del nimero de pares
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prismaticos y de rotacion de la cadena genérica (3P3R, 2P4R, 1P5R y 6R) a partir de la
cual se obtuvieron. Se ha seleccionado este criterio para clasificar las cadenas
obtenidas, dado que un elemento de decisién importante en la seleccion de la cadena
a emplear es el accionamiento, y lo recomendable es que dicho accionamiento esté

unido a la plataforma fija para minimizar el peso de la estructura movil.

En las tablas 4.16, 4.17 y 4.18 se recogen las posibles cadenas cinematicas obtenidas
aplicando los criterios y simplificaciones recogidas en los apartados anteriores,
clasificadas segun el par de union de la cadena a la plataforma fija. Asi, en la tabla 4.16
se recogen todas las cadenas obtenidas que se conectan a la plataforma fija con un
par R. En la tabla 4.17 se recogen las cadenas que se conectan a la plataforma fija con
un par P o un par C. Finalmente, en la tabla 4.18 se recogen las cadenas con pares U 6

S conectados a la plataforma fija.
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Par de
union _Cade’n_as Cadenas Cinematicas Cadenas Cinematicas _Cade’n?s
plataforma Cinematicas 2PaR 1P5R Cinematicas
. 3P3R 6R
fija
RCCP RCCR,RCCR,RCCR,RCCR | RCRRR RRSR
RCPC RCPU,RCPU,RCPU RCRU,RCRU,RCRU RRUU,RRUU
RCPPR RCRC,RCRC,RCRC,RCRC |RCS,RCS RSRR
RCPRP RCPRR,RCPRR RCUR,RCUR RCUR RSU
RCRPR,RCRPR,RCRPR,
RCRPP RCRPR RPRS,RPRS RURU
RPCC RCRRP RPRUR RUS,RUS
RPCPR RCUP,RCUP,RCUP RPSR RUUR,RUUR
RPCRP RPCRR RPURR
RPPCR RPCU,RPCU,RPCU RPUU,RPUU,RPUU,RPUU
RPPPU RPPRU RRCRR
RPPRC RPPS RRCU,RRCU,RRCU
RPPRPR RPPUR RRPRU
RPRCR,RPRCR,RPRCR,
RPPUP RPRCR RRPS
RPRCP RPRPRR RRPUR
RPRPC RPRPU,RPRPU,RPRPU | RRRCR
RPRPPR RPRRC RRSP
ParR RPRPRP RPRRPR RRUC,RRUC,RRUC
RPUPP RPRUP RRUPR
RPSP RRURP
RPUC,RPUC,RPUC RSC
RPUPR,RPUPR,RPUPR | RSPR
RPURP RSRP
RRCC RUCR,RUCR,RUCR
RRCPR RUPRR
RRCRP RUPU,RUPU
RRPCR RURC
RRPPU RURPR
RRPRC RURRP
RRPRPR RUUP,RUUP,RUUP,RUUP
RRPUP
RSPP
RUCP
RUPC
RUPPR
RUPRP
Tabla 4.16: Cadenas con par R conectado a la plataforma fija
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Par de union .Cadep?s Cadenas Cinematicas Cadenas Cinematicas
plataforma | Cinematicas 2PAR 1P5R

fija 3P3R
PCCR PCRU PRRS
PCPU PCS PRSR
PCRC PCUR PRUU,PRUU
PCRPR PPRS PSRR
PCUP PPSR PSU
PPCU PPUU, PPUU PURU
PPPS PRCRR PUS
PPRCR PRCU, PRCU, PRCU PUUR,PUUR,PUUR
PPRPU PRPRU
PPSP PRPS
PPUC PRPUR
PPUPR PRRCR

Par P PRCC PRRPU
PRCPR PRSP
PRCRP PRUC
PRPCR PRUPR
PRPPU PSC
PRPRC PSPR
PRPRPR PSRP
PRPUP PUCR,PUCR,PUCR
PUCP PUPRR
PUPC PUPU,PUPU
PUPPR PURC
PUPRP PURPR
PSPP PUUP,PUUP
Ccc CCRR CRRU
CCPR Ccu,ccu CRS,CRS
CCRP CPRU CRUR
CPCR CPS CSR
CPPU CPUR CURR,CURR
CPRC CRCR,CRCR,CRCR,CRCR CUU,CUU,CUU,CUU
CPRPR CRPU,CRPU,CRPU

Par C CPUP CRPRR
CRCP CRRPR
CRPC CRRC
CRPPR CRUP
CRPRP Csp
CUPP CUC,CUC,cuc

CUPR,CUPR,CUPR
CURP

Tabla 4.17: Cadenas con par P o C conectado a la plataforma fija
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Par_ fie Cadenas . ‘s Cadenas Cadenas
union . - Cadenas Cinematicas . ‘en . ‘or
plataforma Cinematicas 2PaR Cinematicas Cinematicas
.. 3P3R 1P5R 6R

fija
UCPP UCC,ucc UCRR,UCRR,UCRR | URS, URS
UPCP UCPR,UCPR,UCPR UCU,UCU,UCU,UCU |URUR
UPPC UCRP,UCRP,UCRP UPRU USR
UPPPR UPCR,UPCR,UPCR UPS UURR, UURR
UPPRP UPPRR UPUR,UPUR Uuu,uuu,uuy,uuu
UPRPP UPPU,UPPU URCR,URCR,URCR
UPRC,UPRC,UPRC URPRR
Par U UPRPR,UPRPR,UPRPR | URPU
UPRRP URRC
UPUP,UPUP URUP
URCP usP
URPC UUC,UUC ,UuUC,uuC
UUPR,UUPR,UUPR,
URPPR UUPR
URPRP UURP,UURP
UUPP,UUPP
SPPP SCP SCR,SCR SRU,SRU
SPC SPRR SUR,SUR
SPPR SPU
Par S SPRP SRC,SRC
SRPP SRPR,SRPR
SRRP
SUP

Tabla 4.18: Cadenas con par U o S conectado a la plataforma fija

Dentro de estas 347 configuraciones de cadenas cinematicas existen un grupo de
cadenas que contienen grupos UU formados por dos juntas cardan, que en algunos
casos estan conectadas de forma que los ejes de los pares de rotacién intermedios son
paralelos como es el caso de la secuencia RRRR y que, por tanto, constituyen un grupo
UU. Sin embargo el hecho de que sea un grupo UU 6 UU es irrelevante desde el punto
de vista de la sintesis estructural ya que, en ambos casos, se generan tres
movimientos independientes de rotacidn y uno de traslacién (1T3R), lo que permitiria

reducir el nUmero de cadenas a estudiar.

Una vez seleccionada la cadena cinematica o cadenas de 6 GDL que se consideran mas

adecuadas, y determinado el nUmero de cadenas cinematicas que van a componer el
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MP, se resolvera el problema de velocidades y se analizaran las velocidades de salida
de la plataforma movil en funcién de las variables de entrada. A continuacién se
procederd a analizar la multioperacionalidad y el acoplamiento de velocidades del MP

de 6 GDL con el objetivo de obtener el MP de baja movilidad objeto del estudio.

4.5. Resolucion del Problema de Velocidades del MP de 6 GDL

A continuacion se plantea el sistema de ecuaciones que permite resolver el problema
directo e inverso de velocidades del MP de 6 GDL objeto de estudio. Es decir, se
obtendra el sistema de ecuaciones que permite expresar las velocidades de la
plataforma mavil a partir de las velocidades de entrada seleccionadas. A continuacion,

se van a definir los pasos necesarios para plantear el sistema de ecuaciones:

1. Determinar la velocidad lineal del punto P, Vp, de la plataforma movil y de su
velocidad angular @ a partir de la ecuacion vectorial de cada una de las
cadenas cinemadticas que constituyen el MP objeto de estudio. Dichas
ecuaciones, qgue se muestran en el apartado 4.2, son funcion de las velocidades
angulares y lineales de los pares del MP y de los vectores unitarios de rotacion
y traslacion de dichos pares cinematicos. Por tanto, es necesario determinar las
componentes de dichos vectores para todas las cadenas cinematicas.

2. Obtener las componentes de los vectores unitarios de los pares cinematicos de
la cadena i utilizando los criterios y reglas indicados en el apartado 4.3. En el
caso de que todas las cadenas cinemadticas sean iguales, las componentes de
los vectores unitarios del resto de cadenas cinematicas que componen el MP
se obtendran aplicando la Matriz de Rotacién asociada a cada cadena respecto
de la cadena i. A continuacidn se muestran las tres Matrices basicas de
Rotacion R, x, R,y Y Ry alrededor de cada uno de los ejes X,Y,Z del sistema
de referencia, siendo @, @ y @ los angulos girados por la cadena respecto de

los ejes X,Y,Z respectivamente:

1 0 0

R,x=10 cosa -sina [4.9]

0 sina cosa

rcosep 0 sing

R,y = 0 1 0 [4.10]
[—sing 0 cose¢
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cosfd —sinf O
sin@ cos@ O
0 0 1

3. A continuacion se plantearan las ecuaciones que representan la conexién de la

Ry; = [4.11]

plataforma movil a las diferentes cadenas cinematicas. Estas ecuaciones
representan la posicion relativa de los pares cinematicos de las diferentes
cadenas que estan unidos a la plataforma moévil, que se mantiene invariable.
De esta forma se consiguen las ecuaciones necesarias para resolver el
problema de velocidades.

4. Finalmente se multiplican escalarmente las ecuaciones vectoriales
correspondientes a cada cadena por el vector unitario de la variable de entrada
gue se desee conservar, lo que permite eliminar las variables de velocidad

intermedias, tal y como se indica en el apartado 4.2.

4.6. Analisis de la Multioperacionalidad y del Acoplamiento de
Desplazamientos del MP

A partir de las ecuaciones de velocidad se pueden estudiar las relaciones y vinculos
gue permiten determinados movimientos de la plataforma moévil restringiendo ciertos
grados de libertad. En concreto se va a estudiar la posibilidad de, restringiendo alguna
de las variables de entrada del MP de 6 GDL, se obtengan MPs de baja movilidad cuya
plataforma movil realice alguno de los desplazamientos con estructura de grupo de Lie
definidos por la teoria de Grupos de Desplazamiento, tal y como se describe en el

apartado 2.2.2.

Una vez resuelto el problema de velocidades del MP de 6 GDL y obtenido de forma
explicita la expresidn de las variables de salida, p y @, en funcién de las variables de
entrada, tal y como se indica en el apartado 4.5, se estudiaran dichas expresiones con
el objetivo de ver el grado de acoplamiento o desacoplamiento entre los movimientos

de traslacién y de rotacidn de la plataforma movil.

Como se vera en los capitulos siguientes, la metodologia descrita permite, partiendo
de un MP de 6 GDL, obtener familias de MPs de baja movilidad que realicen

movimientos especificos. Si los movimientos de la plataforma movil estan
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desacoplados entre si, restringiendo una u otra variable de entrada, se conseguira un
MP de baja movilidad con diferentes desplazamientos. A fin de introducir y orientar
este analisis, se van a dar a continuacién algunas directrices y criterios necesarios para

obtener los diferentes grupos de desplazamiento con estructura de grupo de Lie.

En primer lugar, es obvio que, blogueando todas las variables de entrada, se consigue

el subgrupo de desplazamiento nulo, {I}, de dimension 0.

Ademas, si se consigue controlar cada movimiento de traslacién en una direccion
constante, actuando sobre una unica variable de entrada de forma independiente y
habiendo bloqueado el resto de entradas, se habra obtenido una familia de MP de
baja movilidad capaz de cumplir los desplazamientos de Traslaciéon {77}, {T 5V} y/o

{7 v W}, subgrupos de dimensién 1, 2 y 3 respectivamente.

Si se consigue que el movimiento de rotacidn de la plataforma movil alrededor de un
eje determinado, dependa exclusivamente de una de las variables de entrada con el
resto de entradas bloqueadas, tendremos un MP con desplazamiento Rotacional
{R A, ra} de su plataforma, subgrupo de dimension 1. En ese caso, es necesario que el
eje de rotacion sea fijo, y por tanto, bloqueando el resto de las variables de entrada,

las componentes de la velocidad angular @ de la plataforma mévil han de cumplir,
o, /o, =K1;0,/0, =K2 6 o,/w, =K3paraw, =0 [4.12]

Donde K1, K2 y K3 son constantes e independientes de la variable de entrada activa.
Como es obvio, en el caso del movimiento Rotacional las velocidades vp y @ son

perpendiculares entre si.

En el caso del movimiento Helicoidal {# 4 n, iz}, subgrupo de dimensidn 1, es necesario
qgue los puntos de la plataforma mdvil experimenten un movimiento combinado de
traslacion y rotacion alrededor de un mismo eje unitario y gobernado por una Unica
variable de entrada. Para ello, bloqueando el resto de variables de entrada, la

velocidad Vp de un punto P cualquiera de la plataforma mévil ha de ser tal que,

Vp =V, + ®xR [4.13]
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Donde Vpd es la velocidad de deslizamiento, paralela al eje del movimiento helicoidal

y R es el vector que une el punto P con el punto mas proximo del eje A del
movimiento helicoidal. La velocidad de deslizamiento es paralela a la velocidad

angular y con una proporcionalidad constante tal que,
Vpd = (h/2n) @ [4.14]

Donde h representa el paso de la hélice del movimiento. Adicionalmente, dado que el
eje A del movimiento helicoidal ha de ser fijo, se han de cumplir las ecuaciones [4.12].
Ademas, teniendo en cuenta la ecuacion [4.14], las componentes de la velocidad de

deslizamiento han de cumplir:
Vpax /Vpaz = @y /@, =K1; Vpay /Vpaz = Wy /o, =K2
6 Vpax /Vpay = @ /ey =K3paraw, =0 [4.15]

Donde K1, K2 y K3 son constantes e independientes de la variable de entrada activa,

como sucede en las ecuaciones [4.12].

Si el movimiento Rotacional {® 4 7} citado se combina con uno o varios movimientos
de Traslacion controlados cada uno por una Unica variable de entrada de forma
independiente, se conseguiran familias de MPs de baja movilidad con

desplazamientos {C a}, {Fi v}y {Xe}, de dimensidn 2, 3 y 4 respectivamente.

En el caso del movimiento Esférico {S,}, subgrupo de dimensién 3, es necesario que
ademas de tener la posibilidad de rotacion en las tres direcciones, todos los puntos de
la plataforma moévil giren alrededor de diferentes ejes que pasen por un mismo punto

fijo.

El movimiento de Traslacion Helicoidal {3 n}, de dimensidn 3, se obtiene cuando se
consigue un subgrupo que contiene dos desplazamientos de traslacion linealmente
independientes y ortogonales a un desplazamiento helicoidal de paso h (movimiento

helicoidal que cumplird las condiciones recogidas en las ecuaciones [4.15]).

Por ultimo, los desplazamientos de todo MP de 6 GDL tienen estructura de grupo

(subgrupo) de dimensidn 6, {D}.
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En los capitulos 5 y 6 siguientes se estudiaran varias aplicaciones practicas del
procedimiento descrito. En particular, en el capitulo 6 se estudiara el manipulador de
6 GDL denominado 3-CPCR, comprobandose la posibilidad de obtener un MP de baja
movilidad, el MP 1CPCR 2PPCR con movimiento Schonflies {Xe}.
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5. ANALISIS DE LA PLATAFORMA GOUGH-STEWART

En el presente capitulo se realizard el analisis de la plataforma Gough-Stewart 6-SPU
de 6 GDL, mostrada en la figura 5.1, siguiendo la metodologia descrita en el capitulo 4.
A continuacién se procederd a realizar el anadlisis de la multioperacionalidad y del
acoplamiento de los desplazamientos de la plataforma mdvil de dicho MP. Se
comprobaran los posibles desplazamientos con estructura de grupo de Lie que se
pueden obtener restringiendo alguna de las variables de entrada del MP 6-SPU,

definiendo con ello un MP de baja movilidad.

Figura 5.1: Plataforma Gough-Stewart y vectores unitarios de la cadena i
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5.1. Planteamiento del Problema de Velocidades

En primer lugar vamos a determinar la ecuacién vectorial de una cadena cinematica
cualquiera i del MP de acuerdo con la metodologia desarrollada en el capitulo 4. La
cadena genérica de la figura 4.1 se ha adaptado al caso de la cadena SPU de la
plataforma Gough-Stewart, tal y como se muestra en la figura 5.2. En dicha figura se
muestra como la rétula esférica situada en el nudo C; (los nudos H;, A, B;y C; de la
figura 4.1 son coincidentes) tiene sus tres movimientos de rotacion representados por
los vectores unitarios p; ,q; y 7;. Lo mismo sucede con los nudos D; y E; que
representan la junta cardan (de vectores unitarios de rotaciéns; y Ei) y son
coincidentes por lo que se les denominard como E; Unicamente. El nudo E; se une

directamente a la plataforma movil no siendo necesario considerar un nudo F;.

Figura 5.2: Vectores Unitarios de la cadena i de la plataforma Gough-Stewart
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i
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Figura 5.3: Magnitudes de Movimiento de la cadena i de la plataforma Gough-Stewart

La ecuacion vectorial [4.1] del apartado 4.1 quedara en este caso:

0P= OC,+ C,E, +E,P [5.1]
Siendo en esta ecuacion:
CE, = ld, [5.2]

En la ecuacioén [5.2], [; representa la magnitud del desplazamiento del par prismatico y
-

d; es el vector unitario que indica su direccion tal y como se muestra en las figuras 5.1,
5.2 y 5.3. Asimismo en dichas figuras 5.1 y 5.2 se muestran los vectores unitarios de

.z - - - o rd . . .z

rotacion p;, q;, i, S; Y t;, representativos de los cinco pares de rotacidn representados
en la figura 5.2 y que constituyen la rotula esférica y la junta cardan. Dichos vectores
llevan asociados los angulos correspondientes de la figura 5.3, «;, 5, Y 9, Y ¥, que
representan la magnitud del angulo girado por cada uno de los pares de rotacion de la
cadena cinematica representados por los vectores unitarios de rotacion citados. Estos

giros son relativos entre los elementos que se conectan al par de rotacion.
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Como ya se indicd en el capitulo 4, notese que, en la figura 5.2, las lineas de
nacimiento de los dngulos girados por los correspondientes elementos son solidarias
con los elementos anteriores respectivos, definiendo por tanto movimientos de giro

relativos entre elementos.

A continuacién se estudiara el problema de velocidades del manipulador paralelo en
analisis. A partir de la ecuacion vectorial de la cadena cinematica se determinara la
velocidad lineal del punto P, v_p’ , de la plataforma moévil. Para ello se aplicard la ley de
derivacion de vectores en bases moéviles a dicha ecuacion vectorial, tal y como se

explica en el apartado 4.2 (ecuacién [4.3]), obteniéndose en este caso:
Uy = id; +8xCE, +®xEP [5.3]

En esta ecuacidn @ representa la velocidad angular de la plataforma movil y tiene las

componentes (@, , ®,, ®,). Las velocidades angulares de los diferentes elementos
tienen los siguientes valores:

& = dipi + ﬂiqi + Z'ri [5 4]

o= ap,+ B4, + 51+ ¢S+ it

A continuacion se van a determinar las componentes de los vectores unitarios de

rotacion y desplazamiento de la cadena numero 1. Para ello se aplicaradn las reglas

propuestas en el apartado 4.3 anterior (Ver figuras 4.3 y 4.4). A continuacion,

aplicando los pasos definidos en el apartado 4.5 obtendremos los vectores unitarios

correspondientes al resto de cadenas cinematicas del MP.

La cadena cinematica 1 se orientara respecto del sistema de referencia fijo de forma
tal que su vector unitario de rotacion p, sea paralelo al eje Y y de sentido positivo. De
acuerdo con las figuras 5.2 y 5.3 definiremos los restantes vectores de la cadena

cinematica 1:
p1 = (0,1,0) [5.5]

Dado que el vector ¢, es perpendicular al vector p;, siguiendo los pasos del apartado

4.3 (ecuacion [4.5]), se obtiene:
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Ax1Px1 + Qy1Py1 + Qz1Pz1 = 0
G+ ai+aq; =1 [5.6]
qz1 = Sinaq

Cogiendo la raiz correspondiente a la orientacion de ¢, en la figura 5.2 se obtiene,
G, = (—cosay,0,sina,) [5.7]

En la figura 5.2 los vectores ¢; y 7; son perpendiculares entre si. Observando la figura
5.3 se deduce que la componente segun el eje Y del vector 7, depende Unicamente del

angulo ,6’1, al ser p; paralelo al eje Y. Por tanto, el sistema de ecuaciones (ecuacion

[4.5]) queda:

Ax1Tx1 T Qy1Ty1 + qz1721 = 0
ra + 7”3;1 +rh =1 [5.8]

Ty = —COS f3,

A partir de [5.7] y [5.8] y tomando la raiz correspondiente a la orientacién de 7; en la

figura 5.2 se obtiene,

7y = (sina; sin 8, —cos 3, , cos a; sin ) [5.9]

- -
A continuacion se van a determinar las componentes del vector d;. El vector d; es un
vector unitario perpendicular al vector 7, lo que permite plantear dos de las tres
ecuaciones necesarias. La tercera ecuacion esta basada en la geometria de la figuras

5.2 y 5.3, tal y como se ha realizado en la ecuacién [4.5]. Observando la figura 5.3 se

deduce que la componente segun el eje Y del vector d; no depende del angulo a4, al

ser p, paralelo al eje Y. Finalmente, el sistema de ecuaciones queda,

Te1dyx1 + Tyldyl +7,d, =0
dy +d3 +dz; =1 [5.10]

dy; =sin S, siny,
R
Cogiendo la raiz correspondiente a la orientacion de d; en la figura 5.2 se obtiene,

dyy = —COSa; Cos y, — sinay cos f3, sin y;
dy, = —smﬂ1 sin y; [5.11]
d, = sina, cos y; — cosa; cos f; siny,
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Con estos vectores es suficiente para analizar el problema de velocidades. Los
vectores 5, y t; se pueden obtener de forma similar a la utilizada anteriormente. A
continuacion se han de obtener los vectores de las cadenas cinematicas 2, 3,4, 5y 6.
Para ello aplicaremos las matrices basicas de rotacidn recogidas en el apartado 4.5. En
el caso de la plataforma Gough-Stewart mostrada en la figura 5.1, las cadenas
cinematicas estan dispuestas de manera uniforme alrededor del eje Z, formando 7 /3
entre si. Por tanto la matriz de transformacion, (ecuacion [4.11]), a aplicar a los

vectores de la cadena 1 para obtener las otras cadenas sera:

sin@ cos@ O
0 0 1

R,; = [5.12]

cosfd —sind 0]

Donde #= m/3 para la cadena 2, = 2 /3 para la cadena 3, &= m para la cadena

4, 8= 4m/3 paralacadena5y @= 5m/3 para la cadena 6.

Los vectores p;, 4;, 7; ¥ &)i para las cadenas cinematicas 2 a 6 se obtienen aplicando a
los vectores de la cadena cinematica 1 ([5.5], [5.7], [5.9] y [5.11]) las transformaciones

de la ecuacidn [5.12]. Por tanto, los vectores de cada cadena cinematica seran,
ﬁl = (0,1,0)

Dy = (— sin%,cos%,O)

R o2 21
D3 = (—sm—,cos—,O)

3 3
ﬁ4—=(01_110)
. _( C 4m 4 0)
Ps = sin 3 ,COS 3

_)_( 5w 5770)
Pe = | —sin—-,cos =,

G, = (—cosay,0,sina,)

- 7T . 7T .
q, = (— cos 7 Cos @z, —sincosay , sin az)
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R 21 o 2m .
qz = —cos?cos a3,—51n?cos as ,sinas

qs = (cosay,0,sinay,)

4n 4r _
— CoS 3 CoS a5, —sin 3 cos as ,sin as

R 5n 5w .

Ge = | —cos—-cosa,, —sin—-cos g ,sindg
- . . .
71 = (sina, sin f,, —cos B, , cos a; sin f,)

T . . LT
cossina; sin B, +sin 3 COS b,

. LT, . s
7, = | singsina;sin B, —cos 3 COs ﬂz/
cos a, sin f3,

2
cosTsm a3 sin S, +sm cos,B
R . 2T . . 27T
7y = | sin—g-sinas sin 8, — cos 3 cosﬁ3/

cos a3 sin f3,

—sina, sin g,

7, = cos f,
Cos a4 Sin f3,

4
/c 22 sin as sin f; +sin —3 Cos B
. . 4
o = ksm sin as sin S, — cos —3-cos B
cos a sin f;
S
cos = sin g sin S, +sin —- 3 Cos S,
R . . St
7 = sm " sin e sin S, — cos =3 cos B
oS Qg Sin f,
—COS a4 €os y, — sinay cos B sin y;
d, = —sin £, sin y;
sina; cos y; — cosay cos S sin y;
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T T . . +sin si .
€OS 73 COS @3 COS 7, — COS 3 sina, CoOs B, siny, + sin 3 sin B, siny,

- LT LT : T :
d, = sinz cos a, €os y, — sinz sina, cos f3, sin y, — cosz sin 3, sin y,

sina, cos y, — cos a, cos 3, sin ,

2T 2T . .2 . .
/— COS —3-COS @3 COS y; — COS—-sina; cos ﬂ3 siny, + sin—- sin ﬂ3 sin 7/3\
5 . 2T . 2T ) 2T . }
dy = | —Sin—3-cosazcos y, — sin—sin a; cos ﬂ3 sin y, — cos - sin ,[7’3 sin ,

sin a3 cos y, — cos a3 cos B, sin A

cos ay cos y, + sinay, cos B, sin y,
5

di, = . .
4 =
cos = sin B, siny,

sin a4 €os y, — cOs a4 cos B, sin 7

4 T . +si 4T . .
COS —3- COS @5 COS J; — COS —3-Sin a5 cosﬂ5 sin y; + sin— smﬂ5 sin y,

5 . 4w . 4 ) 4T )
ds = sin—3-cos a5 cos y; — sin—3-sinas cosﬂ5 sin y, — cos— sm,[)’5 sin

sin as cos y, — €os a5 cos B sin Vs

51 5t . . +si 5m . )
COS 3~ COS g COS 7, — COS —3-sinag cosﬂ6 siny, + sin— smﬂ6 sin y,

5 . 51 . 5w ., ) 5t . }
dg = sin=3-cos ag Cos y, — sin—3-sin e cos 3, sin Yo — COS=3 sin f, sin Y

sin ag €os 7, — €os aq COs 3, sin g, /

5.2. Resolucion del Problema de Velocidades

A continuacién se van a determinar las matrices Jacobianas del problema de
velocidades de la plataforma 6-SPU donde el par prismatico P es el par actuado. Por

tanto, las variables de entrada a considerar son las [; que miden el desplazamiento

asociado al par prismatico C,E, = li&)i mostrado en las figuras 5.1y 5.2.

Multiplicando la ecuacién vectorial de v, , ecuacidn [5.3] definida en el apartado 5.1,

escalarmente por el vector c?i, se obtiene,
di vy =1li(d;-dp) +d; - (ExCE) +d; - (6% EP) [5.13]

Donde &; y @ son las velocidades angulares de los diferentes elementos mostradas en

[5.4].
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Reordenando los productos mixtos y eliminando los términos nulos las ecuaciones

guedan,
d; -7y + (d; xEP) B =1 [5.14]
El sistema de ecuaciones queda,

r . > T > — 5 TH
(dy) (dyxE.P)

2T 5 — T 1,
(dz) (dz X Ezp) l'l
(ds)" (dsxEP) |5 i
X
R [”j] =] [5.15]
(do) (dyaxEP) |1 La
2T ,5 — T l
(ds) (dS X Esp) li
- T - — T -7
—(d6) (d6 X E6P) |
Donde la matriz Jacobiana del problema directo es,
- 5> T N — . TH
(dl) (dl X Elp)
5T ,5 — T
(dy) (d,xE,P)
5T ,5 — T
o |(ds)  (dsxE;P)
G — 5 T 5 _ .. T [5-16]
(d4) (d4_ X E4P)
5T ,5 — T
(ds) (d5 X E5P)
5T ,5 — T
(dg) (dg xE¢P) |
Y la matriz Jacobiana del problema inverso es la matriz unidad,
Jo =1 [5.17]

5.3. Analisis de la Multioperacionalidad

En el Anexo 1 se recoge el calculo de la matriz inversa de la matriz Jacobiana J2 , con
el fin de obtener de forma explicita la expresién de las velocidades de la plataforma

movil, Up y @, en funcién de las variables de entrada, ;. Por tanto,
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- > T - — 5. TH
(dy) (dyxE.P)

> T - ——\T [1; ] 1]

(dz) (dz X Ezp) ll l1

LT e —1| |2 2

7] = | (), L BR |y 518)

@ i i, xE.P L !

(d4) (d4 X E4P) A A
> T - ——\T ! l

(ds) (ds X E5P) 15 15

L g -L6-

> T - ——\T
—(d6) (d6 X E6P) i

Observando que los términos de (J2)~1, mostrados en el anexo 1, son de forma
general distintos de cero se concluye que todos los movimientos de traslacion y
rotacion de la plataforma estan acoplados entre si. El elevado grado de acoplamiento

dificulta el analisis de multioperabilidad del MP en estudio.

Por ello, para determinar la tipologia de movimientos de la plataforma movil que es
posible conseguir restringiendo las variables de entrada, [;, se va a recurrir a un
analisis de caracter geométrico a partir de la figura 5.1. Si se bloquea la entrada por el

par prismatico, [;, se elimina un grado de libertad de traslacién de la plataforma, el

correspondiente a la direccién czl-. Es decir, el elemento terminal de la cadena
cinemdtica SU tiene tres grados de libertad de rotacion y dos de traslacion.
Restringiendo el movimiento del par prismatico de otra cadena se restringe otro grado
de libertad de traslacion y por tanto la plataforma movil tendra restringidos los dos

grados de libertad de traslaciéon contenidos en el plano definido por los dos vectores

S
unitarios de traslacion, d;, de ambas cadenas cinemadticas. Si se restringe el
movimiento del par prismatico de una tercera cadena, la plataforma moévil tendrd
Unicamente tres grados de libertad de rotacion. Este analisis geométrico se muestra

graficamente en la figura 5.4 adjunta. En dicha figura se han restringido los pares

prismaticos de las cadenas cinematicas 1, 2 y 3. Los vectores de traslacion cfl y c?z,
correspondientes a las cadenas cinematicas 1y 2, definen el plano, en el que quedan
impedidos dos movimientos de traslacion y los vectores &)2 y &)3 definen otro plano en
el que también estd impedido el tercer movimiento de traslacion, con lo que quedan

impedidos los tres grados de libertad de traslacién de la plataforma.
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Figura 5.4: Plataforma Gough-Stewart. Analisis geométrico restricciones de GDL de
traslacion

A continuacién se analizaran los desplazamientos con estructura de grupo de Lie (ver
apartado 2.2.2) que es posible conseguir restringiendo alguna variable de entrada de

la plataforma de Gough-Stewart, definiendo un MP de baja movilidad.

Descontando la trivialidad de que para conseguir el grupo de desplazamiento nulo, {1}
de dimension 0, hay que restringir las seis entradas; y teniendo en cuenta que al
restringir las variables de entrada, en primer lugar desaparecen los movimientos de
traslacion, el Unico desplazamiento de dimension 1 con estructura de grupo que se
puede conseguir es el Movimiento Rotacional {®a, iz} con el MP 5-SU 1-SPU. Ahora
bien, es necesario sefialar que el Movimiento Rotacional {®a, i3} ha de tener como eje
de rotacién un eje que permanezca constante con la variacion de la variable de
entrada (ecuaciones [4.12]). Este movimiento no se consigue con las construcciones
tradicionales de la plataforma Gough-Stewart como la mostrada en la figura 5.1, sino
gue es necesario arquitecturas especificas del MP 6-SPU. En la figura 5.5, se muestra
una construcciéon del MP 6-SPU donde el punto de corte de los ejes de las juntas
cardan de unidn a la plataforma mdvil de cinco de las cadenas cinematicas estan

alineados.
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Figura 5.5: Manipulador Paralelo 6-SPU

Esto permite que, bloqueando los actuadores de dichas cinco cadenas cinematicas con
juntas cardan alineadas del MP de la figura 5.5, la plataforma moévil gire alrededor del
eje A al actuar el actuador de la sexta cadena, tal y como se muestra en la figura 5.6.
Dicho eje A mantiene su posicién y orientacion constante. De esta forma, se consigue
el movimiento de dimensidon 1 correspondiente al Movimiento Rotacional {Ra =},

materializado por el MP 5-SU 1-SPU de la figura 5.6.

Figura 5.6: Manipulador Paralelo 5-SU 1-SPU
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Dado que no hay desplazamientos con estructura de grupo de dimensién 2 con dos
rotaciones, el siguiente a considerar es el desplazamiento de dimension 3
correspondiente al Movimiento Esférico {S,}, con el MP 3-SU 3-SPU. Adicionalmente,
el Movimiento Esférico {S,} requiere que, ademas de tener tres GDL de rotacion, el
movimiento de la plataforma movil se desarrolle sobre una superficie esférica con un
centro fijo. Este movimiento tampoco se consigue con las construcciones tradicionales
de la plataforma Gough-Stewart como la mostrada en la figura 5.1, sino que es
necesario arquitecturas especificas del MP 6-SPU. Por ejemplo, en la figura 5.7 se
muestra el manipulador MP 3-SU 3-SPU, en el que ya se han bloqueado los actuadores
correspondientes a tres cadenas cinematicas. Este MP es equivalente al MP de
orientacién espacial, 3-SPU 1S. Actuando sobre los tres actuadores restantes, la
plataforma movil gira alrededor de tres ejes linealmente independientes pasantes por

el punto O.

Figura 5.7: Manipulador Paralelo 3-SU 3-SPU

Finalmente se tiene el grupo de desplazamiento de dimensién 6 correspondiente al

Desplazamiento general {D} de 6 GDL, con el MP 6-SPU.
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5.4. Problema de Velocidades con Variables Angulares de
Entrada

Como un ejercicio tedrico y con el objetivo de mostrar la versatilidad del
procedimiento propuesto, se va a analizar el problema de velocidades del MP 6-SPU
considerando como variable de entrada el angulo «; correspondiente al par de
rotacidn de vector unitario p;. Dicho par de rotacidn es ficticio no es una variable real,
ya que en el nudo C; hay una rétula esférica. Pero a efectos del presente ejercicio, se
considerara que, en el nudo C, hay tres pares de rotacion linealmente independientes
cuyos ejes se cortan en un mismo punto coincidente con dicho nudo C;, representados
por p;, q; y 7;. Para facilitar las operaciones con vectores, se van a cambiar las

orientaciones de los vectores §; y 7; de las figuras 5.1 y 5.2 de forma que 7; sea

paralelo al vector d;. Esta configuracidn es la recogida en la figura 5.8.

Figura 5.8: Vectores Unitarios de la cadena i de la plataforma Gough-Stewart con variable de
entrada o;

En la ecuacién vectorial de v, [5.3], sustituyendo &; por su valor en [5.4], se obtiene,
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U = lid; + (&uB; + Bd; + ,7i) xC.E; + ®x E;P [5.19]
En dicha ecuacion el término ;'/l?l- X ﬁ) = 0 ya que el vector 7; y el vector ?E: = ll-c?i
son paralelos, con lo que su producto vectorial es nulo. Ademas, multiplicando
escalarmente dicha ecuacién por el vector ¢;, se eliminan los términos Zi&i y
,Blcil- x C;E; por ser ambos perpendiculares a §;. Finalmente despejando Uy y @ se
obtiene,
Gi-vp + (G xEP) - &= 6,1, - (B x dp) [5.20]

Por tanto, el sistema de ecuaciones queda,

[ (G )T (G x ETP)T (1114, (P, x dy)] .
@) (@<EP) aldy (B x )| [
(@3 )T (45 XE3—P))T [V;] _ dsl3ds (2—53 * 33) =J! di [5.21]
@) @xEP) |8 |ald, (Fods)| %l T
(G ) (gs x E?P)T dslsqs - (2—55 x 35) _di_

| (ds )T (de x E?)T- | deleqy " (P x de)|

La matriz Jacobiana del problema directo es,

— 5 — T_
(571 )T (‘h X E1P)
- - —\T
(QZ )T (QZ X Ezp)
o \T o, — T
» | (@) (§sxEsP)
Jo = LN L T [5.22]
(q4 ) (Q4 X E4P)
2 NT . =T
(ds )T (4s x EsP)
5 L —\T
_(Q6) (qeerP) |

Y la matriz Jacobiana del problema inverso es,

1L,d, - (Byxdy) O 0 0 0 0

0 0 0 0 0

; 0 0 Lgi-(Bixd) 0 0 0
= 5.23
Ja 0 0 0 0 0 [5.23]

0 0 0 0 0

Es obvio que las componentes de los vectores p;, q; Y cii definidos en la figura 5.8, son

diferentes que las componentes de esos mismos vectores, calculadas en el apartado
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5.1 para la configuraciéon mostrada en las figuras 5.1 y 5.2. El enfoque aqui planteado
permite seleccionar una configuracién u otra en funcién de las necesidades vy

requerimientos del analisis.

5.5. Problema de Velocidades con Variables de Traslacion y
Angulares de Entrada

Otro planteamiento tedrico puede ser tener tres cadenas cinematicas cuya variable de

entrada sea [; que mide el desplazamiento asociado al par prismdtico ﬁ = licfl- , por
ejemplola 1, 3y la 5, y otras tres cadenas, 2, 4 y 6, cuya variable de entrada sea el
angulo ¢; correspondiente al par de rotacidn de vector unitario p;. En este caso,
dependiendo de la variable de entrada de cada cadena, se plantearda una
configuraciéon de vectores unitarios como la mostrada en la figura 5.2 o en la figura

5.8.

Por tanto el sistema de ecuaciones ser3,

T e T
(dy) (dyxEP) ) i |
- T N —\T . —l -
92 )T (G2 x EzP)T dyly Gy + (B, x dy) 0212
(ds) (dsxEsP) vp| _ l3 T A
> T N — T — | — /1 > (> &) _]l,a a [524]
(@) (GuxEP) |t@) |dalads _(p4 x d,) l_4
3N\T 3 o T l 5
(ds) (dsxEsP) L |
s \T .,  —\T Ldgleqe " (D6 x de)]
| (d6 ) (46 xEeP) |

También se puede realizar cualquier otra combinacién de variables de entrada.

En este caso la matriz Jacobiana del problema directo es,

(d) (d,*EP) |
(@) (G xE,P)
o _|(d2) (d:xEP)
@) (@xEP)
(ds < EsP)’
(El)exﬁ)T_

[5.25]

=y

4

N
QUL
w1
N— N
~

r

~
y
o)}

Y la matriz Jacobiana del problema inverso,
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1 0 0 0 0 0
0 lg,-(Brxd;) 0 0 0 0

. 1o 0 1 0 0 0 5 o6

Jia = 0 0 UGy (Baxdy) O 0 [5.26]
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 lgGs- (Pe x dg)]
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6. ANALISIS DEL MANIPULADOR PARALELO 3-CPCR

6.1. Definicion Geométrica del MP 3-CPCR

En este capitulo se va a aplicar la metodologia general desarrollada en el capitulo 4 al

analisis del MP 3-CPCR de 6 GDL para, a continuacion, proceder a realizar el analisis

de la multioperacionalidad y del acoplamiento de los desplazamientos de la

plataforma de dicho MP.

Las razones que han determinado la eleccion del 3-CPCR son:

1. Numero de cadenas cinematicas: Para que tenga rigidez espacial el nimero de

cadenas ha de estar entre tres y seis. Se elige el nimero minimo de tres ya que se

pretende desarrollar manipuladores de baja movilidad a partir del de 6 GDL.

Adicionalmente se pretende obtener un MP de construccidon lo mas sencilla

posible. Finalmente, se decide que las cadenas cinematicas sean iguales, es decir,

formadas por los mismos pares cinematicos en la misma posicion relativa.

2. Tipologia de la cadena cinematica:

a)

b)

Es importante que los accionamientos estén unidos a la plataforma fija
para minimizar el efecto de la inercia del peso en el movimiento del MP.
Dado que ademas se quieren estudiar los diferentes posibles MP de baja
movilidad que resultan de eliminar grados de libertad del MP de 6 GDL,
interesa que el par de unién a la plataforma fija sea un par cilindrico C. El
par C permite restringir tanto un grado de libertad de traslacion como de
rotacion y minimiza el efecto del peso del accionamiento.

Dado que se quiere obtener una familia de MP de baja movilidad lo mas
amplia posible, es conveniente seleccionar una cadena cinematica
formada por tres pares de rotacion y tres de traslacion (Ver capitulo 4,
tabla 4.16, 4.17 y 4.18). En las cadenas cinematicas formadas por dos

pares prismaticos y cuatro de rotacién, las formadas por un par prismatico
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y cinco de rotacién y las de seis pares de rotacion, uno o varios
desplazamientos de traslacion de la plataforma mdvil se generan a partir
de los pares de rotacion de la cadena, con lo que al menos dichos
desplazamientos de traslacién de la plataforma movil estan acoplados con
sus desplazamientos de rotacidén. Este hecho complica el analisis de la
multioperacionalidad del MP y restringe las posibilidades de obtener MP
de baja movilidad con diferente tipologia de desplazamientos.

A fin de simplificar el disefno de la plataforma movil se considera
conveniente que el par cinemdtico que une la cadena cinematica a la
plataforma movil sea el par de rotacidén, ya que es el mas sencillo de

ejecucién material.

En la tabla 4.17 del apartado 4.4.5 se muestran las diferentes configuraciones de

cadenas cinematicas de 6 GDL que cumplen los requisitos anteriores. Hay cuatro

configuraciones diferentes: CCPR, CPCR, CPRPR y CRPPR.

De estas cuatro combinaciones se selecciona la configuracién CPCR para ser objeto

de estudio. Cada cadena cinematica del MP 3-CPCR tendrd el par C actuado

conectado a la plataforma fija. El eje de dicho par C estara orientado con la direccién

de uno de los ejes de coordenadas (cada cadena segin un eje de coordenadas

diferente). Asimismo los pares unidos a un mismo elemento de la cadena cinematica

estardn orientados de forma que sus ejes formen 0° 6 90° tal y como se describe en

el capitulo 4 (Ver apartado 4.1). El MP descrito aparece representado en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Manipulador Paralelo 3-CPCR

6.2. Planteamiento del Problema de Velocidades

En la figura 6.2 se muestra el MP 3-CPCR de la figura 6.1 con los vectores unitarios de
movimiento representados en la figura 4.1 del capitulo 4, modificados para
adaptarlos al MP objeto de estudio. Los vectores d;, Bi y ¢; de traslacién representan
el desplazamiento de traslacion de los pares cilindricos de los elementos HA; y BiC; y
del par prismético del elemento AB:. Los vectores unitarios p;, §; y 7; tienen la
direccion de los ejes rotacion de los pares cilindricos correspondientes a los
elementos HA; y B,C;y del par de rotacidn situado en el nudo D;. El nudo D; se une
directamente a la plataforma mdvil, no siendo necesario considerar los nudos E;y F;

de la figura 4.1.
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Figura 6.2: Manipulador Paralelo 3-CPCR y vectores unitarios de la cadena i

En las figuras 6.3 y 6.4 se representa la cadena cinematica i del MP en estudio con la
formulacion recogida en la figura 4.1, adaptada a la cadena objeto de estudio y con la
notacion definida en la figura 6.2. En la figura 6.3 se muestran los vectores unitarios
de traslacién @;, b; y & y los vectores unitarios de rotacién p;, §; y 7. En la figura 6.4
se muestran las magnitudes lineales de traslacion g;, h; y k; y las magnitudes
angulares ¢;, ,Bi y 7; correspondientes. Como ya se indicd en el capitulo 4, notese
que, en la figura 6.4, las lineas de nacimiento de los angulos girados por los
correspondientes elementos son solidarias a los elementos anteriores respectivos,
definiendo por tanto movimientos de giro relativos entre elementos. Asimismo, es
necesario mencionar que, en las figuras 6.3 y 6.4, el nudo B; esta formado por un

codo rigido a 90°.
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Figura 6.3: Vectores Unitarios de la cadena i del MP 3-CPCR

Figura 6.4: Magnitudes de Movimiento de la cadena i del MP 3-CPCR
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La ecuacién vectorial del apartado 4.1 (ecuacion [4.1]) que define la posicion del

punto P serd por tanto en este caso,

ﬁ;= OHL+HlAl+AlBl+BlCl+ClDl+ﬁ [61]

Tal y como se muestra en la figura 6.4, los términos de dicha ecuacion seran:
[6.2]

A continuacion se va a estudiar el problema de velocidades de este manipulador. A
partir de la ecuacidon vectorial de la cadena cinematica [6.1], sustituyendo sus
términos por los valores indicados en [6.2], se determina la velocidad lineal del punto
P, v_p’, de la plataforma movil. Para ello se aplica la ley de derivacién de vectores en
bases moviles a dicha ecuacion vectorial, tal y como se explica en el apartado 4.2

(ecuacion [4.3]), obteniéndose en este caso:
Up' = gid; + oy x AB, + hyb; + k6 + T x BC, + & x CD, + ®xDP [6.3]

En la ecuacidn [6.3] @ representa la velocidad angular de la plataforma mévil y tiene
las componentes (wy, @y, @,). Las velocidades angulares de los diferentes elementos

tienen los siguientes valores:
4
Ei) = diﬁi + ﬂizii [64]

A continuacidn se van a determinar las componentes de los vectores unitarios. Para
ello se aplicardn las reglas propuestas en el apartado 4.3 (ver figuras 4.3 y 4.4) para
determinar los vectores unitarios de la cadena numero 1. A continuacion, aplicando
los pasos definidos en el apartado 4.5 se obtendran los vectores unitarios

correspondientes al resto de cadenas cinematicas.

Tal y como se muestra en la figura 6.5, se denominara cadena cinematica 1 a aquella
en la que el elemento que contiene el par cilindrico actuado, H;A;, es paralelo al eje

Z. La cadena cinematica 2 sera aquella en la que el elemento H,A, es paralelo al eje Y
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y finalmente, la cadena cinemdtica 3 tendrd su elemento Hs3A; orientado

paralelamente al eje X.

Figura 6.5: Numeracion Cadenas Cinematicas MP 3-CPCR

De acuerdo con las figuras 6.2, 6.3 y 6.4, se definirdn los vectores de traslacion y

rotacion de la cadena cinematica 1:
d; = p; = (0,0,1) [6.5]
Siguiendo los pasos del apartado 4.3 (ecuacidn [4.5]), el vector Bl es perpendicular al
vector p;. Por tanto:
bx1Px1 + by1Dy1 + bz1pz1 =0

by + by +bZ =1 [6.6]
by, = sina,
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R
Tomando la raiz correspondiente a la orientacion de b; en las figuras 6.2 y 6.3 se

obtiene,
1_51 = (cos ay,sinaq,0) [6.7]

Asimismo, para obtener las componentes de los vectores ¢; y ¢; se aplicaran las
reglas del apartado 4.3 teniendo en cuenta que, de acuerdo con la geometria

mostrada en las figuras 6.2 y 6.3, son paralelos entre si y perpendiculares al vector de
traslaciéon 1_51 y al de rotacién p; (ecuacién [4.6]). Por tanto,
dx1bx1 + qylbyl + qz1b; =0

Gt au+an=1 [6.8]
dx1Px1 T Ay1Py1 + 4z1P21 =0

El mismo resultado que resolviendo el sistema de ecuaciones [6.8] se obtiene, tal y

como se indica en el apartado 4.3 (ecuacion [4.6]), realizando el producto vectorial:

l
~!

~
=

€1 =¢1 =b1 Xp1 =|cosa; sina; 0= (sina;,—cosa;,0) [6.9]

o
o
Uy

A continuacién se van a determinar las componentes del vector 7;. Dicho vector 7; es
perpendicular a los vectores ¢, y ¢;. Dado que estos vectores son paralelos entre si,
una de las ecuaciones es idéntica a la otra, disponiéndose Unicamente de dos

ecuaciones:

T161+T161+T161=0
{xx y1Cy z1Cz (6.10]

2 2 2 _
e+ Tyq +ry =

Por ello es necesario introducir una ecuacién adicional. En este caso, como se
muestra en la figura 6.5, la componente segun el eje Z del vector unitario 7; depende

unicamente del valor del angulo ,6’1, por lo que la ecuacion adicional ser3,
;1 = —cos B, [6.11]

Completando el sistema de ecuaciones [6.10] con [6.11] y tomando la raiz

correspondiente a la orientacidn de 7; en las figuras 6.2 y 6.3 se obtiene,
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7y = (cos aq sin S, ,sina, sin 3, —cos f; ) [6.12]

Con estos vectores es suficiente para analizar el problema de velocidades. A
continuacion se han de obtener los vectores de las cadenas cinematicas 2, y 3. Para
ello se aplicaran las matrices basicas de rotacidon recogidas en el apartado 4.5
(ecuaciones [4.9], [4.10] y [4.11]). En el caso del MP 3-CPCR mostrado en la figura
6.5, la cadena cinematica nimero 1 estd orientada de forma que el vector d, es
paralelo al eje Z. La cadena cinematica 2 se obtiene girando la cadena 1, en primer
lugar, 180° alrededor del eje Z en sentido positivo y, a continuacién, girando 90°
alrededor del eje X en sentido negativo. Por tanto la matriz de transformacion a

aplicar a los vectores de la cadena 1 para obtener los vectores de la cadena 2,

confd=m ya=3m /2, sera,

1 cosfd —sind 0 1 0 0
R,xRy;=|0 cosa —sina sm 0 cos 0 O 1 (6.13]
0 sina cosa

La cadena 3 se obtiene girando la cadena 2 alrededor del eje Z un dngulo de 90° en
sentido positivo. Por tanto, la matriz de transformacion para la cadena 3 con

respecto de la posicion de la cadena 2, con 8= 1 /2, sera:

cosd@ —sind O 0 -1 0
Ry; =|sinf@ cos@ O0O|=|1 0 O [6.14]
0 0 1 0O 0 1

Los vectores d; P;, b;, i, i,y 7: para las cadenas cineméticas 2 y 3 se obtienen
aplicando a los vectores de la cadena cinematica 1 ([6.5], [6.7], [6.9] y [6.12]) las

transformaciones recogidas en [6.13] y en [6.14] respectivamente. Por tanto,

Q
(=Y

p1=(0,0,1)

a2 ﬁZ = (O, 1) O)

a’3 = ﬁ3 = (_1r Or 0)
1_51 = (cosay,sinaq,0)

I;z = (—cosa,,0,sina,)
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I;g = (0, —cos a3, sina3)
¢, = ¢, = (sina;,—cos ay,0)
C, =G, = (—sina,,0,—cos ay)
¢3 = gz = (0, —sinas, —cos a3)
7 = (cos a4 sin S, ,sina, sin S, —cos f; )
Ty = (—cos a, sin 3, , —cos f3,, sin a, sin ,82)
Ty = (cos B, —cos ag sin 3, sin a3 sin ﬂ3)

6.3. Resolucion del Problema de Velocidades

A continuacion se va a obtener la matriz Jacobiana del problema de velocidades de la
plataforma 3-CPCR, donde el par cilindrico C unido a la plataforma fija es el par
actuado. Por tanto, las variables de entrada a considerar son las de traslacién g; y las
de rotacidon ¢« mostradas en las figuras 6.3 y 6.4. La variable g; mide el
desplazamiento lineal asociado al par cilindrico del elemento HA; y la variable ¢;

mide el angulo girado por dicho par cilindrico.

Multiplicando la ecuacién la ecuacién vectorial de vy, ecuacion [6.3] mostrada en el
apartado anterior, escalarmente por el vector d;, se obtiene,

di"vp = gi(d; - d;) +d;- (o x AB;) + hy(@; - by) + ki(d; - ;) + dy -

(7 xB,C;) + d; - (& x C;D;) + d; - (& D,P) [6.15]

Donde o;, 7;, § y @ son las velocidades angulares de los diferentes elementos y cuyo

valor viene recogido en [6.4].

Como se observa en la figura 6.2, el vector d; es paralelo al vector unitario p; y

. . . 7 s S _—— —— ,
perpendicular a los vectores unitarios b;, ¢;, q; y a los vectores A;B; y B;C; . Ademas
los vectores ¢; y B;C; son paralelos. Reordenando los productos en la ecuacién [6.15]

y eliminando los términos nulos queda,

@i v + (% DiP)-@= g + B (CiDi @) [6.16]
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Por otro lado, la velocidad angular @ de la plataforma mdvil se puede expresar a

partir de cada cadena cinematica (ver [6.4]), es decir,
®= &P, + B4, + T [6.17]

Multiplicando escalarmente ambos términos de la ecuacion [6.17] por el vector ¢;,

dado que dicho vector es perpendicular a los vectores p; y 7, se obtiene,
G @ =4, [6.18]

Aplicando a cada cadena cinematica las ecuaciones [6.16] y [6.18], el sistema de
ecuaciones del campo de velocidades de la plataforma movil en funcién de las

velocidades de entrada de traslacién g4, g, y g3 y de las velocidades de entrada de
rotacion '81’Bz y ﬂ'3 queda,

(@)" (@, xD;P) |
(@)" (@, xD;P)
(@)" (d;xDaP) [ﬁ’] _
@ @

@  @"

@) @)

1 0 0 §Gi-(CDyxdy) 0 0 gl
01 0 0 G, (CoDy x dy) 0 92

0 0 1 0 0 Gs~ (CsD3 x d3)|| g | [6.19]
0 0 0 1 0 0 .

0 0 0 0 1 0 ff’z

0 0 0 0 0 1 5]

Donde la matriz Jacobiana del problema directo es,

((@)T (@ xD,P) |
(@)T (i, xD,P)
(@)T (d;xD;P)
© @
© @
@ @

Jercr = [6.20]
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Y la matriz Jacobiana del problema inverso es,

-1 0 0 q)l - (ClDl X C_il) 0
0 1 0 0 qz - ( CzDz X a,z) 0
]ICPCRﬁ =[{0 0 1 0 0 s - (C3D5 x d3)| [6.21]
0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 1 0
0 0 O 0 0 1

Obsérvese que el subindice B en la denominacién de la matriz Jacobiana del

problema inverso,]f;PCRﬂ, hace referencia a las velocidades de entrada de rotacion

By B, Y By

En ambas matrices, los vectores C;D; , C;D, y C3D5 se pueden expresar en funcidn

de su mddulo, de valor constante,
_ N —_ N —_ -
C1D1=|C1D;| 71 ; C3D,=|C;yD,| 75 ; C3D3=|C3D3]| 75
Siendo,
7= (cos ay sin B, sina, sin B, —cos f3, )
Ty = (—cos a, sin S, ,—cos f,,sin a, sin ,6’2)
T3 = (cos B, —cos ag sin 3, sin a3 sin ﬂ3)

A continuacién se resuelven los productos escalares y vectoriales de los términos de

las matrices Jacobianas mostrados en [6.20] y [6.21].

I
(@, xDP)=| o0 0 1 | =(D1P)xj—(D1P)y T
(D1P)x  (D1P)y, (D1P),
- i 7 k .
(&2 X DZP) = 0 1 0 = (DzP), T— (D2P)x k
(DzP)x  (D2P)y (D;P),
- i 7 k .
(@3 xDsP)=| -1 0 0 |=(DsP),J— (DsP)yk
(DsP)x (DsP)y, (D3P),
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—

. { J k
(ClDl X al) = (ClDl)x (ClDl)y (ClDl)Z =
0 0 1

= |C,D,|[(sin a; sin ,[)’1)? — (cos a; sin ﬂl)f]

G, (C1Dy xdy) = |C,Dy|[(sin? sin ) + (cos? a; sin ,6’1)] = |C, Dy sin 3,

—

. 7 j k
(CoDy xdz) = |(C,D),  (C2Dy)y (C2Dy),| =
0 1 0

= |C,D,|[—(sina; sin ﬁz)? — (cos a, sin ,6’2)]_()]

Gy - (CyDy x dy) = |C,D,|[(sin? ay sinﬂz) + (cos? a sinﬁz)] = |C,D,|sin B,

-

[1 i k
(C3D3 X a3) = [(C3D3)x  (C3D3), (C3D3),| =
-1 0 0

= |C3Ds|[—(sin as sin ,Bg)f + (—cos as sin ,6%)%]
Gz - (C3D3 x d3) = |C3Ds3|[(sin® a3 sin B,) + (cos? az sin B,)] = |C3 D3| sin S,

Sustituyendo los productos escalares y vectoriales anteriores en [6.20], se obtiene la

matriz Jacobiana del problema directo J2pcx ,

0 1 0 (DP), 0 —(D2P)x
-1 0 O 0 (D3P), —(D3P)
D _ 3% Jz 35y 6.22
Jepc 0 0 O sin o —COS 4 0 [ !
0 0 0 —sina, 0 —CoS
[0 0 O 0 —sinaz —cosas |

Asimismo, sustituyendo dichos productos escalares y vectoriales en [6.21], se obtiene

la matriz Jacobiana del problema inverso]ICPCRﬂ,
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10 0 |CDlsing, 0 0 7
01 0 0 |C,D, | sin B, 0
]{Z'PCRﬂ: 0 0 1 0 0 |C3D3|51n,6’3 [6.23]
0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 1 0
0 0 O 0 0 1 .

Sustituyendo J2pcp y]’CPCRﬂ por sus expresiones segun [6.22] y [6.23], se obtiene el
sistema de ecuaciones del campo de velocidades de la plataforma mdvil en funcion
de las velocidades de entrada de traslacién g;,g, y gs y de las velocidades de
entrada de rotacién ,B,Bzy Bg. Ahora bien, el objetivo de presente analisis es
expresar el campo de velocidades de la plataforma moévil en funcién de las
velocidades de entrada de traslacion g4, g, y gz y de las velocidades de entrada de
rotacion a4, a, y a3, asociadas a los pares cilindricos unidos a la plataforma fija. Para
ello se ha de buscar una relacion entre las variables «; y ,BL- y a partir de dicha
relacién obtener la matriz Jacobiana del problema inverso JLpcr, €n funcién de las
velocidades de entrada a4, @, y &3. Como se indicé anteriormente, el subindice a en
la denominacién de la matriz Jacobiana JLpcr, hace referencia, en este caso, a las

velocidades de entrada de rotacién a4, a, y as.

En las figuras 6.2 y 6.3 se observa que el vector unitario de rotacién 7; de cada
cadena cinemdtica es solidario a la plataforma movil. Por otro lado, los vectores 7, y
73 son paralelos entre si. Asimismo, el vector 7, es perpendicular a los vectores 7, y

73. Por tanto,
rz == T‘3 [6.24]
?1 ' Fz == O [6.25]

Sustituyendo en [6.24] los vectores 7, y 7’5 por sus componentes, se obtiene,

—cos a; sin 8, = cos B, =sin B, = —cos S, /cos a, [6.26]
—cos B, = —cos az sin B, = sin , = cos 3, /cos a; [6.27]
sina, sin B, = sinas sin f,=>sin 8, = sinaz sin g, /sina, [6.28]

Combinando las ecuaciones [6.26] y [6.28],
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tan f, = —tana, /sinas; [6.29]
Combinando [6.27] y [6.28],
tan 8, = tanas /sina, [6.30]
A partir de [6.25], se obtiene,
—cos aq sin S, cos a, sin S8, — sina; sin S, cos 5, — cos f; sina;, sin 8, = 0 [6.31]
Llevando a [6.31] la ecuacion [6.30] se obtiene,
tan 8, = — (cosa;/tana, + sina; /tanaz)™" [6.32]

Derivando las ecuaciones [6.29], [6.30] y [6.32] respecto del tiempo y despejando las

variables f3 ,Bz yﬂ3,

B, = (d(cosa; /tan a3 — sina; /tan a,) — dycos a; (1 + tan? a,) /tan’ a, —

d3sin a; (1 + tan? a3)/tan? a3)/DIV

Siendo: DIV = (1 +tan® f3) (cosa; /tan a, + sina; /tan a3)* [6.33]
B, = (—dtanaz /tana, + dz(1 + tan® a3))/((1 + tan® B,) sina,) [6.34]
B3 = (—d (1 +tan® ay) + dztana,/tan az)/((1 + tan® B,) sinaz) [6.35]

Sustituyendo en la ecuacién [6.19] las velocidades f3,, B,y 3, por su expresién en
funcion de a4, @, y a5 recogidas en las ecuaciones [6.33], [6.34] y [6.35], el sistema
de ecuaciones del campo de velocidades de la plataforma maovil en funcion de las
velocidades de entrada de traslacién g4, g, y g3 y de rotacion ¢4, &, y &3 queda,

91
9>

Vp
Jepcr [ E’I:] = Jtpcra (6.36]

En la ecuacién [6.36] la matriz Jacobiana del problema directo J25. es la mostrada

en [6.22]. La matriz Jacobiana JLpcr, del problema inverso sera,
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1 0 0 Jipcrata Jepcrats Jepcraie]
010 0 Jépcrazs  Jepcraze
Jhoone = 0 0 1 1 0 ]é‘PCRa35 ]é‘PCRa36 6.37]
0 0 O Jercrassa Jepcrass Jepcrass
0 00 0 Jépcrass  Jépcrass
0 0 0 0 Jépcrass Jepcrass!
Siendo sus elementos,

Jipcra1a = 1C1D;] sin B, (cosa, /tan a; — sina, /tana,)/ DIV [6.38]
Jépcrars = —1C1D;| sin B, cos ay (1 + tan® a;) /tan® a, DIV [6.39]
Jépcrare = —1C1D;|sin B, sina; (1 + tan® a3) /tan® a3 DIV [6.40]

Jépcraza = 0 [6.41]

JEpcrRazs = —|C2D,| sin B, tanas/ tana, (1 + tan? B,)sina, [6.42]
Jépcraze = 1C2D,| sin B, (1 + tan® a3) / (1 + tan® B,) sina, [6.43]
Jépcraza =0 [6.44]

Jépcrazs = —1C3D3| sin B,(1 + tan® a,) / (1 + tan® ;) sina, [6.45]
Jipcraze = 1C3D3] sin B, tana, /tanaz (1 + tan? B;) sinas [6.46]

I pcragas = (cosay /tan az — sina; /tan a,)/ DIV [6.47]

JEpcraas = —cosay (1 + tan? a,)/tan? a, DIV [6.48]

Jipcrase = —sina; (1 + tan? a3)/tan® a3 DIV [6.49]

Jépcrasa =0 [6.50]

Jépcrass = —tanasz/ tana, (1 + tan® §,) sina, [6.51]

Jépcrase = (1 +tan® a3) / (1 + tan® B,) sina, [6.52]

Jépcrass =0 [6.53]

Jépcrass = — (1 +tan? ay)/ (1 + tan® B,) sinag [6.54]
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Jepcrase = tanay/tanaz (1 + tan® B,) sinaz [6.55]

6.4. Analisis de la Multioperacionalidad

Con el fin de obtener de forma explicita la expresion de las velocidades de la
plataforma moévil, V5  y @, en funcién de las velocidades de las variables de
entrada de traslacion g; y de rotacion «;, se despejan dichas velocidades en la

ecuacion [6.36] obteniéndose:

1229 (g1

Vpy Jop;

vp| _|VPZ|_ b -1y g3
[Zf;] = wyx | = Ucpcr)™ Jepcra i, [6.56]

wy a,

| @7 | [t

En el Anexo 2 se recoge el célculo de la matriz inversa de la matriz Jacobiana J2p -z

([A2.10]). Se denominara:

_ (D —1qI
Scrcra = Ucpcr)” Jcpcra [6.57]
Siendo,
0 0 =1 Scpcrara Scpcrais  Scpcrais]
0 1 0 Scpcraza Scpcrazs Scpcraze
s |1 0 0 Scpcrazsa Scpcrass Scpcrase [6.58]
CPCRa = .
0 0 O Scpcrass Scpcrass Scpcrass
0 0 O Scpcrasa Scpcrass Scpcrase
0 0 O  Scpcrass Scpcraes Scpcrassd
Sus términos seran,
S =~ + G11J¢ + G1oJ¢ + G13)¢
CPCRa14 = —JcPCRa34 11JcPcRasa 12JCPCRa54 13/CPCRa64
S = —J +Gy1J¢ + G12J¢ + Gy3)(
a - CPCRa3 a a a
CPCRa15 5 11JCPCRa4s 12JCPCRa55 13/CPCRa65
S =—J + G11J6 + G1oJ¢ + G13J¢
cPCRa16 = —JcPCRa36 11JcPcras6 12JCPCRa56 13/CPCRa66

_ gl I I I

Scpcraza = Jepcraza T GaiJcpcraas T G22Jcpcrase T G23Jcpcrasa
S =J¢ + Ga1J¢ + GoaJ¢ + Gas)t

cpcra25 = Jcpcrazs 21JCPCRaas 22JcPcRass 23JcPcrass

I I I I
Scpcraze = Jepcraze T G21Jcpcrase T G22Jcpcrase T G23Jcpcrase
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Scpcraza = Jepcraia + GaiJepcraaa + Gazlépcrasa + G33Jtpcrasa
Scpcrazs = Jepcrais + G31tpcraas + GazJtpcrass + G3sltpcrass
Scrcraze = Jepcrais + G31Jtpcrass + G32Jtpcrase + G3atpcrase
Scpcraas = (—COS@; SIN A3 JEpcraas —COS A1 COS A3 Jipcrass +
CoOsS a, COS a; ]éPCRaﬁzL)/DET]cDPCRzz
Scpcrass = (—C0S@; SIN A3 JEpcraas —COS A1 COS A3 Jipcrass +
CoOS @, COS a; ]éPCRaﬁs)/DET]cDPCRzz
Scpcrass = (—COSA SIN A3 JEpcraas —COS A1 COS A3 Jipcrase +
COsS a4 COS ]éPCRaes)/DET]gPCRzz
Scpcrasa = (—sina, cos az ]({“PCRO(AM —sin a4 cos a3 ](IZPCRa54 +
sin ay COS“Z]éPCRaﬁzL)/DETJCDPCRZZ
Scpcrass = (—sina; cos az ]({“PCRD(45 —sin a4 cos a3 ](IZPCRaSS +
sin ay COS“Z]éPCRaﬁs)/DETJCDPCRZZ
Scpcrase = (—sina, cos az ]({“PCRD(46 —sin a4 cos a3 ](IZPCRa56 +
sin ay COS“Z]éPCRaee)/DET]gPCRzz
Scpcrass = (Sina, sinas ](IZPCRa44 + sina; sinaz ]({“PCRO(SA} -
cos aq sina, ]éPCRaﬁzL)/DET]cDPCRzz
Scpcrass = (Sina; sinas ](IZPCRa45 + sina; sinaz ]({“PCRD(SS -
cos aq sina, ]éPCRaﬁs)/DET]cDPCRzz
Scpcrase = (Sina; sinas ](IZPCRa46 + sina; sinaz ]({“PCRO(56 -

. 1 D
COS @y SIN @3 Jepcrass) / PET ) cpcraz
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Donde el valor de los términos G;; viene recogido en el anexo 2 y los términos
]éPCRm-j en el apartado 6.3. Combinando las ecuaciones [6.56] y [6.58] el sistema de

ecuaciones se puede escribir,

Vpx1 [0 0 —1 Scpcrarsa  Scpcrats  Scpcraie][91]

Upy 0 1 0  Scpcraza Scpcrazs  Scpcraze || 92

Vpz _ 1 0 0 Scpcraza Scpcrazs  Scpcraze|| 93 [6.59]
x 0 0 O  Scpcrass Scpcrass Scpcrass || 1 '
Wy 0 0 O  Scpcrasa Scpcrass Scpcrass || a2

L@z 10 0 0 Scpcrasa  Scpcrass  Scpcrasedldsd

De la ecuacidon [6.59] se deduce que cada una de las componentes de la velocidad de

traslacién de la plataforma, vpx, vpy y Vpz, dependen de una Unica y diferente

velocidad de las variables de entrada de traslacion g;. Ademas, el movimiento de un
punto P cualquiera de la plataforma mdvil esta afectado por la rotacién provocada
por las variables de rotacién de entrada «;. En caso de que las velocidades de las
variables de entrada, ¢;, sean nulas, las componentes de la velocidad de dicho punto
P dependeran exclusivamente de la velocidad de las variables de entrada de

traslacion.

Por tanto, los movimientos de traslacién pura de la plataforma movil (ox = oy =
@z = 0) estan totalmente desacoplados entre si, siempre y cuando &, = a, = @3 =
0. Asimismo, cada componente de Up es gobernada desde una Unica cadena

cinematica:
VUpx = _gg , Vpy = gz y UVpz = g1 [6.60]
Analizando los movimientos de rotacidén en [6.59] se tienen las siguientes ecuaciones:
ox =((—cosa; sin az ]({“PCRO(AM —CO0S a4 COS a3 ](IZPCRa54 +
COs oy COs a; ]({“PCRa64)d1 + (—cosa, sinas ]({“PCRD(45 —CO0S a4 COS a3 ]({“PCRD(SS +

I : : I I
COS (1 COS &3 Jcpcrass) @z + (—COSQA, SIN A3 Jepcraas —COS @ COS A3 Jepcrase T

COS @1 €OS A2 J¢pcrass)d3)/ DET [épcraz [6.61]
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wy = ((—sina; cos az ]éPCRazM —sina; cos az ]éPCRa54 +

sin a4 COS“Z]({“PCRD(@L)dl + (—sina; cos az ](IZPCRa45 —sina, cos az ]({“PCRD(SS +

sin a; coS@J¢pcrass)dz + (—SIN @, COS A3 Jépcraas —SIN A1 COS A3 [épcrass +
sin a; oSz )¢pcrass)3)/DET)Cocrzz [6.62]

wz = ((sin a; Sin &3 J¢pcraaa + SiN @y SIN @3 Jépcrasa —

COS @y SN @ J{pcrasa)tr + (SIN @y SIN 3 [Eperaas + SIN @y SIN A3 [Epcrass —

COS @4 SIN @, J¢pcrass) @z + (SIN @ SIN @3 Jépcraas + SIN @ SIN A3 JEpcrase —
coS @ Sin @, J¢pcrass)@3)/DET)Cocrzz [6.63]

Analizando el caso en el que Unicamente la velocidad de una variable de entrada de
rotacion sea distinta de cero, por ejemplo &, y teniendo en cuenta las ecuaciones

[6.50] y [6.53] se obtiene:

wx = (—C0SQ, Sin &3 Jépcraaa/ DET]Epcraz) 41 [6.64]
wy = (—sinay cos a3 J¢pcraaa/ DET ] Epcr22) 41 [6.65]
@z = (sin & sin @3 J¢peraas/ DET)Cpcraz) [6.66]

Expresiones que se pueden representar de forma similar a las mostradas en la

ecuacion [4.12] del apartado 4.6,
wx = —wz/tana, ; @, = —oz/tanaz ; @ = (—wz/tana,, —wz/tanaz, oz) [6.67]

De las ecuaciones recogidas en [6.67] se deduce que, en el caso de que Unicamente
la velocidad angular de entrada a; sea distinta de cero, la plataforma movil girara

alrededor de un eje de orientacidn fija en el espacio.

Esto es debido a que, como se muestra en [6.29] y [6.30], los dngulos ﬂz y ,6’3
dependen Unicamente de @, y as, siendo los vectores unitarios 7, y 75 paralelos
entre si (ecuacion [6.24]). Es decir, que la vinculacion geométrica entre la plataforma

movil y las cadenas 2 y 3 es determinante en este caso. Dado que,
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Ty = (—cos a, sin B, , —cos f3,, sin a; sin ﬂz)
T3 = (cos B, —cos ag sin B, sin a3 sin ,6’3)
Aplicando las ecuaciones [6.29] y [6.30] en 7, y 75 se obtiene,
7, = 73 = (—CTE/tana,, —CTE /tanas, CTE)

Donde CTE es un valor constante dependiente de los valores de «a, y a3. Es decir, la
velocidad de rotacién de la plataforma mavil, @, es paralela a los vectores unitarios

T, y T3, como cabia esperar.

Siguiendo en este caso, para que este movimiento de rotacidén tenga estructura de
grupo de Lie de dimension 1 es necesario, ademads, que el eje de rotacidn
permanezca fijo en el espacio. Para ello, se analizara la velocidad del punto P de la

plataforma movil, U, . Las componentes de Up seran:

_ Co_ I .
Vpx = Scpcra14@1 = G11Jcpcrasa®s [6.68]
_ co_ I .
vpy = Scpcraza®1 = G21Jcpcraaadn (6.69]
_ c_ gl . I .
Vpz = Scpcraza@ = Jepcra1491 + G31Jcpcraaa®a (6.70]

En estas expresiones se han sustituido los valores recogidos en las ecuaciones [6.38]
a [6.55]. Sustituyendo en [6.68], [6.69] y [6.70] los valores de los componentes de la

matriz G recogida en [A2.9], se obtiene,
vpx=—((D3P), sina, cos az + (D3P),, sin a; sin @3) Jépcraaads/DET]ocr2216.71]
vpy=((D,P), cosa, sin az + (D,P), sin a, sin a3) Jpcraas®1/DET 2ocray [6.72]

I . .
vPZ:]CPCRa14a1_((D1P)y cosa, sinas —

(D1P)y sina, cos a3) Jépcraaads/DET)Cpcr2z [6.73]

Del analisis de dichas ecuaciones y del estudio geométrico del movimiento del MP, se
deduce que, en general, el eje de rotacién no permanece fijo en el espacio, sino que
se desplaza paralelamente a si mismo. Tanto el axoide fijo como el mévil son, por

tanto, dos superficies cilindricas de generatriz paralela a los vectores 7, y 7. Ademas,
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de forma general se observa que los puntos de la plataforma movil se mueven de
forma paralela al eje del movimiento de rotacién. Es decir, tienen una velocidad de

deslizamiento, ¥, ,, variable y no nula. En el caso en que ademds se cumpla que

Pa’

a, = a3 = m /2, aplicando las ecuaciones [6.29], [6.30], [6.32] y descartando las

soluciones geométricamente no posibles (ver figura 6.5), se obtiene,
161 =IBZ =/B3 =T[/217;)2 =F3 = (0’0’1)IZ)= (Olora)z)

En este Ultimo caso, no hay deslizamiento de la plataforma mdvil en la direccion de
eje de rotacién, paralelo al eje Z, Unicamente hay un desplazamiento del eje de
rotacién paralelo al plano XY, dado que vp; = g; = 0 (ver figura 6.5). Esto es
importante ya que, como se verd mas adelante, nos permite definir el movimiento

Plano de dimension 3.

Continuando el andlisis del caso en el que Unicamente una velocidad de rotacion de

entrada es distinta de cero, siendo g; = 0, si esta es d, las componentes de @ son,
— ; I I
@y = (—C0sa SIN A3 Jcpcraas —COS & COS A3 Jepcrass +
I D .
COS @1 COS A2 Jepcrass)/ DETJcpcraz) @2 [6.74]
wy = (—sina, cos a3 Jepcraas —Sin @4 COS &3 Jcpcrass
. I D .
sin &y €osa@z/cpcrass)/PDET]cper22) @2 [6.75]
_ . . I . . I
wz = (sina; sin @3 Jcpcraas + SN @4 SiN A3 Jeperass —

cOs @y Sin @3 Jépcraes)/DET Cpcrz2) &2 [6.76]

Finalmente en el andlisis del caso en el que Unicamente una velocidad de rotacion de
entrada es distinta de cero, siendo g; = 0, si esta es a3, la expresion de las

-
componentes de w es,
_ . 1 1
wx = ((—cosa, sin a3 Jepcraas —COS X1 COS A3 Jepcrase +

COS @1 COS @3 J¢pcrass)/DET)Crcraz) &3 [6.77]
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wy = ((—sina; cos az ]éPCRa46 —sina; cos a3 ]é‘PCRa56 +
sin a4 COSazféPCRaee)/DET]gPCRzz)ds [6.78]
w, = ((sin @, sin &3 J{pcraas + SIN @y SIN A3 JEpcrass —
cos a; sina, ]({“PCRa66)/DET](?PCR22)d3 [6.79]

Por lo tanto, y en general, para estos dos ultimos casos analizados (Unicamente a,
#0 y Unicamente @5 #0), se deduce que el movimiento de rotacion tiene un eje de
orientacion variable en funcion del valor de la variable de entrada correspondiente.
Esto es debido a que las componentes de @, en el caso de que la Unica velocidad de
entrada sea a5, son funcion de ¢, y a,. Esto mismo sucede con las componentes de

@ cuando la unica velocidad de entrada es s, siendo también funcién de @5 y as.

Sin embargo, del caso en que Unicamente la velocidad de entrada &, es distinta de
cero, se extrae una situacidén particular cuando se cumple que a; = a3 = /2.
Aplicando las ecuaciones [6.29], [6.30], [6.32] y descartando las soluciones

geométricamente no posibles (ver figura 6.5), se obtiene,
ﬂl :ﬂz :7-[/2;/83 :”_az; Fl = (0;1;0);5)): (O,COy,O)

En este caso el eje de rotacién mantiene su orientacion fija y paralela al eje Y, con un
desplazamiento del eje de rotacién paralelo al plano XZ. La velocidad de

deslizamiento de la plataforma mévil es nula dado que vpy = g, = 0 (ver figura 6.5).

Esta circunstancia permite el movimiento Plano.

Adicionalmente, y siguiendo con el caso en que Unicamente la velocidad de entrada
@, es distinta de cero, siendo las otras dos variables de entrada: a; =7 /2 y
a; = cte #m /2, aplicando las ecuaciones [6.29], [6.30], [6.32] y descartando las

soluciones geométricamente no posibles (ver figura 6.5), se obtiene,
B, =T —asz;tan B, = tan az/sina, ;tan B, = —tana, /sinas;

7, = (0,sin a3, cos a3)
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Con estos datos y dado que el vector 7 es constante, analizando desde el punto de
vista geométrico (ver figura 6.5) se deduce que la velocidad angular de la plataforma
movil ha de tener la misma orientacién que el vector 7;. Por tanto, en este caso el eje
de rotaciéon mantiene su orientacién fija y paralela al vector 7, desplazdndose dicho
eje de rotacion paralelamente a si mismo. En este caso, la velocidad de deslizamiento

de la plataforma movil no es nula.

Finalmente, en el caso que, siendo Unicamente la velocidad de entrada ¢; distinta de
cero, ademas se cumpla que a; = a, = m /2, aplicando las ecuaciones [6.29],
[6.30], [6.32] y descartando las soluciones geométricamente no posibles (ver figura

6.5), se obtiene,

ﬂl =m—asz; 162 =063;ﬂ3 =T[/2; C_I)l =_EI)2 = (1'0'0);?)= (a)x,0,0)

También en este caso el eje de rotacidn mantiene su orientacidn fija y paralela al eje
X, con un desplazamiento del eje de rotacion paralelo al plano YZ. La velocidad de
deslizamiento de la plataforma mdvil es nula dado que vpx = —g; = 0 (ver figura

6.5). De nuevo esta circunstancia permitira el movimiento Plano.

Respecto del movimiento esférico, como se indica en el apartado 4.6, se requiere
que los ejes de tres desplazamientos de rotacion linealmente independientes se
corten en un mismo punto fijo. Dado que, conforme varien los dangulos a, 6 a3 los
desplazamientos de rotacion asociados a estas variables de entrada varian en

direccién, en general no se puede conseguir el movimiento esférico con este MP.

Finalmente, combinando los tres movimientos de traslaciéon, g;, citados
anteriormente, con uno de los movimientos de rotacidon de dimensiéon mencionados
gue mantienen su eje de rotacidon con una orientacion fija, se obtiene un
manipulador paralelo que realiza el movimiento de dimensién 4 denominado
movimiento Schonflies {X¢}. En particular, si el movimiento de rotacidn esta
controlado Unicamente por la variable de entrada a4, estando a, y a; bloqueados,
se puede orientar el eje de rotacién en el espacio en funcion del valor de a, y as.
Esta caracteristica se muestra en la ecuacién [6.67] donde las componentes de la

velocidad angular de la plataforma moévil son,
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@ = (—wz/tana,, —wz /tanaz, oz)

También se puede obtener un MP con movimiento Schonflies {Xe} cuyo eje de
rotacidn sea orientable, combinando los tres movimientos de traslacion, g;, con el
movimiento de rotacion en que Unicamente la velocidad de entrada @, es distinta de
cero, siendo las otras dos variables de entrada: @; = m /2 y a3 = cte . En este caso,
como se indica anteriormente, la velocidad angular de la plataforma movil, @, es

paralela al vector 7; de componentes,
7, = (0,sin as,cos az)

Por tanto, la direccién de @ depende unicamente del valor de a5 y es paralela al

plano YZ.

Todas las conclusiones anteriormente detalladas han sido comprobadas con el

programa informatico GIM, [PET2011].

6.4.1. Resumen de la Multioperacionalidad del MP 3-CPCR

En este apartado se van a aplicar los andlisis realizados en el apartado anterior en

relacion con los doce desplazamientos que tienen estructura de grupo:

1. Desplazamientos de dimension 0O:

— lIdentidad {1}, de desplazamiento nulo; se obtiene bloqueando las seis

variables de entrada, g; y ;.
2. Desplazamientos de dimension 1:

— Movimiento de Traslacion rectilineo {T4}; se consigue bloqueando todas
las variables de entrada excepto una de las variables de entrada de
traslacién, g;; o también, bloqueando las entradas de rotacidn, y ligando
las tres variables de entrada de traslacion de forma que sélo una sea
independiente. En el caso de que se desee una traslacion orientada segln
un vector de componentes (s,t,v), es necesario vincular las tres
velocidades de entrada de traslacion entre si. Teniendo en cuenta [6.60],

se obtiene la siguiente relacion entre las velocidades de entrada,

g1/v = g2/t = —gs/s

163



Analisis del Manipulador Paralelo 3-CPCR

164

— Movimiento Rotacional {R® 4, iz}. Este movimiento no es posible ya que el

eje de rotacidn se desplaza en todos los casos paralelamente a si mismo,
como se ha visto en el apartado anterior.

Movimiento Helicoidal {# a n 7}. Este movimiento tampoco es posible ya
que el eje de rotacién se desplaza en todos los casos paralelamente a si
mismo, con alguna componente de traslacién en un plano perpendicular

al eje de rotacién.

3. Desplazamientos de dimensidn 2:

— Movimiento Traslacidon Plano {T g v}; se consigue bloqueando todas las

variables de entrada excepto dos de las variables de entrada de
traslacién, g;; o también, bloqueando las variables de entrada de
rotacion, y ligando las tres variables de entrada de traslacion mediante
una ecuacién lineal. De forma similar al movimiento de Traslacion
rectilineo, en el caso de que se desee un movimiento de Traslacién Plano
contenido en un plano perpendicular a un vector de componentes
(s,t,v), es necesario vincular las tres velocidades de entrada de traslacion
entre si. Teniendo en cuenta [6.60], se obtiene la siguiente relacidén entre

las velocidades de entrada,

g1v+ gt — gzs =0

Movimiento Cilindrico {Ca}. Este movimiento no es posible ya que el eje
de rotacion se desplaza en todos los casos paralelamente a si mismo, con
alguna componente de traslacion en un plano perpendicular al eje de

rotacion.

4. Desplazamientos de dimensidn 3:

— Movimiento Traslacién Espacial {73}; se consigue bloqueando todas las

variables de entrada de rotacidn, a;, y actuando sobre las tres variables de
entrada de traslacion, g;. El manipulador paralelo que lo materializa es 3-
PPCR. Las direcciones de traslacién vienen dadas por las ecuaciones
[6.60].

Movimiento Plano {F i v}. Como se ha citado anteriormente, Unicamente

las configuraciones en las que una de las variables angulares de
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entrada, a;, es accionada y las otras dos variables angulares se mantienen
bloqueadas e iguales a ™ /2, el eje de rotacidn de la plataforma mévil se
desplaza paralelamente a si mismo segun una direccién perpendicular a
dicho eje (la velocidad de deslizamiento de dicha plataforma movil es
nula). Seleccionando adecuadamente las dos variables de entrada de
traslaciéon, g;,, de forma que definan dos movimientos de traslacion
contenidos en un plano perpendicular al eje de rotacidon citado, se
consigue el Movimiento Plano. El manipulador paralelo que lo materializa
es 2-PPCR 1-RPCR. Unicamente se obtienen las siguientes posibilidades,

a) Variables actuadas @y, g,y g3: @, = a; =m /2, g, =cte;

D= (0, 0, a)z); Plano Traslacién XY

b) Variables actuadas o, g1 Y g3: @1 = a3 =7 /2, g, =cte;

= (O, Wy, 0); Plano Traslaciéon XZ

c) Variablesactuadas as, g1y g,: @y = a, =1 /2, g3 =cte;

= (a)x, 0, O); Plano Traslacién YZ

En las tres posibilidades citadas, la variable de entrada de rotacidn
actuada implica que la variable de entrada de traslacion correspondiente
a su cadena cinematica esté bloqueada, actudndose sobre las variables de
entrada de traslacidn de las otras dos cadenas cinematicas.

— Movimiento Esférico {S,}. Como se ha explicado en el apartado anterior,
en general no se puede conseguir el movimiento esférico con este MP.

— Movimiento de Traslacion Helicoidal {Y ¢ n}. En todos los casos estudiados
con una variable de entrada de rotacidon actuada, ;, la velocidad de
deslizamiento de la plataforma movil es de valor variable con la variable
de entrada de rotacién o nula, por lo que se concluye que no es posible
conseguir este movimiento con el MP estudiado.

5. Desplazamientos de dimension 4:
— Movimiento Schonflies {X¢}; se consigue actuando sobre las tres variables

de entrada de traslacidn, g;, en combinacién con una Unica variable de

165



Analisis del Manipulador Paralelo 3-CPCR

entrada de rotacion, a;. El manipulador paralelo que lo materializa es 2-
PPCR 1-CPCR. Disponemos de tres posibilidades para el movimiento de
rotacién, donde (s, t, v) son las componentes del vector en cuya direccién
se desea orientar el eje de rotacion,

a) Variable de rotacidén actuada a;; a, = az =cte,

s = —1/tana,,t = —1/tana;,v=1

b) Variable de rotacién actuada a,; a; = 1 /2, a3 =cte,

s= 0,t = sin a3,V = cos a3

c) Variable de rotacién actuada az; 0y = a, =1 /2,

Por tanto, si se desea orientar el eje de rotacién en la direccién de un
vector de componentes (s, t, V), Unicamente es posible en los casos en los
que la variable de entrada de rotacion sea a6 @,. En el caso de que la
variable de entrada sea a, , la direccién de @ depende Unicamente del
valor de a3 y es paralela al plano YZ.
6. Desplazamientos de dimensidn 6:
— Desplazamiento general {D}. El manipulador paralelo que lo materializa es

3-CPCR.
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7. ANALISIS DE MP DE BAJA MOVILIDAD

7.1. Metodologia General

El planteamiento general desarrollado en el capitulo 4 para el analisis de velocidad de
manipuladores paralelos de 6 GDL es perfectamente aplicable a un MP de baja

movilidad previamente determinado. Para ello se seguiran los siguientes pasos:

1. Se genera un MP de 6 GDL, liberando algunos de los GDL restringidos del MP
de baja movilidad objeto de analisis. Las variables actuadas del MP de partida
junto con las variables liberadas, constituiran los 6 GDL del nuevo manipulador
generado.

2. Se obtienen las matrices Jacobianas del problema directo e inverso de
velocidades del MP de 6 GDL.

3. A continuacidn se obtiene de forma explicita la expresién de las velocidades de
la plataforma mévil, v,y @, en funcién de las velocidades de las variables de
entrada del MP de 6 GDL.

4. Finalmente, se hacen nulas las velocidades de las variables de entrada
correspondientes a los GDL liberados. De aqui resultan las ecuaciones de

restriccion en el problema de velocidades del MP de baja movilidad.

El procedimiento descrito se va a aplicar en la resolucion del problema de velocidades

del MP de 3 GDL 3-RPS.

7.2. Aplicacion al Problema de Velocidades del MP 3-RPS

En la figura 7.1 se muestra una representacion, realizada con el programa GIM, del MP
3-RPS, con las cadenas dispuestas a 120° respecto del eje Z. De esta forma, los GDL de
la plataforma mévil son: dos de rotacién y uno de traslacidn segun el eje Z. En dicha
figura se muestran las direcciones de las velocidades instantaneas de rotacion

(Vectores amarillos) y de traslaciéon (Vector azul) de la plataforma movil, para la
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presente configuracion del manipulador. También se muestran los vectores unitarios
de desplazamiento representados en la figura 4.1 del apartado 4, modificados para
adaptarlos al estudio del MP 3-RPS. En este caso, el par de rotacién situado en el nudo
B; (los nudos H,, A; y B; de la figura 4.1 son coincidentes) tiene su eje de rotacién
representado por el vector unitario ;. Lo mismo sucede con la rétula esférica situada
en el nudo E; (los nudos C;, D;y E; de la figura 4.1 son coincidentes) que tiene los ejes
de sus tres movimientos de rotacion representados por los vectores unitarios 7, S; y
t;. El vector & representa la direccién de traslacién del par prismético del elemento
BiE;. El nudo E; se une directamente a la plataforma modvil, no siendo necesario

considerar un nudo F;como en la figura 4.1.

Figura 7.1: Manipulador Paralelo 3-RPS

Siguiendo los pasos definidos en el apartado 7.1, a partir del MP de baja movilidad
objeto de andlisis se libera otro grado de libertad en cada cadena cinematica,
obteniéndose el MP de 6 GDL. En el caso del 3-RPS se va a adicionar en cada cadena
cinematica otro grado de libertad de rotacién en el nudo B;, obteniéndose el MP de 6

GDL del tipo 3-UPS mostrado en la figura 7.2. En la figura 7.3 se representan los
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vectores unitarios de la figura 4.1 particularizados para este caso: el MP 3-UPS de la
figura 7.2. En la figura 7.4 se muestran las magnitudes de desplazamiento
correspondientes, donde ¢; representa el grado de libertad adicionado para formar

dicho MP de 6 GDL.

Una vez obtenido el modelo del MP de 6 GDL se aplicara la sistematica definida en el

apartado 4.

Figura 7.2: Manipulador Paralelo 3-UPS tedrico
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Figura 7.4: Magnitudes de Movimiento del MP 3-UPS
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Como ya se indico en el capitulo 4, las lineas de nacimiento de los dangulos girados por
los correspondientes elementos (figura 7.4) son solidarias a los elementos anteriores

respectivos, definiendo por tanto movimientos de giro relativos entre elementos.

A continuacidn se obtienen las matrices Jacobianas del problema directo e inverso de
velocidades del MP de 6 GDL 3-UPS. Las variables de entrada seran las reales del MP
de baja movilidad asi como las correspondientes a los GDL afadidos para conseguir un
MP de 6 GDL. Para ello se obtendra, en primer lugar, la ecuacion vectorial de la cadena
cinematica i/ de la figura 7.2. La ecuacién vectorial, [4.1], que define la posicién del

punto P quedara por tanto:

OP= OB, +BE, +E;P [7.1]
Siendo:
BE; = ki [7.2]

En dicha ecuacidn, k; representa la magnitud del desplazamiento del par prismatico y
¢; es el vector unitario que indica su direccién tal y como se muestra en las figuras 7.1,
7.2 y 7.3. Asimismo en las figuras 7.2 y 7.3 se muestran los vectores unitarios de
rotacién p; ,G; , 7: , S; y t;, representativos de los cinco pares de rotacion que
constituyen la junta cardan y la rétula esférica. Dichos vectores llevan asociados los
angulos correspondientes de la figura 7.4, «;, ﬂl., Y @5 Y ¥, que representan las
magnitudes de los angulos girados por cada uno de los pares de rotacién de la cadena

cinematica.

A partir de la ecuacidn vectorial de la cadena cinemadtica [7.1], y aplicando [7.2], se
determina la velocidad lineal del punto P, v_p> , de la plataforma movil. Para ello se
aplica la ley de derivacion de vectores en bases maéviles a dicha ecuacién vectorial, tal

y como se explica en el apartado 4.2, obteniendo:
vy = k¢, + 7 xBE, + +&xE,P [7.3]

Como en los casos anteriores, en esta ecuacion @ representa la velocidad angular de la
plataforma movil de componentes (@, @, , ®,). Los términos 7; y @ de la ecuacion

[7.3] tienen los siguientes valores:
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?i) = diz—?)i + Bizii

— « = H— . = = .72 [7'4]
o= ap,+Bq;+ 71+ ¢S+ it

Seguidamente se van a determinar las matrices Jacobianas del problema de
velocidades de la plataforma 3-UPS, donde el par prismético de vector unitario ¢; vy el
par de rotacidn de vector unitario p; seran los pares actuados. Por tanto las variables

de entrada a considerar son k;, que mide el desplazamiento asociado al par prismatico

=— - . . . . .y
B,E, = k;c;, y ; que mide el angulo girado asociado al par de rotacién de vector

unitario p; (figuras 7.3y 7.4).
Multiplicando la ecuacidn [7.3] escalarmente por el vector ¢;, se obtiene,
¢ -Vp = ki(C;- &) + & - (5 xBiE;) + & - (= EP) [7.5]

- ——— N
Teniendo en cuenta que ¢; y B,E, son siempre paralelos, reordenando los productos y

eliminando los términos nulos resulta:
- vp + (G xEP)-B=k [7.6]
El subsistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:
r N 5 —_ T'I .
(Cl) (Cl X Elp) kl
5 p— b § F'V .
(€7 (&, xE,P) [Zf;] = |k, [7.7]
N T :
(C3)T (83 X E3P) k3

Las otras tres ecuaciones las obtenemos multiplicando escalarmente la ecuacién
vectorial de vy, [7.3], por el vector ¢;. Dado que el vector g; es perpendicular a los

- g . . 7 H
vectores p; y ¢;, eliminando los términos nulos queda,

i vp + (El)l X ﬁ) B=3- [(diﬁi + ﬁlzl)l) X ﬁ] = dikigi- (7_51 x¢;) [7.8]

> \T - =\T
(@D @ xEP) | Takd, - (Byxé)

- N —\ TV . > N N
(G)" (CIZ X EZP) E)F;] = [dzk2qz - (P2 % C2) [7.9]
(G)T (513 8 ﬁ)T dzksqs - (P3 % C3)

Englobando las seis ecuaciones en un Unico sistema se obtiene,
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(&) (GxEP) |  y
@) (@&xEP) 2
RGN (P B 710
@)" (@ xEP) |L@] |akid, - (B, <) '
(éz )T (‘?2 X W)T deZﬁz | (?_52 X 82)

| (d3)" (4, xE3P)"] | d3k3qy - (P x €3)]

Donde la matriz Jacobiana del problema directo es,
R T R L, TH
(Cl ) (Cl X Elp)

@) (&xEP)
&) (& xEP)

JOps = T e [7.11]
(d.) (41 x E1P)
2 \T ,,  ——T
(d2) (G x E;P)
2 T ., — T
| (d3) (Gs x E3P) |
Y la matriz Jacobiana del problema inverso es,
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
; 0 0 1 0 0 0
Jurs=10 0 o kiGy - (By x &) 0 0 [7.12]
0 0 O O kzaz * (ﬁz X Ez) 0
_0 0 O O 0 k3C_I)3 " (ﬁ3 X 53)_
Quedando por tanto el sistema de ecuaciones para el MP 3-UPS de 6 GDL,
-kl-
2
ks
5135 E] :]{IPS . [7.13]
w 7]
a;
L5 ]

Finalmente se obtendra el sistema de ecuaciones del MP 3-RPS. Para ello se hacen
nulas las velocidades de las variables de entrada correspondientes a los GDL afadidos

al MP de baja Movilidad. Las ecuaciones correspondientes a esas variables de entrada

173



Analisis de MP de Baja Movilidad

con velocidad nula, representan las ecuaciones de restriccion en el problema de
velocidades del MP de baja movilidad. En el caso en estudio, las velocidades de las
variables de entrada a anular son ¢4, &, y 3. Por tanto, el sistema de ecuaciones para

el MP 3-RPS queda,

ks
To .
]gps [ Z)F;] = ]feps k, [7.14]
ks

Donde las matrices Jacobianas del problema directo e inverso del MP 3-RPS son,

(&) (GxEP) |
&) (@GxEP) [
@) @ER| .|
(@) (4 <EP) |
(@) (4. EP)'
| (d5) (43 XW)T_

JBps = 1 [7.15)

S oo OoORr O
o

Se observa que las matrices Jacobianas del problema directo de los manipuladores 3-

UPSy 3-RPS son iguales, y las tres ecuaciones de restriccion del MP 3-RPS resultan,
G %7 + (G <EP).%=0 [7.16]

Los vectores C; y ¢; unitarios se obtienen aplicando la metodologia descrita en el
capitulo 4 (ver apartados 4.3 y 4.5), de forma semejante a como se ha aplicado en los

capitulos 5y 6 para el analisis de la plataforma Gough-Stewart y del MP 3-CPCR.

Siguiendo el procedimiento descrito en este capitulo se puede obtener el sistema de

ecuaciones de velocidad de cualquier MP de baja movilidad.
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8. CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

8.1. Conclusiones

Esta Tesis Doctoral se centra en el desarrollo de una sistematica de generacién de
diferentes arquitecturas de manipuladores paralelos de baja movilidad, es decir, de
menos de seis grados de libertad. A partir de un MP de 6 GDL, restringiendo una o
varias variables de entrada, se estudiaran diferentes configuraciones de
manipuladores reconfigurables, capaces de adaptarse a diferentes tareas, es decir,

manipuladores con capacidad de multioperacionalidad.

Después de una revision del estado del arte en el desarrollo de MP de baja movilidad,
capitulos 1 y 2, en el capitulo 3 se han obtenido una serie de arquitecturas de
manipuladores paralelos de 3 GDL con los siguientes patrones de movimiento: 3TOR,
2T1R, 1T2R y OT3R. Estos MP tendran tres cadenas cinematicas idénticas vy
preferentemente dispuestas de forma simétrica. La metodologia utilizada esta basada
en la teoria de grupos de desplazamientos. Sin embargo, lo relevante del
procedimiento ha sido establecer las bases y premisas de la sintesis, que aparecen en
el apartado 2.3. Todas ellas constituyen un cuerpo de doctrina jerarquizado en una
serie de reglas y condiciones geométricas sobre los elementos y pares de la cadena

cinematica, que permiten obtener diferentes estructuras cinematicas.

El procedimiento pasa por obtener todas las posibles cadenas cinematicas
generadoras de desplazamientos de 3, 4 y 5 GDL que pueden ser empleadas. A
continuacion se van realizando configuraciones de 3 cadenas cinematicas idénticas,
con tal disposicidn geométrica que la interseccidn de los patrones de movimiento de

las 3 cadenas resulte ser el desplazamiento buscado para la plataforma mavil.

El resultado del proceso ha sido la generacion de una serie de MPs, algunos de los
cuales ya estaban referenciados en la literatura, y otros novedosos que podrian ser

fuente de nuevos disefios. El procedimiento utilizado en el estudio de las familias de
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manipuladores paralelos de 3 GDL, incluyendo el conjunto de premisas para la sintesis,
servira de base para el desarrollo de un nuevo procedimiento de analisis y sintesis de

MP de baja movilidad que se desarrollara en el capitulo 4.

En efecto, partiendo de las ideas anteriores se ha detallado un procedimiento para el
estudio y generacién (analisis y sintesis morfoldgica) de manipuladores paralelos de 6
GDL y de baja movilidad, de una forma sistematica y generalista. Este procedimiento
supone una metodologia novedosa para el desarrollo de manipuladores paralelos
reconfigurables de topologia variable y con multiples modos de operacién, a partir de

MP construidos con combinaciones de cadenas cinematicas de seis grados de libertad.

Para ello se define el concepto de Cadena Cinemadtica Genérica, que supone una
herramienta muy util para el anadlisis sistematico de MPs y supone el elemento base
del procedimiento. Consiste en una cadena cinematica serie como la mostrada en la
figura 4.1, formada por seis pares de rotacion, conectados cada uno de ellos a dos
elementos barra que forman 90° 6 0° con el eje de rotacidn de los pares a los que
estan conectados. Cada elemento tiene la posibilidad de contener un par prismatico,
con un maximo de tres pares prismaticos en la cadena cinematica. El nimero maximo
de pares de rotacion sera de seis, reduciéndose su nimero en la medida que aumenta

el numero de pares prismaticos.

Las particularidades o limitaciones geométricas de la cadena, como el hecho de que
los ejes de los pares de rotacién formen 90° 6 0° con los elementos a los que estdn
vinculados, y por tanto con la direccion de traslacidon del par prismatico en su caso, no
limitan el nUmero de posibilidades de patrones de movimiento del elemento terminal

y, sin embargo, simplifica enormemente el analisis y la sintesis de MPs.

Este concepto de Cadena Cinematica Genérica permite obtener la ecuacion vectorial
de una cadena cinematica i cualquiera del MP objeto de estudio de una forma
sistematica; y a partir de ella, la correspondiente ecuacién de velocidad. Partiendo de
las ecuaciones de dicha cadena, es facil de sistematizar la obtencién de las ecuaciones
de las otras cadenas del MP. Tomando como base la ecuacidn vectorial de la cadena
cinematica j, aplicando la combinacion de Matrices Basicas de Rotacion, se obtienen

con facilidad los vectores unitarios de los pares de cada cadena cinematica. Las
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cadenas cinematicas que constituyen el MP pueden ser de topologia diferente, siendo

necesario en este caso obtener la ecuacion vectorial de cada una de ellas.

Las caracteristicas del procedimiento desarrollado permiten analizar |Ia
multioperacionalidad de un MP de 6 GDL cualquiera mediante el bloqueo de las
adecuadas juntas cinematicas. De esta forma se pueden generar MPs de baja

movilidad con diferentes patrones de movimiento con estructura de grupo.

Con el objeto de generar todos los posibles MP de 6 GDL, es necesario en primer lugar,
obtener todas las posibles estructuras de cadenas cinematicas de 6 GDL. Para ello, se
ha realizado la sintesis estructural completa de una cadena espacial de 6 GDL. Se han
considerado Unicamente las combinaciones de pares prismaticos y de rotacion, ya que
cualquier par de orden superior como el par cilindrico, junta cardan, par plano o
esférico se puede obtener combinando pares prismaticos y de rotacidn. Existen cuatro
posibles agrupaciones de pares prismaticos y de rotacion: PPPRRR, PPRRRR, PRRRRR vy
RRRRRR. De la aplicacién de los criterios recogidos en el apartado 4.4, que buscan
simplificar los aspectos constructivos del manipulador y sus aspectos geométricos, ha
resultado un conjunto de 347 configuraciones de cadenas cinematicas de 6 GDL, que
potencialmente pueden combinarse entre si para formar diferentes MPs de 6 GDL

(tablas 4.16, 4.17 y 4.18).

Para comprobar la potencialidad de la capacidad de analisis de la metodologia
desarrollada en el capitulo 4, se ha aplicado dicha metodologia al analisis cinematico
de la plataforma de Gough-Stewart (capitulo 5). Ademas, se ha obtenido para dicho
MP la inversa de la matriz Jacobiana del problema directo de velocidades, expresando
de forma explicita las componentes de las velocidades v, y @ de la plataforma movil
en funcién de las velocidades de las variables de entrada [;. Es de resaltar este
enfoque, dado que lo habitual en la literatura técnica es encontrarse enfoques
numéricos. Las expresiones analiticas de los elementos de la matriz Jacobiana pueden

encontrarse en el anexo 1.

Otro punto a resaltar en el desarrollo de esta tesis es el siguiente. Del conjunto de 347
configuraciones de cadenas cinematicas de 6 GDL recogidos en el capitulo 4, se ha

seleccionado la cadena CPCR y se ha construido un manipulador de tres cadenas
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idénticas, el MP 3-CPCR de 6 GDL, para realizar sobre el mismo un completo estudio
de las capacidades de reconfigurabilidad de su elemento terminal. La seleccién de
dicho manipulador se fundamenta en que, disponiendo de un minimo de cadenas
cinematicas que garantizan una rigidez, tiene los accionamientos de las variables de
entrada de traslacion y rotacion conectadas a la plataforma fija, lo que minimiza las
fuerzas de inercia que actlan sobre el mecanismo. Ademas, las tres cadenas
cinematicas estdn conectadas a la plataforma moévil por medio de un par de rotacion,

de sencilla ejecucion material.

El andlisis de la multioperacionalidad del MP 3-CPCR ha permitido obtener una serie
de patrones de movimiento en su plataforma mdévil con estructura de grupo. Ello le
confiere una gran capacidad de reconfigurabilidad. Por ejemplo, este MP se puede
reconfigurar hacia un MP de baja movilidad, el MP 1-CPCR 2-PPCR, con una plataforma
movil que sigue un patrén de movimiento Schonflies y cuyo eje de rotacién puede ser
orientado en una direccidn cualquiera previamente seleccionada. También es posible,
blogueando las variables de entrada adecuadas, que la plataforma moévil siga los
siguientes patrones de movimiento: traslacion rectilineo, traslacion plano, traslacion
espacial y también movimiento Plano. Es, por tanto, un MP de 6 GDL reconfigurable,
obteniéndose una familia de MPs de baja movilidad con varios patrones de

movimiento con estructura de grupo en su plataforma movil.

Por ultimo, utilizando como base el procedimiento desarrollado para la obtencién de
las ecuaciones de velocidad de MPs de 6 GDL, se ha ideado una sistematica para
obtener tanto las ecuaciones de velocidad como las ecuaciones de restriccidon de los
MPs de baja movilidad. Para ello, se genera un MP de 6 GDL, liberando algunos de los
GDL restringidos del MP de baja movilidad objeto de andlisis. Las variables actuadas
del MP de partida junto con las variables liberadas, constituiran los 6 GDL del nuevo
manipulador generado. A continuacién se obtienen de forma explicita la expresion de
las velocidades de la plataforma movil, v,y @, en funcién de las velocidades de las
variables de entrada del MP de 6 GDL. Finalmente, se hacen nulas las velocidades de
las variables de entrada correspondientes a los GDL liberados, obteniéndose las
ecuaciones de restriccion en el problema de velocidades del MP de baja movilidad.

Por tanto, como puede verse, se han utilizado las ideas de reconfigurabilidad
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mediante el bloqueo de variables de entrada para obtener el MP de baja movilidad

objeto de estudio.

En resumen, en este trabajo se presenta un método versdtil que permite, de una
forma sistematica, construir diferentes MP de 6 GDL a partir de una o varias cadenas
cinematicas. Se plantea el problema de velocidades de manera que puedan extraerse
con facilidad los diferentes modos de operacion y de reconfigurabilidad que presenta.
Esta metodologia se puede aplicar a cualquier MP obtenido combinando cadenas
cinematicas de 6 GDL de diferente topologia, con lo que se pueden realizar estudios

de MPs de 6 GDL y de baja movilidad con caracter general.

8.2. Lineas Futuras de Investigacion

Los trabajos realizados en esta tesis han cubierto aspectos del analisis y sintesis
estructural de MPs tales como: definir una metodologia sistematica para la resolucién
del problema de velocidades; una metodologia que ha permitido obtener un grupo de
347 cadenas cinematicas de 6 GDL con caracteristicas especificas; y una metodologia
para el andlisis de la multioperacionalidad del MP. Sin embargo, han quedado abiertas

diferentes posibilidades de trabajo que se indican a continuacion.

Una posible linea de investigacion futura podria ser la aplicacidn del procedimiento
desarrollado en el capitulo 3, centrado en el estudio de MPs de 3 GDL, a la obtencién
de familias de MPs con 4 y 5 GDL. Para ello, podrian seguirse las premisas de la sintesis
recogidas en el apartado 2.3. En primer lugar, se obtendrian todas las posibles
cadenas cinematicas generadoras de desplazamientos de 4 y 5 GDL. A continuacién se
combinarian de forma que se obtenga el patrén de movimiento deseado en el MP de

465 GDL.

Otra posible linea de investigacion futura podria consistir en el desarrollo de un
software orientado al disefio y analisis de MPs reconfigurables. Aprovechando la
sistematizaciéon de la metodologia presentada en esta tesis, podria realizarse un
software que permitiera la aplicacién de dicha metodologia a cada una de las 347
configuraciones de cadena cinematica de 6 GDL (apartado 4.4), con el fin de
sistematizar el analisis de cada una de ellas. A partir de estas cadenas se construirian,

de una forma sistematica y estructurada, los diferentes manipuladores paralelos (MP)
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de 6 GDL formados por un minimo de 3 y un maximo de 6 cadenas. Para ello, este
software podria incluir una libreria de cadenas cinematicas y plataformas moviles
predefinidas y de utilidad practica para el disefio y analisis de manipuladores

reconfigurables.

Una vez creados los diferentes MP de 6 GDL, se identificarian todas las posibles
combinaciones de pares activos y pasivos. Para cada grupo de variables de entrada,
asociado a cada combinacion de pares activos, se obtendria la solucién del problema
directo y del problema inverso de velocidades. Se analizarian las posibilidades de
multioperacionalidad de los desplazamientos de la plataforma moévil del MP,
obteniéndose el conjunto de MPs de baja movilidad (0 a 6 GDL) que se consiguen
mediante el bloqueo o bloqueos de las variables de entrada. Asimismo, se podria
realizar el analisis del espacio de trabajo practico y de las singularidades en los

diferentes modos de operacién.

Como resultado este software permitiria obtener, de forma sistematica, las familias de
MPs de baja movilidad asociados a una o varias cadenas cinematicas de 6 GDL que
permiten realizar una amplia gama de patrones de movimiento de la plataforma

movil.
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10. ANEXOS

10.1. ANEXO 1: INVERSA DE LA MATRIZ ]IG) DEL MP 6-SPU

En este anexo se va a determinar la inversa de la matriz Jacobiana del problema
directo de velocidades, J2 [5.16], de la plataforma Gough-Stewart (6-SPU) estudiada
en los apartados 5.1 y 5.2. El objetivo es expresar las componentes de las velocidades
vp y @ de la plataforma moévil en funcién de las velocidades de las variables de
entrada ii. Como antecedente se puede citar el trabajo de J. Gallardo-Alvarado, J.M.
Rico-Martinez y H. Orozco-Mendoza, [GAL2004], donde obtienen un algoritmo que
permite realizar el analisis cinematico de la plataforma Gough-Stewart, resolviendo de
forma numérica el problema de posicién y el de velocidades y aceleraciones. Sin
embargo, en el presente trabajo se obtienen los elementos de la matriz inversa de la

matriz Jacobiana del problema directo de velocidades de forma explicita.

Primeramente se obtendran las componentes del vector resultante del producto

vectorial d; x E,P.
7 7 k
di X ELP = dix diy diz [All]
(Eip)x (Eip)y (Eip)z
Operando se obtiene
d; x EP = (diy (E:P), — diz (EiP)y )T + (diz (E:P)x — dix (E:P),)] +
(dix(E;P)y — diy (EiP) )k [A1.2]

A continuacidn se va a particionar la matriz Jacobiana ,]LG), para calcular su inversa (ver

referencia [JUN1993]). Para ello se define:
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D D
]LG) — ]gll ]glzl [A1.3]
G21 ]GZZ
Donde,
dlx dly dlz d4x d4y d4z
211— dax dZy dy, ; ]221= dsy d5y ds,
d3y dzy ds; dex dey dez
D —
G12 —

d1y(E1P), — d1,(E1P),y
dZy(EZP)Z - dZZ(EZP)y
d3y(E3P)z - d3z(E3P)y

D _
]GZZ -

d4y(E4P)z - d4z(E4P)y

d17(E1P)yx — d1x(E1P),
dZZ(EZP)x - d2x(E2P)z
d3z(E3P)x - d3x(E3P)z

d4z(E4P)x - d4x(E4P)z

dlx(Elp)y - dly(Elp)x
de(EZP)y - dZy(EZP)x
d3x(E3P)y - d3y(E3P)x

d4x(E4P)y - d4y(E4P)x

dsy(EsP), — ds;(EsP)y ds;(EsP)x — dsx(EsP), dsx(EsP), — dsy (EsP)y|[A1.4]
dﬁy(E6P)z - dﬁz(E6P)y dGZ(EGP)x - d6x(E6P)Z d6x(E6P)y - d6y(E6P)x
La matriz inversa del jacobiano J2 sera otra matriz particionada tal que,

pn-1_ [ C1 —C7 1D

D= fen G [ALS5]
Donde,

C =J¢11—J%12 (]Lc)zz)_lfgzﬂl
D = D D -1
Je12 Ug22) (AL.6]

E = Ula)zz)_llgn
F=J2, " +EC'D J

R
Las componentes de los vectores d; son las calculadas en el apartado 5.1 (ecuacidn

[5.11] y siguientes),
—COs a4 COS y; — sina; cos B, sin A

—sin f3, sin y,
sina; cos y;, — cosa; cos B, sin y;

194



Anexos

T T . . +sin si .
COS 73 COS @3 COS 7, — COS 3 sina, COs B, siny, + sin 3 sin B, siny,

- LT LT : T :
d, = sinz cos a, €os y, — sinz sina, cos f3, sin y, — cosz sin 3, sin y,

sina; cos y, — cos a, cos 3, sin ,

2T 2T . +si 2T . .
COS =3~ COS @3 COS 7, — COS —3-sinas cosﬂ3 sin y, + sin= smﬂ3 sin z,

5 . 2T . 2T ) 2w . )
ds = sin—3-cos a3 cos y, — sin—-sin a3 cos ﬂ3 sin y, — cos— sm,6’3 sin z,

sin a3 cos y, — cos a3 €os B, sin A

cos ay cos y, + sinay, cos B, siny,
5

d, = . .
4 =
cos = sin B, siny,

sin a4 €OS y, — €OS a4 COS B, sin 7

4 T . +si 4T . .
COS —3- COS @5 COS J; — COS —3-Sin s cosﬂ5 sin y; + sin— smﬂ5 sin y,

5 . 4w . 4 ) 4T )
ds = sin—3-cos a5 cos y; — sin—-sin a5 cos ﬂs sin y, — cos - sin ,6’5 sin
sin as cos y; — cos a5 cos ﬂs sin y,
5t 57 . . e 57 . .
COS =3~ COS A COS J, — COS - Sin g COS ,6’6 sin y, + sin=- sin ﬂ6 sin y,
5 . 5m . 5w ., ) 57 . ,
dg = SIN == C0S &g COS y, — SIN—3-Sin & COS ﬂ6 sin yg — cos == sin ,6’6 sin y,
Sin ag €os y, — €oS &g COS ,6’6 sin y,

En primer lugar se va a calcular (J2,,)™! a partir de [A1.4]. Su determinante es,

DET]gpz = (day(E4P); — daz(EsP)y) (ds;(EsP)x — dsy(EsP);)(dex(EeP)y —
dey(EP)x) = (day(E4P); — daz(EsP)y) (dsx(EsP)y — dsy(EsP)x)(dez(EeP)x —
dex(E6P)z) — (daz(EaP)x — dax(E4P),)(dsy(EsP), — ds;(EsP)y)(dex(EP)y —
dey(EP)x) + (daz(ExP)y — dax(E4P) ;) (dsx(EsP)y — dsy(EsP))(dey(EsP), —
dez(E6P)y) + (dax(EsP)y — day(E4P)y)(dsy(EsP), — ds;(EsP)y)(dez(EsP)x —
dex(E6P)z) = (dax(E4P)y — day (E4P)x)(dsz(EsP)x — dsx(EsP) ;) (dey (EP), —
dez(EP)y)

Cada uno de los términos de las matrices recogidas en este trabajo se denominara
con el nombre de la propia matriz y los subindices correspondientes a la posicion que

ocupa dicho término en la misma.
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A continuacién se obtendran cada uno de los elementos de (J2,,)71:

(827"),, = ((dss(EsP)x = dsx(EsP),) (dex(EcP)y — dey (EeP)z)

- (de(ESP)y - dSy(ESP)x)(d6Z(E6P)x - d6x(E6P)Z))(DET]gZZ)_1

(827"). = ((ax(EaP)y — day (E4P)) (dey (EoP)x — dex(EsP),)

- (d4z(E4P)x - d4x(E4P)z)(d6x(E6P)y - d6y(E6P)x))(DET](L;)22)_1

(827")., = ((as(BaP)x = due(EaP),) (A (EsP)y — dsy (EsP)s)

- (d4x(E4P)y - d4y(E4P)x)(dSZ(E5P)x - de(ESP)z))(DET](L;)ZZ)_l

(1227") = ((dse(EsP)y — dsy (EsP))(dey (EeP); — dos (EeP),)

— (dsy(EsP), — ds;(EsP),)(dex(E¢P)y — dey(Eep)x))(DET]gzz)_l

(822 7),, = ((ay(EsP), = du(EsP),) (dex (EeP)y = dey (EeP):)

- (d4x(E4P)y - d4y(E4P)x)(d6y(E6P)z - dﬁz(E6P)y))(DET]gZZ)_1

(227") = ((@ax(BaP)y = duy (EaP))(dsy (EsP), — ds, (EsP),)

- (d4y(E4P)z - d4Z(E4P)y)(d5x(E5P)y - dSy(ESP)x))(DET]gZZ)_l

(1827") = ((dsy (BsP), = ds, (EsP),) (dos(EsP)x — dx (EP),)

- (dSZ(ESP)x - de(ESP)z)(dﬁy(EGP)z - d6Z(E6P)y))(DET]gZZ)_1

(1827") | = ((@ss(BaP)x = dx(EsP),) (dey (EP), — dos(EeP),)

- (d4y(E4P)z - d4Z(E4P)y)(d62(E6P)x - d6x(E6P)z))(DET]gZZ)_1

(1827") = ((@ay (BaP), = dis (EaP),) (s, (EsP)y — dsx(EsP),)

— (dyz(E4P)y — dyx (E4P) ) (dsy (EsP), — d5z(E5P)y))(DET]gzz)_1

Seguidamente se obtendran los elementos de la matriz D = J2,,(J2,,)"1, como se

define en las ecuaciones [A1.6].
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Diy = (diy(EsP), — dy,(E1P)y) ((dsz (EsP)x — dsx(EsP),)(dex (EeP)y —

dey (EsP)z) — (dsx(EsP)y — dsy (EsP);) (e (EeP)x — dex(E6P);)) (DETJZ,,) ™" +
(A2 (ErP)x — dix(E1P),) ((dsx(EsP)y — dsy (EsP)x) ey (EeP); — dez (EsP),) —
(dsy(EsP); — ds; (EsP)y)(dex(EsP)y — doy (EsP))) (DET)2,2) ™ + (d1x(E1P)y —
diy (E1P)) ((dsy (EsP); — sz (EsP)y) (dey (E6P)x — dox(EsP),) — (dsy (EsP)x —

dsy (EsP) ;) (dey(EcP), — dez(EsP)y) ) (DET]g2) ™"

Diz = (diy(EsP), — di,(ErP)y) ((dax (EaP)y — day (EaP):) (des (E6P)y —

Ao (E6P)7) = (daz(EsP)x — dan(E4P) ) (dex (EP)y — doy (EsP),)) (DET/255) ™" +
(A2 (ErP)x = dix(E1P),) ((day (EaP); — iz (E4P)y) (dex (EsP)y — dey (EP)) —
(dax (EaP)y = day (EsP)) ey (EsP); — dez(EsP)y) ) (DET)222) ™t + (dyx(E1P)y —
iy (E1P)x) ((daz(EaP)x — dix (EaP),) (dey (EP); — doz (EP)y) — (day (E4P), —

d4z(E4P)y)(d6z(E6P)x - d6x(E6P)z))(DET](L;)22)_1

Dis = (diy(ErP); — dio(ExP)y) ((daz(EaP)sx — dax(EaP) ) (dsy (EsP), —
dsy(EsP)x) = (dax (EsP)y — day (E4P)) (ds (EsP) — dsx (EsP),)) (DET)E,;) ™ +
(d1(E1P)x — A (ExP),) ((dax (EaP)y — day (EaP);) (dsy (EsP), — ds(EsP)y) —
(day (EaP); = daz (EsP)y)(dsy(EsP)y — dsy (EsP)) ) (DET)222) ™t + (dyx(E1P)y —
diy (B P)y) ((day (E4P); — dug(EP),)(ds, (EsP)s — dsy(EsP),) — (day(E4P)y

d4x(E4P)z)(d5y(E5P)z - dSZ(ESP)y))(DET]gZZ)_l

Day = (day (E2P); — daz(EoP)y) ((dsz (EsP)x — dsy(EsP) ) (dex (EP)y —

doy (EsP)x) — (dsx (EsP)y — dsy (EsP)) (dez (E6P)x — dx (E6P),)) (DET)E,5) ™ +
(d22(E2P)x = dax (E2P),) ((dsx(EsP)y — dsy (EsP)) (dey (EP), — des(E6P),) —
(dsy (EsP); — dsz(EsP)y) (dex(EsP)y — dey (EsP):)) (DET)222) ™t + (dax (E2P)y —
day (E2P)x) ((dsy (EsP), — ds;(EsP)y) (dsz (EP)yx — dix (EP),) — (dsy (EsP)z —

de(ESP)z)(d6y(E6P)Z - d6z(E6P)y))(DET]gZZ)_1
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Dyz = (day(E2P); — daz(E2P)y) ((dax(EsP)y — day (E4P)x) (dez (EsP)x —

Ao (E6P)7) = (daz(EsP)x — dax(E4P) ) (dex (EP)y — doy (EsP),)) (DETJ255) ™" +
(doz(E2P)x — Ao (E2P),) ((day (BaP); — daz(EaP)y) (s (E6P)y — dey (EsP)s) —
(dax(EaP)y = day(E4P)) (dsy (E6P); — dsz(EP),)) (DET)222) ™t + (dax (E2P)y —
Aoy (E2P)x) ((daz(EaP)x — dax(E4P),)(dsy (EsP); — dey(EsP)y) — (day (E4P), —

daz(EsP)y)(dez(EeP)x — dex (EeP)2))(DET]G22) ™"

Dy3 = (day(E2P); — dyz(E2P)y) ((daz(EaP)x — dux (E4P);) (dsx (EsP)y —

dsy (EsP)x) = (da(E4P)y — day (E+P).) (ds, (EsP)x — dsy(EsP),)) (DET/Z;5) ™" +
(doz(E2P)x — Ao (E2P),) ((dax(E4P)y — day (EaP)) (dsy (EsP), — ds; (EsP)y) —
(day (EaP); = daz (EsP)y) (dsy(EsP)y = dsy (EsP)) ) (DET E25) ™ + (dax (EoP)y —
A3y (E2P)x) ((day (E4P); — daz(E4P)y) (ds, (EsP)x — dsy(EsP),) — (daz (E4P)x —

d4x(E4P)z)(d5y(E5P)z - dSZ(ESP)y))(DET]gZZ)_l

Dsy = (day (EsP); — da;(EsP)y) ((dsy(EsP)x — dsy(EsP) ) (dex (EP)y —

doy (EsP)x) — (dsx (EsP)y — dsy (EsP)) (dey (E6P)x — dx (E6P),)) (DET)E,5) ™ +
(a2 (EsP)yx — dyx (EsP),) ((dsy(EsP)y — dsy (EsP)) (dey (EP), — de(E6P),) —
(dsy (EsP); — dsz (EsP)y) (dex(EsP)y = doy (EsP)))(DETJE25) ™ + (dx (EP)y —
sy (EsP)x) ((dsy (EsP), — ds;(EsP)y) (doy (EP)y — dix (EP),) — (dsy (EsP)y —

de(ESP)z)(d6y(E6P)Z - d6z(E6P)y))(DET]gZZ)_1

Dsz = (day (EsP); — da;(EsP)y) (dax(EaP)y = day (EaP)) (s (EsP) —

dox (EoP)2) = (daz(E4P)x — dan(E4P) ;) (dox (EP)y — doy (EsP))) (DET/25) ™" +
(a2 (EsP)x = dyx(EsP),) ((day (E4P), = daz(EsP),) (dex (E6P)y — doy (EP)y) —
(dax(EaP)y = day(E4P)) sy (E6P); — dsz(EP),)) (DET)222) ™t + (dx (E3P)y —
A3y (EsP)x) ((daz(EaP)x — dax(E4P),)(dsy (EsP); — dez(EsP)y) — (day (E4P), —

d4z(E4P)y)(d6z(E6P)x - d6x(E6P)z))(DET](L;)22)_1
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Dy3 = (day(E3P); — d3z(EsP)y) ((daz(EaP)x — dux(E4P);) (dsx (EsP)y —

sy (EsP)x) = (dax(EsP)y — duy (E4P)) (dsy (EsP) — dsx(EsP),))(DET)E,5) ™ +
(ds2(E3P)x — daz(EsP),) ((dax(E4P)y — day (EaP)) (dsy (EsP), — ds; (EsP)y) —
(day (EaP); = duz(EaP)y) (dsy(EsP)y — dsy (EsP).)) (DET)222) ™t + (dx (E3P)y —
A3y (EsP)x) ((day (EaP); — daz(E4P)y) (dsy(EsP)y — dsx (EsP),) — (dag (EaP)y —

d4x(E4P),)(dsy (EsP), — d5z(Esp)y))(DET]gzz)_1

A continuacién se van a determinar los elementos de la matrizC =J2,, —
J2., J2,,)7Y2,,, como se define en las ecuaciones [A1.6]. Dado que D =

J2., J2,,)71, ecuaciones [A1.6],
C= 1211 - D]lG)Zl [A1.7]
Por tanto,
Ci1 = dixy — (D11dax + Diadsy + Di3dey)
Ciz = d1y — (D11d4y + Dypdsy, + Dy3dsy)
Cy3 = diz — (D11d4z + D12ds; + Dy3de,)
Co1 = dax — (Da1day + Daadsy + Dazdey)
Caz = dyy — (Dy1d4y + Dypdsy + Da3dsy)
Ca3 = dyz — (Da1dyz + Dazds; + Dy3des)
C31 = dzx — (D31day + D3zdsy + D33dey)
C3; = d3y - (D31d4y + D32d5y + D33d6y)
Cs3 = d3; — (D31d4; + D33ds; + D33ds;)

Seguidamente se obtendrd la inversa de la matriz C. Para ello es necesario calcular su

determinante,
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DETC = ((d1x — (Dy1day + Dypdsy + Di3dey))(dzy — (Da1dsy + Dypdsy +
D,3dey))(ds; — (D31day; + D3pds, + D33de,)) — (dix — (D11day + D1pdsy +
D13dex))(dy; — (Da1dy, + Dapds, + Day3de,))(dsy — (D31dsy + Dipdsy, +
D33dey)) — (dyy — (D11d4y + D12dsy + Di3dey))(doy — (Da1dsy + Dppdsy, +
Dy3dey))(ds; — (D31dy, + D3pds, + D3zde,)) + (dyy — (D11day + Dipdsy, +
Dy3dgy))(dy; — (Dy1dyy + Dypds, + Dazde,))(dsy — (D31day + D3pdsy +
D33dgy)) + (di; — (D11dyy + Di2ds, + Di3de,))(day — (Dy1dyy + Doyrds, +
D,3dex))(dsy — (D31d4y + D3pdsy + D33dey)) — (di; — (D11day + Dipds, +
D13de;))(dyy — (Da1d4y + Dapdsy + Dazdey)) (dsy — (D31day + D3pdsy +
D33des)))

Los elementos de €1 seran por tanto,

(€1 = ((dZy — (Dy1d4y + Dipdsy + Dy3dey))(ds; — (D31ds, + D3pds, +
D33dg,)) — (dy; — (Da1d4y + Doypds, + Dyzde,))(dsy — (D31dsy + D3pds,y, +
Dsadey)))(DETC)™1

(C YV, = ((dlz — (D11d4z + D1pds, + Dy3de,))(dsy — (D31dsy + D3pdsy, +
D33dey)) — (dyy — (D11d4y + D12dsy + Dy3dey))(ds; — (D31dy, + D3pds, +
D33dg,)))(DETC)™

(€™ D3 = ((dly - (D11d4y + D12d5y + D13d6y))(d2z — (D31d4; + Dypds, +
Dy3de;)) — (d1z — (D11ds; + Dipds, + D13d6z))(d2y - (D21d4y + D22d5y +
Dy3dey)))(DETC)™?

(€ Yy = ((d2z — (D1d4z + Dypds, + Dy3de,))(dsy — (D31dyy + D3pdsy +
D33dey)) — (dax — (D21day + Dypdsy + Da3dey))(ds, — (D31dyy + D3pds, +
D33d62)))(DETC)_1

(6_1)22 = ((dlx - (D11d4x + D12d5x + D13d6x))(d32 - (D31d4z + DBZdSZ +
D33d62)) - (dlz - (D11d4z + DlZdSZ + D13d6z))(d3x - (D31d4x + D32d5x +
Ds3de)))(DETC)™
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(C V)3 = ((d1z — (D11d4z + D12ds, + Dy3de,))(doy — (Da1day + Dopdsy, +
Dy3dey)) — (dix — (D11d4x + D1adsy + D13dey))(da; — (Da1dy; + Dypds, +
Dzsdez)))(DETC)_l

(6_1)31 = ((de - (D21d4x + D22d5x + D23d6x))(d3y - (D31d4y + D32d5y +
D33dey)) — (dzy — (D21day + Dypdsy + Dy3dey))(dsy — (D31day + D3pdsy +
D33d6x)))(DETC)_1

(€ Nz = ((dly — (D11d4y + Dy2dsy + Dy3dgy))(dsy — (D31day + D3pds, +
D33dey)) — (dix — (D11day + D12dsy + Dy3dey))(dsy — (D31dsy + D3pdsy, +
Ds3de,)))(DETC)™1

(C V)33 = ((dlx — (Dy1day + Dypdsy + Di3dey))(dzy — (Da1dsy + Dppdsy +
D23d6y)) - (dly - (D11d4y + D12d5y + D13d6y))(d2x - (D21d4x + D22d5x +

Dy3dex)))(DETC)™!

A continuacién se calcularan los elementos de la matriz E = (J2,,)"1J2,,, como se

define en las ecuaciones [A1.6].

Err = ((dsy (EsP)x — dsx(EsP),) (dex (EsP)y — dey (E6P)x) — (dsx (EsP)y —
sy (EsP)x) sz (EP)x — dex (EP),)) dax (DETJ252) ™" + ((dax (E4P)y —

day (E4P)) (dsz (EP)x — dox (E6P);) = (daz (EaP)y — dax(EaP),) (dex (EsP)y —
doy (EsP)x))ds(DET)222) ™" + ((daz (EaP)x — dax (E4P),) (ds(EsP)y —

dSy(ESP)x) - (d4x(E4P)y - d4y(E4P)x)(dSZ(E5P)x - de(ESP)Z))d6x(DET]GDZZ)_1

Erz = ((ds,(EsP)x — dsx (EsP),) (dex(EP)y — dey(EP)x) — (dsx (EsP), —
sy (EsP)x) sz (EP)x = dox (EP),))day (DET25) ™ + ((dax (E4P)y —

day (E4P)2) (doz(EsP)x — dix (E6P);) — (daz(E4P)x — dax (E4P);) (dex (EP)y —
doy (EsP)x))dsy (DETJZ:5) ™ + ((daz (P — dux (EaP),) (dsy (EsP)y —

dSy(ESP)x) - (d4x(E4P)y - d4y(E4P)x)(dSZ(E5P)x - de(ESP)Z))d6y(DET]gZZ)_1
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Eys = ((ds, (EsP)x — dsx (EsP),) (dex(EsP)y — dey(EP)) — (dsx (EsP), —

sy (EsP)) (doz (EP)x — dox (E6P),))daz (DET)252) ™ + ((dan(E4P)y —

iy (E4P)x) (doz(EsP)x — dix (E6P);) = (daz(E4P)x — dax (E4P);) (dex (EP)y —
doy (EsP)x))ds;(DET)Z:) ™ + ((daz (EaP)x — dux (EaP),) (dsy (EsP)y —

dsy (EsP)x) = (dax(E4P)y — day (EP):) (ds; (EsP)y — dsy(EsP),))dss (DET)2,3) ™"

Ey1 = ((dsx(EsP)y — dsy (EsP):)(dey (EsP); — dey (EsP)y) — (dsy (EsP), —

s, (EsP)y) (dex(EsP)y = doy (EsP)))dax (DET25) ™ + ((day (E4P), —
daz(EaP)y) (dox (EsP)y — doy(EsP)x) = (dax (EaP)y — day (E4P)) (dey (EsP), —
Aoz (E6P)y))dsx (DETJE:) ™ + ((dax (EaP)y — day (E4P)) (dsy (EsP), —

dsz(EsP)y) — (day(EP); — daz(E4P)y)(dsx(EsP)y — dsy(EsP)y))dex(DET]Gy5) ™

Eyz = ((dsy(EsP)y — dsy (EsP)x) (dey(E6P); — ds; (EP)) — (dsy (EsP), —

s (EsP)y) (dex (EsP)y — doy (EsP)x))day (DET]2,2) ™" + ((day (E4P), —
daz(EsP)y) (dex(EsP)y — doy(EsP)x) = (dax(E4P)y = day(E4P)) (doy (EP), —
Aoz (E6P)y))dsy (DETIZ5) ™" + ((dax(E4P)y — day (E4P))(dsy (EsP), —

s, (EsP)y) — (day(E4P); — daz(E4P)y) (dsy (EsP), — dsy (EsP),))dy (DET]2,)™"

Eys = ((dsy(EsP)y — dsy (EsP)x) (dey(E6P); — ds; (EP)y) — (dsy (EsP), —

s, (EsP)y)(dex(EsP)y = doy (EsP)))daz(DETJ52) ™" + ((day (E4P), —

daz (EsP)y) (dex(EsP)y = doy(EsP)x) = (dax(EaP)y = day (E4P)s) (doy (EP),
Aoz (E6P)y))ds;(DET]2,2) ™" + ((dax (EaP)y — day (E4P);)(dsy (EsP), —

dSZ(ESP)y) - (d4y(E4P)Z - d4Z(E4P)y)(d5x(E5P)y - d5y(ESP)x))dGZ(DET]GDZZ)_l

Es1 = ((dsy(EsP), — ds;(EsP)y) (dsz (EP)y — dex (EP),) — (dsy(EsP)z —

s (EsP))(doy (EsP); — doy(EsP)y))dax (DET)Z25) ™" + ((day (E4P)x —

dix (EsP);) (dey (EsP); — ez (EsP)y) — (day(E4P); — daz(EP),) (des (EsP) —
Ao (E6P)2))dsx (DET2;5) ™ + ((day (EaP); — daz(EaP)y)(ds, (EsP)x —

de(ESP)z) - (d4z(E4P)x - d4x(E4P)z)(d5y(E5P)z - dSZ(ESP)y))d6x(DET]gZZ)_1
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Esz = ((dsy (EsP); — ds;(EsP),)(dey (E6P)x — dex(EsP),) — (ds,(EsP)y —

s (EsP);) (dey (EsP); = oz (EsP)y))day (DETI,2) ™" + ((daz (EaP)x —
dax(E4P);) (dey (EeP); — dez(EsP)y) = (day(E4P); — diz (EaP),) (dey (EeP)x —
Ao (E6P)2)) sy (DETJZ:5) ™ + ((day (EaP), = daz(EsP)y)(ds, (EsP)x —

de(ESP)z) - (d4z(E4P)x - d4x(E4P)z)(d5y(E5P)z - dSz(ESP)y))d6y(DET](L;)22)_1

Ess = ((dsy(EsP), — ds;(EsP)y) (dsz (EP)y — dex (EP),) — (dsy(EsP)y —

s (EsP);)(dsy (EsP); — doz(EsP)y))daz(DETJ52) ™" + (s (EaP)y —
dix(E4P);) (dey (EsP); — ez (EsP)y) — (day(E4P); — daz (EaP),) (Ao (EsP) s —
Ao (E6P)2)) sz (DET]252) ™" + ((day (EaP); — daz(E4P)y)(ds (EsP)z —

dSX(ESP)Z) - (d4Z(E4P)x - d4x(E4P)z)(d5y(E5P)Z - dSZ(ESP)y))dGZ(DET]gZZ)_l

Siguiendo con los célculos, se va a realizar el producto —C~1D. Sus elementos son,

(=C7'D)11 = = ((dzy — (Dz1day + Daydsy + Dy3dey))(ds, — (D3yday + Dspds, +
D33de;)) — (daz — (Da1d4y + Dypds, + Da3de,))(dsy — (D31dyy + D3pdsy, +
D33d6,)))(DETC) D1y — ((dr, = (Dy1day + Dipds, + Dizde,))(dsy —

(D31d4y + D3pdsy + D33dsy,)) — (dqy — (D11d4y + Dipdsy, + Di3dey))(ds, —
(D31d4; + D3pds, + D33d6z)))(DETC)_1D21 - ((dly — (D11d4y + Dypdsy +
Dy3dgy))(daz — (Dy1dsy + Dypds, + Daszde,)) — (dy; — (D11dyy + Dipds, +
Di3de;))(day — (Dy1dyy + Dapdsy, + D23d6y)))(DETC)_1D31

(—C7'D)1, = = ((dzy — (Da1day + Daydsy + Dy3dy))(ds, — (D3yday + Dspds, +
D33ds)) — (dgy — (Dayday + Dypdsy + Dyzde,))(dsy — (Dsgday + Diydsy +
D33d6,)))(DETC) ™Dy, = ((dr; = (Dy1day + Dipds, + Dizde,))(dsy —

(D31day + D3pdsy + D33dey)) — (dyy — (Dyydyy + Dypds, + Dizdey))(dsy —
(D31daz + D3yds, + D33de,)))(DETC) ™' Dy — ((dyy — (Dyzday + Diadsy, +
Di3dgy))(dzy — (Dy1day + Dapds, + Dyzdey)) — (diy — (Dyydyy + Dipds, +
Dy3de,))(day — (Dayday + Dypdsy + Dyzdey)))(DETC) 1Dy
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(—=C™'D)y3 =— ((dZy — (Dy1d4y + D3pdsy + Dy3dey))(ds; — (D31da; + D3pds, +
D33dg,)) — (dy; — (Da1d4y + Doypds, + Dyzde,))(dsy — (D31dsy + D3pds,y, +
D33dey)))(DETC) 'Dy3 — ((d1z — (D11d4z + D12ds, + Di3dez))(dsy —

(D31d4y + D3pdsy + D33dey)) — (d1y — (D11day + D12dsy + Dy3dey))(d3, —
(D31d4z + D3pds, + D33d6z)))(DETC)_1D23 - ((dly — (D11d4y + Dypdsy +
D13dey))(dy; — (Dy1d4; + Dypds, + Dy3de,)) — (diy — (D11ds, + Dipds, +
Di3de;))(day — (Dy1dsy + Dapdsy, + D23d6y)))(DETC)_1D33

(=C7'D)y1 = —((dzz = (D31d4z + Dazds; + Dy3de)) (dsy — (D31dax + D3zdsy +
D33dey)) — (dax — (D21dax + Dazdsy + Dazdex))(ds, — (D31day + Dspds, +
D33d6z)))(DETC)_1D11 - ((dlx — (D11d4x + Dypdsy + Dy3dey))(ds, —

(D31d4; + D3zds; + D33de,)) — (diz — (D114, + D12ds, + Dizde,))(dzy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6x)))(DETC)_1D21 - ((d1z — (Dy1d4; + Dypds, +
Dy3dgz))(dax — (D21dax + Dazdsy + Da3dey)) — (dix — (D11dax + Dyadsy +
Di3dey))(dz; — (D21da; + Dapds, + D23d6z)))(DETC)_1D31

(=C7'D)zz = —((dzz — (Dz1d4 + Dyzds; + Dy3de)) (dsy — (D31dax + D3zdsy +
D33dey)) — (dax — (D21dax + Dazdsy + Dazdex))(ds, — (D31day + Dspds, +
D33d6z)))(DETC)_1D12 - ((dlx — (D11d4x + Dypdsy + Dy3dey))(ds, —

(D31d4; + D3zds; + D33de,)) — (diz — (D114, + D12ds, + Dizde,))(dzy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6x)))(DETC)_1D22 - ((d1z — (Dy1d4; + Dypds; +
Dy3dgz))(dax — (D21dax + Dazdsy + Da3dey)) — (dix — (D11dax + Dyadsy +
Di3dey))(dy; — (D21da; + Dapds, + D23d6z)))(DETC)_1D32

(—C™D)y3 = —((dzz — (Da1dyy + Dyzds, + Dysde,))(dsy — (D3yday + Dspdsy, +
D33dex)) — (dax — (Daydax + Dazdsy + Dy3dey))(ds, — (D31ds; + D3pds, +
D33de,)))(DETC)™*Dy3 — ((dyx — (D11dax + Dy2dsy, + Dy3dey))(ds, —

(D31d4z + D32ds; + D33dg,)) — (dy; — (D11day + Di2ds, + Dy3de,))(dsy —
(D31d 4y + D3ydsy + Da3dey)))(DETC)™*Dy3 — ((dy, — (D11d4y + Dyads, +
Di3de,))(day — (Da1day + Dypdsy + Dyzdey)) — (diy — (Dy1day + Dipdsy +
Dy3dey))(dy, — (D21dyy + Dayds, + Da3ds,)))(DETC) D3y
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(—=C™'D)3; = — ((de — (D21d4y + Dypdsy + Day3dey))(dsy — (D31d4y + D3pds,, +
D33dey)) — (dzy — (D21day + Dypdsy + Dy3dey))(dsy — (D31day + D3pdsy +
D33d6x)))(DETC)_1D11 - ((dly — (D11d4y + Dypdsy, + Di3dey))(dsy —

(D31d4y + D3zdsy + D33dey)) — (dix — (D11d4y + Diadsy + Di3dey))(dsy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6y)))(DETC)_1D21 - ((dlx — (D11d4yx + Dypdsy +
D13dex))(dyy — (D21dsy + Dypdsy + Dyzdsy)) — (dyy — (D11d4y + Dipdsy +
Di3dey))(day — (Da1dyy + Dapdsy + Dzsdex)))(DETC)_le

(—=C™ D)3, = — ((de — (D21d4y + Dypdsy + Da3dey))(dsy — (D31d4y + D3pds,, +
D33dey)) — (dzy — (D21day + Dypdsy + Da3dey))(dsy — (D31day + D3pdsy +
D33d6x)))(DETC)_1D12 - ((dly — (D11d4y + D1pdsy, + Di3dey))(dsy —

(D31d4y + D3zdsy + D33dey)) — (dix — (D11d4y + Diadsy + Di3dey))(dsy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6y)))(DETC)_1D22 - ((dlx — (D11d4y + Dypdsy +
D13dex))(dzy — (D21dsy + Dypdsy + Dyzdsy)) — (dyy — (D11d4y + Dypdsy +
Di3dey))(day — (Da1dyy + Dapdsy + Dzsdex)))(DETC)_1D32

(—C7'D)33 = = ((dax — (Dz1dax + Dypdsy + Dyzde:))(dsy — (Dsyday + Diydsy +
D33dey)) — (dzy — (D21d4y + Dypdsy + Da3dey))(dsy — (D31day + D3pdsy +
D33d6x)))(DETC)_1D13 - ((dly — (D11d4y + D1pdsy, + Di3dey))(dsy —

(D31d4x + D3pdsy + D33dey)) — (dix — (D11d4x + D1adsy + Di3dey))(dsy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6y)))(DETC)_1D23 - ((dlx — (D11d4yx + Dypdsy +
Dy3deyx))(dzy — (Da1d4y + Dppdsy + Da3dgy)) — (diy — (Dy1day + Dipdsy +
Di3dey))(day — (Da1dyy + Dapdsy + Dzsdex)))(DETC)_1D33

A continuacion se calcularan los elementos del producto EC™1,
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(EC™)q, = Epq ((dZy — (Dy1d4y + Dypdsy + Dy3dey))(ds; — (D31ds; + D3pds, +
D33dg,)) — (dy; — (Da1d4y + Doypds, + Dyzde,))(dsy — (D31dsy + D3pds,y, +
D33d6y)))(DETC)_1 + E12((d2z — (D31d4; + Dypds; + Dyzde,))(dsy —

(D31d4x + D3adsy + D33dey)) — (doxy — (D21dax + D2zdsy + Dazdey))(ds, —
(Ds1dsz + Diyds, + D33de,)))(DETC) ™ + Eys ((dox — (Do + Dapdsy +
Dy3dey))(dsy — (D31dsy + D3pdsy + D33dey)) — (dyy — (Da1d4y + Doypdsy, +
Dy3dsy))(day — (D3yday + Dipdsy + D3zdey)))(DETC) ™

(EC™)1z = Eyy ((diy = (D11, + Dipds; + Disds,))(dsy — (Dsyday + Daydsy +
D33dey)) — (dyy — (D11d4y + D1pdsy + Dy3dey))(d3, — (D31ds, + D3pds, +
D33d6,)))(DETC)™ + E15((d1y — (D11dax + Di2dsy + Di3dey))(ds, —

(D31d4, + D3zds; + D33de,)) — (diz — (D114, + D12ds, + Dizde,))(dzy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6x)))(DETC)_1 + E13((d1z — (D11d4; + Dypds, +
Dy3dgz))(dax — (D21dax + Dazdsy + Da3dey)) — (dix — (D11dax + Dyadsy +
Di3dey))(dz; — (D21da; + Dapds, + D23d6z)))(DETC)_1

(EC™)13 =Eyq ((de — (D21day + Dypdsy + Dy3dey))(dsy, — (D31dsy + D3pdsy, +
D33dey)) — (dzy — (D21day + Dypdsy + Dap3dey))(dsy — (D31day + D3pdsy +
D33d6x)))(DETC)_1 + Eq; ((dly — (D11d4y + Dy2dsy, + Dy3dey)) (dsy —

(D31d4y + D3zdsy + D33dey)) — (dix — (D11d4y + Diadsy + Di3dey))(dsy —
(Ds1day + Dszdsy + D33dy)))(DETC) ™ + Eys ((dry — (Dazday + Dyzdsy +
D13dex))(dzy — (D21dsy + Dypdsy + Dyzdey)) — (dyy — (D11d4y + Dipdsy +
Dy3dey)) (dax — (Dayday + Dypdsy + Dyzd)))(DETC)™

206



Anexos

(EC™ 1) = En ((dZy — (Dy1d4y + Dypdsy + Dy3dey))(ds; — (D31ds, + D3pds, +
D33dg,)) — (dy; — (Da1d4y + Doypds, + Dyzde,))(dsy — (D31day + D3pds,y, +
D33d6y)))(DETC)_1 + Ezz((d2z — (D31d4; + Dypds; + Dyzde,))(dsy —

(D31d4x + D3adsy + D33dey)) — (dox — (D21dax + D2zdsy + Dazdey))(ds, —
(D31dsz + Diyds, + Dyzde,))) (DETC) ™ + Ep ((dyx = (Da1day + Dadsy +
Dy3dey))(d3y — (D31dsy + D3pdsy + D33dey)) — (dyy — (Da1dsy + Dypdsy, +
Dy3dsy))(day — (D3yday + Dapdsy + D3zdey)))(DETC)™

(EC™)2 = Bz ((d1, — (D1ada, + Dipds, + Diade,))(dsy — (Dsyday + Dyadsy, +
D33dgy)) — (dyy — (D11d4y + D1pdsy + Dy3dey))(d3, — (D31ds, + D3pds, +
D33d6,)))(DETC)™ + Ep((dix — (D11day + Dipdsy + Di3dey))(ds, —

(D31d4; + D3zds; + D33de,)) — (diz — (D114, + D12ds, + Dizde,))(dzy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6x)))(DETC)_1 + Ey;3 ((dly — (Dy1d4y + Dypdsy +
D13dey))(dsx — (D31dsy + D3adsy + D33dey)) — (diyx — (D11day + Dipdsy +
Di3dey))(d3y — (D31d4y + D3pdsy, + D33d6y)))(DETC)_1

(EC™)z5 = Ez ((diy — (D11day + Dizdsy + Disdey))(dy; — (Dyrday + Dyadls, +
Dy3de;)) — (d1z — (D11d4z + D1pds, + Dy3de,))(day — (D21dsy + Dapdsy, +
Dy3d6y)))(DETC) ™" + Ep,((dy; — (D11day + Dizds, + Di3de;)) (dyy —

(D31d4y + Dypdsy + Dysdey)) — (diy — (D11d4y + Di2dsy + Di3dey))(dy, —
(D31d4z + Dypds, + D23d6z)))(DETC)_1 + Ey;3 ((dlx — (D114 + Dypdsy +
D13dex))(dzy — (D21dsy + Dypdsy + Dyzdey)) — (dyy — (D11d4y + Dipdsy +
Dy3dy)) (dax — (Dayday + Dypdsy + Dyzd)))(DETC)™
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(EC™ )3 = Es3q ((dZy — (Dy1d4y + Dypdsy + Dy3dey))(dsz — (D31ds, + D3pds, +
D33d¢,)) — (dy; — (Da1d4y + Doypds, + Dyzde,))(dsy — (D31dsy + D3pds,y, +
D33d6y)))(DETC)_1 + E32((d22 — (D31d4; + Dypds; + Dyzde,))(dsy —

(D31d4x + D3adsy + D33dey)) — (dox — (D21dax + D2zdsy + Dazdey))(ds, —
(D31dsz + Diyds, + Dy3de,)))(DETC) ™ + Esy ((dyx = (Da1day + Dadsy +
Dy3dey))(d3y — (D31dsy + D3pdsy + D33dey)) — (dpy — (Da1dsy + Doypdsy, +
Dy3dsy))(day — (D3yday + Dipdsy + D3zdey)))(DETC) ™

(EC™)5 = Es1 ((d1, — (D1ada, + Dipds, + Diade,))(dsy — (Dsyday + Dyadsy, +
D33dgy)) — (dyy — (D11d4y + D12dsy + Dy3dey))(d3, — (D31ds, + D3pds, +
D33d6,)))(DETC)™ + E35((d1x — (D11day + Didsy + Di3dey))(ds, —

(D31d4; + D3zds; + D33de,)) — (diz — (D114, + D12ds, + Dizde,))(dzy —
(D31d4y + D3pdsy + D33d6x)))(DETC)_1 + E3;3 ((dly — (Dy1d4y + Dypdsy +
D13dey))(dsyx — (D31dsy + D3pdsy + D33dey)) — (diyx — (D11day + Dipdsy +
Di3dey))(d3y — (D31d4y + D3pds, + D33d6y)))(DETC)_1

(EC™)35 = Es1 ((diy — (D11day + Dizdsy + Disdey))(dy; — (Dyrday + Dyadls, +
Dy3de;)) — (d1z — (D11d4z + D1pds, + Dy3de,))(day — (D21dsy + Dapdsy, +
Dy3d6y)))(DETC)™* + E3;((dy; — (D11day + Dizds, + Di3de;)) (doy —

(D31d4y + Dypdsy + Dysdey)) — (diy — (D11d4y + Di2dsy + Di3dey))(dy, —
(D31d4z + Dypds, + D23d6z)))(DETC)_1 + E33 ((dlx — (D11d4yx + Dypdsy +
D13dex))(dzy — (D21dsy + Dypdsy, + Dyzdey)) — (dyy — (D11d4y + Dipdsy +
Dy3dy)) (dax — (Dayday + Dypdsy + Dyzd)))(DETC)™

Finalmente se calcularan los elementos de F = (J2,,)™ + EC™'D, como se define en

las ecuaciones [A1.6],

-1 _ — -
Fin= (I8 "), + EC™)1Dyy + (ECT)12Da1 + (EC™13Ds

-1 _ _ _
Fip = (](l';)zz )12 + (EC™Y)11D15 + (EC™)12D5; + (EC™1)13D3,
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+ (EC™Y)11D13 4+ (EC™1)13D,3 + (EC™1)13D33
+ (EC™N)1D11 + (EC™1)33D51 + (EC™1)3D34

+ (EC™1)21D15 + (EC™ ) 32D + (EC™1)23D3;

+ (EC™1)31D11 + (EC™)32D51 + (EC™1)33D34

Fos = (/82 ")+ (EC™)p1Dys + (EC™)35D05 + (EC™1)23Ds5
) + (EC™Y)31D15 + (EC™1)3,D45 + (EC™1)33D3,

F33 = + (EC™1)31D13 + (EC™1)3,D55 + (EC™1)33D33

10.2. ANEXO 2: INVERSA DE LA MATRIZ ]IC)PCR DEL MP 3-CPCR

En este anexo se va a determinar la inversa de la matriz Jacobiana del problema
directo de velocidades, J2.r, del MP 3-CPCR definida en el apartado 6.3. El objetivo
es obtener la expresion explicita de las componentes de Up y @ de la plataforma movil
en funcidn de las variables de entrada de traslacién g; y de rotacion ¢;. Dicha matriz

Jacobiana viene recogida en la ecuacion [6.22],

0 0 1 —(DP), (D1P)y 0
0 10 (D,P), 0  —(DP)
o {71000 DP), —(DaP),
CPCR 0O 0 O sin o —CoS 4 0
0 0 0 -—sina, 0 —CoS ,
[0 0 O 0 —sinaz —cosas |

A continuacion vamos a particionar la matriz ]?PCR para calcular su inversa,

[JUN1993]. Para ello definiremos:

Jepcr11  J2pcriz
]CPCR [A2.1]

D
]CPCR21 ]CPCRZZ

Donde,
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0 0 1 [—(D,1P)y,  (D1P), 0
]gPCRll = [ 0 10 ) ]LC)PCR12 = (D;P), 0 —(DyP)y
-1 0 0 |0 (DsP), —(DsP),
0 0 O] [ sina; —cosa, 0
Jercra1 = [0 0 O ; Jepcraz =|—sina; 0 —cos a; [[A2.2]
0 0 0. . 0 —sina; —cosay

La matriz inversa de J2, . sera otra matriz particionada tal que,

b ~1_[ €' —¢D
= A2.
Jepcr _EC-1 F ] [A2.3]

Donde,

¢= ]gPCRll _]gPCRlz ULL?PCRZZ)_lngCRZl
D= ]gPCRlz U?PCRZZ)_l
E= U?PCRZZ)_lllL?PCRM
F= ULC)PCRZZ)_l +EC™'D

1
} [A2.4]
I
)

En primer lugar se obtendrd (J2p r22) 1. Su determinante es,
DET]Bpcr22 = €OS a4 sin a, cos a3 — sin a; cos a, sin ag [A2.5]

La matriz inversa de ]gPCRZZ es,

1

D -1
=—D A2.6
Ucpcraz) DETZocras [ ]

—sina, cosa; —sSina;cosaz Sinaq cosa,

[—cosa2 sinaz; —cosa;cosaz COSaqCOSa,
sin a, sin a5 sina; sinas;  —cosaq sina,

Sustituyendo en [A2.4] los valores recogidos en [A2.2] y [A2.5] se obtiene,

0 0 1 0 0 O
C=|0 1 0[:D=]CpcrizUlrcrz2) SE=[0 0 O|;F = (Cpcraz)~" [A2.7]
-1 0 O 0 0 O
La inversa de C es,
0 0 -1
c'=]0 1 0 [A2.8]
1 0 O

La matriz D, [A2.4], tiene los siguientes términos:
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1

Dy = YT ((D1P)y cos a; sinaz — (D, P), sin a, cos a3)
Dy, = m ((D1P), cosa, cos az — (D, P), sina, cos az)
D53 = — m ((D1P), cosay cosa, — (D1 P), sina; cos a;)
Dy, = — m ((D,P), cosa, sinas + (D, P), sin a, sin a3)
Dy, = — m ((D,P), cosay cosas + (D,P), sina; sin az)
Dys = m ((DyP), cosay cosa, + (D,P), cos a, sinay)
D3y = — m ((D3P), sina, cosas + (D3P)y, sina, sinaz)
D3y, = — m ((D3P), sina; cosas + (D3P), sina, sinaz)
D33 = m ((D3P), sina; cosa, + (D3P),, cos ay sinay)

El producto —C~1D de la ecuacién [A2.3] se le va denominar como matriz G,

0 0 —11[P11 D1z D3 D34 D3, D33
G=—-C'D=—|0 1 0 ||D21 Dy Dy3|=|-Dz1 —Dy; —Dy3| [A2.9]
1 0 O01lD3; D3y Dss —Dy1 —Dy; —Dy3

Las componentes de la matriz G son:

1

Gi1=— DET Born ((D3P), sina, cosas + (D3P), sina, sinaz)
Gy =— m ((D3P), sinay cos az + (D3P), sin a, sin a3)
Gi3 = m ((D3P), sina; cosa, + (D3P),, cos a; sinay)
Gy = m ((DyP), cosa, sinas + (D,P), sin a, sin ag)
Gyy = m ((D,P), cosay cosas + (D,P), sin a; sin as)
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1
——
DET]cpcRrz2

Gy =

1
——
DET]cpcRrz2

Gz, =

1
=
DET]cpcRrz2

1
Gan = ————
33 D
DET]JcpcRrz2

Finalmente, la inversa de la matriz Jacobiana J2,.x es:

((DyP), cosay cosa, + (D,P), cos a, sinay)
((D1P), cosa, sinaz — (D;P), sina, cos as)
((D1P), cosa, cos az — (D;P), sina, cos az)

((D1P), cosay cosa, — (D1 P), sina; cos ay)

0 0 -1 G11 G1z Gy3 ]
0 1 O Gy Gy Ga3
10 G3yq G3; G33
—cosa,sinaz —CcosaqCOSda3  COSaq COSdy
J2cr)™ 1 = 0 0 DETJP DETJP DETJ?
CPCR JCPCR22 JCPCR22 JCPCR22
—sina, cosaz —sinaqcosas sin aqcosa,
00 0 DETJR DETJR DETJR
JCPCR22 JCPCR22 JCPcR22
sin a, sin a3 sinaqsinaj —cosaqsina,
0 0 O DETJR DETJR DETJR
L JCPCR22 JCPCR22 JcpcRr22
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