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1. Introduccidén y Objetivos

La clave del progreso en el manejo de la informacion tal y como la conocemos con los
ordenadores clasicos viene de la reduccion cada vez mayor del tamafio de los
transistores. Sin embargo, los transistores estan acercandose a unos tamafos que
parecen sugerir que el limite de dicha reduccion esta cerca.

Al menos, esto podria haberle parecido a Paul Benioff, que en 1981 propuso el utilizar
las leyes de la mecanica cuantica en el ambito de la computacion digital, de manera
que se sustituirian los bits, cuyos valores 0 o 1 estarian controlados por el paso (0 no)
de corrientes, por qubits, sistemas cuanticos que ademas podrian estar un estado de
superposicion de ambos autoestados.

Desde entonces, grandes avances se han ido haciendo en este campo, sobre todo
desde un punto de vista tedrico. Estos avances predicen unas aplicaciones
sorprendentes para los ordenadores cuanticos, aunque aun parece relativamente
lejano el llegar a construir un ordenador cuantico lo suficientemente estable y potente
como para poder obtener algunos de estos resultados.

Aun asi, en este trabajo pretendemos explicar que consecuencias conllevaria la
construccion de ordenadores cuanticos con el suficiente nUmero de qubits. Para ello
intentaremos entender, explicar y simular el comportamiento de un ordenador cuantico
desde el principio, (preparacion de los qubits,) hasta el final (obtencién de los
resultados).

Por otro lado, los ordenadores cuanticos se pueden construir bajo muchos
paradigmas, pero en este trabajo nos centraremos en tipo de ordenador cuantico
concreto, the quantum gate array computer.

Este trabajo esta basado en esencia en el articulo titulado "Undergraduate
computational physics projects on quantum computing, American Journal of Physics
83, 688 (2015); doi: 10.1119/1.4922296", en donde se propone la realizacion de un
conjunto de proyectos de complejidad creciente que ilustran las principales
caracteristicas de un ordenador cuantico. En estos proyectos se trata de escribir una
serie de programas que simulan virtualmente (en un ordenador clasico) el
funcionamiento de un ordenador cuantico. Los algoritmos concretos para la realizacion
de los programas no se suministran en dicho articulo (Unicamente hay algunas
sugerencias), sino que son originales propios.

Finalmente, cabe destacar como objetivo secundario el familiarizarse con el lenguaje
de programacién Mathematica, el cual ha sido utilizado para llevar a cabo todas las
simulaciones de este trabajo. El trabajo, a su vez, ha sido construido de manera que
sea facilmente entendible sin necesidad de saber programar con Mathematica,
atendiendo mas al pseudocodigo que al codigo. No obstante, en el apéndice final se
incluye una explicacién de cada una de las funciones utilizadas a lo largo del trabajo
en orden de aparicion, por si también se quiere entender el codigo paso a paso.




2. Base Teodrica

Este apartado pretende explicar los conceptos tedricos fundamentales necesarios
para el correcto seguimiento del desarrollo computacional. Sera importante tener clara
la notacion utilizada tanto para el N-Qubit Register como para las puertas cuénticas.
La esfera de Bloch sera una buena ayuda visual para poder seguir paso a paso los
procesos mas simples sin necesidad de calcular las operaciones.

2.1. N-Qubit Register

El bit es la unidad mas pequefia de informacion clasica, con dos posibles valores, 0y
1. En un ordenador clasico, se puede utilizar un pequefio condensador con diferentes
valores de carga para representar el 0 y el 1. En un ordenador cuantico, el bit se
sustituye por un qubit, que es almacenado por un sistema cuantico con dos vectores
de base en su espacio de Hilbert. Un buen ejemplo de sistema podria ser una particula
de spin %2, como un electron, en la que solo el spin pueda cambiar. El estado general
para un sistema de una particula de spin % es:

|¥) = alT) + b[l)

Donde |T) y [{) son los estados con S, = +h/2. Las amplitudes complejas a y b
obedecen la condicién de normalizacion |a|? + |b|?> = 1. Los estados de S, son usados
pararepresentar Oy 1. |0) =|T); |1) = [{)

Un N-qubit register representa N de estos sistemas de dos niveles, considerados todos
juntos como un solo sistema cuantico. Por las normas de la mecanica cuantica
podemos describir un sistema de N particulas con un solo estado cuantico |¥). Por
ejemplo, para un 3-qubit register tenemos una base de 2V = 23 = 8 estados:

[000) = [THTHT)
|001) = [T)[T)[L)
1010) = DT

1111) = |41

En el estado base |001), los qubits 1 y 2 tienen los valores S, = +7/2, mientras que
el qubit 3 tiene S, = —h/2. El estado mas general para un 3-qubit register sera una
superposicion de los ocho estados de la base:

|¥) = al|000) + b|001) + -+ g|110) + h|111)

Donde las amplitudes complejas satisfacen la condicion de normalizacién |a|? + |b|? +
-+ + |h|? = 1. El estado cuantico se puede representar matematicamente como un
vector columna con 8 valores complejos tal que:

_a_
b

S o an

——
w
| —



2.2. Laesferade Bloch

Geométricamente la esfera de Bloch puede ser representada por una esfera de radio
unidad en R3. En esta representacion, cada punto de la superficie de la esfera
corresponde univocamente a un estado puro del espacio de Hilbert de dimension
compleja 2, que caracteriza a un sistema cuantico de dos niveles.

De este modo, un qubit puede ser perfectamente representado gedémetricamente por
esta esfera. El grado de libertad sobre la asignacion de estados sobre la superficie
permite construir la esfera

de la siguiente manera: En la esfera el punto correspondiente al “polo norte”
representaria el estado |0), mientras que el “polo sur” al
estado 1). Por tanto, en estos puntos el estado de la
particula estaria totalmente definido y cuanto mas nos
acerquemos al ecuador mas equiprobables seran ambos
estados.

Por otro lado, un movimiento a lo largo del ecuador (o
cualquier otro paralelo) mantendra las probabilidades
inalteradas, pero modificard el desfase ¢ entre los
estados.

2.3. Puertas cuanticas
Los ordenadores clasicos estan formados por puertas légicas con hombres como
AND, OR, y NOT, conectadas por cables que llevan los estados de los bits clasicos
de la salida de una de las puertas a la entrada de la siguiente, tal y como podemos
ver en la siguiente imagen:

Las puertas cuanticas se disponen en un esquema parecido, recogen las sefales
desde la izquierda y devuelven respuestas hacia la derecha. Podemos hacer la
comparacion con la siguiente imagen:

0) H(Z)— H(%) A
0) T ; | H — A
0) SE x| H |— A
|b) H | M — A




Sin embargo, hay un par de diferencias fundamentales:

- Cadalinea horizontal representa a un qubit a lo largo del tiempo, no la disposicion
de unos cables en el espacio. Por tanto, las puertas cuanticas son una serie de
operaciones llevadas a cabo una detras de otra en un determinado orden

- Las operaciones llevadas a cabo por las puertas cuanticas no deben hacer que el
estado cuéntico del sistema colapse tal y como sucederia tras una medicion, por
ejemplo.

Un sistema cuantico que no ha sido medido o perturbado de alguna otra manera
debera obecer la ecuacion de Schrodinger,

d|¥)
dt
En el ordenador cuantico el Hamiltoniano H debe variar con el tiempo para que la

ecuacion se ajuste a las puertas cuanticas que deseemos utilizar. Aplicar la ecuacion
de Schrodinger sobre un periodo de tiempo es siempre equivalente a aplicarle un

operdador unitario a |¥). Por tanto, toda puerta cuantica debera llevarse a cabo
aplicando algun operador unitario al vector estado, tal que,

|¥) < U|¥)
Donde UtU = UU" = [(Operador Identidad)

ih

= I|¥)

Principales puertas cuanticas:

Puerta de Hadamard: Es una de las puertas cuanticas mas comunes y que mas
utilizaremos a lo largo de este trabajo. Actla sobre 1 Gnico qubit y se puede expresar
matematicamente mediante la siguiente matriz unitaria:

Az\/_gﬁ —11]

Para una interpretacion mas visual se puede utilizar la esfera de Bloch; aplicar la
puerta de Hadamard a un estado es equivalente a una rotacion de « radianes sobre
el eje X seguida de una rotacion de m/2 radianes sobre el eje Y.

Haciendo la operacién se puede ver faciimente que ATH = HH = I y que por tanto A
es unitaria. Pero lo que hace especial a esta puerta es eI siguiente resultado:

mo==[1 45l =5lil =500+

R [ EREA PR SRS

Es decir, aplicar la puerta de Hadamard a cualquiera de los estados de la base nos
devuelve una superposicion equiprobable de ambos estados.

Analogamente, podemos calcular como del estado de superposicion podemos llegar
a los estados de la base:

1 ~ 1
Hﬁ(|0)+|1))—|0) : HE(IO)—Il))—l)




Puertas de desplazamiento de fase: Estas en realidad representan un conjunto de
puertas y no una concreta. También actian sobre un solo qubit y desfasan los dos
estados de la base sin cambiar la probabilidad de medir cada estado, de modo que su
representacion matricial es:

ﬁe = [(1) e(i)e

Esto se hace obvio si la aplicamos a un estado arbitrario |¥) = [Z] ya que obtenemos

Ry|W) = [el%b]' Es muy importante sefalar que, aunque este desfase no pueda ser

medido directamente, cambiaran las probabilidades de los resultados si después se
aplican otras puertas cuanticas. Este caso se estudiara mas en profundidad en el
desarrollo computacional mediante ejemplos.

Como la probabilidad de medir cada estado no cambia, el angulo polar se mantiene
constante sobre la esfera de Bloch, de modo que es equivalente a un giro de 8 sobre
el eje Z.

El simbolo para esta puerta es una caja con el valor del desfase 8 dentro de ella.

Puerta Pauli-(X/Y/Z): Equivalente a una rotacién de « radianes sobre el eje X, Y 0 Z
respectivamente. Sus representaciones matriciales son:

I i A

Puerta CNOT: Esta puerta es esencial en la construccién de un ordenador cuantico.
Se puede utilizar para entrelazar y desentrelazar estados. Ademas, cualquier circuito
cuantico puede ser simulado usando una combinacion de puertas CNOT y rotaciones
de un solo qubit. Su representacién matricial es:

1 0 0 O
-0 1.0 0
NOT =10 0 0 1

0 01 0

Como se puede deducir de la matriz, su aplicacion hace que los estados |0) y |1) del
qubit 2 se inviertan si y solo si el qubit 1 est4 en el estado |1)

El término CNOT es una abreviacion de “Controlled NOT”. NOT es la puerta légica
que cambia |0) por |1) y |1) por |0), mientras que el término Controlled hace referencia
a gque la aplicacion o no de la puerta NOT esta regulada por otro qubit.

De este mismo modo, podemos construir una puerta mas general “Controlled U,
donde U es una puerta que afecta a un unico qubit.




1 0 0 0
. o1 0o o
Cy = 0 0 Uy Ups

0 0 Uy Uis

El simbolo para esta puerta consiste en dibujar un punto negro en el qubit que se

encarga de “controlar” y el simbolo correspondiente a U en el otro qubit unidos por
una linea recta.

En la siguiente tabla podemos ver una serie de puertas con sus correspondientes
simbolos.

Puerta cuantica Simbolo
Hadamard

\Ll/
Controlled U ?

3. Desarrollo computacional

El objetivo de este apartado es construir virtualmente un ordenador cuantico, es decir,
diseflaremos una serie de programas que haran que el ordenador simule el
comportamiento de uno cuantico. Para ello utilizaremos el lenguaje de programacion
Mathematica.

El tipo de ordenador cuantico que simularemos consta de principalmente tres partes.
La primera es la inicializacion del estado cuéantico, el cual suele ser siempre un estado
de la base; la segunda es la aplicaciébn de una serie de puertas cuanticas (en un
determinado orden) al estado del sistema; y por ultimo, la medicion del sistema
cuantico.

La primeray la tltima son las partes mas sencillas y que se mantendran practicamente
inalteradas para cualquier algoritmo que queramos ejecutar, por lo que empezaremos
programando estas dos partes.




3.1. Inicializacion y medicion cuantica

Inicializar un autoestado del sistema sera tan sencillo como asignar 0 a todos los
valores del N-Qubit Register menos 1, que valdra 1. En concreto, la mayoria de los
programas de este trabajo se inicializaran en el estado en que todos los qubits estan
completamente definidos y valen 0. EI N-Qubit Register correspondiente a este estado
serd aquel con valor 1 en la primera posicién y valor 0 en el resto de las 2" posiciones.

Por ejemplo, para N=3 tenemos:

|¥) = 1000) =

Para asignar este valor en Mathematica podemos escribirlo directamente

Y ={1,0,0,0,0,0,0,0}

O podemos hacerlo de forma mas general para cualquier n=nimero de qubits
n = 3;1 = Table[If[i == 1,1,0],{i, 2"n}]

Sobra decir que si no quisiéramos inicializarlo en este autoestado solo habria que
cambiar i == 1 por i == p donde p es la posicion correspondiente al autoestado
deseado. Para calcular la posicion de este autoestado tenemos que pasar el numero
de binario a decimal, y entonces sumarle 1. Este 1 se aflade para corregir el desfase
debido a la asignacion del estado |000) a la posicion 1, en vez de 0.

También cabe sefialar que esta correccion es necesaria porque Mathematica empieza
a contar la posicion de las listas desde el 1. Sin embargo, en otros lenguajes de
programacién como Python o C++, en donde se empieza a contar desde el 0, esta
correccion no seria necesaria.

Una vez medimos un sistema cuantico, éste colapsa en uno de los estados de la base
y la probabilidad de que colapse a cada uno de los autoestados vendra dado por el
cuadrado del médulo de la amplitud de probabilidad correspondiente a cada estado.
Por ejemplo, para n = 3, la probabilidad de que el spin de los 2 primeros qubits den
S,=—h/2yeltercerodé S, = h/2 es:

P(I110)) = K110|W)|* = |g|?

Por tanto, deberemos construir un programa que nos devuelva aleatoriamente uno de
los estados de la base, pero, por supuesto, esta aleatoriedad debera estar ajustada a
la distribucion de probabilidad dada por las amplitudes a, b, c, ... , h tal y como hemos
explicado anteriormente.




El siguiente programa cumple con todos estos requisitos:

Y = Abs[]"2;

x = RandomReal[];

Do[y[[i]]+=[[i — 1]],{i, 2, Length[]}];

m = Catch[Do[If[y[[i]] — x > 0, Throw[i]], {i, Length[y]}]];

Y = Array[Ilf[# == m, 1,0]&, Length[y]]

Print["|", IntegerString[FirstPosition[y, 1][[1]] — 1,2,n]," > "]

A continuacién, explicamos el pseudocddigo linea a linea:

- Linea 1: Calculamos el cuadrado del médulo de cada una de las amplitudes, es

decir, las probabilidades de cada estado.

- Linea 2: Producimos un numero aleatorio comprendido entre el 0 y el 1.
Obviamente, este valor debera ser fijado para que no se recalcule a lo largo del

programa.

- Linea 3: Sustituimos cada probabilidad por el sumatorio de las anteriores mas la
actual. Esto dividira la unidad en una serie de rangos numéricos, cuya anchura
vendra dada por la probabilidad de cada estado propio. De esta manera, la
probabilidad de que el niUmero aleatorio producido en la linea anterior caiga en cada
uno de estos rangos coincidira con la probabilidad del autoestado correspondiente.

- Linea 4: Calculamos cual el estado correspondiente a ese rango numérico en el

gue ha caido el nimero aleatorio.

- Linea 5: Construimos el vector correspondiente al estado calculado en la linea

anterior

- Linea 6: Devuelve el estado en la notacion de Dirac. Importante sefialar que de
nuevo tenemos que tener en cuenta el desplazamiento debido a la notacion de
Mathematica. En este caso deberemos restar 1 al nimero decimal (Es el mismo

proceso explicado previamente, pero a la contra).

3.2. Aplicacion matemaética de las puertas cuanticas

En el apartado anterior hemos disefiado tanto la primera como la ultima parte del
ordenador cuantico, por lo que solo queda estructurar la aplicacion de las puertas
cuanticas. El problema es que aqui es donde reside toda la informacion especifica de
cada algoritmo, por lo que no tiene sentido dar una explicaciébn general para la

construccion de esta parte.

Por tanto, optaremos por utilizar unos ejemplos sencillos para explicar el
funcionamiento de esta parte, asi como para explicar las principales caracteristicas de
algunas puertas cuanticas y los efectos producidos de combinarlas de diferentes

maneras.




Para empezar, solo utilizaremos puertas de Hadamard y de desplazamiento de fase.
Las combinaremos de 4 maneras diferentes para posteriormente estudiar y comparar
los resultados obtenidos en cada caso.

Los cuatro casos son los siguientes:

0) ~A 0) —H g
10) H A 0) i A
0) A 0) H A

0) A 10)

X
N DN [

0) —H H A 10) —H H

(c) (d)

Lo primero en lo que tenemos que fijarnos es en que tenemos 3 qubits, por lo que la
dimension de las matrices sera 23x23 = 8x8. Sin embargo, las matrices tal y como
las hemos visto antes eran de 2x2 ya que estaban en un espacio de un solo qubit.
Para deducir la forma de estas nuevas matrices a partir de las conocidas de 2x2
tendremos que utilizar algebra tensorial.

HY=AQIQI

Donde el superindice indica a que qubit se esta aplicando la matriz Hadamard. El
célculo consiste en multiplicar tensorialmente el operador H por operadores
[(Identidad) hasta completar el espacio (en este caso 2 veces). También es importante
tener en cuenta el orden, ya que segun a que qubit queramos aplicar el operador, éste
ir4 en una posicion u otra. De este modo, las operaciones para H® y H®) son:

A = 1QA®I
A® =1 QI®HA

El calculo matematico de este producto sera explicado mas en detalle en posteriores
programas, ya que por ahora solo buscamos dejar claros los conceptos mas
fundamentales.

10
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Por tanto, ahora simplemente daremos el resultado directo de estas operaciones:

1 000 1 0 0 0f
0100 0 1 0 0
0010 0 0 1 0

go_21f0 001 0 0 0 1
v2[t 0 0 0 -1 0 0 ©
0100 0 -1 0 0
0010 0 0 -1 0
0001 0 0 o0 -1
1 0 1 0 00 0 0f
01 0 1 00 0 0
10 -1 0 00 0 0

go_1l01 0 -1.00 0 0
y2[0 0 0 0 1 0 1 O
00 0 0 01 0 1
00 0 0 10 -1 0
o0 o0 0 01 0 -1
1 1 0 0 0 0 0 O0f
1 -10 0 0 0 0 O
0o 0 1 1 0 0 0 0

g -0 0 1 -1.0 0 0 0
y2[0 0 0 0 1 1 0 O
O 0 0 0 1 -120 0
o 0 0 0 0 0 1 1
o 0 0 0 0 0 1 —1

De forma analoga se puede expandir cualquier operador a cualquier espacio. Y asi
podemos deducir el valor de la puerta de desplazamiento de fase para un angulo
arbitrario 6. La Unica matriz que nos hace falta calcular para poder hacer las
simulaciones es la que se aplica al qubit 3, y es de esta forma:

1 0 0 0 0 0 O°-
0 e® 0 0 0 0 0 O
0O 0 1 0 0 0O 0 O
@ _10 0 0 e? 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 O
0 0 0 0 0 €9 0 o0
0O 0 0 0 0 O 1 O
0 0 0 0 0 0 0 et

11
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Con esto ya tenemos todas las matrices necesarias por lo que pasamos a explicar el
cadigo y los resultados.

h1l = 1/Sqrt[2] {{1,0,0,0,1,0,0,03, {0,1,0,0,0,1,0,03},{0,0,1,0,0,0,1,0},{0,0,0,1,0,0,0,1},
{1,0,0,0,-1,0,0,03}, {0,1,0,0,0,-1,0,0}, {0,0,1,0,0,0, —1,03}, {0,0,0,1,0,0,0, —1}};
h2 = 1/Sqrt[2] {{1,0,1,0,0,0,0,03, {0,1,0,1,0,0,0,0}, {1,0,—1,0,0,0,0,0}, {0,1,0, —1,0,0,0,03},
{0,0,0,0,1,0,1,03,{0,0,0,0,0,1,0,1},{0,0,0,0,1,0, —1,0},{0,0,0,0,0,1,0, —1}};
h3 = 1/Sqrt[2] {{1,1,0,0,0,0,0,0}, {1, -1,0,0,0,0,0,0},{0,0,1,1,0,0,0,0}, {0,0,1, —1,0,0,0,03,
{0,0,0,0,1,1,0,03,{0,0,0,0,1, —-1,0,03, {0,0,0,0,0,0,1,1},{0,0,0,0,0,0,1, —1}};
r3 = DiagonalMatrix[{1,-1,1,-1,1,—-1,1, —1}];
Counts[Table[
Y = {1,0,0,0,0,0,0,0};
(@) =h2.y
(b)Y =h3.h2.hl.y
(c)y =h3.h3.y
(d)y =h3.r3.h3.9
Y = Abs[y]"2; x = RandomReal[]; Do[y[[i]]+= ¢[[i — 1]], {i, 2, Length[y]}];
m = Catch[Do[If[y[[i]] — x > 0, Throw([i]], {i, Length[y]}]];
Y = Array[lf[# == m, 1,0]&, Length[y]];
IntegerString[FirstPosition[i, 1][[1]] — 1,2,3],100000]]

El cddigo es bastante simple pero no sobra destacar un par de detalles importantes:
- Las matrices deben escribirse en orden inverso a como se ven en las figuras. La
linea temporal en las figuras avanza de izquierda a derecha por lo que en el caso
(b) la aplicacién matematica sera: |¥) <= HOH@HFD|p),
- Hemos afadido las funciones Counts y Table para realizar un conteo sobre 100000
outputs (para cada caso). Los resultados estan en la siguiente tabla:

Valor de la Numero de mediciones obtenidas
medicion Caso (a) Caso (b) Caso (c) Caso (d)
000 49821 12363 100000 0

001 0 12465 0 100000
010 50179 12504 0 0

011 0 12600 0 0

100 0 12462 0 0

101 0 12700 0 0

110 0 12326 0 0

111 0 12580 0 0

Andlisis de los resultados:

Caso (a): Vemos que los Unicos dos resultados que han aparecido son |000) y [010).
Como ya vimos, cuando el operador H es aplicado a un estado puro obtenemos una
distribucion equiprobable de ambos estados. Como solo se lo aplicamos al qubit 2,
éste es el Uinico que se ve alterado.

Caso (b): Esta vez, le aplicamos el operador H a todos los qubits y de esto
obtenemos una distribucion equiprobable de todos los posibles resultados.

Caso (c): Esta propiedad también la estudiamos anteriormente, H puede tanto
“separar” un estado puro en 2 como volver a “juntar” estos dos estados en 1. De este
modo las matrices se “anulan” entre ellas. Mateméticamente también podemos ver
comod.H=1

12
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Caso (d): Aqui podemos ver perfectamente la importancia de las puertas de
desplazamiento de fase. El desfasar los estados tras aplicar H, causa que al volver a
aplicar H (para “juntar” de vuelta estos estados) obtengamos |1) en vez de |0). Como
esto solo se aplica al qubit 3 obtenemos |001) en vez de |000).

A continuacion, veremos otros 4 casos basicos, pero esta vez afiadiremos una nueva
puerta, la puerta CNOT. El procedimiento es completamente anélogo al de los casos
anteriores asi que esta vez iremos un poco mas directos con los resultados.

Los 4 nuevos casos son:

0) A 0) e—1A
0) —H}—— |(}>—H_._T_

A A
0) S 0) S
(a) Entangled state (b) Cat state
10) A 0)
0y 4 H H A 0) —H H A
0) A 0) >
(c) Unobserved superposition (d) Observed superposition
Como podemos ver en las figuras, las Unicas nuevas matrices que necesitaremos son:
1 0 0 0 0 0 O O 1 0 0 0 0 0 0 O
0 1.0 0 0O O O O 0 1.0 00 0 OO
0 001 0 0 0 O 0 000 0O 0 1O
s @y _[00 1 00000 s @»_|0 00 00001
Nor 000 010 0 of Nor 000 010TUO0TO0O
0 000 01T O0O 0 000 01 O0O0
0O 0 00O O 01 0 01 00 0 0O
0 0 0 0 0 0 1 O 0 0 0 1. 0 0 O O

Donde el primer superindice nos especifica cual es el qubit que controla y el segundo
cual es el controlado.

El cédigo que hemos utilizado para introducir éstas matrices en Mathematica es:
cnot23 = DiagonalMatrix[{1,1,0,0,1,1,0,0}] + DiagonalMatrix[{0,0,1,0,0,0,1}, 1]

+ DiagonalMatrix[{0,0,1,0,0,0,1}, —1];
cnot21 = DiagonalMatrix[{1,1,0,0,1,1,0,0}] + DiagonalMatrix[{0,0,1,1},4]

+ DiagonalMatrix[{0,0,1,1}, —4]

Y el cédigo especifico para cada conjunto de operaciones es:
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(@) Y = cnot23.h2.y

(b) Y = cnot21.cnot23.h2.y

()Y =h2.h2.y

(d)yY = h2.cnot23.h2.y

(El resto de codigo es igual al de los casos anteriores)

Y los resultados obtenidos se recogen en la siguiente tabla al igual que en los ejemplos
anteriores:

Valor de la Numero de mediciones obtenidas

medicion Caso (a) Caso (b) Caso (c) Caso (d)
000 50184 49838 100000 25051
001 0 0 0 25008
010 0 0 0 24846
011 49816 0 0 25095
100 0 0 0 0

101 0 0 0 0

110 0 0 0 0

111 0 50162 0 0

Andlisis de los resultados:
Caso (a): Hemos creado un estado de entrelazamiento cuantico entre los qubits 2 y
3. Primero, el operador H pone al qubit 2 en un estado de superposicion de los estados

|0) y |1), entonces, tras la aplicacién de 6NOT(2'3) el qubit 3 pasara al estado |1) siy
solo si qubit 2 también estaba en |1). Es decir, el qubit 3 también entra en un estado
de superposicion y los resultados varian aleatoriamente entre |000) y |011).

Caso (b): Parecido al caso anterior, pero afadiéndole una éNOT(Z'l) al final, lo cual
hace que el qubit 1 también entre en un estado de superposicion de |0) y |1). Es decir,
los resultados varian aleatoriamente entre |000) y |[111). El estado obtenido de estas
operaciones se llama “estado del gato” en honor al famoso gato de Schrodinger. Este
estado hace referencia al hecho de que el sistema se encuentra en una superposicion
de autoestados completamente opuesta.

Caso (c): Esta operacion es equivalente a una anterior. El primer H pone al qubit 2
en un estado de superposicion mientras que el segundo H vuelve a ponerlo en un
estado puro. Por tanto, el resultado siempre es |000).

Caso (d): Modificamos el caso anterior introduciendo una ¢yor entre las dos H.
El 6N0T(2'3) le afecta al qubit 2 como si hubiera sido medido ya que necesita “conocer”
su valor. Por tanto, el estado del qubit 2 colapsa y al volver a aplicarle el operador H,
este pasa de nuevo a un estado de superposicion. Finalmente, los resultados
obtenidos son aleatorios entre los estados [000), |001), |010) y |011).

(2,3)

Resultados a destacar

Hemos podido comprobar directamente como el operador H hace que un determinado
qubit pase de un estado puro, |0) o |1), a un estado de superposicion equiprobable de
ambos estados y viceversa. Asimismo, si aplicamos este operador a todos los qubits
conseguiremos que el sistema se encuentre en un estado de superposicion
equiprobable de todos los estados propios del sistema cuantico. Este resultado es
muy importante, se utilizara en los siguientes algoritmos y es lo que permitira que sean
tan eficientes.
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También hemos comprobado como puertas cuanticas que por si solas no afectaban a
la distribucion de probabilidad de algun determinado qubit (desplazamiento de fase,
CNOT...) podian afectarle si se combinaban con otras puertas. Mas adelante veremos
aplicaciones realmente Utiles de esta propiedad.

3.3. Algoritmos de computacion cuantica

Como ya hemos mencionado en la introduccion la importancia de los ordenadores
cuanticos reside en la impresionante eficiencia de algunos de sus algoritmos. Ahora
veremos cuantitativamente su eficiencia y analizaremos el origen y las consecuencias
de esta eficiencia.

Algoritmo de busqueda de Grover

Considera una base de datos clasica como puede ser una agenda con D nombres,
cada uno de ellos seguidos de un numero de teléfono. Para encontrar un dado nimero
de teléfono, ¢cuantas entradas en la agenda tienen que ser comprobadas antes de
encontrar el nombre correspondiente? En el mejor de los casos nos valdra con mirar
una sola entrada, pero en el peor de los casos tendremos que revisar las D entradas
para encontrar justo el que nosotros queremos. De media, el nUmero de revisiones
necesarias para encontrar el nombre correspondiente serd D /2.

Desde un punto de visto mas computacional; tenemos una funcion l6gica de N
variables Booleanas, T(True) o F(False), y la funcion solamente serd T para una
combinacion especifica de inputs. Para encontrar esta combinacién de entrelas D =
2N posibilidades para los inputs, uno tiene que ir probando cada una de esas D
posibilidades hasta encontrar la que nos devuelva el valor T. Obviamente, de media
siguen siendo D /2 ensayos.

Usando el algoritmo de busqueda de Grover tenemos una reduccion de las veces que

tiene que ser consultada la base de datos de media de D/2 a (rw/4)VD. Esto implica
un aumento de la eficiencia enorme para bases de datos suficientemente grandes. Y
aqui esta el truco: La base de datos o funcién logica debe ponerse en la forma de
oraculo cuantico. Un oréculo clasico devuelve una respuesta de 1bit (Si o NO) en
respuesta a una pregunta como “; Es el teléfono 666 666 666 la entrada numero 125
de la agenda?” o “j La funcidn logica vale T para los inputs TFTTFTFFT?”. Un oraculo
cuantico debe aceptar una superposicion cuantica de preguntas, y devolver la
correspondiente superposicidon cuantica de respuestas.

Usando la superposicion, es posible consultarle al oraculo todas las posibles
preguntas simultdneamente. Puede parecer que entonces solo es necesario consultar
una vez al oraculo cuantico, pero medir los qubits hace que el estado cuantico colapse,
haciendo imposible determinar cual era el estado de superposicion previo a la medida.
No obstante, Grover mostré la manera de obtener la informacion deseada del oraculo
con muchos menos intentos que los necesitados por un algoritmo clasico.
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En la figura se muestra el circuito cuantico para el algoritmo de busqueda de Grover.
El tamario de la base de datos que vamos a manejar es D = 2V, donde N es el niimero
de qubits. El diagrama esta dibujado para N = 3 = D = 8. Ademas de las puertas de
Hadamard (que vienen representadas con una H en el diagrama) que ya hemos
explicado anteriormente; necesitaremos un operador 0, que seréa el oraculo cuantico,
y un operador especial J, los cuales explicaremos a continuacion.

El oraculo es donde se contiene la informacién de cual es la respuesta correcta y
funciona de la siguiente manera:

- Si al oraculo se le da cualquiera de las D — 1 preguntas incorrectas devuelve el
input sin alterar. Por ejemplo, si la pregunta correcta es 110, entonces 100 no lo
sera y por tanto, 0|100) = |100).

- Del mismo modo, si se le hace la pregunta adecuada, el oraculo devolvera el input
multiplicado por —1. Siquiendo con el ejemplo anterior, tenemos: 0110) = —|110)

Por lo tanto, el oraculo cuantico es como la matriz identidad, menos por un factor de
—1 para el elemento diagonal correspondiente a la pregunta correcta. Cuando la
pregunta adecuada es 110, la matriz queda de la forma:

1 0 0 0 0 0 0 O
010 0 0 0 0 O
0O 010 0 0 0 O
O = 0 001 00 0 O
0O 0001 0 0 O
0O 00001 0 O
0 0000 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

Es inmediato comprobar que el oraculo O es unitario, que si multiplicamos la matriz
por su adjunto obtenemos la matriz identidad, y por tanto es un operador permitido.
Por otro lado, el operador f es idéntico al oraculo excepto porque el factor —1 va
siempre en el primer término diagonal, tal que:

16

——
| —



~
Il
SO OO OO
SO OO R OO
SO O RRr O OO
SO R OO OO
OR OO O OO
_-o O O O OoO0o

RO OO oo oo

L0 0 0 0 0 0 O

Tal y como hemos mencionado antes, la clave de la eficiencia de este método reside
en la utilizacion de la superposicion cuantica para darle al oraculo todas las preguntas
simultaneamente. Este estado se consigue aplicando el operador A a todos los qubits.
Entonces el oraculo cambia el signo de la amplitud de probabilidad de la pregunta
correcta. A priori, podriamos pensar que este signo (una diferencia de fase en la
amplitud de probabilidad) no afecta en nada a las probabilidades (que dependen del
valor absoluto de la amplitud de probabilidad) , sin embargo, ya hemos visto que esto
no es verdad. De hecho, El “operador de difusién de Grover’ esta disefado
matematicamente para convertir esta diferencia de fase, la cual no se puede medir,
en una diferencia de magnitud que se mostrara cuando el qubit sea medido.

A. Programacién vy resultados para N=3

Las nuevas matrices las introducimos mediante el siguiente cédigo:

o = DiagonalMatrix[{1,1,1,1,1,1,—1,1}]; j = DiagonalMatrix[{—1,1,1,1,1,1,1,1}]
Y aplicamos las puertas del algoritmo mediante:

1Y = h1.h2.h3.¢y; Do[yp = h1.h2.h3.j.h1.h2.h3. 0.y, Round[Pi/4 * Sqrt[8]]]

No obstante, sucede que nunca hay una certeza del 100% de que el algoritmo
encuentre la respuesta correcta, y cuanto menor es el numero de qubits mayor es la
probabilidad de fallar.

Ademas, puede parecer l6gico pensar que para corregir esta incertidumbre sera
suficiente con aumentar el nUmero de iteraciones, pero esto no solo haria al algoritmo
menos eficiente, sino que también lo haria mas impreciso.

En nimero éptimo de iteraciones es el nimero entero mas cercano a v23m/4, que

para abreviar denominaremos ItOp. En este caso el conteo lo hemos hecho sobre
10 000

Valor de la Numero de mediciones obtenidas
medicion ItOp [tOp-1 [tOp+1
000 83 307 928

001 84 312 962

010 76 294 972

011 98 310 970

100 76 342 983

101 76 358 938

110 9423 7787 3320

111 84 290 927

Por lo tanto, queda claro que no tiene ningun sentido aumentar el nimero de
iteraciones, de hecho, cuando ha habido el mayor niumero de iteraciones hemos
obtenido el peor resultado de todos.
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La probabilidad tedrica de obtener la respuesta correcta es de 121/128 ~ 0.9453, lo
cual supone un error que muy poca gente estaria dispuesta a aceptar a la hora de
buscar un niamero de teléfono en su agenda, por ejemplo.

Veamos cual es esta probabilidad tras aumentar el nimero de qubits.

B. Incrementando el numero de gubits

Como ya mencionamos, para construir las matrices utilizadas en los apartados
anteriores, para n(nimero de qubits)= 3, utilizamos &lgebra tensorial. En este
apartado explicaremos en detalle la forma de hallar estas matrices para cualquier n.
La dimension de estas matrices sera de 2™"x2™" asi que usaremos una notacion mas
compacta que se ajustard mejor a nuestro problema. Siendo p y g digitos binarios,
que podran valer 0 o 1, una matriz de 2x2, M, puede ser representada de la forma
M, ,, de modo que

_ M M
i1 = [0 0,1]
Myy My,

Bajo esta notacion la delta de Kronecker es equivalente a la matriz identidad ya que

_ [b00 501]_ 1 071_
Opq = 810 0611 _[0 1l = I

En el caso de n = 3, siendo [pgr] un nimero binario de 3 digitos, con esta notacion el
producto tensorial se puede reescribir de la siguiente manera

A QAR H? ] =6

[parllp'q'r Oy

pp'Haq
La matriz de Hadamard opera sobre los indices g, q' que se corresponden con el qubit
2, mientras que las deltas de Kronecker actiian como operador identidad para el resto
de qubits.

Veamos un ejemplo para entenderlo mejor.

Silos indices de las matrices se empiezan a contar desde 0, tenemos que el elemento

de la séptima fila y quinta columna de H® es Hé’i), y se computa asi:

1
Héi) = H[(lzio],[loo] = 5111'11,0500 =Hyp = ﬁ
Pero Mathematica empieza a contar desde 1 por lo que habra que tener en cuenta
este corrimiento a la hora de escribir el cédigo.
El algoritmo de Grover no requiere el calculo de mas matrices pero el de Shor, que
veremos en el siguiente apartado, si. Si queremos calcular la forma de una puerta de
dos qubits en un espacio de 3 qubits, por ejemplo, una puerta CNOT en la que el qubit
2 controla al qubit 1 tendremos que aplicar:

NOT[pqrl.[p'q'r']

Cnorigpl[a'p'|Orr

Al igual que antes, tenemos una delta de Kronecker por cada por cada qubit que no
esta siendo afectado por la puerta. En este caso, como el qubit 2 es el qubit que
controla, se usan primero los indices q, g’ para la matriz Cy . Por ejemplo:

Para el elemento de la séptima fila y tercera columna de CIE,ZO'IT), que es C,f,zo'lT)az,
21 _ ~21) — — —
Cnor 6,2 — “NoT[110],[010] — Cnori11][101%00 = Cnor3z = 1
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Si utilizamos directamente estas formulas para computar las matrices el codigo nos
podria quedar de la siguiente forma:

ans =7;n=4;h=1/Sqrt[2] {{1,1},{1,—1}};

o = DiagonalMatrix[Table[If[i == ans, —1,1],{i,2"n }]];

j = DiagonalMatrix[Table[If[i == 1,—-1,1],{i,2*n }]];
H = Table[sol = 1;
Dol
If[k ==m,

sol = sol * h[[IntegerDigits|[i, 2, n][[k]] + 1, IntegerDigits[j, 2, n][[k]] + 1]],
sol = sol * IdentityMatrix[2] [IntegerDlglts[L 2,n][[k]] + 1,
IntegerDigits[j, 2, n][[k]] + 1]]],
{k,n}]; sol,
{m,1,n},{i,0,2"n -1}, {j,0,2"n — 1}]

Sin embargo, este codigo aun tiene un problema. Consume muchos mas recursos de
los que podria, y debido al crecimiento exponencial del tamafio de las matrices,
necesitamos un codigo mas eficiente.
Para aprovecharnos de la gran cantidad de 0 que hay en casi todas las matrices que
utilizamos utilizaremos las SparseArray, que es una manera de computar matrices y
vectores guardando solo la informacién de los términos no nulos.
De esta manera, tendriamos esta nueva versidbn del cédigo, que obtendria
exactamente los mismos resultados, pero de una manera mucho mas eficiente:
ans = 7;n=4;h =1/ (Sqrt[2){{1,1}, {1, —-1}};
Jj = SparseArray[{Band[{2,2}] = 1,{1,1} = —1},{2"n, 2"n }];
o = SparseArray[{Band[{1,1}] — Table[lf[i == ans, —1,1],{i,2*n }]},{2"n,2*n }];
H = SparseArray[{k_i_j_}/;

Drop[IntegerDigits[i — 1,2,n], {k}] == Drop[IntegerDigits[j — 1,2, n], {k}]

= h[[IntegerDigits[i — 1,2, n][[k]] + 1, IntegerDigits[j — 1,2, n][[k]] + 1]],
{n,2"n,2"n}]

Este nuevo cddigo es mucho mas compacto y eficiente. Para mostrar esto de una
manera mas cuantitativa haremos uso de la funcién Timing, la cual nos dice el tiempo
gue ha requerido el ordenador para realizar las operaciones.

En la siguiente tabla recogemos los datos de los tiempos requeridos por los dos
programas para diferentes valores de n(niumero de qubits):

Numero Tiempo requerido

de qubits Con Arrays Con SparseArrays
4 0031255 0 (Valor demasiado pequerio)
5 0.125s 0.03125s

6 0.59375s 0.109375s

7 3.20313s 0.40625s

8 16.7813s 1.78125s

9 1min 22.1563s 8.07813s

10 6min 46.297s 36.5s

11 33min 23.28s 2min 53.531s
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Los resultados son claros, el ahorro temporal al utilizar las SparseArrays es enorme,
por tanto, las utilizaremos a partir de ahora en todos los programas. Esto seré
especialmente util para el algoritmo de Shor, para el cual el minimo nimero de qubits
utilizables es 7.

Después de haber analizado la optimizacion del programa, ahora estudiaremos su
precision. Podriamos hacerlo por fuerza bruta como en los apartados anteriores, pero
viendo los recursos que exigen estos programas lo mas inteligente sera analizar el
cuadrado del médulo de las amplitudes de probabilidad tras realizar todas las
operaciones.

Recogemos el resultado de este analisis en las siguientes tablas:

NUmero Probabilidad de medir:
de qubits El estado Cualquiera de los otros
correcto estados
4 63 001 169
65536 65536
5 536 431 921 14161
536 870 912 536 870 912
6 17 952891 602 536 801 976 300 110 241
18 014 398 509 481 984 18 014 398 509 481 984
7 156 519 773 016 413 457 418 027 622 209 15 248 441 040 277 305 268 191 169
158 456 325 028 528 675 187 087 900 672 158 456 325 028 528 675 187 087 900 672
NUmero Probabilidad de medir:
de qubits El estado Cualquiera de los otros
correcto estados
4 0.961318 0.00257873
5 0.999182 0,0000263769
6 0.996586 0.000541955
7 0.987779 0.0000962312
8 0.986186 0.0000541716
9 0.995791 8.2364e-6

Estos resultados son muy interesantes, ya que no vemos un aumento 0 una
disminucién constante de la fiabilidad segun va aumentando el nimero de qubits. Por
la limitada potencia de un ordenador convencional no se ha podido obtener un
muestreo muy grande, sin embargo, es suficiente para intuir un que la probabilidad de
obtener el estado correcto tiende al alza, pero con fluctuaciones.

Podemos ver como en la primera tabla el denominar es sisteméaticamente cada vez
mas grande (y aqui podemos intuir la tendencia al alza), no obstante, el numerador no
siempre se mantiene tan ajustado como uno podria pensar en un principio (y es en
este término donde ocurren las fluctuaciones).

Matematicamente, estas fluctuaciones vienen del término para las iteraciones

(m/4)V2", el cual no es un nimero entero y por tanto es necesario redondear.

C. Conclusiones y puntualizaciones finales

Al principio, el algoritmo ha parecido no llegar a la altura de las expectativas. Aunque
conseguia ahorrarnos unas cuantas iteraciones respecto al algoritmo clasico no era
capaz de darnos la respuesta correcta con la frecuencia suficiente como para poder
considerar al programa fiable.

Sin embargo, al aumentar el nimero de qubits hemos podido apreciar un aumento
palpable de la fiabilidad del programa. Quizas, debido al pequefio tamafio del
muestreo, los resultados pueden no ser muy convincentes, pero se puede demostrar
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matematicamente como la probabilidad de obtener una respuesta incorrecta tiende a
0 para un valor de n lo suficientemente grande.

Asi que, no cabe ninguna duda de que el algoritmo de Grover puede llegar a
desbancar por completo a su anélogo clasico.

También es importante sefalar la importancia de utilizar SparseArrays debido a la
enorme exigencia computacional de estos programas.

Algoritmo de Shor

A. Importancia del algoritmo

En criptografia clasica, el algoritmo RSA (Rivest, Shamir, Adleman) es un sistema
criptogréfico de clave publica que se utiliza tanto para cifrar como para firmar
digitalmente. La idea del algoritmo es la siguiente:

Supongamos que Bob quiere enviar a Alicia un mensaje secreto que solo ella pueda
leer. Alicia envia a Bob una caja con una cerradura abierta, de la que solo Alicia tiene
la llave. Bob recibe la caja, escribe el mensaje, lo pone en la caja y la cierra con su
cerradura (ahora Bob no puede leer el mensaje). Bob envia la caja a Alicia y ella la
abre con su llave. En este ejemplo, la caja con la cerradura es la “clave publica” de
Alicia, y la llave de la cerradura es su “clave privada”.

Técnicamente, Bob envia a Alicia un «mensaje llano» M en forma de un
namero m menor que otro numero n, mediante un protocolo reversible conocido
como padding scheme (patrén de relleno). A continuacion, genera el “mensaje
cifrado” ¢ mediante la siguiente operacion:

c =mé¢ (mod n)

donde e es la clave publica de Alicia.

Ahora Alicia descifra el mensaje en clave ¢ mediante la operacion inversa dada por
m = c? (mod n)

donde d es la clave privada que solo Alicia conoce.

Para la generacién de las claves, el algoritmo consta de los siguientes pasos:

1. Cada usuario elige dos numeros primos distintos p y g. (Por motivos de seguridad,

estos numeros deben escogerse de forma aleatoria y deben tener una longitud en bits

parecida. Se pueden hallar primos facilmente mediante un test de primalidad.)

2. Se calculan = pq. (n se usa como el médulo para ambas claves, publica y privada)

3. Se calcula ¢(n) = (p — 1)(q — 1), donde ¢ es la funcién ¢ de Euler.
p(n)=|{neNn<mAmcd(m,n) =1}

4. Se escoge un namero positivo e menor que ¢(n), que sea coprimo con @(n). (e se

da a conocer como el exponente de la clave publica)

5. Se determina un d (mediante aritmética modular) que satisfaga la congruencia e -

d=1 (mode(n)), es decir, que d sea el multiplicador modular inverso de

e mod p(n)

(Esto suele calcularse mediante el algoritmo de Euclides extendido)

La seguridad de este algoritmo radica en el problema de la factorizaciéon de numeros
enteros. Si un numero grande, de b bits es el producto de dos primos de
aproximadamente el mismo tamafo, no existe algoritmo conocido capaz de
factorizarlo en tiempo polinémico. Esto significa que ningun algoritmo conocido puede
factorizarlo en tiempo 0(b*), para cualquier constante k. Aunque, existen algoritmos
que son mas rapidos que 0(a®) para cualquier a mayor que 1.
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En otras palabras, los mejores algoritmos son super-polinomiales, pero sub-
exponenciales. En particular, el mejor tiempo asintotico de ejecucion es el del
algoritmo de criba general del cuerpo de numeros (CGCN), que es:

1
0| exp (%b)3 (log(b))%

Para una computadora ordinaria, la CGCN es el mejor algoritmo conocido para
nameros grandes. Para una computadora cuantica, en cambio, Peter Shor desbubri6
en 1994 un algoritmo que lo resuelve en tiempo polindbmico. Esto tendria implicaciones
importantes en criptografia, para descomponer un nimero n el algoritmo de Shor solo
tarda un tiempo 0((log(n))3?).

B. Algoritmo de Shor paso a paso

Dado un entero compuesto C, los siguientes pasos hallan factores no triviales (que no
sean 1 o C) del nimero C:

1. Comprobar que el nimero C es impar y no es una potencia de algun entero mas
pequefio. Si C es par o una potencia, entonces ya tenemos un factor de C y hemos
acabado.

2. Escoger cualquier enteroaenelrango1 <a < C.

3. Encontrar gdc(a,C). Si por suerte el maximo comun divisor es mayor que 1,
entonces tenemos un factor de C y de nuevo ya hemos acabado.

4. Encontrar el entero mas pequefio p > 1 que cumpla a? = 1(mod C)

5. Sip esimpar, o si p es pary cumple a?/? = —1(mod C), entonces volver al paso 2
y coger un a diferente.

P
6. Los numeros Py = gdc(az + 1, () son factores no triviales de C.

Por ejemplo, sitenemos C = 15
1. 15 es un numero impar y no es una potencia de un entero mas pequefio, asi que
seguimos.
2. Arbitrariamente elegimos a = 7.
3. gdc(7,15) = 1, asi que seguimos.
4. Buscamos p empezando por 2:
. 72=49y49(mod15) =4 # 1
. 73=343y343(mod15) =13 # 1
« 7% =2401y 2401(mod 15) = 1, asique p = 4
5. p =4 espar,y 7*/? = 49. Como 49 % —1(mod 15), no es necesario volver al paso
2 para elegir otro a.
6. P, = gcd(50,15) =5y P_ = gcd(48,15) = 3 son los buscados factores de 15.

Un ordenador clasico podria determinar rapidamente si C es una potencia; o cual es
el maximo comun divisor de dos nimeros grandes, utilizando el algoritmo de Euclides.
Por tanto, el Unico paso para el que es necesario un ordenador cuantico es el paso 4.
Este paso se denomina “period-finding” y se representa de forma general para un
namero N = L + M de qubits mediante el siguiente diagrama:
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A este paso se le llama asi porque la funcion f(x) = a*(mod C) es una funcién
periodica con periodo p (justo el nimero que buscamos). Por ejemplo, sitenemos C =
15 y elegimos a = 7 obtenemos p = 4, y como cabe de esperar, si desarrollamos la
funcién f(x) vemos que el periodo coincide con el resultado:

f(0) =7°(mod 15) =1

f(1) =7t (mod 15) =7

f(2) = 7% (mod 15) = 4

f(3) = 73 (mod 15) = 13

f(4) =7* (mod 15) = 1

f(5) =75 (mod 15) = 7

f(6) = 7° (mod 15) = 4

Como vemos en el circuito cuantico el registro de los qubits se divide en dos partes;
el “x — register” con L qubits inicializados en el estado |0 ...0), y el “f — register” con
M qubits inicializados en el estado |0...01). Los pasos en el célculo del circuito son
los siguientes:

1. Aplicar la puerta de Hadamard a cada uno de los L-qubits en el x — register. Esto
pone el x —register en un estado de superposicion equiprobable de todos los
posibles 2% valores de x.

2. Enfuncion del valor del x — register, multiplicar el f — register por a*(mod C). Asi
se queda el valor de f(x) guardado en el f — register.

3. Medir el f —register. En realidad, no importa si el f — register es medido ahora,
después cuando se mida el x — register, o nunca, en el diagrama se ha elegido este
orden por arbitrariedad.

4. Realizar la transformada de Fourier cuantica (IQFT) sobre el x — register. Como la
transformada de Fourier de una funcién tiene picos en las frecuencias presentes en la
funcion, la IQFT hara posible encontrar el periodo (1/frecuencia) de f(x). La IQFT sera
explicada mas en detalle en posteriores apartados.

5. Medir el output ¥ de la IQFT. Shor demostré que el valor medido %/2! es

aproximadamente igual a s/p, donde s es un entero desconocido. Esto se utiliza para

. . 1 2 3 .
encontrar p. Por ejemplo, si ZiL =032 = 3= =5 entonces se estima que p debe

ser alguno de los denominadores 3, 6,9 ... Estos valores son los que se comprueban
para ver cual es el que satisface la relacion que buscabamos a? = 1(mod C), y por
tanto sera el verdadero periodo p.

C. Algoritmo de Shor con 7 gubits

Los niumeros mas pequefios que satisfacen el paso 1 del algoritmo (enteros impares
no primos y que no son potencias de otros enteros) son € = 15,21,33,35,39 ... Yaa dia
de hoy, se ha utilizado el algoritmo se Shor en ordenadores cuanticos reales (no
simulados) para factorizar los niumeros 15 y 21. Vandersypen et al. han construido
ordenadores cuanticos con N = 7 usando spins nucleares como qubits. Usaron el
algoritmo de Shor para factorizar C = 15 usando L =3y M = 4.
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Este es el circuito cuantico para el algoritmo de Shor con N = 7 qubits, basado en el
disefio de Vandersypen et al.

7 Y | -
£ 10) —{H] —A] ’_L‘
| ! -
£y |0} —E | @ E . A E
|

by 10y —{ H}

1A o
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my [0} ———— — 2 [ 4 El f2

X a X a X oa
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El algoritmo tiene 3 tipos de puertas cuanticas:

Puertas de Hadamard: Ya se han explicado y utilizado para el algoritmo de
Grover. No es necesaria ninguna modificacién del cédigo para esta parte.
Puertas de desplazamiento de fase controladas: Son un caso particular de una
“Controlled-U”, y para construirlas utilizaremos las propiedades del algebra
tensorial tal y como explicamos en apartados anteriores. El codigo para la
construccion de estas matrices es:
rmat[x_] = {{1,0,0,0},{0,1,0,0}, {0,0,1,0},{0,0,0, Exp[I * x]}};
cr[x, 1k ] == SparseArray[{i_,j_}/;
(a = IntegerDigits[i — 1,2,n]; a[[l]] = 0; a[[k]] =
b = IntegerDigits[j — 1,2, n]; b[[l]] = 0; b[[k]] =
a == b) = rmat[x]
[[FromDigits[{IntegerDigits[i — 1,2, n][[!]], IntegerDigits[i — 1,2,n][[k]]}.2] + 1,
FromDigits[{IntegerDigits[j — 1,2, n][[{]], IntegerDigits[j — 1,2, n][[k]]}.2] + 1]],
{2"n, 2 n}]

Puertas a*(mod C): Hay 3 puertas cuanticas usando los bits del x — register
l,,1;,l, para controlar los bits del f —register ms,m, m,,m,. La puerta
controlada por el bit [, multiplica condicionalmente el f —register por
azk(mod 15). Juntas, las tres puertas multiplican el f —register por

alot2l+4l (mod 15) = a*(mod 15) = f(x), como se requiere para el paso 2 del
“period-finding”.

La construccion de estas ultimas matrices es bastante mas complicada que la de las
demas, por eso, antes de escribir el cédigo explicaremos unos conceptos
fundamentales que deberan quedar claros para su correcta comprension.

Son matrices de permutacioén, lo cual significa que por cada una de las 128 columnas
que tiene solo una de las filas valdra 1 y el resto valdra 0. (Aqui podemos apreciar de
nuevo el acierto que supone utilizar las SparseArrays.) Por tanto, el problema a
resolver para construir estas matrices sera encontrar cual es la fila no nula que le
corresponde a cada columna.
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Empezaremos explicando el pseudocodigo para la matriz controlada por [,. Esto se

ejecutara para cada columna k = 1...128:

1.Se escribe el numero decimal k — 1 (debido a que empezamos a contar por 1 en
vez de 0) como un numero binario de 7 digitos tal que k — 1 = [, l;lymzm,mym,.
Cada digito se correspondera con un determinado qubit tal y como vemos a la
izquierda en el diagrama del circuito cuantico.

2.Como ya vimos al explicar las “Controlled-U”, éstas solo actuan si el qubit que
controla vale 1, si no, funcionan como la matriz identidad. Por tanto, si [, =0,
entonces j = k.

3.Si I, = 1, expresamos el numero binario de cuatro digitos mym,m;m, como un
namero decimal f. Si f > 15 entonces j = k. Pero, si f < 15 entonces calcularemos
un nuevo valor f' = A, f (mod 15) donde 4, = a?’. Entonces, la fila j que buscamos
vendra dada por j = l,l,l;m;m,m;m;. De este modo, si [, =1 entonces el f —
register es multiplicado por A,(mod 15).

Las otras dos matrices se construyen exactamente igual, pero cambiando [, por l; y
L,,y A, por A, y A,; donde A,, = a?" (mod 15).
Finalmente, el codigo nos queda de la siguiente forma:
n=7;a="7;A = Table[Mod[a"(2"(i — 1) ),15],{i, 3}];
fk_] == FromDigits[Drop[IntegerDigits[k, 2,n],3],2];
matfx =
Table[
SparseArray|
{i_k_}/; And[IntegerDigits[k — 1,2,n][[3+ 1 —i]] == 1,
FromDigits[Drop[IntegerDigits[k — 1,2,n],3],2] < 15,
Jj == FromDigits[Join[Drop|[IntegerDigits[k — 1,2,n], —4],
IntegerDigits[Mod|[f [k — 1] * A[[i]],15],2,4]],2] + 1] = 1,
{2"n,2"n}] +
SparseArray|
{i_ k_}/; And[IntegerDigits[k — 1,2,n][[3 + 1 — i]] == 0]
FromDigits[Drop|[IntegerDigits[k — 1,2,n], 3], 2] = 15,
j==k]-1,
{2"n,2"n}],
{i,3}]

Cbémo funciona el algoritmo desde el punto de vista de la fisica cuantica

Una vez registrada la informacion de f(x) = a*(mod 15) en el f — register ya no se
vuelven a usar estos qubits para nada. Puede parecer que, por tanto, esta informacién
no se esta utilizando. Ya estudiamos una situacion parecida antes. En ese caso
usabamos una CNOT para que el qubit 2 controlara al qubit 1, y vimos como el utilizar
esta puerta hacia que los efectos sobre el qubit 2 cambiaran. De la misma manera, el
valor del x —register cambia por el hecho de ser utilizado para controlar al f —
register. Este proceso funciona de la siguiente manera:

. Debido a la aplicacién de las puertas de Hadamard, todos los posibles valores de
x son igual de probables, y debido a las puertas a*(mod 15) por cada valor de x
el f —register contiene uno de los p posibles valores de f(x). Por ejemplo, para
a = 7 tenemos que p = 4 y estos cuatro posibles valores de f(x) son 1,7,4,13. En
este punto |¥) es una superposicion equiprobable de muchos términos de modo
que si medimos el f —register el resultado sera 1,4,7 o 13, mientras que Si
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medimos el x — register, el resultado puede ser cualquier nimero entero (lo
suficientemente pequefio como para que el x — register lo pueda contener).

- Ahora, supongamos que medimos el f — register y obtenemos 7. De acuerdo con
los principios de la fisica cuantica, una medicion causa que el estado |¥) colapse
para que esté de acuerdo con la medicion. Por tanto, tras medir que f = 7 solo los
estados de x que se correspondan con f(x) =7 se mantendran en la
superposicion.

. Es decir, todos los posibles valores del x —register dejan de ser igual de
probables y obtenemos, en cambio, una funcién con picos de probabilidad en
estos valores de x especificos. Y como la funcion f(x) es periddica con periodo
p = 4, estos picos estaran separados por dicho periodo.

. La IQFT toma la transformada de Fourier de esta funcién. Como la funcion tiene
periodo 4, la transformada de Fourier contendrd la frecuencia w = 1/4 y sus
armonicos w = 2/4y 3/4. En una transformada de Fourier discreta las frecuencias
son de la forma w = %/2L. Asi, al medir el x — register, la probabilidad tendra
picos en %¥/2L =s/4 = s/p para todos los enteros arménicos s, el cudl es el
resultado que buscamos.

Algoritmo de Shor: El programa

Una vez todas las matrices necesarias estan computadas, el disefio del programa es
bastante sencillo. Primero, no inicializamos |¥) con el primer autoestado, sino con el
segundo (que se corresponde con el estado |0000001)). En Mathematica lo podemos
escribir asi:

Y = Array[lf[# == 2,1,0]&,2"n]

Entonces, aplicamos las puertas cuanticas en el mismo orden que aparecen en el
circuito cuantico, resultandonos el siguiente cédigo:

Do[y = H[i].,{i, 3}]; Do[yy = matfx[[i]]., {i, 3}];

Y = H[3].cr[Pi / 2,2,3]. H[2]. cr[Pi / 4,1,3].cr[Pi / 2,1,2]. H[1].3

Por altimo, para la medicién cuantica tendremos que cambiar ligeramente en codigo.
Hasta ahora el resultado devuelto ha sido el estado del sistema tras la medicion, es
decir, un nimero binario de 7 digitos (uno por cada qubit). Sin embargo, ahora el valor
que nos interesa es /2%, donde % es un numero decimal dado por el nimero binario
de 3 digitos ¥, X, X,. Para realizar esta correccion sera suficiente con eliminar la dltima
linea del cédigo y sustituirla por:
FromDigits[Reverse[Drop[IntegerDigits[FirstPosition[,1][[1]]-1,2,n],-4]],2]/8//N

Asi, ya tenemos el programa completado. Para finalizar este apartado recogeremos
los valores obtenidos para diferentes a.

NUmero de mediciones obtenidas

~ /9L
x/2 a=7 a=8 a=11 a=4
0 24 19 48 42
0.125 0 0 0 0
0.25 18 20 0 0
0.375 0 0 0 0

0.5 32 27 52 58
0.625 0 0 0 0
0.75 26 34 0 0
0.875 0 0 0 0
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Por un lado, para a =7 y a = 8 tenemos 4 diferentes resultados, los cuales se
correspondencons/p =s/4 =0/4,1/4,2/4,3/4. Asi,

para a = 7 tenemos que
Py =ged (a2 +1, 15) = ged(50,15) = 5y P = ged (a2 — 1, 15) = ged(48, 15) = 3,

yparaa =8

P 4
P, =ged(az +1, 15) = ged(65,15) = 5y P_ = ged (a2 — 1, 15) = ged(63,15) = 5
tal y como predice la teoria.

Por otro lado, para a = 11 y a = 14 solo tenemos 2 diferentes resultados, pero como
s/p=s/2=0/2,1/2,

para a = 11 tenemos que
p 14
P, = gcd (aE +1, 15) = gcd(12,15) =3y P_ = gcd (aE -1, 15) = gcd(10,15) =5,

yparaa =4

p p
P, =ged(az +1, 15) = ged(5,15) =5y P = ged (a2 — 1, 15) = ged(3,15) = 3
de nuevo obtenemos el resultado esperado.

D. Algoritmo de Shor con N qubits

Generalizacion de las puertas a*(mod C):

Esta parte es la mas simple de modificar. Por como se construy6 el codigo sera
suficiente con cambiar referencias especificas a los registros de los qubits (en este
caso L =3y M = 4). Es decir, simplemente tendremos que declarar estas 2 nuevas
variables y sustituirlas por dichos valores “3” y “4”.

A su vez, el poder utilizar mas qubits permitira factorizar nimeros mas grandes, por
tanto, se declarard una nueva variable mas, c. De modo que el cédigo queda:

c=15M=4L=8n=M+L;a=7;A=Table[Mod[a”(2"(i — 1)), c],{i, L}];
fk_] := FromDigits[Drop[IntegerDigits[k, 2,n], L],2];
matfx =
Table[
SparseArray|
{i_k_}/; And[IntegerDigits[k — 1,2,n][[L + 1 —i]] == 1,
FromDigits[Drop[IntegerDigits[k — 1,2,n],L],2] < c,
j == FromDigits[Join[Drop[IntegerDigits[k — 1,2,n], —M],
IntegerDigits[Mod|[f [k — 1] * A[[{]],c],2, M]],2] + 1] = 1,
{2"n,2"n}] +
SparseArray|
{i_k_}/; And[IntegerDigits[k — 1,2,n][[L + 1 — i]] == 0]|
FromDigits[Drop[IntegerDigits[k — 1,2,n],L],2] = c,
j==kl -1,
{2"n,2"n}],
(i, L]
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Generalizacion de la IQFT:
La IQFT que hemos utilizado es especifica para L = 3 y para generalizarla a cualquier
L nos serviremos de la siguiente imagen:
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Esta imagen nos muestra como obtener de forma recursiva la QFT para cualquier L.
Sin embargo, nosotros buscamos la IQFT, y para ello nos aprovecharemos de otra
propiedad exclusiva de la computacién cuantica; para obtener la funcidén inversa
invertiremos el orden en el que se aplicaran las puertas. Como comprobacion,
podemos ver como la QFT3s invertida coincide con la IQFT utilizada en el algoritmo de
Shor con L = 3.

Como el cédigo encargado de crear cada una de estas puertas que forman la IQFT ya
lo tenemos, nos faltara crear un codigo que nos genere una lista con las puertas
necesarias en el orden correcto.

Para ello declararemos la siguiente funcion:

IQFT[L] = (QFT = {H[l]};
Do[Do[QFT = Join[QFT, {cr[Pi/ (2"(i — 1)), =k + 1,1l -k +i]}],{i, k, 2, —1}];
QFT = Join[QFT, {H[l — k + 1]}], {k, 2, 1}];
Reverse[QFT])

De modo que si por ejemplo ejecutamos IQFT[3] obtenemos:
il er[5,12], er|7,13], B2 er [, 23] HE3
) 2 ) ) ) 4 ) ) ) ) 2 ) ) )

Que de izquierda a derecha coincide justo con la IQFT utilizada para L = 3
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Completando el programa

Aungue con esto seria suficiente, afiadiremos un cambio méas a la parte final del
programa. Debido a los grandes recursos computacionales que requieren, no
ejecutaremos estas simulaciones completamente. A su vez, nos quedaremos con la
funcién de probabilidad obtenida de las operaciones y analizaremos los resultados
que podriamos obtener si realizaramos la simulacién hasta el final.

Asi, tras declarar todas las funciones y matrices necesarias para este programa, solo
nos quedaria aplicar el siguiente codigo:

Y = Array[lf[# == 2,1,0]&,2"n];
Do[y = HIi]. ¥, {i, L}]; Do[y = matfx[[i]]. ¥, {i, L}]; operations = IQFT[L];
Do[y = operations|[[i]]. Y, {i, Length[operations]}];
Y = Abs[]"2; plotdata = ;
ListLinePlot[
Table[
{i,
Sum|
plotdatal]
FromDigits[Join[Reverse[IntegerDigits|i, 2, L]], IntegerDigits[j, 2, M]],2] + 1]],
{j' 0,2"M — 1}]}'
{i,0,2"L — 1}],
PlotRange — {0,1}]

El codigo nos devuelve una grafica que nos especifica la probabilidad sobre 1 (eje Y)
de medir cada estado % (eje X).

Por supuesto, esto no tendria ningun sentido en un ordenador cuantico real, ya que
no hay manera de acceder al estado del sistema antes de su medicion y de su
consecuente colapso. Por tanto, esta modificacién se hara con fines mas didacticos
que practicos. Ademas, esto nos permitird un analisis mas exacto de los resultados,
ya que evitaremos los errores causados por las fluctuaciones inherentes a la
aleatoriedad.

Usar una mayor cantidad de qubits nos permite factorizar nUmeros mas grandes que
15. El nimero total de qubitses N = L + M. El f — register guarda los valores binarios
de a*(mod C), por lo que M debe satisfacer 2 > €. Ademas, para asegurarse tener
una buena precision a la hora de obtener el periodo p es aconsejable que L cumpla
2L > 2. Aun asi, podemos ver del apartado anterior que esta condicién no siempre
es necesaria; para C = 15 deberiamos tener como minimo L = 8, pero con L = 3 ya
hemos obtenido resultados precisos. Esto se debe a que “casualmente” los armonicos
s/p = s/4 coincidian exactamente con las fracciones de los posibles resultados
s'/2k = 25/8 = s/4.

Resultados

Antes de aumentar el numero de qubits, a modo de comprobacion, empezaremos
simulando un caso ya calculado anteriormente, Este se corresponde a M = 4,L = 3,
a=7,¢c=15:
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Podemos ver como la grafica coincide perfectamente con los resultados obtenidos
anteriormente. Las mediciones de ¥ = 1,3,5,7 tienen una probabilidad O mientras que
las otras 4 son igual de probables y nos permiten obtener /2% = 0.0,0.25,0.5,0,75 =

s/4 =s/p.

También podriamos utilizar un mayor niamero de qubits para factorizar el mismo
namero, C = 15. Aumentar M no tendria ningun sentido ya que su “Unico” papel es
contener informacion y no nos aumentaria la precision de los resultados. Sin embargo,
veamos que pasa si aumentamos L.

M=4L=6a=7.c=15

L=l

=
=

=
=

(=]
(=]
=
[

L=

=

[=]
L=}

En realidad, el resultado es el mismo, tenemos una probabilidad de 0.25 de obtener
¥=0,16,32048. Lo <cual nos encaja de nuevo con, X/2f=%/64=
0.0,0.25,0.5,0,75 = s/4 = s/p. Sin embargo, debido al gran aumento de X posibles
totales, vemos como la funcion toma una forma mucho mas picuda (“precisa”). Aunque
en este caso no influya en el resultado final, es importante ya que para casos en los
que s/p no coincida con ¥/2%, aumentar L nos permitird acercarnos mas a los valores
exactos de s/p.

Por ultimo, aumentaremos aun mas el numero de qubits, pero en este caso para
factorizar un nimero mas grande, C = 39.
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Para ello utilizamos M = 6,L = 6,a = 10.

=]
L=}

=1

En este caso vemos que tenemos 6 picos, pero algunos han perdido esa estructura
simétrica que vimos anteriormente. Esto se debe a que ahora, algunos de los valores
numéricos de %/2L no coinciden con los de s/p.

Los picos se sitlan justo sobre ¥ = 0,11,21,32,43,53, por lo que el ordenador cuantico

nos devolveria con mayor probabilidad %/2L = 0,0.1719,0.3281,0.5,0.6719,0.8281 ~

012345 _ _
e'5'6'a’s’s - S/p=p=06

Por tanto:
Py =ged (a2 +1, €) = ged(1001,39) = 13y P_ = ged (a2 — 1, C) = ged(999,39) =3,
Como cabia de esperar ya que 39 = 13x3

Cabe sefialar que los picos mas altos se corresponden con ¥ = 0,32, que son los
Unicos valores que coinciden exactamente con los arménicos 0/6 y 3/6
respectivamente.

A su vez, vemos que los estados ¥ = 11, 21, 43,53 son menos probables, pero, no son
los Unicos estados posibles de sus inmediaciones, es decir, aun es posible obtener
valores como % = 10,12, 20, 22,42, 44,52,54 ... pero con mucha menos probabilidad.
Dicho de otro modo, los picos no son tan altos, pero son mas anchos. Podriamos decir
que la probabilidad de medir cada arménico es igual, aunque no siempre con la misma
precision. Aqui es donde se aprecia la importancia de aumentar el valor de L.

E. Reflexiones finales

Al igual que el algoritmo de Grover, esta sujeto a cierta aleatoriedad, que puede hacer
gue obtengamos resultados indeseados.

Aun asi, también hemos visto ciertos casos en los que el resultado medido coincide
exactamente con el buscado. Mas concretamente, siempre que busguemos un
periodo p que cumpla p = 2™ para cualquier n entero, podremos obtener los arménicos
exactos.

Por otro lado, si p es de la forma p = n'2", donde n' # 2 y entero, tendremos una
situacion parecida a la Ultima, con 2™ picos perfectamente centrados (altos y
estrechos), mientras que los otros seran mas bajitos y estrechos.

Asi, Shor sigue prometiéndonos resolver un problema irresoluble clasicamente.
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4. Conclusiones

Ademas de familiarizarnos con el lenguaje de programacién Mathematica; mediante
simulaciones, hemos podido ver directamente el funcionamiento de un ordenador
cuantico (bajo el paradigma de “quantum gate array”) y las consecuencias que
conllevaria su futura construccion.

Primeramente, nos hemos servido de sencillos ejemplos para entender el
comportamiento general de este tipo de ordenadores. Siempre empezamos
inicializando los qubits, asignando a cada uno un valor determinado. Normalmente,
empezaremos con los estados |0 ...0) 0 |0 ... 1). Entonces, a este estado se le aplicaran
las puertas cuanticas necesarias para llevar a cabo el algoritmo y finalmente se
simulard una medicion de los qubits, cuya aleatoriedad se debera ajustar a las leyes
de la mecanica cuantica.

Ademas, estos sencillos ejemplos también nos han servido para obtener una mejor
comprension de las caracteristicas principales de algunas de las puertas cuénticas
mas importantes como H, Ry y Cyor-

Por un lado, hemos visto la enorme importancia de la puerta H, la cual nos permite
obtener una superposicién equiprobable de autoestados involucrando a tantos qubits
COMOo queramos.

Por otro lado, vimos un fendbmeno muy interesante que no tiene analogo clasico. Esto
es la manipulacion de las probabilidades mediante puertas que por si solas no pueden
hacerlo, de modo que al combinarlas con otras puertas podremos obtener nuevos
resultados. Concretamente, vimos como el simple hecho de introducir un
desplazamiento de fase entre dos puertas H nos permiti6 cambiar el valor determinado
(porque partia de un autoestado) de un cierto qubit y como al utilizar un qubit para
controlar otro se veian afectados ambos qubits, en vez de solo el controlado como
pasaria clasicamente.

Por dltimo, utilizamos estos programas para simular algoritmos con aplicaciones

practicas reales, como son el algoritmo de Grover y el de Shor.

Mediante el algoritmo de Grover pudimos comprobar la importancia de las puertas A

y su propiedad de colocar al sistema en un estado equiprobable de autoestados. Esto

es lo que nos permite obtener un algoritmo de busqueda tan eficiente, que siendo D
~ T

el tamafio de la base de datos, nos encuentra la respuesta correcta con tan solo Zx/ﬁ

iteraciones en vez de las D/2 que se necesitarian clasicamente. Cierto es que tenia
el inconveniente de no ser tan preciso como cabria de esperar para, por ejemplo, usos
comerciales, pero analizamos como esto se debia a una cantidad insuficiente de
qubits y no era un problema inherente al algoritmo.

Por ejemplo, en una base de datos con aproximadamente 10° entradas (la antigua
guia telefonica de Madrid) supondria un ahorro de un factor

20

2 /2
. ./520
7 2

~ 652

en el nimero de iteraciones con una probabilidad de acierto del 99.999976%.
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Con el algoritmo de Shor entendimos la verdadera revolucién que podria conllevar en
el mundo de la criptografia la construccion de un ordenador cuantico lo
suficientemente potente. El algoritmo de Shor nos permite factorizar nimeros con una
eficiencia tal, que clasicamente parece imposible poder llegar a acercarse jamas.

Por ejemplo, para descomponer un numero de 1000 bits o 302 digitos tendriamos un

ahorro de un factor
1
2 2
0 (exp ((%4 1000)’ (log(lOOO))§>>

0((log(103°2))3)

También vimos como podia haber problemas de precision, pero que de nuevo estaban
relacionados con bajo numero de qubits.

~ 1010

Asi, podemos concluir que el éxito en la construccion de los ordenadores cuanticos
puede conllevar un auténtico salto tecnoldgico, tanto por las aplicaciones ya
descubiertas como las que podrian faltar por descubrir.

33

——
| —



5. Bibliografia

Este trabajo esté principalmente inspirado por las explicaciones del siguiente articulo:
D. Candela, Undergraduate computational physics projects on quantum computing,
American Journal of Physics 83, 688 (2015); doi: http://dx.doi.org/10.1119/1.4922296

Ademas de desarrollos, resultados y analisis propios, para hacer mas completo este
trabajo se han utilizado los siguientes enlaces de Wikipedia:
https://en.wikipedia.org/wiki/Bloch _sphere
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_gate

https://en.wikipedia.org/wiki/Grover%27s _algorithm

https://en.wikipedia.org/wiki/RSA _(cryptosystem)
https://en.wikipedia.org/wiki/Shor%27s_algorithm

Por ultimo, toda la informacién necesaria para aprender a manipular las funciones de
Mathematica tal y como se ha hecho en este trabajo se ha extraido de la pagina web
oficial de Wolfram Mathematica:

https://www.wolfram.com/mathematica/

34

——
| —


http://dx.doi.org/10.1119/1.4922296
https://en.wikipedia.org/wiki/Bloch_sphere
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_gate
https://en.wikipedia.org/wiki/Grover%27s_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/RSA_(cryptosystem)
https://en.wikipedia.org/wiki/Shor%27s_algorithm
https://www.wolfram.com/mathematica/

Apéndice: Explicaciones sobre el codigo usado

Nociones bésicas

Si se parte desde 0, para entender las nociones basicas de Mathematica se
recomiendo leer el tutorial “Introduccién rapida para programadores”. Si no, con éstas
breves explicaciones se pretende explicar la notacion basica suficiente del lenguaje
para poder entender los programas de este trabajo.

Funciones: Mathematica posee miles de funciones incorporadas. Los argumentos se
encierran entre corchetes "[]" y se separan mediante comas ",".

Asignaciones: Como es habitual para asignar un valor a una variable usamos el

simbolo “=".
x = 3 asigna el valor 3 a la variable x

Listas: Se abren y cierran mediante llaves “{}* y los elementos que la componen se
separan mediante comas “, “.

x = {7,3,4,9} asigna una lista a la variable x

Para acceder a partes concretas de una lista se utiliza el doble corchete “[[ ]]”
Evaluar x[[2]] nos devolvera 3

Evaluar x[[—2]] nos devolvera 4

Evaluar x[[2;; 3]] nos devolvera {3,4}

Simbolo “ ; ”: Lo usamos para separar diferentes operaciones
x=3;y=4z=5

Tras evaluar una sucesion de operaciones Mathematica solo devolvera la dltima
Evaluar x = 3;x = x + 1; x + 6 nos devolvera 10

Operaciones: Para realizar operaciones entre nameros se utilizan los simbolos
habituales " + "(Suma), " — "(Resta), " * "(Multiplicacion), "/"(Division) y ""(Potencia).
Para multiplicar matrices se utiliza el punto ".". Al aplicar las anteriores operaciones a
una lista la operacion se hara para cada uno de los elementos

Evaluar x = {1,2,3,4}; x = x"2 nos devolvera {1,4,9,16}

Patrones: los patrones representas clases de expresiones. El constructo basico de
patrén es " _" y representa cualquier expresion. x_ representa un patrén cuyo valor
sera nombrado x.

("/." significa “reemplazar en todas partes”)

{f[11.912], f[51, 9131} /. fIx_] => x + 5 devolvera {6, g[2], 10, g[3]}

Condicionales: "/; " permite introducir condiciones.
{11 9121, f[5), 9[31}/- f[x_1/;x > 2 —=> x + 5 devolvera {f[1], g[2], 10, g[3]}

Declaracion de funciones: En Mathematica las declaraciones de funciones son
simplemente asignaciones que proporcionan reglas de transformacion para patrones.
flx_y_]:= x + y; f[4 a] devolvera 4 + a

Funciones puras: Se indican mediante la terminacion & y su primer argumento
mediante #.
Evaluar (# + 1) &[50] devolveria 51
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Lista de funciones utilizadas

En el siguiente listado se explicaran cada una de las funciones utilizadas en este
programa por orden de aparicion. A su vez, las funciones estan separadas en bloques
segun el contexto en el que aparecieron por primera vez.

Para simular la inicializacion y medicion cuantica
Abs[z]: devuelve el valor absoluto del numero real o complejo z.

RandomReal[]: devuelve un numero “aleatorio” comprendido entre el O y el 1.

Do:

Dolexpr, {i, imqx}]: Evalla expr tomando valores sucesivos de i desde 1 hasta i,,-
Do[expr, {i, imin, imax}]: COMO antes, pero los valores de i van desde i,,;,, hasta i, ..
Do[expr, {i, imins imax} U» Jmins Jmax ) - |: EvalUa todas las posibles combinaciones de
los indices i, j, ...

Length[expr] : Devuelve el nimero de elementos en expr.

Catch y Throw:

Catch[expr] devuelve el argumento del primer Throw generado en la evaluacion de
expr. Throw[value] detiene la evaluacion y devuelve value como valor del primer
Catch que lo encierra.

If[condition, t, f]: Si condition se evalla como True devuelve t, si se evalia como
False devuelve f.

Array[f,n]: Genera una lista de longitud n, con elementos f[i](i va de 1 hasta n).
Print[expr]: Imprime expr en la pantalla

IntegerString[n, b, len]: Pasa el nimero n de base decimal a base b y lo devuelve como
una cadena de caracteres de longitud len. Ajusta el tamafio del nimero a len
afnadiendo ceros a la izquierda.

FirstPosition[expr, pattern]: Devuelve la posicion del primer elemento en expr que
coincide con pattern.

Para simular los primeros circuitos cuanticos completos
Sqrt[z]: Devuelve la raiz cuadrada de z.

DiagonalMatrix:

DiagonalMatrix[list]: Devuelve una matriz con los elementos de list en la diagonal
principal, y 0 en el resto de posiciones.

DiagonalMatrix[list, k]: Devuelve una matriz con los elementos de list en la k-ésima
diagonal, y 0 en el resto de posiciones.

Counts|list]: Devuelve una asociacion en la que se asocia cada elemento distinto de
list al nUmero de veces que aparece.
Por ejemplo, Counts[{a, b, ¢, a}] devuelve <|a = 2,b - 1,c = 1|>

Table:

Table[expr, n]: Genera una lista de n copias de expr

Table[expr, {i, inqx}]: Genera una lista con los valores de expr cuando i va desde 1
hasta i,,4-
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Table[expr, {i, imin, imax b Us Jmins Jmax ) -+ 1: Devuelve una lista anidada. La lista
asociada a i es la mas externa.

Por ejemplo, Table[10i + j, {i, 4}, {j, 3}] devuelve:

{{11,12,13},{21,22,23},{31,32,33}, {41,42,43}}

Para simular el algoritmo de Grover
Round[x]: Devuelve el entero mas cercano a x.

IntegerDigits[n, b, len]: Pasa el nUmero n de base decimal a base b y lo devuelve como
una lista de longitud len. Ajusta el tamafio del numero a len afadiendo ceros a la
izquierda.

IdentityMatrix[n]: Devuelve la matriz identidad de dimension nxn

SparseArray[{k_ i_j_}/; cond: - value, {dimy, dim;, dim;}]. Asigna el valor value a las
posiciones {k, i, j} que hacen que cond se evalle como True.

k/i/j va desde 1 hasta dimy;,;.

Band[{i, j}]: Representa la secuencia de posiciones de la diagonal que empieza en
{i,j} en una SparseArray.

Drop:

Drop|list,n]: Devuelve list sin sus primeros n elementos.
Drop|list,-n]: Devuelve list sin sus ultimos n elementos.
Drop[list, {n}]: Devuelve list sin su n-ésimo elemento.

Para simular el algoritmo de Shor
Exp[z]: Devuelve la exponencial de z

FromDigits[list, b]: Construye un niumero en base decimal a partir de la lista de sus
digitos (list) en base b.

Mod[m, n]: Devuelve el resto de la division m/n.

And[a, b, ...]: Es la funcion légica AND. Devuelve True si y solo si todos sus
argumentos devuelven True. Si no devuelve False.

Join[list,, list,, ... ]: Concatena las listas list,, list,, ...

Reverse[expr]: Invierte el orden de los elementos en expr.

Para crear las graficas
ListLinePlot[{{xy, 1}, {x2,¥.}, ... }]: Crea una gréfica uniendo mediante lineas rectas el
i-ésimo punto (con coordenadas {x;, y;}) con el anterior y el siguiente.

Sum|[f, {imin, imax}]: Evaltia el sumatorio Zizg f.
En las gréficas se utiliza para obtener la probabilidad de medir cada posible %, el cual

es el sumatorio de las posibles combinaciones del f — register para cada posible
combinacion del x — register.

PlotRange: Es una opcion para funciones de gréaficos que especifica el rango de las
coordenadas de la gréfica.

En nuestro caso concreto, PlotRange — {0,1} establece que la coordenada y va desde
0 hasta 1.
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