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Introduccion

El conjunto de Cantor, que fue introducido por Georg Cantor (1845) en el
ano 1883. Es un subconjunto fractal del intervalo real [0, 1] que se estudia en
muchas ramas de las matematicas, gracias a sus multiples y sorprendentes
propiedades. Por ejemplo, en la teoria de la medida, es un excepcional ejem-
plo para demostrar que hay conjuntos infinitos de medida nula. Es, también,
uno de los primeros ejemplos de conjunto fractal.

El objetivo principal de este trabajo es dar el siguiente corolario de clasifi-
cacién (Teorema central):

El Conjunto de Cantor es el inico espacio métrico, compacto, perfecto y
totalmente disconexo salvo homeomorfismos.

Con esto queda probado que el conjunto ternario de Cantor es un modelo
sencillo de espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo de
construir.

El trabajo se ha organizado en dos capitulos. El primero, se ha divido en
cinco partes. En la primera y segunda parte, se han desarrollado conceptos
y resultados de espacios conexos y conexos por caminos, respectivamente.
En la tercera parte se han definido los conceptos de conexién local y cone-
xion local por caminos; para, en la cuarta parte relacionar los conceptos de
conexion y conexién local. Este capitulo viene motivado por el hecho de que
el conjunto de Cantor es un espacio totalmente disconexo, y siendo esta una
propiedad destacada que lo caracteriza, ha sido conveniente hacer un primer
capitulo de conexién. La quinta parte, se ha reservado para las quasicompo-
nentes, que relacionaremos con las componentes conexas. Damos un teorema
necesario para probar el teorema clave del segundo capitulo.

FEl segundo capitulo, lo hemos dividido en cuatro partes. La primera par-
te se ha basado en construir el conjunto de Cantor y obtener propiedades
conjuntistas sobre él. En la segunda parte, en cambio, se han demostra-
do propiedades topoldgicas del mismo. En la tercera parte, se introduce el
concepto de 0-dimensionalidad, y el de las sucesiones limite inversas. Final-
mente, utilizando las herramientas anteriores, se obtiene el Teorema central
citado anteriormente.



En el apéndice, que hemos dividido en dos partes, damos algunas propieda-
des generales usadas en los 2 primeros capitulos.
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Capitulo 1

Conexion

Durante los cursos de Topologia y Ampliaciéon de Topologia del Grado de
Matematicas, vemos los conceptos de conexién y conexién por caminos. Por
lo tanto, a lo largo de este capitulo escribiremos las definiciones y enuncia-
dos vistos en estas asignaturas sin demostrarlos y probaremos aquellos que
resultan nuevos.

El objetivo de este capitulo es relacionar las cuatro nociones de conexién (la
conexioén, la conexién por caminos, la conexion local y la conexién local por
caminos) e introducir el concepto de quasicomponentes que necesitaremos
en el Capitulo 2.

1.1. Espacios conexos

Definicién 1.1.1. Una separacién de un espacio topolégico (X, 7) estd de-
finida por un par de abiertos U y V, disjuntos, cuya unién es X. Si uno de
los dos abiertos es vacio, se dice que la separacion es trivial.

Definicién 1.1.2. Un espacio topoldgico (X, T) es conexo, si la inica sepa-
racion que existe es la trivial, y se dird disconexo en caso contrario. Y A C
X es conezxo, cuando lo es como subespacio con la topologia relativa.

Proposicién 1.1.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico, entonces, son equi-
valentes:

(i) X es disconezo.
(ii) Existe A subconjunto propio de X que es abierto y cerrado a la vez.
(iii) Ewiste una funcion continua y sobreyectiva f : (X, 7) — ({0, 1}, Tais)-

Observacién 1.1.1. La conexién es un propiedad absoluta, tal que si B C
A C X, entonces B es conexo en (X, 7) siy solo silo esen (A,74)

Ejemplos 1.1.1. Damos algunos ejemplos de espacios conexos.



(i) En cualquier espacio topolégico, el vacio y los puntos son conexos.

(ii) Cualquier espacio sin abiertos o cerrados disjuntos es conexo.

Si A C X, las topologias A-inclusion y A-exclusién son, respectivamen-
te, Aa={UCX: AcUYU{D}yr ={UCX:ANU=0}u{X}
Por tanto, X con la topologia A-inclusién y con la topologia A-exclusién
es conexo ya que la primera no tiene abiertos disjuntos y la segunda
no tiene cerrados disjuntos.

Cualquier subconjunto de un espacio indiscreto es, por tanto, conexo,
ya que no tiene abiertos (ni cerrados) disjuntos.

(iii) Cualquier espacio discreto X con méas de un punto es disconexo, ya que
si x,y son puntos distintos de X, entonces {x} es abierto, cerrado y es
propio (ya que contiene a x, pero no a y). Por tanto, por la Proposicién
1.1.1 es disconexo.

(iv) En X con la topologia A-inclusién, todo subconjunto de X es conexo,
ya que la topologia inducida sigue sin tener abiertos disjuntos.

(v) En X con la topologia A-exclusién, dado B subconjunto de X, tal que
ANB = (), B es conexo, si y solo si se reduce a un punto o es el vacio.

Si AN B # (), el inico abierto que lo contiene es X, por lo que no
existe una separacion no trivial, y por tanto, es conexo.

(vi) Un conjunto infinito X con la topologia cofinita es conexo.

Un subconjunto A de X es conexo si y solo si se reduce a un punto, es
el vacio o es infinito.

(vii) En R con la topologia usual los conexos son los intervalos.
Proposicion 1.1.2. La imagen continua de un espacio conexo es conexa.

Corolario 1.1.3. La conexion es una propiedad topoldgica, es decir, se pre-
serva por homeomorfismos.

Teorema 1.1.4. El producto de espacios conexos es conexo si y solo si lo
es cada espacio factor.

Definicién 1.1.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sean A y B dos sub-
conjuntos de X. Se dice que A y B estan mutuamente separados si (AN B)
U(ANB)=0.

Teorema 1.1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea C un subconjunto
de X. Entonces, C es conexo si y solo si no existen subconjuntos A y B
mutuamente separados en X y no vacios, cuya union es C.



Demostracion. Primero, suponemos que C' es un subconjunto disconexo,
cuya separacion estd dada por los abiertos no vacios U y V, cuya union es
C. Para ver que son conjuntos mutuamente separados en X solo quedaria
probar que (UNV) U (UNV) = 0.

Por un lado, tenemos que U U V = C, por loque C - (U U V) = (C -U)
N (C-V) =0, de manera que C — U C V. Por otro lado, tenemos que U N
V=0 porloqueV cC-U.

Por tanto, V. = C — U. Andlogamente, tenemos que U = C' — V', por lo que
U y V son no vacios, abiertos y cerrados.

De esta manera, por ser U y V cerrados,
UnNnvV=0nvV=0yUnV=UnV =.

Ahora, en segundo lugar, suponemos que A y B estdn mutuamente separados
en X, y su unién es C. Por tanto, tenemos

AUB=C y ANB=ANB=1
Entonces, denotando por ZC la clausura de A en el subespacio C,
A° =ANC=ANn(AUB)=(ANAU@ANB) =AUD= A.

Por tanto, A es cerrado en C, y analogamente, también lo es B. Por tanto,
tenemos que C' — A, C' — B abiertos en C, tal que

C—-AUC-B=C-(ANB)=C-(AnB)=C
C—ANC-B=C-(AUB)=C — C = 0. O

Corolario 1.1.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si A y B estdn mutua-
mente separados y C es un conjunto conexo tal que C C AU B, entonces C

c AoC C B.

Demostracion. Es evidente, ya que si A y B estdn mutuamente separados,
ANC y BnNC estardn mutuamente separados. O

Esto nos va a permitir buscar una manera para demostrar si un espacio
es conexo.

Desarrollaremos la demostracién de los dos siguientes teoremas, ya visto en
el curso de Topologia, esta vez utilizando el resultado obtenido en el Teorema
1.1.5.

Teorema 1.1.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

(i) Dada una familia {C; : i € I} de conjuntos conexos tales que Nier C;
# 0, entonces X = U;er C; es un conjunto conexo.
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(i) Si para cada par de puntos x,y € X, existe un conjunto conexo Cyy
que lo contiene, entonces X es conexo.

(i) Dada una familia {Cy, : n € N} de conjuntos conezos tales que Cy, N
Cni1 # 0 para cada n €N, entonces X = Upen Cp es un conjunto
conezo.

Demostracion. (i) Suponemos que X es disconexo, entonces por el Teo-
rema 1.1.5, X = AU B, donde A y B estdn mutuamente separados en
X. Entonces, como dado iy € I, Cj, es un conjunto conexo contenido
en AU B, por el Corolario 1.1.6, C;, C Ao C;, C B.

Por otro lado, como N;er C; # 0 y A y B son disjuntos, tenemos que
C; C A paratodoi € I o C; C B para todo ¢ € I. Y por tanto, o
bien A es vacio o lo es B. Por lo que, no existen conjuntos no vacios
mutuamente separados en X, y por tanto, X es conexo.

(ii) Ses g € X, por tanto, X = Uzex Cryz; Nazex Cioz DO es vacio ya
que z estd en todos ellos, por lo que podemos aplicar (i) para concluir
que X es conexo.

(iii) Haremos la demostracién por induccién sobre n.
Para n=1, es evidente; para n=2, tenemos por (i) que como C1 N Cy
# () y ambos son conexos, su unién también lo es.
Por tanto, suponemos que U?;ll C; es un conjunto conexo, y como
(Ul ¢ n G, = Ut (G N Cy) # 0, ya que Cpmy N Gy, # 0, por
hi6tesis. Por tanto, como C), también es conexo, podemos aplicar (i)
y concluir que X = Upen Oy €s un conjunto conexo.

O]

Teorema 1.1.8. Sea C' un conjunto conexo en un espacio topoldgico (X, 1),
y sea D contenido en X tal que C C D C C, entonces D es conezxo.

Demostracién. Probaremos que C es conexo, ya que como C C D C C

tenemos que D = éD, denotando por C" 1a clausura de C en el subespacio
D7

Suponemos entonces, que C no es conexo. Entonces, por el Teorema 1.1.5
existen A y B mutuamente separados cuya unién es C, es decir, C = A U
B,y (ANB) U (AN B) = (. Por tanto, C = (AN C) U (BN C) y queremos
ver quey (ANC)N(BNCHUu(ANnC)N(BNC)) =10

Por otro lado, tenemos, que como C es conexo, por el mismo teorema, o
ANC =0 oBNC =0, por lo que evidentemente, se cumple la condicién
que buscabamos y que demuestra que entonces C' no seria conexo, que es
una contradiccion. O

Corolario 1.1.9. La clausura de cualquier conjunto conexo es un conjunto
conezo.



Ejemplos 1.1.2. (i) Utilizando el Teorema 1.1.7, (R",7,) con la topo-
logia usual es un espacio conexo, ya que es la unién de todas las rectas
que pasan por el origen, que son conexas por Ejemplos 1.1.1 el niimero
7 y todas se cortan en un punto.

(ii) Una bola abierta en (R",7,) es un espacio conexo, ya que es homeomor-
fo al espacio total y la conexion es una propiedad topoldgica. Ademas,
por el Teorema 1.1.8, la bola cerrada también seria conexa, y cualquier
subconjunto comprendida entre ambas.

1.2. Conexién por caminos

Definicién 1.2.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un camino en X es
una aplicacién continua o: ([0,1],7,) — (X, 7). Si 0(0) =z, y (1) = v,
se dice que o es un camino de x a y.

Definicién 1.2.2. Un espacio topoldgico (X, 7) se dice que es conexo por
caminos si para todo par de puntos de X existe un camino que los une. Un
subconjunto A de un espacio topolégico (X, 7) se dice que es conexo por
caminos si lo es como espacio con la topologia relativa, 7|4 .

Ejemplos 1.2.1. Daremos ejemplos de espacios conexos por caminos.

(i) Los espacios indiscretos son conexos por caminos, ya que, si z,y € X,
entonces o : [0, 1] — X definida por

r sit<l1
"(t)_{ y sit=1

es un camino en X que une x con ¥, ya que cualquier aplicacién sobre
el espacio indiscreto es continua.

(ii) Todo subconjunto convexo de (R™,7,) es conexo por caminos.

(iii) En (R,7,) los subconjuntos conexos y conexos por caminos coinciden,
y son los intervalos.

(iv) En (R",7,), sea A C R", si A contable y n > 1, entonces R" —A es
conexo por caminos. Por ejemplo, R” — Q" es conexo por caminos.

(v) Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C B C X, entonces A es conexo
por caminos como subespacio de B si y solo si lo es como subespacio
de X ya que (7|B)|a = 7|a.

Proposicién 1.2.1. La imagen continua de un espacio conero por caminos
€S CONETO POT CAMINOS.

Corolario 1.2.2. La conexion por caminos es una propiedad topoldgica.



Teorema 1.2.3. El producto de espacios conexos por caminos s COnero por
caminos si y solo si lo es cada espacio factor.

Observacion 1.2.1. La conexién y la conexiéon por caminos no son heredi-
tarias, es decir, un subconjunto de un espacio conexo (conexo por caminos,
respectivamente) no tiene porque ser conexo (conexo por caminos, respec-
tivamente). Por ejemplo, (Q,7,) no es conexo por caminos. Aunque hay
algunos resultados parciales como los del Teorema 1.1.7 o el Teorema 1.1.8.

1.3. Conexion local y conexién local por caminos
Todas las pruebas de las propiedades enunciadas pueden verse en [1].

Definicién 1.3.1. Un espacio topolégico (X, 7) es localmente conezo si todo
punto admite una base de entornos conexos.

Definicién 1.3.2. Un espacio topolégico (X, 7) se dice que es localmente co-
nexo por caminos si todo punto posee una base local formada por conjuntos
CONExXO0s Por caminos.

Teorema 1.3.1. El producto de espacios localmente conezxos (localmente
conexos por caminos, respectivamente) es localmente conexo (localmente co-
nexo por caminos, respectivamente) si y solo si cada espacio factor lo es.

Observaciéon 1.3.1. La conexion local y la conexién local por caminos no
son hereditarias.

Ejemplo 1.3.1. (R,7,) es un espacio localmente conexo y localmente conexo
por caminos.

Ahora, si tomamos el subespacio (Q,7,) tenemos que no es ni localmente
conexo, ni localmente conexo por caminos.

Proposicion 1.3.2. La imagen continua y abierta de un espacio localmen-
te conezxo (localmente conexo por caminos, respectivamente) es locamente
coneza (localmente conexa por caminos, respectivamente).

Observacion 1.3.2. En general, la conexién local y las conexién local por
caminos no se preservan bajo aplicaciones continuas.

Ejemplo 1.3.2. Sean los espacios topoldgicos (Q,74:s), (Q,7,), entonces la
aplicacién identidad:

’Ld (QaTdis) — (Q)Tu)

es una aplicacién continua, pero (Q,74;s) es localmente conexo y localmente
conexo por caminos, mientras que (Q,7,) no lo es.



1.4. Relaciones entre estos conceptos

Para comenzar, ilustraremos con una imagen las relaciones existentes entre
estos conceptos, para posteriormente, demostrar estos resultados.

CONEXION POR :/’ CONEXION
CAMINOS <<::(:
CONEXION LOCAL :/\’ CONEXION
POR CAMINOS <<:.X: LOCAL
CONEXO + ﬁ CONEXO POR CAMINGS

LOCALMENTE COMEXO POR CAMINOS

Proposicién 1.4.1. Si (X,7) es un espacio topoldgico conexo por caminos,
entonces es conexo.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) no fuera conexo. Por definicién, exis-
ten dos abiertos disjuntos y no vacios U y V' cuya union es X.

Sean x € U, y € V, como (X, 7) es conexo por caminos, existe un camino
que los une, es decir, existe una aplicacion o: ([0, 1],7,) — (X, 7) continua
tal que 0(0) = z, y o(1) = v.

Por ser f continua, o~1(U), o= 1(V) son abiertos y o= (U U V) = 07 1(X)
= [07 1]

Por ser o(0) =z, y 0(1) = y o~ 1(U), c~1(V) son no vacios.
o {U) N (V)= f7HUNV) = f(0) =0, y
o lU) Vo™ (V) = [FHUUV) = f(X) = [0,1].

Por tanto, tenemos que o~ 1(U), 0~ 1(V) son una separacién no trivial de
[0, 1], que es absurdo, por Ejemplos 1.1.1, el nimero 7. O

Lema 1.4.2. Sean A, B conjuntos conexos en el espacio topoldgico (X,T).
Entonces, si ANB #0 o AN B # (), tenemos que A U B es conezo.

Demostracion. Suponemos que A U B no es conexo. Entonces, por el Teore-
ma 1.1.5 existen subconjuntos C'y D, tal que (CND) U (CND) =0y cuya
unién es A U B. Como A es conexo y B, tenemos que necesariamente, C' =
Ay D =By (ANB) U (AN B) = 0, pero por hipdteis tenemos AN B # ()
o BN A #{, lo que es una contradiccion. O
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Ejemplo 1.4.1. Veamos mediante el siguiente ejemplo que el reciproco no
es cierto. Sea la curva seno topoldgico, es decir, el subespacio de (R?,7,):

A= ((—00,0] x {0} U {(xsm (i)) o> 0}.

A es conexo, pero no es conexo por caminos.

Demostracion. (i) A es conexo; sean

(i)

B = (—00,0] x {0}, C = {<:rsm (;)) . >o}.

B y C son conexos porque ambos son homeomorfos a intervalos. Te-
nemos que C = C U ({0} x [~1,1]), y por lo tanto, que (BN C) # 0,
ya que el punto (0,0) estd. Entonces, por el Lema 1.4.2, BUC = A es
conexo

A no es conexo por caminos.

Vamos a suponer que A es conexo por caminos, por tanto, para todo
par de puntos, existe un camino que los une.

Suponemos, en particular, que existe o: ([0,1],7,) — (A4,7,) camino
del (0,0) al (1, senl).

Como o es una funcién continua y [0,1] es un conjunto compacto,
tenemos que ([0, 1]) es un conjunto compacto en A, que es equivalente
a decir que es un conjunto compacto en (R?,7,) y que o([0,1]) C R2.

Pero o([0,1]) = o([0,1]) U ({0} x [-1,1]), es decir, ([0, 1]) no es
cerrado en (R?,7,). Pero por ser R? de Hausdorff, todo compacto es

cerrado, por lo que llegamos a una contradiccién.
O

Proposicién 1.4.3. Si (X,7) es un espacio topoldgico localmente conexo
por caminos, entonces es localmente conexo.

Demostracién. Por ser (X, 7) un espacio topoldgico localmente conexo por
caminos, todo punto posee una base local formada por conjuntos conexos
por caminos, por tanto, utilizando la Proposicién 1.4.1, tenemos que todo
punto posee una base local formada por conjuntos conexos, y por tanto,
(X, 7) es un espacio topoldgico localmente conexo. O

8



Ejemplo 1.4.2. Veamos mediante el siguiente ejemplo que el reciproco no
es cierto.
Tomemos (R,7¢oc), donde 7o = {U C R: R — U es contable} U {0}.

Supongamos que (R,7.,.) es localmente conexo por caminos. Sea x € R y
B; una base local en x formada por conjuntos conexos por caminos. Sea B
€ B,, seay € B, distinto de x y sea ¢ un camino en B entre x e y. Tenemos

que o: ([0,1], Tus) — (B, 7B.) es un funcién continua, con ¢(0) = = y (1)

Observamos que como todo entorno de un punto debe contener un abierto
que contiene a ese punto, los entornos basicos B deberan ser de complemen-
tario contable (en particular, son incontables).

Como en (R, 7o) los cerrados son los conjuntos finitos (y el conjunto R); los
puntos son cerrados, y como ¢ es continua, o~ ({z}) es cerrado para todo
x € B,y

[0,1] = 07 1(B) = 07 (Usen{z}) = Usen{o ™' ({z})}.

Recordemos que la imagen inversa de dos puntos diferentes tiene que ser
diferente. Por lo tanto, llegamos a una contradiccién, ya que Uzep{o~t(z)}
tiene que ser un conjunto que tiene el mismo nimero de elementos que B,
y B es un conjunto de complementario contable en R, mientras el intervalo
[0, 1] no.

Ahora, en cambio vamos a ver que si es localmente conexo.

Recordemos que los subconjuntos conexos en este espacio topoldgico son los
puntos, el conjunto vacio y los conjuntos no contables. Por tanto, si B es un
entorno de un punto, por el argumento dado anteriormente, B es no contable
y por tanto conexo.

Veamos ahora mediante algunos ejemplos que la conexioén y la conexién
por caminos no estdn relacionadas con la conexién local y la conexion local
por caminos, respectivamente.

Ejemplos 1.4.1. (i) El espacio (A:= (0,1) U (1,2),7,) es localmente co-
1IeX0 PEro No €s CONnexo.

Demostracion. Sea x € A, entonces definimos B, = {(z — €,z 4 €): €
> 0}. Vemos que es una base local de entornos conexos en A.

Por otro lado, vemos, facilmente que no es un conjunto conexo ya que
es la unién de dos intervalos disjuntos. O

(ii) El Espacio Peine es conexo, y pero no es localmente conexo.
Sea el Espacio Peine, es decir, el subespacio de (R?,7,):

9



T
Il

({7 s n e N}U{0}) x [0,1]) U ([0, 1] x {0})

a) A es conexo:

Demostracion. Dado n eNU {0}. Definimos

Cni= {1} x [0,1] U ([0,1] x {0}) para n # 0
Co:= {0} x [0,1] U ([0,1] x {0})

Observamos que cada C, es un conjunto conexo.
Ademads, tenemos que Upenugoy Cn = A, Npenugoy Cn = ([0, 1] X

{0}) # 0.
Por tanto, por el Teorema 1.1.7 concluimos que el Espacio Peine
€s conexo. O

b) A no es localmente conexo:

Demostracion. Vamos a ver que no existe un entorno conexo del
punto (0,1).

Sea B un entorno basico del punto (0,1), como el limite de la
sucesion { (%, 1)} es el punto (0,1), tenemos que B debe contener
algin punto de la forma (%, 1). Por lo que, conluimos que B no
puede ser un conjunto conexo, y por tanto, A no es localmente
COnexo. O

Ejemplos 1.4.2. (i) El espacio (R — {0},7,) es localmente conexo por
caminos pero no es conexo por caminos.

Demostracion. Sea x € A, entonces definimos Bx = {(z — €,z + €): €
> 0}. Vemos que es una base local de entornos conexos por caminos
en R — {0}.

Por otro lado, vemos, facilmente que no es un conjunto conexo por
caminos ya que es la unién de dos intervalos disjuntos, por tanto, no
es conexo, por lo que no puede ser conexo por caminos. O
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(ii) Sea X = [0,1] x [0,1] y sea A = {(z,z) : € [0,1]}. Se define una
topologia sobre X a partir de las siguientes bases de entornos:

Si (z,t) ¢ A, los entornos bésicos son:
Be(fﬂ,t) = {(x,y) € [071] X [07 1]: ‘y _t’ < 6},

es decir, un segmento vertical que contiene al punto (z,t).
Si (t,t) € A, los entornos bésicos son:

B(t,t) = {(z,y) € [0,1] x [0,1]: |y —t| < ey x & {x1,...,x,} para
todo x; # t},

donde {z;}; es cualquier familia finita de puntos de [0,1], es decir,
son franjas abiertas horizontales privadas de una familia finita de seg-
mentos verticales.

La topologia definida por esta base de entornos se llama topologia de
Alezandroff, y (X, 7) se llama cuadrado de Alezandroff.

.[ (2. 22)

(x1,x0)
Ip (Ilfm(ylxyz)

Es facil ver que este espacio es conexo por caminos. El camino entre
dos puntos viene representado en la segunda ilustracion.

Si B es un segmento vertical o B = A, es obvio que la topologia
de subespacio sobre ellos es la usual. Asi, si (z1,y1) vy (22,y2) son
dos puntos en X, basta con tomar el segmento vertical que va de
(1, 1), tomar el segmento sobre A que une (x1,z1) con (z2,x2) y unir,
finalmente, (x2,x2) con (z2,y2) por un segmento vertical. El trayecto
recorrido es un camino que une (z1,y1) con (z2,ys2).

En cambio, no es localmente conexo por caminos. La razén es que
cualquier entorno de un punto de la diagonal no es conexo, ya que
dado B € B.(t,t), los segmentos verticales que se quitan hacen que
este espacio sea disconexo, como se ve claramente en el dibujo. Por
tanto, por la Proposicién 1.4.1 B no es conexo por caminos.
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Proposicién 1.4.4. Si un espacio topoldgico (X, T) es conexo y localmente
conexo por caminos, entonces (X,T) es conexo por caminos.

Demostracion. Sea a € X,y sea A:= {z € X tal que existe un camino en
X que une a con x}.

Vamos a ver que A es abierto cerrado y no vacio, y por tanto, como X es
conexo, por la Proposicién 1.1.1 A tiene que ser X.

(i) a € A, por tanto A no es vacio.

(ii) A es abierto, si y solo si siendo z € A, existe un entorno béasico B €
B, tal que B C A.
Sea z € A, entonces existe un camino ¢ en X que une a con z.
Por ser x € X y X localmente conexo por caminos, entonces x posee
una base local formada por conjuntos conexos por caminos.
Sea B € B, ey € B. Como B es conexo por caminos, existe un camino
T en B y por tanto, en X que une x e y.
Por tanto, tenemos que 7 x ¢ es un camino que une a con y. Por tanto,
y € A, y por tanto, B C A.

(iii) A es cerrado siy solo si X — A es abierto, si y solo si siendo z € X — A,
existe un entorno basico B € B, tal que B C X — A.
Como = € X — A, entonces no existe ningin camino en X que une a
con .
Por ser x € X y X localmente conexo por caminos, entonces x posee
una base local formada por conjuntos conexos por caminos.
Sea B € B, ey € B. Como B es conexo por caminos, existe un camino
7 en B y por tanto, en X que une y e x.
Por tanto, si existiera un camino ¢ en X uniendo a e y, 7 x ¢ seria un
camino en X uniendo a y x. Por tanto, tenemos que y € X — A, y por
tanto, B C X — A.

O]

Corolario 1.4.5. Un subconjunto abierto y conexo de (R™,7,) es conexo
POT CAMINOS.

Demostracion. Si U es abierto y conexo en (R",7,), contiene a una bola
centrada en cada uno de sus puntos. Estas bolas forman una base de entornos
CONexos. O

1.5. Componentes conexas y Quasicomponentes

Definicién 1.5.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Se le llama componente
conezxa del punto z al mayor conjunto conexo C(x) que contiene a z. En
particular, es la unién de todos los conjuntos conexos que contienen a x
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Lema 1.5.1. Las componentes conezxas de un espacio topoldgico (X, T) cons-
tituyen una particion del espacio.

Teorema 1.5.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, las componentes conexas
son cerradas.

Demostracion. Sea x un elemento de X y sea C(x) la correspondiente com-
ponente conexa, entonces por el Teorema 1.1.8, sabemos que la clausura de
C(z) también es un conjunto conexo. Ademds, C(z) C C(z).

Pero por ser C(x) el mayor conjunto conexo que contiene a x, C(z) = C(z),

es decir las componentes conexas son conjuntos cerrados. ]

Definicién 1.5.2. Un espacio topolégico (X, 7) es totalmente disconexo si
sus unicas componentes conexos son el vacio y los puntos.

Ejemplo 1.5.1. (i) Sea (Q,7,). Vemos que en este conjunto las compo-
nentes conexas son los puntos y el vacio. Es decir, con este ejemplo
vemos que las componentes conexas no tienen porqué ser abiertas.
También deducimos que es un conjunto totalmente disconexo.

Definicién 1.5.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Se le llama componente
conezxa por caminos del punto x al mayor conjunto conexo por caminos C’(z)
que contiene a x. En particular, es la unién de todos los conjuntos conexos
por caminos que contienen a x.

Corolario 1.5.3. Si (X,7) es un espacio topoldgico loalmente conexo por
caminos, las componentes conexas por caminos coinciden con las componen-
tes conezas.

Definicién 1.5.4. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea x in X. Llamamos
quasicomponente de x a la interseccién de los conjuntos que contienen a x y
son abiertos y cerrados a la vez:

Qz)={ACc Xtalquex e AyAernC}

Observacién 1.5.1. Como Q(x) es la interseccién de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado.

Estudiemos, ahora que relacién existe entre las componentes conexas y
las quasicomponentes.

Proposicién 1.5.4. Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea x in X. Enton-

ces, C(x) C Q(z).

Demostracion. Si (X,7) es conexo, C(z) = X, por la Proposicién 1.1.1 el
Unico abierto y cerrado que contiene a x es el total por lo que, también,

Q(x) = X.

Si no fuera conexo, de nuevo, por la Proposicién 1.1.1, podriamos decir
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que existe un subconjunto propio A que es abierto y cerrado a la vez, y
que contiene a x (si ningun subconjunto propio abierto y cerrado a la vez
contiene a x, tendriamos que Q(x) = X, por lo que la inclusién que buscamos
quedaria probada).

Por tanto, A, X — A forman una separacién no trivial de X. Como C(z) N A
# (), por estar z en ambos, C'(x) es conexo y A es abierto y cerrado a la vez,
utilizando, por tercera vez, la Proposicién 1.1.1, ahora para el subespacio
topolégico (C(),7¢(z)), llegamos a que C(z) C A.'Y, finalmente, concluimos
que:

Clz)yc(fAc X talquex e AyAernNC}=Q(x)
O

Ejemplo 1.5.2. Veamos mediante el siguiente ejemplo que el reciproco no es
cierto. Consideremos el siguiente espacio topolégico, subespacio de (R?,7,):

X = U2 L, U{(0,0),(0,1)} donde L, = {} x [0,1].

Sea B un entorno abierto y cerrado del punto (0,1). Como el limite de la
sucesion {(%, 1) }nen es el punto (0,1), tenemos que para todo n mayor que
un cierto N, B contiene los puntos de la forma (%, 1), es decir, B N L,, # 0.
Como B es abierto y cerrado, y L,, es conexo, utilizando la Proposicién 1.1.1,
L, C Bparan > N.

Tomamos, ahora, la sucesion {(%, 0) }nen, cuyo limite es el punto (0,0), por
lo que, todo entorno B’ del (0,0) contiene puntos de la forma (,0) para
n mayor que un cierto N’. Por ello, B’ N L, # () para n > N’. Por tanto,
sea M = max{N,N'}, paran > M, (0,0) es un punto clausura de L,, C B,
y como B es cerrado, (0,0) € B. Es decir, el punto (0,0) esté en todos los
conjuntos abiertos y cerrados que contienen a (0,1) y por tanto, estd en la
quasicomponente del punto (0, 1), es decir, en Q((0,1)).

Por otro lado, C((0,1)) = {(0,1)}. Por tanto, hemos demostrado que el
punto (0,0) estd en Q((0,1)), pero no en C((0,1)).
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Ahora recordaremos algunos resultados de normalidad, para poder ver,
después, cuando coinciden las componentes conexas y las quasicomponentes.

Definicién 1.5.5. Un espacio topolégico (X,7) se dice que normal si dados
dos cerrados disjuntos A y B, existen abiertos disjuntos U y V tales que
AcUyBcCV.

Proposicién 1.5.5. Un espacio topolégico (X,r) es normal si y solo si
dados A y B cerrados disjuntos, existen U y V' abiertos, tales que UNV =
l,yAcUyBCV.

Lema 1.5.6. Si un espacio topoldgico (X,7) es de Hausdorff y compacto,
entonces es normal.

Proposicién 1.5.7. Sea (X ,7) un espacio topolégico compacto, sea U abier-
to en X y sea {F;}icr una familia de conjuntos cerrados en X tal que N;er F;
C U. Entonces, existe un subconjunto J de I finito, tal que Nje F; C U.

Demostracion. Por ser U abierto, tenemos que X —U es cerrado, y por tanto
por ser (X,7) compacto, X — U es compacto.

Como {F;};cs una familia de conjuntos cerrados, entonces {X — F;};c; una
familia de conjuntos abiertos.

Por tanto como N;erF; C U, tenemos que {X — Fj};c; es un cubrimiento
por abiertos de X — U, ya que

X—-UCX—NijrF; = Uie](X — Fl)

Por ser X —U compacto, existe un J C I finito, tal que X —U C Ujcj(X —Fj),
subrecubrimiento finito de X — U.

Por consiguiente,

X—UjeJ<X—Fj> CX—(X—U) =U.
X —Ujes(X = F)) = Njes(X = (X = Fj) = Njes(F)

Concluimos, entonces que Nje(F;) C U. O

Definicién 1.5.6. Un espacio topoldgico (X,7) se dice que Ty si y solo si
es de Frechet y es normal.

Lema 1.5.8. Si un espacio topoldgico (X,7) es de Hausdorff y compacto,
entonces es Ty.

Demostracion. Por ser de Hausdorff es de Frechet, y por el Lema 1.5.6 es
normal. O

Teorema 1.5.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Hausdorff y compacto.
Entonces, C(z) = Q(z).
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Demostracion. Lo que queremos probar es que Q(z) es conexo, y asi, por la
Proposicion 1.5.4, se darfa la igualdad.

Suponemos que Q(z) es disconexo. Entonces, por la Proposicién 1.1.1, existe
un subconjunto propio A de Q(z) que es abierto y cerrado. Por lo tanto,
Q(x) — A es también abierto y cerrado en Q(z). Y entonces, ambos son
cerrados en disjuntos Q(x), pero por ser Q(x) cerrado en X (interseccién de
cerrados en X)), tenemos que A y Q(z)— A son también cerrados en disjuntos
X. Ahora, utilizando la Proposicién 1.5.5, existen U y V abiertos , tales que

UNV=0yACUyQ(z)—ACV,donde Uy V abiertos disjuntos.

Por tanto,
Qz)=({BcC Xtalquex e By BeTNC (en X)}.

Ahora, aplicando la Proposicion 1.5.7, sabemos que existe un subconjunto
finito de {B C X talque z € By B € 7 N C }. Sea {Bi}icq1,...n) tal que

Q) =({BCcXtalquez e ByBernNC (en X)} CN",B;.

Por ser {Bi}ic(1,. ny una familia finita de abiertos y cerrados en (X, 7),
NI, B; es abierto y cerrado en (X, 7) .

Tenemos entonces, que por ser U abierto en (X, 7), N1 B; N U es abierto
en (X, 7). Ademsds,

M BiNUCN_BNU=nBNnUC (N BNUUV)NU =
BN ((UUV)NT)=n,B;NU.

Por tanto, N?_; B; N U también es cerrado en (X, 7).

Entonces, como Q(x) es la interseccién de todos los conjuntos abiertos y
cerrados en (X, 7) que contienen a x, y x € N, B; N A, tenemos que

Q(x) C N_;B; N A C A. Por tanto Q(z) - A = 0 y por tanto Q(x) es
conexo. O

Corolario 1.5.10. Un espacio topoldgico (X ,T) compacto y de Hausdorff es
totalmente disconexo si y solo si dados x, y € X, x # y, existe un conjunto
U abierto y cerrado tal que x € U ey ¢ U.

Demostracion. Por el Teorema 1.5.9 tenemos que C(z) = Q(x). Ademas,
por ser (X,7) totalmente disconexo, {x} = C(z) = Q(x). Por tanto, existe
un conjunto abierto y cerrado que contiene a x pero no a y.

Para la otra implicacion, suponemos que existe un conjunto conexo A con al
menos dos puntos x, y. Por hipétesis, existe un conjunto U abierto y cerrado
tal que z € U ey ¢ U. Por tanto, U N A es abierto y cerrado en la topologia
inducida a A, y es propio porque contiene a x pero no a y. Por tanto, A
disconexo, que es una contradiccion. ]
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Capitulo 2

El Conjunto de Cantor

El conjunto ternario de Cantor, introducido por Georg Cantor en 1883,
es un destacado subconjunto fractal del intervalo real [0,1]. Se construye
de manera recursiva, como se mostrard en el primer apartado. Se puede
describir como el conjunto de todos los puntos del intervalo [0, 1] que admiten
una expresién en base 3 que no utiliza el digito 1.

2.1. Construccion del conjunto de Cantor

Primero, tomamos el intervalo de la recta real [0,1] y lo dividimos en tres
subintervalos de igual longitud de la siguiente manera:

[0.5]: (5.3):[5:1]
Ahora, eliminamos el intervalo abierto de en medio y definimos

c= 0.4 U 3]
En segundo lugar, repetimos lo mismo con los intervalos de C1, es decir,
dividimos a ambos en tres subintervalos y quitamos el intervalo central. Asi,

obtendriamos

En general, C, 41 se construye dividiendo cada intervalo de C), en tres
subintervalos iguales (el primero y el dltimo cerrados, y el segundo abierto)
y eliminando el central. Continuando este proceso indefinidamente, llegamos
a definir el Conjunto ternario de Cantor, que es la interseccién de todos
los conjuntos C,,.

C=n{C,:neN}

Ahora vamos a ver esta construccion pensando los nimeros del intervalo
[0, 1] en base 3:
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0 1/3=0.1 2/3=0.2, 1
0 1/9=0.01:  2/9=0.02: 1/3=0.1 2/3=0.2:  7/9=021:  8/9=0.22: 1

Veamos que va pasando en cada iteracion:

= En el primer paso estamos eliminando los niimeros reales que en base 3
tienen un 1 como coeficiente 37!, menos el 0.15. No obstante, podemos
escribirlo de la siguiente manera: 0.13 = 0.023, ya que

1

002 = S, 4 =2

w|

= En el segundo paso estamos eliminando los ntimeros reales que en base
3 tienen un 1 como coeficiente 372, menos el 0.013. Igual que antes,
podemos escribirlo de la siguiente manera: 0.013 = 0.0025.

Observacién 2.1.1. (i) 0 = 03 (ii)) 1 = 0.23

1
Demostracion. 0.25 = 300 | 2 =2 =1 O
3
Nuestro objetivo es ver que el conjunto de Cantor puede definirse como
el conjunto de numeros reales del intervalo [0, 1] que expresados en base 3,
estan representados por ceros y doses, es decir:

C={z|x=>3,2, §%cona,=062VneN}

Para llegar a ello, nos quedaria demostrar la siguiente proposicién, ya
que asi quedaria probado que los extremos de los intervalos C,, pueden
expresarse mediante ceros y doses, siendo estos los tinicos en los que teniamos
el digito 1.

Proposicién 2.1.1. Todo nimero real del intervalo [0,1] que se escribe
=y, g& con ap= 06 2 para toda n < m y a,, = 1 puede representarse
en su forma ternaria con solo doses y ceros.

Demostracion. Sea x € (0,1),

a a aAm—1 1
CC:?1+3%++3:Z_1 +37m
Veamos que 3% puede ser expresado en su forma ternaria por ceros y doses:
1

ZOO 2 _9., 3nil _ 1
n=m-+1 37 — 1—-1 — 3m-

W
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Por tanto,

_ m—1 a, o) 2 _ 2
r= "0 g+ D> .1 50, donde a,= 06 2.

Proposicion 2.1.2. La representacion ternaria de un numero del conjunto
de Cantor es dnica.

Demostracion. Supongamos que existe z € C que tiene dos representaciones
en base 3 tales que:

g =3 dn — y bfnconan,bnE{O,Z} paran € N

n=1 37 n=1 3n
Supongamos que existe un n € N tal que a,, # b, siendo n el primer término
en el que son distintos. Como a,, b, € {0,2}. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que a, = 0 y b, = 2. Por tanto, tenemos que

al as 0 an+1 Ap+2

<a1 as 0 2 2
_§+?+"'+37+W+W+"'

_ap | ap 0 2 1 1 1

_CL1 a9 0 2 3

BRI TR A b

al a9 0 1
:§+?+...+37+37

ap  as an-1 . 2 | bpy1 | bpi2
<§+?+'“+3n—1+37+3n+1+3n+2+"'
_b1+b£+ bp—1 . 2 bt bn+2+ .

- ? 32 et 3n—1 + 371 3n+1 gn+2

Llegamos a una contradiccién, y deducimos entonces lo que queriamos pro-
bar. O

Proposicion 2.1.3. C, es la union de 2" intervalos cerrados y disjuntos.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Para n = 1, C; est4 formada por 2 = 2! intervalos cerrados y disjuntos.

Ahora, entonces, suponemos cierto que C,,_1 esta formado por 2"~ ! interva-

los cerrados y disjuntos. Para obtener a partir de C),_1, C), dividimos cada
intervalo de C),_1 en tres subintervalos (dos cerrados y el central abierto, que
es el que eliminamos). De tal manera, por cada intervalo de C), obtenemos
dos nuevos intervalos cerrados y disjuntos entre si.

Por lo tanto, C,, tiene 2-2"~1 = 2" intervalos cerrados y disjuntos. O
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Proposicion 2.1.4. Cada intervalo que compone C,, tiene longitud de %

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.
Para n=1, C; = [O, %] U [%,1]. Entonces, l([O, %]) = l([%,l]) = % = 3%,
donde [ denota la longitud del intervalo.

Ahora, entonces, suponemos cierto que cada intervalo que compone C,,_1
tiene longitud de 3%1 Para obtener a partir de C,,_1, C, dividimos cada
intervalo de C),_1 en tres subintervalos de igual longitud.

De tal manera, cada intervalo de C,, mide % de lo que mide cada intervalo
de C,,_1, es decir %371%1 = 3% O
Corolario 2.1.5. La suma de las longitudes de los intervalos que componen
C, es (%)n

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.3, tenemos que C,, tiene 2™ intervalos
y por la Proposicién 2.1.4, que la longitud de cada uno es % Por lo tanto,
1 2

la suma total de las longitudes es: 2" - 55 = (g)n O

Proposicién 2.1.6. (i) Cy,41 C G, para n € N.
(ii) C es no vacio, ya que los extremos de los intervalos estdn en C.

Demostracion. Evidente por construccion. O

Teorema 2.1.7. El conjunto ternario de Cantor tiene medida de Lebesgue
nula.

Demostracion. Para demostrar que el conjunto de Cantor tiene medida nula,
calcularemos la medida de su complementario: [0,1] - C.
Por la Proposicion 2.1.4, es evidente que para cada n € N, el intervalo central

abierto de C), que eliminamos para conseguir el C), 1 siguiente mide 3%

Por otro lado, sabemos que el complementario de C), tiene la mitad de
intervalos que C,,, de manera que tiene % = 2"~ ! intervalos, ya que por
cada tres subintervalos de C),, nos quedamos con dos y eliminamos uno. Estos

2"~1 intervalos tienen longitud 3% cada uno, es decir el complementario de

C,, tiene medida 2;; ~. Por tanto, obtenemos que la medida de Lebesgue es:
1([0,1] - C) = u([0,1]) - p(C).
Entonces,
0o n—1 00 n
w(C) = p([0,1]) - u([0,1] - C) =1- 307, Zm = 1-5 3307, (3)" =

2
3

1 _ _
L3 iy =1-1=0
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Proposicion 2.1.8. El conjunto de Cantor es no numerable.

Demostracion. Sabemos que [0, 1] es un conjunto no numerable. Por tanto,
si construimos una sobreyeccion del conjunto de Cantor a dicho intervalo,
tenemos que Card(C) > Card(]0,1]) y como [0, 1] no numerable, concluimos
que C tampoco lo es.

Por tanto, sea ¢: C — [0, 1], definida por,
(b(x) = ¢(Z§°:1 %) = 22021 2211

o €n

Sea y € [0,1] tal que en forma binaria es y = > °, 2, e, € {0,1}. Por
tanto, si tomamos x = Y 7, 2:;)2”, tenemos que 2 - e, € {0,2} y por tanto,
x € C. Finalmente, obtenemos que ¢(x) = y. O

Observacién 2.1.2. En particular, esto nos lleva a darnos cuenta que el
conjunto de Cantor tiene mas puntos, aparte de los extremos de los intervalos
que componen cada C,, para n € N.

Para la préxima observacion utilizaremos los conceptos visto en el Apéndi-
ce A de objetos fractales.

Observacion 2.1.3. El conjunto de Cantor, en particular, por ser totalmen-
te disconexo, como hemos visto en Ejemplo A.2.1 tiene dimensién topologica
cero.

El conjunto de Cantor es un conjunto fractal. Como C' C [0, 1], y dicho in-
tervalo tiene dimension topolédgica 1, cabe esperar que C' tiene dimension
Box Counting entre 0 y 1.

Ahora, vamos a calcular la dimensiéon Box Counting del conjunto de Cantor,
tal y como se ha visto en la Definicion A.2.3. Para ello, vamos a tomar una
malla del conjunto, en este caso, formada por intervalos y vamos a ir, re-
cursivamente, encontrando una malla de intervalos de menor diametro que
siguen cubriendo el conjunto de Cantor. Lo iremos haciendo paralelamente
a como lo hemos construido, es decir, ya que para toda n € N, C C (),
cualquier cubrimiento para C,, serda un cubrimiento para C.

Para cubrir C'1, tomamos un malla de didmetro § = % que cubre el intervalo
[0, 1]. Por tanto, hay tres intervalos y como dos cortan a C1, Ns(Cp) = 2.

Para cubrir Cy, tomamos un malla de didmetro § = % que cubre el intervalo
[0,1]. Por tanto como cuatro de los intervalos cortan a Cy, Ns(Cp) = 2.

Continuando de esta manera, llegamos a que para cubrir C},, tomamos un
malla de didmetro § = 3% que cubre el intervalo [0, 1]. Por tanto, como 2"
de los intervalos cortan a C),, Ns(C)p,) = 2".

Finalmente, podemos calcular su dimensién fractal, donde § = 3%:
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. _ 140 log(Ns(C) _ q. o log(2™) _ q. o log(2) _ log(2)
dimp(C) = limy =007 = 0 o = 10 gt = Toacy) ~ 0631

Por tanto, por la Definiciéon A.2.4, el conjunto de Cantor es un fractal.

2.2. Propiedades topoldégicas del conjunto de Can-
tor

FEn esta seccién probaremos las propiedades topoldgicas del conjunto de Can-
tor. De aqui en adelante, estudiaremos C como subespacio de la recta real
con la topologia usual.

Proposicion 2.2.1. C, es un conjunto cerrado para n € N.

Demostracion. Como por la Proposicién 2.1.3, C), es la unién de 2" interva-
los cerrados, tenemos que C,, es cerrado, ya que la unién finita de conjuntos
cerrados es cerrada. O

Corolario 2.2.2. El conjunto de Cantor es compacto.

Demostracién. Por definicién tenemos que C:= N {C), : n € N }. Como C,
es cerrado para n € N, tenemos que C es cerrado por ser la interseccién de
conjuntos cerrados.

Por tanto, como C es un subconjunto cerrado de [0,1] y [0,1] es un con-
junto compacto, utilizando que la compacidad es débilmente hereditaria,
concluimos que C compacto. 0

Proposicion 2.2.3. El conjunto de Cantor es denso en si mismo, es decir,
dado € > 0; si x € C entonces existe y # x tal que |z —y| <e ey e C.

Demostracion. Sea e > 0. Como (%)n — 0 paran — 00, existe N € N tal que
:%N < €. Como z € C, tenemos que x € C), para cada n € N. En particular,
x € Cy, por lo que existe un intervalo de Cy; (a,b), de longitud 3%,

x € (a,b).

tal que

Tomamos y = a 6 b de manera que y # z. Entonces: |z —y| < |a —b| =
1~ O
3N 6-

Definicion 2.2.1. Un conjunto A se dice que es perfecto cuando A es ce-
rrado y denso en si mismo, es decir, todos sus puntos son de acumulacion.

Proposicion 2.2.4. El conjunto de Cantor es un conjunto perfecto.

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.3, C es un conjunto denso en si mismo,
y por el Corolario 2.2.2, C es un conjunto cerrado. Por lo tanto, C es un
conjunto perfecto. O

Proposicion 2.2.5. El conjunto de Cantor tiene interior vacio.
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Demostracion. Suponemos por reduccién al absurdo que = es un punto in-
terior de C, entonces por definicién existe € > 0 tal que (z — €,z +¢€) C C.
Por lo tanto, siendo u la medida de Lebesgue,

plex—ex+e) <p(C)=0=2¢e=pulr—€er+e) <0=¢<0,
que contradice € > 0.

Por lo tanto, C tiene interior vacio. ]
Proposiciéon 2.2.6. El conjunto de Cantor es totalmente disconexo.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que existe un conjunto
A C C, tal que A es conexo, y A tiene al menos dos puntos z,y € A tal que
x # y. Podemos suponer que x < y.

Por ser los intervalos (y el vacio) los tinicos subconjuntos conexos de la recta
real, tenemos que por definicién de lo que es un intervalo, [x,y] C A. Por
tanto,

[z, y]) =y —2 < p(C) = 0, que implica que, z = y.
O

Lema 2.2.7. Sean x,y elementos del conjunto de Cantor cuya distancia es
menor que :,%N, entonces es ap, = by, paran < N, siendo x = Y o 2 ¢

n=1 3n
—_ N\ b
y - Zn:l 37%'

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre N.
Para N=1, dados = e y tales que

’x_y’ _‘Zn 137_Zn 13"’ <

Supongamos que a1 # b; y supongamos sin pérdida de generalidad que ay
= 0 e by = 2. Entonces, tenemos que

’Zn 13772;0:1% >

Y por tanto,

—b b
a131’ ’Zn 237”72;0:23%'

2

—b
AL <‘Zn 0 Fh = Do 23n‘ +

Calculando el miembro de la derecha tenemos que

n_bn
et~ Yaa gl < T el < TR, R g =

3
B (- L _1.,1_2
2 _é)+33+33'

1

Por tanto, obtenemos que g < 3, lo que es una contradiccién y concluimos
que a1 = b1. Ahora, entonces, suponemos cierto para N-1, y lo demostrare-

mos para N.
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Supongamos que ay # by y supongamos sin pérdida de generalidad que ay
= 0 e by = 2. Entonces, tenemos que

b
3N > ‘Zn 13n _Zn 13n‘ aN | - ‘ZZO:N+1%_Z;O=N+1%'

Y por tanto,

any—bn oo a o0 b 1
e I D DIV D DMINIRE ] I s
Calculando el miembro de la derecha tenemos que

—b 1 2
|Zn N+1 3" _ZZO N+1 3n| + 3N < Zn N+1 |an3nn| + 3N < Z?:NH 3n

1 _ 9. [ 3NHL 1 1,1 _ 2
"'3N_2 <1_§>+3N_3N+3N_3N'

3V T

Por tanto, obtenemos que :%N < 3%,, lo que es una contradiccién y concluimos
que ay = by paran < N. O

En esta proposicién utilizaremos la nocién de espacio topolégico produc-
to y los resultados correspondientes obtenidos en el Apendice A.

Proposicion 2.2.8. El Conjunto de Cantor es homeomorfo a un producto
numerable de espacios discretos; (I1,en{0,2} = {0,2}°°,74:5).

Demostracion. Sea x € C, tal que x = Y 7, Sh, Y sea

f:C —{0,2}
f(Z?zO:I %) = (alv az, ag, )
Tenemos que probar lo siguiente: f estd bien definida, f es biyectiva, f
continua. De esa manera, como C con la topologia usual inducida es com-

pacto y ({0,2},755.) es de Hausdorff, por el Lema A.1.5 tenemos que f es
un homeomorfismo.
(i) f estd bien definida, por las Proposiciones 2.1.1 y 2.1.2.
(ii) f es inyectiva por la misma razén, ya que dados x = ) 7 4o, y =
Yooy % € C, tal que f(x) = f(y), obtenemos:
(al,ag,ag, ) = (bl,bg,bg, ) — alzbl, CLQZbQ, a3:b3, = T =Y.
f es sobreyectiva, ya que sea (x1,x2,...) €{0,2}*°, si tomamos = =
21 3%), entonces, f(z) = (z1,22,...)

(iii) Por el Lema A.1.1 f es continua si y solo si py o f es continua para
todo k € N. Tenemos que,

pr o f: C— ({0,2}, 74is)
(ko [) (X0l 38) = a.
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Tenemos que (pr o f)~1({0,2}) = C, que es abierto con la topologia
usual inducida; (pg o f)~ 1( ) =0, que tamblen es abierto; y

(pro /) *{a}) ={zeCla=>,", & cona; = a}, donde a puede
ser 0 6 2.

A={z € C| z=7))2, § conay = a} es abierto si y solo si para todo
x € A, existee >0talquex € (x-€ex +¢) NCCA. Tomamose<
Sik, yseay € (z - e,x + €) N C, tenemos que |z — y| < =5, y utilizando
el Lema 2.2.7, a, = b, para n < k.

3k7

Por tanto, como = € A, a = a = b, por lo que, y € A y entonces (z
-6,x +€) N C C A, es decir, tenemos que f es continua.

O]

La siguiente proposicion muestra un resultado bastante llamativo acerca
de las propiedades del conjunto de Cantor.

Proposicion 2.2.9. Para todon € N, C' es homeomorfo a C™ con la topo-
logia inducida.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.
Para n=1, es evidente; para n=2, tenemos la siguiente funcion:
fiCxC—C
f(((a1,az2,...), (b1,b2,...))) = (a1,b1, a2, b2, ...)

Tenemos que probar lo siguiente: f esta bien definida (esto es evidente asi que
no lo probaremos explicitamente), f es biyectiva y f continua. De esa ma-
nera, como C x C con la topologia producto usual inducida es compacto
(por ser producto de compactos) y C es de Hausdorff (por ser homeomorfo
a un espacio de Hausdorff como hemos visto en la Proposicién 2.2.8), por el
Lema A.1.5 tenemos quef es un homeomorfismo.

(i) f es inyectiva.
Dados ((a1, ag, ...), (b1, b2, ...)),((c1, 2, ...), (d1,d2, ...)) € C x C. Enton-

ces, f(((a1,as,...),(b1,b2,...))) = f(((c1,¢2,...),(d1,d2,...))) si y solo
si, (a1,b1,a2,b2,...) = (c1,dy,c2,da,...). Esto implica que a,, = ¢, y
by, = my, para todo m € N, y por tanto, ((a1,as,...),(b1,b2,...)) =
((Cl, Co, ), (dl, d2, ))

(ii) f essobreyectiva. Sea (u1,ug,...) € C. Tomamos ((u1, us, us, ...), (ug, ug, ug, ...))
€ Cx Cy tenemos que f(((u1,us,us, ...), (u2, us, ug, ...))) = (u1, ua, us, ...)

(iii) Por el Lema A.1.1 f es continua si y solo si py o f es continua para
todo k € N. Tenemos que,
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ant1 Sin esimpar

(pr o £)(((a1, a2, ...), (b1, by, ...))) = { ;

b% si n es par

Sean ¢1,¢9 las siguientes funciones:

¢1,(;52: CxC—C

(;51(((0,1,0,2,...),(bl,bg,...))) = (al,ag,...) qbg(((al,ag,...), (bl,bg,...)))
= (b1, bo,...)

Observamos que ¢1,¢2 son funciones continuas.

Veremos ahora que p, 0 91 = pan_1 © f Y pn 0 Po = po, © f para todo
n € N. Por tanto, tendriamos que como p,,,¢1,¢2 son continuas po,—1
o f, pan o f serian continuas para todo n € N, y, por tanto, p, o f
serfa continua para todo n € Ny, finalmente, lo seria f. Calcularemos,
entonces, dichas funciones:

(pn o ¢1)(((a1,a2, ), (bl,bg, ))) = pn((al,ag, )) = an
(pan—10 f)(((a1,az,...), (b1,b2,...))) = pan—1(((a1,b1,a2,b,...))) =
(n 0 62)((a1,a5,..), (b1, bs,)) = pal(br, b, ) = b
(p2n o f)(((al,ag, ), (bl,bz, ))) = p2n<((a1,b1,a2,b2, )) = b27n =
bn

Por tanto, C es homeomorfo a C x C. Para concluir, suponemos que C x ...x
C (n-1 veces) es homeomorfo a C. Entonces, C x ... x C x C (n veces) es
homeomorfo a C x C, que como ya hemos visto, es a su vez, homeomorfo a

C.

Es decir, hemos probado que C es homeomorfo a C™ para todon € N. [J
2.3. 0-dimensionalidad

Definicién 2.3.1. Un espacio topolégico (X, 7) es 0-dimensional si todo
punto z de X tiene una base local B, formada por conjuntos que son a la
vez abiertos y cerrados.

Lema 2.3.1. (X,7) es 0-dimensional si y solo si para todo punto © € X y

todo F' conjunto cerrado que no contiene a x, existe un conjunto cerrado y
abierto que contiene a x y no corta a F.

26



Demostracion. =) Dado x € X y F cerrado que no contiene a z, tenemos
que x € X - F que es abierto, y por lo tanto es entorno de x. Por ello, existe
un entorno basico B € B, donde B C X - F, y como (X, 7) es 0-dimensional
su base local estd formada por conjuntos que son abiertos y cerrados a la
vez.

<) Seald, ={ U C X |z €UyU abierto y cerrado }.

Veamos que es una base local en x. Sea IN entorno de , sabemos que existe
un abierto V, tal que z € V' C N. Por tanto, X — V es un cerrado que no
contiene a x. Aplicando la hipdtesis, existe un conjunto U cerrado y abierto
que contiene a x y no corta X — V', y por tanto, U e U, yU C V C N. Por
tanto, U, es una base local en . ]

Teorema 2.3.2. Un espacio topoldgico (X, 7) compacto y de Hausdorff es
0-dimensional si y solo si es totalmente disconexo.

Demostracion. =) Como, por hipétesis, (X, 7) es O-dimensional, todo punto
de X tiene una base local formada por conjuntos que son a la vez abiertos y
cerrados. Y como (X, 7) es de Hausdorff para todo z, y € X, x # y, existen
un conjunto U € B, y un conjunto V' € B, disjuntos tal quex € U ey € V.
Por ser (X, 7) O0-dimensional U es un conjunto abierto y cerrado. Por tanto,
U es un conjunto abierto y cerrado tal que x € U e y ¢ U. Es decir, por el
Corolario 1.5.10 (X, 7) es totalmente disconexo.

<) Como (X, 7) es compacto, de Hausdorff y totalmente disconexo, por el
Corolario 1.5.10, tenemos que dados z, y € X, x # y, existe un conjunto
U abierto y cerrado tal que x € U e y ¢ U. Entonces, para que (X, 7) sea
0-dimensional, por el Corolario 77, hay que ver que sea z € X y F conjunto
cerrado que no contiene a x, entonces existe un conjunto cerrado y abierto
que contiene a x y no corta a F'.
Sea a € F, por lo que acabamos de decir, existe un U, abierto y cerrado
tal que z € Uy y a € X — U, (X — U, es un conjunto abierto y cerrado
a la vez). Tenemos que {X — U,}qaer es un cubrimiento por abiertos de
A, y como F compacto, por ser (X, 7) compacto y de Hausdorff, existe un
subrecubrimiento finito por abiertos de F': {X —Uyg,, ..., X —=Uq, } y N1 Uq;
es un conjunto abierto y cerrado que contiene a x y no corta a F.

O

Corolario 2.3.3. El conjunto de Cantor es 0-dimensional.

Introduciremos la definicién de sucesién limite inversa y algunos resulta-
dos necesarios para demostrar nuestro teorema central. Ademaés, de aqui en
adelante, utilizaremos la nocién de espacio topolégico producto y los resul-
tados correspondientes obtenidos en el Apendice A.
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Definicién 2.3.2. Sean (Xo,79),(X1,71),... espacios topoldgicos, y para ca-
da n € N, sea f, una funcién continua f,: (X,,7,) = (Xp-1,7n—1). La
sucesion:

Xo <t x, 2ox, B

que nombraremos con < X, f, >, se llama sucesion limite inversa de
{(Xn, ™) }nen- El espacio limite inverso: X, estd formado por los puntos x
€ Il,enufoy Xn, donde

: NU{0} = UpenugoyXn, con xy, := x(k) € Xj para k € NU{0} vy
fn(Xn) C X,,—1 para cada n € N.

y hereda la topologfa de subespacio de (I, enufo} Xn,Trye)-

Teorema 2.3.4. Sea < X,,, fr, > sucesion limite inversa, donde X, son
conjuntos no vacios compactos y de Hausdorff para n € NU{0}. Entonces,
X es un conjunto no vacio compacto y de Hausdorff.

Demostracion. Como X,, es de Hausdorff para n € NU {0}, tenemos que lo
la Proposicién A.1.4 I,,enugoy Xn es de Hausdorff, y por ser una propiedad
hereditaria, por la Proposicién A.1.3, X, es de Hausdorff.

Sea Y} el conjunto formado por los z: NU {0} — Unenu{o} Xn, tales que
fr(zr) € Xg—1. Por tanto, Xoo = Ngen Y. Paran € N,y cada Y7 N Ys N ...
N 'Y, es no vacio, por lo que solo hace falta probar que cada Y1 N Yo N ... N
Y, es compacto en II,cnujoy Xn, y al ser un espacio de Hausdorff, solo hace
falta probar que Y7 N Ys N ... N'Y,, es cerrado. Es decir, faltaria probar que
Y,, es cerrado.

Tomamos z € HneNu{O} Xny zn-1 € Xp—1 donde z, ¢ Y,. En ese caso,
frn(zn) # 2n—1 . Como fy,(2n), 2n—1 € Xn—1y Xp—1 es de Hausdorff, existen
U,V abiertos disjuntos tal que f,(z,) € U, y z,—1 € V. Ademds, como
fa(zn) €U € Ny, (2,), ¥ fn €s continua, existe W € N, tal que f,(W) C U.
Entonces, el conjunto X; x ... x X, 29 x V x W x Xp41 X ... es un abierto
que contiene a z que no corta a Y,, por tanto Y, es cerrado. O

Definicion 2.3.3. 2.1.1 Sean < X,, f, >, < Y,,g, > sucesiones limite
inversas de {(Xpn, ) }nen. Una funcion ® de < X, fr, > a < Yy, g, > es
una sucesién de funciones {¢,} donde ¢,: X,, — Y,,, tal que p,—1 0 f,, =
gn © o para todo n € N. Diremos que ® es continua si cada ¢, lo es, ®
es sobreyectiva si cada ¢, lo es y asi sucesivamente. La aplicacion inducida
@ Xoo = Yoo, se define por:

¢(wo, T2, ...) = (po(20), p1(x1), ...)

El hecho de que ¢,—10 fi, = gn © ¢y, implica que (vo(zo), p1(x1),...) € Yoo,
por lo que estd bien definida.
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Lt x I x e
\L Pn—1 \L Pn

In—1 n gn+1
Ly, Iy, S

Teorema 2.3.5. Sean < X,,, fn, >, < Yy, gn > sucesiones limite inversas y
d una de < Xy, fn > a <Yy, gn >. Entonces,

(a) Si ® es continua, entonces la funcion inducida ¢ también lo es.

(b) Si ® es una funcion sobreyectiva, y X, Y, compactos, no vacios y de

Hausdorff, entonces ¢ es una funcion continua y sobreyectiva.

Demostracion. (a) Suponemos que ¢ es continua, y como Y, es subcon-

junto de Il enufoy Yn, © es continua si y solo si p, o @ es continua,
donde py: I, enugoy Xn — Xn es la n-ésima proyeccion de II,cnufoy
Xy Sea pl,: I enufoy Yn — X es la n-ésima proyeccion de I1,cnygoy
Y., tenemos que

pl, 0 p = ¢n o py, para todo n € N,

donde ¢: Xoo — Yo, on: X;, — Y,

Y como @, pn, son continuas para todo n € N, la la funcién ¢, o p,
es continua para todo n € N, y por tanto, la funcién p/, o ¢ también
es continua. Entonces, volviendo a hacer uso de la Proposicién A.1.1,
conluimos que la funcién inducida ¢ también lo es.

Sea y € I,enugoy Yo y para n € NU{0}, sea Ay, := ¢, (yn). Como Y,
es de Hausdorff (en particular, por la Proposicién A.1.2, es de Fréchet)
los puntos son cerrados y, por tanto, {y,} es cerrado en Y;,. Como ¢ es
continua, A, := ¢ !(y,) es cerrado en X,,, y como X,, es compacto,
A, es compacto. Por ser ¢, sobreyectiva A, es no vacio. Si tomamos
hn = fn l4,, la sucesion

es una sucesion limite inversa de espacios compactos, no vacios y de
Hausdorff (por ser X, de Hausdorff). Veamos que se cumple que
hn(A,) C Ap—1 para cada n € N. Sea z € A,, entonces p,(z) =
Yn. Tenemos, que gn(¢n(2)) = gn(Un) = Yn—1, ¥ que @n_1(fn(2))
= a(gn(2)). Por tanto, g 1(fa(2)) = 1, por o que fn(z) €
ngl(yn—l) = An—l‘

Por el Teorema 2.3.4 X, es no vacio, por lo que, sea x € A, entonces

p(wo, T2, ...) = (po(z0),1(21),--) = (Y0, Y2, --)-
OJ
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Definicién 2.3.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces, un refina-
miento de un recubrimiento U de (X, 7) es un nuevo recubrimiento: V de
(X, 1), tal que para todo V € V, V esta contenido en algin U € U.

Definicion 2.3.5. Llamamos particion del conjunto X a una coleecién de
conjuntos disjuntos en X que lo cubren. Si Uy, Ui,... es una sucesion de
particiones de X tal que U, 41 es un refinamiento de U,,, para n € NU {0},
entonces la sucesion derivada que se obtiene de U7, Uo,... es la sucesién limite
inversa:

Vo dly, 2y, B

donde Y,, es el espacio discreto que tiene por elementos los conjuntos de U,, y
fn Y, — Y, lleva cada conjunto de U,, al inico conjunto que lo contiene
en U, _1.

Teorema 2.3.6. Sea X un espacio métrico compacto totalmente disconexo.
Entonces:

(a) Para cada n € NU {0} existe un cubrimiento finito por abiertos dis-
juntos Uy, de diametro menor que 2% tal que Uy + 1 Tefina a Uy,.

(b) Si<Y,, fn > eslasucesion derivada de tales recubrimientos Uy, U, ...,
entonces X es homeoformo a Y.

Demostracion. (a) Como X es un espacio métrico totalmente disconexo,
por el Teorema 2.3.2 tenemos que X es O-dimensional, por lo que, todo
punto de X tiene una base local formada por conjuntos que son a la
vez abiertos y cerrados. Haremos la prueba por induccién sobre n.
Sean = 0. Dado x € X y B(x, %), existe U, € B, tal que U, C B(x, %),
por lo que, diam(U,) < % < 1. Asi, {U;}zex es un cubrimiento por
abiertos y cerrados de X y por ser X compacto podemos tomar un
subrecubrimiento finito {Uy,, ..., Uy, }. Definimos ahora:

Up, = Uz Upy =Usy-Usy ooy Uy = Uy - (Ugy Uee. U Uy, )

Por tanto, Uy = {Uy,,...,U;, } es un cubrimiento fintio por abiertos
disjuntos de didmetro menor que 1. Ahora, aplicando la hipotesis de
induccién tenemos que Uy, Uo,....U, —1 son cubrimientos finitos por
abiertos disjuntos de didmetro menor que 1,%,..
te.

Supongamos que Uy, —1 = {Vy,,...,Vy, }. Como para cada i = 1,...,t,
Vi, =X - (Vo U o UV, UV UL U VG,) , Vg, es cerrado y
por tanto, compacto, y entonces podemos refinar U,, _1 ya que po-
demos obtener subrecubrimientos finitos de abiertos y cerrados para
cada V,, de didmetro menor que 2%, de la misma forma que hemos
hecho antes. Sea U = {Wy,, ..., Wy} el conjunto formado por dichos
subrecubrimientos, entonces

.,2,1%1, respectivamen-
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un = {W:E17W$2 - W:ltl"'mes - (U]<S W:E])}

es el cubrimiento n-ésimo que estabamos buscando.

Tenemos que Y, esta formado por los conjuntos de U,,, por lo que
es finito. Por tanto, con la topologia discreta Y,, es compacto, por a)
es no vacio y por ser la propiedad de Hausdorff hereditaria, Y,, es de
Hausdorff.

Por el Teorema 1.4.6, como < Y, f, > es una sucesién limite con Y,
compactos, no vacios y de Hausdorff, tenemos que Y, es compacto,
no vacio y de Hausdorff.

Para cada n € N, definimos

on : X — Y, donde ¢, (x) es el conjunto U,, que contiene a x.

Entonces, ® = {p,} es una aplicacién de < X,,id > a < Y, fn >,
porque:

Yn—10td(z) = @n_1(x), que por definicién lleva a x al tinico elemento
que contiene a x en U, _ 1.

on(x) lleva a x al inico elemento que contiene a x en U, y, por tanto,
fn o @n(z) lleva al tnico elemento que contiene a x en U, al tnico
conjunto que contiene a x en U, _ 1.

Por tanto, ¢,_1 0id = f,, 0 vy

Ademas, sea ¢ la aplicacién inducida,

p: X — Yo

por la Definiciéon 2.1.1, si ¢, es continua y sobreyectiva para todo
n € N, ¢ es continua y sobreyectiva, ya que para todo U € Yy,, ¢ }(U)
=U € 7,y para todo U € Y,, existe x € V tal que ¢,(x) = V. De
hecho, es evidente que el espacio limite inverso de < X,,,id > es X:

(2 (2 (2

X+— X+ X«+— ..

Tenemos que ¢ es sobreyectiva y continua, por tanto, si probamos que
p es inyectiva, como X es compacto y Yoo es de Hausdorff, por el Lema
2.3.7 tendriamos que ¢ es un homeomorfismo.

Sean x,y € X tal que = # y, y cuya distancia es €, entonces tomado un
ng tal que 2%0 < € (su existencia viene de la propiedad arquimediana).
Por tanto, como cada elemento de U,,, tiene didmetro menor que 2%0,
z e y no pueden pertenecer al mismo elemento de U,,, por lo que,

©no(T) 7 ©no(y), y POI tanto, p(x) # p(y).
O
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Lema 2.3.7. Dado (X,7) un espacio topoldgico compacto, totalmente dis-
conexo, perfecto y de Hausdorff, U un conjunto abierto no vacio y n € N,
entonces existen Uy, Us, ..., U, conjuntos abiertos no vacios disjuntos dos a
dos tales que U = Uy U ...UU,.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Para n=1, es evidente. Para n=2, como (X, 7) es un espacio perfecto U no
puede ser un punto.

Si U = {z} abierto, entonces por la definicién 2.2.1, x serfa un punto de
acumulacién de (X, 7), y por definicién de punto de acumulacién de X,
para cada entorno B € B, (B—x)NX # (). Como {z} abierto que contiene
a x, es entorno suyo, y por tanto deberfa cumplir que ({z} — {z}) N X # 0,
que es absurdo.

Por lo tanto, al menos tiene dos puntos distintos x y y. Por la Proposiciéon
7?7, como (X, 7) es de Hausdorff y totalmente disconexo, existe un conjunto
V abierto y cerrado talquex e Uey ¢ U. SeaUy =U NV yUs=U -V,
y obtenemos el resultado que queriamos.

Por tanto, dado U un conjunto abierto no vacio, existen U,V conjuntos
abiertos no vacios disjuntos tales que U = U U V. Para concluir, suponemos
que existen Uy, Us, ..., U,_1 conjuntos abiertos no vacios disjuntos dos a dos
tales que U = Uy U...UU,_1. Entonces, como Uy U ... UU,_1 es un abierto
no vacio, podemos aplicar el caso de n=2, que ya hemos demostrado.

Por tanto, queda probado para todo n €N ]

2.4. Teorema central y algunos ejemplos

Teorema 2.4.1. Sean (X,7x), (Y, v ) dos espacios totalmente disconezxos,
perfectos, compactos y métricos son homeomorfos.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.6 para cada n € N U {0} existe un cu-
brimiento finito por abiertos disjuntos U,, de didmetro menor que 2% tal
que Uy, +1 refina a U,. Sean (U,), (V) las correspondientes sucesiones de
particiones de X e Y, respectivamente. Utilizando el Lema 2.3.7, podemos
suponer que para cada n € N, U,, V,, tienen el mismo ntimero de elementos.
Sean Uy = {Ui1,...,Ui} y Vi = {Vi1,...,Vir}, entonces sabemos que cada Uy,
es la unién de elementos de Us y que cada Vi; es la unién de elementos de
V5. Utilizando el Lema 2.3.7, podemos suponer también que son unién del
mismo nimero de elementos, es decir, Us; C Uy; siy solo si Vo; C Vy;. Conti-
nuando con este proceso, para cada n € N, podemos casar los cubrimientos
de U,, vy los de V.

Como < Xy, fn >, < Y, gn > son las sucesiones limite inversas derivadas
de (Un) v (Vn), respectivamente, definimos la funcién ¢,: X,, — Y,, dada
por ¢ (Uy;) = Vyj. Como X, y Y, son espacios discretos, tenemos que ¢y,
y ;! son funciones continuas, y como es evidentemente biyectiva, es un
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homeomorfismo.

Por el Teorema 2.3.4 tenemos que X, Yo son compactos, de Hausdorff, no
vacios y totalmente disconexos. Por el Teorema 2.3.5, ¢ es continua y sobre-
yectiva. Si vieramos que es inyectiva por el Lema A.1.5, tendriamos que ¢
es un homeomorfismo entre Xy, v Yoo

Que ¢ es inyectiva se deduce facilmente del hecho que ¢,, es inyectiva para
todo n € N.

Por tanto, tenemos que X, es homeomorfo a Y., y utilizando el Teorema
2.3.6, concluimos que X es homeomorfo a Y. O

Finalmente, llegamos al objetivo de nuestro trabajo. Con este corolario,
estamos probando que el conjunto ternario de Cantor es el modelo topoldgico
de cualquier espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo:

Corolario 2.4.2. El Conjunto de Cantor es el inico espacio métrico, com-
pacto, perfecto y totalmente disconexo salvo homeomorfismos.

Ahora, veremos un ejemplo, que demuestra que podemos encontrar con-
juntos de Cantor sobre el intervalo [0, 1] de medida de Lebesgue arbitraria
a € (0,1).

Ejemplo 2.4.1. Sea a € (0,1).
Primero, cogemos el intervalo de la recta real [0, 1] y lo dividimos en tres
subintervalos de la siguiente manera:

1_1 111,11 1,1
0,5 =30, (5 — 305+ 30).[5 + 3o 1]
Ahora, eliminamos el intervalo abierto de en medio cuya medida es

11

b-dad+da) = G+ - (- o) = Ja

N[

u(
y definimos
Dy = [0.4 - 4] U [+ a1

En segundo lugar, repetimos lo mismo con los intervalos de Dy, es decir,
dividimos a ambos en tres subintervalos de la siguiente manera:

[%%1%@L%i—%%%:%ﬁtﬁi—%%%;
[3+ 307 +150] U (3 + 50§+ 150) U [§ + 150

y quitamos los dos intervalo centrales cuya medida es
1_ 3. 1_1.\_ (3, 1. 3,3 3\_1
(1= 1601~ 16) = p(1+ 60 1+ 150) = 5@
y definimos

D= 0.~ fh0] U [~ b~ do] U 3+ o d + o] U [§ + 1]



Continuando de esta manera, llegamos a que la suma de las medidas de los
intervalos centrales de D, 41, es %x la medida de D,,.

1([0,1] - D) = ([0, 1]) - u(D).

Entonces,

p(D) = p([0,1]) - p((0,1] - D) = 11-04(%+i+%+...) =
L-a) 02 (g) =l-ar =1-a#0

2
1

Ya que la construccién es totalmente paralela al conjunto ternario de
Cantor, tenemos que este conjunto de Cantor es métrico (eso lo es por ser
subespacio de un métrico), compacto, perfecto y totalmente disconexo.

Observacion 2.4.1. Con este ejemplo, observamos, que la medida no es
una propiedad topoldgica, ya que hemos encontrado un conjunto de Cantor
homeomorfo al conjunto ternario de Cantor con medida no nula.

Recordemos que en la Proposicién 2.2.9, hemos demostrado, en particu-
lar, que C x C es homeomorfo a C, lo que nos lleva a buscar ejemplos de
espacios homeomorfos a C en dimensién 2. Buscaremos uno diferente a C' x

C.

Ejemplo 2.4.2. Sea,

Cri=[0,5] U [5:1]

el conjunto definido en la construccién del conjunto ternario de Cantor, y
sea B(z,¢) la bola cerrada en R? de centro z y radio ¢, definimos

Dl = B(%a%) U B(%)%)

En segundo lugar, repetimos lo mismo con Cj, es decir, sea

definimos



En general, D, se construye tomando la bola cerrada que tiene inscrito a
cada intervalo de C,. Continuando este proceso indefinidamente, llegamos
a definir un conjunto de Cantor de dimension 2, que es la interseccién de
todos los conjuntos D,,.

D:=n{D,:neN}

Puede parecer que como cada C,, no es homeomorfo a cada D,,, entonces C
y D no son homeomorfos. En cambio, como D es un espacio métrico (eso
lo es por ser subespacio de un métrico), compacto, perfecto y totalmente
disconexo, es homeomorfo a C. Estas tres ultimas propiedades se siguen de
la construccién que hemos llevado a cabo, que es analoga a la del conjunto
ternario de Cantor, por lo que seria andlogo hacer estas pruebas pero para
una dimensién superior.
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Apéndice A

A.1. Propiedades topologicas

Definicién A.1.1. Sea (Xj;,7;) una familia de espacios topolégicos, donde
i € I. Definimos el espacio topolégico producto como el par (ILicr X, Tryc),
donde

et X; = {x: I — Ujer X, con z(i) € X; paraie€ I}

es el Producto Cartesiano infinito de los conjuntos Xj.
La funcién py: (;erXs, 7rye) — (Xk, 7), definida por py(z) = xy es la k-
ésima proyeccion y Try. es la Topologia de Tychonov, que se obtiene tomando
como base para los abiertos los conjuntos de la forma II;c;U;, donde U; es
abierto en X; y U; = X; para todo ¢ menos un niimero finito de subindices.
Notemos que II;c 1 X; donde U; = X; para todo i menos para € {i1,i2,...,im}, m €
N, se puede escribir como :

e X; = pi_ll(Um) N Pi_;(Ui )M N p-_,:(Uim)

(2

Por tanto, la topologia estd definida por la subbase:

{pfl(Uz’), donde i € N y U; abierto en X}

(2

La topologia de Tychonov es la menor topologia tal que las proyecciones son
continuas.

Lema A.1.1. Sea (Y,7) un espacio topologico, sea (;cr X, Tryc) un espacio
producto y sea py: (Wicr X, Tryc) — (X, 1), la k-ésima proyeccion.
Entonces f: (Y,7) — (MierXs, Trye) es continua si y solo si py o f es
continua Vk € I.

Demostracion. Dadas dos funciones continuas, su composicién es continua,
por lo que solo quedaria probar la otra implicacion.

Suponemos que pg, o f es continua para todo k € I. Caculamos f_l(pgl(Uk))
= (px © f)_l(Uk), y como la proyeccién es siempre continua y pi o f es
continua por hipédtesis, concluimos que f‘l(pgl(Uk)) es abierto en Xj, y
por tanto, continua. O
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Proposicion A.1.2. Si un espacio topoldgico es de Hausdorff, entonces es
de Fréchet.

Proposicion A.1.3. La propiedad de Hausdorff es hereditaria, es decir,
todo subconjunto con la correspondiente topologia inducida también es de
Hausdorff.

Proposicion A.1.4. El producto de espacios de Hausdorff es de Hausdorff
st y solo si cada espacio factor lo es.

Lema A.1.5. Sean (X,7x) (Y,7v) espacios topoldgicos, y sea f: (X, 7x)
— (Y, 7y ) una funcion continua y biyectiva. Si (X,7x) es compacto y
(Y, 1y ) es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Si f es continua, biyectiva y abierta (o cerrada) entonces f es
un homeomorfismo. Por tanto, probaremos que f es cerrada. Sea F cerrado
en (X, 7x), como la compacidad es débilmente hereditaria, F es compacto.
Como f continua, tenemos que f(F') es compacto. Finalmente, como (Y, 7y)
es un espacio de Hausdorff, todo compacto es cerrado. ]

A.2. Objetos fractales

Definicién A.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea {Bg}zex un sis-
tema fundamental de entornos en X. Un subconjunto A C X, se dice que
tiene dimension topoldgica 0 si para todo x € A, existe un B € B, tal que
la frontera de B no corta a A.

Definicién A.2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Sea {B,},cx un sis-
tema fundamental de entornos en X. Un subconjunto A C X, se dice que
tiene dimension topoldgica k, con k > 0, si para todo = € A, existe un B
€ B, tal que la frontera de B corta a A en un subconjunto de dimensién
topoldgica k—1, y, ademas, k£ es el menosr niimero natural que cumple esta
propiedad.

Ejemplo A.2.1. (i) Todos los conjuntos totalmente disconexos tienen di-
mension topoldgica cero, ya que existen entornos lo suficientemente
pequenos como para solo contener al propio punto.

(ii) Cualquier curva en (R,7,) tiene dimensién topoldgica 1, ya que para
todo punto existe un entorno que corta a la curva en un conjunto de
al menos dimension cero.

La dimensién de Box-Counting es otro método para calcular la dimension
de un conjunto en un espacio métrico (X,d).

Definicién A.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea A un subconjunto
acotado y no vacio. Tomamos una malla cuadrada de didmetro § que cubra
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Ay de dimensién la misma que X, y llamamos Ns(A) al nimero de cuadra-
dos de dicha malla que intersecan a A. Entonces, denimos la dimensidn de
BoxCounting, como:

. T log(Ns(A)) _ 1« log(Ns(A))
dimp(A) = lim oty = I Togh)

Definicién A.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea A un subconjunto
acotado y no vacio. Entonces, A se dice que es un fractal si:

dimyop(A) # dimp(A)
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