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1. Introducciony consideraciones preliminares

1.1. Introduccion

Un modelo epidémico es una descripcion matematica del comportamiento de una
poblacién al interactuar con una enfermedad especifica. El objetivo principal de un
modelo matematico es comprender el impacto global de una enfermedad sobre Ia
poblacion, prediciendo y discutiendo la mejor forma de interactuar con dichas
enfermedades para eliminar o disminuir sus efectos.

Existen multiples agentes que pueden ser responsables de la apariciéon de una
enfermedad, y estan organizados en dos categorias: infecciosos y no infecciosos [1].
Cuando una enfermedad puede desarrollarse debido a la transmisién de otra persona
enferma, como el SIDA o el resfriado comun, se denomina enfermedad infecciosa. Las
enfermedades no infecciosas pueden desarrollarse sin tales interacciones, vy
generalmente estan asociadas a una predisposicidn existente, causas ambientales o
estilos de vida especificos.

Los modelos matemdaticos mas exitosos se centran en las enfermedades infecciosas en
las cuales se ignora la densidad interna de los patégenos y el ciclo de vida de los mismos
no es relevante para el modelo. Las enfermedades epidémicas tipicas estudiadas son la
gripe, la tos ferina, la tuberculosis, la viruela, la malaria, el dengue, la difteria, etc.

La epidemiologia tedrica se centra principalmente en la modelizacién de procesos
biolégicos, siendo estos modelos una herramienta util y eficaz en el estudio de procesos
epidemioldgicos. El origen de la epidemiologia matematica o tedrica se debe, en gran
parte, al estudio de la transmisidon y control de enfermedades infecciosas realizado por
médicos como Ross [2] y McKendrick [3]. En 1903 Ross recibié el premio Nobel de
Medicina por su trabajo sobre el ciclo de transmisién del paludismo o malaria.

Posteriormente en 1927, Kermack y McKendrick introdujeron el modelo SIR
(susceptible-infectado-recuperado) [3], este es un modelo de ecuaciones diferenciales
gue permite describir la propagacién de enfermedades debidas a diferentes agentes
infecciosos. A partir de este modelo, han derivado la mayoria de modelos
epidemioldgicos existentes en la actualidad, en concreto, el modelo que se estudia en
este trabajo [4] es una variante de este.

Tras los grandes avances en el campo de la sanidad (agua potable y alimentacion) y en
la medicina (vacunacién y antibidticos) se vislumbraba la erradicaciéon de las
enfermedades infecciosas. Sin embargo, los microorganismos se adaptan, adquieren
resistencia a los medicamentos y evolucionan, apareciendo nuevas enfermedades
infecciosas (como el SIDA o el ébola) o reemergiendo algunas que se creian controladas
(como el virus del dengue o la fiebre amarilla).



Las principales ventajas de los modelos matematicos en epidemiologia se ven reflejadas
en los siguientes puntos:

e Nos permiten apreciar de forma mas evidente las relaciones existentes en la
propagacion de diversas enfermedades.

e A partir de ellos se pueden extraer propiedades, caracteristicas y relevancias de
los diferentes parametros involucrados en el modelo.

e Permite la realizacién de cambios especificos en el modelo con el objetivo de ver
las consecuencias producidas en la propagacion de la enfermedad.

e Es una herramienta eficaz de simulaciéon de parametros de control, como por
ejemplo, la utilizacién de diversas estrategias de vacunacion. Facilitandonos asi
predecir a largo plazo sus respectivos efectos en las diferentes poblaciones.

e Planificacidon sanitaria y reduccién de costes econémicos derivados por ejemplo
de una excesiva vacunacion.

1.2. Estado del arte

El estudio de las epidemias ha suscitado siempre un gran interés, tanto en el pasado
como en la actualidad. De acuerdo a todas las ventajas mencionadas anteriormente, no
es de extrafiar que en este momento numerosos grupos cientificos estén involucrados
en el estudio de una gran variedad de modelos epidemioldgicos.

Para hacernos una idea de todos los @ambitos que llega a englobar mencionamos las
siguientes publicaciones; dindmica poblacional no lineal dependiente de la edad [5],
dinamica de un modelo huésped-parasito con transmisiones horizontales y verticales
[6], modelos de distribucién basados en el clima de la transmisién de la malaria [7,8],
modelo matemadtico de la malaria con inmunidad temporal [9], estudio de la efectividad
del control de poblaciones de vectores [10,11], calculo de nimeros de reproduccién y
equilibrios endémicos de modelos epidémicos [12,13] y distintas estrategias de
vacunacién para modelos epidémicos [14,15,16,17].

En esta memoria, se ha utilizado el modelo epidémico deterministico formulado en el
trabajo académico de la referencia [4], cuya principal caracteristica radica en que tiene
dos poblaciones diferentes (humanos y mosquitos). Por lo tanto, nuestro modelo nos
permite estudiar, mediante una serie de pardmetros y valores iniciales, la propagacion
de enfermedades infecciosas entre dos especies. Por ejemplo, relaciones entre animales
(aves, ganado, etc.) y mosquitos o entre humanos y mosquitos.

Cabe mencionar, que nuestro modelo epidémico no contempla relaciones huésped-
parasito ni enfermedades no infecciosas.



1.3. Objetivos

En el presente trabajo se ha llevado a cabo un estudio de la estabilidad y de los puntos
de equilibrio de un modelo epidémico [4], realizando también simulaciones sobre el
mismo. En concreto, los valores de los parametros utilizados en el modelo epidémico se
han basado en la enfermedad de la malaria.

Con el objetivo de tener en cuenta una posible vacunacion en las simulaciones se ha
modificado el modelo utilizado de la referencia [4], implementando en las ecuaciones
diferenciales una funcién de vacunacion y afiadiendo por tanto una nueva poblacion al
modelo (poblacién de humanos vacunados). Esto implica la modificacion de los puntos
de equilibrio del sistema, y por tanto la necesidad de calcular los nuevos puntos de
equilibrio del modelo con vacunacion.

También se analiza y calcula mediante la notacion de Driessche y Watmough [18] el
numero basico de reproduccion de nuestro sistema (R,), es decir, el valor numérico que
marca la evolucién de las poblaciones y determina si se producira o no propagacién de
la enfermedad.

Otro de los objetivos importantes de este trabajo es analizar los resultados obtenidos
de las diferentes poblaciones de humanos y de mosquitos sin vacunacion, en funcion de
los parametros del modelo modificados. Comparandolos posteriormente con su
respectivo modelo al aplicar una determinada vacunacion.

Los objetivos principales de este trabajo son los siguientes:

» Familiarizacion con los parametros tipicos presentes en los diferentes modelos
epidémicos.

» Estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio del modelo con vy sin
vacunacion de la poblacion de humanos susceptibles.

» Calculo del numero basico de reproduccién y su modificacion en presencia de
vacunacion.

» Andlisis e interpretacion de los resultados obtenidos para las diferentes
poblaciones tanto para el modelo sin vacunacién como para el modelo con
vacunacion.



2.

Fundamento teodrico

2.1. Tipos de modelos matematicos en epidemiologia

2.1.1. Modelos estocasticos y deterministicos

Existen dos tipos de modelos matematicos en epidemiologia:

Modelos estocasticos o no deterministicos:

En estadistica y especificamente en la teoria de la probabilidad, un proceso
estocastico es un concepto matematico que sirve para usar magnitudes o
variables aleatorias que varian con el tiempo. Cada una de las variables aleatorias
del proceso tiene su propia funciéon de distribucion de probabilidad y pueden o
no estar correlacionadas entre si.

Estos modelos se utilizan en poblaciones pequeiias, donde la fluctuacién de una
enfermedad puede ser muy grande. Debido a esto se vuelve necesario
considerar el factor aleatorio en el modelo.

En estos casos la probabilidad se hace presente y las variables aleatorias pasan a
sustituir a las ecuaciones diferenciales como herramientas para resolver el
problema.

Modelos deterministicos:

Estos modelos matematicos ante una entrada especifica producen siempre la
misma salida, no se contempla la aleatoriedad en el proceso.

Los modelos deterministas son usados para tratar enfermedades que afectan a
poblaciones grandes y mayoritariamente estdn representados a través de
ecuaciones diferenciales.

Como se habia mencionado anteriormente, en este trabajo vamos a estudiar un modelo
deterministico para tratar la interaccion entre dos poblaciones (humanos y mosquitos).
También se utilizardn pardmetros de control de la epidemia mediante vacunacion de la

poblacién de humanos susceptibles de infeccion.

A continuacién, se muestra el significado de las diferentes siglas utilizadas generalmente
en los modelos deterministicos con el objetivo de definir los distintos tipos de

subpoblaciones en consideracion:

Susceptibles (S): hace referencia a la fraccidn de la poblacidn total de individuos
que es susceptible de infeccion.

Infecciosos (1): hace referencia a la fraccién de la poblacién total de individuos
que presenta sintomas de enfermedad y tiene la capacidad de infectar a otros
individuos.

Infectados (E): hace referencia a la subpoblacién que estd infectada pero que
aun no presenta sintomas externos de la enfermedad, ni es capaz de transmitir
la enfermedad tras contacto.



- Recuperados (R): hace referencia a la subpoblacion de individuos que esta libre
de infeccidn. También se suele llamar subpoblaciéon inmune a la infeccion.

- Vacunados (V): hace referencia a la subpoblacion de susceptibles que ha sido
vacunada contra la enfermedad.

- Poblacion total (N): es la suma de todas las subpoblaciones del modelo bajo
estudio.

Con todo esto, ya podemos introducir algunos de los diferentes modelos epidémicos
existentes:

e Modelo SI (Susceptibles-Infecciosos).

e Modelo SIR (Susceptibles-Infecciosos-Recuperados).

e Modelo SEIR (Susceptibles-Infectados-Infecciosos-Recuperados).

e Modelo SVEIR (Susceptibles-Vacunados-Infectados-Infecciosos-Recuperados).

e Modelo SIS, SIRS, SEIRS, SVEIRS: después de un tiempo la subpoblaciéon de
recuperados (R) vuelve a convertirse en subpoblacion de susceptibles (S).

Todas las subpoblaciones involucradas en estos modelos presentan valores positivos o
nulos, esto es debido a la naturaleza del problema y a la incoherencia de valores
negativos de subpoblaciones.

2.1.2 Modelos pseudo-masivos y masivos

En los modelos matematicos es importante conocer la fuerza de la infeccién para
comprender la transmision de la enfermedad. La fuerza de la infeccion se define como
la probabilidad de transmision por unidad de tiempo de una enfermedad a un individuo
susceptible.

Es un estandar de los modelos matematicos de epidemias modelizar la densidad espacial
de contactos entre individuos susceptibles e infecciosos como si se tratara de una
reaccion quimica. En funciéon de cdmo se tenga en cuenta la tasa de contacto en el
modelo tendremos los siguientes modos de transmisién [19].

- Modelos de accidon pseudo-masivos (pseudo-mass action models):
Los modelos pseudo-masivos se caracterizan en que la tasa de contacto depende
del tamafio de las diferentes subpoblaciones y no de sus respectivas densidades.
En este caso, la fuerza de la infeccidon es proporcional al tamaifio de la
subpoblacion de individuos infecciosos. Este modelo considera que un
incremento en el tamafo de las subpoblaciones implica un aumento de la tasa
de contacto, y por tanto, un incremento en el nimero de infecciones.
El término de transmision de la enfermedad para el modelo pseudo-masivo es:

BSI

donde [ es la probabilidad de transmision de la enfermedad y S e I son las
subpoblaciones de individuos susceptibles e infecciosos respectivamente.




- Modelos verdaderos de accidon masiva (true-mass action models):

Los modelos masivos se basan en que la fuerza de la infeccién depende de la
densidad de la subpoblacién de individuos infecciosos. Este modelo implica que
la tasa de contacto aumenta linealmente con la densidad de la subpoblacién de
infecciosos, pero siendo independiente del tamafo total de la poblacién. Es
decir, este modelo masivo se podria asemejar a una reaccién quimica, donde una
mayor concentracién de moléculas implicaria un mayor niumero de reacciones.
El término de transmisidn de la enfermedad para este modelo seria:

BSI/N
donde N es el tamafio total de la poblacidn.

En los modelos pseudo-masivos la poblacién total no es un factor relevante a tener en
cuenta en el contagio de la enfermedad. Mientras que en los modelos masivos, la
poblacion total tiene un papel importante al ser un factor inverso de las tasas de
transmision de la enfermedad.

En el modelo utilizado para este trabajo [4], utilizaremos un modelo de accién pseudo-
masivo, ya que el término de transmision es dependiente de los tamaios de las
subpoblaciones involucradas y no de sus densidades.

En el siguiente apartado se introduce el modelo de ecuaciones diferenciales formulado
por Kermack y McKendrick para describir la propagacién de enfermedades debidas a
diferentes agentes infecciosos.

2.2. Modelo de Kermack y McKendrick

El articulo de Kermack y McKendrick [3] ha sido de gran relevancia en las ultimas
décadas. Su modelo SIR (Susceptibles-Infecciosos-Recuperados) y sus respectivas
variantes, han ayudado a entender a los estudiantes interesados, epidemiologos vy
expertos en salud publica la importancia del estudio de la dindmica de las distintas
enfermedades. Este enfoque dindmico en el modelo permite explorar el impacto de
intervenciones externas en la dindmica de la transmisidon de enfermedades contagiosas.
También nos ayuda a identificar, cuantificar, evaluar e implementar acciones dirigidas a
reducir el efecto de la epidemia, como por ejemplo la vacunacién de la poblacién
susceptible de infeccién.

El modelo de Kermack y McKendrick es el siguiente [3]:

(ds(t) @
it i(t _
a - PO - 7O (2.1)
dr(t) 1
("ar ~ 7@

. ., 1 ., .
donde B > 0 es la tasa de infeccidny - > 0 es la tasa de recuperacion, teniendo todas
las variables condiciones iniciales no negativas.
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La poblacién en este modelo es constante y se rige por la siguiente ecuacion:

N =s(t) +i(t) + r(t) (2.2)
donde N es el tamafio total de la poblacion.

Normalizamos las variables dividiéndolas por el tamafio total de la poblacién:
— SO, EION - r®
s@ =210 = "9 r@t)= &

Obtenemos finalmente el modelo:

(ds@©) _
T —BS()I(t)
1EO _ oo - i 23)
dd% )_ ! |
R(t) 1
T

con las siguientes condiciones iniciales:
S(0)=5,=0;1(00=1,=0;R(0)=Ry, =0
Este modelo se basa en las siguientes suposiciones:

e La mortalidad durante la epidemia es causada por la enfermedad y la tasa neta

- . ., d(S+I+R
de crecimiento es cero. Esta suposicién implica que la relacién % =0, de

donde se sigue que el tamafio total de la poblacidn es constante. Esta hipodtesis
es razonable para epidemias de corta duracién.

e Latransmisién de la enfermedad se supone regida por la ley de accidn de masas
entre infecciosos y susceptibles, siendo la tasa de nuevas infecciones
proporcional al numero total de contactos entre individuos susceptibles e
infecciosos. Esto se observa reflejado en los términos —BS(t)I(t) y BS(t)I(t)
en las ecuaciones para S(t) e I(t) del modelo (2.3).

e La tasa de sustraccion de individuos infecciosos es constante e igual a l/r . Es
decir, una fraccion de miembros infecciosos pasa por unidad de tiempo a la
subpoblacién de recuperados.

e La tasa de contacto 8 en el modelo que estamos considerando depende de la
enfermedad particular que se estudia. En general es dificil estimar § de una
forma directa.

A partir de las ecuaciones del modelo (2.3) podemos averiguar si se va a producir la
propagacién de la infeccidn.
Por un lado, se deduce a partir de la ecuacidn para la subpoblacién de susceptibles que

das(t)
dt

< 0 para cualquier instante de tiempo. Por otro lado, utilizando la ecuacién para la

ai(t . .
—(t) < 0 para cualquier instante de tiempo

subpoblacién de infecciosos tenemos que;

. . 1 . . ]
siysolosi S(0) < X por lo que la infeccidn despareceria en este caso.
T



. dai(t , . .
También podemos tener % > 0, pero solo para instantes de tiempo en los cuales S

. 1 . di(t , .
vaya decreciendo hasta el valor e valor a partir del cual d—(t) seria negativa. Este valor

critico en la poblacion de susceptibles es el limite de propagacién de la enfermedad,
marcando el punto de no proliferacion de la infeccidn.

Este modelo seria valido para el caso ideal, sin tener en cuenta otros factores como; la
estacionalidad en la transmisidn de la enfermedad, una posible vacunacién, poblacion
total variable, probabilidad de infeccién dependiente de la edad, etc.

Es debido a estos factores externos que, desde la publicacién del modelo de Kermack y
McKendrick en 1927, numerosos investigadores en epidemiologia han desarrollado una
extensa literatura alrededor de este modelo, tal y como aparece citada en el apartado
1.2 de este trabajo.

2.3. Numero basico de reproduccién

En la teoria epidémica, el niumero basico de reproduccién R, [1,20,21] nos permite
distinguir entre el estado de epidemia y el estado de endemia en el modelo bajo estudio,
siendo fundamental para entender la naturaleza de las distintas enfermedades y sus
evoluciones temporales.

El estado de endemia hace referencia a un proceso patoldgico que se mantiene de forma
estacionaria en una poblacién o zona geogrdafica determinada durante periodos de
tiempo prolongados. Mientras que, el estado de epidemia se diferencia del anterior en
gue el proceso patoldgico prevalece Unicamente durante un tiempo determinado o bajo
unas condiciones especificas.

El nUmero basico de reproduccién (R,) se define como el nUmero medio de infecciones
secundarias que se producen cuando un individuo infeccioso es introducido en una
poblacién susceptible. Es decir, el nUmero de individuos que van a ser infectados a partir
del paciente cero.

Para erradicar una infeccion, es necesario reducir el numero reproductivo basico R, por
debajo de la unidad [1]. Esto se logra, algunas veces, a través de programas de
inmunizacion, los cuales tienen el efecto de transferir miembros de la clase susceptibles
(S) a la clase recuperados (R).

Es posible calcular el numero reproductivo basico (R,) siguiendo los casos secundarios
originados por un solo individuo infeccioso introducido en una poblacién. Sin embargo,
si tenemos subpoblaciones representando diferentes tipos de individuos susceptibles a
la infeccién, como en nuestro modelo (humanos y mosquitos) [4], es necesario seguir
los casos secundarios de infeccion en cada una de las subpoblaciones de forma
separada. Para hallar el valor de Ry nos guiamos por la notacion de la bibliografia [1,22].
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Se trata de calcular la matriz cuyas entradas (i, j) son el nuevo numero de infecciones
secundarias producidas en el compartimento i por un individuo en el compartimento j.

Se ordenan los individuos en compartimentos expresando los diferentes estados
posibles del modelo de transmisiéon de la enfermedad. Suponemos que tenemos n
compartimentos infecciosos y m compartimentos no infecciosos, sean x € R, y ¢ R™
subpoblaciones en cada compartimento. Denotamos por F; la tasa de aparicion de
infecciones secundarias en el compartimento infeccioso i-ésimo y por V; la tasa de
transferencia de individuos en el compartimento infeccioso i-ésimo.

Se define el modelo de compartimentos de la siguiente forma [22]:

xi = Filx,y) = Vilx,y), i=12,..,n
yi=gixy), j=12,.,m
Cabe destacar que la descomposicién de la dinamica F; y V; puede no ser Unica,
dependiendo de las diferentes interpretaciones del modelo utilizado.

(2.4)

La derivacién del nimero basico de reproduccidn se basa en la linealizacion del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de nuestro modelo alrededor del punto de
equilibrio libre de enfermedad, siendo todos los individuos de la poblacion susceptibles.

Se realizan las siguientes suposiciones:

e F;(0,y)=0yV;(0,y) =0 paratodoy = Osiendoi=1,2,...,n.
Esta suposicién nos asegura que cualquier solucién sin individuos infecciosos en
algun instante de tiempo, se va a mantener invariante y libre de enfermedad.

e El sistema libre de enfermedad y' = g(0,y) tiene un Unico equilibrio que es
asintoticamente estable, aproximandose todas las soluciones con condiciones
iniciales de la forma (0, y) al punto (0, yy) conforme t — 0.

Hay que tener en cuenta lo siguiente:

i. F;(x,y) = 0paratodoxey positivo, dondei =1,2,...,n.
Este valor nunca puede ser negativo, ya que, como se ha mencionado
anteriormente F representa la aparicion de infecciones secundarias.

i. V(x,y) <O0siemprequex; =0,dondei=1,2,..,n.
Cuando el compartimento se encuentra vacio el flujo neto de salida desde ese
compartimento sera negativo.

iii. X, V;(x,y) = 0paratodo x e y no negativos.
Esto representa el flujo total de salida de todos los compartimentos y ha de ser
siempre positivo.

A partir de la definicion del modelo de compartimentos (2.4) se puede determinar la
capacidad de propagacion de la enfermedad, es decir, el nimero basico de
reproduccion. Para ello linealizamos el modelo alrededor del equilibrio libre de
enfermedad (0, y,) y tenemos en cuenta que F;(0,y) = 0y 1;(0,y) = 0. Obtenemos
gue la estabilidad del sistema linealizado estda completamente determinada por la
estabilidad lineal de la matriz (F — V) de la siguiente ecuacidn:
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x'=(F-V)x (2.5)
donde F y V hacen referencia a las siguientes matrices:

9%
6x]-

av;
F= (0,3/0) V= a_x](O:YO)

La ecuacion (2.5) se puede expresar de la siguiente forma:
x'(t) = (F=V)x(t) = Fx(t) — Vx(t) = =Vx(t) + Fx(t)
Para cada una de estas ecuaciones se sigue:

x =P Ox(0) =" V(0), Y (O=F-Vy©), P (0 =1

x =1, (t)x(0) + fot Y, (t —1)(=V)x(7) dr = eFtx(0) — fot eFEDYx(7) d1,
Y, () = Fp,(t),  ¥,(0) =1

x = 3 (0x(0) + [ Y3t — DFx(@) dr = e™*x(0) + [y eV IFx(0) d,
Y, (t) = =Vips(t), P3(0) =1

La solucidn se puede expresar con las tres expresiones equivalentes:

- Sistema libre: 1, (t) = eFVt ' (t) = (F =Wy, (t), P,(0) =1
- F libre, Vx(t) forzada: iy, (t) = ef?, Y',(t) = Fy,(t), P,(0) =1
- Vlibre, Fx(t) forzada: 3 (t) = e™"¢, Y, () = =Vips(t), P3(0) =1

El nimero basico de reproduccidn se expresa como el producto de la tasa de infecciones
secundarias por el tiempo medio esperado del periodo de infeccion [22].

Un modelo mas general, seria un numero de individuos infecciosos x,, con valor no
negativo, en una poblacion que se encuentre en un equilibrio libre de infeccidn, esto es,
sin que se produzcan infecciones secundarias (F = 0).

x'=-Vx, x(0)= x, (2.6)

La solucidn a la ecuacién anterior W (¢, x) integrada desde 0 hasta oo nos da el tiempo
medio esperado del periodo de infeccidn.

j Y (t,xo)dt = j eVt xodt =V 1 x, (2.7)
0 0

La identidad anterior es vélida ya que V es una matriz de estabilidad, es decir, todos sus
valores propios tienen parte real negativa, lo que implica que la matriz fundamental
eVt - 0 cuanto t — o, lo que garantiza por otra parte la existencia de la inversa de V.
Demostracion:

Si la matriz V es no singular y estable entonces fooo e Vtdt =yt

Seap(t) =e™Vt = P'(t) = =Ve "= =Vyp(t) = () = -V ' (t)
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Por lo tanto, tenemos lo siguiente:
j eVidt = f vty e = v (lim eVt~ (0)) = V2
0 0 —00

donde ¥(0) = I, y hace falta que la matriz I sea estable, es decir, valores propios con

143

parte real negativa, de forma que e ™"* — 0 cuanto t — oo, siendo V no singular.

La entrada (i, j) de la matriz V! se puede interpretar como el tiempo necesario para
que un individuo en el compartimento infeccioso j pase al compartimento infeccioso i.

Para la matriz F la entrada (i, j) es la tasa de aparicion de infecciones secundarias en el
compartimento i producidas por el compartimento j [22]. En la siguiente ecuacion se
muestra el nimero esperado de infecciones secundarias producidas por un caso indice:

] FY(t,xq)dt = j Fe ™"t xodt = FV 1 x, (2.8)
0 0

Siguiendo la notacién de Driessche y Watmough [18], la matriz K = FV™! es la
denominada “matriz de la siguiente generacidon” para el sistema en equilibrio libre de
enfermedad. El nUmero basico de reproduccion R, del modelo se define como el radio
espectral de la matriz de la siguiente generacion K, es decir Ry = p(K), siendo p(K) el
radio espectral de la matriz K.

Esta matriz K es no negativa y por lo tanto tiene un valor propio no negativo R, tal que
no existen otros valores propios con médulo mayor que R, y se tiene un vector propio
asociado con Ry no negativo. Este vector propio es la distribucién de individuos
infecciosos que produce el mayor niumero de infecciones secundarias.

13



3. Terminologia y parametros del modelo
3.1. Parametros del modelo

A continuacién, vamos a desglosar el significado de los pardmetros que se utilizan en
nuestro modelo. En lo que sigue nos referiremos a los mosquitos como “vectores” y a
los ‘host’ como “humanos”, aunque es cierto que la traduccién exacta de la palabra
inglesa ‘host’ es anfitridn. Por tanto, en este trabajo cuando se mencione poblaciones
de humanos nos estaremos refiriendo a la poblacion anfitriona de la enfermedad.

e N :numero total de la poblacién humana.
e S :subpoblacion humana que es susceptible de infeccidn.

I : subpoblaciéon humana infecciosa.
e T :numero total de la poblacién vector.

M : subpoblacion vector que es susceptible de infeccion.

V : subpoblacidn vector infecciosa.

e B(N) :tasa de nacimiento no lineal de humanos.

e F(T) :tasa de nacimiento no lineal de vectores.

: tasa de mortalidad humanos.

: tasa de mortalidad vectores.

: cantidad de contactos per capita de los vectores sobre los humanos.

: probabilidad de transmisién de humano infeccioso a vector no infeccioso.
: probabilidad de transmisidn de vector infeccioso a humano no infeccioso.

.
QA ™R T ™ T

: tasa de muerte de humano infeccioso a causa de la enfermedad.
e ¥ :tasa derecuperacion de humano infeccioso.

e W :subpoblacion de humanos vacunados.

e u(t): funcién de vacunacion.

En los siguientes apartados, 3.2 y 3.3, vamos a introducir la estrategia de vacunacion
u(t) elegida para nuestro modelo y las ecuaciones utilizadas para la formulacion del
crecimiento poblacional de ambas poblaciones (humanos y vectores).

3.2. Estrategia de vacunacién

Desde un punto de vista médico o econdmico, la eficacia de una vacuna se mide en
funcién del éxito en la supresién de sintomas clinicos, pero desde un punto de vista
epidemioldgico, lo que cuenta es la reduccidn de individuos infecciosos y susceptibles
de infeccidn.

Se trata de elegir una funcién de control cuyo objetivo sea disminuir apropiadamente la
subpoblacién de humanos susceptibles de contraer la enfermedad, consiguiendo que la
proporcién de la poblacién de humanos infecciosos, en un futuro, quede minimizada.

El objetivo principal de la vacunacién es ofrecer una inmunidad de larga duracién al
individuo, evitando tanto la transmision de la enfermedad como la propia enfermedad.
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A continuacidn, vamos a citar brevemente las principales estrategias de vacunacidn
existentes y su utilidad en nuestro modelo de humanos y mosquitos [1]:

e Vacunacién pediatrica: su objetivo se centra en reducir la prevalencia de una
enfermedad endémica, potencialmente peligrosa para las personas (como el
sarampiodn, las paperas, la rubeola, etc.), mediante la vacunacion de una fraccion
de recién nacidos o nifios muy pequeiios.

e Vacunacién de fauna silvestre: esta estrategia de vacunacién busca reducir la

subpoblacién de vectores susceptibles.
En la prdctica, al tratar en nuestro modelo con vectores (mosquitos), resulta
ineficaz tratar de vacunar a una fraccién de su poblacion debido a la ambigliedad
en el tamafio de la poblacion de vectores existentes y a su elevada tasa de
natalidad.

e Vacunacion aleatoria: ésta se produce cuando hay riesgo potencial de un brote
epidémico. Su objetivo, a corto plazo, es reducir la poblacion de humanos
susceptibles mediante la vacunacién de una fraccién de la poblacion.

La vacunacion se detiene cuando la subpoblacién de susceptibles llega a cero.
Esta serd la estrategia que seguiremos en este trabajo, ya que nos permite
reducir rdpidamente la subpoblacién de humanos susceptibles. Esto también nos
facilita controlar la epidemia evitando que aumenten exponencialmente los
casos de humanos infecciosos.

e Vacunacién basada en la edad: se centra en el estudio de los efectos de la vacuna
para individuos de diferentes edades y su eficacia en la inmunidad de cara a la
enfermedad.

Como acabamos de mencionar, se utilizard la estrategia de vacunacion aleatoria en este
trabajo. Por tanto, tendremos que afadir una vacunacion dependiente del nimero de
humanos susceptibles (S) en las ecuaciones diferenciales del modelo epidémico de la
referencia [4]. Esto nos permite conocer el nimero de individuos que pasaran de la
poblacién de susceptibles a la de vacunados. El término a incluir es el siguiente:

u(®) = gS(©) (3:1)
donde los valores del parametro de control g son no negativos y garantizan que la

poblacién de humanos vacunados W (t) es no negativa para todo instante de tiempo.

Esto implica afiadir una nueva ecuacién diferencial al modelo [4], esta ecuacidn seria la
correspondiente a la subpoblacion de humanos vacunados W'(t). Nos quedan
finalmente las siguientes ecuaciones para las poblaciones de humanos susceptibles y
vacunados:

S'(t) = B(N)N — uS — bBVS + yI — u(t)
W)= ult)— u-w

donde S’y W' serefieren a la primera derivada respecto al tiempo de las poblaciones
de humanos susceptibles y vacunados respectivamente.
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3.3 Formulacién del modelo poblacional

En este apartado vamos a proceder a formular el modelo general en el que se van a
basar nuestras poblaciones. Cabe destacar que en este apartado no se tiene en cuenta
la mortalidad debida a la enfermedad en la subpoblacién de humanos infecciosos ni en
las subpoblaciones de mosquitos.

Consideramos que los tamanos de las diferentes poblaciones (humanos y vectores) son
variables y estan descritos por tasas de nacimiento no lineales y tasas de mortalidad
lineales [23]. En ausencia de enfermedad se asume que el tamano de las poblaciones de
humanos (N) y vectores (T) varia de acuerdo a las siguientes ecuaciones diferenciales de
crecimiento poblacional:

N’ = B(N)N — uN (3.2)
T' = F(T)T — &T (3.3)

donde py € son las tasas de mortalidad de humanos y vectores respectivamente; B(N)
y F(T) son las tasas de nacimiento de humano y vector respectivamente. Refiriéndonos
mediante ' a la primera derivada respecto al tiempo.

Las tasas de nacimiento para las poblaciones han de cumplir las siguientes condiciones:

- B(N)>0;F(T)>0.
- B(N),F(T) han de ser continuamente diferenciablesy B'(N),F'(T) < 0.
- B(0") >u> B();F(0%) > &> F(»).

Se utilizaran las siguientes funciones para cada poblacién, que satisfacen las tres
condiciones citadas anteriormente, y son cominmente conocidas con el nombre de
funciones Ricker [24].

B(N) =c¢, -e"@VN (3.4)
F(T) =c, - e %T (3.5)
donde ¢y, ¢y, a; y a, son constantes y deben cumplirc; > pu;c, > €;a; >0;a, > 0.

Esta funcidn nos ofrece un modelo poblacional consistente, ya que tiene en cuenta el
tamano de las diferentes poblaciones y evita que se produzca un crecimiento
incontrolado de las mismas. Asimismo, también se evita la aparicién de resultados
incoherentes, como por ejemplo, valores negativos de poblaciones.
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4. Modelo epidémico bajo estudio

Con todo esto ya podemos formular el sistema de ecuaciones del modelo sobre el cual
vamos a trabajar [4]:

( as(t)
S = — = B(N)N — uS —bBVS +yI —u(t), S(0)=5,=>0
dI(t)
I'=— = =bpVS—(u+y+d, 10) =120
dM(t)
{ M' = s F(T)T — eM — balM, M(0) =M, >0 (4.1)
dv(t)
' = — = balM — €V, V) =V,=0
dw (t)
| W' = o =u(t) — uw, W) =W,>0

donde S, I, M, Vy W son, respectivamente, las subpoblaciones de humano susceptible,
humano infeccioso, vector susceptible, vector infeccioso y humano vacunado. Siendo N
la suma de las subpoblaciones de humano (N=S+I1+W) y T la suma de las
subpoblaciones de vectores (T =M + V). B(N) y F(T) son las ya mencionadas
funciones Ricker, y los demas parametros (u, €,d, @, 5,v, b, u(t)) se corresponden con
los parametros ya mencionados en el apartado 3.1 de este trabajo.

Sumando S’ +I' + W'y M’ + V' obtenemos las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el crecimiento de las subpoblaciones de humanos y de vectores:

N’ = B(N)N — uN — dI (4.2)
T' = F(T)T — €T (4.3)

Como podemos observar la ecuacién para la poblacion de humanos N’ en nuestro
modelo (4.2) varia respecto a la ecuacion del modelo general (3.2) para N' en el término
—dlI. Esto es debido a que, en el modelo bajo estudio de este trabajo, se tiene en cuenta
la mortalidad debida a la enfermedad en la subpoblacién de humanos infectados,
viéndose esta reflejada en el término —dI presente en la ecuacion diferencial de la

subpoblacién de humanos infecciosos (4.1).

A continuacién, para poder apreciar con mayor claridad las relaciones entre las
diferentes poblaciones, se muestra el diagrama de transferencia de nuestro modelo

epidémico de humanos y vectores.
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=M &V

F(T)T balM
SE— M > \V
W <
u(t)
uW B(N)N + yI
—> S > |
bBVS
us (w+y+di

Figura 1: Diagrama de transferencia del modelo epidémico bajo estudio.

Este modelo es capaz de describir dindmicas como la malaria entre humanos y
mosquitos o el WNV (West Nile Virus) entre aves y mosquitos. Como se vera mas
adelante, en el apartado 5.1, nos centraremos en la enfermedad de la malaria para elegir
los pardmetros del modelo a utilizar en las simulaciones.

En el siguiente apartado se procede a calcular el nimero basico de reproduccion Ry, ya
que éste depende del valor utilizado del parametro de control g presente en la funcién
de vacunacién.

4.1. Cdlculo del nimero basico de reproduccion

Para hallar el numero basico de reproduccién R, de nuestro sistema utilizamos la
notacién de Driessche y Watmough explicada en el apartado 2.3 de este trabajo. Por lo
tanto, a partir de las ecuaciones de nuestro modelo (4.1), obtenemos las siguientes
funciones para la tasa de aparicién de infecciones secundarias (F) y para la tasa de
transferencia de individuos (V).

o (TI') _ (bﬁVS)

Fyr balM
(Ve _((u+y+dI
v= <VV'> a ( =14 )

Se tiene en cuenta la aproximacion N=S+I1+W = (1 +%)S = N€, de donde

c

unN
(u+g)
respectivamente N€vy T |la poblacién de humanos y vectores en el punto de equilibrio

libre de enfermedad.

obtenemos la relacion S = , ¥y la aproximacion T=M +V =M = T¢, siendo
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Finalmente obtenemos las siguientes matrices:

OF 1 OF 1
I 1 c
UN
Fo9%i_| a av | _ 0 b.B( )
~ox; \oFy aF, | T Hrg
—_ baT¢ 0
ol av
BVI, 6171,
v=Mi_| o av :(,u+y+d O)
ax;j oVy,r 9V 0 £
al av

Calculamos la matriz inversa de V y el resultado de multiplicar las matrices FV ~1:

bBuUN¢€

-1 _ e(u+g)
Fv=—= baT®

u+y+d

Siguiendo la notacién utilizada en el apartado 2.3 y en la referencia [18], obtenemos que
el nimero basico de reproduccion Ry es:

b2aBuNcT¢
eu+y+d)(u+9) (4.4)

Ry = p(FV™h) =

El valor de esta ecuacidn es de vital importancia ya que, nos indica el nimero total de
casos secundarios que se producirdn en una poblacién de humanos a partir de un Unico
vector infeccioso.

Un individuo infeccioso sera reemplazado por menos de un nuevo caso infeccioso si se
obtiene R, < 1 al sustituir los valores de los pardmetros en la ecuaciéon (4.4). Mientras
que si se obtiene un valor de Ry > 1 nos indicara que un individuo infeccioso sera
reemplazado por mas de un nuevo caso infeccioso, propagandose por tanto la
enfermedad en las poblaciones.

En esta ecuacidon cabe destacar la importancia del pardmetro de control g de la
vacunacién ya que, si realizamos dos simulaciones con los mismos pardmetros
diferenciandose unicamente en el valor de g obtendremos resultados de R, distintos.
Por ejemplo, podemos tener para g; = Ry > 1ypara g, > Ry < 1, siendo g, > g;.

Notese que aumentando el valor del parametro de control g se reduce el numero basico
de reproduccién para la misma [ (coeficiente de transmisién de la enfermedad)
manteniendo inalterados el resto de los parametros. Es decir, el nimero basico de
reproduccion critico igual a la unidad, que se alcanza para una f critica en ausencia de
vacunacién (g = 0), se alcanzaria para una f superior § = [(g), siendo g # 0.
Obsérvese que la funcidn R es estrictamente decreciente con el parametro de control
g, no obstante, se razona mas adelante que los valores que g puede tomar se
encuentran en el intervalo [0,1].

Por lo tanto, se llega a la conclusidon de que utilizando los mismos parametros para el
modelo se obtiene un valor de R, menor al utilizar valores del pardmetro de control
cada vez mayores.
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4.2. Puntos de equilibrio

En este apartado se calculardan analiticamente los diferentes puntos de equilibrio
existentes en nuestro modelo, para ello primero se hallardn los puntos de equilibrio
libres de enfermedad y mas adelante los infecciosos.

Para poder hallarlos igualamos a cero las ecuaciones de nuestro sistema (4.1), teniendo
en cuenta la vacunacién u(t) = gS(t) ala hora de calcularlos.

Vamos a utilizar la siguiente notacidn, para que se aprecien con mejor claridad los
diferentes puntos de equilibrio:

Pi=(S1,MV,W)

donde P; hace referencia al punto de equilibrioi-ésimoy (S, I, M,V, W) hace referencia
a las diferentes subpoblaciones de acuerdo a la notacidn utilizada.

A continuacién, se resolvera analiticamente el siguiente sistema de ecuaciones para
hallar los diferentes puntos de equilibrio existentes:

( BI(N)N—uS —bBVS +yl —gS =0
| bpvs—(u+y+di=0
4 F(T)T — eM — balM =0 (4.5)
| balM — &V = 0
t gS —uw =0
Mediante este sistema se hallaran, por un lado, los puntos de equilibrio libres de
enfermedad vy, por otro lado, los puntos de equilibrio infecciosos.

4.2.1. Puntos de equilibrio libres de enfermedad

El punto de equilibrio mas simple es aquel en el que no tenemos poblaciones. Es decir,
siendoS=I=M=V=W=0 - P, =(00,0,0,0).

Los puntos de equilibrio libres de enfermedad se producen cuando se anulan las
subpoblaciones de infecciosos I =V = 0. Por lo tanto, tendriamos las siguientes
ecuaciones:

B(N)N—-(u+g)S=0
F(T)T—eM =0 (4.6)
gS—uw =20

Para la primera ecuacidn del sistema (4.6) sustituimos el valor de B(N) por su funcién
Ricker (3.4), teniendo en cuenta que N=S+I[+W=S+W = (1 +§)S = N€¢,
donde N€ satisface B(N€) = pu.

Realizamos los siguientes cdlculos:

Cl.e—aquNc_HNC:O S emmN K Nc:_iln(ﬁ)z()

C1 a C1
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. .. . 12
Para que tengamos subpoblaciones con valores positivos necesariamente el In (c—) ha
1

de ser negativo. Por lo tanto, se tiene que cumplir que ¢; > py que a; > 0.

Para la segunda ecuacion del sistema (4.6) realizamos el mismo procedimiento,
sustituimos el valor de F(T) por su funcidn Ricker correspondiente (3.5), teniendo en
cuentaqueT=M+V =M =T€, donde T€ satisface F(T¢) = ¢.

Cz'e_aZTCTC—STCZO S e—azTczi N Tc:_iln(i)zo

C2 az C2
Siguiendo el mismo planteamiento, se tiene que cumplir que ¢, > €y que a, > 0.

Estos resultados concuerdan con las condiciones que debia cumplir nuestro modelo
poblacional y que se encuentran citadas en el apartado 3.3 de este trabajo.

Por lo tanto, obtenemos finalmente los siguientes puntos de equilibrio libres de
enfermedad:

UN¢ gN°
PO = (0,0,0,0,0), P1 = ((u+g)' 0'0'0, (ﬂ"’g))

N€ N€¢
P2 = (0101 TC: OIO)I P3 = ((ZTQ)’ 01 TC’ 0; ﬁ)

donde P, representa la ausencia de poblaciones, P; Unicamente poblacion humana
(tanto susceptible como vacunada) en el equilibrio, P, unicamente poblacién vector
susceptible en el equilibrio y P; representa la coexistencia de poblaciones de humanos
(tanto susceptibles como vacunados) y de vectores susceptibles en el equilibrio.

Ahora que ya conocemos los diferentes puntos de equilibrio libres de enfermedad,
vamos a estudiar las condiciones bajo las cuales se alcanzarian dichos puntos. Para ello

vamos a utilizar el cambio devariables N =S+ 1+ W =1+ (1 + %)S yT =M+ Ven

nuestro modelo (4.1). Tras unos cdlculos, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
( N'=S"+1'"+W'=B(N)N — uN — dI

U
I'=bBV(N —)————(u+y+d)l

BV =D = (ot y +d)
T' =M +V' = F(T)T — T (4.7)
V' =bal(T-V)—¢€V
\ W =gWN-D~-@u+gw

e SiB(0Y)<uy F(0%) < ¢ entonces el equilibrio limite P, del sistema seria
global y asintéticamente estable en R3.
Demostracion:
A partir de las ecuaciones primera y tercera del sistema (4.7) y cumpliendo las
condiciones B(0%) < uy F(0%) < ¢ llegamos al inico punto de equilibrio P, ya
que, tenemos N(t) » 0y T(t) - 0segun t - +oo.
El sistema limitante de (4.7) seria por tanto:
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U
I'==bpVI————(u+y+d)I
(u+9)
V'=—balV — &V
Para cualquier t = 0, tenemos que I' < —(u+y+d)I <0y V' < -V <0,
siendo el unico equilibrio (0,0) del sistema (4.8) global y asintéticamente
estable.

(4.8)

Podemos concluir, bajo estas condiciones, que el equilibrio limite P, del sistema
de nuestro modelo (4.7) es global y asintéticamente estable en R?.

Si B(0Y) <u vy F(0") > ¢ entonces el equilibrio limite P, del sistema seria
global y asintéticamente estable en R3.

Demostracion:

A partir de las ecuaciones primera y tercera del sistema (4.7) y cumpliendo las
condiciones B(0%) < uy F(0%) > ¢, llegamos a dos puntos de equilibrio P, y
P,, ya que tenemos que N(t) » 0y T(t) » T€ (siempre y cuando T(0) # 0)
seglin t — oo,

El sistema limitante seria en este caso;

U
I'= —bBVI———— (u+y + d)I
A g

V'=bal(T¢—V)— &V (4.9)

Para cualquier t > 0 tenemos que I' < —(u + y + d)I < 0, esto implica que el
nimero de humanos infecciosos I disminuye con el tiempo, teniendo asi que
V' =bal(T¢—V)— eV <0 en el limite. Por lo tanto, el Unico equilibrio (0,0)
del sistema (4.9) seria global y asintéticamente estable.

Podemos concluir, bajo estas condiciones, que el equilibrio limite P, del sistema
de nuestro modelo (4.7) es global y asintéticamente estable en R3.
SiB(0") > uyF(0%) < gentonces el equilibrio limite P; del sistema seria global
y asintéticamente estable en R.
Demostracidn:
De forma analoga al caso anterior, utilizando las ecuaciones primera y tercera
del sistema (4.7) llegamos a dos puntos de equilibrio P, y P;, ya que tenemos
N(t) » N€ (siempreycuando N(0) # 0)y T(t) - Osegunt —» 4o,
El sistema limitante de (4.7) seria en este caso;

I' = BRV(N® = I)— 2 — (u+y + d)I

(n+9)

V'=—balV — &V
Para cualquier t > 0, tenemos que V' < —eV < 0, esto implica que el nimero
de vectores infecciosos V disminuye con el tiempo, teniendo asi que I’ < 0 en el
limite. Por lo tanto, el unico equilibrio (0,0) del sistema (4.10) seria global y

(4.10)

asintoticamente estable.

Podemos concluir por tanto, que bajo estas condiciones el equilibrio limite P; del
sistema de nuestro model0 (4.7) es global y asintéticamente estable en RS.
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e Parael casoen el quetengamos B(0") > uy F(0") > & nuestro sistema podria
tener en el limite cualquiera de los cuatro mencionados anteriormente
(Po, Py, Py y P3).

A continuacidn, vamos a estudiar como es el equilibrio de nuestro modelo libre de
enfermedad para valores de R, mayores y menores que la unidad suponiendo que
tengamos B(0™) > uy F(0%) > «.

Para ello vamos a utilizar el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, que es
equivalente al de nuestro modelo (4.1).

( S"=BWN)N—(u+g)(N—1—W)—bBVS +yI
| I"'=bpV(N—T-W) = (u+y+d)I

{ M’ = F(T)T — balM — &(T — V) (4.11)
| V' =balM — ¢V

L w' =gWW=D-@u+gw

Evaluando el Jacobiano del sistema (4.11) respecto al punto de equilibrio P;, obtenemos
el siguiente valor para el Jacobiano Jp, S, I,M,V,W):

B'(N°)N¢ B'(N )N +u+y+g 0 —kbBN€ B'(N )N +u+g
/ 0 —(u+y+d) 0 kbBN® 0 \
| o —baT* F'(TOTS F'(TE)TC +¢ 0 |
& 0 baT® 0 Ze 0

0 —g 0 0 —-(n+9)

donde la variable k = -~
utg

Su ecuacidn caracteristica esta dada por:
(B' (NN = DF(T)T¢ = DA+ pu+ PIA+ x)(A+ ) — ex(Rg)?] =0
dondex =pu+y+d.
Los autovalores del sistema son:
M =B'(N°)N° <O
A, = F'(T)T <0
A3=—-(u+g)<0

—(e+x) £ \/(8 +x)? — 4ex(1 — (Ry)?)
2

Aghs = ex(1 — (Ro)z)

/14,5 =

Los autovalores A, y 1, son siempre negativos, ya que al sustituir B(N€) y F(T€) por su
valor mediante la funcidn Ricker y posteriormente derivar obtenemos un signo negativo
en las ecuaciones. El autovalor A5 es siempre negativo.
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En funcidn del valor del nimero basico de reproduccion Ry, tendremos dos posibilidades
para la estabilidad de nuestro punto de equilibrio Ps.

Por un lado, al tener valores de R, > 1 obtenemos que el producto de los autovalores
A44ds < 0. Esto implica que la parte real de un autovalor de nuestra matriz Jacobiana es
positiva, por tanto, el punto de equilibrio P; es hiperbdlicamente inestable.

Por otro lado, si sustituimos en las ecuaciones de los autovalores A, y A5 el valor de R
correspondiente a Ry < 1 obtenemos que 4, < 0y A5 < 0. Esto implica que todos los
autovalores de la matriz Jacobiana tienen parte real negativa y por tanto, el punto de
equilibrio P5 es global y asintéticamente estable.

Demostracion:
Para cualquier t = 0 tenemos que S(t) < N€y que M(t) < T¢, por lo tanto:

{I’ < bBVN® — (u+vy+ d)l (4.12)
V' < balT€ — &V

Como Ry < 1, tenemos que I(t) > 0 y que V(t) » 0 segin t — +oco, ademas el
equilibrio del sistema (4.12) es asintdticamente estable. Podemos concluir por tanto,
que bajo estas condiciones, si Ry < 1, el equilibrio limite P; del sistema de nuestro
modelo (4.1) es global y asintéticamente estable.

4.2.2. Puntos de equilibrio con infeccién

A continuacion, vamos a proceder a hallar los puntos de equilibrio que presentan
subpoblaciones infecciosas. Para que haya un equilibrio estos puntos deben satisfacer
el sistema de ecuaciones (4.5), que se encuentra en el apartado 4.2 de este trabajo. En
lo que sigue nos referiremos a las ecuaciones que se encuentran en este sistema.

Si sumamos las ecuaciones diferenciales para los vectores del sistema (4.5) obtenemos
F(T) = ¢,siendo F(0%) > ¢, F(0) < ey F'(T) < 0. Por lo tanto, la Unica raiz positiva
esT =TF€.

Teniendo en cuenta que N = S+ I + W y sumando las ecuaciones para los humanos
del sistema (4.5) obtenemos lo siguiente:

(p+d—B())N (B(N) — )N (4.13)
— ) I T ——
d d
donde 4 < B(N) < u + d para asegurarnos que S,I > 0. Teniendo en cuenta el valor
de la ecuacion para B(N), ecuacién (3.4), llegamos a la siguiente relacion equivalente

z < N < N¢ donde z = “in (M)
a;

€1

S

Mediante sustitucion de las ecuaciones (4.13) en el sistema (4.5) obtenemos:

_ (w+d+y)(BIN) —pw) (4.14)
bB(u+d— B(N))

M=T -V,
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Tras unos cdlculos se obtiene finalmente las siguientes ecuaciones:
f(N)=(u+d+y)[(B(N)— p)Nba + de] —T°b%aB(p+d —B(N))N =0  (4.15)

(u+d+y)ed <0 (4.16)
N

donde f'(N) < 0ya que la derivada de B(N) da un valor negativo.

f'(N)=[(u+d+y)ba+Tb?>aB]B'(N)N —

Para hallar las posibles soluciones del sistema (4.5), sustituimos el valor del rango de
soluciones de poblaciones positivas (z, N€) en la ecuacion (4.15).

(u+d+y)dle+ baz] >0, siB(0OY) > (u+d) (4.17)

@ = e st siB0™ < (ut i

f(N)=(u+d+y)de(1—-R,) (4.18)

Observando la ecuacién (4.18), para valores del nimero de reproducciéon R, < 1,
obtenemos f(N€¢) > 0. Por lo tanto, no tenemos una raiz positiva en el intervalo
(z, N©), lo que implica que nuestro sistema no presenta un equilibrio positivo de
poblaciones de infecciosos.

Para valores de R, > 1 obtenemos que f(N¢) < 0, esto implica que nuestro sistema
tiene una Unica raiz positiva en el intervalo (z, N¢). Por lo tanto, tendremos un Unico
punto de equilibrio que vendrd dado por P, = (S*I*,M*V*,W*), donde
S*,I",M*,V*y W* son respectivamente:

_(u+d-BW"))N" . (BIN)—u)N* W g(u+d—B(N"))N*
B d ’ a d ’ a ud

. _me_ye ., (u+d+y)(BIN) —p)

M Y = s+ d— B

siendo N* |a Unica raiz de la ecuacién (4.15) en el intervalo [z, N¢].

S*

Cabe destacar que el resultado de las diferentes subpoblaciones en el equilibrio
depende del valor utilizado para el parametro de control g presente en la funcion de
vacunacion explicada en el apartado 3.2. Por lo tanto, tendremos distintos valores de
las poblaciones en el equilibrio dependiendo de si tenemos vacunacion (g # 0) o si no
la tenemos (g = 0) en nuestro modelo.
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5. Parametros y simulaciones

5.1 Parametros utilizados

En este apartado vamos a introducir los valores utilizados para los diferentes parametros
del modelo epidémico bajo estudio, sistema (4.1), incluyendo también sus condiciones
iniciales de subpoblaciones. Para ello nos hemos basado en la enfermedad de la malaria,
gue es una enfermedad transmitida por medio de los mosquitos a los seres humanos.

A continuacion se muestran los valores utilizados para cada parametro de nuestro
modelo epidémico junto con su respectiva justificacion hallada en la bibliografia. Los

parametros numéricos del modelo se dan en dias 1.

a) Los valores para las tasas de mortalidad de humano y vector utilizadas en nuestro
modelo son las siguientes:

e Tasa de mortalidad de humano (u) :
La esperanza de vida de una persona en Espafa en el aifio 2017 segun los
indicadores demograficos basicos que publica el INE (Instituto nacional de
estadistica) [25] era de 83,09 afios. Por lo tanto, vamos a hacer una aproximacion
de la esperanza de vida fijandola a 83 afnos.
Esto implica que la tasa de mortalidad por dia es igual al siguiente valor:

-1 330-10-5
K= 83365

e Tasa de mortalidad de vector (&) :

Existen mas de dos mil especies de mosquitos, pero en general, la esperanza de

vida de un mosquito se encuentra entre una semanay un mes.

Supondremos que su esperanza de vida media es de dos semanas, esto implica

el siguiente valor para la tasa de mortalidad por dia del vector:

1
£= —— =~ 7.14-1072
2-7

b) Tras consultar la bibliografia [26,27,28,29], se han fijado los siguientes valores para la
probabilidad de transmisién de humano infeccioso a vector no infeccioso (a) y para la
probabilidad de transmision de vector infeccioso a humano no infeccioso ().

a = 0.50
B = 0.50

Estos valores hacen alusidén, como ya se ha comentado anteriormente, a la enfermedad
infecciosa causada por la malaria. También se han hecho, en este trabajo, simulaciones
variando estos dos parametros con el objetivo de ver su incidencia en la transmisidon de
la enfermedad y asimismo poder tener un modelo representativo de otro tipo de
enfermedades causadas por los mosquitos, como por ejemplo el virus del dengue, cuyos
parametros son @ = f = 0.75 [30].
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c) En loreferente a la duracién del contacto, asumimos para nuestro modelo que es muy
corta, esto implica considerar los contactos como instantdneos. La intensidad del
contacto es proporcional a la densidad de las poblaciones involucradas en el sistema.

La cantidad de contactos per cdpita de los vectores sobre los humanos (b) varia en el
rango b € (0.2,0.8), seglin lo examinado en la bibliografia [11,28,31]. Se ha elegido el
siguiente valor para la tasa de contacto:

b =0.80

Para apreciar la incidencia de este parametro en la propagacion de la enfermedad, al
igual que se ha hecho con las diferentes probabilidades de transmision, se realizan
simulaciones variando su valor.

d) En cuanto a las tasas de mortalidad de humano infeccioso (d) [32] y recuperacion de
humano infeccioso (y), esta ultima varia en el rango y € (0.01,0.05), segun la
bibliografia estudiada [28,33,34]. Se han utilizado los siguientes valores:

d = 0.002
y = 0.05

e) La relacién entre el nimero de mosquitos y el nimero de humanos puede ser
variable, se ha tomado en nuestro modelo una relacién dos a uno de acuerdo con la
bibliografia [28,34,35].

Por lo tanto, se han elegido las siguientes condiciones iniciales para las subpoblaciones
de humanos S(0) = 100, 1(0) = 0y W(0) = 0. Esto implica que inicialmente toda la
poblacion de humanos es susceptible, es decir, no tenemos poblaciones de humanos
infecciosos o vacunados.

Para la poblacion de mosquitos, las condiciones iniciales elegidas son M(0) = 199 y
7(0) = 1. Estos valores nos muestran la existencia de un Unico vector infeccioso
inicialmente V(0) = 1, proponiendo la propagacién de la enfermedad a partir de la
llegada de un vector infeccioso a una poblacién libre de enfermedad, simbolizando asi
lairrupcion de la enfermedad en diferentes dreas debida a la migracion de los vectores.

f) En lo referente a las tasas de nacimiento no lineales, es decir, B(N) y F(T), se eligen
de acuerdo al modelo poblacional utilizado en el apartado 3.3 de este trabajo.

No obstante, para que los valores iniciales de B(N) y F(T) concuerden con las tasas de
nacimiento de mosquitos y humanos encontradas en la bibliografia [32,36] se siguen los
siguientes pasos.

Por un lado, la tasa de nacimiento de mosquitos estd comprendida en el rango
F(T) € (0.036,42.5) por mosquito por dia [36]. Para los humanos la tasa de fertilidad
en Espafia, segun los datos publicados por la OMS para el afo 2017, fue de 1.3 por
persona al afio [32].
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Con esto elegimos ¢, ¢5, a; y a, de forma que se cumplan las condiciones del modelo
poblacional y se aproximen inicialmente B(N) y F(T) a sus respectivas tasas de
nacimiento, consiguiendo con esto una evolucidon de las poblaciones realista.

¢, = 0.003 ; a, = 0.01

¢, =0537 ; a,=0.01

g) Por ultimo, los valores utilizados para el parametro de control g dependeran de la
simulacion que se esté realizando. En los casos en que no se tenga en cuenta la
vacunacion en el modelo, su valor sera g = 0.

Es importante destacar que su rango de valores es g € [0,1], esto es debido a que, si
observamos las ecuaciones del modelo (4.1), el valor g = 1 representa la vacunacién de
toda la subpoblacién de humanos susceptibles. Por lo tanto, no tiene sentido utilizar
valoresde g > 1.

Para mayor claridad se recogen, en la siguiente tabla (Tabla 1), los valores utilizados de
los parametros, que como ya se ha mencionado anteriormente se dan en dias ™2, y las
condiciones iniciales de nuestro modelo:

Notacion Descripcion Valor Referencia
S(0) Numero de humanos susceptibles 100 -
1(0) Numero de humanos infecciosos 0 -
M(0) Numero de vectores susceptibles 199 -

V' (0) Numero de vectores infecciosos 1 -
w(0) Numero de humanos vacunados 0 -
B(N)1 Tasa nacimiento humano 1.10-1073 [32]
F(T)* Tasa nacimiento vector 7.27 - 1072 [36]
U Tasa mortalidad humano 3.30-107° [25]
£ Tasa mortalidad vector 7.14 - 1072 [36]
a Prob. transmision humano infeccioso-vector sano 0.50 [26-29]
B Prob. transmision vector infeccioso-humano sano 0.50 [26-29]
y Prob. recuperaciéon humano 0.05 [28,33,34]
d Prob. mortalidad humano infeccioso 0.002 [32]
b Contactos per capita 0.80 [11,28,31]
g Vacunacidn Varia -

Tabla 1: Parametros y condiciones iniciales del modelo epidémico bajo estudio.

1Los valores de B(N)y F(T) representados en la tabla son los introducidos inicialmente
en el modelo. Estos iran variando en funcién de la evolucion de las subpoblaciones de

acuerdo con las ecuaciones (3.4) y (3.5).
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5.2. Simulaciones

Con el objetivo de obtener informacién relevante del modelo epidemiolégico bajo
estudio, se han realizado simulaciones mediante Scilab. Este software permite generar
tablas o graficas sobre la evolucién del modelo en el tiempo y hacer proyecciones del
numero de individuos de las diferentes subpoblaciones.

Para todas las graficas que se muestran en este trabajo, salvo que se especifique algin
cambio al respecto, se ha utilizado la guia de parametros y condiciones iniciales de Ia
Tabla 1 y se ha utilizado un vector de tiempos (t = 0:0.01: 100), esto implica 10*
iteraciones. Se ha elegido este nimero de iteraciones para poder apreciar mejor la
evolucion inicial de las poblaciones en las gréaficas obtenidas.

5.2.1. Evolucion de las poblaciones

En la siguiente grafica (Grafica 1) se han utilizado los valores de la Tabla 1 y se ha resuelto
el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo (4.1), sin tener en cuenta la
vacunacion, es decir, siendo g = 0.

Vector Host Populations
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Mumber of iterations
Grafica 1: Evolucidn de las diferentes subpoblaciones sin vacunacion.

Inicialmente se puede apreciar que tenemos tanto las poblaciones de vectores como de
humanos susceptibles, teniendo inicialmente un uUnico vector infeccioso. También se
observa un rdpido crecimiento de las subpoblaciones de humanos y vectores
infecciosos. Esto es razonable, ya que, si sustituimos los valores de los parametros
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utilizados en la ecuacion del numero basico de reproduccion (4.4) obtenemos un valor
para el mismo de R, = 19.74 > 1, lo que implica que a partir de un Unico caso
infeccioso se producira mas de un nuevo caso infeccioso.

Para observar los valores de las poblaciones en el equilibrio vamos a repetir la
simulacién pero con un niimero de iteraciones mayor (10°). El resultado obtenido se
muestra en la siguiente grafica (Grafica 2).
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Grafica 2: Evolucidn de las diferentes subpoblaciones sin vacunacion.

Como se puede observar a partir de la grafica 2, la evolucion del modelo llega a una
situacion endémica, teniendo en el equilibrio poblaciones de ambas especies infecciosas
y susceptibles. Esto concuerda con los resultados obtenidos tedricamente en el
apartado 4.2.2 de este trabajo, ya que, se alcanza un equilibrio positivo en las
poblaciones. Gracias a la simulacién, se puede advertir que las poblaciones son estables
en el equilibrio.

También se puede apreciar como la poblacidon de humanos en el equilibrio es bastante
baja, esto puede ser debido a que el valor utilizado para la tasa de nacimiento B(N) es
inferior a la tasa de mortalidad causada por la enfermedad d, provocando una
disminucién en la poblacion de humanos. Sin embargo, para las poblaciones de vectores,
estos parametros son del mismo orden, y se observa que el nimero total de vectores es
practicamente constante durante las iteraciones.

A continuacion, con los mismos valores para los parametros, vamos a realizar los
calculos pero afiadiendo la vacunacion al modelo. En concreto, vamos a utilizar una
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constante de vacunaciéon de g = 0.05, lo que equivale a vacunar al 5% de Ia
subpoblaciéon de humanos susceptibles en cada resolucion del sistema de ecuaciones
diferenciales.
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Grafica 3: Evolucidn de las diferentes subpoblaciones con una vacunacion del 5%.

Como se puede apreciar a partir de la grafica 3, al introducir una constante de
vacunacion en la poblacion de humanos susceptibles conseguimos que la poblacién de
humanos infecciosos se reduzca considerablemente. Si lo comparamos con los
resultados obtenidos de la grafica 1, cuyo pico de infecciéon de humanos se encuentra
en torno a 90 individuos, podemos observar que el pico de infeccién en la poblacién de
humanos se ha reducido a un valor alrededor de 50 individuos al introducir una
vacunacion del 5%.

En cuanto a las poblaciones de vectores, si comparamos las graficas 1 y 3, también se
observa una disminucidn en el maximo valor de vectores infecciosos, tal como era de
esperar al utilizar una vacunacién en el modelo.

Cabe recordar que la funcién de vacunacién empleada depende directamente de la
poblacion de humanos susceptibles (apartado 3.2 de este trabajo), de modo que
inicialmente se puede apreciar como disminuye rapidamente la poblacion de humanos
susceptibles S y aumenta la de humanos vacunados W, en concordancia con las
ecuaciones de nuestro modelo (4.1).

Para poder observar los puntos de equilibrio en las poblaciones con vacunacion, al igual
gue habiamos hecho anteriormente, repetimos la misma simulacion pero con un mayor
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nimero de iteraciones (10°). También se pondrén los datos de |a gréfica 2 enla siguiente
grafica (Grafica 4) para comparar las poblaciones en los equilibrios con y sin vacunacién.
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Grafica 4: Evolucidn de las diferentes subpoblaciones con una vacunacion del 5% (linea
continua) y sin vacunacion (linea discontinua).

Si sustituimos los parametros utilizados en la ecuacién para R, (4.4) con una vacunacion
del 5% obtenemos un valor Ry = 1.60 > 1. Por lo tanto, finalmente tendremos un
estado endémico con poblaciones de humanos y de vectores infecciosas, que es
justamente lo que se observa en los datos de la grafica 4 (lineas continuas).

En la grafica 4 no se han puesto los datos para la poblacién de humanos vacunados con
el objetivo de poder apreciar mas claramente los resultados obtenidos con la grafica 2
(puntos de equilibrio sin vacunacion) para las poblaciones de susceptibles e infecciosos.
Esto se debe a que la poblacidon de vacunados, atendiendo a su ecuacion diferencial (4.1)
presenta en el equilibrio un valor elevado, ya que nuestro modelo tiene una tasa de
mortalidad u muy baja (Tabla 1) en comparacién con el valor de g y de la poblacién de
humanos susceptibles en el equilibrio.

A partir de la grafica 4, viendo las poblaciones obtenidas en el equilibrio, llegamos a la
conclusién de que al afiadir al modelo una vacunacion del 5% se consigue que el nimero
de humanos infecciosos se reduzca notablemente. Ademas, se puede apreciar que se
consigue que la poblacién mayoritaria de vectores en el equilibrio sea la de susceptibles,
hecho que no se producia al no tener vacunacién en el modelo.

32



5.2.2. Efecto de la vacunacion aplicada en las poblaciones

En las siguientes graficas (Graficas 5, 6 y 7) se representa la evolucion de la poblacion de
humanos en funcién de la vacunacién aplicada, es decir, el tanto por ciento de la
subpoblaciéon de humanos susceptibles vacunada y su correspondiente efecto en las

poblaciones de humanos infecciosos, susceptibles y vacunados.

Grafica 5: Evolucién de la poblacidon de humanos susceptibles en funcion de la vacunacion.

Mumber of infected

Grafica 6: Evolucion de la poblacion de humanos infecciosos en funcidn de la vacunacion.
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En la grafica 5, se puede observar como a medida que aumenta la vacunacién aplicada,
mas rapidamente disminuyen las poblaciones de humanos susceptibles, siendo menor
essuvalor en el equilibrio. Esto es razonable, ya que, una mayor vacunacién implica una
disminucién mas pronunciada de la poblacién de susceptibles.

A partir de la grafica 6, se aprecia como a una mayor constante de vacunacién se
produce un menor pico en el nimero de humanos infecciosos. Esto era lo esperable,
debido a la forma de la ecuacidn diferencial para los humanos infecciosos de nuestro
modelo (4.1) y al hecho de que las poblaciones de susceptibles, como se ha mencionado
anteriormente, tienden a valores menores mas rapido, no permitiendo que se infecte
una gran parte de la poblacion de humanos.
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Grafica 7: Evolucion de la poblacién de humanos vacunados en funcién de la vacunacién.

En la grafica 7 se observa cédmo crece mas rapido la poblacién de humanos vacunados
en funcién del valor de la vacunacion aplicada, es decir, en funcion del parametro de
control g aplicado. Esto es evidente debido al término gS$ de la ecuacion diferencial de
humanos vacunados (4.1), indicando que un valor mayor de g implica un mayor nimero
de vacunados.

Para obtener una mayor claridad de la evolucién de todas las subpoblaciones del modelo
en funcion del parametro de control (g) utilizado, se representa en la grafica 8 el
resultado de las poblaciones obtenido tras finalizar el correspondiente numero de
iteraciones (10%).
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Grafica 8: Resultado de las subpoblaciones en funcién de la vacunacién aplicada.

A partir de la grafica 8, y teniendo en cuenta las ecuaciones de nuestro modelo (4.1),
podemos sacar las siguientes conclusiones.

En cuanto a la poblacién de humanos: a medida que aumenta la vacunacion aplicada
disminuye la poblacién de infecciosos I y crece la poblacion de vacunados W.

Esto concuerda con lo que era de esperar del modelo, ya que a mayor pardmetro de
control de vacunacion (g) mas rapido decrece la poblacion de susceptibles S, debido a
que en su ecuacion S’ tiene el término —gS. Esto implica un crecimiento mas lento de
la poblacion de infecciosos I al tener en su ecuacion el término bV (S 1), siendo S
menor.

S

WT}:»Il

gr= {
En cuanto a la poblacién de vectores: a medida que aumenta g, mas lentamente crece
la poblacién de infecciosos, tal y como se observa en la grafica 8, donde tenemos que
practicamente toda la poblacidn de vectores es susceptible para valores del porcentaje
de vacunacion superiores al 20% (g = 0.2).

Esto es razonable, ya que, como se ha demostrado en el punto anterior la poblacién de
humanos infecciosos crece mds lentamente a medida que aumenta g. Teniendo en
cuenta que la ecuacion diferencial para los vectores susceptibles del sistema (4.1)
contiene el término —ba(I )M, siendo I menor, se concluye por tanto, que la poblacién
inicial de vectores susceptibles disminuye mas lentamente para valores de g crecientes.
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Como se ha podido observar, a valores mas altos de vacunacion veriamos poblaciones
de mosquitos sanos cada vez mayores, ya que la transmision de la infeccion entre los
vectores serd mas lenta. Esto es debido a que la poblacién de humanos es rapidamente
vacunada y no se genera un gran nimero de humanos infecciosos.

No obstante, estos valores de vacunacién no son razonables ya que supondrian vacunar
a un gran porcentaje de la poblaciéon de humanos, con su correspondiente dificultad de
realizacion y elevado coste econdmico.

5.2.3. Efecto de los parametros b, B y « en las poblaciones

El aspecto mds importante en la transmisién de la infeccidn es el numero de contactos
por unidad de tiempo (b) que se producen en el sistema bajo estudio. Si volvemos a la
ecuacion obtenida para el numero basico de reproduccion (4.4), vemos que b es el
término mas influyente ya que estd como b2. También son importantes las
probabilidades de transmision de la enfermedad entre humano y vector (a y ).

Es por esto que, en la siguiente grafica (Grafica 9), se recogen las diferentes poblaciones
resultantes al finalizar el nimero de iteraciones (10%) en funcién de los diferentes
valores del pardmetro b. También se realiza lo mismo en la grafica 10, pero afiadiendo
una vacunacion en la poblaciédn de humanos susceptibles del 5% (g = 0.05).
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Grafica 9: Resultado de las subpoblaciones en funcién del parametro b sin vacunacion.

A partir de la grafica 9, se observa que para valores del nimero de contactos per capita
b < 0.1 no se produce transmisiéon de la enfermedad después de 10* iteraciones. No
obstante, este resultado no es veridico, ya que presenta un valor de Ry > 1, si
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siguiéramos iterando se apreciaria que realmente si se infectan las poblaciones. El
objetivo buscado de la grafica 9 es apreciar el efecto de la tasa de contacto b en las
diferentes poblaciones y en la transmision de la enfermedad.
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Grafica 10: Resultado de las poblaciones en funcién del parametro b con una vacunacion del
5% (g = 0.05) de la poblacién de humanos susceptibles.

Comparando las graficas 9 y 10, podemos observar como al anadir vacunacién al
sistema, se necesita una cantidad de contactos per capita mayor para empezar a infectar
a las poblaciones (b > 0.2). Esto implica que la vacunacién produce un efecto de
contencidn de la infeccidn bastante eficaz, aunque, si siguiéramos iterando finalmente
se produciria transmisién de la enfermedad al ser Ry > 1.

Por ejemplo, si nos fijamos en ambas graficas en los resultados obtenidos para b = 0.5,
se observa que al tener vacunacién (grafica 10) la poblacién de vectores susceptibles es
mayor que la de infecciosos, mientras que al no tener vacunacion (Grafica 9) predomina
la poblacién de vectores infecciosos.

En la grafica 10, la poblacién de humanos inmunes observada concuerda con lo que era
de esperar, ya que, un mayor valor de b implica un mayor valor de R, y por tanto, la
poblacion de humanos infecciosos crece mas rapido produciendo menores nimeros de
humanos vacunados.

En las siguientes graficas (Graficas 11y 12), se recogen los resultados de las diferentes
poblaciones al variar Unicamente una de las dos probabilidades de transmisién (a o (),
teniendo 0 no una vacunacién constante del 5% al realizar 10 iteraciones.
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vacunacién (g = 0).
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Grafica 12: Resultado de las subpoblaciones en funcidn de « (izquierda) y B (derecha) con una
vacunacion del 5% (g = 0.05).

En la grafica 11 de la izquierda, poblaciones en funcién de «a sin vacunacién, podemos
apreciar laimportancia de la probabilidad de transmisiéon de humano infeccioso a vector
susceptible proveniente de las ecuaciones diferenciales para los vectores M’ y V' del
sistema (4.1). Podemos observar como, para valores pequeios de a, hay una mayor
dificultad de infeccion de los mosquitos. Esto es debido a que el término balM es
pequefio y por tanto la poblacién de vectores infecciosos crece mds lentamente.

El mismo planteamiento se puede seguir con la grafica 11 de la derecha, poblaciones en
funcién de [ sin vacunacién, teniendo en cuenta que [ afecta a las ecuaciones
diferenciales de humanos S’ y I’ del sistema (4.1). Como era de esperar, para valores
pequefios de [ la poblacion humana tarda mas tiempo en infectarse.

Comparando las graficas 11y 12 de laizquierda, en funcion del pardmetro a, se concluye
gue la vacunacién no impide el proceso de infeccion de los vectores, pero si hace que
éste sea mas lento. Un proceso similar se aprecia si comparamos las graficas 11y 12 de
la derecha, en este caso para la poblacidn de humanos en funcién del parametro f5.

Por lo tanto, aumentar b, 8 y/o « implica aumentar el nimero bdsico de reproduccién.
Este hecho implica aumentar el niUmero de las poblaciones, tanto de humanos como de
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vectores infecciosos, en el punto de equilibrio endémico. Ademas, dicho equilibrio
endémico se alcanzaria antes ya que la infeccidon se transmitiria mds rapido entre las
diferentes poblaciones.

5.2.4. Equilibrio libre de enfermedad

El objetivo de este apartado es variar los parametros y las C.I. de la Tabla 1 de forma que
se cumpla que Ry < 1, y por tanto, segun lo visto en el apartado 4.2.1 de este trabajo,
se alcance un equilibrio estable libre de enfermedad.

Utilizamos los siguientes parametros b = 0.2, § = a = 0.1 y g = 0.05, consiguiendo
Ry = 0.08 < 1. Ademas, con el objetivo de que se aprecie como se anulan las
poblaciones de infecciosos, se modifican las condiciones iniciales de las poblaciones de
modo que tengamos igual niumero de individuos infecciosos y susceptibles, es decir,
inicialmente tenemos que S(0) = 1(0) = 50, W(0) = 0y M(0) = V(0) = 100.

En la siguiente grafica (Grafica 13) se muestra la evolucidon de las poblaciones con una
vacunacion del 5% (g = 0.05).
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Grafica 13: Evolucidn de las poblaciones con una vacunacion del 5% (g = 0.05).

En la grafica 13, como era de esperar al ser Ry < 1, se aprecia como las poblaciones de
infecciosos decrecen rapidamente hasta anularse, quedando en el equilibrio
Unicamente poblaciones de susceptibles y humanos vacunados, esto se debe a que un
individuo infeccioso sera sustituido por menos de un nuevo caso infeccioso.

Estos resultados experimentales concuerdan con el equilibrio estable P; calculado
analiticamente para valores Ry < 1 del apartado 4.2.1 de este trabajo.
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6. Conclusionesy perspectivas de extension del
trabajo

Se ha estudiado un modelo epidémico deterministico que permite representar la
dinamica de transmisién de enfermedades infecciosas entre dos especies, en concreto,
se ha analizado la relacion entre las poblaciones de humanos y de vectores frente a la
enfermedad de la malaria.

Nos hemos familiarizado con los parametros utilizados en nuestro modelo epidémico,
entendiendo los términos que forman parte de cada una de las ecuaciones diferenciales
de nuestro sistema. Asimismo, se han comprendido las relaciones existentes entre las
diferentes subpoblaciones.

Con el objetivo de representar mas fielmente la realidad, se ha utilizado una tasa de
nacimiento no lineal para las poblaciones [23], evitando asi que se produzca un
crecimiento incontrolado de las mismas. También se ha incorporado al modelo una
funcidén de vacunacién dependiente de la poblacidn de humanos susceptibles.

Siguiendo la notacién de Driessche y Watmough [18], se ha calculado el nimero basico
de reproducciéon R, de nuestro modelo, demostrando que depende de la vacunacion
empleada, siendo menor su valor cuanto mayor sea el parametro de control g utilizado.
Este hecho permite eliminar asintéticamente la infeccidn con mayores tasas toleradas
de virulencia de la infeccion si se vacuna que si no se hace.

A partir de los calculos realizados en el apartado 4.2.1. (Puntos de equilibrio libres de
enfermedad), llegamos a la conclusidn de que se si se utilizan tasas de mortalidad tanto
de vector como de humano mayores que sus respectivas tasas de natalidad se alcanza
un equilibrio estable en el que desaparecen las poblaciones. En este apartado también
se ha demostrado analiticamente que se alcanzara un equilibrio libre de enfermedad
siempreycuando Ry < 1,y que éste serd asintéticamente estable. Esto ultimo también
se ha contrastado experimentalmente.

Para valores de R, > 1, se ha comprobado que existe un equilibrio positivo ya que un
Unico individuo infeccioso serd reemplazado por mds de un nuevo caso infeccioso.
Ademas, mediante las simulaciones se ha demostrado que este equilibrio existe y es
estable, presentando valores de poblaciones infecciosas y susceptibles en el equilibrio.

A partir de las graficas obtenidas, se llega a la conclusién de que la vacunacion
representa una herramienta muy eficaz de contencidon de la enfermedad, ya que
disminuye el nimero de humanos infecciosos dificultando con ello la propagacién de la
enfermedad tanto en la poblacidon de vectores como en la de humanos.

En ausencia de vacunacidn se ha comprobado, a raiz de la formula para R, y de las
simulaciones obtenidas, que una manera viable de ralentizar la propagacion de la
enfermedad en ambas poblaciones seria disminuir la tasa de contacto b, o en su defecto
disminuir las probabilidades de transmision de la enfermedad a y 5. Ademas, al mismo
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tiempo, se conseguiria reducir también el nimero de humanos y vectores susceptibles
en el equilibrio endémico.

Nuestro modelo epidémico tolera una gran variedad de modificaciones, posibilitando
de esta manera profundizar mas en los diferentes factores que influyen en la
transmision de la enfermedad. Por mencionar algunos futuros trabajos, se podria tener
en cuenta la edad de los humanos frente a la resistencia a ser infectados o la
estacionalidad en el crecimiento de las poblaciones de vectores.

Seria muy interesante realizar una modificacion extra a nuestro modelo permitiendo la
reincorporacién de humanos vacunados a la poblacion de humanos susceptibles, es
decir, dotar a la poblacién vacunada de una inmunidad temporal, pasada la cual, sus
individuos volverian a ser susceptibles a la infeccién.

También se podria utilizar una vacunacién impulsiva, es decir, que sélo se aplicara en
caso de alcanzarse un numero determinado en la poblacién de humanos infecciosos. Su
implementacion en nuestro modelo seria utilizar grandes esfuerzos de vacunacién en
periodos muy cortos de tiempo.

De esta forma tendriamos un modelo que representaria el efecto real de una vacuna en
un individuo, reflejando una posible infeccién posterior a ser vacunado o una medida de
control bajo unas condiciones determinadas.
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