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RESUMEN. Con la ayuda de un diagrama y aplicando la férmula del agrimensor, los matematicos de la Antigua Babi-
lonia descubrieron un método sencillo y elegante de bisecar figuras trapezoidales. En este trabajo intenta-
remos demostrar, unicamente como conjetura, que en el “Problema de los Seis hermanos” - Tablilla AO
17264 - se pudo haber manejado este mismo procedimiento, aunque ampliado y generalizado.

Descriptores: Matematica babilénica, Tablilla AO 17264, Problema de los seis hermanos, Tablilla YBC 4675, Geome-
trfa Antigua, Particién de trapecios, Trapecios bisecados.

ABSTRACT. The Mathematicians of the Old Babylonian Period, with the aid of a diagram and applying the surveyor formula, discov-
ered a simple and smart method to bisect trapezoidal fignres. In this paper, we will try to demonstrate, only as a conjecture,
that in the Problem of Six Brothers, Tablet AO 17264, it could be used the same procedure, although extended and general-
ized.

Keywords: Babylonian Mathematics, Tablet AO 17264, Problem of the Six Brothers, Tablet YBC 4675, Ancient Geometry, Trape-
zoidal Partition, Bisectable Trapezia.

Introduccion

El problema de Los seis hermanos es uno de los mas bellos y enigmaticos de la geometria
babilénica; segiin Neugebauer, procede de Uruk (Warka) y seguramente debié com-
ponerse en el Perfodo casita, hacia mediados del segundo milenio antes de nuestra era.
Este problema plantea el modo de repartir un campo trapezoidal entre seis hermanos,
sin especificar en qué proporcion ni bajo qué reglas o normas ha a realizarse ese repat-
to; solo exige que a los hermanos de la misma edad ! les corresponda una parte equi-
valente de terreno. El misterio de la Tablilla AO 17264 reside precisamente en lo in-
comprensible de sus dos primeras férmulas, con las que el escriba pretende hallar las
dos primeras lineas transversales que seccionan en tres partes distintas ese trapecio.
Mientras las restantes lineas, las que fraccionan por la mitad cada una de esas partes, se
hallan aplicando una sencilla férmula cuyo origen desconocemos 2.

En este trabajo, analizaremos primero el método de bisecar trapecios, tal como se
desprende de la lectura de YBC 4675. Después, veremos que su generalizacién nos fa-
cilita el modo de hallar las lineas que describen pattes proporcionales en figuras trape-

1 Se trata de tres parejas de hermanos gemelos.
_a?+b?
2

2t2

@ Theoria 52: 45-67, 2005.
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zoidales y cuadrangulares. Y por dltimo, analizaremos la Tablilla AO 17264 bajo dos
aspectos diferentes: 1) Segun los principios de la geometria euclidea. 2) Desde lo que
imaginamos serfa la perspectiva de un matematico de la Antigua Babilonia.

Debemos advertir que este método se ajusta a dos condiciones previas:

*  Aplicacion de la férmula del agrimensor

* Conversion de la figura inicial en un trapecio rectangular, o quiza en otro
isosceles, segin son denominados hoy en dia

Obviamente, la segunda se sigue de la primera, y ambas practicas se detectan en los
textos mencionados. Como la medida de las lineas transversales no depende de la alti-
tud del trapecio, sino de las anchuras del mismo, la resolucién de los problemas que
veremos aqui es indiferente al calculo de la altura en funcién de la regla pitagérica; por
tanto, elude la problematica acerca de si se disponia o no de ese enunciado al compo-
ner dichos ejercicios 3. Asi, aunque el uso de la férmula del agrimensor introduce un
error considerable en la estimacién de las areas, esto no influye en la longitud de las
transversales.

Si manejamos aqui un lenguaje formalizado, tan lejano al descrito en las tablillas de
arcilla, es con el propésito de mostrar como los matematicos babilonios de los Petio-
dos Antiguo y Medio supieron imaginar y construir métodos, progresivamente mas
complejos, para resolver cuestiones geométricas, no siempre adscritas a la actividad
cotidiana, llegando a alcanzar soluciones tan abstractas y hermosas que sélo una ins-
peccion rapida y superficial del texto podtia ocultar. Por esta razén, he preferido susti-
tuir los datos concretos de cada ejercicio por letras, y las operaciones por expresiones
algebraicas, aunque no se ha prescindido de los calculos aritméticos.

Por otra parte, los ejercicios que vamos a revisar han sido analizados y estudiados
cuidadosamente por eminentes especialistas y ninguno de aquellos parece suscitar
substanciales dudas acerca de su traduccién y significado. Debido a ello, tomo como
buenas las transliteraciones y traducciones citadas en este trabajo, pues no pretendo
discutir cuestiones de caracter filologico, sino mostrar la manera en que pudo haber
sido resuelto un problema geométrico. En consecuencia, dejo a los asiriélogos que
juzguen si lo presentado aqui concuerda con sus deducciones.

3 Peter Damerow expresa sus dudas respecto al posible conocimiento de la regla pitagorica a la hora de
calcular la altura de los trapecios (Damerow 2001). Sin embargo, se conocia la manera de componer
triples pitagdricos, como en Plimptom 322 (Neugebauer MCT, pp. 37-42; Robson 2001 y 2002) y, en
ocasiones, se resolvieron ejercicios aplicando esta férmula (Hoyrup 1990 y 2002 a, pp. 254-277).
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1. Método YBC 4675

El que vamos a llamar desde ahora Método YBC 4675, viene esbozado en esta misma
tablilla 4, aunque no de un modo explicito. Pero siguiendo paso a paso las instruccio-
nes del escriba lo obtendremos facilmente 5.

Utilizaremos la notaciéon propuesta por Otto Neugebauer, quien separa las diversas
potencias de sesenta mediante comas, y utiliza el punto y coma para diferenciar las
cantidades enteras de las fraccionarias ©:

X,],%;W,ﬂ(éo xx-60°+ y-60+z+m-60" +n-6072(10

El texto pide hallar la longitud de la linea que divide una figura o campo cuadran-
gular en dos pattes equivalentes y muestra una figura como la siguiente:

5,10
17

4,50

Figura 1

Luego, requiere la medida de cada uno de los segmentos laterales, de los cuales no
n0s ocuparemos en este trabajo.

Como veremos después, esta figura serd manejada como si se tratara de un trapecio
rectangular (fig. 2) al que llamamos S, que conserva las mismas anchuras pero cuya al-
titud es igual al promedio de las longitudes. Esto no es extrafio en la geometria que es-
tudiamos, la cual aplica la férmula del agrimensor a las superficies cuadrangulares y

4 Neugebauer (MCT, pp. 44-48). Bruins (1952, p. 16); Caveing (1993, pp. 147-148); Brack-Bernsen &
Schmidt (1990, p. 3.); Van der Waerden (1983).

5> Jens Hoyrup ha explicado geométricamente el significado de esta tablilla (1985, pp.105. 24-44 y 2002a,
pp. 244-249). Nosotros asumimos plenamente la perspectiva con la que él analiza esta matematica,
paralela a la ya clasica interpretacion algebraica de Neugebauer y Thureau-Dangin.

¢ Thureau-Dangin utiliza una notacién distinta, basada en grados, minutos y segundos. El sistema de nu-
meracion en este periodo era ya posicional, aunque en las tablillas no se hacfa distincién entre las di-
versas potencias de 60; de ahi la dificultad de identificar los nimeros y distinguir los enteros de las
fracciones. Se utilizaban sélo dos signos para expresar los numeros: uno para las decenas y otro para
las unidades y las potencias de 60; tampoco se conocia el cero. Ver Sarton (1980), Neugebauer (1969)
y Nissen, Damerow & Englund (1993).
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trapezoidales 7: las areas de éstas son el resultado de multiplicar las medias aritméticas

de los lados opuestos:
. (5,1o+4,50j_(7 + 17) 100
2 2

510+ 4,50 13
2

17

Figura 2

En realidad, como en tantos otros casos, la figura 1 representada en la tablilla no
obedece a las medidas propuestas por el escriba, lo cual no impedird comprender el
argumento desarrollado. Los antiguos babilonios no efectuaban divisiones; es decir,
para calcular un cociente, multiplicaban por la cantidad inversa; aqui, cuando se trata

. . . . L. 1 10 | -
de invertir una cantidad, #, preferimos escribir —, en lugar de — 6 n.
Lectura de la tablilla: ¢ Cara anversa:

1. If a surface, length length holds, the first length 5,10, the second length 4,50,
Sum-ma a.8a us us i.guy us.l.e 5.10 us.2.e 4.50

2. the upper width 17, the lower width 7, its surface 2 bur.
sag an.ta 77 sag ki.ta 7 a.$a.bi 2(bur)ikv

3. 1 bur each, the surface I have divided into two, the middle crossbeam corresponding — to
what?

1(bur)ke ta.am a.8a%” a-na Si-na a->3n-ik-nz, ta-al-li gda-ab-lu-ii ki ma-gi

7 Ver, pot ejemplo, YBC 7290 (Neugebauer MCT, p. 44).

8Traduccién y transliteracién de Hoyrup (2002a, pp. 245-246). Las silabas escritas en cursiva pertenecen a
la lengua acadia; las otras son logogramas de origen sumerio.
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4. The longer length and the sorter length corresponding to what may 1 posit
us gid.da # us lugtd.da ki ma-si lu-us-ku-un-ma
5. in order that 1 bar be bordering? And to the second bur
1(bur)ke fu-if sa-ni-iq it a-na 1(bur)* sa-ni-im
6. corresponding to what the longer length and the sorter length may I posit
ki ma-gi u$ gid.da 7 ki ma-gi us lagad.da lu-us-ku-un-ma
7. in order that 1 bur be bordering? The complete lengths,
1(but)ke fu-si-sa-ni-iq us.ha ga-me-ru-i-tim
8. both, you accumnlate, [thelir moiety you break:
ki-la-a-al-le-e-en ta-ka-mar-ma ba-a-|$i-n|a te-he-pe-e-ma
9. 5,0 comes up for you. 1g1 5,0 which came up for you you detach:
5 i-il-li-a-kum igl Sa I-li-a-kum f\a-pa-ta-ar-ma
10. (as) to the upper width which 10 over the lower width goes beyond,
a-na sag an-na $a 10 e-li sag ki.ta i~te-ru

11. 20 10 the overgoing you raise: 2,0 it gives you. {;Raise t0 1,0,0, the complete  surface, 2,0 it
gives you?)

a-na 10 wa-at-ri-im ta-na-as-Si-ma 2 I-na-an-di-kum <. . >
12. You tourn around. 17, the upper width, you matke hold:
ta-as-sa-ha-ar 17 sag an.na tu-us-ta-ak-ka-al-ma
13. 4,49 comes up for youn. From inside 4,49,
4.49 i-il-li-a-fum I-na li-ib-bi 4.49
14. 2,0 tear out: 2,49 the re[st.
2 ta-ha-ar-ra-as-ma 2.49 a-he-er-|flum
15. Its equalside you take:

ib.sis-su te-le-gé-e-ma
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16. 73, the middle crossbeam, comes up for you.
13 ta-al-lam qddb-li-a-am Sa i-li-a-|kum)|
Sea:
L, la primera longitud: 5,10
4, la segunda longitud: 4,50
B, es la anchura superior: 17
b, 1a anchura inferior: 7
S, es la superficie falsa de la figura

Las instrucciones del escriba sugieren las siguientes operaciones (expresadas simboli-
camente):
L+/

7-8. Hallar el promedio de las longitudes:

1
(L+7)/2

9. Invertir esa cantidad:

(B-)

1
9-11. Multiplicar el resultado por la diferencia de las anchuras: —————-
(L+7)/2

12-13. Calcular el cuadrado de B

(B-4)

13-14. Sustraer de este cuadrado la anterior cantidad: B> — ———-
(L+7)/2

15-16. Resultado final (egualside o lado del cuadrado):

2_—1 . —_ .
d—\/B 02 (B-b)-S m
,  B-b

Obien, 4*=B*——r—
(L+7)/2

[1]

En el texto, no se incluye la cantidad 5, porque ésta mide 1,0,0 SAR; es decir, 1 pa-
ra el escriba ?, aunque la unidad métrica mencionada es el bur. En la linea 2 se especi-
fica que S = 2 bur, esto es: (30,0 + 30,0) SAR = 1,0,0 SAR. En el ¢jercicio AO 17264
también comprobaremos que el escriba omite multiplicar por 1,0 (60 en base decimal).

A las expresiones algebraicas obtenidas tras reunir todas las operaciones aritméticas
indicadas en la tablilla las vamos a llamar férmulas, para destacar su caracter general;
realizando una lectura geométrica de las mismas, en su conjunto, comprenderemos su

9 Ver Neugebauer (MCT, p. 47). El SAR es una medida de superficie y equivale a 1 GAR x 1 GAR; un
bur equivale a 30,0 SAR. El GAR media alrededor de 6 metros. Todas estas unidades métricas son
de origen sumerio (MCT, pp. 4 -10).



Estudio geométrico de AO 17264 51

significado. La ecuacion [I] parece incomprensible si observamos la figura 1; pero en
el diagrama que mostramos a continuacion descubrimos su sentido 1°:

Construimos un cuadrado de lado igual a la anchura superior, B; en él, inscribimos
otro cuadrado menor de lado 4, y después, trazamos la linea 4 tal que divida al trape-
cio X, de bases By b, en superficies equivalentes.

h

B

Diagrama I

En este diagrama observamos que el cuadrado de 4 es igual al cuadrado de B me-
nos la seccién compuesta por los dos trapecios rectangulares de bases 4y B. Pero co-
mo ambos son iguales y cada uno de ellos equivale a la superficie del trapecio (4, d),
podemos afirmar que el cuadrado de & es lo mismo que la diferencia entre el cuadrado
de B menos el trapecio de bases B y 4, y que hemos llamado 2 . La expresion [I] a la
que llega el esctiba, determinada por la falsa supetficie de la figura dada, S, sugiere,
como Jens Hoyrup ha sefialado, que aquel prefiere mostrar su férmula en relacion a la
figura inicial mediante la aplicacién de un proceso de reduccién o aumento de la mis-
ma. Este factor de conversion se define por el cociente de las respectivas altitudes de

B—b
(L+7)/2

Comprobamos ahora los calculos que aparecen en la tablilla:

los trapecios S yX:

d= \/5,102 —m-(s,m—zt,so)q,o,o =13
+

El paso de la figura original a X se justifica si comprendemos que los babilonios
deseaban expresar la magnitud del primer trapecio en funcién del producto de los

10 Hoyrup (1985, pp. 105.31 y 2002a, p. 247).
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promedios de los lados opuestos; este escollo queda salvado porque las proporciones
numéricas se mantienen siempre.

Se han elaborado numerosas e interesantes interpretaciones acerca de este proble-
ma ! sin embargo, ninguna de ellas se adapta tanto como la que acabamos de explicar
(idéntica a la de Hoyrup) a las indicaciones del escriba. Por tanto, creo suficientemente
demostrado que el método desarrollado mediante el diagrama I fue conocido y utiliza-
do por los antiguos gedémetras babilonios para bisecar figuras cuadrangulares y trape-
cios 1% aunque esto no impide que, en otras ocasiones, recurrieran a diagramas como
el de los cuadrados concéntricos mencionado también por Heyrup 3. No obstante, a
mi modo de ver, el método YBC 4675 es el mas sencillo y directo de bisecar trapecios,
como veremos después en AO 17264.

De la térmula [I] a la bien conocida expresioén 14

_B*+)°
2

d* (L]

pasamos algebraicamente sin ninguna dificultad:

~ g B0 _B4b”
L-//2 2 2 2 2

Aunque los agrimensores y matematicos mesopotamicos debieron alcanzarla, obvia-
mente, de un modo practico; no sabemos si a partir del diagrama I 6 mediante la cons-
truccién de dos cuadrados concéntricos de lados, respectivamente, B y 4. Si compara-
mos ambas férmulas [I] y [1I], observamos que la segunda es mas sintética y universal
que la primera, pues solamente precisa conocer dos longitudes o anchuras (podemos
girar la figura) para determinar la transversal buscada. Todo esto nos induce a pensar
que la expresion [I] es conceptualmente anterior a la [I1].

2. Aplicaciones y generalizaciones

El diagrama I nos facilita el calculo de las lineas transversales que bisecan trapecios,
pues su medida no depende del error cometido al utilizar la regla del agrimensor. El
ejercicio anterior ordenaba fragmentar la figura original en dos partes equivalentes; sin
embargo, ¢servirfa este mismo método para trabajar con otras proporciones diferentes

"Neugebauer (MCT, p. 47); Bruins (1952, p. 16); Sanchez Pérez (1945, p. 22); Caveing (1993, pp. 147-
148); Brack-Bernsen & Schmidt (1990, p. 3); Van der Waerden (1983).

12 Este método se utilizé en TMS XXVI y TMS XXIII, ademas de otros muchos ejetcicios (Mutoi 2001;
Hoyrup 2003; Yuste 2003 y 2004). En opinién de Hoyrup, sus otigenes se remontan a las antiguas
practicas de agrimensura (1990).

13 Hoyrup (2001, p. 97 y 2002a, p. 237).
14 Esta es la igualdad que propone Neugebauer en su lectura de la tablilla (MCT, p. 47).
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a la anterior? Es decir, ¢podriamos aplicar el diagrama I para determinar la linea trans-
. , m.  n—m

versal que corta la superficie dada en secciones —§' y

n n

S ? Creemos que si.

I) Expresado algebraicamente, podemos afirmar que si la linea 4 divide el trapecio § (o

n—m

. m
cualquier otra figura cuadrangular) en partes S, =—§ y S, = S, la construc-
n

ci6n del diagrama II nos proporciona la solucion:

b
b
d
B )
i 1
d
2z,
B
Diagrama I1
Aqui,leﬂ.z‘ y Zzzﬂ.”_mj
L+//2 »n L+//2 =n
Por tanto, 4> = B® 223
7
B+ B-—
Siendo Ez—b-(B—b) :—b
2 L+//2

Es decir,

4> =B’ —2%-%-(3—@)
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4% = B2 _Z'(Bz_bz)

n

Obteniendo la expresion general:

iy LA 2]

n n

d* =

Pero aun no sabemos si en aquella época se logré este enunciado, el cual supone una
generalizacion de la ya mencionada férmula [I1].

II) También podtiamos calcular las lineas que cortan un campo o figura trapezoidal
disponiendo de la proporciéon en la que vamos a dividir el promedio de las anchu-
L+/

ras, , 0 magnitud denominada altitud del trapecio rectangular.

Llamando a cada uno de los segmentos de esa altitud:

_” L+/_ /y—ﬁ-L—i_/' ) :i.L+/.

h . ; = ; ; etc.,
Yo 2 > 2 S 2
las longitudes correspondientes en el trapecio X seran
h. — B—b - _ B-b . _ B-b .
Y2 (L2 7 0 (L+)/2

Todo esto lo comprobamos en el diagrama I1I:

b
b
hs i
h, a i
[}
d N h
h, g
i
i

B

Diagrama I11
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A partir del cual, conseguimos facilmente las longitudes d; y dz:
d,=B-h,
dy =d; —h,

Pero, insisto, esto es solamente un avance de lo que se lograrfa aplicando el método
YBC 4675, pues nada indica #odavia que los antiguos matematicos babilonios maneja-
ran los diagramas II y II1.
Continuando con nuestro anacrénico lenguaje algebraico, deducimos una férmula
general muy parecida a la que habiamos numerado [2]:
n—m m

d= B+ [3]

n n

Porque si

=Z.L+/. B—b —Z-(B—b)

h _
w2 (L+)/2

d =B-Z.(B-p)=""Lp+ 2y
n n n

Légicamente, los matematicos babilonios no disponfan de un aparato algebraico
semejante; sin embargo, si fueron capaces de concebir y utilizar el diagrama I, ¢por

qué no iban a hacer otro tanto con el I y el III? Esto lo comprobaremos en el analisis
de AO 7264.

3. Tablilla AO 17264

Una vez expuesta la posibilidad de que ese método fuera desarrollado y ampliado, in-
vestigaremos si el ejercicio propuesto en AO 17264 lo aplica de alguna manera o hace
alusion al mismo. Tomaremos la traduccion de Thureau-Dangin 5, la cual no discrepa
demasiado respecto de la versiéon de Neugebauer 16, El texto plantea, como sabemos,
un reparto de tierras, pero sin referirse en ninglin momento a c6mo ni en qué propos-
cion ha de realizarse la particion 17:

15 Thureau-Dangin (TMB, pp. 74-76 y Revue d’Assyriologie XXXI, 61 y ss.).

16 Neugebauer (MKT 1, pp. 126-134). También, Bruins (1952, pp. 15-16); Gandz (1948, pp. 23-30);
Goetsch (1968-9, pp. 106-107); Caveing (1985 y 1993); Brack-Bernsen & Schmidt (1990). Nosotros
usamos la notacién de Neugebauer.

17 “In  central and southern Babylonia and Mari, the eldest received a larger share, sometimes even a
double share.” (Nemet-Nejat 1993, p. 68).
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bi-us 18 )-rum 2.15 <Siddu> elii 1.2 Siddu saplii 3.33 pii[tu elitu]
51 piitn Saplitu 6 abann”’ rabii it tardénn mitharn Salsu i [re]bii mit/harn]

(77 .

bansu it SesSu pitharu li-ma-tu pirku’ it mu-ut-ta-ri-da-tu

mindl atta ina epéSika 3.33 piita elita i 51 piita Saplita

kumur-ma 4.24 i-banni 1*) tu-tir-ma igi 2.15 $ddi put ur-ma 26.40

t-banni 26.40 a-na 1.21 $iddi <$apli> i-Si-ma 36 i-banni 36 a-na 4.24 k i —t a 0
sib-ma  4.24.36 i-banni tu-sir-ma 2.15 $idda eld 7

1.21 sidda sapl knmur-ma 3.36 i-banni 3.36 he-pé-ma 1.48
i-banni igi 1.48 putnr-ma 33.20 i-banni 33.20 a-na 4.24.36
i-Si-ma 2.27 i-banni 2.27 pirkn Sanii tu-tir-ma 2.15 Siddu elii
eli 1.21 $iddi sapli mind iter 54 iter 54 i-na 2.27 pirki Sani
usup-ma 1.33 Sapiltu 1.33 sapiltu pirkn rebii tu-rir-ma

Un ... Le flanc supérieur est 2,15, le flanc inférieur 1,21, le frlont supérieur] 3,33, le frfont] in-
férieur 51. 6 freres: I'ainé et le second sont égaux; le troisieme et le quatrieme sont é[gaux]; le cin-
quiéme et le sixieme sont égaux. Que sont les limites, (c’est-a-dire) les transversales et les descen-
dantes 21?

Indudablemente, se trata de dividir un trapecio irregular (fig. 3), primero, en tres pat-
tes de areas diferentes y luego, cada una de éstas por la mitad, mediante lineas trans-
versales que delimitan cada trozo:

18 Thureau-Dangin anota: “Ce signe, qui est I'idéogramme de siddu, ne parait pas a sa place. 1l faut, ap-
paremment, le trasposer apres 2,157,

19 Ibid.: “Ecrit: 7~k @ K, le lecture est tot 2 fait conjéturale”.

20 Tbid.: “Ce idéogramme (= S§aplii) n’est pas ici a sa place et dois étre reporté un peu plus haut (apres
Sddi)” .

2V (TMB, 75y Revue d’Assyriologie XXXI, 66 ff.).
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Figura 3

El escriba abordard después el modo de conseguir los respectivos segmentos laterales
de las areas parciales, aplicando la misma proporcién que usd para calcular las dos
primeras lineas, aunque este ultimo apartado no se estudia aqui, pues cae fuera del
propésito de este trabajo 22.

A. Indicaciones propuestas por el escriba para calenlar la primera transversal, t1 (lineas 4 a 10):

Toi, en opérant, additionne 3,33, le front supérieur, et 51, le front inférieur, cela fera 4,24. D’autre
patt, dénoue linverse de 2,15, le flanc, cela fera 0;0,26,40. Porte 0;0,26,40 a 1,21, le flanc <in-
férieur> cela fera 0;36. Ajoute 0;36 a 4,24, cela fera 4,24;36. D’autre part, additionne 2,15, le flanc
supérieur, et 1,21, le flanc inférieur, cela fera 3,36. Fractionne en deux 3,36, cela fera 1,48. Dé-
noue linverse de 1,48, cela fera 0;0,33,20. Porte 0;0,33,20 a 4,24;36, cela fera 2;27. L.a deuxiéme
transversale est 2,27.
[Thureau-Dangin nos aclara que estas longitudes determinan un trapecio irregular,
pues el texto no esta acompafiado de ninguna figura; asimismo, advierte que el sistema
de numeracién sumerio impide distinguir con claridad cantidades como 2;27 y 2,27
(linea 10)] . Resumidas algebraicamente, las instrucciones del escriba son:

4-5. B+ b =333+ 51 =424

Ao L 00,2640
L 215

>

5
1
6. (/ 'Zj = (1,21)- (0;0,26,40) = 0;36

6-7. B+ +£ =424 + 0,36 = 4,24,36

22 Aparentemente, se aplic un argumento de semejanza de tridngulos para resolver esta cuestion; sin em-
bargo, si hubiera sido asi no se entiende por qué no se utiliz6 también para calcular las dos primeras
transversales, ya que la aparicién de la media aritmética de las longitudes descarta esta posibilidad.

23 Ya advertimos que la notacién numérica no distingufa entre las diversas potencias de 60.
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7.8, L0 _ (2,15+1,21)-0;30 = 1,48
1
9. = =0;0,33,20
(L+7)/2 1,48
/ 1
9-10. | B+b+— |- —————=(4,24;36)-0;0,33,20 = 2;27
L) (L+7)/2

10. [Multiplicar esto por 1,0]: 2,27

Obteniendo la siguiente férmula algebraica:

/ 1
2 =(B+b+—j —1,0=227  [II]

L) (L+1)/2
121) 1
t =13,33+51+= -—-10
! ( 2,1 J 1,48 V]

B. Instrucciones para ballar la segunda transversal, ta (lineas 10 a 12):

Drautre part, de quoi 2,15, le flanc supérieur, excede 1,21, le flanc inférieur? Il excede de 54.
Soustrais 54 de 2,27, la deuxiéme transversale: le reste est 1,33. La quatriéme transversale est 1,33,

le reste.
Algebraicamente:
L—/=¢t -1, [V]
215-121 =227 -5 [V]]

Ambas térmulas, [I1I] y [V], en principio, parecen incomprensibles y en muchas oca-
siones se las ha calificado de superfluas e incoherentes, introducidas con el unico pro-
posito de conseguir determinadas cantidades, fijadas de antemano y sin el respaldo de
una deduccion geométrica previa; aun mas, a veces se ha pensado que el ejercicio des-
arrollado en AO 17264 encubre la busqueda de numeros que satisfacen ciertas rela-
ciones algebraicas 2*. No obstante, las longitudes obtenidas para cada una de las trans-
versales se ajustan a una secuencia numérica y el trapecio asi dividido se atiene a las
normas de un reparto proporcional.

24+ En opinién de Caveing, este ejercicio encubre una cuestién de triples pitagéricos (1985 y 1993). Un es-
tudio de trapecios bisecables en Brack-Bernsen & Schmidt (1990). Acerca de ejercicios y tablillas rela-
cionadas con trapecios en Friberg (1990, pp. 531-585)
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Para desvelar su misterio, someteremos el trapecio y sus transversales al analisis de
la geometria euclidea, sin afirmar en ningun momento que los matematicos babilonios
concibieran una prototeorfa de semejanza de triangulos. Una vez descubiertas sus
propiedades, trataremos de encontrar un sentido y justificacioén a este problema, apli-
cando el método YBC 4675.

4. Discusion euclidiana

La férmula [I1I] introduce el elemento que caracteriza la aplicacién de la regla del
agrimensor al calculo de superficies cuadrangulares: el promedio de los lados opuestos

L+
(h == ; aunque aqui se menciona solamente su valor inverso.

b

b3

17

1
by

g B

Fignra 4

A pesar de ello, transformaremos nuestro trapecio inicial en otro rectangular (figu-
ra 4) y trabajaremos con las dos transversales, # y %, como si fueran datos y no incog-
nitas:

b h h b
Como es sabido, 2 -2 -1 - , y en este problema concreto,
t,=b t,—t, B-t#, B-b
h 148 2
B-b 242 3

Luego, las altitudes parciales del trapecio seran:

La particién de la altitud se habrfa realizado segiin una progresioén aritmética, sien-
1
doh, ==h:
3
7 9 11
by by =

by = s My =05 =

27 27 27
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Pero, bajo la perspectiva de un matematico de la Antigua Mesopotamia 2°:
28 36 44 )

by = by, h,=——h;
> > 1,48 "1,48

148

Cuando se trabaja con proporciones es indiferente que estas se apliquen a cada una de
las longitudes, al promedio de las mismas, o a la altura real del trapecio: los resultados
son siempre correctos.

Las respectivas superficies medirfan entonces:

1+1,33
S, LI e 3336
1,33+2,27
§, =200 36=1,12,0
2
2,27 +
S, _22TH333 45120

Siendo la superficie total aproximada del trapecio:

5= 51+3,33 2,15+1,21
2

=3,57,36

5 . .
Con estos valores encontramos que §; = ES , mientras las restantes superficies no po-

seen una proporcion tan exacta. Asi pues, como unicamente la distribucion de las altu-
ras se ordena en progresién aritmética y no ocurre otro tanto con las superficies pat-
ciales, pensamos que la divisién del trapecio rectangular se ha realizado, mas bien, en
funcién de la falsa altitud; es decir, se habrian hallado partes proporcionales de esa alti-
tud, a partir de las cuales se calcularfan después las respectivas lineas transversales.

Resumiendo: si el escriba quiso calcular la linea que describe una supetficie

5
S, = ES ,lo pudo hacer aplicando el método YBC 4675, segun hemos visto en el dia-

grama II. Si, por el contrario, la intencién del autor de este ejercicio se dirigia a encon-
trar las transversales en funcién de una divisiéon proporcional del promedio de los la-
dos, utilizando el diagrama III lo habria conseguido facilmente.

25 Expresar las respectivas proporciones en funcién de las altitudes parciales lo vemos hacer en Ash.
1922.168 (Robson 1999, pp. 273-274). Sin embargo, encontramos particiones expresadas mediante las
proporciones de la altura en TMS XXVI, TMS XXIII, Str 367 (Neugebauer MKT I, p. 259), YBC
4608 (1) (Neugebauer MCT, pp. 50-51).
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Pero en la tablilla no se menciona nada de esto, por tanto, examinaremos con todo
detenimiento las operaciones indicadas en ella a fin de poder dilucidar cémo se efec-
tud ese reparto; en ello reside la clave del problema.

5. Andlisis del texto

Hemos estudiado el trapecio indicado en AO 17264 segtn los enunciados de la teorfa
de semejanza de tridngulos, hallando de este modo las relaciones existentes entre sus
respectivas longitudes. Limitémonos ahora a la lectura de la tablilla.

A. Biisqueda de la primera transversal

Las expresiones:

/ 1
t=| B+b+— |- —rc—-10 i
1 [ Lj (L+7)/2 7 m]
t = (3,33+ 51+ 1’21)'L.1,0 [1v]
15) 1,48

sugieren que la particion del trapecio se ha efectuado en funcién de su altitud, porque
no intervienen cuadrados (férmula [2]). Sin embargo, como en el apartado 2 (diagra-
mas II y III) habiamos distinguido dos maneras distintas de calcular las lineas trans-
versales: 1) tomando partes proporcionales de la altura; 2) limitando una superficie, in-
sisto en la conveniencia de analizar ambas opciones:

1) En relacién a una supuesta altitud, altura real o longitud del trapecio:

4

>
N

1

hy

B
Diagrama I
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Si el escriba hubiera dispuesto aqui de la proporcion en la que se iba a efectuar la par-

ticién de la altitud (o promedio de los lados), hubiera podido recurrir al diagrama IV

para calcular la primera transversal. Veamos cémo:

1.1. Sustituyendo en la férmula [3]: 7, = iy , las proporciones que hemos
n n

hallado por medio de la geometria euclidea, obtenemos:

16 11 . 1,4 44
t, =—B+—b; 0bien, t, =——B+—
27 27 1,48 1,48
1
‘= E(1,4 B+44 b)=2,27 [4]

>

1.2. También, sin requerir ninguna férmula, sino estudiando el diagrama anterior, ad-
vertimos que

B-b
4 =h2 +h3 +/7=([72 +bs)(mj+b

Es decir,

2,42
¢ = (1,4- 1’48]+51 =227

>

2) Si, por el contrario, el escriba sabfa que la linea transversal debia describir una

superficie igual a g S, usarfa el diagrama V, en el cual comprobamos que

1t =3332-[(0:6,40-10)- (4,24 - 0;30)- 2,42]

¢, =227
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t

Diagrama

También, aplicando la ecuaciéon [2] conseguimos la longitud requerida:

1,4 44
$2=—= Bty )P
1,48 1,48

1, =227

Pero ninguna de las igualdades anteriores coincide con la expresion [IV] propuesta
por el escriba. Luego volveremos sobre esto. Veamos ahora cémo se ha efectuado la

B) Biisqueda de la segunda transversal

La férmula [V] nos dice como conseguir la segunda transversal, aunque mas bien pa-
rece ajustarse a los datos concretos de este ejercicio:

L—/=t—¢t,=54 »=227-54=133
La cantidad 54, mencionada por el escriba, es h, =5(B —b); es decir,

1 B-b
54 =~} +| =————, que es ademas el exceso entre # y 7, como vemos en el dia-
30 \(L+7)/2

grama IV. Luego, en realidad,
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hy =1, -1, [5]
Comprobamos que las instrucciones de la tablilla aluden implicitamente a realizar

una distribucion de la altitud,

, en progresion aritmética, en la que al segundo

término le corresponde un tercio del total. Esto confirma también que la férmula [I11]
se ha conseguido a partir de una divisién proporcional de esa altitud y no delimitando

5
una supetficie 5 de la inicial. Siendo asi, ¢tiene algin sentido la expresion [IV] y el ar-

gumento que esconde tras ella? :Son validos, en el contexto que analizamos, los argu-
mentos expuestos en el apartado 2 y las férmulas derivadas de los mismos?
Comparemos ambas ecuaciones: [IV] y [4]:

1,21

>

1
t = (3,33 +51+ J 1,0 [1V]

1
t, =(3,33-1,4+51-44). — 4
= )148 [4]

>

El enunciado del escriba sugiere que el factor 1,0 ha sido introducido por comodi-
dad, para evitar realizar productos engorrosos, con el mismo fin que nosotros mane-
jamos el numero 10 o sus potencias: para facilitar las operaciones; mientras el cociente

1,21
’ : =0;36. Asi, operan-

entre los lados indica un ajuste del calculo, un coeficiente:

>

do 20 en nuestra férmula [4] tenemos,

¢, =[3,33-(1,0+4)+51- (1,0—16)]-%

>

t, =[(3,33+51)-1,0+(3,33- 4 _51-16)],%

>

1
t = [3,33 +51+ ﬁ} ——1,0=2,27 [6]
48

> >

26 Aplicamos aqui la propiedad distributiva del producto de nimeros naturales. Acerca del uso de factori-
zaciones en los calculos ver Hoyrup (2002b)
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Demostramos de esta manera que la ecuacién [IV] es idéntica a [6] y que pudo
enunciarse como consecuencia de la aplicacién del método YBC 4675 a este ejetcicio.
La coincidencia entre ciertas cantidades permite que se incorporen elementos ajenos al

/ 6
calculo, como son el cociente T =" vy la diferencia (I.—/) = 54. Quizi con esta

5
maniobra el escriba quiso subrayar esa misma coincidencia numérica y las propiedades
cuantificables del trapecio cuestionado.

Conclusion

El texto AO 17264 posee las siguientes caracteristicas:

a) No informa explicitamente acerca de cémo ha de realizarse la particion

b) Las férmulas [III] y [V], propuestas por el escriba, no son transferibles a pro-
blemas andlogos, aunque concluyen soluciones exactas y coherentes. Pero si
son universales las que nosotros hemos numerado [3] y [5]

¢) Se ignora si se conocfan de antemano los valores de las dos primeras transversa-
les 27

d) Las férmulas [I1I] y [V], conjuntamente, indican una divisién proporcional de la
altitud del trapecio rectangular

e) Todas las longitudes son enteras y obedecen (¢casualmente?) a una secuencia de
triples pitagéricos 28, lo cual indica que se trata de un ejercicio escolar cuida-
dosamente preparado

f) La aplicacién del Método YBC 4675 consigue las soluciones esperadas; aunque
esto implica un conocimiento previo de las proporciones escogidas

@) Se aplica la propiedad distributiva del producto; uno de los sumandos es siempre
1,0. Asi resulta mas sencillo efectuar las multiplicaciones

h) El cilculo de la primera transversal en funcién del promedio de las longitudes
descarta la aplicacién de una pre-teoria de semejanza de tridngulos

En mi opinién, en este ejercicio se adiestra al alumno acerca de los procedimientos
adecuados de efectuar un reparto de tierras?s. El uso del método YBC 4675 permite
hallar partes proporcionales de una superficie cuadrangular, bien en funcién de una

27 Thureau-Dangin insinué que ambas transversales figurarfan como datos, en una primera redaccién de
este problema y que posteriormente, algin copista poco escrupuloso, las incluirfa entre las incégnitas
(TMB, pp. 74-76; Revue d’Assyriologie XXXI, pp. 66 y ss.).

28 Ver la importancia del aprendizaje de las matematicas en el curriculo escolar (Nemet-Nejat 1998; Rob-
son 1999)
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J’_
supuesta altura de la figura, o promedio de los lados [T), bien segin se tomen

fracciones de esa superficie (Z A j La resoluciéon de AO 17264 se asienta en la divi-
n

sién proporcional de esa falsa altitud, mediante la cual se han conseguido trazar tres
trapecios bisecados consecutivos.

En AO 17264 el escriba introduce operaciones en las que intervienen las medidas
de los lados, L y / simplemente porque sus resultados coinciden numéricamente con
las cantidades que se necesitan 2. Esta conducta ayuda a descubrir las relaciones exis-
tentes entre determinadas longitudes del trapecio y ahorra tiempo en el momento de
escribir los calculos. Se actia asi s6lo cuando se maneja el método YBC 4675 con des-
treza y asiduidad. Sin embargo, al lector moderno, esta sutileza le impide comprender
el argumento desarrollado.

Este ejercicio es un ejemplo mas de lo que Jens Hoyrup suele llamar “geometry of
cut and paste”, propia de la época y lugar que estudiamos.
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