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de esta Seccién de Tilosofia e Historia de la Cien-
cia, el profesor Rey Pastor traté ya algunos de los
puntos esenciales de este tema y temo que las breves
consideraciones que siguen parezcan muy pobres al
lado de la brillante disertacién de nuestro ilustre pre-
sidente, Sin embargo, como estas lineas han de servir
de base de discusibn, pensé que no se debia destruir la
unidad del tema y que, aunque brevemente, debia se-
guir mencionando aquellos puntos. No entraré en con-
sideraciones filosoficas ¥ ambiciono solamente exponer
puntos de vista sobre un problema de frontera entre
matematica y ciencia experimental, que deberian ser
comunes a todos los que cultivan estas ciencias y tam-
pién a todos los fildsofos metoddlogos.
Consideraremos sucesivamente los puntos siguientes:
A) Fases de lo gistematizacion o matematizacion de
as ciencias experimentales.
B) Formae moderna perfecta de las matemdiicas.
C) Problemas propios de las ciencias experiments-
les y de observacion irreductibles a las matemdticas.

EZ N la primera parte de su conferencia de apertura

A) FASES DE LA MATEMATIZACION

Tl profesor Rey Pastor establecié en su conferen-
cia una clasificacion histérica de estas fases, basada
en las teorias matematicas que se utilizan para siste-
matizar las ciencias experimentales y de observacion.
Creo que resulta también de interés clagificar inde-
pendientemente del tiempo, segin el grado de siste-
matizacién alcanzado, considerando la naturaleza de
las leyes que se establecen:

1) Leyes descriptivas.—Toda ciencia, incluso las
mateméaticas para el nifio ¥ los pueblos primitivos, em-
pieza con una ordenacién méas o menos arbitraria

mas o menos creciente de conceptos (quizd singu-
lar-plural del lenguaje, botinica de Linné, ete). y por
el enunciado de leyes entre estos conceptos, que no
son susceptibles de formulacién 16gica precisa por la
naturaleza de los conceptos ¥y de las relaciones consi-
deradas y que llamamos, 2 falta de otro nombre, Le-
yes descriptivas. Tn la filologia actual se encuentran
abundantes ejemplos de tales leyes: leyes de tenden-
ciag, con excepeiones.

2) Leyes empiricas—En la etapa gsiguiente se ma-
nejan conceptos susceptibles de medida o de interpre-
tacion matematica. Se multiplican entonces las leyes
o recetas empirico-matematicas, cada una de las cua-
les equivale al enunciado de un axioma:

Qi se produce el conjunto de condiciones (A), las

magnitudes z,, Zy .o 7, estdn ligadas por lag rela-
ciones:

f:/ (Zyy By oo zZy) = 0

17 (Zyy Doy ovene Zn) = 0

Como ejemplos de ciencia en esta etapa creo que
pueden mencionarse:

La astronomia de los Tolomeos (muy avanzada).

La geometria pre-griega de los antiguos egipcios
(agrimensm"a).

stematizaciéon de las ciencias

La psicologia experimental actual.
La aritmética de los pueblos primitivos y de los
analfabetos.

Las leyes empiricas son meras vecetas de accidén sin
nexo entre si. Lios progresos de la ciencia conducen a
leyes mAas generales, permitiendo la deduccién légica
de numerosas otras y se suele dar a estas leyes gene-
rales el nombre de principios, due congideramos como
una nueva fase.

3) Principios.—Las leyes empiricas aparecen con
gran profusién; en cambio, los llamados Priveipios,
quedan siempre en ntmero muy reducido y no suelen
pasar de la media docena.

Ejemplos de tales principios se encuentran en:

I.a astronomia de Kepler ¥ la mecénica de Galileo
y Newton.

T.a figica y la quimica actuales.

L.a termodindmica (Joule, Carnot, Nernst, Clausius).
Posiblemente se enunciaban jigualmente ¢principios»
en la geometria griega antes de Euclides.

Puede decirse que los principios son una forma seu-
domatemdtice; al enumeraries la ciencia progresa Té&-
pidamente sin preocuparse de darles una forma l6gi-
ca perfecta. Son en ntimero reducido, pero ocultan el
enunciado de otros principios o axiomas que se sobre-
entienden por estimarles evidentes.

Por ejemplo, el principio de inercio en mecanica cli-
sica, sobreentiende un axioma afirmando la existencia
de un sistema de relojes que permita definir la st-
multaneidad de sucesos referidos a sistemas de ejes
distintos, es decir, la existencia del tiempo universal
negada por la velatividad.

Anslogamente, los principios de la termodinamica,
de la quimica, de la mecénica cudntica, sobreentienden
numerosas otras leyes.

Ton resumen, los llamados principlos en némero re-
ducido, de varias ciencias experimentales v de obser-
vacién, presuponen en vigor el enunciado de varias
otras leyes elementales que se admiten como eviden-
tes. Al descomponer estos principios en leyes elemen-
tales se llega al enunciado de axiomas, que constituyen
ja fase siguiente de matematizacién, cuyo modelo es
la geometria de Kuclides, durante largo tiempo con- -
siderada como matematica, pero que mas bien, como
veremos, constituye una fase de transicién hacia las
matematicas en su forma moderna, tal y como se pre-
senta en los trabajos de Peano, Hilbert, Rey Pastor,
etcétera...

4) Awxiomas——Durante mucho tiempo la sistemati-
zacién alcanzada en los «RElementos» de Euclides pa-
recié perfecta, y hubo poca preocupacién de- extender-
la a otras ramas. En 1z misma aritmética, si no me
equivoco, antes de Peano se enunciaban solamente las
leyes de conmutatividad, asociatividad ¥ distributivi-
dad de las operaciones fundamentales de adicién v
multiplicacién, ademas quizés de log axiomas de in-
duccion completa y de continuided, vy creo gque las mo-
dificaciones introducidas por Peano en la axioméatica
aritmética han sido més profundas que las introduci-
dag por Hilbert en 1a axiomatica de Euclides. Esto nos
conduce directamente al estudio de lo que es matemd-
tica moderno, en donde veremos en que se diferencia
ésta de .la concepcién de Euclides.




THEORIA | 145

B) FORMA MODERNA PERFECTA DE LAS
MATEMATICAS

1) LAS MATEMATICAS MODERNAS SE DIFERENCIAN DE LA
pE EUCLIDES POR LAS PREOCUPACIONES SIGUIENTES :

a) Introduccién de conceptos primitivos no suscep-
tibles de definicién. Por ejemplo, muchas definiciones
de Buclides no son matematicas:

La recta es el camino més corto de un punto a otro.

En cambio, se reconoce actualmente la imposibilidad
de definicién légica extensiva o comprensiva de todos
jos conceptos, siendo necesario introducir conceptos pri-
mitivos, que son elementos y relaciones.

Por ejemplo, en la aritmética de Peanoc:

numero natural
! Flementos €
Conceptos | cero
YMAETV0 . ..
I YOS | yelaciones: siguiente de
en la geometria de Hilbert

Puntos
Elementos ¢ Rectas
Planos

Pertenecer

Entre

Congruente
( Continuo

Relaciones

limitandose a la geometria proyectiva, Rey Pastor uti-
liza:
{ Puntos

Elementos | Segmentos

Relaciones ‘{ Pertenecer

b) Preocupaciones metamatematicas de: compaiibi-
lidad del sistema de axiomas: no se puede llegar a una
contradiceién;

Independencia de cada axioma, ningin axioma es
consecuencia de otros; ejemplo conocido es la negacién
del postuiado de Euclides por la geometria de Rieman
v Lobatchevski, completicidad, posibilidad de deducir la
verdad o falsedad de cualquier proposicién enunciada
en los términos de una ciencia.

Recordemos que la compatibilidad, hasta ahora, sélo
se puede demostrar admitiendo los axiomas de la 16-
gica y de la teoria de conjuntos o de la aritmética de
los ntmeros reales. La independencia de cada axioma
se reduce a la compatibiladad del sistema en el cual
este axioma se reemplaza por su negacién, En cuanto
a la completicidad, este problema parece dificilisimo
de resolver. Hilbert postula la ecompleticidad como axio-
ma final en aritmética y geometria (no en su forma
mas exigente de la impesibilidad de agregar otro axio-
ma compatible con los precedentes, sino en la forma
mas restringida de categoricidad, pero cuya defini-
cién precisa en 18gica matematica resulta bastante de-
licada).

2) POSIBILIDADES DE MATEMATIZACION PERFECTA EN LAS
CIENCIAS ACTUALES

Hasta la fecha tan sbélo han sido puestas en forma
logistica la aritmética o el sistema equivalente de la
teoria de conjuntos y las distintas geometrias. Algun
esfuerzo de investigacién permitiria fécilmente conse-
guir el mismo resultado para la mecénica y termodi-
némica cldsica, y probablemente sin grandes dificul-
tades para las teorias de fisica moderna: relatividad,
mecénica cudntica y ondulatoria, atomistica.

Se sefiala este propésito con la esperanza de que in-
vestigadores espafioies se adelanten a los extranjeros
en esta tarea. Para la termodindmica, por ejemplo, los
excelentes tratados de los sefiores Palacios y Gugge-
nheim exponen esta ciencia en una forma de transicién
entre la de los principios y la axioméatica. Nuevos pro-
8resos en este sentido sélo pueden conseguirse me-
d‘lanfte una estrecha colaboracién entre matemiticos
<logistizantesy y fisicos «matematizantess. Es intere-
Sante subrayar de paso el aleance que tendria este re-

sultado en el dmbito cientifico internacional y el in-
terés que deberia despertar el tema, ya que con toda
seguridad, es pogible llegar al resultado apetecido. Ade-
méas, para la enseflanza de las futuras generaciones
es evidente la ventaja que proporcionaria una expo-
sicién légica de las teorias fisicas modernas, que en
su forma actual chocan bastante con nuestra forma-
cién clasica: relatividad, principio de invertidumbre
de Heisenberg, etec...

3) LAS MATEMATICAS MODERNAS NO TIENEN CONTENIDO

Consideremos, por ejemplo, el sistema de elementos
y axiomas de la aritmética en la forma m@as general-
mente aceptada. Actualmente la de Peano: (personal-
mente creo més conveniente tomar la unidad como cle-
mentos y definir el cero al generalizar los reales mne-
gatives como el moédulo de adicién, y ordenandolo en-
tre positivos y negativos, ya que la nocién cero es
muy abstracta y artificial). ’

Elementos: numero natural (clase) (N);

cero (0);
siguiente de

Axiomas:

1) Cero es un nimero natural.

2) El siguiente de un nimero natural es un ntme-
ro natural.

3) Dos nimeros naturales que tienen el mismo «si-
guientey son iguales.

4) Cero no es siguiente de ningin nimero.

5) Si relaciéon verdadera para n implica verdadera
para n 4 1, si es verdadera para cerq es verdadera
para todos los nlmeros naturales.

Damos a la clase ndmero natural como hace notar
Fausto Toranzos el sentido siguiente: coleccién de ob-
jetos distintos con primer objeto y sin dltimo objeto;

cero el primer objeto:

siguiente de el sucesivo;

este gsistema de entes cumple log axiomas...

De la misma manera, cuando se haya axiomatizado
la mecanica y la termodindmica, se hablarid de «tempe-
raturasy, «cantidades de calors, pardmetro «tiempoy,
«energiay, ete..., de una manera completamente abs-
tracta, como hablamos actualmente de «ntGmeros natu-
rales» o de «planos. Sin duda, esto permitird simpii-
ficar teorias fisicas, pero no suprimirlas. Matemati-
cas y Yisica deben quedar siempre separadas y vere-
mos ahora brevemente qué dominio irreductible a las
matemiaticas, queda a la Fisica («o a cualquier cien-
cia matematizadas).

C) PROBLEMAS PROPIOS DE LAS CIENCIAS
EXPERIMENTALES Y DE OBSERVACION

Es evidente que a medida que va avanzando la sis-
tematizacién de una ciencia y principalmente a partir
de la introduccién de «principiosy, gran ndmero de cla-
ses de hechos experimentales pueden «deducirse» como
<consecuenciasy de estos principios que llamaremos «an-
tecedentessy. Evitamos asi las palabras «causay y «efec-
toy, cuyas definiciones suscitarian discusiones metafi-
sicas.

Asimismo, las experiencias que antes de enunciar
los «principioss hubieran sido necesarias para «indu-
cir» «consecuencias» de estos principios, se hacen in-
necesarias. Por ejemplo, en Geometria no se piensa
actualmente en «induciry la ley

¢ = a* 4 b3

mientras que ésto hubiera sido necesario para los an-
tiguos egipcios (al parecer no llegaron a generalizar

los casos particulares que conocian).

A las ciencias de las «percepciones» (evitando la
palabra metafisica de «realidad»), fisica, quimica, as-
tronomia, biologia, etc., les quedarin siempre las di-
ficiles tareas siguientes:

1) Establecer a partir de «percepcioness los con-
ceptos primitivos, elementos y relaciones. Es necesa-
ria una familiarizacién experimental con los concep-
tos aun los mds sencillos de «niimero» de «siguientes
de «unidads (mejor que el cero). Lo mismo ocurre con
la «recta»: hilo tendido, rayo luminoso, el intento de
seudo-definicién de Euclides: camino mas corto, elcé-
tera, o bien con plano superficie de liquido... volumen,
superficie, linea, punto..., segmento, medida de longitu-
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des, etc... Asies igualmente con el «conjuntoy, la «fun-
ciény o <«correspondenciay. Se omite actualmente en
la ensefianza de la fisica esta familiarizacién metédi-
ca por considerar estos conceptos como «intuitivosy ge-
neralmente, dando de ellos seudo-definiciones, o bien
porque se parte en las ciencias exactas de conceptos
muy indirectamente asequibles a la experiencia como al
considerar (Guggenheim) 1a <«entropia» como concepto
primitivo en la termodindmica; algo analogo ocurre
con el «cero» del sistema de Peano. Los «conceptos
primitivosy deberian ser facil y casi directamente ase-
quibles a la experiencia o percepci6n, y esta exigencia
deberia ser respetada en la eleccién de éstos, ya que
1a axiomatizacién es posible a partir de sistemas muy
variados  de «conceptos primitivos».

Este «establecimientos de los «conceptos primitivosy
a partir de percepciones parece fhcil en la Aritméti-
ca y Geometria, porque las nociones correspondientes
nos son familiares. Sin embargo, la introduccién del
«tiempoy, por ejemplo, como concepto primitivo en la
mecanica plantea ya bastantes dificultades en cuanto a
la elaboracién experimental de este concepto, y mas
agn los de «temperatura, «energia», ete.

2) JUSTIFICACION EXPERIMENTAL DE LOS AXIOMAS.

Una vez elaborados experimentalmente los «concep-
tos primitivos», queda una mision mAas delicada adn,
que es la justificacion experimental de los axiomas, la
cual plantea el problema de la induwccion.

Por ejemplo; en la geometria de Buclides, familiar
a todos los axiomas de enlace y los de ordenacibén, es
decir, los de la geometria proyectiva (sistema de Rey
Pastor, por ejemplo), parecen relativamente féciles de
fundamentar experimentalmente.

No ocurre asi con los axiomas de «congruencia» o
de medida que suponen la permanencia de formas, per-
manencia bastante dificil de fundamentar experimen-
talmente, ya que es una propiedad limite y que 10
existen cuerpos «rigidos». A estas dificultades se su-
man las planteadas por la «induccién cientifica», bas-
tante mal resueltos al_ parecer hasta ahora desde el
punto de vista «metodolégico». En efecto, en la indue-
cién conocemos algunos trechos experimentales; se
trata de elegir una <ley», «axiomas o «principio» como
<antecedente» tal que estos hechos sean <«consecuen-
ciasy de este «antecedentey. Hay multitud de antece-
dentes que permiten deducir estos hechos, v 1a eleccién
estd limitada 16gicamente tan g6lo por las condiciones
de compatibilidad con los antecedentes anteriormente
admitidos (no existe la criba de las arenas del de-
sierto...).

Qe suele exigir, ademéas del antecedente, ciertas pro-
piedades, que podemos llamar cestéticasy, cuando se
habla de su «simplicidad», y que se ha de dar la pre-
ferencia al antecedente «imas simples entre todos los
posibles. Pero el problema de la induccién es dema-
siado vasto y complejo para ser tratado ahora y qui-
se solamente indicar su existencia y subrayar su di-
ficultad (*).

3) PROBLEMA DEL LIMITE DE VALIDEZ.

Toda axiomatizacién supone cextrapolacionesy, es de-
cir, el paso a limites idealizacién (cf. la de Galileo, et-
cétera), por ejemplo, «cuerpos rigidos», «linea» sin
espesory, sucesion indefinida de nfimeros en la aritmé-
tica, ete. Las leyes, principios ¥y axiomag pueden ser
valides con la aprowimacion experimental asequible

(*) Deberia ser objeto de un estudio detallado en cada cien-
cia, incluso en la fundamentacion de la aplicacion de las matema-
ticas al mundo externo.

dentro de ciertos limites de los conceptos fundamen-
tales. Por ejemplo, Pasch, Rey Pastor introducen como
concepto primitivo el de ¢segmentoy, «regiom finitay,
y Pasch deja aparte la cuestién de saber si cualquier
«segmento» contiene infinitos puntos. El axioma (A=
=B).(A=0—>3B= C) es fisicamente falso cuando
se llega al limite de precisién de los instrumentos. La
ley macroscopica de variacién mondtona de la entro-
pia no es vaida para sistemas microscépicos; la me-
cénica clasica no lo es para grandes velocidades... Ya
es sabido que las teorias figicas modernas niegan nu-
merosos principios que hace cincuenta afios se conside-
raban como dogmas cientificos, y que la engefianza se-
cundaria y parte de la superior sigue presentando como
tales hasta ahora: por ejemplo, varios principios de la
mechnica y de la termodinamica clasicas. Cuando, des-
pués de asimilar estas nociones, se quiere entrar en el
estudio de la teoria de la relatividad, ondulatoria y
cuantas, los nuevos conceptos chocan y su asimilacién
cuesta un esfuerzo que probablemente habria sido po-
sible ahorrar delimitando ya, aunque de manera im-
precisa, el campo de validez de las teorias clasicas.

Esta delimitacién viene a ser otra faceta muy im-
portante del problema de la induccién cuando se trata
de extender nuestro conocimiento a fenémenos que no
estdn a nuestra escala: el mundo atémico o el univer-
so. Creo que siempre han de establecerse, primero, las
leyes de los fenémenos a nuestra escala y que cual-
quier extrapolacién debe ser cuidadosamente compro-
bada antes de formular una ley. Por ejempio, la ener-
gia cinética de una bola esférica del dispositivo indi-
cado es sensiblemente para o 1o muy pequeno:
w — k d sen e, para ‘o pequefio hay vozamiento y cesa
de existir esta proporcionalidad.

Problemas andlogos se plantean constantemente, por
ejemplo, al justificar 1a medicién de fuerzas pequefias
por el péndulo de torsion, ¥y la justificacién satisfac-
toria de estas medidas es méas delicada de lo que a
primera vista parece. Lag precauciones a tomar para
tener en cuenta las <eircunstanciasy, el «entorno» del
fenémeno al limitar la validez de la induccién consti-
tuyen otro problema sumamente dificil que pertenece
a la Fisica, Quimica, Biologia, etc., de resolver, aunque
imperfectamente. La revolucién cientifica de este si-
glo deberia conducir a una mayor circunspeccién en
la extrapolacién de leyes, ¥ seria provechoso para las
generaciones futuras de investigadores, que se exami-
naran ya més detenidamente las condiciones de «entor-
no» que permiten el enunciado de cada ley; la impor-
tancia de estos estudios es cada dia mayor, ya dque
en Astronomia y en Fisica atémica las medidas son
cada vez més indirectas y los fenémenos se alejan cada
vez més de la «escala humana>.

CONCLUSIONES

En resumen:

1) La sistematizacién permite deducir cada vez mas
hechos experimentales de un pamero reducido de le-
yes, principios o axiomas.

2)  En su estado perfecto ¢mateméticoy, conceptos
primitivos y axiomas (programa de Peano, Hilbert,
Rey Pastor), la matematica es un molde, un clasifica-
dor sin contenido; se puede prever en corto plazo la
axiomatizacién de gran parte de la TFisica actual.

3) Una vez axiomatizada, quedara a la Fisica, o a
cualquier otra ciencia, tres tareas fundamentales:

a) Mostrar cémo la experiencia sugiere los concep-
tos primitivos de la ciencia axiomatizada.

b) «Inducirs los axiomas & partir de hechos expe-
rimentales convenientemente elegidos.

¢) Limitar el dominio de validez de los axiomas
enunciados.




