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ABSTRACT

Tt is well known that the history of Calculus
in the nineteenth century coincides with the pro-
cess of substitution of infinitesimals by the notion
of limit. But it is adviseable to keep in mind
the ontological implications of that process.

We can find a background for this ontological
approach in Abraham Robinson's  Non-Standand Ana-
fysis and "The Metaphysics of the Calculus". Indeed,
by the choice of the word "metaphysics" and
by the several recalls of the ontological nature
of the arguments, Robinson claims for a filiation
which is at the same time fruitful in the mathema-
tical register and necessary for a true philosophical
reflection about the infinite.

So fan, we have concentrated on  the
punely mathematical aspects of the develop-
ment of Analysis, Howevern the histony of
the subgect cannot fe Lully understood if
we disegand its philosophical background,

(Non-standand Analysis, pp. 279-280)

1. Ontologia y AnéAlisis.

La metafisica del Cdleubivs es el titulo de uno de los trabajos
de Abraham Robinson consagrados esencialmente a una exposicién con-
ceptual del devenir del Anilisis! De hecho, se recogen, con las particu-
laridades propias de una exposicién oral, las ideas al respecto expuestas
en el capitulo que, bajo el tftulo "Concerning the History of the Calcu-
lus", cierra la obra capital de Robinson #on-standand Analysis?

La eleccic’)n del titulo, sin embargo, es significativa de una voluntad
del autor de inscribir su reflexién en el arcaico esfuerzo por vincular
intrinsecamente trabajo matemé&tico y trabajo filos6fico, voluntad presen-
te incluso en algunos capftulos estrictamente t&cnicos de #on-standard

Analysis, Introduciendo el término metaphysics se hace un guifio a
D'Alembert, por Robinson explicitamente citado:"do théorie des Limites
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est lo base de lo vraie Métaphysigue du caleul diffénentie,®  Pero la
complicidad se extiende a Lazare Carnot y sus "Ré&flexions sur la méta-
physique du calcul infinitésimal";* ciertamente a Leibniz, que vincula
opositivamente® el infinito aceptable o sincategorematico, expresable
bajo forma de serie infinits® a los <nfiniment pétits métaphysiques ex-

clufdos, como muy bien senala Robinson, en funcién de un a priori preci-
samente de orden estrictamente metafisico 7 Complicidad asimismo
con Berkeley, cuyas posiciones metaffsicas relativas a la percepcion
se hallan en el origen de su implacable critica de la teorfa de las fluxio-
nes y de la hip6tesis de los diferenciales & Complicidad con Lagran-
ge quien, en 1759, anuncia en una carta a FEuler que habfa elaborado
un manual de célculo diferencial Yy conseguido desarrollar la verdadera
metafisica de sus principios’ Cabe extender tal filiacién evocando a
Barrow (que cede la chtedra a Newton a fin de consagrarse a proble-
mas metafisico-teoldgicos facilmente vinculables a las aporfas del trifn-
gulo diferencial), a Newton, a Cantor'® o atin a Cavallieri, cuya recons-
truccién de la geometrfa en funcién de la hipstesis de los indivisibles
€S una operacidn estrictamente ontolégico-metafisica (una ontologfa,
ciertamente, que se desconoce como tal), Introduciendo en uno de sus
titulos el término metafisica y senalando en miltiples lugares el caricter
ontolégico de la discusign®? en torno a los diferenciales, Robinson reivin-
dica una filiaci6n €xtraordinariamente fértil en el plano matemético ;2

pero asimismo indispensable para una auténtica reflexién filosGfica.
Por un lado, en efecto, no ya una filosoffa inmediatamente referida

a la técnica matemé4tica, sino una conviccidn filoséfica general puede
determinar la direccién de fundamentales investigaciones en matemética.é.3
Por otro lado, sin embargo, Robinson nos ayuda a asumir la problemé&tica
complementaria, a saber, que al pensamiento matem&tico es intrinseco
un posicionamiento respecto a algunas de las cuestiones filos6ficas tron-
cales, a las que tradicionalmente se atribuye el calificativo de metaffsi-
cas, La cuesti6én del infinito -cuyo esclarecimiento, al decir de Hilbert
en su artfculo célebre,"no 400 concieme of dmlito de Yos  intereses
especializados, sino que es <ndispensalle  a fa dignidad misma def espindtu

humano " -

es una de ellas; cuestién hasta tal punto vinculante de
filosoffa y mateméticas que -cabe decir- s6lo puede ser planteada en
términos ontol6gicos atravesando el marco estricto del célculo diferen-

cial.
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Al final de este trabajo retomaremos el t&€rmino metafisica, nos pre-
guntaremos qué sentido tiene en boca de un Carnot o de un Lagrange,
e intentaremos mostrar que no cabe satisfacerse con una distinci6n
de sentidos que separara una metaffsica como fundamentacion inherente
al campo de la matemaética. S6lo entonces aparecerd la verdadera impor-

tancia de la reivindicacién del término por Abraham Robinson.

2. El devenir histérico del "Calculus" ante Leibniz.

Respondiendo a las intervenciones de Heyting y Bar-Hillel relativas
a la conferencia aludida, Robinson precisa que en ella abord6 ciertas
cuestiones polémicas, situfindose "fwom the detached point of view of
o histornian"'® Es sin embargo evidente que, al menos en lo que al deve-
nir del andlisis se refiere, la visi6n del autor no es neutra ni mera-
mente descriptiva., Robinson establece, a través de los textos que evoca,
un dislogo con sus predecesores, dislogo determinado por la necesidad
de mostrar que su propia posicion es aquella a la que oscuramente,
a través de la diversidad, oposicién y atn contradiccién de las posturas
relativas al estatuto de los diferenciales, apunta la historia del AnAlisis.

La historia del AnSlisis parece de entrada coincidir con la de
un rechazo progresivamente argumentado de aquello que, en el registro
ontolégico o categorial, singuiarizarfa a tal disciplina, a saber, el estatu-
to a o vez infinito en acto Y newamente cuantitativo de su
ofjeto. Si Mario Bunge ' ha podido referirse a la revolucién e€- §
mediante la expresin "execution and Qunial of infinitesimals" Robinson
se- complace en recordar que la sentencia se hallaba ya preparada desde
Leibniz cuando en 1701 presenta los diferenciales como entidades mera-
mente relativas"aussi grandes et petites qu'id faut poun que {enieur
s0id moindre que Leveun donnéet? excluyendo su estatuto de "choses
néelles 'y otorgéndoles tan s6lo el de nociones ideales que simplifican
los razonamlentos, andlogas a las rafces puramente imaginarias tales
como /——— . Anuncio de la sentencia condenatoria de los diferenciales
que se acentﬁa cuando, en 1716, insistiendo en su carficter de ficciones
ttiles, Leibniz da como razén del por qué en ocasiones parecid sostener
lo contrario las presiones del Marqués de 1'Hopital, temeroso de que
la clara exposicion de sus pensamientos constituyera una traicién a
la causa.’® Robinson hubiera podido citar otros textos {por ejemplo,

una carta a des Bosses de 1706), igualmente condenatorios de los infini-
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tesimales, mas también algunos que van en el sentido contrario (asi,
la carta a Fouche del 3 de Agosto de 1693), sin que quepa siquiera
distinguir etapas claramente determinadas en la evolucién del pensamien-
to de Leibniz al respecto, lo cual hace particularmente impresionante
aquella frase de la carta a Fouche del 2 de Junio de 1692, segln la
cual, "o caleul nous méne quelyuefols d Linfini sans y pensen’.

Y, en efecto, a base de no pensar, de no someter suficientemente
a la mediacién de la reflexién, a base de no encontrar un concepto
propio de lo que designamos como infinito y que el cdlculo diferencial
actualiza en la plenitud de su operatividad, nos encontramos con que
esta disciplina przogresa desde el principio sumergida en la tiniebla por
lo que se refiere a su fundamentacién racional.

A diferencia del Marqués de 1'Hopital, Leibniz pazece otorgar
a los infinitesimales un estado ontolégico imaginario... ficciones de la
mente... aptos para alcanzar la determinacién de aquello que tiene enti-
dad cuantitativa, pero carentes de tal entidad en sf mismos; desvia-
ciones (tiles en definitiva...

Mas ficticias o no, las "cantidades" infinitesimales se hallan someti-
das a leyes. Y aqul sT que Leibniz acarrea la responsabilidad de una
aporia de consecuencias gravisimas., Pues una cosa es que los infinitesi-
males carezcan de entidad "empirica", contrariamente a lo que parece
creer de 1'Hopital,2® otra muy diferente es que carezcan de consistencia
I6gica. Ahora bien, los infinitesimales se hallan por Leibniz sometidos
a una doble determinacién que les condena a tal inconsistencia, a saber:
a) por un lado se trata de "cantidades" .ncomparalles relativamente
a las cantidades propiamente dichas, de tal manera que dos de estas
Gltimas que difieran por una de las primeras serfan sewlva venidate reem-
plazablesz,1
b) por otro lado, sin embargo, las cantidades infinitesimales se hallan
regidas por las leyes y propiedades que marcan ;3 las cantidades finitas
u ordinarias.

Ambas tesis son incompatibles en el seno de un entramado l6gico
Aconsistente... incompatibles, al menos, mientras el marco de inteleccién
del registro cuantitativo sea la representacidon staundard de la recta
reak..

La originalidad del abordaje por Robinson de esta aporia reside

en su esfuerzo por -literalmente- inteligirla, es decir, acceder a la
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raz6n que determina el que Leibniz reivindique cada uno de los polos
antag6nicos, comprender la imposibilidad de excluir cualquiera de ellos,
vislumbrar que a la intuicién de Leibniz se esta revelando una pluralidad
de fendmenos irreductibles @ deteaminado modelo contigurador de nues
trnas nepresenitaciones, y que confrontados a la alternativa entre renunciar
a ellos o transformar el modelo, debemos optar por la segunda via,
completando asi en el tiempo la tarea de! pensador de Hannover.

El Antdisis no-standard viene a otorgar ~azdén a la intuicién de Leib-
niz, a legitimar su instalaci6n en la aporfa y, al tiempo, redimirle
de ella, a procurar un modelo en el que dos magnitudes que difieren
por una magnitud infinitamente pequena son -en el registro al menos
que interesaba a Leibniz- equiparables entre sfi, sin que ello excluya ¢
tal diferencia del concepto propio de magnituds

Para ello el Andlisis no-standand somete la recta real a la cono-
cida re-interpretacién mediante la cual caben en ella: un anillo M; cons-
tituido por nfimeros « tales que la] <r para todo nimero
standard positivo r; un conjunto *N, en el cual se halla incluido N,
que contiene nfmeros naturales infinitamente grandes y constituye un
modelo no-standand de la aritmética (modelo, como veremos, garantizador
del carfcter arquimediano de *R); nGmeros infinitamente grandes (en
valor absoluto) e inversos de los elementos de M;, es decir, de la forma
al; clases de equivalencia en torno a todos y cada uno de los ntimeros
reales (standard o no), constituldas por una constelacién de nfimeros
a £ verificadores de la relacién a=b, es decir, nfimeros cuya diferencia
es infinitesimal.. constelacién que -nuevo guifio a Leibniz- recibe el
nombre de ménada 2?

La relacién de equivalencia verificada por los pares de elementos
de una mdnada garantiza precisamente la primera de las tesis que Leib-
niz sostenfa aporéticamente. Pues, de tratarse de nfimeros finitos, dos ele-
mentos cualesquiera de la misma moénada tienen en el registro standard
un Gnico representante, y ello conlleva que, bajo cierto aspecto, -aquel
que precisamente interesaba a Leibniz-, sean homologables. Lo cual
no significa homologables en sentido absoluto?? Por ejemplo, si
o es un infinitesimal, sea cual sea un nfimero positivo no infinitesimal ~
no existe n standard tal que na >4, y en ello ¢ coincide con cero;
@ es, bajo este aspecto, salva veriate equivalente a cero. Por el contra-

rio, si existe un nGmero natural *2 no standard, o sea infinito, tal que
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*no > 2, cosa que sigue excluida para cero.

En cuanto a la afirmacién de que las cantidades infinitesimales
responden a las propiedades de las cantidades finitas, ello se halla garan-
tizado por un principio fundamental del anilisis no-standard, a saber:

. Si K es el conjunto de proposiciones verificables en el modelo
que constituye la recta real standard, entonces dicho conjunto de propo-
siciones se verifica asimismo en el modelo que constituye el "enlar-
gement"” o extensiSn transgresiva *R de R; los axiomas, reglas y teore-
mas expresivos de la coherencia de R siguen siendo expresivos de la

coherencia de *RZ*

La legitima arquitectura natural v real.

Ciertamente ello mediante una reinterpretacién de las proposiciones
que son "meaningful and true fon the system of Real Numbers"2S Vea-
mos un ejemplo: Sea la proposicién verdadera en R:

"para todo nfimero positivo ¢ existe un nlimero n perteneciente
a N tal que ¢ + @ + o +a (n veces) > 1", ‘

$Es tal proposicién verdadera en *R? En modo alguno, pues si
a es infinitesimal, cualquiera que sea n perteneciente a N, ¢ + ¢ +,..
+ a (n veces) sigue siendo infinitesimal, por ende menor que 1. La propo-

sicidén es, sin embargo, legitima si introducimos la modificacion siguiente:

"para todo nfimero positivo ¢ existe un nfimero n perteneciente a

*N tal que ¢ + @ + ... a (nveces)> 1",

Modificacién auténticamente restauradora del axioma de Arquimedes
en la medida en que del anslisis no-standard se desprende que *N es

el conjﬁnto concreto de los nfimeros naturales como *R lo es de los
nGmeros reales ¢ Intentemos justificar este extremo:

La inmersién de N y R respectivamente en *N y R supone no
ya tan s6lo que a estos Giltimos corresponde ahora el ser modelos verifi-
cadores del conjunto de proposiciones relativas a los nGmeros naturales
y a los nfimeros reales, sino, en cierto sentido, verificadores exclisios;
de tal manera que, si los axiomas, reglas y teoremas cuyo modelo es
el marco real o natural, son intrinsecos al modelo mismo, entonces
cabe decir: N y su complemento en *N, R y. su complemento en R
son tan s6lo abstracciones a partir de los objetos matemAticos auténticos

que son ™ y *R; pseudo-conjuntos por un prestigio de la imaginaci6n
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representados pero carentes de la pluralidad de determinaciones definido-
ras del orden numierico y, por ende, externaés, por decirlo como Robin-
son, al registro de la magnitud real.

Se dan en la recta real #*2 ndmeros naturales finitos o standard,
pero no cabe -es alll external- el conjunto de  los  nGmeros naturales
finitos 27 ’

Se dan en la recta real *R nGmeros naturales infinitos o no stan-
dard pero no cabe -es allf external- el conjunto de los nimeros natura-
les infinitos 28

Se dan en la recta real *R nGmeros reales (naturales o no) que
responden al registro standard (es decir, nfimeros ateniéndonos a los
cuales no tiene legitimidad la proposicion: existe « tal que para todo
natural n > 0, ' a | < %), pero no cabe -es alll external- el conjunto

de tales nGmeros??

Externads son asimismo el conjunto M0 de los nGimeros reales fini-
tos, standard o no; y el conjunto de los nfimeros reales infinitos®? De
lo cual se infiere algo que puede resultar mas sorprendente:

a) el conjunto Hota) de los nfimeros infinitamente préximos a un nGmero
@ € *R (o sea, la ménada de «) es asimismo extewnct i

Serfa laborioso sintetizar aquf, en términos técnicos, el concepto
de entidad exterwiad, pues ello implicarfa una exposicién de la construc-
ci6n y la simbologfa conforme a la teorfa de modelos presente en la
primera parte de #.S5,A4. Retengamos el hecho de que extewnal viene
a ser toda entidad que, en la extensiSn transgresiva del viejo modelo,
no responde a una ley o determinacién que le correspondia en Este.
Dado, por retomar el ejemplo de 3.1.7., que N verifica la proposicidm:
'2odo subconjunto no vacfo de nGmeros naturales tiene un elemento
minimo! el hecho de que *N no garantice tal cosa para Ni (conjunto
de los nfimeros naturales infinitos) excluye a esta entidad de la condicién
de subconjunto intrfnseco de *N  exclusién que arrastra ~-asimismo la
de N. Los elementos de N si pertenecen a *N y, por ende, a *R, pero
N como tal no estd intrinsecamente incluido en *N ni en *R, sino tan
s6lo en el lenguaje bajo forma de proposicién "conjunto N de todos
los elementos finitos de *N", proposicién a la que propiamente ninguna
entidad responde en *N, '

Si consideramos el nlimero de subconjuntos puramente linguisticos

que asi se establecen, si consideramos en particular que R mismo es
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uno de ellos, veremos hasta qué punto la subversién de la recta real
de Abraham Robinson tiene caracteres radicales, No es la ley que rige
los n@imeros reales lo que se halla puesto en tela de juicio, sino el
conjunto en que tal ley se proyecta y despliega. R aparece como una
especie de usurpador al 'que la pluralidad de fenSmenos dependientes
del calculo diferencial desenmascara. Pues (y ahf reside la trascendencia
ontolégica de la obra de Robinson) una de dos: o el célculo diferencial
carece de fundamento y legitimidad que no sean puramente fenoménicos,
0 la recta real es sustancialmente diferente de lo que nuestra heredada
y obediente intuicién nos muestra. Antes de abordar este extremo, consi-
deremos otro ejemplo del acercamiento ontoldgico a la historia del

Caleubus que caracteriza a Robinson.

3. El devenir histérico del Céalculus ... ante Cauchy.

As the theony of Umits became fiamly
established, the use of infindely small and
infindely flarnge quantilies in Analysis became
discredited and sunived ondy as a mannen
of speaking e.gy in the statement that a
variahle tends to infinity. (N.S.A. Pp. 261)

La historia del Cdlcubus (a la que, deciamos, Robinson se acerca
en actitud ni neutra ni meramente descriptiva) parece coincidir con
el proceso de sustitucidn de una posicién matemético- filos6fica privile-
giadora de las nociones de aproximaci6n y limite. Dos frases de D'Alem-
bert, una de ellas ya evocada“, sirven perfectamente para expresar
esta tendencia:

"insi fa Métaphysique de Clinfini et des quantités infiniment petites
plus grnandes ou plus pelites les unes que Lles autnes est  totalement
inutidle au caleul ditférentied)'

Por el contrario:

"La théonie des limiles est d o Lbase de o vraie (Métaphysique
du caleul ditférenticl "*? ’

Entre metafisicas, pues, anda el juego %% Una metafisica de los infinite-
simales que agoniza frente a una metaffsica de la vinculacién y de
la relatividad que se abre camino... En este proceso Cauchy aparece

de ordinario como el legitimador cuasi-definitivo de la tendencia triun-
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fante. Con &l la técnica stendard moderna de tratamiento de los proble-
mas analfticos quedarfa fundada y la expresién infinitesimal relegada
a simple "manidee de parlen”

Nos proponemos, siguiendo la lectura de Robinson, mostrar que,
en realidad, la actitud de Cauéhy es mucho m&s compleja y su rechazo
de los infinitesimales bastante menos transparente. NoOs preguntaremos
entonces por las razones de esta fundamental ambig{iedad, y pondremos
de relieve que, por razones fundadas, Cauchy se sostiene en una posicién
aporética de la que -como hemos visto respecto a Leibniz- de alguna
manera el Andlisis no-standard vendria a liberarle.

Tras reivindicar 5 el rigor del método geométrico por oposicion
a las razones excesivamente genéricas utilizadas en 4&lgebra, senalar
que tal ha de ser el que se introduzca en los problemas del calculo
y presentar la nocién de #mife como valor al cual se aproximan indefi-
nidamente los sucesivos puntos de estabilizaci6én de una variable, el
Courns d'Analyse de £Ecole Royale Polytechnigue nos ofrece la siguiente

definicién de cantidad infinitamente pequena:

"Lonsque Jles valeuns numénigues succesives dune méme variable
déenaissent indéfiniment, de nanidne ¢ salaissen au  dessous de tout
nomibre donné, cette varnialle devient ce qu'on nomme un dnfini ‘ment
petd ou une quanitité infiniment petite. line variable de celle espéce

, oo 6
a zéro poun fimite" ¥:

Ce qu’on nomme.. infinitamente pequeno. Eco de la frase de D'-
Alembert a continuacién del pérrafo anteriormente citado del articulo
Ditténentiell n ne se sert du terme dinfiniment pelil que pour abrédgenr
los expressions

Basta con calificar de infinitamente pequero la variable y de
una funcién y=f(x) en el caso, por ejemplo, en que hm f( ) = 0 para
tener ya un Jnfinitamente pequesio (asimismo puramente nommal) funcio-
nal. El camino queda abierto a la consideracién de la derivada a partir
de la relaci6n variable entre el .infindamente pegueno de la variable
dependiente y el de la variable independiente, tomando tal relacién
en su Iimite (y en modo alguno la relaci6n de ambos Ifmites). Y, sin
embargo, no estd absolutamente claro que Cauchy se haya liberado

de los infinitamente pequenos como auténticas magnitudes. Robinson
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cita al respecto su definicién derivada®":

"Lonsgue Lo fLonction y=Hfx) reste continue entre deux Ulimides
données de fo varninlle x, et que fon asigne d cetle variolle une va-
leun comprise entne s dewe dimites dont & sagid, un accrolssement
infiniment peilit, attnibué d lo varialle, produdt  un  accroissement
nfiniment petit de fo fonction elle-méme. Par conséquent, 5L {7 on
pose alons bx = 4, les deux termes du rappord _aux  diffénences

(1) by _ Hxsi) - Ax)

Ax <

seront des quantidés infiniment pelites, flais, tandis que ces deux
termes sapprocheront indéfiniment el simublanément de fu limdide
zéro, Lo mgpomf lui-méme pourra convergen vens une auitre limdite,
sodt positive, soidt negative, Cette limite, lorsqu’elle existe, a une
valeun déterminée poun chague valeurn pariiculicre de x..."

Empecemos por sefalar el punto mé&s encomiable del pérrafo,
a saber, la extraordinaria precisién a la hora de determinar la autonomia
del lazo mismo respecto a lo en &l vinculado: la tendencia del vinculo
no se explica a partir de la tendencia de los vinculados, puesto que
es constante (a cero) y aquélla, variable o dependiente de la funcién®®,

Lo problemético en esta definicién procede de la expresion  ~ un
accroissement infiniment petit”s sorprendente tras las consideraciones
que preceden. Cabria, en efecto, esperar del bar6n de Cauchy una
presentacién de la derivada m&s acorde con los actuales manuales stan-
dand, que precisamente en Cauchy encuentran su origen, a saber: limite

cuando < tiende a cero de

£(x + 4~ £(x)

<
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Dada la definici6n de “nginiment petit, debemos en principio ver
en'cccroissement infiniment petit'una expresi6bn meramente redundante
respecto a'ces deux teames sapprochent indéfiniment el simullanément
de fa bimdile zéro. Lamentariémos, en todo caso, que en un momento
clave de su construccién Cauchy no haya preferido excluir la expresién
equivoca utilizando directamente los términos de la segunda. Robinson
constata, sin embargo, que, lejos de constituir una imprecisi6n pasajera,
la fidelidad de Cauchy a la. expresion problemé&tica es constante: en
1829 y 1844, la derivada sigue vinculada a la nocién (ya forzosamente
equivoca) de incremento infinitamente pequefio; Robinson cita asimismo®”

esta presentacién (1823) de la integral definida:

"D'aprds ce qui a Sté-dit dans la derniére legon, sLLon divise x-xi
en élémenis infiniment petits xy-xg, Xo=X1m0 X=X, _» lasomme

DS = Cegmeg) fixo) # (k2 = x1) Axa) peent (xex, D Ak, )

convergena” vers une limite repabsentée par Lintégnale cLe/iaue

fx

o Ax) dix)
De donde esta espectacular re-interpretacién de la obra de Cauchy:
Yeotnn Cauchy’s mind a function did not approach s Limit directly,
Qut only via expressions invobuing infinitesimals"

Re-interpretacién de Cauchy, relectura que, tras las ambigtiedades
del texto, busca el sustrato que las legitima, que las hace trascender
el cardcter de mera expresién de una debilidad subjetiva.

El bar6n de Cauchy abre la vfa a la reconstruccién del anélisis
en base a los conceptos de Iimite y de variable y, afin, a su instrumen-
talizaci6n, mediante el juego €-§ #' Cauchy, sin embargo, no renuncia
a la expresiéninfinitamenie pequericl Ciertamente, da de ella una defini-
ci6n que le hace perder su mordiente, que la reduce a la tendencia
de una variable, al Ifmite cero. Mas entonces, é4por qué no, pura y

simplemente, suprimirla?, éPor qué, incluso, reutilizarla con afios de
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intervalo y en mdltiples contextos? La presencia de la expresién, win
cuando no se toma fa precauciddn de necordan fa definicidn que da hace
<nofensiva, hace que, ante la presentaci6n por Cauchy de la derivada,

dudemos entre:

Limite £ (xo+ &) - £ (x0) donde i es una variable numérica ordina-

i>0 £ ria,

Limite Z (xo#i) - £ (xo)

10 donde i es una cantidad infinitamente

< pequena.

La palabra #r.ite tiene sentido pleno en la primera lectura; no
lo tiene en la segunda,

O Limite,. en el registro numérico ortodoxo, o infinitamente peque-
fio. Ello no puede escapar al bar6n de Cauchy y, sin embargo...

Aunque oscuramente, viene a decir Robinson, Cauchy lleva razén
al referirse al Ifmite sin renunciar a 'lo infinitamente pequefio; pues
en la cosa misma de ambos forzosamente se trata. Simplemente es
necesaria una reordenacién: el marco en el que el #mite expresa la
verdad en juego es correlativo del marco en que lo infinitamentebpeque—
no rige. Contemplemos, en efecto, las condiciones que el .andéisis no-
standand asigna a la derivada:

Ax) s dibferentiable at xq if and only if the rations
Axori) - Axo)
<

have the same stondard part d, fon all infinidesimal i 20, and d is
then the derdvative of fx) at xqy in the ordinany sense?

d es la derivada. en sentido ordinario; o sea, llamé&mosle f'(x,),

y es tal que:

Limite Axqy + A) - Axy)
h +0 —————/7-— = ;Z’ ()COJ
El andéisis no-standard no pretende desautorizar las proposiciones

de los manuales standard, sino por el contrario legitimarias, mostrando
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su correlato, sombra o fundamento, que, naturalmente, no puede coincidir
con lo fundado. La verdad ftnica del anAlisis tiene una doble expresi6n:
continuista, relacional, cualitativa, donde s6lo la tendencia y el Ifmite
de la relaci6én de las variables en juego rigen, por un lado; discontinui-
dad, salto a un orden irreductible al registro numérico heredado, infinitud
y, sin embargo, anclaje en la magnitud, por otro lado.

Toda proposici6n relativa al marco standard es reformulable en
términos de *R. Y en tal caso, la verificacién en R supone en el regis-
tro no-standand determinaciones Que son asimismo condiciones suficien-
tes,

éCondiciones de posibilidad y de necesidad de'que una sucesidn
{sn} de nGmeros standard se halle acotada? Pues que, tras reinterpretar
{sn} de tal manera que n recorre *N (y no solamente N), los elementos
s, para n no standard sean finitos (standard o no) *3

/Condiciones en las cuales un nfimero standard b es Iimite de
una sucesidn de nfimeros asimismo standard? Pues que tras la reinterpre-
taci6n no standard de la sucesibn |sn— sl sea infinitamente pequefio
para todo fndice n infinito* '

¢(Expresién en el plano no standard del criterio de convergencia
de Cauchy (a saber, nl’i;nn_m(sn - sm) = 0)? Para cualesquiera nfimeros
naturales infinitos n y m tendremos [s_ - s_| es infinitamente pequefio.®

(Expresi6n en e! plano no standard de la continuidad de una funcién
seglin el propio Cauchy? Para todo infinitesimal i’ tendremos f(xo+ i)-f(x.)
es infinitesimal asimismo.*®

Y asf sucesivamente... Un modelo enriquecido de la recta real
nos permite contemplar la ‘vertiente infinitesimal de los fen6menos
relativos a la tendencia, la continuidad y el limite que el cilculo dife-
rencial standard explora y consigna... en un marco categorial no estric-
tamente cuantitativo.

Sozein ta fainomena -

" Cette science, i c'en est une,n’est nullement de mon géibien"

Citando m&s arriba esta frase peyorativa de Lagrange respecto a la

Metafisica, la oponfamos a otra afirmacidén relativa al desarrollo por
el propio Lagrange del Analisis y de la verdudera  metofisica de  sus
principios. Si la Metafisica merece tan poca consideraci6n, épor qué

conservaria a la hora de referirse a la fundamentacién de la disciplina?
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Ciertamente -responderfa con probabilidad Lagrange- una cosa es cimen-
tar una reflexién que en cualquier caso se veri confrontada a la severi-
dad e intransigencia de su objeto; otra muy diferente es aventurarse
en un proceso en el que el pensamiento no encuentra como lugar de
confrontacién sinc a s mismo,

Cabe no obstante dudar de que tal distincién de sentidos respecto
al término metlefisica permita salvar a Lagrange del reproche de incohe-
rencia en sus propdsitos, De hecho, una observacién cuidadosa de ciertos
presupuestos en la "7Adorie des /.’on&iéorm analytigues” (por no hablar
de la construccién de Cavallieri) dificulta el establecimiento de una
frontera rigurosa entre fundamentacién trascendente o especulativa
y fundamentacién inmanente al campo de la matemética. Al menos
la determinacién se borra cuando en el campo de la matemé&tica incluf-
mos el entramado l6gico y categorial que en todo momento a la vez
la alimenta y la interpela.

Mas la razén fundamental que se opone a la distinci6n procede,
en el caso del Anilisis, no ya de lé metateorfa, ni siquiera de la teoria
misma, sino del objeto de &sta. Nada mé&s problématico, en efecto,
que el estatuto de ese “infZindd en el que el .Caleulns intenta introducir
un orden, es decir: hacer emerger determinaciones precisas y, a la
vez, servirse de lo asi establecido, mostrar su operatividad en el registro
Yinito. Problemético,- como hemos visto, para el propio Leibniz, proble-
mdtico; asimismo, para Cauchy.

La trascendencia ontol6gica del and#isis no-standand reside en
el hecho de que, por vez primera desde que la amoximacidn infine
Za ocupa a la ciencia y a la filosofia (desde, en suma, Arquimedes,
Eudoxo y el método de exhauci6n), el carfcter numérico de los diferen-
ciales es afirmado en un marco tebrico irreprochable. Con A. Robinson
el registro de la cantidad recupera un material cuyo estatuto ontol6gico
era oscuro desde el propio Leibniz y, en todo caso, desde que el barén
de Cauchy, afin sin renunciar de manera clara a lo infinitamente peque-
fio, parece reducirlo a expresién convencional designativa de una variable
cuyos valores sucesivos se aproximan progresivamente a cero. Y decimos
que el registro de la cantidad recupera ese material porque de atenernos
al simple lfmite del cociente incremental variable, entonces en el resul-

tado, la derivada, dy, hemos trascendido el marco estricto de la magni-
tud: e
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"Wo es necesario decin que fus difenentes pantes de lo expresion
i canecen de sentido si se lus considera pon separado; fos d no

CbcAon ndmencs, no pueden simplificarse Y la expresidn compleia no

es el cociente de dos nimeros dy, d",
nos dice el autor de un sencillo y excelente manual standard*7

Ateniéndonos a ll}rn_;lﬂ,l(xn + h)-f(x,) en elmarco standard, entonces
la férmula de la derivada expresa un lazo en el cual aquellos dy, dx que
se hallan vinculados no poseen subsistencia fuera del lazo mismo: ni
nfimeros, ni funciones, ni limites por separado de variables {ncremento; ir-
reductibles al registro categorial de la magnitud, s6lo cabria atribuirles
el calificativo de infinito, entendiendo por tal no una cantidad infinita,
en pequefiez, sino la infinitizaci6bn de la cantidad misma, es decir,
su cualificacidn, pues "propd0 de fo cualidad es fo emengencia de un
lozo en el cual los vinculados no poseen sulbsistencia®.

Robinson encuentra en la historia y en la pféctica del Caleubns
razones para no limidanse a una conéepcién estrictamente cualitativa
del vinculo diferencial, razones para mostrar tras &ste -una sombra
de infinitud. De ahi que, para dar sostén a la disciplina de la magnitud
infinita vy a la pluralidad de fensmenos que ella determinas ®
parezca imprescindible violentar el marco tebrico que determina esta
representacion, ofrecer al discurso sobre la recta real un nuevo modelo.

Sozein ta fainomena, dar cuenta de lo que se muestra, encontrar
aquello de lo que no cabe prescindir un sostén que le arranque a la

contingencia; tal es la misi6n - fundamental de la filosoffa.

NOTAS

! Ponencia recopilada en Problems in the Philosophy of Mathe-
natics, North-Holland Publ. Co., Amsterdam, 1967, pp. 28-46

2 North-Holland Publishing Company, 1966. En lo sucesivo nos
referiremos a esta obra mediante las siglas N.S.A.

5 Articulo Limite de la" Emyclopédie méthodique ou pan  ondre
de matiénes) Paris-Lieja, 1784-1789.

" Esta obra del politico francés, miembro de la Convenci6n,mi-

nistro de la Guerra y del Interior de Napoleén, fue escrita
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en Alemania aprovechando un exilio en 1797. La Librainie
Scientifigue et Technigue Allent Blanchand efectud una cuidada
reedicién en 1970,

Concretamente en el Journal de Trévoux de 1701. MNathemalische
Schriften (Gerhardt 5, 1858, p. 350)

Por ejemplo, en la ecuacidén 2 = OZQ-G -12—n

A saber que si se dieran indivisibles metafisicos, " n’aurail
point de science ni aégle, ce qui ne serait point conforme
avec fo nature du souvenain principe(idem). Comentario perti-
nente de Robinson: "..afthough Leidbniz assunes us that  the
infinitely fange numbens are ideal elements which are ondy
introduced fon convenience.., there s no attempt to justily
this cluim except fon the appeal to the ’sovereign principle’”,
(N.S.A., p. 283)

G. Berkeley, The Analyst 1734, Collected !onks vol. 4 f(ed.
A.A, Luce and T.E. Jessop), Londres 1951).

Véase René Taton "Lagrange et Leibniz. De la Théorie des
Fonctions au principe de raison suffisante", —Acta/s‘.dd[mte/ma;téo-
nale Leilniz-Kongress, Hannover, 1983, p. 750.

Aunque en este casc se dé una verdadera quiebra entre rigor
matemético y construccién ontol6gica arbitraria.

En ocasiones para poner de relieve la actitud contraria de
la epistemologfa positivista: "We should add that, to a fogical
positinist, a discussion of the ontological significance of infini-
tany notions of any kind is meaninglesd; N.S,A.  p. 281.

Contribuyendo de paso a superar las consecuencias de un
malentendido filolgico. Malentendido que tiene origen en
el deslizamiento de sentido en el prefijo'metd; de tal manera
que metafisico pasa de ser disciplina que se sitGa en la orde-
nacién del conocimiento tras la reflexién fisica, a ser disciplina
cuyo objeto serfa un eventual ente que trascenderfa el horizon-
te fisico. Aunque ciertamente AristSteles mismo da en ocasio-
nes pie a tal deslizamiento, s6lo en la lectura onto-teolSgica
posterior de la obra del Estagirita se consolida el equivoco,

clave del desprestigio progresivo al que se vi6 abocado el
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términoe mefafisica. VEase al respecto la obra capital de Pierre
Aubanque Le paclleme de £E&ne chez Anistote, Paris, P.U.F.,
mdltipies ediciones. '

En ocasiones una conviccién a-critica, la simple creencia
aparecerfa como motor del progreso en el Anélisis:"A4s the
Calewles  continued o develop and thuve, the Wtogical and
philosophical weaknesses of the system were overlooked for
a periods, Indeed, the great success of the theony was ascribed
Ly some Zo the acceplance of the realily of the infinidely
small and larnge, Ly contrast with s rejection Ly Archimedes
and his predecessons™(N.S.A. p. 281),

En ocasiones, por el contrario, la fertilidad surge de la fideli-
dad a una exigencia de rigor introducida por la reflexion
genuinamente filos6fica. Ningtin filésofo, en el sentido conven-
cional del término (con excepcién de Demécerito), aportd resul-
tados directos importantes en matem&ticas y, no obstante:
Yooby flaying bare some important charactenistics of mathemali
cal thougtd, both he (Plato) and Anistotle exerced consideraile
influence on faten generationd. A. Robinson, "Some thoughts on
the history of mathematics" Composiio Math. 20 (1968,
pp. 188-193.

"Jber dasUnendliche" in .fAlathematische Annalen, vol. 95, 1925,
pp. 161-190. Nuestra cita se encuentra en la p. 163.

The metaphysics oZ the Caleudyns, intervencién final.
Intervencién tras la conferencia aludida de Robinson.
Journal de Trévoux 1701; citado en N.S.A., p. 262,

Veremos més adelante que de esta tentacién de apartar a
los diferenciales de la recta real nos liberard el ANon-staendard
Analysis precisamente mediante una reinterpretacién de R
que proporciona la base conceptual a partir de la cual quedarfa
realmente fundada la pluralidad de fen6menos dependientes
del Ané&lisis superior. k

Conviene transcribir enteramente el texto citado por Robinson
N.S.A.  p. 263:"Poun ce qui est du caleul des inifinitésimales ,
Jo ne suwis pas tout d fail content des expressions de (lonsieun
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Heamun dans sa éponse d Monsieun Nieuwwentift ni de nos
autres amis EEX M, Naudé o aaison d'y faine des oppositions
Quand s se disputérent en France avec LALLE Gallois Yo
Pére Gouge et d'autres je feun tmoignai que je ne croyais
point qu'il y edt des grandeuns vénitallement infinies ni vérita-
Llement infinetésimales, que ce n’était que des finctions mais
des fictions utiles pour abrbgen et poun parden universelloment ...
Mais comme M, le Aarquis de LHOpdal cwyed que par
se trahissals fa cause, s me pridrent de n’en rien dire, ocutre
ce que jsen auais dit dans un endnwoit des actes de [Leinsic
et U me fut awé de déféner d feurn pricidl

Triste razén mediante la cual se explica el que Leibniz hubiera
confiado a sus discipulos la profundizaci6bn en la disciplina.
Como el propio Robinson apunta en otro lugar ya evocado,
quizds el progreso de &sta exigi6 el sacrificio del espiritu
critico. Incapaz de ello, pero carente de un modeéo satisfacto-
rio, Leibniz se vefa abocado, de alguna manera, a la renuncia.
La presion del Marqués de I'Hépital, de ser cierta, muestra
hasta qué extremo la 'severidad' de la ciencia encubre en

ocasiones la simple ambicién de regir en el seno de una secta.

In onden to appreciate the significance of these lines, Robinson
se refiere a los axiomas establecidos por de 1'Hépital, " we
have to rememben that, when they were wridten, mathematical
axioms stll were neganded, in the tradition of Euclid and A
chimedes as empinical focts from which othen empirical facts
could be olbtained by deductive procedunes while the definitions
were intended fo endow the teams wsed in the theony with
an empiical meaning, Thus (contrany to what a scheme of
this tkind would signify in our time) de CHEpidals formulbation
implies a belief in the neality of the .infinitely small quantitics
with which & is concemned) The fletaphysics .. Po 32.

"o et g compte pourn ébgales fes quantités dont fa dilférence
Leun est incomparable, Jappelle grandeuns incomparables dont.
Lune mulliplide par quelgie nombre fini que ce soid, ne saunail
excéden Lautre, de 4o méme Fagon qu’'fuclide Pa pris dans
sa cinguidme définition du cinquidme fivne Leibniz, en carta
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de 1695 a de 1'Hopital, citada en N.S.A., p. 265.

"For any finite real number a in *R we call the uniguely deten-
mined standard real numlen which is infinitely close to a (2
i the above proot) the standarnd pard of o in symbols r=st{a)
0% mone friefly, 2="a. (loreoven, given any snecl number in
R we call the set of real numlbens which are infinitely close
to g the monad of @ to fe denoted 8y W(a)" N.S.A., p. 57.

oo dnstead of cluiming that two quantities which ditfer only
Ly on infinitesimal amountd, e.g. x and x+dxy are actually equal
we find only that they are equivalent .in a well defined sense,
xrdx=x and can thus fbe substituted fon one another in some
nelations Qut not in others The (letuphysicsms p. 34

"ot R fe o higher orden non -standard model of Analysis
Thus *R s a mathematical staucture which. possesses  the
Lollowing properticss
(1) Every mathemalical notion wich 45 meaningful fon
the system of Real Numibens is meuwningful also for *R, In
particulor,  addition, mulliplication, and ondern are defined fon
.
(2) fveny mathematical statement wich 4 meaningful
and trwe fon the system of Real numbers is5 meaningful and
tawe also for R provided that we intenpret any aeference
to entilies of any given type, e.g. sets on rebationson func-
tions in *R not in terms of the totality of entities of that
ype, fut in tenms of a certain subsel, called the set of inter-
nal entities of that type. For exemple, if the statement con- °
tains a phrase ‘fon all sels of numbers' we intenpret  this
as fon all intesnal sets of numbens’, Similarndy the phrases
‘there exists an internal sel’, ‘there exists a function', s
there exists an intennal set’, ‘thene exists an inteanal function’,
However all individuats of "R are intewnali the phrase  fon
@l numlers' is intenpreted in R as o all individuals of
*R’, '
(3) The system of internal entities in *R has the following
paopertye If S is an internal set of relations then all elements
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of § are interndd.,

(4) *R  properdy contains the system of real numbens
Ry there 45 an individual in *R which, acconding to the aelation
of onden defined in R and *R, i greaten than bl numibers
of R."{N.S.A. "p. 49,) sustituyendo, segln lo establece el propio
autor, pp. 55, natural numbers por real numlens

N.S.A., p. 49.

From now ons we shall refen to all individuals of *R as  aeal
numbens, reserving the name of standand real numberns 1o the
dndividuats of R,"{N.S.A. p. 55). De ahf que {reservando

la expresién 'conjunto de nfimeros naturales' a N),

"If by Anchimides axiom we mean.. that fon any a > 0 there
exists a natunal numben n (which may fe infinile) and that
nea > 1 then Archimides axiom does hold in "RY  The fetaphi-
8iChss s 34,)

N.S,A. Teorema 3.1.9, p. 54.

La demostraci6n de este teorema es, de hecho, la base de
la del anterion (reducida a mostrar que si el conjunto de los
nfimeros naturales finitos fuera .tnfewcf lo serfa asimismo el
de los nGimeros naturales infinitos). Su articulacién fundamental
es la siguiente:

La proposicién ‘'todo conjunto no vacio de ndmeros natura-
les posee un elemento minimo' es verdadera en N. Por ende,
es verdadera en *N, va que *N es un modelo no-standard
de la aritmética. Ahora bien, se demuestra en N.S.A. pp. 51,
que no existe ninglin nGmero natural infinito mé&s pequefio
que todos los demd&s. Por tanto, el conjunto Ni de los nfimeros

naturales infinitos es forzosamente extrinseco al modelo *N.

Teorema 3,2.2., p. 58

Teorema 3.2.3., p.58 .

Teorema 3.2.4.,, p. 58. Conviene transcribir la demostracién:
"Suppose that u(a) 45 an intewnal set fon some a Then
the set o = {4/ b=c-a, ¢ € u(a)} abso 45 intewnal in

Ry Uo consistsof all numbens which are infinitely close



32

33

34

35

36

37

ONTOLOGIA E HISTORIA DEL CALCULUS

2o 0 de s the monad of 0. But if Wy were intewmnal the
set of neciprocals of elements of Ug other than O also would
fe internal, But this is precisely the set of infinite  nreal
numbens, This proves the thecrem!

Articulos "Differentiel 'y'Limite! en la Enciclopedia”. Citados
por Robinson, respectivamente, en N.S.A., p. 268 v 7he [leta-
PhYsiChHse Do 28,

El espacio no nos permite considerar la construccidn de Lagran-
ge, sustentada en el despliegue tayloriano de las funciones
continuas, y que rechaza, tanto la hipStesis de las cantidades
infinitamente pequefias como la teorfa del Ifmite. El tftulo
de su obra fundamental es, al respecto, significativo:

Whéorie des fonctins analytigues contenant fles principes
du caleul différenticl, degagés de toute considération d%infini-
ment petils d’evanowissants de limite, de flucions et réduite
a Lanalyse alygébrique de quaniitds Linies)

Juego en el que Lagrange parece negarse a entrar, puesto
que escribe al propio D'Alembert: "Wous awiez dien aaison de
crodne que je n'al aucune part au programme de Métaphysigue.
Cette science, #i c'en est une, n’est nublement de mon giliens
Il me semlle que chaque pays a presque sa Mlétaphysique parte-
culicre comme sa fangue, et fo question proposée est de Méta-
rhysique allemande et feifnizienne) citado por René Taton
en el artfculo antes evocado. La actitud despectiva de Lagrange
serfa mé&s convincente si, como hemos visto, en 1759 no hubiera
anunciado a Euler que, tras elaborar un manual de cilculo
infinitesimal, habfa conseguido Hesomollon o verdadera metafisi-
ca de sus principios' Nos ocuparemos de esta incoherencia

al final de este artfculo.

"Cours d'Analyse de 1'Ecole Royale. Polytechnique" , I@ZZ/QW
1821 , Oeuvnes Complétes sec. 2 vol. 3.

Citado por Robinson, N.S.A., pp. 269-270 y, en traduccién
inglesa, 7he Metaphysics,. p. 36.

N.S.A., p. 273 7he Metaphysics.., p. 37, evocado en inglés.
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Sefialemos que en este punto sustenta Hegel su tesis de que

en la derivada tenemos un paradigma de lazo cualitativo.

N.S.A., p. 275.

N.S.A., p. 274. Asimismo: 7hus & would appear that to his
nind, a varialle does not attain the linit zewo directly dut
ondy aftern travelling through a region of infinitesimabs, The
Metaphysics.. p. 37,

Sobre este {ltimo extremo, N.S.A. p. 271.

The (Metaphysics.., p. 31, La redaccién en N.S.A. p. 68 es
la siguiente: Teorema 3.4.9. "In onden that the standard numier c
be thederivatlive of fx) at xg it 8 necessary and sufficient that

Z ¢ fon all.x % xy in the monad of xp."

X-Xq

El enunciado exacto del teorema 3.3.3. N.S.,A., pp. 59'n onden
that a sequence {Aﬁ} in R de Lounded in*/?, L 45 necessany
and sufficient that the elements of {An} in R are all tinite)

Ahora bien, dado que para n finito Sh lo es por hip6tesis,

la condicién s6lo determina realmente a los n infinitos, es de-

cir, no $standard.

Conviene recordar el principio fundamental utilizado en
la demostracién del teorema, asi evocado por el propio Robinson
pp. 60: "wo & X &8 admissible in R and holds in *R then X holds
also in R, Fon i noty then X is admissille and holds in R and
hence, holds also in *R, contrary to assumption”.

N.S.A. Teorema 3.3.7. p.60

N.S.A. p. 65.

The MetaphysiCies Po 86.

M. Spivak, Calcubis, W.A, Benjamin, Inc.. Nueva York. Hay edi-

ci6én espafola publicada por Ed. Reverte, Zaragoza.

vee Indeed he (the physicist) has nevern ceased to wse infinidesét
mally e.g. 4in setting up differentiol equations representing physi-
cal processes, But he has done i with a fad conscience evern sin-
ce mmouns of the Dedekind-l) eienstnass revolution reached — his
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ean, He can now refer to non-standand analysis fon the régorows
Justitication of his intuitive infindesimals st as he nefens
Lo the theony of distailutions for the legalization of the various
delta Mfunctions’ which his Prhysical intuition led him to .introdu-
ce". M. Bunge, intervencién tras la exposicién de Robinson :
(7he Metaphysicsewes .p. 45),

Departamento de Filosoffa

Universidad del Pafs Vasco. San Sebastisn
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