UN TEOREMA DE MULTIRECURSION
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ABSTRACT
A very general multi-recursion theorem is proved,
particular cases of which are the Kleene's fixed point theorem and
the Smullyan's double recursion theorem.

El siguiente resultado es una generalizacion del teorema de doble recursién de
Smullyan:

Para toda secuencia de funciones recursivas fq, f2, ..., fm 10 ™M > (n =0, 1, ..)
existen funciones recursivas r1, 2, .., I'm 1@ " > w tales que para todo x (% = X9, X2,
..., Xp) Se verifica:

bry (x) = Of (, 11 (X)) o Tm (X))
bro (x) = Of2 (x, 11 (X)) - fm (X))

m’m (X) = Qfm (X’ r (X)v e I'm (X)) :
Demostracion:
m = 1: teorema de recursion.

m + 1: por la hipétesis de induccién existen funciones recursivas Pz, P3, ..., Pm+1
tales que

dpo (x, x) = Of2 (x, X, P2 (X X)s sy Pm+1 (X X))

Opmst (6 X) = fmet (X % P2 (X, XDy v Pmat (60 X)) -

Sean pi, r1, 12, ..., rm funciones recursivas tales que

dp1 (x, X) = Of1 (5, X, P2 (%, X)s s Pm+1 (X2 X))
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) = P& 1 x) (i = 2,3, ..., m+l)
De las igualdades anteriores se sigue el teorema, ya que
Ory () = Op1 (xo r1 () = ¥y G () e Tmat (1))

Op2 (o r1 () = 2 G, 11 () oo Fmat (%))

bro (%)

Ormat () = OPmet (6 11 () = ¥fmet (0 11 (00 s Fmat (X))

A continuacién damos una aplicacién del teorema para el caso en que n = 2, probando la
equivalencia de dos definiciones de inseparabilidad:

Sean A, B dos subconjuntos de w recursivamente enumerables.
df. 1: Ay B son efectivamente inseparables si existe una funcién recursiva f tal que
VXYY (A © Wy & B C Wy & Wx n Wy = 8) = F(xy) € Wy n Wy).

df. 2: A'y B son efectivamente inseparables si existe una funcién recursiva parcial ¥
tal que

¥xvy ((A € Wy & B € Wy & Wy n Wy = g) = (v, & w(xy ¢
Wxﬁ Wy))

Obviamente si A y B verifican df 1 también verfican df 2.
Reciprocamente, si A y B verifican df 2, sean g y h funciones recursivas tales que

{z2ze A ; (zeWyx & ¥ (x,y) 1)}

Wg(x,y,u,v)

Whx,y,u,v) {zzzeB ; eWy & ¥ (x,y) )}

Por el teorema de multirecursién, existiran funciones recursivas r, s : we > w
verificando:

Wrixy) = Woxy,r(x,y),s(x,y))
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={zizeA ; (e Wx & w (r(x, y), s(x, R2E
Wsxy) = Whiy.r(xy),sxy))
={z:zeB ; (ze Wy & w(r(x, y), s(x, y)) $}.
Sea f la funcién definida mediante la igualdad
fx,y) = ¥ (r(x, y), s(x, y)).
La funcion f es total y, por tanto, recursiva, ya que
TYT = Wixy) = A & Wsxy) = B)
= ¥ (r(x, ), s(x, y)) ¥
- f(x, v) .
En consecuencia se tiene que

Wir(x,y)

A U Wy

Ws()(,y) B U Wy.
Y, por tanto, f verifica df 2, ya que si

A C Wx,B C Wy y Wx M Wy = @,

entonces
Wirxy) = Wx
Wsx,y) = Wy

Wixy) n Ws(xy) = @

con lo que
f(X, y) £ Wr(x’y) N Ws(x'y) = Wx ') Wy

*Dpto. de Légica y Filosofia de Ia Ciencia, Universidad
Complutense de Madrid.
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