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ABSTRACT
Taking into account that no subordering of a scattered partial
ordering is dense, we are going to define one idea of rank of a
partial ordering which will make possible an equivalent but
more operative definition of a scattered partial ordering. Using
this notion of rank and the Scott's sentence associated with the
ordering, we are going to characterise in the infinitary
language LW1 w each element of a subclass of the partial

orderings, this of the strongly scattered countable partial
orderings.
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0. Introduccion.

En primer lugar vamos a fijar las definiciones basicas relativas a estructuras
de orden y a elementos o denotaciones de partes de dichas estructuras que vamos a
utilizar repetidamente y que nos van a facilitar la lectura del contenido de este
articulo. En segundo lugar definiremos una idea de rango de un orden parcial, rango
gue no corresponde a la definicidn que se podria derivar de la observacién del rango
usual para los 6rdenes lineales, pero que nos va a facilitar por una parte la
definicién de los érdenes parciales diseminados (aquellos que no contienen a @ como

suborden) y por otra parte la caracterizacién de entre todos ellos en el lenguaje
LW1 w de los contables que no contienen anticadenas infinitas. Demostraremos un

teorema mediante el cual veremos que son precisamente los 6rdenes parciales

fuertemente diseminados y contables (finitos o numerables) y solamente ellos los

que tienen rango contable. Finalmente obtendremos una caracterizacién de ellos
mediante enunciados de LW1 w compuestos por la conjuncién de la sentencia de Scott

asociada a cada orden parcial contable y del enunciado que nos indica cudl es el rango
de dicho orden parcial.
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1. Rango de un orden parcial.

Definicion 1.1

Diremos que la relacién binaria "<" definida en el conjunto P es un orden
parcial si se verifican las propiedades irreflexiva, antisimétrica y transitiva. Dos
elementos a y b de P se dicen comparables si a<b, o b<a o bien a=b. Si dos elementos
no son comparables se dice que son incomparables. Un subconjunto cualquiera de un
orden parcial en el cual todos los elementos son incomparables dos a dos se llama
anticadena.

Definicion 1.2

Sea P =(P,<) un orden parcial y sean a, b dos elementos comparables
cualesquiera de P. Un camino entre a y b es un suborden lineal B de P tal que se
verifica que todo punto de B esta entre a y b. Es decir, si a<b tendriamos que para
todo ce B se verificaria a<c<b.

Definicion 1.3

Sea (P,<) un orden parcial y sean a,b dos elementos cualesquiera comparables
de P. Sea B un ordinal cualquiera. Por induccién en [3, definimos el rango entre a y
b de la siguiente forma:

B:=0 .rg(a,b)=0 siy sélo si a<b.

B:=0+1 .rg(a,b)zo +1 ssi existen sucesiones finitas arbitrariamente
largas entre a y b tales que el rango entre cada dos elementos
consecutivos de cada sucesién es mayor o igual que o.
Formalmente, rg(a,b)>a+1 ssi para todo numero natural n
existe un camino de longitud n entre a y b tal que
a=ag<ai<as<...<an=b donde rg(a; ,aj.1 )20t para todo i<n.

B:=A=lim o rg(a,b)>A  ssirg(a,b)>0 para todo ordinal o0~ <A.

Tendremos, por tanto, que rg(a,b)=p  ssirg(ab)>Byrgab) kp+1.
Evidentemente puede suceder que para todo ordinal B rg(a,b)> B. En este caso,
convendremos en escribir rg(a,b)=co.

Notas:

1. sicgasbsdyrg(a,b)=a  se verifica facilmente que rg{(c,d)=0..
2. Sean QcP y a,be Q.Si llamamos rgq(a,b)al rango entre a 'y b en el suborden Q y
rgp(a,b) al rango en el orden P se cumple que si rgg(a,b)=0 entonces rgp(a,b)=ot.

Ejemplo:

Sea (P,<)=(®,<) y sea un intervalo cerrado cualquiera de @, [a,b]cQ. Veamos que
rg(a,b)=cc. Supongamos que exista un ordinal o tal que rg(a,b)>a y
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rg(a,b)koc+1. Sabemos que en [a,b] se puede encontrar una sucesion {Xplne N tal
que a=Xg<Xq<Xo<...<Xp<b con [Xj,Xj+1]=[a,b], lo que significa que rg(x;,Xj+1)=0.En
consecuencia, rg(a,b)>0. +1 contra la hipétesis. Luego, rg(a,b)=c.

Tratamos de demostrar que es equivalente decir que el rango entre dos puntos
es infinito y el hecho de que el orden de @ es sumergible en alguno de los caminos
que existen entre dichos puntos. Manteniendo este objetivo, podriamos haber, dado
otras definiciones de rango diferentes a la anterior, como por ejemplo las dos que
vamos a exponer a continuacién. Sin embargo, seguiremos considerando la
definicion dada por razones que se van a explicitar seguidamente.

Una definicién mas natural que la adoptada seria quizas la siguiente:

B:=0 rg'(a,b)=0 siy sélo si asb.

B:=0+1 .rg'(a,b)zaL +1 ssi existe una sucesion infinita de puntos entre a 'y
b tal que entre cada dos elementos consecutivos de ella el rango sea
mayor o igual a o. Formalmente, .rg'(a,b)=a+1 ssi existe una
sucesion {Xplnen € P tal que a=xgp<Xi<X2<...<Xp<...<b ©
a<...<xXp<...<...<X1<Xg=b con rg'(xj ,Xxj+1 )20 .para todo i<®.

B:=A=lim o rg'(a,b)= A ssirg'(a,b)>0l para todo ordinal ¢ <A.

Evidentemente, en el caso de los érdenes lineales las dos definiciones de rg y rg'
coinciden. Ademas consideremos el caso de los buenos drdenes lineales. Sea 0 el
minimo de uno de dichos érdenes, A. Si definimos por induccién los puntos o-limite
como elementos de los conjuntos siguientes,

. Lo = {x/xe A}
.Xelg 41 ssi x = lim (Xm/m<®} siendo Xxme L.
.SiA esun ordinal limite xeL) ssixely para todo ot<A.

podremos concluir a raiz de las proposiciones que siguen que rg'(0,b)=0. siy s6lo
si b esta por encima de un punto o-limite, lo cual generaliza la idea de derivada de
Cantor utilizada usualmente para definir la idea de rango. Sin embargo, este rango,
rg’, no es expresable mediante férmulas de ningun lenguaje infinitario con
cuantificacion finita adecuada, lo cual se va a poder conseguir en el caso del rango
rg.

Otra definicién de rango, quizds mas simple y mas clara que la nuestra, podria
ser la siguiente:

B:=0 .rg"(a,b)=0 si y sélo si a<b.

B:=0+1 .rg"(a,b)>0 +1 ssi existe un elemento ce P con a<c<b y tal que
rg"(a,c)zaL  y rg'(c,b)=aL. ‘

B:=A=lim o rg'(a,b)>A  ssirg'(a,b)=a para todo ordinal ot <A

Esta definicién de rango es expresable en un lenguaje infinitario del tipo Ly ¢ Y
ademas también satisface nuestro objetivo de darse la equivalencia entre existir un
ordinal o tal que rg"(a,b)=0 y no ser sumergible @ en ningin camino entre a y b.
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Sin embargo, no la adoptaremos como definicion de rango ya que si nos limitamos a
ordenes lineales, rg" no coincide con la idea de la derivada de Cantor-Bendixon y
pretendemos, en lo posible, no diferir substancialmente de los conceptos ya
definidos y ampliamente utilizados en las teorias de drdenes lineales.

Es trivial demostrar que se verifica la siguiente desigualdad entre los tres
rangos, para todo par de elementos ay b de P con a<b,

rg'(a,b) < rg(a,b) < rg“(a,b).
En el caso de érdenes lineales se tendria ademas rg(a,b)=rg'(a,b).
2. Orden parcial diseminado.

Centrandonos en nuestra nocién de rango, rg, demostremos una serie de
proposiciones que nos van a conducir a definir la idea de orden parcial diseminado.
En estos resultados previos vamos a calcular el rango de intervalos pertenecientes
a ordenes lineales usuales como van a ser las potencias de ®, ®*, o las de 2, Z ©.

Expongamos a continuacién la definicion que se hace en [Ro] de los érdenes 2%
basandose en la extension de la idea de potenciacién de ordinales al orden de Z.
Hacemos notar que identificaremos en lo que sigue Z con el tipo de orden de (Z ,<).

Definicion 2.1

Por induccién transfinita para todo ordinal o0, tenemos:

i) o =0 20=1
iiy o = B+1 2P+1= 2B w'+2B +2ZB.0
%
jiiy o0 = A = lim & zu[erw] +1+[227.a}J
y<i y<i

Proposicion 2.2

Para todo ordinal a1 y todo par de puntos a,be 2% tales que a<b se tiene
rg((a,b) ko

Demostracion:

.o:=1. Si a,b € 2%, entre ay b sélo puede haber un niimero finito de puntos, luego
rg(ab) k1.

Supongamos que la propiedad se verifica para o := 3 y vedmoslo para o := B+1.
o= PB+1; tenemos que 2B +1= 2B .»"+2P +2B ..

2B ZB 2B 2B
................. a b

Siab e ZB+1, entre ellos habria un ndmero finito, ng, de copias de 2B, luego para
todo n>ng, si queremos una secuencia de n elementos entre a y b al menos dos de
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entre ellos estaran en la misma copia de ZP y por hipétesis de induccién el rango
entre estos dos puntos no serd mayor o igual que B . Luego, rg(a,b) EB+1.

®
o:=h=lim y. 2* =£227.wJ +1+(227.w]. Sean a,beZ*. Es evidente que existen

y<A y<A

*

81, 0,<A tales que a,b{ZZV.w] +1+[ Zzy.w]. Consideremos d=max (81, 0 ) .

70, 78,
*

Tendremos a,be(ZZV.w] +1+(227.a)} Por otra parte, como se demuestra

y<d y<é
*

facilmente por induccidn, Z5+1=£227.w} +1+[227.w], luego a,be23+1 con
y<8 y<é

8<A y A limite. Por hipétesis de induccion rg(ab)  ES+1 y por tanto rg(a,b)kA.

Queda en consecuencia demostrada la proposicion./

Demostremos ahora un lema inspirado en una idea desarrollada para médulos
en [2] previo a la definicién de orden parcial diseminado.

Lema 2.3

Sea (P,<) un orden parcial y sean a,b dos elementos de P tales que rg(a,b)=c-.
Existe un elemento ce P tal que a< c< b y que verifica rg(a,c)=c0,  rg(c,b)=c.

Demostracion:

Supongamos por reduccién al absurdo que para todo elemento ce P tal que a<c<b,
se verifica la existencia de ordinales o y P tales que rg(a,c)=0. o rg(c,b)=p.
Consideremos yy=sup O tales que existe un ce P con a<c<b y rg(a,c)=0. y Y2=sup B
siendo B tal que existe un elemento ce P con a<c<b y rg(c,b)=p.

Si existiera un elemento ce P entre a y b tal que rg(a,c)>Yy y rg(c,b)>V.

tendriamos que para este ¢ rg(a,c)=o y rg(c,b)=co contra la hipétesis, luego para
todo ¢ entre a y b se verifica rg(a,c)by; o rg(c,b)by.. Seay=sup{y;,Ya}.
tendriamos rg(a,b) P7Y lo que contradice el hecho de ser rg(a,b)=c-.

Queda en consecuencia demostrado el lema./

Con el siguiente teorema obtendremos una caracterizacién para los. érdenes sin
subconjuntos densos en términos del rango.

Teorema 2.4

Sea (P,<) un orden parcial y sean a,beP. rg(a,b)= si y solo si Q es
sumergible en alguno de los caminos entre a y b.

Demostracién:
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< ) Denotemos por [a,b]={xe P/a < x < b}. Si Q fuera sumergible en [a,b], por el
ejemplo anteriormente expuesto, tendriamos que rg(a,b)= .
= ) Sea rg(a,b)=e y veamos que Q@ es sumergible en alguno de los caminos
situados entre a y b. Sea {qj}ic N Una enumeracién de los elementos de una copia de
@. Notemos que el subindice correspondiente a cada elemento de esta enumeracion
no tiene nada que ver con la posicién que ocupa en el orden de la copia de Q. Por el
lema anterior sabemos que existe un cg, a<co<b tal que rg(a,co)=° y rg(co,b)=co.
Establezcamos por induccion finita un homomorfismo de la copia de Q@ en un camino
de [a,b]. Hacemos f(qg)=Cp.

Suponemos que para m=n tenemos definidos f(qg)=co,....f(an)=cn de tal forma
que ci<cj si y sélo si f(qj)<f(qgj). Ademds, si reordenamos los elementos

{90,91,--..-,0n} segun el orden de @, si tenemos )<Y, <--<G, donde {ig,i1,....- Jint=
{0,1,.....,n} y por lo tanto, Ciy<C,<--<Ci , S€ verifica rg(a,ci0)=oo, rg(cin,b)=oo, y
rg(cij,ci )=co, para j=0,1,.....,n-1. Definamos f(qn+1). Si gn+1 €5 menor que todos

j+1
los qij e;tonces por ser rg(a,ci0)=<>o, existe c,,q entreay Cig tal que rg (a,cn4q)=o°
y rg(cn+1,ci0)=oo. Hariamos aqui f(q,.1)=Cn.+1- En el caso de que c,,; esté situado
entre ;Y %, Para algun j (0<gj<n+1) al ser rg(cij,cij+1)=oo existiria a su vez un
elemento c,,4 tal que rg(cij,cn+1)=oo y rg(cn+1,c;j+1)=oo . Adoptariamos ese ¢, como
f(dn+1). Si gpn+1 fuera mayor que ¢, como rg(cin,b)=oo, razonando analogamente
existiria un cp41 tal que rg(cjn,cn+1)=oo Y rg(Cns1,b)=00 y hariamos Cn.1=f(qn+1).
Queda asi definido por induccién f(gj)=c; para todo elemento de la copia de @ y por
lo tanto podemos sumergir esta copia en [a,b] como habiamos supuesto./

Definamos ahora, en general, el rango de un elemento cualquiera de un orden
parcial, asi como el rango del orden parcial en su totalidad.

Definicion 2.5

Sea (P,<) un orden parcial y sea be P un elemento cualquiera de P. Definimos
el rango de b, rg(b) de la siguiente forma:

rg(b)= sup {rg(a,b)/a<b}

si es que dicho supremo existe. diremos que rg(b)=co ssi existe un elemento a, a<b,
tal que rg(a,b)= oo

Definicion 2.6

Sea (P,<) un orden parcial. Definimos el rango de P, rg P, como el supremo, si
existe, de los rangos de sus elementos:

rg P = sup {rg a/acP}.

Diremos que rg P = o si existe un elemento ae P tal que rg a =co.
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Uniendo los resultados del teorema y de las definiciones anteriores podemos ya
_definir el concepto de orden parcial diseminado.
Definicion 2.7

Sea (P, <) un orden parcial. P es un orden parcial diseminado si y sélo si
rg P # oo,

Diremos que P es fuertemente diseminado si y sélo si es diseminado y no
contiene anticadenas infinitas.

Queremos ahora demostrar que son solamente los 6rdenes parciales
diseminados contables los que tienen un rango contable en vistas a una
caracterizacion de éstos mediante sentencias de Scott, [S], y enunciados relativos al
orden parcial considerado.

Demostremos previamente una serie de proposiciones que nos indican el rango
de las sucesivas potencias de ®, ®%.

Proposicion 2.8
Para todo par de elementos a,be ®%, asb, se verifica que rg(a,b) po+1.
Demostracion:

Por induccion en o, se demuestra facilmente que ®% se puede sumergir en 2%
para todo ordinal «, luego aplicando la proposicién 2.2 y teniendo en cuenta que el
rango tomado en el suborden siempre es menor o igual que el rango en el orden
total, tenemos que se verifica la proposicion.

Corolario 2.9
Para todo ordinal o , se verifica que rg %< o
Demostracion:

Seaae W*. Por la proposicion anterior, rg(a)<o, luego sup(rg(a))<o, es
decir, rg ®%< o0 c.q.d. :

Proposicion 2.10
rg (®* +1)=0. para todo ordinal d.
Demostracion:

Por induccién en o .
.0.:=0 tenemos que ®P+1=2 y por tanto es evidente que rg(w%+1)= 0.

Supongamos demostrado que rg(wB+1 )= y veamos que se cumple que
rg (0P *1+1)=f +1. Sea be wB*1+1 el dltimo elemento del orden.

P P P
0. 0Oo. O3 ————— b.
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Como wB+1=mB . consideremos los puntos minimos de cada una de las copias de
®B que componen @P*+1. Tenemos 01<02<...<b y por hipétesis de induccion
rg(0i,0i+1)=P, luego rg(@B+1+1)=P+1 (es evidente ver que rg(wP1+1) no
puede ser estrictamente mayor que B +1).

Si ai:=A =lim [, consideremos la copia de @B+1 contenida en ®w* a partir del
punto minimo de o*. Sea ap el dltimo punto de ®B+1 y sea aj el ultimo punto de
@M+1. Para todo B<) tendremos que rg(ax)=rg(ap)=P, luego rg(ar)=p para todo
B<A y por tanto rg(w*+1)>A. Supongamos que rg(wr+1)>A +1, tendriamos rg
(ap)=A +1 y en consecuencia, tendria que existir un elemento de ®*+1 de rango A,
lo cual no puede ocurrir ya que para todo acM+1, si azay, existe un B<A tal que
acP+1 y por tanto, rg(a)<fp <A

Queda de este modo demostrada la proposicién. /

Utilizaremos los anteriores resultados para ver que el orden de ®q no es
contable.

Proposicién 2.11
rg @4 = 01.
Demostracion:

rgw12rg(m%+1)=0, luego rg ® {=m1. Ademas supongamos que se verifique
rgm1=m1+1. Razonando igualmente que en el caso anterior existiria un elemento a
en w1 tal que rg(a)=w1. Por otra parte, existe un ordinal ol contable tal que
ac®®+1 y en consecuencia rg asol  contra la hipétesis. Luego rg 01=01./

Nota: Andlogamente se demuestra que rg(1+(®% )")=0. y que rg (® 1)'=®1.

Apoyandose en esta proposicién y en el hecho de que no hay anticadenas
infinitas, demostremos que Unicamente los drdenes parciales fuertemente
diseminados contables son los que tienen rango contable. Para ello enunciemos en
primer lugar un teorema relativo a érdenes parciales generales, resultado debido a
Dusnik y Miller, [D+M] t. 5.23, que nos va a resultar de utilidad en la
demostracién de la proposicién anunciada.

Teorema 2.12 (Dusnik y Miller)

Si P es un orden parcial de cardinalidad k, donde K es un cardinal transfinito, y
si todo subconjunto de P de cardinalidad X contiene dos elementos comparables,
entonces P contiene un orden lineal de cardinalidad ¥ .

Proposicion 2.13

Sea (P,<) un orden parcial fuertemente diseminado. rg P es finito o numerable
si y soélo si P es finito o numerable.

Demostracion:
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Demostremos la implicacion hacia la izquierda: si tuviéramos card P<Xp
y el rango no fuera contable, para todo ordinal o < ®1 tendriamos un XgeP
tal que rg(xqg)=0. Consideramos el conjunto {xg/0<®{}cP. Si fuera
contable tendriamos, como se puede facilmente comprobar, que todos los puntos de
P tienen rango mayor o igual que 4. Sea x uno de esos puntos. Sabemos que
rg(x)=sup{rg(b,x)/b<x}=m+4. Por inducciéon en o se puede demostrar que si
rg(a,b)=0l, entonces para todo ordinal B<o existe un elemento Xg, con asxp<b y tal
que rg(xg ,b)=B y que ademds se cumple que xg#xg, si B ".

Basandonos en esta propiedad demostramos que el conjunto {b/bsx} no es
contable contra la hipétesis de que P lo era.

Reciprocamente, sea rg P=0. finito o numerable y supongamos que card P=(®{.
Aplicando el teorema anterior, al no existir anticadenas infinitas, tendriamos que
existe una cadena de cardinalidad al menos ®4 en el orden P y por tanto rgP>®1,
contradiccién con el hecho de ser o ei rango de P./

3. Caracterizacion en LW1,W de un orden parcial fuertemente
diseminado.

En vista a la caracterizacién de los érdenes fuertemente diseminados contables
en LW1 w utilizando la nocién de rango definida en el apartado anterior, vamos a ver

cémo podemos expresar el hecho de que el rango de un orden parcial fuertemente
diseminado contable, P, en el lenguaje LW1 w sea ol.. Mas precisamente, enunciemos

la siguiente proposicién:
Proposicién 3.1

Para todo ordinal o, si lolI<k, existe una formula @ 4(x,y) de L+, tal que para
todo orden parcial P=(P,<), P=@, [a,b] siy sélo si rg(a,b)>0

Demostracion:

Por induccion en o :
. o:=0

Po(Xyr=x=y
. o:=B+1, suponemos definida ©p(x,y) y definamos Qg +1(xy).
Pp1 (xy):= né\wEXO"'HXn[(X =X, <X <<X = y) A /i\(Pﬁ(Xi’xi + 1)}
Evidentemente, P=@g.1[a,b] ssi para todo n<® existen ap, ai,..., apeP tales

que a=ap< a{<...< ap =b con rg (ai,ai+1 )ZB

. o=A=lim . Llamando &=cof A, tenemos que A=lim{B/t<d} y construimos
®).(x,y) de la siguiente forma:
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(PZ, (X’ y) = t/<\5 q)ﬁt (X9 Y)

En este caso, Pi=)[a,b] ssi P=@gla,b] para todo B<d lo que es equivalente a
decir que rg(a,b)>A  c.q.d. '

En conclusion, PE=@gla,b] si sélo si rg(a,b)>0. para todo o y es evidente
comprobar que @, (x,y) es una férmula de Ly ., silo I<x./

Utilicemos ahora estas férmulas para construir a su vez otras férmulas que

nos expresen que el rango de un elemento dado de un orden parcial es mayor o igual
que un ordinal o .

Proposicion 3.2

Para todo ordinal o, si lotI<k, existe una férmula Ya(x) de Ly+y tal que dado
un orden parcial P=(P,<) y un elemento a de P, PE=y,[a] si y solamente si
rg(a)zo .

Demostracion:

Definimos las Y, (x) por induccién en o

=0 Yo(X):= (Xx<x)

0= B+1 W+1(¥):=3 y @p+1(y.x)

o= A=lim Y (X):= t/\s E]y((pﬂ (y,x) ), donde d=cof A vy se tiene
< t

A = lim {Byt<d ).

Igualmente que en la proposicién anterior, se verifica facilmente que
PV, [a] siy solamente si rg(a)>at ./

Escribamos, por ultimo, los enunciados ¢ que nos expresen el hecho de que el
rango de un orden parcial dado sea al menos o.

Proposicién 3.3

Para todo ordinal o, si lai<k. existe un enunciado de Ly. ,,, ¢, tal que dado un
orden parcial cualquiera, P=(P,<), Pi=0,, si y solamente si rg P>o

Demostracion:

Por induccién en o :

=0 0o(x):==V x yo(x)

o= B+ Op+100:=3 X Wp41(x)

o= A=lim 3 O (X):= t/\53)( Vg (x) ,8=cof A y A=lim {B/t<d}.
< t

182



CARACTERIZACION EN LENGUAJES LOGICOS INFINITARIOS

Teniendo en cuenta el significado de las Yy (X) es trivial demostrar que los
enunciados ¢ cumplen las condiciones exigidas por la proposicién./

A pesar de que esta caracterizacion del rango de un orden parcial la hemos dado
en general, nos vamos a limitar a los érdenes parciales contables sin anticadenas
infinitas a la hora de buscar una caracterizacién de ellos salvo isomorfias. El
motivo es que, en primer lugar, vamos a utilizar en dicha caracterizacion la
sentencia de Scott [S] asociada al orden parcial, lo cual nos limita el campo a los
contables si es que queremos caracterizaciones absolutas, en segundo lugar, es para
los que no tienen anticadenas infinitas para los que hemos encontrado la
equivalencia entre ser contables y tener rango contable.

Enunciemos pues el siguiente teorema:
Teorema 3.4

Sea P=(P,<) un orden parcial fuertemente diseminado contable. Existe un
enunciado ®p de L, (w que caracteriza absolutamente a P dentro de la clase de los

drdenes parciales sin anticadenas infinitas.
Demostracion:

Como (P,<) es fuertemente diseminado, sabemos que existe un ordinal o tal
que rg P=0L y por ser P contable, sabemos que o es contable. Sea ‘F'p la sentencia de
Scott asociada a P, sabemos que P=¥p y que ademas, si P'=¥p y P' es contable,
por el teorema de isomorfia de Scott, [S], [KE], tendriamos que P y P'son
isomorfos. Consideremos el enunciado Pp:=(0gA—dx+1)AFYp. Es evidente que
PE=®p. Sea P'=(P',<') otro orden parcial sin anticadenas finitas cualquiera tal que
P'=®p. Por ser P'E= (g A—0q+1) tenemos que rg P'=at, siendo o contable, luego
P' seria contable por no tener anticadenas infinitas. En consecuencia, por ser
P'=Yp tendriamos que Py P' son isomorfos, luego ®p caracteriza a P salvo
isomorfias./ :

En conclusion, mediante la definicién de rango dada al principio del trabajo y
haciendo uso de las sentencias de Scott hemos conseguido encontrar una
caracterizacién absoluta mediante un enunciado de LW1 w de cada orden parcial

contable fuertemente diseminado, es decir, sin contener a @ como suborden y sin
anticadenas infinitas. Este resultado no se puede extender inmediatamente a érdenes
de cardinal cualquiera ya que, segun es bien sabido, el teorema de isomorfia de
Scott nos permite la caracterizacion absoluta solamente de los contables,
consiguiéndose solamente en el caso de otros cardinales equivalencias logicas en el
lenguaje infinitario correspondiente.
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