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1. Introduccidon

La mecénica clasica trata de resolver el movimiento de sistemas macroscépicos y con ve-
locidades no relativistas, esto es, velocidades que sean pequenas cuando se comparan a la
velocidad de la luz en el vacio.

La gran revolucion de la mecanica y la fisica, vino a manos de Isaac Newton, gracias
a su libro, Philosophie naturalis principia mathematica, que entre muchas cosas, explicaba
que la cantidad de movimiento del sistema cambia cuando es sometida a una fuerza. Mas
tarde, Lagrange, Hamilton y Jacobi formularon las leyes de Newton de una manera mas
abstracta, simplificando diversos problemas, que con la formulacién Newtoniana podria ser
mas compleja. Aunque se podria pensar que la teoria que explica la mecanica clasica esta
completa, esto no es del todo cierto; por ejemplo a partir de la teoria cuantica, que desplazo a
la teoria clasica, se descubrié el dngulo de Hannay. Este angulo proviene al aplicar el teorema
adiabatico a la variable dngulo . El analogo cuantico de dicho angulo es la fase de Berry.
Por otra parte, los avances matemdticos en variedades diferenciales y geometria diferencial
han contribuido al desarrollo de la mecéanica clasica. Se podria decir que una de las grandes
aportaciones, provienen del ambito matematico, haciendo la mecédnica clasica mas formal
matematicamente hablando.

En cuanto a los objetivos del proyecto, se expondran temas de la mecanica clasica que no
se han dado en la carrera. En primer lugar, se definira el sistema fisico, es decir, el espacio
de configuracion y sus respectivos fibrados tangentes y cotangentes. Ademas, se explicaran
brevemente algunos elementos y propiedades matematicas. Una vez entendida esta parte,
se empezara a desarrollar la teoria, empezando con la formulacién de Lagrange. Aqui se
explicaran principalmente, que la ecuacion de Euler-Lagrange es covariante bajo las trans-
formaciones de coordenadas y bajo que condiciones se obtendran cantidades conservadas.
Después, se usara el formalismo de Hamilton, aqui se empezaran a ver algunas similitudes de
la mecénica cuantica con la mecanica clasica, como los corchetes de Poisson y la evolucién
de observables. En adicién, mediante el uso de las transformaciones candnicas, se vera qué
funcion es necesaria para poder realizar un cambio en el Hamiltoniano para asi poder sim-
plificar las ecuaciones de movimiento. Si este nuevo Hamiltoniano es constante se obtendra
la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Para finalizar, se aplicara la teoria a tres problema diferentes. El primero, trata de una
particula sometida a un potencial central, donde se obtendran las hipersuperficies cuyas
intersecciones dan el movimiento del sistema y las frecuencias de oscilacion de las variables
radial y angular. El segundo, debido a algunas semejanzas entre la teoria clasica y la cuantica
se obtendra la ecuacion de Hamilton-Jacobi desde la ecuacion de Schrodiger, introduciendo la
teoria ondulatoria en la mecanica clasica. El iltimo ejemplo, es el oscilador arménico, donde
se obtendra la curva en el espacio de fases y se demostrara que la frecuencia del movimiento
coincide con la frecuencia del potencial, la eleccion de este ultimo ejemplo se ve motivado
por la gran importancia de este tipo de potencial en la fisica.
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2. Espacio del sistema

El sistema en general parte de un conjunto de N particulas, en el cual poseen masas
mi, Mo, ...,Mmy, que se sitlan en una posicion respecto un sistema de referencia inercial
ry, Ty, ..., ry. Dicho espacio, es un espacio euclideo de dimensién 3N, R3". En cambio, la
dimension del espacio puede ser menor si el conjunto de las particulas estan sometidas a unas
ligaduras. Estas ligaduras son hipersuperficies que limitan el movimiento del sistema, por
ejemplo, una particula obligada a moverse en una circunferencia (Carot and Ibanez, 2010:
30). En este trabajo se supondréa que todas las ligaduras son holénomas, es decir, ligaduras
cuya funciéon matematica no depende de las velocidades y el trabajo que realizan sus despla-
zamientos virtuales es nulo. Entonces, la dimensién del espacio se ve reducido a un subespacio
de dimensién n = 3N — K. Esta nueva dimensién constituye el niimero de grados de libertad
del sistema. Este nuevo subespacio, llamado espacio de configuracién viene dado por:

M=A{(", ..My eR™N| fi(r,t)=0, i=1,..,K <3N} (2.1)

Donde f;(r,t) corresponde a la formulacién matemética de las ligaduras holénomas. Es
de gran ayuda realizar un cambio de coordenadas a unas que estén adaptadas a este nuevo
subespacio. A estas nuevas coordenadas se las denominan coordenadas generalizadas,
q=(q", ...,q"). En cambio, no todos los cambios de coordenadas son validos, sélo son validos
aquellas para las que el determinante del Jacobiano de las transformacion de coordenadas no
es nulo (Carot and Ibafnez, 2010: 53).

2.1. Variedades diferenciables

En esta seccién, se adentrard mas en profun-
didad en el espacio de configuracion M y el es-
pacio de las velocidades. Sea U un subconjun-

M to abierto de M, una carta en M es un par
(U, o) ‘ ¢ es un mapa que relaciona elementos de
U con un subconjunto abierto en R”. En otras
palabras, si nos encontramos en un punto de es-
te subconjunto, este es homeomorfico al espacio
euclideo.

Figura 1: Vemos como a cada punto del
conjunto de U le corresponde algun punto Esto implica, que cuando se realiza la eleccion de

en R". La imagen de U bajo ‘ZZ debe estar ]as coordenadas generalizadas se esta procediendo a
e e 2y it ] par (U10) en M. Por . parte, o o
cion se dice que es diferenciables de clase C" si tiene
k derivadas parciales continuas en todas sus variables.
Por otra parte, dos pares (U, ¢) v (V, x) se dicen que
estdan C* relacionadas si UNV =0 o UNV # () pero para este iltimo caso se debe cumplir
que xod l:dp(UNV) = x(UNV)ydoxt: x(UNV)— ¢(UNV). Para finalizar un atlas
de clase C* es la coleccién de todas las cartas {U;, ¢;} {Uj, ¢;} que estén C* relacionadas y

'Donde K es el nimero de ligaduras
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que cubren todo M.

Definicién 2.1.1: Una variedad de dimension n y clase C* | es un conjunto M con atlas
C*. Si k > 0 se dice que la variedad es diferenciable, en cambio si es igual a 0 se le denomina
topoldgica *(Torres del Castillo, 2012: 1-3).

Una vez definido el espacio de configuracion, se de-
be definir donde actian las velocidades. Las velocida- P
des no se encuentran en M, esto es facil de visualizar.

, , ) ) < P Lo
Supongase que una particula esta sometida a una liga- @
dura holénoma, tal que, el movimiento esta restringido "

a moverse en S?. Las velocidades son vectores tangen- !

tes a la trayectoria, por lo que se encuentra fuera de

M, como se puede ver en la Figura 2. Considérese Figura 2: Visualizacion de una varie-
un punto p € M, los vectores tangentes a dicho punto dad diferenciable, un punto de la variedad,
se encuentran en el llamado Espacio Tangente de- su vector tangente ¢, el espacio donde se
notado por T, M, en el cual, la base de dicho espacio incﬁit% el vector tangente y una curva
corresponde al conjunto {@} » donde o = 1,...,1.  Fuente: (Eriksson and Hengel, 2009: 244).
Esto es, todo vector ¢ € T, M se puede escribir como

combinacién lineal de elementos de la base.?

i= q'f*(p)(%)p (22)

Definicién 2.1.2: El Fibrado Tangente de M es el conjuntos de todos los espacios
tangentes definido como TM = UpeM T, M.

Cabe destacar, que la dimensién del fibrado tangente es 2n, es decir, un punto del fibrado
corresponde a (¢', ..., q"; q¢", ..., ¢").

Sea M, N dos variedades diferenciables y ¢ : M — A un mapa diferenciable, v, € T, M,
Vip(vp) € TyyN v f € C®°(N) entonces:

Vup(Vp) [f] = vy f] (2.3)

Ademds si (z!, 22, ...,2") e (y',9? ...,y") son coordenadas de M y N respectivamente,
entonces usando (2.3) se obtiene la siguiente relacién (Torres del Castillo, 2012: 10-15):

ON _y (2 (2 — (v (2
w*P(%)p—w*p(gxz)p[y]]<ayj>w(l’) - ( ozt )p(ayj)T/J(p) (24)

2.2. Campos vectoriales

Es de suma importancia el uso de campos vectoriales. Los campos vectoriales en M son
funciones que dado un p € M, se le asigna un vector en dicho punto. Esto es, X : M —

2A partir de este punto se supondré que M es una variedad diferenciable de clase C>

3G(p) son las componentes de la velocidad en la direccién %
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TM,X € X(M) y X, € T,M. Ademds, si a un vector le aplicamos una funcién f € C*°(M)
se obtiene un numero real, por lo que se cumple la siguiente relacién:

(Xf)(p) = X, (/) (2.5)

El término X f de (2.5) corresponde a una funcién real, que cuando se sabe el punto al

que se debe aplicar devuelve un valor real. En general, un campo vectorial en M tiene la
siguiente forma para X € X(M)(Mann, 2018: 463) y (Torres del Castillo, 2012: 17-18):

X=X ai (2.6)
0q”

Por otra parte, toda curva v : I — M posee un vector tangente, generalmente denotado
por 7. Si dicho vector tangente corresponde con los vectores tangente generados por X €
X (M), a las curvas 7 se les denominard curvas integrales. Si se estd en esta situacién las
componentes del campo vectorial cumplen:

i = X° (2.7)

Esto es, las curvas en M se obtienen por la resolucion de una ODE de primer orden. Por lo
que sustituyendo (2.7) en (2.6) se obtiene que el campo vectorial posee la siguiente expresion
(Mann, 2018: 469-470):
_— A a
Ademas, puede ser interesante la obtencién
de curvas en TM. Se realiza lo mismo empleado
en (2.6), pero en este caso X : TM — TTM,
siendo TTM el doble fibrado tangente, ademas
X € X(TM). Esto es, dado un punto del fibrado
tangente, dicho campo le asigna a un vector de
TTM. Dicho campo vectorial en general tiene la Figura 3: En esta figura se aprecia de una me-

siguiente forma: jor manera la definicion de curva integral. Fuen-
te: (Mann, 2018: 470)
0 0

X=xo? (g9 2.9
o 7 o (2.9)

X (2.8)

Ademsds, si nos encontramos en una situacién de curvas integrales, las componentes de (2.9)

estan dadas por:
¢ =X~ q* = B* (2.10)

Como se puede ver, estamos en ODE de segundo orden. Sustituyendo (2.10) en (2.9) se
obtiene la expresién (Torres del Castillo, 2012: 36-37):

o 0 ., 0
X =g a—qa—i-qa—q.a (2.11)
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2.3. Covectores, 1-formas y productor exterior

Sea f € C°(M), se define el diferencial de la funcién en un punto p € M como:
dfp(vp) = vp(f) Vo, € T)M (2.12)

En la ecuacién (2.12) se ve como df, transforma elementos de T, M en un nimero real, la
segunda parte de esta ecuacién se defini6 al principio de la Seccion 2.2 que es un niimero real.
Todos los elementos que cumplen esta propiedad se denominan covectores, que pertenecen al
espacio dual del espacio tangente llamado espacio cotangente denotado por Ty M. Al igual
que en el fibrado tangente, se puede definir de la misma manera el fibrado cotangente como
la unién de todos los espacios cotangente de M, T*M = UpE m TpM, ademds la dimension
de este es 2n. Esto es, un punto del fibrado cotangete corresponde a (¢, ..., q"; p1, -, Pn)-
De la misma manera que se hizo con los campos vectoriales, se pueden definir espacios
covectoriales, llamadas 1-forma, que dado un punto de la variedad obtenemos un covector en
dicho espacio cotangente. Ademads, cuando a un campo vectorial se le aplica una 1-forma se
obtiene una funcion. A esta tltima propiedad se le llama producto interior o contraccién
y es denotado por a(X), ixa, < X,a > o X]a. Sea f € C®°(M), X € X(M) , df € AL(M)
y p € M usando las ecuaciones (2.5) y (2.12) se obtiene la siguiente expresion:

(df (X))(p) = dfp(X,) = X, (f) = (Xf)(p) = (2.13)
= df(X) = Xf (2.14)

Supodngase el vector (%) |p € TyM, siendo p € M. La tnica forma de obtener un nimero

real es que el covector posea la siguiente expresién, dg” ‘p. Por lo que la forma mas general
de escribir un covector es:

0 = 0a(dg)|, (2.15)

Haciendo analogia con la ecuacién (2.6), un campo covectorial?, que relaciona puntos

de M con covectores de T* M, tiene la siguiente expresién (Torres del Castillo, 2012: 21-22)
y (Mann, 2018: 463 y 465):

0 = 0,dg” (2.16)

Ademas, también se puede realizar un [lift a esta 1-forma, esto es a puntos del fibrado
cotangente se le asignard un covector en T*T* M. Dicha aplicacién posee la siguiente forma

(Torres del Castillo 2012, 202):
0= eadqa + ﬁadpa (217)

Sea f,g € C®°(M) y la l1-forma a € A'(M) con la siguiente expresion a = fdg, su
2-forma w = da € A*(M) se obtiene mediante el producto exterior, definido como:

da = df Ndg (2.18)

Dicha 2-forma, cumple las siguientes propiedades: d(a+3) = da+df, d*a =0, d(aAf) =
da A B+ (—1)kaAdp, siendo o una k-forma y a A3 = —B A« (Curtis and Miller, 1985: 158).

4También llamada 1-forma
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Sea X,Ye X(T*M) y w = dg® A dp, € A*(T*M), siendo X = XO‘% + Xaap% e
Y = Yo‘% + Yaa%,’ la contraccién de w(X,Y) v w(X, o) es:
w(X,Y) = iyixdq® A dp, = (ixdq®)(ivdpa) — (iydq®)(ixdps) = =YX, + XY, (2.19)

w(X, o) =ixw = ix(dq” Ndps) = (ixdq®)dps — (ixdpa)dq® = —Xodg® + X“dp,  (2.20)

Las ecuaciones (2.19) y (2.20) seran ttiles para hallar las ecuaciones de movimiento en
el formalismo Hamiltoniano, por otra parte, se ve claramente que w es completamente anti-
simétrico, esto es, w(X,Y) = —w(Y,X) (Torres del Castillo, 2012: 205) y (José and Saletan,
1998: 229).

2.4. Derivada de Lie

En fisica es de suma importancia saber la variacion de una variable a lo largo del tiempo,
para asi poder predecir la situacién del sistema en un instante dado. El problema reside en
el numerador de la definicion de }llin(l) w Por ejemplo, en caso que queramos hallar la

%

derivada de un vector, estariamos restando dos vectores en dos puntos diferentes, esto es, de
dos espacios diferentes, lo cual carece de sentido. Es por ello, que dado una curva integral ~
de X, al mapa U, : v(0) — ~(t) se le denominara flujo generado por X. Entonces sea T' un
campo tensorial, se define la derivada de Lie como

wr-T
LxT = lim —+——

t—0 t

(2.21)

En la ecuacién (2.21) lo que realmente se estd haciendo es ver como varfa T sobre las
curvas integrales generadas por X. El término W;T es el pullback de T" generado por V,. Sea
feC®M), XY € X(M)ywe A*(M)® la derivada de Lie de estos elementos sobre las
curvas integrales de X son (Mann, 2018: 470-472) y (Torres del Castillo 2012: 39):

Lxf=Xf (2.22)
LxY = [X,Y] = XY-YX (2.23)

2.5. Variedades Riemannianas

Uno de los elementos mas importantes en la geometria son el calculo de la distancia y
angulo entre vectores (Lee, 2018: 1). En las variedades diferenciales es posible realizar estos
calculos, por lo que se introducira algunas caracteristicas de las variedades Riemannianas. Una
Métrica Riemanniana en M, es un campo 2-tensorial covariante suave. Sea v,w € T, M, el
producto interno en el fibrado tangente es g,(v, w), siendo g la métrica descrita anteriormente.
Este producto interno, se puede ver como una variante del producto escalar euclideo en T M.
Ademas, como todo producto interno, posee las propiedades de bilinealidad, hermiticidad y

5En este parrafo M se refiere a una variedad diferencial, no sélo al espacio de configuracién
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ser definida positiva, es decir, dado v € T,M g,(v,v) > 0 e igual a 0 si y sélo si v = 0 (Lee,
2018: 11). En adicién, la forma mas general de escribir esta métrica es:5

g= gz-jdqi ® dg’ (2.25)

Donde los elementos g¢;; estdn definidos como g(a%-, a%j). Por otra parte, el tensor es
simétrico, es decir, gi; = gji.

Definicién 2.5.1: Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable M, dotado
de una métrica g y que posee un producto interno en su fibrado tangente. En caso de que g

no sea definido positivo se llamard variedad pseudo-Riemanniana” (Torres del Castillo, 2012:
115-116).

Al igual que pasaba en las derivadas de Lie, para dos vectores pertenecientes a distintos
espacios no existe una forma natural de relacionarlos, es aqui donde entra el concepto de
conexién (Lee, 2018: 3-4). La conexién es un mapa V : X(M) x X(M) — X(M) que calcula
derivadas direccionales de campos vectoriales, este mapa cumple las siguientes propiedades:

Vx(aY +bZ) = aVxY + bVxZ
Vx(fY) = fVxY + (X)Y
VixY = fVxY
VaxtoyZ = aVxZ + bVyZ

VabeR, [ €CH(M).X.Y,ZEX(M)
Ademsés, V 2 W = Ik 2 siendo F’? los Simbolos de Christoffel. Por otro lado, Sea

Jiogk>

X,Y € %(/\/l) con las siguientes expresiones X = X* dl e Y Y72 1la derivada covariante

dq7 7
de Y respecto a X, usando (2.27), (2.28) y la definicién V 2 a_w se tiene la siguiente expresion:
VxY = Xl(a—k+r’“ Y7)— 0 (2.30)
* oq' 0q* '

En adicion, una de las caracteristicas mas importantes de esta geometria son las curvas
geodésicas. Este tipo de curvas son las que minimizan la distancia dados dos puntos. Por
ejemplo, en R?, la curva que minimiza la distancia es la linea recta, en cambio, en S? es el
arco de circunferencia. Otra propiedad interesante, es que la aceleracién de estas curvas es
nula, esto es, la velocidad es constante.

Definicién 2.5.2: Un campo vectorial es paralelo sobre una curva q(t)® si Vg Y=0y
dicha curva es geodésica si Vgu)q(t) = 0.

5Donde ® es el producto tensorial

“Un ejemplo de este caso es el espacio-tiempo de Minkowski, cuya métrica estd definida como g = —c2dt®
dt+dr®@dr+dy®dy+dz ®dz

8Matemdticamente se usa y
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Usando la ecuacién (2.30) e igualando a 0, se obtienen las siguientes expresiones cuando

un campo vectorial es paralelo y cuando una curva es geodésica respectivamente (Torres del
Castillo, 2012: 93-95):

ay’*
7 + q Y]F =0 (2.31)
§* + ¢ Th =0 (2.32)

Definido una vez la conexién, es interesante que la conexién en una variedad Riemannia-
na esté conectada con las propiedades de la métrica, es aqui donde entra la Conexion de
Levi-Civita.

Teorema 2.5.1: Sea (M, g) una variedad Riemanniana, entonces eziste una unica co-
nexion, V, llamada conexion de Levi-Civita, donde la torsion es nula y V xg = 0, tal que:

L X(9(Y,Z)) = 9g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
2. [X,Y] = VxY — VyX

g(X,[Y,Z]))

Donde X,Y,Z € X(M).

(X(Q(Y7Z)) + Y(g(Z,X)) - Z(g(X,Y)) - g(Z,[Y,X]) - g(Y,[X,Z]) -

1
2

A continuaciéon se va a relacionar los indices de Christoffel con la métrica, para ello,

Supéngase los campos vectoriales X,Y,Z € X(M) tienen la siguiente expresion X = aiqi?
Y = an yZ = qk. Haciendo uso de la tercera propiedad del Teorema 2.5.1, en el cual los
corchetes son 0 y teniendo en cuenta que g;; = g(a%, a%j), se obtiene la siguiente expresion:
9(V o o i) - 1(89% O9wi. _ agij) (2.33)

a4 07 gk 2 ¢t O¢f  OgF '
Ahora, usando V 2. 6—[]] = Fé“l 821“ la propiedad (2.26) y multiplicando toda la ecuacién

por g"% se obtiene la 81gu1ente definicién de los indices de Christoffel en funcién de valores
de la métrica (Torres del Castillo, 2012: 131-132):

1 4,09k  Ogri 09
Tt = ~gh( gykr+ Ik 9])

= 3 GE o " B (2.34)

Por otra parte, Sea el par (M, g) una variedad Riemanniana y f € C*°(M), el gradiente
de dicha funcién es un campo vectorial X € X(M) tal que (Torres del Castillo, 2012: 117):

L Of 9
gﬁqaqf

X =grad f = (2.35)

Ogflg =1
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Sea t € A¥(M) y X € X(M), la contraccién del campo tensorial con el campo vectorial
es (Curtis and Miller, 1985: 156):

(ixt)p(Vp, ooy wy) = Kkt p(Xp, Vp, ..oy W) Vp, .., w, € Ty M (2.36)

Por lo que se va a realizar la contraccién de la métrica, g, sobre un campo vectorial
X € X(M)'°) como la métrica se ha definido como un campo tensorial de orden 2, el valor
de k = 2, introduciendo los datos sobre (2.36) se obtiene:

ixg = 2X'g;;dg’ (2.37)

Esto es, el resultado de (2.37) es una 1-forma. Se recuerda que la expresién general de una
I-forma o € A'(M) es a = a;dq’, por lo que, existe un tinico campo vectorial que cumpla:

1
a = 5ixg (2.38)
Definicién 2.5.3: Sea un par (M,g) una variedad Riemanniana y f € C®(M), el

gradiente de f es un campo vectorial que cumple:

I,
df = Elgrzzd g (239)

Ademas, es importante el concepto de campo vectorial de Killing. Considérese dos va-
riedades Riemannianas M; y M, ambas dotadas con métricas ¢; y ¢gz. Un difeomorfismo!*
Y My — M es una isometria si:

Vg2 = g1 (2.40)

Definicién 2.5.4 : Sea U, : M — M el flujo generado por X, entonces este campo
vectorial se dice que es un campo vectorial de Killing si y sdlo si:

o Vig—g . _
Exg—g%T—O:\Ith_g (2.41)
Esto es, si el flujo generado por el campo vectorial es una isometria (Torres del Castillo,
2012: 116-118). Una de las caracteristicas que cumple un campo vectorial de Killing, X, es

(Torres del Castillo, 2012: 137):

9(VyX,Z) = —g(Y,VzX) (2.42)

Considérese dos campo vectorial Y y grad f € X(M), se va a calcular el producto interior
de ambos campos vectoriales en el fibrado tangente, teniendo en cuenta (2.14), (2.36) y (2.39)

se obtiene: |

glgrad ,Y) = S (igraa r9)(Y) = df(Y) = Y f (2.43)

Denotando el gradiente como X, suponiendo que es un campo vectorial de Killing. [X,Y]f =
X(Y[f)=Y(Xf), usando la ecuacion (2.43) se obtiene, ¢(X,[X,Y]) = Xg(X,Y)-Yg(X,X).

10 X = Xi alqb
HHomeomorfismo diferenciable con inversa diferenciable
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Usando las propiedades (1), (2) y (3) del Teorema 2.5.1, que el tensor es simétrico, bilineal
y (2.42) se obtiene:

Esto implica que las curvas integrales de X son geodésicas. Esto nos serd ttil para llegar
a la ecuacion de Hamilton-Jacobi estacionaria. Por otra parte, ;Cémo sera la evolucién de
9(X,X) a lo largo del flujo generado por X? Usando (2.44) y la primera propiedad del
Teorema 2.5.1:

Lxg(X,X) =X(¢9(X,X)) = g(X, VxX) + g(VxX,X) = 2¢(X, VxX) =0 = ¢g(X,X) = cte

(2.45)

Tenido en cuenta (2.45), g(grad W, grad W) = cte. Usando la ecuacién (2.35) y las pro-
piedades del producto interior se obtiene:

g7 ———— = cte (2.46)

Derivando la ecuacién (2.46) respecto a un pardmetro ay se obtiene grad W(g%) =0=

X (9 = Ex(%‘,ﬁ) = 0. Esto implica que g%z es constante a lo largo de las curvas integrales

dak
de grad W. Definiendo una nueva variable b, = g%z, se obtiene que las curvas geodésicas son

la interseccién de n — 1 hipersuperficies b* = cte (Torres del Castillo, 2012: 140).

3. Mecanica Lagrangiana

Las ecuaciones de Newton, pueden ser bastantes
complejas de resolver, puesto que, son 3N ecuaciones
de segundo orden. Es por ello, que se busca una for-
mulacion alternativa que pueda facilitar la resolucion
de las ecuaciones de movimiento. Para ello, usaremos
el concepto de accién. Supdngase un sistema, en el
cual, los tiempos t; < t, son fijos. En dichos instantes Figura 4: Posibles trayectorias entre dos
de tiempo, la posicién de una particula son ¢, vy qo. PUntos a un instante dado, la trayectoria
El problema consiste en hallar la trayectoria que to- Jisica es aquella que minimiza la accion.

Fuente: (Gauthier, Hubert, Abadie, Chai-
mard la particula, puesto que, existen infinitas curvas Jlet and Lexcellent, 2018: 539)
que unen dichos puntos. El Principio de Hamilton
explica que la trayectoria fisica real, es aquella que minimiza cierta funcion. Esto matemati-
camente se expresa como:

to
55 — 5/ L(g, ¢, t)dt = 0 (3.1)
t1

Donde L es un funcional, llamado Lagrangiano. El Lagrangiano es una funciéon L : TM —
R si no depende explicitamente del tiempo y L : T(M xR) — R si depende explicitamente del
tiempo. El diferencial de (3.1) puede entrar dentro de la integral. Por otra parte, la expresién

general de dL es 0L = 8‘97%5q°‘ + %éq'a + %—?575, en cambio, se ha explicado que los tiempos

10
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son fijos, esto es, no hay variaciones temporales, esto implica que 0t = 0, sustituyendo todo
en (3.1) se obtiene:

2 OL oL
(55:/ (—5 a—l——,é'“)dt:O 3.2
0 N0 T g (32)
Desarrollando el segundo término de (3.2):
oL ., oL d_, d(OL_, d (0L,
2 = o a’t T dt(&q’a(sq) dt<8qa>5q (3:3)
Insertando (3.3) en (3.2):
2 /d (0L d (0L oL
— | == a _ | == (o3 0 (e} — 4
58 /t1 (dt(@ga(sq ) o (aqa)éq + aqaéq )dt 0 (3.4)

En la ecuacién (3.4), el primer término estd dividido por dt, que multiplicado por dt se
cancela, obteniendo la siguiente ecuacién multiplicando por —1:

oL . \|® [2[/oL d[/OL\.,
w(aﬁ@)h+Ll(%;_%QﬁQ@>ﬁo (35)

El primer término de (3.5) es nulo, debido a que al comienzo y al final de todas las
trayectorias no hay desplazamientos, los puntos estan fijos, obteniendo la siguiente ecuacion

multiplicando por —1:
2 7d (0L OL
0S8 = — == | — =— |dq°dt = .
s= [, (lar) - ag )i =o 30

Teorema 3.1 (Teorema de Gel’fand and Formin): Sea f,, un conjunto de n funciones
integrables reales de variable t y h,, un conjunto de funciones integrables que son nulas al final
del intervalo, Entonces si

lQMﬁzo (3.7)

fo = 0Va, siendo I un intervalo.

Se recuerda que, h, en (3.6) es nula en los extremos por lo que se aplica el Teorema 3.1
a la ecuacion (3.6), obteniendo las ecuaciones de Euler-Lagrange:

TR (38)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son un conjunto de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden, en el que se necesitan 2n condiciones iniciales (José and Saletan, 1998: 108-
112). Por otra parte, en caso de que las coordenadas no estén adaptadas a las ligaduras
holondémicas, es necesario introducir multiplicadores de Lagrange. El nuevo Lagrangiano es-
tard descrito por £ = L + Agfs, donde A\g pasa a ser una nueva coordenada de .Z. En
esta formulacién se tendran 3NN ecuaciones diferenciales (Carot and Ibafiez, 2010: 70-71). En

11
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general, el Lagrangiano se puede expresar como, L(q, ,t) = T(q,q,t) —V(q, ¢, t), donde T es
la energia cinética del sistema y V' es el potencial generalizado. Este potencial generalizado,
debe cumplir la ecuacién de Euler-Lagrange pero igualada a la fuerza que lo produce, esto es,
%(%) — 37‘2 = F,. En caso de estar en una situacién de fuerzas conservativas que realicen
trabajo, la expresion queda F, = —%,
and Ibanez, 2010: 59-61).

en esta situaciéon a V' se le llama potencial (Carot

3.1. Conservacion de la energia y convarianza bajo transformacio-
nes de coordenadas.

Las unidades del Lagrangiano es la energia, por lo que se puede llegar a pensar una
expresion en la que se puede obtener la energia del sistema con el Lagrangiano y ver bajo
que condiciones la energia se conserva.

0%; i axi 0%; 0X; o o -
T = ﬂ@av = —-j{: [ ] { i’ + } a(q,t) + balq,t)¢™ + gaslq, t)§*d°

ot 825 aqP ot
(3.9)
Donde los coeficientes estdn definidos como a(g, t) = 1 37, ml(axl) Jba(g t) =33, m; 68’? g;‘i
Y Jap(q,t) = Z m;i3 axl axl . Entonces si, T es homogénea en sus velocidades de grado dos *

(esto se da cuando los termmos a 'y b son nulos) y el potencial no depende de las velocidades,
la energia del sistema estda dado por

E=¢"-~—L (3.10)

En adicion, puede ocurrir que E se conserve pero no sea la energia del sistema, un ejemplo,
es una particula sometida a una ligadura holonéma de un anillo girando con una velocidad
angular constante respecto a su eje vertical, donde la particula esta sometida a la interaccion
gravitatoria.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Euler): Si f es homogénea de grado A en sus variables
z, entonces: zj5* 8f =\

Demostracion (3.10) en el caso de que E sea la energia del sistema, usando el Teorema
3.1.1:

aT -V oT

Q—T—{—V:qa—,—TjLV:QT—TjLV:T%-V (3.11)
g g~

Entonces, la energia se conservara cuando la derivada total de F sea 0.

de d ( oL L) o OL ,ai<6L> ~OL 0L OL  dFE oL

i 96 Towti\oe ) on Tom o 7w~ o B

Esto es, la energia se conservard cuando el Lagrangiano no dependa explicitamente del
tiempo % ‘9L =0 (José and Saletan, 1998: 70-71).

L=T-V=E={

12Se recuerda que f es homogénea de grado \ si f(ax) = a” f(x)

12
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Algunas veces es interesante realizar un cambio de coordenadas. Esto se debe a que en
unas nuevas coordenadas, es posible obtener cantidades conservadas. Se esta considerando
un cambio de coordenadas ¢' = ¢(Q,t). Ademds, debe tener inversa, esto es, debe existir un
Q' = Q(q,t). Primero se va a calcular una serie de derivadas parciales

OL 0L ¢ 0L 0Q)’

06~ 0Qi i Qi O (313
OL 0L ¢  OL 0Q)’
d¢ 003 0¢ | Qi g (3.14)
L 0Q1 . AQ7
J — ?
Q o7 q + o (3.15)

Como ya se ha visto, las transformaciones de coordenadas no dependen de las velocida-
des, esto implica que la segunda parte de (3.13) y la primera de (3. 14) sea nulas. Ademds,
derivando la ecuacién (3.15) respecto a ¢~ se obtiene gff = %g;’k + aqk 5i- De este segundo

término, se puede alternar el orden de derivacion gracias al Teorema de Clairaut que dice:

Teorema 3.1.2 (Teorema de Clairaut): Sea f una funcion que sus derivadas sequndas
. . o f _
existen y son continuas, entonces para un punto (ay,...,a,) se cumple T, (a1, ...,a,) =
o2 f
Ox;0x; "

Por lo que, aplicando el mismo razonamiento utilizado para explicar que algunos términos

de (3.13) y (3.14) son nulos se obtiene %QZ = BQJ . Aplicando (3.13), (3.14) y (3.15) en (3.8)

se obtendra que la ecuacion de Euler-Lagrange es covariante.
d (0L oL, _d(0LOQ\ 0LOQ _ .
dt \ 0¢* ot dt 0Q7 Og oQ7 dgt
d{OL\0Q" 0L oQ’ OL d [9¢Q)
— . - — - — —— — | = 3.16
dt(aQy‘) a¢ 001 a¢ 00 dt(aqz) 0= (3.16)
i oL B oL 10Q7
dt \ 90 oQi| 0¢t

El factor swmpre va a ser distinto de 0, puesto que, siempre habra una dependencia

de @7 con el resto de las coordenadas ¢, por lo que se obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange
para las nuevas coordenadas:

Donde ahora L es una funcién de variables (Q',...,Q",t) (Mann, 2018: 100-101).

3.2. Movimiento de la Particula Libre, Transformacién Gauge y
Cantidades conservadas.

Un caso de especial interés es saber que tipo de curvas sigue la particula libre, por lo que
vamos a considerar que la particula se encuentra en una variedad Riemanniana diferenciable

13
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(M, g). Donde g : TM x TM — R es la métrica y el Lagrangiano es una funcién del tipo
L : TM — R descrito por:'3

1,
L= 59@‘(] ¢’ (3-18)

Para saber el tipo de curvas que sigue este Lagrangiano habrd que sustituir (3.18) en
(3.8), pero antes se calculara una serie de derivadas parciales.

OL _ 1599

= _ 3.19
9~ 299 5 (3.19)
oL O | .
— = 6ii¢' = = 6ij4"0ja = Gia" 3.20
A A (3.20)
d oL o i quj dgioz o dgzoz 1 agza g agja
E(a_q.a)_gzaq +quqj = Jia +qq d]_QZQQ+ qq 8J+qq8_qj
(3.21)

Sustituyendo (3.19) y (3.21) en (3.8) se obtiene:

3gaz agaj agz‘j g
» J =0 3.22
Joill' + = <0qﬂ+8q’ 9g )14 (3.22)

Al primer término de (3.22) se le puede realizar un cambio de indices i — m. Ademaés
multiplicando por g™, la parte entre paréntesis multiplicada por % se convierte en los indices

de Christoffel I}, obteniendo la siguiente ecuacion:

Q"+ T0¢¢ =0 (3.23)

La ecuacién (3.23) corresponde a la ecuacién de una geodésica, que como ya se vio,
corresponde a la curva que minimiza la distancia y que mantiene la velocidad constante,
lo cual era de esperar. Por lo que se concluye, que si tenemos un sistema como (3.18) las
curvas que obtendremos son las trayectorias que minimizan la distancia segtin la métrica de
g (Torres del Castillo, 2012: 133).

Es evidente que si el Lagrangiano es multiplicado por una constante el nuevo Lagrangiano
L' y el viejo L, relacionados por L' = cL, dan las misma ecuaciones de movimiento. Como
ya se sabe, el potencial escalar y el potencial vector del campo electromagnético poseen una
transformacién Gauge:

¢ =¢ + = 8A (3.24)

A=A+ VA (3.25)

Estos términos aparecen en el Lagrangiano de un electrén sometido a un campo eléctrico y
magnético. El Lagrangiano esta descrito por L =T —V, donde V es el potencial generalizado
cuya expresion es e(¢ — *A, ). Sustituyendo las transformaciones de Gauge en el potencial
generalizado, se obtiene (Carot and Ibanez, 2010: 60-61):

oA oA dA
— g+ —)=>L =L—e— 3.26
(ggata™ ) “at (3.26)

BDonde la masa de la particula estd dentro de la métrica

L'=T—e(¢+i"A,) —

14
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Se ve como para este caso el Lagranginao posee una transformacion de Gauge, por lo
que se puede pensar si se puede extrapolar a todos los Lagrangianos. La respuesta es si.
.7 . . dA dA
Supongamos una funcién A(g,t) . Su derivada total respecto el tiempo es A gt + S5
0 (dA) — 6A
dg7 \ dt
se deriva respecto al tiempo se obtiene i(i(@)) = 2 dA Esta es la ecuacion de Euler-

9q* gt
Lagrange para una funcion dA(q t), por lo que, se puede aﬁrmar que todo Lagrangiano se

puede transformar, gracias a la transforma(non Gauge, en otro Lagrangiano cuyas ecuaciones
de movimiento son iguales, esto es:

Adema3s si a esta cantldad

Derivando esta cantidad respecto a ¢' se obtiene

dA(q,1)
dt

Esta condicién da mucha libertad en la eleccion de Lagrangiano, por lo que, el Lagrangiano
no es unico. Esta propiedad se debe reflejar en la accién, por lo que aplicando (3.1) para L'

L'=1L+ (3.27)

, o oA 2 gA
65'=6 | Ldt=5 | (L+—2)dt =05+ | —rdt =55+ 0A(qlta). t2) — 6A(g(tr), 1))

t1 t1 t1 d

(3.28)
Donde ya se explicé que los desplazamientos en en los extremos son nulos, por lo que los
término A son 0, obteniendo 45" = §S (Mann, 2018: 121). Por otra parte, dos Lagrangiano L
y L’ son equivalentes si dan lugar a las mismas ecuaciones de movimiento, esta condicién
no implica que dichos Lagrangianos estén relacionados por (3.27) (Carot and Ibanez, 2010:
80-81). Al resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange, se esta obteniendo la curva ¢*(t) que
seguird la particula. Por otra parte, también es interesante saber la velocidad que seguiré,
esto es, ¢*(t). Asi se obtendra una curva general en el fibrado tangente (¢(t), ¢(t)). Para poder
realizar esto, es necesario hacer un lift a la curva ¢(t) al fibrado tangente, esta nueva curva
dara informacién acerca de las velocidades y las posiciones del sistema. Entonces, se puede
definir un campo vectorial de Euler-Lagrangue X, € X(TM) cuyas curvas integrales

sean solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrangue, utilizando la ecuacién (2.11):'4
Xr=¢g aaa + éi“a%a (3.29)
Estas curvas integrales tendran un flujo W, por lo que se puede utilizar el concepto de
la derivada de Lie para saber la evolucién temporal de funciones. Entonces, una cantidad

F € C*°(TM) se conserva si su derivada de Lie es 0, usando (2.21)

Lx,F =0 (3.30)

Esto es, el valor de F' no varia sobre las curvas integrales generadas por X, es decir,
sobre la trayectoria del sistema (Mann, 2018' 280). En adicién, si gTLa = 0 en (3.8) se ob-
tiene %(STLQ) = 0 por lo que la cantldad g Se conserva, cuando esto ocurra se dira que la
coordenada ¢* es ciclica. Ademaés, a dicho termino se le llamara momento conjugado descrito

por

oL

Pa = o (3.31)

4En el caso de que el Lagrangiano L € C*°(TM x R), el campo vectorial vendra dado por X = X, + 2
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Cabe destacar que este término no tiene porque tener las dimensiones del momento clasico
p = muv (José and Saletan, 1998, 118-119). Para saber el porqué se da estas conservaciones
habra que usar el Teorema de Noether.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Noether): Para todas las simetrias continuas de un La-
grangiano, existe un momento conjugado conservado para dicha simetria (Mann, 2018: 116).

4. Mecanica Hamiltoniana

Como ya se ha visto, las ecuaciones de Euler-Lagrange constituyen un conjunto de n
ecuaciones diferenciables de segundo orden, en el que se necesitan 2n condiciones iniciales.
Ademas, para saber las curvas en el fibrado tangente habra que resolver las n ecuaciones
de Euler-Lagrangue y n derivadas temporales. Por lo que se puede pensar, si existe algu-
na formulacién alternativa en el que las ecuaciones de movimiento sean de primer orden y
simétricas. La respuesta se encuentra en el formalismo Hamiltoniano, que consiste en en-
contrar las curvas en el fibrado cotangente. Entonces, se necesitara un objeto matematico
que relacione las curvas de ambos fibrados, esto es, (¢,4) = (q,p), este objeto matematico
es la Transformada de Legendre que se puede ver como un mapa Ly : TM — T M,
también se puede realizar inversamente, esto es, pasar del espacio de fases al espacio de ve-
locidades mediante L, : T*M — TM. Entonces aplicando la transformada de Legendre
al Lagrangiano se obtiene el Hamiltoniano (Mann, 2018: 281) y (Carot and Ibanez, 2010:
131-134):

H(g,p,t) = paq®(¢:pt) — L(g, 4(q. p, 1), 1) (4.1)

En primer lugar se hallard las ecuaciones de movimiento y evolucién de observables'®
para el caso en el que el Hamiltoniano sea auténomo. Después se generalizard para el caso
no auténomo, cabe destacar que la dimension del espacio de configuracion es n + 1, M x R,
por lo que al espacio de velocidades y al espacio de fases se les llamara espacio de velocidades
extendida y espacio de fases extendida, TM x R y T*M x R, respectivamente y ambas de
dimensiéon 2n + 1.

4.1. Hamiltoniano autonomo

La funcién Hamiltoniana esta definido en el fibrado cotangente, donde uno de los elemen-
tos son los covectores, por lo que es interesante obtener una 1-forma global para todos los
fibrados. Sea a € AY(M) y 0y € A (T* M) se define la 1-forma de Poincaré-Cartman como
aquella 1-forma que cancela el pullback, esto es, a*0y = «. Teniedo en cuenta esto, 0y se
puede escribir:

O = padq” (4.2)
Este resultado es global para todo fibrado cotangente. Usando (2.18) y la propiedad 4 de
(2.18) se puede definir una 2-forma simpléctica, w € A*(T* M) definido como w = —dfy.

w = dq* N dp, (4.3)

15Un observable es una funcién definida en el fibrado cotangente
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Esta 2-forma es cerrada, esto es, dw = 0. Esto se puede ver usando las propiedades 2
y 3 de (2.18). La 2-forma es no degenerada, es decir, wy(v,,®) # 0 siendo v, # 0 € T,M
y es asimétrico, por lo que el par (M,w) me define una variedad simpléctica siempre que
la dimension de M sea par. Esta condicién hace que las variedades de Hamiltonianos no
auténomos no sean simplécticas sino de contacto. Una vez definido la 1-forma fundamental
se procederd a definir el campo vectorial Hamiltoniano:

Definicién 4.1.1 : Sea X € X(T* M), se dice que el campo vectorial es Hamiltoniano si
la 1-forma ixw es exacta, esto es, si para dicho campo vectorial 3 H € C*°(T* M) ‘ ixw = dH.

Se quiere buscar un campo vectorial Xy que cumpla con la Definicién 4.1.1' y cuyas
curvas integrales den las ecuaciones de movimiento, por lo que, el campo vectorial tendra
una forma similar a (3.29) pero adaptandolo al fibrado contangente, este campo es:

9 5l (4.4)

Se recuerda que la funcién hamiltoniana es un mapa H : T*M — R, esto es, elementos
(q,p) los relaciona con un nimero real. Entonces, la forma diferencial de esta funcién es:
0H 0H
dH = —dq“ + —d 4.5
g ap, P (45)
Igualando el resultado obtenido en (2.20) para un campo vectorial descrito por (4.4), por
la 2-forma fundamental e igualando a (4.5) se obtiene:

oOH 0OH
— Padq® + ¢“dpo, = ——dq* + —dp,, 4.6
Padg® + " dpo = 5 2dg" + 5 ~dp (4.6)
La tnica solucién posible en (4.6) es:
oH . 0H

ey

q (4.7)

Top. T o

Estas son las llamadas ecuaciones canénicas de Hamilton, que son las ecuaciones de
movimiento para este formalismo. Al final se han obtenido 2n ecuaciones de primer orden
que necesitan 2n condiciones iniciales, como se ven son quasi-simétricas. Ademas, el campo
vectorial es un campo vectorial simpléctico si el flujo creado por su campo vectorial es
un simplectomorfismo, esto es, Vjw = w. Esta comprobacion se realiza mediante la derivada
de Lie, Vjw —w =0 = lim Yiwmw Lx,w = 0. Por lo que usando (2.24), el hecho que w es

t—0 t
cerrada y la Definicién 4.1.1

£XHw = iXHdw + d(iXHUJ) = d2H =0 (48)

Esto implica que la 2-forma no varia durante las curvas integrales generadas por el campo
vectorial Hamiltoniano. En adicién, se define el volumen candénico como una n-forma v =

‘%n”. Viendo el resultado obtenido en (4.8) dicho volumen se conserva.

16Se recuerda que la 1-forma fundamental mantiene la forma en todos los fibrados cotangentes
TN = w AwA ... Aw n factores
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[,XHw/\n = nwAn_lﬁwa =0 (4.9)

Eso tiene una implicacién importante, el volumen canénico se mantienen constante sobre
el flujo creado por el campo vectorial Hamiltoniano (Mann, 2018: 284-289) y (Bravetti and
Tapias, 2015: 3).

Un observable es una funciéon f € C*(T*M), al igual que se hizo en la mecanica
Lagrangiana, es interesante saber la evolucién temporal de los observables (Mann, 2018:
278). La evolucién temporal viene descrita por la derivada de Lie, en cambio, la definicién
de la derivada de Lie puede ser poco intuitiva, por lo que se usara el concepto de corchete
de Poisson, que como ya se vera se obtendra una ecuaciéon muy similar a la Imagen de
Heisenberg de la mecédnica cuantica. Considérese dos campo vectoriales Hamiltonianos X,Y €
X(T*M), cuyas funciones son f,g € C>®°(T*M). Usando (2.23), la Definicién 4.1.1 y
d*Z =0

i[x,y]w = iﬂxyw = ,Cx(iyw) - iYEXw = ,Cx(iYoJ) = ixd(iyw) + d(lx(lyw)) (410)

ix,yjw = d(ix (iyw)) (4.11)

De la ecuacién (4.11) se deduce que [X,Y] = Ziyiyw, donde Ziyiy., es el campo vectorial
generado por ixiyw.

Definicién 4.1.2: Sea f,g dos observables, cuyos campos vectoriales cumplen la Defi-
nicién 4.1.1 el corchete de Poisson de fy g, denotado por {f,g}, usando (2.14), es:'®

{f, g} = ixiyw = ixdY = dY(X) = XY (4.12)

La ecuacién (4.12) en conclusién es la aplicacién del campo vectorial generado por la
funcién f sobre la funcion g. Debido a que estos campo vectoriales cumplen con la Definicién
4.1.1 dicho campo vectorial se puede escribir como:

_of 9 of 9
7 Opa dg 9> Opa
Esto es insertado (4.13) en (4.12) se obtiene que el corchete de Poisson viene descrito por:
af 0dg af dg
{f7 g} = o o
Opa 9™ 0q* Opa

Esto de ver el corchete de Poisson como la aplicacién de un campo vectorial sobre una
funcién, lleva a relacionarlo con la derivada de Lie, usando (2.22):

(4.13)

(4.14)

Lx,g=Xrg=1{[ 9} (4.15)

Este resultado es de suma importancia, puesto que, esta informando que para Hamilto-
nianos autéonomos, la evoluciéon de un observable sobre las curvas integrales generadas por
un campo vectorial, viene dado por (4.14). En general, sea una funcién Hamiltoniano cuyo

18Ta relacién entre el corchete de Poisson y los conmutadores de la mecénica cuantica es [a,b] — ihi{a, b}
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campo vectorial es Xy, la evolucion a lo largo del tiempo de un observable viene descrito
por:

Lx,f={H, f} (4.16)

Por lo que un observale es constante a lo largo del tiempo si {H, f} = 0. De esta tltima
ecuacion se deduce que para todo Hamiltoniano auténomo la energia se conserva, puesto
que, {H,H} = 0. Esta definicién, tiene un gran parentesco con la imagen de Heisenberg
como ya se explico anteriormente, la evolucién temporal de un observable que no depende
explicitamente del tiempo es % = %[H 7 O™]. Por otra parte, estas son algunas de las
relaciones més importantes del corchete de Poisson {f, f} = 0, {f,9} = —{g, f}, esto es
obvio puesto que la 2-forma es antisimétrica, {\f+ Bg,h} = M f,h}+5{g,h} y {f, {9, h}} +
{g,{h, f}} + {h,{f,9}} = 0, esto es, cumple la identidad de Jacobi (Torres del Castillo,
2012: 206-207) y (José and Saletan, 1998: 231). Ademaés se definiran los corchetes de Poisson

fundamentales como (Goldstein, 1988: 484-487):

{q%,ps} = dap
{¢*,¢°} =0 (4.17)
{Parps} =0

4.2. Hamiltoniano no aunténomo

En esta seccién se va a proceder al estudio de funciones Hamiltonianas que tengan una de-
pendencia explicita del tiempo. En esta ocasién, el Hamiltoniano no pertenece a una variedad
simpléctica. Esto es debido a la dimension del espacio, se explicé que una de las condiciones
para que una variedad posea una estructura simpléctica es que la dimension sea par 2n. En
cambio, al anadir la dependencia temporal, la dimension total pasa a ser 2n + 1, es decir,
impar por lo que en esta ocasién no se podra usar el espacio de fases, sino como ya se co-
ment6 anteriormente, el espacio de fases extendido T* M x R, este nuevo espacio posee una
estructura de contacto. En adicién, para poder resolver los casos de fuerzas disipativas es ne-
cesario usar este formalismo. En esta ocasién la 1-forma no viene descrita por (4.2), ademas
tampoco se puede utilizar la Definicién 4.1.1, puesto que el sistema no se encuentra en
una variedad simpléctica. Entonces para poder hallar las curvas integrales generadas por el
campo vectorial Hamiltoniano en esta geometria, se debe utilizar la propiedad del campo
vectorial de Reeb:

ixdn =20 (4.18)

Donde 7 es la 1-forma con la expresion:

N = padq® — Hdt (4.19)

Ademas, se introducird que el nuevo campo vectorial cumpla ixdt = 1, para que las curvas
integrales estén parametrizadas respecto la variable temporal. Usando (2.18) en (4.19) e
introduciendo en (4.18) se obtiene que el inico campo vectorial que cumple dichas condiciones
es:1?

0

X =X —_ 4.20
H+8t ( )

YDonde X g es el campo vectorial Hamiltoniano expresado por (4.4) que cumple con las ecuaciones canéni-
cas de Hamilton
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El campo vectorial Hamiltoniano, Xy, cuyas componentes son curvas integrales tiene una
expresion general:

9 0 .o
X = q a—qa +paa—pa +ta (4.21)

Por lo que comparando (4.21) con la ecuacién (4.20), se obtienen las curvas integrales

para las coordenadas (q, p,t), que vienen dadas por:?

H H :
q* = g_pa Do = —g—qa t=1 (4.22)
A su vez, es interesante la evolucion temporal de los observables. Al igual que se utilizd
el concepto de derivada de Lie en el apartado de Hamiltonianos auténomos, se utilizara aqui
también calculando la evolucion temporal del observable sobre las curvas integrales generadas

por el campo vectorial Hamiltoniano.
Lxg= Xy + a)
La ecuacién (4.23) se puede ver como la aplicaciéon del campo vectorial Hamiltoniano

del caso no auténomo sobre el observable, por lo que Xyg es el corchete de Poisson {H, g},
introduciendo este término en (4.23) se obtiene:

(4.23)

dg

Lxg=1{H g} + 5 (4.24)
De (4.24) se deduce que un observable se conserva si y sélo si se cumple {H, g} = —%.
Ademas, se llega a la conclusion que el Hamiltoniano se conserva si y solo si %—? = 0, esto es,

cuando no depende explicitamente del tiempo. Esto es de esperar, puesto que, si no depende
explicitamente del tiempo el fibrado cotangente seria una variedad simpléctica, que como ya
se vio la energia permanece constante. Entonces, este apartado se puede considerar como el
caso general de los Hamiltonianos no auténomos (Bravetti, Cruz and Tapias, 2017: 20-21) y
(Asorey, Carinena and Ibort, 1983: 2745).

4.3. Transformaciones candnicas y Funcién generatriz

En la mecdnica Lagrangiana, se intenta buscar unas coordenadas que sean ciclicas para
asi poder obtener cantidades conservadas y que las ecuaciones de movimiento tengan menor
dificultad. La finalidad de esta seccién es encontrar unas coordenadas que cambien el Ha-
miltoniano para que asi la resolucién de (4.22) sea mas sencilla. Como ya se vio, el caso de
Hamiltoninao no auténomo es el caso general del auténomo, por lo que se trabajard en el
espacio de fases extendido. Primero serdan necesarias introducir un teorema y una definicién
acerca de que curvas representan un sistema Hamiltoniano.

Teorema 4.3.1: Sea (q,p) unas curvas en el espacio de fases extendido, dichas curvas
corresponde a un sistema Hamiltoniano, si y solo si, para dos pares de observables se cumple
(Carot and Ibanez, 2010: 145):

20 Aquf se puede entender mejor el porqué exigir la condicién igdt = 1
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Lx{f .9} ={Lxf, g} +{f Lxg} (4.25)

Definicién 4.3.1: Un conjunto de coordenadas q%,p, se dicen que son canonicas, si la
2-forma se escribe como: w = dq® A dp, + dH A dt. (Torres del Castillo, 2012: 248)

Definicién 4.3.2: Sea ¢, p, un conjunto de coordenadas canonicas de partida y Q<, P,
un conjunto de coordenadas candnicas finales, a la transformacion ® : (¢*,pa) — (Q%, Pa)
se le denomina transformaciéon candnica. Si el fibrado cotangente tiene estructura de
contacto, dicha transformacion candnica debe ser un difeomorfismo ®*w, = w,2'. En cambio
si posee una estrucura simpléctica un simplectomorfismo ®*w = w (Mann, 2018: 290).

Supdngase, que se pasa a unas nuevas coordenadas (@, P), es factible pensar como cam-
biara el corchete de Poisson. El corchete de Poisson de las nuevas coordenadas se anotard
con )y £ para las antiguas. Se puede demostrar que la relacién que cumplen es:

{f,9}" = a{f. g}* (4.26)

Demostracion:
EXK{fJ g}n = a‘CXH{f7 g}§ - a{ﬁfoa g}5 + (l{f, EXHQ}E - {£XKf7 g}W + {f7 EXKQ(}?7 )
4.27

Por otra parte, se podra asignar la constante a = 1, para poder realizar esto s6lo habra
que redefinir la transformacién candnica absorbiendo dicha constante, que sera el método a
seguir en este trabajo, por lo que la relacion entre los corchetes de Poisson para diferentes
coordenadas serd (José and Saletan, 1998: 234):

{f.9Y"={f. 9} (4.28)

El problema radica en hallar el Hamiltoniano en las nuevas variables (@, P), en general
no sera una simple sustitucion. Para ello se necesitara una funcién llamada funcién generatriz.

Definicién 4.3.3: Sea o una 1-forma cerrada, da = 0, entonces f | o = df .

Usando la Definicién 4.3.2, suponiendo que la transformacion es canodnica, es decir, es
un difeomorfismo, recordando que w = —da y usando la Definicién 4.3.3 se obtiene:

P'w=w=ddo=doa=da—Pa)=0=a—da=dF (4.29)

Sustituyendo (4.19) en (4.29) y dividiendo respecto dt se obtienen (José and Saletan,
1998: 241) y (Braveetti, Cruz and Tapias, 2017: 21):??

padq® — Hdt — PodQ™ + Kdt = dF (4.30)
dF o Yo
W i~ H— (P.G" ~ K) (431)

21E] subindice ¢ indica que w tiene la forma de la Definicién 4.3.1
22Donde K es el Hamiltoniano en las nuevas variables
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= L) - LQ.Q.1) (4.32)

De esta ultima ecuacién se puede obtener la funcién generatriz solamente restando los
Lagrangianos correspondientes a cada sistema de coordenadas, la funciéon dependiente del
tiempo que se crea al integrar la ecuacion diferencial se puede tomar como nula, por lo que
sabiendo la funcién generatriz se podra hallar el nuevo Hamiltoniano. Ademaés se puede ver
como una transformaciéon Gauge. Por otra parte, se puede clasificar el tipo de transformacio-
nes segin que coordenadas candnicas son independientes. Se pueden diferenciar 4 tipos de
transformaciones principales, en el que los cédlculos se simplifican notablemente:

1. Tipo I: Las coordenadas (¢, @,t) son independientes, esto es, podemos escribir p, y
P, en funcién de (q, @, ).

2. Tipo II: Las coordenadas (¢, P, t) son independientes, estos es, podemos escribir p, y
Q% en funcién de (g, P, t)

3. Tipo III: Las coordenadas (p, @, t) son independientes, esto es, podemos escribir ¢* y
P, en funcién de (p, Q,t)

4. Tipo IV: Las coordenadas (p, P,t) son independientes,esto es, podemos escribir ¢® y
Q% en funcién de (p, P, t)

En primer lugar se desarrollard las transformaciones de Tipo I. Como (g, @, t) son inde-
pendientes, la 1-forma de la funcién generatriz se puede escribir de la siguiente manera:?

OF'  9F' __ QF!
5 10"+ 5gndQ" + 5t (4.33)

Igualando (4.33) con (4.30) se obtiene:

dF' =

OF! OF oF!
Padq® — Hdt — PodQ + Kdt = ——dg” + g + < (4.34)

dq oQ*
A continuacién se agrupan los términos segin los diferenciales obteniendo:
OF! OF! OF!
N dg” . dQ” —H——)dt=0 4.35
(Pa — o )dg™ — ( 90 )dQ” + (K 5 (4.35)

La tnica condicién posible para que (4.35) sea igual a 0 es que cada elementos entre
paréntesis sea nulo, obteniendo:

__ OF!
Pa = @ 1
P, =— gga (4.36)
K = H+ 8F1

Este procedimiento sencillo se puede extrapolar para los otros tipos de transformaciones,
solo debemos tener en cuenta que coordenadas son independientes para escribir la 1-forma

Z3Cabe destacar que F'y F! no es exactamente los mismo F(q,p,t) = F(q,p(q,Q,t),t) = F'(q,Q,1), esto
se extrapolara para cada tipo de transforamcién
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segln estas nuevas coordenadas ademas de poner los diferenciales de las coordenadas segin
las coordenadas independientes si estos ultimos no lo fueran. Se mostrara el ejemplo en las
transformaciones de Tipo II. Como las coordenadas independientes son ¢, P la 1-forma de
la funcién generatriz seré:

_,  OF? OF? OF?
dF? = —dq* + ——dt 4.37
a1 T ap, ot (4.37)
La 1-forma correspondiente a la coordenada () se escribe como:
@Q 0Q" Qﬁ
dQ° = 4.
@ = 0P, 075 (4.38)

Como se realizé en las transformaciones de Tipo I, igualando (4.37) con (4.30) e intro-
duciendo (4.38) se obtiene:

oQ°  OF? g — (p.99" 8@5 OF? 0Q"? B 8F2

— — — P,+(K—-H— Pg—— =0 (4.

Retocando la segunda parte de la expresion Pﬁ% = %(Pg@ﬁ ) —Q“

0 . 0
(Pa = 5,2 (PoQ” + F*))dg" — (

éw(&Qﬁuﬂ—Q%MQHK—H—ngf+Fmﬁ:o

ot
(4.40)

Para mantener la forma general de las ecuaciones se realizard el siguiente cambio:

F? = P;Q° + F? (4.41)

Sustituyendo (4.41) en (4.40) se obtiene una ecuacién muy similar a las transformaciones
de Tipo I:
OF* OF* OF?

(pa - aqa )dqa - (8P Qa)dp + (K H— W)dt =0 (442>

La solucién a la ecuacion anterior tiene la misma forma que las transformaciones anterio-
res, despejando se obtiene:

__ OF?
Po = gz
Q=2 (4.43)
F2
K=H+%

En las transformaciones de Tipo III las variables independientes eran (p,Q,t), por lo
que, siguiendo los pasos del anterior tipo y definiendo F? = F3 — pgq”:

3 n 3
OF OF 10e+ 2 (4.44)

3 _
aF C Ope 0 0Q° ot
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B
dQ + aidt (4.45)

9q° dp. Qqﬁ
Opa 3@“

Sustituyendo estos valores en (4.30) y teniendo en cuenta la definicién de F* se obtienen
los siguientes resultados

dq’ =

o 8F3
7 = 8pa3
p, = -9 (4.46)
K= H 1 o
=4+ T

Por ultimo, las transformaciones de Tipo IV se deben realizar los mismos pasos pero con-
siderando que las variables (p, P,t) son independientes, realizando los mismo pasos anteriores
se obtienen las siguientes ecuaciones (Carot and Ibafiez, 2010: 161-166):

Q" =5
¢~ = -5 (4.47)
K=H 4 o dF4

5. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Si se obtienen unas coordenadas canénicas nuevas (Q, P), tal que el nuevo Hamiltoniano
K =0, segin (4.22) se deduce que son constantes del movimiento. En esta idea es la que se
basa el método de Hamilton-Jacobi, imponer unas coordenadas canénicas (@, P) para que
K = 0. Se recuerda que las nuevas coordenadas deben cumplir con el Teorema 4.3.1 y
la Definicién 4.3.1. Para realizar este cambio se necesitara la funcién generatriz, en esta
ocasion se utilizaran las de Tipo I. Por lo que imponiendo K = 0 en (4.36) se obtiene:

OF'(q,Q,1) ~OF'(q,Q,1)
ot ot

Por tradicién, a F'(q, Q,t) se asignard S(q,@Q,t). A esta funcién se la denomina funcién
principal de Hamilton. Por otra parte, las transformaciones de Tipo I, ofrecen un valor

K(Q,P,t)=0= H(q,p,t) + = H(q,p,t) = (5.1)

para p,, este valor segin (4.36) es p, = %7 por lo que sustituyendo en (5.1):
oS oS
H(qg,—,t) = —— 5.2
@50 =-3 (5:2)

A (5.2) se le denomina la Ecuacién de Hamilton-Jacobi. Es una ecuacién en deri-
vadas parciales de la funcién principal de Hamilton. Recopilando, las ecuaciones de Euler-
Lagrange son n EDO de segundo orden, las ecuaciones canénicas de Hamilton son 2n
EDO de primer orden y la ecuacion de Hamilton-Jacobi son EDP. La obtencion de las
curvas en el fibrado cotangente se basa en encontrar las soluciones (¢, p), las 2n CI hallarén las
constante de movimiento (@, P). Supdngase que se obtiene la funcién completa de la funcién
principal de Hamilton, en este punto se saben las constante (), para obtener las constante
resultantes se obtienen con (4.36), P, ‘Zfa, una vez obtenida las expresiones se debe
invertir esta ultima para obtener ¢® = ¢(Q®, P, ), esto s6lo es posible si | 50 8Qﬂ ! # 0. Una vez
obtenida ¢%, sustituir esta expresion en p, que se obtienen con (4.36) p, = qa (José and Sa-

letan, 1998: 284-286). Se ha usado la accién para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange,
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la pregunta es ;Se puede llegar a la ecuacion de Hamilton-Jacobi partiendo de la accién?
La respuesta es afirmativa. Supéngase que las trayectorias satisfacen (3.8), ademas se va a
realizar un desplazamiento temporal dt en t,, dando lugar a un dq en la posicién final, como
se puede ver en la Figura 5.

Este cambio en el tiempo final, hace que dq en el
instante final no sea nula, la variacion en las posiciones q

en los extremos cumple:
dq
q
dq(t =t9) =0 oq(t =t1) = dq (5.3)
qot-+
Retomando (‘3.2), insertando aaTLa = %gTLa y tenido ;0 tldt ,
en cuenta la derivada del producto es facil llegar a la
expresion: Figura 5: Trayectorias que realiza el sis-

tema variando el instante final.
Fuente: (Houchmandzadeh, 2020: 355)

“d (0L oL oL
5S :/ —<—,5 a)dt = —0¢%| — =—0q"
AN oq* " |, 9¢* " |,
(5.4)
Insertando (5.3) en (5.4):
oL
dS = —dq* :
S o (5.5)

De esta tltima ecuacion, teniendo en cuenta (3.31):

oS oL
o o e
Se ve claramente que la ecuacién anterior corresponde a una de las ecuaciones de las

transformaciones canénicas de Tipo I. Como la particula contempla la trayectoria éptima,
se cumple dS = Ldt.

(5.6)

S oS
— L = —_— o —_— .
dS = Ldt aqo{dq + 5 dt (5.7)
Insertando (5.6) en (5.7):
S oS
Ldt = “y4 ——dt = ¢4+ — .
dt = padq® + —-dt (Pad” + at)dt (5.8)

Por lo tanto, usando la transformada de Legendre para el paso del Lagrangiano al Hamil-
toniano,(4.1), se obtiene:

— =L —p.,g*=—-H 5.9
5 Pad (5.9)

Por lo que se concluye que la funcién principal de Hamilton la accién (Houchmandzadeh,
2020: 354-355).
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5.1. Ecuaciéon Hamilton-Jacobi para caso auténomo

En ésta parte se verd como resolver la ecuacién de HJ para el caso auténomo. La condicién
que debe cumplir S para estar en esta situacion es trivial, basta por derivar respecto al tiempo
el Hamiltoniano que como es auténomo sera 0.

0%S
ot?
Se propone como soluciéon un ansatz de esta forma:

—=0 (5.10)

S(q,@,t) = W(g, Q) +T(t) (5.11)

Donde W (g, Q) es la llamada funcién caracteristica de Hamilton. Sustituyendo (5.11)
en (5.2):

ow dT(t)
4—5-)=- (5.12)
0q dt
Como se ve, se ha realizado la técnica se separacion de variables, en la parte izquierda
de (5.12) es independiente de las coordenadas de la derecha y viceversa, esto impone que
las dos partes debe ser igual a una constante, que se denotard por Q'. Resolviendo la parte

temporal:?!

H(

dT(t)
dt
Esto es comun para todo sistema auténomo, por lo que, la soluciéon general viene dada
por:

— Q' = T(t) = QY (5.13)

Para todo este tipo de sistemas, se puede centrar inicamente en la resoluciéon de la llamada
ecuacién de Hamilton-Jacobi estacionaria que viene dada por (José and Saletan, 1998:
287):

H@%ngl (5.15)

En esta ecuacion, estan incluidas todas las constantes (Q%, se puede intentar resolver
la ecuacion mediante separacién de variables proponiendo ansatz para cada situacién. Si
(5.15) se puede separar completamente en sus variables, se obtendran n ecuaciones diferentes
derivadas de primer orden ?° de la siguiente forma:

0« Wayo 4
Ha(q aa_qa) - Q (516>

Si se obtiene esta situacion, la funcién caracteristica de Hamilton es W = > W, (¢, Q).

«
Como se ve en la ecuacién (5.16), las constantes Q% son las constante que se anaden al

24Se ha supuesto la condicién T'(t = 0) =0

25Las otras m provienen de p, = %
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realizar la separacién de variables. Ademds las demds variables vienen descritas por (José
and Saletan, 1998: 292):

oW, ow
= B0 P, = 900 + O1at (5.17)
Ahora, se aplicara los conceptos descritos en el apartado de variedades Riemannianas
para llegar a (5.15) y asf hallar la primera constante Q'. Para ello, Considérese un campo
vectorial Hamiltoniano como (4.4) Xy € X(T*M). Como ya se ha visto anteriormente, la
energia se conserva en Hamiltonianos auténomos, esto implica que su derivada de Lie es 0,

por lo que usando (2.21) para el caso la funcién Hamiltoniana se obtiene:*°

Pa

ViH - H

Lv H=1{m->“t"—_"
Xu 50

A continuacién, la particula libre en el formalismo Hamiltoniano después de realizar la

transformada de Legendre de (3.18) es:

—0=>UVH=H (5.18)

1 . i
H = 5mg"pip; (5.19)
Ademas, en la Seccién 3.2 ya se vio que las curvas en M son geodésicas, esto implica que
las curvas de (5.19) también lo son. En vez del calculo de la ecuacién geodésica (3.23) se va
a calcular dicha ecuacién haciendo uso de (2.46). Para ello se necesita que el campo vectorial
cuyas curvas integrales son geodésicas cumpla con (2.41). Pero antes se van a realizar unas

serie de célculos:

Sea M7 y Ms dos variedades diferenciables y ¢ : M; — My un difeomorfismo, entonces
se define ¥ : T* M; — T* M, como:

U(ap) =apo (@Zj_l)*w(p) Va, € TyM, (5.20)
Ademas, siendo m; y my las proyeccién canodnicas para los dos fibrados cotangentes, se
cumple las siguientes dos relaciones:

(my 0 W)(ap) = ¢(p) = (¢ o m)(ep) (5.21)
mpo W =1om (5.22)

Maés adelante se necesitara saber el valor de W*p;, por lo que se hallara dicho célculo, por lo
que usando (2.4), (5.20) y (5.21) (Torres del Castillo, 2012: 203-204):

(U pi) (o) = pi(W()) = W(ovy) (( a‘ii))w(p) - (w)w)‘)‘((aﬂ) )

- (A2 D) winmtan = (L) il netay)

_ (((W) 8 w) o m)pk) (0) = (W* (%) pk) () >

(5.23)

26El flujo es una aplicacién ¥; : T*M — T*M
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= U'p; = (w %)pk (5.24)

Por otra parte, se vera que habra que calcular el término v*¢*, primero supongamos que la
métrica viene dada por g = g;;dz’ ® da?, calcularemos el término ¢’ = 1*g:

O(x' 0 ) A(a? 0 1))

ghydet @ du? = (" gi)d(0"2') @ d(w'a?) = (0"90) =5 50 da* © da' = (5.25)
L yegit _ gudlato ) et o)
ozk o1

A continuacién, se desarrollard la ecuacién (5.18), para ello usaremos el resultado obtenido
n (5.22), (5.24) y (5.25):

U, H = %((Wo W) g ) (Uipi) (Pps) = 5 ((W Zj)(%M) (% M))?kﬂ

ozt ox’
;ﬂ*g’“pm
(5.26)
Para que se cumpla (5.18), sélo es posible que ¢’ = g, es decir, ;g = g. Entonces, se
cumple (2.41), por lo que X, el campo vectorial al que se le aplic un lift para obtener Xy, es
un campo vectorial de Killing. En general, la forma més habitual de escribir un Hamiltoniano
es del la siguiente manera:

1 .
H = §7r*g”pipj + 7V (5.27)

Por lo que serfa interesante transformar esta ecuacién a otra de la forma (5.19), ya que
sus curvas en el espacio de configuracion son geodésicas. La respuesta es que si se puede y lo
explica el principio de Jacobi.

Teorema 5.1.1 (Principio de Jacobi): Las ecuaciones de tipo (5.27) posee unas
orbitas en el espacio de configuracion que son las curvas geodésicas de la métrica g =

(E—V)gidg' @ dg’ .

Donde E es el valor de H en las condiciones iniciales. Asumiendo que dH ‘ gp 7 0, el
nuevo Hamiltoniano vendré descrito por:
poHzmV (5.28)
E—mV
Viendo su forma diferencial, esto es, el campo vectorial generado por el nuevo Hamilto-
niano se obtiene:

1
(E — V)2
Sélo interesa la hipersuperficie donde H = FE, por lo que sustituyendo dicho valor se
obtiene la siguiente relacion:

X, = (B — VX + (H — E)Xgrv) (5.29)
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1
Xgp = —=X Xag = (F —71"V)X 5.3
dh = G gyl = Xan = ( V) Xan (5.30)

En (5.30) se ve que los campos vectoriales son colineales, esto es, las curvas integrales
sOlo difieren en la parametrizacién. Las curvas integrales de X,y su parametro es el tiempo t,
mientras que las curvas integrales de X, su pardmetro es 7. Esta nueva variable es 7 = I(t),
donde I cumple la siguiente condicién si es colineal:

e

=

Donde C' son las curvas integrales de Xy v 0 = C(I71(7)) las curvas integrales de Xgj,.
Por lo que, sustituyendo (5.27) en (5.28) se obtiene la expresion:

P (5.32)
—2" \E-v)P '
Para hallar las curvas integrales de (5.32) se podria usar la ecuacién (2.32). En cambio,

el calculo puede ser bastante farragoso debido a los simbolos de Christoffel, es por ello que se
utilizard (2.46), en el que se vio que las curvas integrales de X = grad W son geodésicas. Las

(E—7*V)oC (5.31)

componente g de (2.46) corresponde a Egijv de (5.32), realizando la sustitucién se obtiene:

g7 oW ow
E—-V o¢ 0¢
Donde ya se explico que las curvas en el espacio de configuracién son las intersecciones

de hipersuperficies b* = cte. Poniendo la cte como 2 y manipulando un poco la ecuacién se
obtiene:

cte (5.33)

1 oW oW

29 0q* Og’ + ( )
(5.34) corresponde a la ecuacién (5.15), donde se concluye que la primera constante Q'

es el valor del Hamiltoniano al aplicar las condiciones iniciales (Torres del Castillo, 2012:

218-221).

5.2. Variables Accién—Angulo

Como ya se vio en la anterior seccién, en un sistema en el que se pueda separar com-
pletamente las coordenadas para la funcion caracteristica de Hamilton, el momento, p,, es
una funcién de la coordenada, ¢®. Esto implica que cada curva C, estara en una subvariedad
perteneciente al espacio de fases definidas por 2n — 2 ecuaciones de tipo pg = cte y ¢° = cte’
V3 # «a. Cada curva C, se puede ver como la proyeccién del movimiento en dicha subvarie-
dad. En adicion, este tipo de variables solo es posible utilizarlas en orbitas libracionales y
orbitas rotacionales. Las orbitas libracionales corresponden a movimientos homotopi-
cos a las de un péndulo con una energia igual o menor a %kA2, mientas que las orbitas
rotacionales son las que poseen una energia mayor a dicho valor como se puede ver en la
Figura 6. Toda curva cerrada, es homotépica a S!, esto implica que el movimiento general
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estara en un toroide de dimensién n T" = S x ... x SL.

Estas nuevas coordenadas vienen dadas por (¢, J)?", donde
el nuevo momento, J,, me especifica el toro. Ademas, el toroi-
de a lo largo del tiempo no cambiara de forma, debido a que
el Hamiltoniano es auténomo, los nuevos momentos deben ser
constante de movimiento debido a la especificacién del toro.
Esto implica que las coordenadas ¢ no debe aparecer en el
Hamiltoniano debido a (4.7).

o o e e o o o

Jy=——= 5.3b) T o
9o (5:3) DSBS
Esto es, H = H(J), por lo que la ecuacién para el dngulo ‘Lo e e e
viene determindas por: . , _
Figura 6: Diferentes tipos
o OH N de orbitas cerradas.
¢% = or. " (/) (5-36) pyente: (Nonlinear Pendu-

lum, 2009)

Donde a la variable dngulo se le va a imponer la siguiente condicion de normalizacion
cuando la curva cumpla un periodo:

7{ dop® =27 (5.37)

Resolviendo (5.36), se obtendra una ecuacién como la del movimiento curvilineo:

¢ = 1t + O (5.38)

Donde v“ son las frecuencias en las que es recorrida las curva cerradas S.. Los periodos se
pueden calcular de manera trivial y vienen dadas por T, = 3—2 Por construccién, las variables
son candnicas debido a que se ha impuesto que cumplan con (4.7), esto implica que existe una
funciéon Hamiltoniana segin la Definicién 4.1.1 ademds de cumplir con (4.3) y (4.17).En
esta ocasion se utilizara las transformaciones de Tipo II cuya funcion generatriz se escribira
como W (g, J). Usando (4.43):

oo
- 0g° - OJ,

Sustituyendo la variable dngulo de (5.39) en (5.37) teniendo en cuenta su ecuacién de
momento y que hasta el apartado de Aplicaciones no se usaré el convenios de indices repetidos:

Pa (5.39)

02W 0 oW 0 1
o — Ao = -2 di® = -2 ¢ pode® = J. = — & pad®  (5.40
i fc a0l T o b, o T ag, e T o fiap ¢*  (5.40)

Por otra parte, debe existir una relacién con la funcién caracteristica de Hamilton. Por
lo que, insertando (4.36) en (5.40):

27 A estas coordenadas se les llama 4dngulo y accién respectivamente
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2mJ, = dq® = 21J,(Q) (5.41)

o, 9g*

Si se cumple ‘%’ # 0, se puede invertir (5.41) obteniendo Q“ en funcién de J. Una vez

obtenida esta cantidad:

W(Q7Q) = W(Qa Q(J)) - W(q, J) = glq/[: = g?: =

Entonces, una vez obtenido W, se puede obtener la variable dngulo mediante (5.39) y las
frecuencias por (5.36) (José and Saletan, 1998: 307-313).

Pa (5.42)

6. Aplicaciones

A continuacion, se expondran unos cuantos ejemplos donde se verdn las aplicaciones de
toda la teoria expuesta. Se resolveran potenciales de Kepler, como llegar a la ecuacién de
Schrodinger y el oscilador arménico.

6.1. Problema de Kepler

Considérese una particula sometida a un potencial de tipo, V (r) = —%. Este potencial,
proviene de una fuerza central que es conservativa y ademas F = —VV (r). Esto hace, que el
momento angular en la direccién Z se conserve debido a que M =rAF = Cfi—I; = 0. Entonces

de antemano se puede prever que el movimiento de particulas sometidas a fuerzas centrales
seran en un plano, por lo que la dimensiéon de M es n = 2. En primer lugar, se supondra
el caso de E = (.Para este primer ejemplo se usard las coordenadas parabdlicas (u,v) que
vienen dadas por z = u? — v? e y = 2uv. Obteniendo la siguiente métrica:

g = 4m(u® + v (du ® du + dv ® dv) (6.1)

Como el Hamiltoniano es auténomo debido a que ni el potencial ni la métrica depende
del tiempo, usando (5.27) se obtiene que el Hamiltoniano viene dado por:
1 pi+p; k

= — 6.2
8m (u? 4+ v?)  u?+v? (62)

Este tipo de Hamiltonianos, se pueden transformar por un Hamiltoniano h, dado por
(5.32) cuyas curvas geodésicas se resuelven mediante (5.34). Estas curvas, mediante una
reparametrizacién obtienen el movimiento en M, sustituyendo (6.2) en (5.34)

8m(u21 +02) K%VZY * (%—W)Q] - % =0 (6.3)

Esta ecuaciéon admite una separacién de variables mediante W (u,v) = W, (u) + W, (v),
sustituyendo en (6.3) se obtienen las siguientes dos ecuaciones:
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AW 2
( Z“) —dmk =a (6.4)
2
<dz”) — dmk = —a (6.5)

Resolviendo (6.4) y (6.5) con la condicién W, (0) = 0 y W,(0) = 0 se obtiene que la
funcién caracteristica de Hamilton es:

W =uvdmk + a+vv4amk —a (6.6)

Como n = 2, sélo se obtendra un parametro b* que vendrd dado por b = %—‘f, realizando

esta operacién se obtiene una familia de curvas parabdlicas, donde los parametros a y b
indican la orientacion del eje de la parabola y la distancia focal, que cumplen la siguiente
ecuaciéon (Torres del Castillo, 2012: 221):

()

U
2vV4Amk + a B 2vV4Amk — a B

Ahora considérese que las curvas que da el sistema son para valores de F < 0, esto implica
que las curvas seran cerradas, mas concretamente elipses o circunferencias. Es por ello, que
se utilizarda un cambio de métrica a la métrica para una circunferencia:

b (6.7)

g =m(dr ®dr+r*df ® d) (6.8)
Sustituyendo en (5.34):

1 [oW\? 1 /OW\® &k
H‘%(W) *W(W) -k (6:9)

De primeras se sabe que 6 es una coordenada ciclica, por lo que se espera que una constante
de movimiento sea el momento py. (6.9) se le puede realizar una separacién de variables
W = W, + Wy obteniendo las siguientes dos ecuaciones:

W,

—d09 = po (6.10)
aw, omk P2
L= [2mB + T —% (6.11)

Al ser curvas cerradas se pueden usar las variables de accion-dngulo, para obtener las
acciones se hace uso de (5.41):

1 [dW,
_ _ 12
Jo 2m de 40 = po (6.12)
1 [dW 1 2mk  p?
- - Tdr = — omE + % _ Po 1
J; o o dr o (\/ mE + " T2)dr (6.13)
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(6.13) se puede resolver en el plano complejo mediante residuos, sustituyendo pg = Jp se

obtiene que el valor de J, es:?®
[ m
Jo=—|Jg| + k 55 (6.14)

Ahora si se invierte (6.14) se va a obtener la energia en funcién de las acciones, por lo
que las frecuencias se podran obtener mediante (5.36) (José and Saletan, 1998: 318-319):

kE*m
1 _p—H e — 1

Q D)= ~3 107 (6.15)

. OH 8E3
V=55 "N Tem (6.16)

OH SE3

0o _ 77 — o
V= o7, 12 (6.17)

Una aplicacion, de estas frecuencias es la siguiente. Considérese un sistema aislado Tierra-
sol, en el cual m = p~ Mgy, G = 6,674-10" ILNm? 15 masa solar Mg = 1,988500 - 103%g vy

k 2
el semieje mayor de la érbita terrestre a = 1,4960- 109 (Williams, 2018) y (Williams, 2020).
Sabiendo que la energia de una érbita viene dado por F = —QL y que una vuelta equivale a

un dngulo ¢ = 27, despejando el tiempo de (5.38) con la frecuencia de (6.17):

8 3k2M
oy e O ,/GMQ — 365, 37 dias (6.18)

Comparando con los datos de la tierra, la tierra tarda en realizar una traslacién 365, 24
dias, esto es, la suposicion tedrica es de 2h 43min 39s mayor, esta diferencia se debe a que
no se han tenido en cuenta las demas interacciones gravitatorias como la provocada por la
luna.

6.2. De la ecuacion de Schrodinger a la ecuacién de Hamilton-
Jacobi

Durante este trabajo se ha ido viendo la semejanza entre algunas férmulas cuanticas con
la mecanica clésica, por ejemplo los corchetes de Poisson con los conmutadores o la evolucion
temporal de un observable con la imagen de Heisenberg. Debido a que la mecanica cuantica
tiene un formalismo ondulatorio, ;Se puede obtener un formalismo anédlogo en la mecanica
clasica?

Para simplificar el procedimiento, se restringird al sistema de una particula H € C*°(T*R3).
Esto implica que la accién viene determinada por (5.14)%.Tanto S como W representan hi-
persuperficies, por lo que si S(t = 0) = a = W = a. En cambio, si se deja correr el tiempo,

28Ge recuerda que la energia es negativa, por lo que el valor dentro de la integral es positivo
29Ya se vio que Q' corresponde a E en las condiciones iniciales
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W ird cambiando segin W (t = dt) = a+ Edt manteniéndose S(t = dt) = a. Esto es, la hiper-
superficie S = a ha pasado en un tiempo dt de W = a = W = a + Edt. Este movimiento se
asemeja a la propagacién de frentes de onda, donde esta propagacién se realiza en R?. Debido
a esta analogia, se puede definir la velocidad de propagacion de la onda. Dicha velocidad se
define como la longitud en el que se desplaza la superficie S = cte en un transcurso de tiempo
dt (ds) entre el tiempo empleado dt, esto es:

ds
_ 6.19
o (6.19)

La hipersuperficie W en dicho tiempo ha variado W — W + dW, donde dW = Edt. Por
otra parte, el desplazamiento dW se puede escribir como dW = |V |ds, entonces juntando
todo se obtiene:

u

E
U= —"
VW]
Despejando VW de (5.34) y sustituyendo en (6.20)3° se obtiene la siguiente ecuacion:

(6.20)

E E

E
YT RmE—V) vemT »

Igualando (6.20) y (6.21) se obtiene que p = VW. Esta condicién, implica que el movi-
miento de la particula es paralelo al gradiente de W, esto es, perpendicular a las hipersuper-
ficies S = cte, el andlogo de la dptica seria el rayo de luz, que es perpendicular al frente de
onda. Para realizar la semejanza con la optica, se va a considerar que el indice de refraccion n
no sea constante, sino que varie lentamente en el espacio, esto implica que los frentes de onda
se deformaréan, que es la situacién planteada anteriormente. Se va a proponer como solucion
general la siguiente funcién de onda:3!

(6.21)

¢ = exp(A(r) + iko(L(r)) — ct) (6.22)
Donde el término que contiene A(r) modula la amplitud mientras que el término L(r)
contiene el indice de refraccion, sustituyendo (6.22) en la ecuacién de onda que viene dada

2 . . . .
por V3¢ = (%)2%, se obtienen las siguiente dos ecuaciones:

V2A + (VA? + k2 (n?* — (VL)?) =0 (6.23)

V2L +2VA-VL =0 (6.24)

A continuacion, se hara la siguiente aproximacién, se va a considerar que el indice de
refraccién varia poco con la distancia. Es decir, la longitud de onda es mas pequena que la

distancia en la que cambia n. Esta suposicion se traduce en que el término del nimero de
onda en el vacio de (6.23) es el predominante, por lo que (6.23) se transforma en:

(VL) =n? (6.25)

30F] espacio de configuracién es el espacio tridimensional euclideo cuya métrica viene determinada por
g = 0;;dx* @ dx?
31ko es el ndmero de onda en el vacio
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Esta ecuacién es la llamada ecuacién Eikonal, que explica que las superficies L se
propagan en el espacio como frentes de ondas y los rayos son perpendiculares a dichos frentes.
Se puede ver la gran similitud entre (6.25) y (|[VW|)? = 2m(E — V), por lo que L — W'y
n? — 2m(E — V). Debido a la caracterizacién de L con W implica que la fase total de la
onda se debe relacionar con S.

L
ko(L — ct) = 27r(/\— —vt) > W — Et (6.26)
0
Entonces, se obtiene que E v, dicha constante de proporcionalidad se denotara como
h'y ademés h = 5=, multiplicando y dividiendo por % en (6.26) se obtiene:
1,Lh S Lh
—(— —Ft)=— = 2
h( Ao )= h = W= o (6:27)
sustituyendo el resultado obtenido en (6.27) en (6.22) se obtiene que la funcién de onda

asociada a la particula es:

) = hetS/P (6.28)

Las funciones de onda, satisfacen la ecuacién de Schrodinger, dicha ecuacién viene dada
por:

Vv? 8
(b 4 V) = 9¢ (6.29)
ot
Sustituyendo (6.28) en (6.29) se obtiene trivialmente la siguiente ecuacién:
oS b _,
2m(VS) +V + o _2mv S (6.30)

De (6.30) se deduce que para que esta ecuacién cumpla con (5.2) el término ZLV2S — 0,
para poder realizar esta suposicién se debe cumplir que hV2S << (VS)? 0 AV - p << p?32.
Por otra parte, A = ¥ = szi = 3 V p << 1, entonces se podra aplicar esta aproximacion
si la longitud de onda es tan corta que el momento no varié notablemente en una distancia
igual a la longitud de onda, es decir, que el potencial que es aplicado en el sistema no cambie

mucho en dicha distancia. Si se da esta condicién, (6.30) se transforma en:

08 28
2m(v25)+v_—5:»1{:_5 (6.31)

Que es precisamente la ecuaciéon de Hamilton- Jacobi. Por lo que se deduce que la ecuacion
de Hamilton-Jacobi no es mas que la aproximacion clasica de la ecuacién de Schrodinger
(Goldstein, 1988: 588-596).

6.3. El oscilador armonico

Uno de los problemas méas importantes en fisica, es la resolucion del problema del oscilador
armonico. Esto se debe a que todo potencial que posea un minimo, si el sistema se encuentra
en lugares préximos a este, se puede aproximar a este potencial mediante serie de Taylor:

2p = VW = VS
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dV(x)
dx

(.Z‘—Jfo)‘f'%

T=x0 T=x0

d*V ()

dx?

Vi(x) = V(xo)+ (z—20)*+O(z—20)* ~ V (20)+ (z—o)*

(6.32)
Que es un potencial arménico, por lo que, considérese H € C*°(T* M), esto implica que

el Hamiltoniano es auténomo cuya forma es:
pp 1 4,

H:%+§mw:v

Debido a que (6.33) coincide en forma con (5.27) para obtener las curvas geodésicas se
puede usar (5.34) con métrica g = dr ® dz.

(6.33)

aw
—— = V2mE — m2w?2a? (6.34)
dx

Debido a que las trayectorias de este sistema son como las de la Figura 6, se podran usar

las variables accidn-dngulo. Usando (5.40) y (5.42)

1 E
Jp = Py %dx\/QmE —mPwr? = =% = E=wl, (6.35)

™ w

Usando (5.36) se obtienen las frecuencias del movimiento en la variable angulo, obteniendo
V" = w, lo cual era lo previsible, porque en el oscilador armonico la frecuencia del movimiento
viene dado por w. Por otro lado, la solucién de la ecuacién diferencial (6.34) es:

W—E mw? N me\/l mw?2 )
= arcsen| x 5% T V5 2E:I:

Sustituyendo (6.35) en (6.36) y utilizando la férmula de la parte angular de (5.39) se

obtiene:
2
" = arcsen (ac1 / ;n;i) =0 = m{i seng” (6.37)

Para obtener el momento se realiza lo siguiente:

(6.36)

E 2 2mJ,
J, === Py 2T wsen%x = pr = \/2mwJ,cosp” (6.38)
w

2mw 2mw

Para finalizar, las curvas en el fibrado cotangente vienen dadas por el par (x,p,), susti-
tuyendo (5.38) con v = w obteniendo (Carot and Ibanez, 2010: 207-209):

[\]

Ja

mw

p:(t) = v/ 2mwJcos(wt + O) (6.40)

x(t) = sen(wt + O) (6.39)

2mE
m2w?

33Para realizar la integral se sugiere el cambio de variable z = sent
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7. Conclusiones

Como se ha visto, los distintos formalismos simplifican de manera notable la resolucion de
los sistemas mediante el uso de coordenadas gerenalizadas que si son adaptadas al espacio del
sistema pueden llegar a la obtenciéon de cantidades conservadas, que son de gran importancia
en la fisica. También es curioso que mediante transformaciones canénicas se puede llegar a
un Hamiltoniano nulo en el cual todas las nuevas variables candnicas se conservan. Por otra
parte, no deja de sorprender la conexién entre la cuantica y la mecanica clasica, dos teorias
que a primera vista parecen contradictorias como la mecanica analitica es el limite clasico de
la cuéntica.

Debido a la limitacién de extension del trabajo no se ha podido profundizar maés en otros
ambitos, como la teoria de perturbaciones, la teoria del caos o sistemas en las que actian
fuerzas disipativas. En este ultimo caso, ya se ha dado un avance y si se quiere profundizar
més en este tema se recomienda la lectura de [1], [5] y [9] de la referencias, donde se explican
los distintos Hamiltonianos tanto para fuerzas conservativas y no conservativas y su desarrollo
matematico.
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