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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

Los modelos epidemiolégicos nacen de la aplicacion de la modelizaciéon matematica a la epide-
miologia, y su principal objetivo es el estudio de la propagacion de enfermedades. El uso de
modelos epidemiolégicos permite tanto comprender como predecir el desarrollo de las epidemias
[1, Cap. 1], por lo que se trata de una herramienta de gran importancia para la epidemiologia.

Uno de los primeros modelos epidemioldgicos, el modelo SIR, fue desarrollado y estudiado
por Kermack y McKendrick en 1927 [2]. Desde entonces se han llevado a cabo multiples estudios
e investigaciones desarrollando asi nuevas variantes de dicho modelo, como el SEIR o el SIS
[3, 4]. La eleccién de un modelo u otro depende de las caracteristicas de la enfermedad que se
modela, y asi se han podido estudiar detalladamente casos como la epidemia de peste de Bombay
en el ano 1906 [5] o la actual pandemia del COVID-19 [6, 7, 8].

El empleo de los modelos epidemiolégicos es de especial interés en el contexto de la salud
publica, pues permite simular la aplicacién de distintas campanas o estrategias de vacunacion.
Una de las mds simples y comunes es la vacunacién infantil [1, Cap. 8], pero también se han
desarrollado estrategias mas complejas como la vacunacion impulsiva, que consiste en vacunar
periédicamente a una proporcién concreta de la poblacién. En el contexto de los modelos epide-
miolégicos, los primeros estudios acerca de esta estrategia investigaron su impacto en el modelo
SIR para el caso del sarampién y la poliomelitis [9, 10], y desde entonces se ha estudiado la
aplicacién de la vacunacion impulsiva —y sus variantes— en mas modelos y para més enferme-
dades, tales como el modelo SEIR y el célera [11].

En este trabajo se estudia la aplicacion de las estrategias de vacunacién infantil e impulsiva en
el modelo SEIR. El objetivo principal es demostrar, tanto de forma analitica como numérica, que
las estrategias de vacunacion estudiadas pueden conducir a la erradicacién de una enfermedad
endémica. Para ello se divide la parte central del trabajo en tres capitulos y se fija un objetivo
secundario en cada uno de ellos, tal y como se especifica a continuacién.

En primer lugar, el Capitulo 2 tiene como objetivo establecer las bases sobre las cuales se
asienta el resto del trabajo. Se explica la formulaciéon general del modelo SEIR —ademés de
algunos conceptos importantes como el equilibrio y el niimero reproductivo bésico— y se pre-
sentan las estrategias de vacunacién infantil e impulsiva. Para completar el capitulo se explican
brevemente el aislamiento, la cuarentena y otras medidas relacionadas.

En segundo lugar, el Capitulo 3 se dedica al anélisis matematico de los modelos presentados
en el capitulo anterior. El objetivo es estudiar la estabilidad de los puntos o las soluciones de
equilibrio del sistema —tanto en el caso de la vacunacién infantil como en el de la impulsiva—,



lo cual ayuda a comprender su comportamiento a largo plazo. En el caso de la estrategia de
vacunacion impulsiva, se debe trabajar con un sistema de coeficientes periédicos, y para ello se
utiliza la teoria de Floquet.

Por ultimo, en el Capitulo 4 se estudian las estrategias de vacunacion infantil e impulsiva
mediante simulaciones numéricas. En primer lugar se simula una enfermedad endémica mediante
el modelo SEIR, y después se aplican las estrategias de vacunacion mencionadas con el objetivo
de erradicar la enfermedad o, por lo menos, suavizar su impacto. Para completar el capitulo se
disefian dos nuevos métodos de control modificando las estrategias presentadas; de este modo se
intenta proponer nuevas estrategias que consigan erradicar la enfermedad con menores cober-
turas vacunales, lo cual suele ser interesante en el contexto de la logistica de las campanas de
vacunacion. El cédigo de los programas desarrollados para las simulaciones de este capitulo no se
ha incluido en esta memoria, pero se encuentra en el repositorio malenetxeberria/TFG-IngElec

de GitHub.


https://github.com/malenetxeberria/TFG-IngElec/tree/master

Capitulo 2

Marco teorico

La epidemiologia —del griego epi (sobre), demos (pueblo) y logos (estudio)— trata de estudiar
la distribucién y los factores determinantes de las enfermedades, y aplica ese estudio a su control
y prevencién. Integra procedimientos y técnicas de disciplinas como las ciencias biomédicas y
las ciencias sociales [12], y se trata de un pilar fundamental dentro de la salud piblica.

El empleo de modelos matematicos, los modelos epidemioldgicos, constituye una parte esen-
cial de la epidemiologia, pues es una excelente herramienta para el andlisis y la prediccién de
la propagaciéon de enfermedades. Asimismo, permiten simular las consecuencias de diferentes
medidas de control —como las vacunas o la cuarentena— y asi determinar la méas adecuada.

Desde el punto de vista matematico, los modelos epidemiolégicos mas simples son determi-
nistas y se formulan mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde la variable
independiente es el tiempo. Las variables que forman estos sistemas suelen cambiar segin el mo-
delo, pero siempre consisten en grupos o compartimentos! en los que se divide la poblacién total
a analizar. Este trabajo solamente hablara de este tipo de modelos; sin embargo existen diversas
maneras de formularlos, por ejemplo, considerando la variable del tiempo discreta [13] en vez de
continua —con sistemas de ecuaciones en diferencias—, o introduciendo elementos aleatorios,
de manera que el modelo tenga una dindmica estocastica [14], lo cual es una aproximacién més
realista, pero también mas complicada.

En lo que se refiere a las enfermedades, se trata el modelado de las enfermedades infecciosas?
—tales como la gripe estacional, la varicela o el recentisimo COVID-19—, a pesar de que los
modelos epidemioldgicos no se limiten solamente a este tipo de enfermedades. No obstante,
es en este caso donde el desarrollo ha sido mayor en las ultimas décadas [1, Cap. 1], pues la
propagacion es un factor crucial en ellas y los modelos epidemiolégicos ofrecen una muy buena
herramienta para tratar con ella.

2.1. Modelo epidemiolégico SEIR

El modelo que se estudia en este trabajo es el SEITR, un modelo que puede representar una
gran cantidad de enfermedades, como la gripe estacional, el sarampién y la varicela [3]; y cuyo
nombre se debe a las siglas de los compartimentos en los que se divide la poblacion:

! De esta forma, algunos autores hablan de modelos compartimentados.
2 A partir de este punto, siempre que se utilice el término enfermedad se hard referencia a las enfermedades
infecciosas.
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- Susceptibles: los individuos que no han contraido la enfermedad pero tienen riesgo de
ello, pues no cuentan con los anticuerpos necesarios para hacerle frente.

- Expuestos: se trata del grupo de individuos que ya estan infectados, pero que no son
infecciosos atin, no pueden transmitir la infeccién. Este estado dura un periodo de tiempo
limitado que varfa segun la enfermedad, y que se conoce como periodo latente [1, Cap. 2.

- Infecciosos: aquellos que estan infectados y pueden transmitir la enfermedad.

- Recuperados: los individuos que han conseguido vencer a la enfermedad. El cuerpo genera
inmunidad como respuesta adaptativa al agente infeccioso [15], por lo que un individuo
recuperado no vuelve a ser susceptible.

Se considera que la poblacién se mezcla de manera homogénea, que su distribucién espacial es
uniforme y que todos los individuos susceptibles tienen la misma probabilidad de ser infectados,
lo cual simplifica el problema considerablemente.

3

La representacion matemaética del modelo SEIR que se considera en este caso® viene dada

por el sistema de ecuaciones diferenciales
S=A—(BI+p)S
E=8SI—(u+0)E
I=0FE—(u+~y+a)l
R=~I—uR,

(2.1)

sujeto a una condicién inicial dada por: S(0) > 0, E(0) > 0, I(0) > 0 y R(0) > 0. Las
variables S(t), E(t), I(t) y R(t) indican la proporcién de individuos (con respecto a la poblacién
total) que se encuentra en cada compartimento en un instante especifico. Los pardmetros son
valores constantes y positivos relacionados bien con las caracteristicas demogréficas o bien con
la infeccién. El Cuadro 2.1 muestra los simbolos utilizados para cada variable o pardmetro, junto
con una breve descripcion.

Simbolo Descripcién

Proporcién de individuos susceptibles

Proporcién de individuos expuestos

Proporcién de individuos infecciosos

Proporcién de individuos recuperados

Proporcién de nuevos individuos por unidad de tiempo
Tasa de transmisién

Tasa de mortalidad

Inverso del periodo latente

Tasa de recuperacién

S R AT e m~NETW0

Tasa de mortalidad causada por infeccion

Cuadro 2.1: Simbolos y descripciones de las variables y los pardmetros del modelo SETR.

La idea bésica que reside tras este tipo de modelos es la de expresar el cambio con respecto
al tiempo, el movimiento de los individuos de un compartimento a otro; que es, en esencia, el
efecto que tiene la propagacion de la enfermedad en la poblacién. Asi, se asume que:

3 No hay una unica manera de formular los modelos, segin las caracteristicas de la poblacién y la infeccién
que se tengan en cuenta tendra una forma u otra.
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- En el compartimento de los susceptibles entran A individuos nuevos por unidad de tiempo,
ya sea por nacimiento o por inmigracién. ST indica la proporcién de contagios?, es decir,
la proporcién de individuos que dejan de ser susceptibles y que pasan a ser expuestos; y
finalmente, 1S es la proporcién de individuos que mueren por causas no relacionadas con
la infeccion, también por unidad de tiempo.

- Los BS1 susceptibles contagiados pasan al compartimento de expuestos y se retiran del
mismo una vez que haya pasado el periodo latente, es decir, se retiran ¢ £ individuos por
unidad de tiempo. Naturalmente, también se han de considerar los uF de expuestos que
mueren por causas no relacionadas con la infeccion.

- Finalizado el periodo latente, los o E expuestos pasan a ser infecciosos. I es la proporcion
de individuos que superan la enfermedad y que, por tanto, pasan al compartimento de los
recuperados; en cambio, af representa a los individuos que mueren por la infeccién, y que
son retirados de la poblacién.

- Por dltimo, en el compartimento de los recuperados entran «/ individuos por unidad de
tiempo, y se retiran pR debido a la mortalidad por causas no relacionadas con la infeccion.

De esta manera, en la siguiente figura se representa el esquema del modelo SEIR :

- S BS! E oF | vl R

1S [ uE |G+ 1R

Figura 2.1: Representacion gréafica del modelo SETR.

2.1.1. Equilibrio del sistema

Una cuestion importante a analizar es si la enfermedad va a persistir en la poblacion o si, en
su defecto, desaparecera progresivamente hasta su erradicacién. El sistema (2.1) es un sistema
dindmico, que evoluciona a medida que transcurre el tiempo hasta alcanzar un estado de equi-
librio (donde S=E=I=R= 0), que determina el estado final del sistema y, por ende, si la
enfermedad va a poder ser erradicada o no.

Asi, se definen dos tipos de equilibrio. En primer lugar, se habla del equilibrio libre de
enfermedad cuando la proporcién de expuestos e infecciosos del equilibrio es cero, de forma
que la enfermedad es erradicada. El sistema que hay que resolver para encontrar este punto de
equilibrio es

0=A—pusS°

0=—(p+o)E°

0 0 (2.2)
=0

0= —uRO,

que se obtiene simplemente tomando I = 0 e igualando a cero todas las ecuaciones de (2.1),

4 B es el producto de la probabilidad de transmisién y la tasa de contacto entre susceptibles e infecciosos por
cada individuo infeccioso. De este modo, el término 51 es la fuerza de infeccion e indica la proporcién de contagios
por cada individuo susceptible y unidad de tiempo [1, Cap. 2].
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y cuyo resultado es 4
£Q° = (8% E°, I°, R%) = (ﬁ’ 0, 0, 0).

En segundo lugar, se dice que el sistema ha alcanzado el equilibrio endémico cuando la proporcién
de expuestos e infecciosos en equilibrio no es cero; el sistema. a resolver en este caso es

0=A— (BI* + pu)S*
0= BS*I* — (1 + o) E*
0=0E*—(n+~v+a)l*
0=n~I"— uR*.

(2.3)

y el punto de equilibrio endémico que se obtiene

gQ* — (S*,E*,I*,R*)

A A

-4 e
BI* + p o (nt+a)pt+tot+a) B

X
1

Ademds de encontrar los puntos de equilibrio del sistema, es importante analizar su esta-
bilidad, es decir, la capacidad del sistema de permanecer en su equilibrio ante la aparicién de
pequenas perturbaciones. En el contexto de la epidemiologia, estas perturbaciones son pequenos
brotes de la enfermedad, que desaparecen rdapidamente si el punto de equilibrio libre de enfer-
medad del sistema es estable, o provocan que este empiece a evolucionar alejandose de dicho
punto. Asi, una gran parte del andlisis matematico de los modelos epidemiolégicos se centra en
la estabilidad de los puntos de equilibrio, tal y como se hace en el Capitulo 3.

2.1.2. Numero reproductivo basico

Uno de los pardmetros més importantes de la epidemiologia es el numero reproductivo bdsico
(Rp), que se define como el nimero promedio de casos secundarios causados por la entrada de
un individuo infeccioso en una poblacién totalmente susceptible [1, Cap. 2].

Existen varias técnicas para el célculo del niimero reproductivo bésico, y en este trabajo se
mostrard el método de la siguiente generacién [16], donde Ry es el radio espectral de la matriz
de la siguiente generacion. Asi, para construir esta matriz, en primer lugar, se definen

_ (BST _ (n+0)E
f( 0 ) Y V= <—aE—i—(,u+’y+a)I> ’

donde F es la matriz de nuevos infectados, que indica la proporcién de nuevos infectados por
unidad de tiempo en los compartimentos de los expuestos (primera fila de la columna) e infec-
ciosos (segunda fila); y V la matriz de transicién de compartimentos infectados®. En segundo

y g ek ;
590 8$J 5Q0

donde x = (E, I) es el vector compuesto por las variables de infectados —es decir, expuestos e

lugar, se forman las matrices

b ( OF;
8:(}]'

5 . . . . . .
° La entrada a un compartimento se representa con el signo negativo, y la salida con el positivo.
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infecciosos— e i, 7 = 1, 2. Finalmente, la matriz de la siguiente generaciéon viene dada por

AfBo ApB
G=FV'=|pp+o)p+ty+a) plp+v+a)], (2.4)
0 0
y su radio espectral y, por lo tanto, el nimero reproductivo basico del sistema es
A
Ro = bo (2.5)

Cupto)(ptyta)

Naturalmente, a cada enfermedad le corresponde un valor de Ry, pero también depende de
las caracteristicas demograficas de la poblacién, ya que aparecen los parametros A y u. Esto
significa que una misma enfermedad puede propagarse de manera diferente en dos poblaciones
de caracteristicas distintas, de forma que se suelen considerar rangos de Ry en vez de valores
concretos. De esta forma, se estima Ry = 3.5-6 para la varicela, Rg = 10-12 para la viruela y
Ry = 16- 18 para el sarampién [1, Cap. 2].

El aspecto méas importante del niimero reproductivo béasico es que, por definicién, determina
la evolucién de la enfermedad, es decir, si va a ser capaz de propagarse e invadir la poblacién, o
si va a desaparecer progresivamente hasta su erradicacion. De este modo, si Ry < 1 la proporcién
de nuevos infectados causado por cada individuo infeccioso serd menor que uno y, por lo tanto, la
infeccién ird disminuyendo hasta que la enfermedad desaparezca de la poblacién (véase Figura
2.2). En cambio, si Ry > 1 cada individuo infeccioso causa mas de una nueva infeccién y la
enfermedad termina propagéndose e invadiendo la poblacién (véase Figura 2.3). Este resultado
fue estudiado por Kermack y McKendrick (1927) y es conocido como el teorema umbral de la

epidemiologia [1, Cap. 2].

1.0 1.0

Susceptibles Susceptibles
. Expuestos “ Expuestos
o
= 0.8 —— Infecciosos ,_% 08 —— Infecciosos
_5 Recuperados E Recuperados
2 06 = 06
5] )
< <
£ 04 E 04
3 3
=Y s
5 0.2 5 0.2
0.0 0.0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Tiempo (dias) Tiempo (dias)

Figura 2.3: Evolucién de un modelo SEIR. La condi-
cién inicial y los valores tomados para los parametros

Figura 2.2: Evolucién de un modelo SEIR. La condi-
cién inicial y los valores tomados para los pardmetros

son: S(0) = 0.99, E(0) = 0, I(0) = 0.01, R(0) = 0,
A =25x10"% 8 = 0.25, p = 0.005, ¢ = 0.05,
v = 0.01, @ = 0.003. De este modo, el niimero re-
productivo basico es Ry = 0.63.

son: S(0) = 0.99, E(0) = 0, I(0) = 0.01, R(0) = 0,
A=10"3% 8=0.25 u = 0.001, ¢ = 0.05, v = 0.01,
a = 0.003. De este modo, el nimero reproductivo bési-
coes Ry =17.5.

Es importante remarcar que esto se refiere al caso en el que la poblacion inicial es totalmente
susceptible, tal y como considera la definicién de Ry; sin embargo, esto no ocurre siempre, hay
casos en los que algunos individuos son inmunes. Por lo tanto, el nimero promedio de nuevas
infecciones por cada infeccioso es menor de lo que indica Ry, y se define el niimero reproductivo
efectivo [9], que viene dado por R.¢r = S(0) x Rp, donde S(0) es la proporcién de susceptibles
inicial (pero puede considerarse también en cualquier otro instante). De esta manera, cuando
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R.;¢ <1 la enfermedad desaparece progresivamente, y cuando R.fy > 1 se propaga; en cambio,
si Repp = 1 significa que el nimero de infectados se mantiene constante, luego el sistema esta
en equilibrio endémico.

2.2. Contencion y prevencién de epidemias

Una epidemia ocurre cuando una enfermedad infecciosa se propaga rdpidamente en una pobla-
cion especifica y durante un periodo de tiempo relativamente corto, afectando a un gran ntimero
de personas de forma que supone un problema para la salud piblica. Se habla de pandemia
cuando la propagacién tiene lugar en una amplia drea geografica [12]. En estas situaciones don-
de la salud de miles y miles de personas se encuentra en peligro, la toma de medidas para la
contencién —o, a ser posible, prevencién®— de las epidemias es esencial.

Los modelos epidemioldgicos permiten integrar elementos que simulen las diversas estrategias
de control, para asi comparar su eficacia y determinar la més adecuada en cada situacion. Las
principales medidas de control son las vacunas y el aislamiento o la cuarentena, cuyo objetivo es
siempre minimizar la transmisién de la enfermedad. Ademas de los factores epidemiolégicos, las
limitaciones logisticas y econémicas tienen un papel determinante en la eleccion de las estrategias
de control [1, Cap. 8], por lo que los modelos epidemioldgicos también deben considerar estos
aspectos.

2.2.1. Estrategias de vacunacién

Las vacunas contienen antigenos que provienen del virus o la bacteria causante de la infeccion
y generan inmunidad (muy duradera) estimulando la produccién de anticuerpos [15], evitando
asi tanto la transmision de la enfermedad como la infeccién del individuo.

El uso de vacunas es principalmente una medida de prevencién, pues reduce el nimero de
individuos susceptibles de contraer una enfermedad concreta, lo cual evita su propagacion y
disminuye el riesgo de epidemia. En consecuencia, en el caso de una enfermedad endémica, se
reduce progresivamente el nimero de susceptibles —y, por tanto, infectados— hasta llegar a su
erradicacion —en el caso més optimista—. Existen varios tipos de vacunas y estrategias de va-
cunacion, que seran mas o menos adecuadas dependiendo de las caracteristicas de la enfermedad
y de la poblacién. A continuacion se estudiardn dos de ellas.

Vacunacion infantil

Como bien indica su nombre, esta estrategia consiste en vacunar a nifios y recién nacidos, lo
cual reduce considerablemente la proporcion de individuos susceptibles, y se trata de la principal
medida de prevencion que se toma ante infecciones potencialmente peligrosas, como el sarampién
o la poliomelitis [17].

Para la representaciéon matematica de esta vacuna se usa el parametro ¢, que multiplicado con
A, representa la proporcién total de recién nacidos que han sido vacunados por unidad de tiempo.
Asi, y considerando el modelo SETR del sistema (2.1), gA recién nacidos pasan directamente al

6 Las medidas de contencidn son las que se toman durante un brote epidémico, cuando el nimero de infectados
varia rdpidamente —es decir, cuando el sistema estd evolucionando—. En cambio, las medidas de prevencidn son
las tomadas cuando la enfermedad se encuentra en un estado estable —es decir, que el sistema esté en equilibrio—,
y su principal objetivo es evitar posibles brotes epidémicos.
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compartimento de recuperados —que son inmunes—, pues ya no son susceptibles de contraer la
enfermedad. De este modo, el sistema que representa la incorporacién de la vacuna es

S=0-q)A—-(BI+p)s
E=83SI—(u+0)E

. (2.6)
I=0cFE—(up+y+a)l
R=qA+~I - uR.
El nimero reproductivo basico del sistema es
1—-q)ApBo
Ry= DT g py (2.7

plp+o)(p+vy+a)

que se calcula mediante la matriz de la siguiente generacién tal y como se ha hecho en el apartado
anterior, y es simplemente el nimero Ry del sistema (2.1) multiplicado por el factor (1 — q).
Como ¢ debe ser positivo y menor que la unidad —pues indica una proporcién—, el nimero
reproductivo bésico disminuye con la vacunacion infantil, y esto demuestra su capacidad de
reducir la propagacion de la infecciéon. Considerando el fenémeno de umbral, la enfermedad se
erradicara si R{, < 1, de forma que se obtiene

ge=1-1/Ry, (2.8)

que denota la proporcién minima de vacunas que se debe administrar (por unidad de tiempo)
para que la enfermedad pueda ser erradicada’. A esto se le denomina inmunidad colectiva,
porque no proporciona inmunidad solo a aquellos que hayan sido vacunados, a aquellos que no
lo hayan sido también [12]. Como cabe esperar, para infecciones con un ndimero reproductivo
alto el nimero de vacunas que se ha de administrar es mayor, ya que ¢. es una funcién creciente
con respecto a Ry.

A pesar de que se trate de un modelo i Ho
muy simple, es un resultado esperanzador : 08
pues muestra que, efectivamente, la vacu- %
nacién es una via para alcanzar la erradi- S o6
caciéon de la enfermedad. Sin embargo, al _; Vevidn Virueld Sarampion
considerar los valores Ry de las enferme- g "
dades mas peligrosas, la proporciéon mini- 5; 0w
ma de vacunados para erradicar la enferme- E
dad asciende hasta el 80-95 %, tal y como 0.0, s 0 5 20
se muestra en la Figura 2.4. Alcanzar estos Ntimero reproductivo bésico, Ry

niveles de vacunacién (por unidad de tiem- . _ . .
Figura 2.4: Representacion de la proporcién minima de

pO) puede presentar complicaciones tanto vacunados en funcién del nimero reproductivo basico. Se

logisticas como econdmicas en muchas par- muestran los rangos de Ry de la varicela, la viruela y el

tes del mundo [18], lo cual lleva a investigar sarampion, y se puede observar que la proporcién minima

nuevas estrategias de vacunacién de vacunados es considerablemente alta en los tres casos.

" Se debe tener en cuenta que al considerar el fenémeno de umbral (Rj < 1) se asume que la poblacién total
del inicio es susceptible. Si esto no fuese asi, se debe usar el nimero reproductivo efectivo (Reys) de forma que se
obtiene gc =1 — 1/(Ro x S(0)), lo cual es mas bajo que lo calculado en el caso anterior.
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Vacunacién impulsiva

Una alternativa al problema planteado es la vacunacién impulsiva, que consiste en administrar
la vacuna periddicamente a una proporcién p de individuos susceptibles —en cualquier rango
de edad, no solo a recién nacidos—. Las campanas de vacunacién basadas en esta estrategia
han demostrado su eficacia en el caso de la erradicacién de la poliomelitis en América Latina,
declarada en 1994 [9], o en la India, declarada en 2014 gracias al programa de inmunizacién
Pulse Polio [19]. Ademds, los andlisis tedricos demuestran que la vacunacién impulsiva requiere
una cobertura menor para alcanzar la erradicacién [10], no como el 80-95 % que se requeria en
la infantil.

La incorporacién de la vacuna impulsiva al modelo SETR representado por (2.1) se hace
mediante el sistema impulsivo

S=A—(BI+p)S
E=p51-(uto)b t % nT (2.9)
I=0FE—(n+~y+a)l
R=n~I—uR
( S(nT) = (1—p)S(nT™)
E(nT)=E(MnT") f— T,
I(nT)=I(nT")
R(nT) = R(nT~) + pS(nT)

donde T indica el periodo de tiempo que transcurre entre dos pulsos y n es un nimero natural.
Asi, el sistema evolucionara igual que (2.1) para cualquier instante entre dos pulsos consecutivos;
pero cuando la variable del tiempo coincida con un multiplo del periodo T, pS individuos
susceptibles seran vacunados y, por ende, pasaran al compartimento de los recuperados.

Considérese el caso de una enfermedad endémica que se intenta erradicar mediante una
campana de vacunacién impulsiva. Puesto que se trata de un equilibrio endémico, la poblacién
total no es susceptible en el inicio y el nimero reproductivo efectivo es Repy = S(0) X Ry
como el sistema se encuentra en equilibrio R.;y = 1y, por lo tanto, existe una proporcién de
individuos susceptibles para el cual la enfermedad es endémica:

Se=1/Ry. (2.10)

La idea basica de esta estrategia de vacunacién es mantener en todo momento la proporcién
de susceptibles por debajo de S., ya que asi el nimero reproductivo efectivo es Repy < 1y la
proporciéon de infectados disminuye constantemente —hasta erradicar la enfermedad, en el mejor
de los casos—. Lo que reduce la proporcién de susceptibles son las vacunas que se administran
cada T unidades de tiempo; por ejemplo, si se tiene p = 0.35, después de cada pulso habra un
35 % menos de individuos susceptibles. Sin embargo, S pronto empezara a aumentar debido a
la entrada de nuevos individuos (no inmunes) a la poblacién, pero mientras que no alcance a S,
la proporcién de infectados seguird bajando (aunque sea a una velocidad menor).

Se necesitard un nuevo pulso cuando S esté cerca de alcanzar S., pues asi se mantendrd
S < S. en todo momento [9]. De esta forma, el factor mds importante en estos casos es el
periodo 7', ya que esto determina si las vacunas se administran antes o después de que S alcance
S.. Por lo tanto, el periodo debe ser lo suficientemente corto como para mantener S < S.; pero
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también es interesante distanciar los pulsos lo maximo posible —es decir, que T no sea demasiado
corto— porque es lo més viable tanto logistica como econémicamente. Por consiguiente existe
un periodo éptimo que reune las dos caracteristicas, es decir, el periodo maximo que es capaz
de mantener la proporcién de susceptibles por debajo de S..

2.2.2. Aislamiento y cuarentena

La vacunacién ha demostrado ser una efectiva medida de prevencién de epidemias, pero también
puede llegar a presentar muchas dificultades, especialmente cuando la infeccién que se debe tratar
es nueva y, por lo tanto, desconocida. Para que se puedan producir las vacunas, es fundamental
conocer bien el agente infeccioso; y aunque este haya sido identificado, en muchas ocasiones se
debe pasar por un largo proceso de investigacién para desarrollar la vacuna adecuada.

Sin embargo, y sobre todo en los casos de epidemia, no se puede esperar todo ese tiempo y se
deben tomar otro tipo de medidas de control: el aislamiento y la cuarentena. Ambos consisten
en separar individuos del resto de la poblacién, pero en el aislamiento se separan las personas
cuya infeccién ha sido confirmada —ya sea por mostrar sintomas o por los resultados de pruebas
médicas—, mientras que en la cuarentena todos los que hayan sido posiblemente expuestos,
aunque no muestren sintomas [12]; de esta manera, se evita el contacto entre infecciosos y
susceptibles, disminuyendo considerablemente el niimero de contagios.

La principal desventaja de estas medidas de control es la dificultad de identificar las personas
expuestas e infecciosas, sobre todo cuando los sintomas de la infeccion son ambiguos o cuando el
periodo de incubacién® es largo [1, Cap. 8]. Normalmente se identifica a los infectados mediante
pruebas que son capaces de detectar la infeccion a pesar de que no haya sintomas; no obstante,
en algunos casos la capacidad de realizar estas pruebas es baja [20], lo cual dificulta la deteccién
de personas infecciosas, y ademads puede hacer que los datos oficiales —normalmente basados en
los resultados de las pruebas— no se correspondan totalmente con la realidad.

Otra alternativa para detectar personas posiblemente infecciosas es el rastreo de contactos
(contact tracing en inglés), que consiste en identificar lo méas rapido posible todas las personas
que hayan tenido algin tipo de contacto con una persona infecciosa, puesto que son estas las
que mas probabilidades tienen tanto de infectarse como de contagiar a terceros [21]. Después,
se hace un seguimiento de todas estas personas y se toman las medidas de control necesarias (la
cuarentena, por ejemplo), de forma que se evitan muchos de los contagios que podrian provocar.

El rastreo de contactos es una de las principales medidas tomadas en el caso de las enferme-
dades de transmision sexual [1, Cap. 8], y también ha demostrado su eficacia al ser implementado
en paises como China o Corea del Sur para controlar la epidemia del COVID-19 [22, 23]. Sin
embargo, se trata de un proceso complejo que requiere muchos medios y preparacién?, por lo
que en muchos casos no es viable y se recurre directamente al confinamiento!?, ademas de la
cuarentena y el aislamiento.

8 El periodo de incubacidn es el tiempo que transcurre entre la infeccién y la aparicién del primer sintoma [12].
No se debe confundir con el periodo latente, pues en el periodo de incubacién el individuo puede ser infeccioso
(pero atin no tiene sintomas).

9 En el caso del COVID-19 se han desarrollado apps de rastreo de contactos que, ademés de algunas dificultades
técnicas, han causado una gran controversia debido a la privacidad y la protecciéon de datos personales, y esta es
una de las razones por las que este tipo de medidas no han tenido buenos resultados en Europa [24].

10 F] confinamiento es la separacién y restriccién de movimiento de todos los ciudadanos —aunque no hayan
sido expuestos a la infeccién—, y viene impuesto por el gobierno; en cambio, la cuarentena y el aislamiento las
impone el personal sanitario [25].






Capitulo 3

Formulacion y analisis del modelo

En este capitulo se estudia y se analiza matematicamente el modelo SEIR con las dos estrategias
de vacunacion presentadas en el capitulo anterior: la vacunacién infantil y la impulsiva. Se
obtienen los puntos o las soluciones de equilibrio de ambos sistemas y se estudia su estabilidad,
ya que se trata de una propiedad importante desde el punto de vista epidemiolégico. Sin embargo,
y desde el punto de vista matematico, la razén principal por la que se analiza el equilibrio y
su estabilidad es que los sistemas a investigar son no lineales. Normalmente es imposible hallar
una solucién analitica para este tipo de sistemas, y entonces se opta por estudiar la dindmica
del sistema de forma cualitativa [26, Cap. 1], donde el equilibrio y su estabilidad son de gran
importancia porque indican el comportamiento que tiene el sistema a largo plazo.

3.1. Modelo SEIR con vacunacion infantil

Este apartado estudia la estabilidad del modelo SEIR con vacunacién infantil representado por
el sistema de ecuaciones (2.6), y comienza definiendo el concepto de estabilidad.

Definicion 3.1.1 Considérese un sistema no lineal autonomo
z = f(x,t), x(tp) =xo € R", (3.1)

con un punto de equilibrio en = x*. Entonces se dice que el equilibrio es estable en el sentido
de Lyapunov si para todo € > 0 y cualquier ¢y > 0, existe una constante d(e, o) > 0 tal que

|| z(to) —x" || <0 = || x(t) —x" || <, para todo t > tg.
Esta definicién se encuentra en la referencia [27, Sec. 3].

Definicién 3.1.2 Considérese el sistema (3.1) y sea & = «* un punto de equilibrio estable en el
sentido de Lyapunov. Entonces, se dice que el punto de equilibro es localmente asintéticamente

estable si existe una constante §(tp) > 0 tal que
|| z(to) —x* || <0 = || x(t) —x" || =0, cuando t — 00.

Si la condicién anterior se cumple para cualquier condicién inicial x(t9) € R"™ se habla de
estabilidad global asintdtica [27, Sec. 3.

3.1.1. Estabilidad del equilibrio libre de enfermedad

En primer lugar se debe calcular el punto de equilibrio libre de enfermedad, y el sistema a

resolver para encontrarlo es
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0=(1-q)A—puS°®
0=—(u+0o)E°
0=oFE°
0=qA— pRY,

(3.2)

que se obtiene igualando a cero todas las ecuaciones de (2.6) y considerando I = 0, tal y como
se ha hecho en el capitulo anterior; y de esta forma, el punto de equilibrio es

gQO — (SO,EO,IO,RO)

o174, E0 =0 =0 RO=94,
1 0

La estabilidad del sistema se analiza mediante el primer método de Lyapunov, que determina
la estabilidad local de los sistemas no lineales auténomos (como el que se muestra en (2.6)) a
partir de su aproximacion lineal.

Teorema 3.1.3 (Primer método de Lyapunov) Considérese el sistema no lineal auténomo
(3.1) y sea J| . = (0f/0x )z~ la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio. Entonces el punto
de equilibrio es localmente asintéticamente estable si y solo si todos los valores propios de J|,,.
tienen parte real negativa [27, Sec. 4].

Demostracion. La demostracion de este teorema, ademds de una clasificacién general de los
puntos de equilibrio segin los valores propios, se encuentra en [26, Cap. 5]. ]

Teorema 3.1.4 El punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema (2.6) es localmente
asintdticamente estable si Ry < 1.

Demostracion. La demostracién se basa en el primer método de Lyapunov (Teorema 3.1.3). Asi,
en primer lugar se obtiene la matriz jacobiana, que viene dada por

on 9 Ofh Oh
S OE oI

oR

E I R
J = 3.3
ofs 0fs Ofs 9fs |’ (8:3)

oS OF ol oR

Ofa  Ofs Ofs Ofs

oS OF ol oR

donde f1, fa, fs y fa son las funciones que forman el sistema (2.6), de forma que en este caso

—(BI + ) 0 —-8S 0
g Bl —(n+o0) BS 0 (3.4)
0 o —(p+a+~v) 0
0 0 Y —p

En segundo lugar, se evalta la matriz jacobiana en el punto de equilibrio libre de enfermedad
QY y se obtiene

—p 0 —pS° 0

0 —(u+o) BS° 0
J = 3.5
| EQO o —(,U/ +a+ 7) 0 ) ( )

0 0 g —p
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cuyos valores propios son

A =—p Ay = —p
A= [~atoty+2m) — a0+ 701+ 2a o)) + 4505
A= [~(atotytom + Va0l T 70+ 3 0) T 45050

A1 y Ay cumplen la condicién de estabilidad, pues u es una constante positiva; no obstante, en
el caso de A3 y A4 es necesario analizar la raiz cuadrada y, por lo tanto, se define

D=(a—0)*+7v(y+2(a—0))+4Bs5°,

Si D <0, A3 y A4 son complejos conjugados con parte real negativa, por lo que la condicién
de estabilidad se cumple y el punto de equilibrio libre de enfermedad es estable. En cambio, si
D > 0 —lo cual es mas realista considerando los valores tipicos de los parametros en el contexto
de la epidemiologia— los valores propios son reales, y pueden ser tanto negativos como positivos:

8%(/13):—% {(a+a+’y+2u) + \/5}

1
R(Ag) = —3 [(a+a+’y+2,u) - \/5} :
De este modo, para que sean negativos se deben satisfacer lo siguiente:

(a+o+y+2u) + VD >0, parads
(40 +v+2u) — VD >0, parady;

la condicion de Az es verdadera porque las constantes a, o y - son necesariamente positivas,
pero no ocurre lo mismo con A4, de modo que se obtiene la condicién

(a+o+~v+2u) > VD

(a+o+v+2u)? > (a—a)2+’y(’y+2(a—a))+4ﬂa1_qA
ﬂl(fu(u+0)(u+7+a)>(1—q)z4, (3.6)

y recordando el nimero reproductivo bésico que le corresponde al caso de la vacunacion infantil
(representado en la ecuacién (2.7)),
(1-q)ABo /

S e (3.1)

Por lo tanto, cuando R, < 1 todos los valores propios tienen parte real negativa y el sistema es
localmente asintéticamente estable; de esta manera, se completa la demostraciéon del teorema.
Por ultimo, se debe remarcar que esto no es un resultado particular para el sistema (2.6), y que
se trata del teorema umbral de Kermack y McKendrick —de su primera parte—, que es vélido
para una gran variedad de modelos epidemiolégicos!. O

! Por ejemplo, considerando ¢ = 0 se obtiene Ry < 1 para el sistema (2.1), el modelo SEIR sin ningin tipo
de vacuna; por otro lado, Kermack y McKendrick obtuvieron este resultado para el modelo STR [1, Cap. 2].
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3.1.2. Estabilidad del equilibrio endémico

El sistema a resolver en este caso es
0=(1-q)A—(BI"+p)s*
0= B85 — (u+ o) E*
O=0E"—(n+v+a)I*
0=qA+~I* — uR*,

y el punto de equilibrio endémico que se obtiene

£Q* = (S*, E*, I*, k")

., (1-qA . (1—Q)A( 1) TP . GA v
[ Sl Vi 7 S S Vil (P I* = 2R\ -1 R =22 4 LR —1).

El procedimiento para estudiar la estabilidad del equilibrio endémico es el mismo que se ha
seguido en el subapartado anterior, lo cual da lugar al siguiente teorema.

Teorema 3.1.5 El punto de equilibrio endémico del sistema (2.6) es localmente asintoticamente
estable cuando R} > 1.

Demostracion. Al igual que en el caso anterior, esta demostracién se basa en el primer método
de Lyapunov. Por lo tanto, en primer lugar se evaltia la matriz jacobiana en el punto de equilibrio
endémico £Q*,

LR, 0 _ura)ptyta)
o
pwto)ut+y+a
Jeor = | MBy—1) —(n+0) ( )(U ) , (3.9)
0 o —(p+v+a) 0
0 0 g —p
cuya ecuacién caracteristica es
~(u+A) (= p(p+y+a)(u+o)(Ry—1)
+(u+v+a)(p+o)(uRy+A) (3.10)
—(pt+v+a+A)(p+o+A)(pRy+A))=0.
Examinando el primer factor, es obvio que un valor propio es Ay = —pu, cuya parte real es

negativa. Sin embargo, el calculo del resto de valores propios no es tan simple y las expresiones
que se obtienen son excesivamente largas e intrincadas, nada précticas para el andlisis de la
estabilidad. Como alternativa se usa el criterio de Routh-Hurwitz, que permite determinar si la
parte real de los valores propios es positiva o negativa sin tener que calcular su valor [28].

Asi, como A; ya es conocido, el primer factor de (3.10) no se tiene en cuenta, por lo que la
ecuacion caracteristica reducida es de tercer grado y se puede escribir de la siguiente forma:

ap A2+ a1 A2 +ay At +a3=0, (3.11)
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donde los coeficientes a; para i =0, 1, 2, 3 son
ag =1
a1 = pRy+2p+y+a+to
ag = p Ry (2u+v+a+o)

ag = p(Ry — )(u+v+a)(p+o).

Los valores propios Ag, A3 y A4 son las raices de la ecuacién (3.11), y para analizar su parte
real, en primer lugar, se deben construir los determinantes

A():ao:l

Ay =ay=pRy+2u+v+a+o

ai aop

Ay = =ajax —as
as as
ai; ag O

Az =laz az a1|=a3Asz;
0 0 as

en segundo lugar, se considera la secuencia Ay, Ay, A2/A;, A3/Ay:
Ay=1

Ay =pRy+2p+v+a+o

Ay as
22,8
Ay ai
Az

— =a3=pRy - (p+y+a)(uto).

Segun el criterio de Routh-Hurwitz, el nimero de raices con parte real positiva es el namero de
cambios de signo en la secuencia anterior [28]. Como Ay y A son positivos, A2/A; y A3/A,
tienen que serlo también para que no haya ningin valor propio con parte real positiva y, por
ende, para que el punto de equilibrio endémico sea localmente asintoticamente estable.

A3/A2 es positivo si R}, > 1, pues las demds constantes son positivas. En cambio, para que
A2/A1 sea positivo, se debe cumplir

aiaz —asz >0
PR Cu+vy+a+0)+3ulp+vy+ato)+(y+a)

(L+v+a)(u+o)

+o(y+a+o)+ i
0

> 0, (3.12)

lo cual no supone ninguna restriccién para el sistema, pues la condicién se satisface siempre
porque todas las constantes que aparecen en ella son positivas. De este modo, se concluye que
el equilibrio endémico es localmente asintéticamente estable cuando R{, > 1, y se demuestra la
segunda parte del teorema umbral de Kermack y McKendrick. O
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3.2. Modelo SEIR con vacunacién impulsiva

Este apartado estudia la estabilidad del modelo SEIR con vacunacién impulsiva, representado
por el sistema (2.9). Debido a la naturaleza impulsiva del modelo, en este caso no se habla de
puntos de equilibrio, sino de soluciones peridédicas. Hallar estas soluciones no es tan simple como
calcular los puntos de equilibrio de un sistema no impulsivo, por lo que solo se trata la solucién
libre de enfermedad.

3.2.1. Solucién periddica libre de enfermedad

Teorema 3.2.1 FEuxiste una solucion periodica y libre de enfermedad para el sistema diferencial
impulsivo (2.9) en el intervalo temporal to = (n— )T < t <nT:

Et)=1I(t)=0,
S(t) = ;1 - a _pp) —7 (e_“(t_t(’) + (1 — e+ 5 5(t —nT) dt)] ,
R(t) = ;1 e _pp) —7 <e_“(t_t°) + (1 — e+ 5 §(t —nT) dt) .

Demostracion. Se considera el intervalo temporal ¢ty = (n — 1)T" < t < nT y se reescribe el
sistema (2.9) de la siguiente manera:

S =A—(BI+p)S—pS(nT~)ds(t —nT)
E=8SI - (u+0)E
[=0FE—(u+vy+a)l

R=n~I — uR+ pS(nT~)(t —nT),

(3.13)

donde §(t) es la funcién delta de Dirac. La solucién libre de enfermedad implica I(t) = 0 e
I (t) = 0, de forma que el sistema a resolver para hallar esta solucién es

S=A—puS—pSnT~)ét—nT)
E=—(u+o)E

(3.14)
0=0F
R=—puR+pS(nT~)6(t —nT),
donde la tercera ecuacién determina que E(t) = 0 y la solucién de la primera es
t
St)=c+ (St —c)e 0 _ p(ct (St —c)e ™) | 6(t —nT)dt, (3.15)

to
donde ¢ = A/u y ST es la condicién inicial del intervalo temporal e indica la proporcién de
susceptibles inmediatamente después del pulso (n — 1), es decir, ST = S(tg).

Por otro lado, la proporcién de susceptibles en el siguiente pulso —el pulso n— se obtiene
evaluando la ecuacion (3.15) en el instante ¢t = nT,

S(nT) = (1 -p)(c+ (S((n—1T) —c)e™); (3.16)
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y denominando S, = S(nT) y Sp—1 = S((n—1)T), se deduce la aplicacién estroboscépica F,
Sy =F(Sy,_1)=0—=p)(c+ (Sn1 —c)eHT). (3.17)

El punto fijo de la aplicacién es aquel que satisface la condicién S, = F(S), y determina el
valor St de la solucién periédica, pues indica que existe un ciclo de periodo T en la funcién S(t)
[10]. En el caso de F' el punto fijo es tnico y viene dado por

_c(l-p(t—e*)

Se=—— et (3.18)

De esta manera, la solucién periédica y libre de enfermedad que corresponde a la proporcién de
individuos susceptibles es

Sit)=c|1- P <e_“(t_t°) + (1 —e T / té(t —nT) dt)] . (3.19)

1_(1_p)e7'u‘T to

Finalmente se obtiene R(t) en funcién de (3.19), y para ello se considera N = A — uN — a1,
la ecuacion diferencial que corresponde a la poblacién total. Como en el caso libre de enfermedad
I(t) = 0, se obtiene N=A- uN, cuya solucién es

A A
N(t) ==+ <1 = ) e Mt (3.20)
H M
Asi, considerando que cuando t — oo el sistema converge a la solucién periddica, se establece lo
siguiente:
, A_ g -
tlgrgo N(t) = no S(t)+ R(t), (3.21)

lo cual permite calcular la solucién periédica y libre de enfermedad que corresponde a la pro-
porcion de recuperados, y dar por finalizada esta demostracion. ]

3.2.2. Estabilidad de la solucién periddica libre de enfermedad

En este subapartado se investiga la estabilidad de la solucién obtenida en el apartado anterior
mediante un analisis basado en la teoria de Floquet, que permite estudiar la estabilidad de los
sistemas periédicos lineales [29].

Definicion 3.2.2 Considérese un sistema lineal, homogéneo y periédico
z=Alt)x (3.22)

donde x € R™ y A(t) es una matriz n x n de coeficientes periédicos, cuyo periodo es T'. La
solucién general del sistema (3.22) es

n

x(t) = Zci et pi(t), (3.23)

i
donde las constantes ¢; dependen de las condiciones iniciales, p;(t) son funciones vectoriales
periddicas (de periodo T') y p; son nimeros complejos llamados exponentes de Floquet. Por
tiltimo, se definen también los multiplicadores de Floquet, que vienen dados por p; = e’ [29].

Definicién 3.2.3 Sea X (¢) la matriz fundamental del sistema (3.22). Entonces se dice que la
matriz X (T') es la matriz de monodromia del sistema [10].
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Lema 3.2.4 Los valores propios de la matriz de monodromia son los multiplicadores de Floquet.

Demostracion. La demostracién del lema se puede encontrar en [30, Cap. 1]. O

Teorema 3.2.5 (Estabilidad segiin Floquet) El equilibrio del sistema (3.22) es estable si
y solo si todos los exponentes de Floquet tienen parte real negativa o, equivalentemente, si el
modulo de los multiplicadores de Floquet es menor que la unidad.

Demostracion. La demostracién del teorema se encuentra en [30, Cap. 3. O

Teorema 3.2.6 La solucion periddica y libre de enfermedad del sistema (2.9) es localmente
estable si

T
Tla+atr+2m> [ atq-op+asostar,
0
donde S’(t) es la solucion que corresponde a la proporcion de individuos susceptibles.

Demostracion. La demostracién se basa en la teoria de Floquet (Teorema 3.2.5), y comienza
linealizando el sistema (3.13) en torno a la solucién periédica y libre de enfermedad. Para ello
se considera

donde s, e, i y r son perturbaciones pequenas en torno a dicha solucién; asi, las ecuaciones
del sistema (3.13) se expanden en una serie de Taylor, y omitiendo los términos de orden alto
—concretamente, los términos de orden superior al primero— se obtiene lo siguiente:

§=—pus — BS(t)i —ps(nT™) Z d(t —nT)
n=0
¢=pSt)i— (u+o)e
' (3.24)
1 =o0e— (u+~v+a)i

T =yi— pr —i—ps(nT*)Zé(t—nT),
n=0

donde S(t) se conoce explicitamente (véase Teorema 3.2.1) y se debe tratar como un coeficiente
periddico. Para simplificar el andlisis a partir de este punto no se considera la cuarta ecuacion,
ya que gracias a la relaciéon que establece la ecuacién (3.21), es suficiente con demostrar la
estabilidad de S(t).

De este modo, se tiene un sistema lineal, periédico y homogéneo (cuando t # nT'), tal como
indica la ecuacién (3.22); y la solucién periddica y libre de enfermedad es localmente estable si
el equilibrio de este sistema —el sistema (3.24)— es estable [10]. Esto ultimo se demuestra con
la teoria de Floquet, por lo que primero se debe obtener la matriz fundamental X (¢), y después
la de monodromia X (7).

La matriz fundamental es aquella cuyas columnas son soluciones linealmente independientes
del sistema, luego para obtenerla se debe resolver (3.24) en el intervalo 0 < ¢t < T y con la
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condicién inicial?> X (0) = I,,. Una vez que se tenga X (t), se evalia en el periodo 7' de forma
que se obtiene la matriz de monodromia:

(1—p)er” 0 0
X(T) = 0 exp (—; /OT P, (t) dt)

0
0 0 exp <—; /0 " dt)

donde P, (t) y P_(t) se definen de la siguiente manera:

: (3.25)

P+(t)5a+a+’y+2,u+\/((1—1-7—0)2—1-4605’@)

P_(t)Ea+J+’y+2u—\/(04—#-7—0)2—1-4605'(0.

Tal como indica el Lema 3.2.4, los multiplicadores de Floquet son los valores propios de
(3.25) que, al tratarse de una matriz diagonal, son directamente los elementos de la misma,

Ay =(1—p)e T

T
Ay = exp <—;/0 (a+0—|—')f—i—2u+\/(a+7—0)2+4605’(t))dt>

T
A3 = exp <—;/0 (a+0+7—|—2u—\/(a+7—0)2+4505’(t))dt>.

Segun el Teorema 3.2.5, el equilibrio del sistema (3.24) es estable si el médulo de los multiplica-
dores de Floquet es menor que la unidad, por lo que el ultimo paso de esta demostracion consiste
en analizar Ay, Ay y As. Asi, teniendo en cuenta que 0 < p < 1y u > 0, el valor propio Ay
satisface la condicién de estabilidad; para que As y A3 lo hagan también, los exponentes deben
ser negativos, y para ello se debe cumplir lo siguiente:

T
T(a+a+’y+2u)>—/ \/(a+’y—a)2+4605(t)dt, para Ag
0

T
T(a+a+7+2u)>/ \/(a+7—a)2+4BoS(t)dt, para Agz.
0

Puesto que S (t) indica una proporcién, su valor es positivo para todo ¢ y, por lo tanto, el
radicando que aparece en las dos condiciones que se acaban de mostrar también es positivo para
todo t. En consecuencia, la condicién de estabilidad de la solucién periddica libre de enfermedad
se puede escribir mediante una tnica ecuacion:

Ta+o+vy+2u) > /OT\/(a+7—a)2+4ﬁa§(t)dt, (3.26)

donde S (t) es la solucién periédica y libre de enfermedad correspondiente a la proporcién de
individuos susceptibles (véase Teorema 3.2.1). Debido a su larga y complicada expresion, la
solucién analitica de la integral lo es también y, por consiguiente, se solucionara numéricamente
en el siguiente capitulo. O

2 Esta condicién inicial es un requisito de la teorfa de Floquet [29].
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Observacion 3.2.7 Analizando la ecuacion (3.26), parece que el periodo T  ha de ser mayor que
una cierta cantidad para que se satisfaga la condicién de estabilidad. Sin embargo, se deduce que
seguramente eso no es asi, y que a medida que T aumente la condicién se acerque a no cumplirse,
puesto que el pardmetro T aparece en los dos lados de la desigualdad. Esto es légico porque, tal
y como de ha explicado en el subapartado 2.2.1, si T' aumenta demasiado la proporcién S supera
el valor critico S., lo cual implica que la enfermedad comience a propagarse y, por ende, la no
convergencia de la solucion periddica libre de enfermedad. Para aclarar esto convendria expresar
la ecuacion (3.26) de manera que T solo aparezca en un lado de la desigualdad; no obstante, esto
puede llegar a ser considerablemente complicado, por lo que se ha decidido trabajar directamente
con la expresién mostrada en la ecuacién (3.26).



Capitulo 4

Simulaciones numeéricas

En este capitulo se continua el estudio del modelo epidemiolégico SEIR, pero esta vez se hace
mediante simulaciones numéricas, ya que esto permite tanto estudiar las caracteristicas de los
modelos como visualizar los conceptos tedricos presentados en el Capitulo 2. Los sistemas de
ecuaciones se han implementado en Python, lo cual ha resultado relativamente simple gracias a la
funcién odeint de la libreria scipy, que resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los parametros son una parte fundamental del modelo, pues determinan la enfermedad que
describe el mismo. Debido a la gran cantidad de datos e informacion disponibles acerca de la
pandemia de la que el mundo estd siendo testigo, en este caso se han elegido los parametros
epidemiolégicos! que corresponden al COVID-19, tal y como se muestra en el Cuadro 4.1. Pese
a que aun no exista una vacuna para dicha enfermedad, se estdn realizando multiples investiga-
ciones y ensayos con el objetivo de desarrollarla, por lo que no es una idea descabellada estudiar
las diferentes estrategias de vacunacién en este contexto.

Parametro Valor Fuente
B 0.57 persona - dia™! 6]
o 0.13 dfa™ [7]
~y 0.067 dia™ 8]
o 0.01 diat 8]

Cuadro 4.1: Valores de los pardmetros epidemiolégicos considerados.

4.1. Vacunacion infantil

En este primer apartado se investiga el impacto de la vacunacién infantil en la propagacién de la
enfermedad, y se intenta disefiar una estrategia de control 6ptima para reducir su prevalencia.
Para ello se implementa el sistema (2.6) y se considera una poblacién inicial de N(0) = 4 x 107
habitantes, donde los pardmetros demograficos? son A = 0.005 (persona - dia)! y u = 0.005
dia’l. Las condiciones iniciales son S(0) = 1 —1/N(0), E(0) =0, I(0) = 1/N(0) y R(0) = 0, tal

y como se considera en la definicién del nimero reproductivo basico.

! Los pardmetros demograficos y las condiciones iniciales, asi como las proporciones de vacunacién y otros
pardmetros, se especifican mas adelante.

2 No son pardmetros realistas para una poblacién de humanos, sin embargo son adecuados para este apartado
pues ponen de manifiesto las propiedades matematicas que se quieren estudiar, lo cual facilita su visualizacién en
las representaciones graficas.
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En primer lugar, se analiza la propagacién sin considerar ningtn tipo de medida de control.
De este modo, en la Figura 4.1 se muestra la evolucién del modelo SEIR sin vacunacién (¢ = 0)
y se observa que el sistema tiende al equilibrio endémico, donde la proporcién de individuos
infecciosos es I* = 0.05. El nimero reproductivo béasico es Ry = 6.7, por lo que el equilibrio
endémico es localmente asintéticamente estable, tal y como se indica en el Teorema 3.1.5. Asi,
se incorpora la vacunacién infantil con el objetivo de reducir el valor de I* en el equilibrio, o de
erradicar la enfermedad, en el mejor de los casos.

L0 Susceptibles
" Expuestos
= 08 —— Infecciosos
g
2 Recuperados
s
A2 06
[}
ae
=
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[}
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Tiempo (dias)

Figura 4.1: Evolucién del modelo SEIR sin vacunacién. Las condiciones iniciales y los pardmetros demograficos
son los indicados en el primer parrafo de este apartado, y los epidemioldgicos se muestran en el Cuadro 4.1.

En la Figura 4.2 se representa la curva de los infecciosos para distintos valores de la propor-
cién de vacunacién. Tal y como se menciona en el subapartado 2.2.1, se puede observar que la
prevalencia de la enfermedad —es decir, la proporcién de infecciosos en el equilibrio— disminuye
a medida que ¢ aumenta. Sin embargo, solo la curva que corresponde a ¢ = 0.90 tiende al equili-
brio libre de enfermedad, pues la proporcién minima de vacunacién es g. = 0.85 (véase ecuacién
(2.8)). Asimismo, la figura muestra que, ademds de reducir la prevalencia de la enfermedad,
la vacunacion infantil disminuye considerablemente el pico de la curva de infecciosos, lo cual
significa que se trata de una medida tanto de prevencién como de contencién de epidemias.

0.35
¢ = 0.00
. 0.30 g=0.15
wn
% q=0.30
g 02 q=0.45
R 4 4=
= 020 ¢ =060
z — ¢=075
= 0.15 —— ¢=0.90
A=t
2
S 0.10
o
2
& 005
0.00
0 100 200 300 400 500 600

Tiempo (dias)

Figura 4.2: Evolucién de la proporcién de infecciosos para distintos valores ¢. Las condiciones iniciales y los
pardmetros demogréficos son los indicados en el primer parrafo de este apartado, y los epidemiolégicos se muestran
en el Cuadro 4.1. Exceptuando la curva que corresponde a ¢ = 0.90, todas las demés tienden al equilibrio endémico,
tal y como se observa a partir del dia 500.
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De esta manera, una opcién para controlar la epidemia y erradicar la enfermedad seria
aplicar una campana de vacunacién infantil con un porcentaje de vacunas administradas del
85 % o mayor. No obstante, como ya se ha discutido anteriormente, hay ocasiones y lugares en
los que las limitaciones logisticas y econémicas no permiten alcanzar estos niveles de cobertura?,
por lo que se deberia considerar alguna otra estrategia de vacunacién.

4.1.1. Vacunacién infantil con q('S)

Como primera aproximacion, se considera una campana de vacunacién infantil donde ¢ es di-
rectamente proporcional a S, la proporcién de susceptibles. La idea que reside tras esto es la
siguiente: las vacunas funcionan porque reducen la proporcién de individuos susceptibles de
contraer la enfermedad, lo cual reduce el niimero de nuevos casos; asi, se necesitarda mayor pro-
porcién de vacunacion si S es alta, y podra ser mas baja cuando S disminuya. De este modo, se
espera erradicar la enfermedad —o, por lo menos, reducir su prevalencia— con una cobertura
total menor de la que se necesita en el caso anterior, donde g es constante.

Para la formulacion de la vacuna se fija el valor maximo y minimo de g, de forma que

q(S) = (Qma:c - Qmin) S(t) + Gmin (41)

representa la estrategia descrita en el parrafo anterior. La Figura 4.3 muestra la evolucién del
sistema para @¢mar = 0.90 y gmin = 0.55, y en ella se aprecia una notable reduccién en la
proporcién de infecciosos con respecto a la Figura 4.1, tanto en el pico de la curva como en el
equilibrio. No obstante, este ultimo sigue siendo endémico con I* = 0.015, luego se considera un
Gmin Mas alto con el objetivo de reducir la prevalencia. Asi, la Figura 4.4 representa la misma
estrategia de vacunacién pero con ¢, = 0.775, de modo que la curva de los infecciosos se
aproxima mas al cero, concretamente I'* = 0.0036.
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2 0.6 — q(9) g 0.6 q(S)
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0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

Tiempo (dias) Tiempo (dias)

Figura 4.3: Evolucién del modelo SEIR con la es-
trategia de vacunacién propuesta en este subaparta-
do. Las condiciones iniciales y los parametros epide-
mioldgicos y demograficos son los considerados en las
simulaciones anteriores. Los pardmetros de vacunacion
SON @maz = 0.90 ¥ gmin = 0.55, y la curva negra mues-
tra la evolucién de la funcién ¢(S).

Figura 4.4: Evolucién del modelo SEIR con la es-
trategia de vacunacion propuesta en este subaparta-
do. Las condiciones iniciales y los parametros epide-
mioldgicos y demograficos son los considerados en las
simulaciones anteriores. Los pardmetros de vacunacién
son Qmaz = 0.90 ¥ @min = 0.775, y la curva negra
muestra la evolucién de la funcién ¢(S).

3 La Organizacién Mundial de la Salud estima que en 2018 el promedio de la cobertura mundial de vacunacién
fue del 86 %. Sin embargo, en ciertas regiones y en el caso de algunas vacunas concretas el porcentaje desciende
drésticamente; por ejemplo, la cobertura de la vacuna del Hib (bacteria Haemophilus influenzae tipo B) en la
regién del Pacifico Occidental fue tan solo del 23 % [18].
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Para comparar la estrategia disenada con la vacunacién de g constante —y asi, poder deter-
minar hasta qué punto es efectiva—, se define la cobertura media de vacunacion, que viene dada
por la ecuacién

| s de (4.2)

tmaz — to 0
donde tg y t;nae delimitan el intervalo de tiempo en el que se realiza la simulacién. Esencialmente
se trata del promedio de la proporcion de vacunas que se administra por cada unidad de tiempo,
y es lo que permite comparar ambas estrategias de vacunacién. Asi, en el Cuadro 4.2 se muestran
las proporciones de infecciosos en el equilibrio para una serie de casos en los que se consideran
las dos estrategias con distintos parametros de vacunacion.

g constante q(S) proporcional

q = Qdm I~ dmazx qmin qm I
0.90 7.35 x 1072 | 0.90 0.85 0.86 4.84 x 1077

0.85 9.60x1077| 0.90 0.80 0.82 3.62x107*
0.80 1.57x1073| 0.90 0.75 0.79 6.20 x 1073
0.75 6.53x107%| 0.90 0.70 0.75 7.24x 1073
0.70 7.20x1073| 0.90 0.65 0.71 8.82x 1073
065 1.25x1072| 090 0.60 0.67 1.25x1072

Cuadro 4.2: Valores de I para distintos casos de cada estrategia de vacunacién. Las medidas se han tomado en
tmaz = 800 dias, donde el sistema se encuentra en equilibrio.

0.012 q constante

—e— ¢(S) proporcional
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002

Infecciosos en equilibrio, I*

0.000
0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90
Cobertura media, g,

Figura 4.5: Representacién grafica de los datos del Cuadro 4.2.

La Figura 4.5 representa graficamente las proporciones de infecciosos en el equilibrio con
respecto a la cobertura media de vacunacién, y en ella se puede observar que la curva que
corresponde a la estrategia de vacunacién con ¢(S) proporcional se encuentra, principalmente,
por encima de la otra. Esto significa que la vacunacién con ¢ constante reduce la prevalencia de
la enfermedad con mayor eficacia, pues obtiene valores de I* mas bajos con la misma cobertura
media; y por consiguiente, la estrategia disenada no logra solventar el problema que presenta la
vacunacion infantil constante.

Se debe remarcar que la diferencia entre las dos curvas es minima, pero también que se trata
de proporciones, y que entonces hasta la proporcion mas pequena puede indicar un gran nimero
de habitantes si la poblacién es grande, tal como ocurre en este caso. De esta forma, se concluye
que la estrategia de vacunacién infantil es més efectiva si se considera una proporcién de vacu-
nacién constante. Evidentemente, y como ya se ha mencionado anteriormente, esta proporcién
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debe ser bastante alta para erradicar la enfermedad, lo cual puede llegar a ser un problema
en mas de un caso. Por lo tanto, el siguiente apartado investiga la estrategia de vacunacién
impulsiva.

4.2. Vacunacién impulsiva

La vacunacién impulsiva se presenta como una alternativa para el problema planteado en la
infantil. La idea que reside tras esta estrategia es la de espaciar las dosis de vacunacién con un
periodo adecuado, y se ha demostrado que puede conducir a la erradicacién de la enfermedad
con coberturas relativamente bajas.

El anélisis de la vacunacién impulsiva empieza implementando el sistema (2.9). Los pardme-
tros epidemiolégicos y demograficos que se consideran en este apartado, asi como la condicion
inicial, son los mismos que se indican en el apartado anterior. Asi, en primer lugar se ha conside-
rando una campana de vacunacién impulsiva con un periodo de T' = 120 dias y una proporcién
de vacunacién de p = 0.45, tal y como se muestra en la Figura 4.6. La naturaleza impulsiva del
sistema es evidente, las cuatro variables del sistema son funciones periddicas una vez alcanzado
el equilibrio, el cual es endémico y, por tanto, es preciso aumentar la proporcién de vacunacién
o disminuir el periodo para erradicar la enfermedad.
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Figura 4.6: Evolucién del modelo SEIR con una campafa de vacunacién impulsiva con un periodo de T' = 120
dias y una proporcién de vacunacién de p = 0.45. Los parametros epidemiolégicos y demogréficos y las condiciones
iniciales se indican en el segundo péarrafo de este apartado.

Con el objetivo de determinar cémo afecta la variacién de los pardmetros p y T, en las Figuras
4.7 y 4.8 se representa la evolucién de la curva de infecciosos para distintos valores de dichos
parametros. En la primera figura —donde el periodo es fijo y la proporcion de vacunacién varia—
se puede observar que las siete curvas se sincronizan una vez que todos los sistemas alcanzan
el equilibrio, y entonces todas ellas se podrian describir mediante una funciéon con el mismo
periodo —evidentemente, pues T es fijo— y diferente amplitud. Ninguna de las curvas alcanza
el equilibrio libre de enfermedad, lo cual indica que es necesario disminuir el periodo.

Por otro lado, en la segunda figura —donde la proporcién de vacunacion es fija y el periodo
varia— se observa que la proporcién de infecciosos del equilibrio es menor cuando el periodo
disminuye. Sin embargo, el equilibrio libre de enfermedad se alcanza solamente en el caso de
T = 30 dias, y en todos los demas el sistema tiende al equilibrio endémico.
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Figura 4.7: Evolucién de la proporcién de infecciosos  Figura 4.8: Evolucién de la proporcién de infeccio-
con una campana de vacunacién impulsiva con un pe-  sos con una campana de vacunacién impulsiva con una
riodo de T' = 120 dias y distintos valores de la propor-  proporcién de vacunacién de p = 0.60 y distintos perio-
cién de vacunacién. Los parametros epidemiolégicos y ~ dos. Los pardmetros epidemiolégicos y demogréficos y
demograficos y las condiciones iniciales se indican en  las condiciones iniciales se indican en el segundo parra-
el segundo pérrafo de este apartado. fo de este apartado.

4.2.1. Estabilidad de la solucion periédica y libre de enfermedad

En este primer subapartado se considera la solucién peridédica y libre de enfermedad obtenida
anteriormente —la que corresponde a una campana de vacunacién impulsiva con p = 0.60 y
T = 30 dias— y se demuestra su estabilidad haciendo el uso del Teorema 3.2.6.

La Figura 4.9 representa la evolucion de la proporciéon de infecciosos y en ella se puede
observar como converge la curva hacia el equilibrio libre de enfermedad: tras el pico de la
epidemia —muy pequena en comparacién con la magnitud de las demés variables—, la curva
de infecciosos muestra una forma periédica cuya amplitud disminuye a medida que se acerca al
cero. Asi, finalmente, el sistema alcanza el equilibrio libre de enfermedad, cuya estabilidad se

estudia a continuacion.
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Figura 4.9: Evolucién de la proporcién de infecciosos con una campana de vacunacién impulsiva con un periodo
de T' = 30 dias y proporciéon de vacunacién de p = 0.60. Los parametros epidemiolégicos y demogréficos y las
condiciones iniciales se indican en el segundo parrafo de este apartado, pero en este caso se considera A = 0.0045.

El Teorema 3.2.6 indica que la solucién periédica y libre de enfermedad es estable si se
satisface la condicién (3.26), donde se sustituyen los valores para los pardmetros considerados
en este subapartado de manera que se obtiene

30 -
6.51 > / \/0.0028 +0.2964 S(t) dt . (4.3)
0
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Segun el Teorema 3.2.1 la solucién periddica libre de enfermedad que corresponde a la proporcién
de susceptibles es

t
S(t) = 0.9 —0.8235 <e_0'005t +0.1393 / 5(t — 30) dt) , (4.4)
0

y asi, la condicion de estabilidad se reescribe de la siguiente manera:

30 t
6.51 > / \/0.2696 — 0.2441 ¢=0005¢ _ (.0340 (/ §(t — 30) dt> dt=|I|. (45)
0 0

De este modo, el siguiente paso consiste en resolver la integral, y para ello se separa el intervalo
de integracién en dos regiones, tal y como se muestra a continuacion:

30

30—e¢
v m < / \/0.2696 —0.2441 ¢70-005¢ ¢ 1
0

= Ii
e—0

v/0.2356 — 0.2441 ¢—0.005¢ dt) . (4.6)
30—¢

Esta 1iltima operacién se resuelve con el programa Mathematica y finalmente se obtiene

T =6.1734, (4.7)

lo cual satisface la condicién (3.26) pues 6.51 > 6.1734 y, por lo tanto, permite concluir que la
solucion periddica y libre de enfermedad que se estudia en este subapartado es estable.

4.2.2. Periodo 6ptimo

El periodo éptimo de la vacunacién impulsiva es aquel que permite distanciar las dosis lo maximo
posible y, al mismo tiempo, que el sistema tienda al equilibrio libre de enfermedad. Como ya
ha sido mencionado en el subapartado 2.2.1, en cada epidemia existe una proporcion critica de
individuos susceptibles (S.): si la proporcién de susceptibles S es menor que S, la enfermedad
no puede propagarse y finalmente se erradica; en cambio, si S es mayor que S., el nimero
reproductivo efectivo es mayor que la unidad y la enfermedad puede propagarse. Asi, un periodo
adecuado mantiene S < S. en todo momento, y el periodo 6ptimo es el maximo entre todos los
periodos adecuados, pues permite distanciar las dosis de vacunacién lo maximo posible.
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Figura 4.10: Evolucién de la proporcién de susceptibles e infecciosos con una campana de vacunacién impulsiva
con un periodo de T' = 30 dias y proporcién de vacunacién de p = 0.60. Asimismo, se representa la proporcién
critica de susceptibles S. = 0.165. Los pardmetros epidemioldégicos y demograficos y las condiciones iniciales se
indican en el segundo parrafo de este apartado, pero en este caso se considera A = 0.0045.
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El ntimero reproductivo béasico que le corresponde al caso estudiado en el subapartado ante-
rior es Ry = 6.05, y la proporcion critica de susceptibles S, = 0.165, tal como indica la ecuacion
(2.10). Asi, en la Figura 4.10 se representa la proporcién critica de susceptibles junto con la
evolucién de las proporciones de susceptibles e infecciosos. En ella se ven unos breves interva-
los temporales en los que la proporcién de susceptibles es mayor que S, lo cual podria llevar
a la conclusion de que la enfermedad no se erradica —pues no se mantiene S < S, en todo
momento—, pero no es asi (véase Figura 4.9). Los intervalos en los que la proporcién de suscep-
tibles supera S, no son lo suficientemente largos como para que S crezca de manera considerable

y, por lo tanto, como para que la enfermedad se propague.

De este modo, se podria concluir que para erradicar la enfermedad mediante la vacunacién
impulsiva no es necesario satisfacer la condiciéon S < S, en todo momento, sino que existe un
pequeno margen gracias al cual S puede ser mayor que S, durante un intervalo corto de tiempo.

4.2.3. Vacunacién impulsiva con p(S)

Al igual que en el subapartado 4.1.1, en este se presenta una campana de vacunacion impulsiva
donde el periodo es fijo pero la proporcién de vacunacién es variable. Concretamente, se considera
una proporcion p directamente proporcional a S, tal y como se ha hecho en el subapartado
mencionado anteriormente —a pesar de que en este tultimo la estrategia propuesta no haya
resultado del todo efectiva—. De esta manera se busca erradicar la enfermedad con una cobertura
de vacunacién mas reducida con respecto a la que se necesita en el caso de p constante.

La expresion que dicta la proporcién de vacunacién es (véase ecuacion (4.1))

p(S) = (pmaa: - pmin) S(t) + Pmin » (48)

donde Pz ¥ Pmin son la proporciéon maxima y minima de vacunas que se administran en cada
pulso. Para determinar la eficacia de la estrategia propuesta se compara con el caso estudiado en
los subapartados anteriores, el de la vacunacion impulsiva con un periodo de T' = 30 dias y una
proporcién de vacunacion del 60 %. Asi, se fija pmee = 0.60 y se intenta reducir la proporcién

Pmin 10 méximo posible.
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Figura 4.11: Evolucién del modelo SEIR con la es-
trategia de vacunacién propuesta en este subaparta-
do. Los pardmetros de vacunaciéon son T = 30 dias,
DPmaz = 0.60 ¥ pmin = 0.30. Los pardmetros epide-
miolégicos y demogréficos y las condiciones iniciales se
indican en el segundo parrafo de este apartado, pero
en este caso se considera A = 0.0045.
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Figura 4.12: Evoluciéon de la proporcién de infec-
ciosos con la estrategia de vacunacién propuesta en
este subapartado. Los parametros de vacunacién son
T = 30 dias, pmaz = 0.60 ¥ pmin = 0.30. Los pardme-
tros epidemiolégicos y demogréficos y las condiciones
iniciales se indican en el segundo péarrafo de este apar-
tado, pero en este caso se considera A = 0.0045.
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En las Figuras 4.11 y 4.12 se representa la evolucién de la epidemia en el caso de pin = 0.30;
el equilibrio que alcanza el sistema es endémico y, por lo tanto, se deduce que la proporcién
minima considerada es demasiado baja. De esta manera, se ha repetido la simulacién pero esta
vez con pmin = 0.55, lo cual se representa en las Figuras 4.13 y 4.14. En este caso el sistema
tiende al equilibrio libre de enfermedad, por lo que se podria concluir que la estrategia propuesta
es efectiva.

No obstante, comparando las Figuras 4.9 y 4.14, resulta evidente que el sistema estudiado
en este caso es mucho mas lento que el que considera la vacunacién con p constante; de hecho,
se ha observado que en el caso de la vacunacién con p(S) proporcional la curva de infecciosos
necesita 6000 dias para reducir la proporcién a I* = 4.35 x 10~7, mientras que en el caso de
la vacunacién con p constante la proporcién de infecciosos es I* = 1.47 x 10~7 al cabo de tan
solo 1400 dfas. Naturalmente, esto supone un problema pues la cobertura total necesaria para
erradicar la enfermedad es mucho mayor si se considera la campafia de vacunacion impulsiva con
p(S) proporcional, lo cual significa que la estrategia propuesta no cumple su objetivo principal,

es decir, reducir la cobertura total de vacunacion.
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Figura 4.14: Evoluciéon de la proporcién de infec-
ciosos con la estrategia de vacunacion propuesta en
este subapartado. Los parametros de vacunacién son
T = 30 dias, pmaz = 0.60 y pmin = 0.55. Los pardme-

Figura 4.13: Evolucién del modelo SEIR con la es-
trategia de vacunacién propuesta en este subaparta-
do. Los pardmetros de vacunaciéon son 7' = 30 dias,
Pmaz = 0.60 ¥ pmin = 0.55. Los pardmetros epide-

mioldgicos y demograficos y las condiciones iniciales se
indican en el segundo parrafo de este apartado, pero
en este caso se considera A = 0.0045.

tros epidemiolégicos y demogréficos y las condiciones
iniciales se indican en el segundo péarrafo de este apar-
tado, pero en este caso se considera A = 0.0045.






Capitulo 5

Conclusiones

Finalizada la parte central del trabajo, en este dltimo capitulo se presentan y se discuten los
resultados obtenidos en los tres capitulos anteriores. Asimismo, se hace una valoracién global
del trabajo, se discuten las limitaciones que hayan podido afectar en su desarrollo y se proponen
futuros temas de investigacion.

5.1. Discusion de resultados

En este trabajo se ha estudiado la implementacién de la vacunacion infantil e impulsiva en el
modelo epidemiolégico SEIR. Para ello ha sido necesario comenzar por un extenso marco teérico
en el que se han explicado las generalidades del modelo y las dos estrategias de vacunacion,
profundizando en algunos conceptos importantes como el equilibrio o el nimero reproductivo
bésico. Asimismo, se han explicado brevemente las medidas de control a las que se acude cuando
la vacunacién presenta limitaciones, es decir, el aislamiento y la cuarentena. Aunque el tema
central del trabajo sea la vacunacion, se ha considerado importante dedicar un subapartado a
estos temas debido a la situacién que se estd viviendo con respecto a la pandemia del COVID-19.

Con el objetivo de profundizar en el estudio del modelo y las estrategias de vacunacion, se
ha dedicado un capitulo al andlisis de estabilidad. En el caso de la vacunacién infantil, se han
hallado los puntos de equilibrio libre de enfermedad y endémico y se ha aplicado el primer método
de Lyapunov para verificar el teorema umbral de la epidemiologia. Se ha podido demostrar
la estabilidad local asintética de ambos puntos de equilibrio mediante cédlculos relativamente
simples, pero no se ha demostrado nada acerca de la estabilidad global.

En el caso de la vacunacién impulsiva los cdlculos han resultado considerablemente compli-
cados debido a la naturaleza impulsiva del sistema. En lugar de puntos de equilibrio, en este caso
se hallan soluciones periédicas y, debido a la complejidad del problema, solamente se ha podido
obtener la solucién periédica libre de enfermedad. Habria sido preferible haber hallado también
la solucién periddica endémica, pero se considera que la mas importante es la solucién libre de
enfermedad, por lo que nos hemos limitado a dicho objetivo. Para demostrar la estabilidad local
de la solucion calculada se ha aplicado la teoria de Floquet, y de esta manera se ha obtenido una
condicion de estabilidad que contiene una integral. Debido a su larga y complicada expresion, se
ha decidido no calcular su solucién analiticamente y hacerlo de forma numérica una vez fijados
los valores de los pardametros con los que se va a trabajar en las simulaciones.

Gracias a las simulaciones numéricas se ha podido concluir, en primer lugar, que tanto la
vacunacion infantil como la impulsiva son estrategias eficaces para erradicar la enfermedad. Sin
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embargo, la proporciéon de vacunacién necesaria ha resultado considerablemente alta en ambos
casos —85% en la vacunacién infantil y 60% en la impulsiva con un periodo de 30 dias—,
por lo que se ha propuesto una nueva estrategia en cada caso, donde la proporciéon de vacunas
administradas es directamente proporcional a la proporciéon de individuos susceptibles. Esto se
ha hecho con el fin de erradicar la enfermedad con una cobertura menor, pero las simulaciones
han demostrado que la estrategia propuesta no puede cumplir dicho objetivo, y se concluye
que la vacunacion es mas eficaz cuando la proporcion de vacunas administradas es constante.
En segundo lugar, se ha podido observar que la cobertura total necesaria para erradicar la
enfermedad ha sido mas baja en el caso de la vacunacién impulsiva que en el de la infantil, tal
y como se ha mencionado en el marco tedrico.

En lo que se refiere a la vacunaciéon impulsiva, se ha demostrado la estabilidad de una
solucién peridédica y libre de enfermedad resolviendo numéricamente la integral que no se ha
podido resolver analiticamente. También se ha observado que la enfermedad se puede erradicar
aunque no se satisfaga la condicién S < S, en todo momento; no obstante, el intervalo de tiempo
en el que no se cumple la condicién debe ser lo suficientemente corto como para que S no crezca
demasiado, lo cual provocaria que la enfermedad empezara a propagarse.

Se debe remarcar que los pardmetros demograficos utilizados no son realistas, lo cual puede
influir tanto en los resultados cualitativos como en las proporciones de vacunacién o el periodo de
la vacunacién impulsiva. Concretamente, se han considerado valores de A y p mas grandes de lo
normal, por lo que la poblacion estudiada se caracteriza por grandes tasas de entrada y salida de
individuos. Asi, se deduce que si se hubiesen considerado pardmetros demogréaficos mas realistas
las proporciones de vacunacion habrian sido menores —y el periodo de la vacunacién impulsiva
mayor—, pues con una A pequena la entrada de nuevos individuos susceptibles es menor y, por
ende, también son menores las posibilidades que tiene la enfermedad de propagarse. Finalmente,
se vuelve a mencionar la razén por la cual se han elegido estos parametros: de este modo las
propiedades matematicas del modelo epidemiolégico se muestran de manera mas evidente, lo
cual facilita el estudio de los conceptos explicados.

5.2. Valoracién global y limitaciones

La valoracién global del trabajo es satisfactoria. Se ha demostrado, tanto analitica como numéri-
camente, que las estrategias de vacunacion propuestas conducen a la erradicacion de la enfer-
medad, lo cual era el objetivo principal del trabajo. Adema4s, se ha profundizado en la teoria y
los conceptos basicos de los modelos epidemiolégicos, y se ha podido comprender la manera en
la que se combinan dos disciplinas tan distintas como las matematicas y la epidemiologia.

No obstante, todo trabajo tiene sus limitaciones y este no es una excepcién. Tal vez la mas
evidente de ellas sea la simpleza de los modelos estudiados, lo cual impide una fiel representacién
de la realidad. Pese a que los modelos epidemiolégicos mas simples como el SEIR sean buenas
aproximaciones, lo cierto es que no son capaces de considerar todos los factores que pueden
afectar en el desarrollo de una epidemia; esto se hace patente al comparar los datos reales de las
epidemias con los diagramas obtenidos en el transcurso de este trabajo. Evidentemente, se debe
tener presente que ningiin modelo —en general, no solo epidemiolégico— aspira a ser una repro-
duccién exacta de la realidad, sino que su finalidad es plasmar —con mayor o menor exactitud—
los aspectos mas importantes de la misma. Pero también se ha de remarcar que existen modelos
epidemiolégicos mucho més complejos que el SEIR y cuyos resultados se aproximan mucho mas
a la realidad.
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Sin embargo, es esa simpleza la razon por la cual se ha elegido el modelo SEIR en este
trabajo, puesto que el andlisis matematico del Capitulo 3 habria resultado extremadamente
complicado con otro modelo més complejo. El objetivo del trabajo no ha sido implementar un
modelo que represente la realidad de la manera maés exacta posible, y esta es otra de las razones
por la cual se ha decidido considerar parametros demograficos no realistas en el Capitulo 4.
Resumiendo, se ha priorizado el estudio tanto analitico como numérico de los modelos y sus
diversas propiedades frente a la capacidad de reflejar fielmente la realidad.

Teniendo en consideracion estas limitaciones, se cree que en un futuro trabajo se podria
estudiar el impacto de la vacunacién impulsiva en un modelo epidemiolégico més realista que el
SFEIR. Seria interesante observar el desarrollo de la epidemia frente a la variacién de los valores
de los parametros de vacunacion, e incluso disenar e implementar algiin método numérico que
permita determinar el periodo éptimo. Pero, por supuesto, la cantidad de vias de investigacion
abiertas es enorme.

Para dar fin a este trabajo, se desea remarcar la importancia de la investigacion en el campo
de la vacunacion, tanto en el desarrollo de nuevas vacunas como en el estudio de diferentes
estrategias de vacunaciéon. Mientras que lo primero queda relegado a campos como la medicina
o la biotecnologia, los modelos epidemiolégicos desempenan un papel crucial en lo segundo vy,
por ende, disciplinas como las matematicas o la ingenieria tienen también mucho que contribuir
a esta importante causa.
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