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Introduccion

Los nimeros p-adicos fueron introducidos por primera vez por el matematico
aleman Kurt Hensel en 1897 en un articulo que exploraba las analogias entre
Zy Q con C[X]y C(X). Tanto Z como C[X] son dominios de factorizacion
Unica, de manera que los nimeros primos juegan un papel andlogo a los de
los polinomios primos X — « para « € C.

Otro ejemplo de esta analogia es la siguiente: si p(X) € C[X], para cada
a € C existe n € N tal que

n
p(X) = Z%‘(X —a)’, para ciertos o; € C,
i=0
v si a € Z, para cada primo p existe n € N tal que

n
a= Zaipi, para ciertos a; € {0,...,p— 1}.
i=0

Por dltimo, si tomamos las potencias negativas de X —a, para f(X) € C(X)
podemos calcular su desarrollo de Laurent de la siguiente forma:

[e.@]
flz) = Z%‘(X —a)', meZan,#0,q; €C.
i=m
De forma andloga para cualquier x € Q tenemos la siguiente expresion:

x:Zaipi, m € Z,am #0,a; € {0,...,p—1}.

i=m

En el caso de los racionales, la convergencia de estas series nos puede dar
problemas porque, los ltimos términos de la serie son los méas grandes.
Para solucionar ésto se define una nueva norma para la que estas series sean
sucesiones de Cauchy, que serd la norma p-adica y la denotaremos como
| - |l- A partir de esta norma se definen los nimeros p-adicos de tal modo
que toda sucesién en QQ converja respecto de || - ||, si y solo si es de Cauchy
para | - ||,. Asi las series definidas convergen en este nuevo cuerpo para todo

z
n € Z y para todo a; € A



vi

En este trabajo intentamos presentar una base sélida del concepto de
los niimeros p-adicos. Para ello definimos la norma p-adica y tomamos los
numeros p-adicos como la complementacién de Q respecto de esta norma.
También trabajamos con las principales propiedades del espacio métrico que
forma Q respecto de la norma p-adica y del cuerpo de los niimeros p-adicos.

A la hora de redactarlo hemos tomado como base los apuntes “Intro-
duccién a los nimeros p-ddicos” [1] y hemos ido complementandolos con el
resto de documentos de la bibliografia.

Este trabajo esta estructurado en cinco capitulos y dos apéndices cuyo
contenido resumido es el siguiente:

En el primer capitulo hemos incluido la teoria necesaria sobre espacios
topolégicos, métricos y normados para poder desarrollar el resto de trabajo
correctamente. También definimos los conceptos de valuacién y norma p-
adica para un primo p que denotaremos por vy, y || - ||, respectivamente.

En el segundo capitulo definimos el concepto de espacio ultramétrico y
trabajamos con sus propiedades. Es interesante desarrollar esta teoria ya que
(Q, - llp) es un espacio ultramétrico y nos da pistas sobre cémo se comporta
esta norma.

En el tercer capitulo trabajamos con sucesiones de Cauchy y completa-
ciones. Ademéds de dar una definicién matemadtica de las completaciones y
trabajar con las principales propiedades tratamos de dar una expresién para
cualquier anillo normado (R, || - ||)-

En el cuarto capitulo definimos las equivalencias de normas y probamos
el Teorema de Ostrowski. También definimos los nimeros p-adicos, que de-
notamos Q,,, como la completacién de Q respecto de la norma p-adica y
deducimos que las tinicas completaciones no triviales de Q son R y Q, para
algiin primo p.

Finalmente, en el quinto capitulo definimos los enteros p-adicos y traba-
jamos con diferentes propiedades algebraicas y topolégicas de los enteros y
ndmeros p-adicos. También demostramos que todo = € Q, \ {0} se puede
escribir de forma tunica como la siguiente serie convergente:

D
x:Zaipi me€Z,am #0,a; € {0,...,p—1}.

=m

En el primer apéndice hemos enunciado y resuelto diferentes ejercicios
y problemas de los capitulos anteriores. Finalmente en el segundo apéndice
hemos trabajado con la visualizacién de la norma p-adica para los ntimeros
enteros.



Capitulo 1

Recordatorio:

Espacios métricos, espacios
topoldgicos, normas y
valuaciones

En este capitulo veremos algunas definiciones, proposiciones y teoremas ya
trabajados durante el grado y que vamos a necesitar para poder desarrollar
la teoria de los siguientes capitulos. Hay algunas nociones que no hemos defi-
nido en este apartado porque las entenderemos como bésicas para cualquier
persona con conocimientos minimos de Topologia.

1.1. Espacios métricos y espacios topolégicos

1.1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto dotado de una aplicaciénd : X x X — RT
que cumple las siguientes propiedades para todo x,y,z € X:

(M1) d(

(M2) d(z,y) = d(y, z) (Simetria).
d(
(

z,y) =0 < z=y.

(M3)

El par (X, d) es un espacio métrico y d la distancia de éste.

x,z) <d(z,y)+d(y, 2) (Desigualdad triangular).

Definicién 1.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, zp € X y r > 0, podemos
definir los siguientes conjuntos:

» Bola abierta centrada en xq y de radio r:
B(zo,7) :={z € X | d(z,z0) <71}.

1



2 1.1. Espacios métricos y espacios topologicos

» Bola cerrada centrada en xq y de radio 7:

B(zg,r) :=={z € X | d(z,z0) <r}.

= Fsfera centrada en xg y de radio r:

S(zo,r) :={r € X |d(x,z9) =7}.

Definicién 1.1.3. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). El
didmetro de A es el siguiente:

didm(A) := sup{d(z,y) | z,y € A}.
Proposicién 1.1.4. En un espacio métrico (X, d) el conjunto
B ={B(xg,r) | zo € X, 7 >0}

es una base de abiertos de un espacio topolégico. A este espacio lo denomi-
namos espacio topoldgico inducido por d y denotamos con (X, 14).

El espacio (X,74) es Hausdorff, y B(xo,r) es un conjunto cerrado para
todo xg € X yr > 0.

Proposicién 1.1.5. Para un espacio métrico (X,d), la funcion
d: (X x X, Tryeh) — (R*,7,)

es continua en el espacio topologico producto del espacio topoldgico que in-
duce la métrica d.

Demostracién. Una base de abiertos de (RT,7,) es la que componen los
siguientes conjuntos:

» U= (a,b)talque 0 <a<b
» U=10,b) tal que 0 < b
En el primer caso, la imagen inversa por d es un abierto de X x X.

Ar=d"((a,b) = {(z,y) € X x X | d(z,y) € (a,)}

Sea (z,y) € Ay. Tomemos r; = min{b — d(z,y),d(z,y) —a} > 0. Entonces,
veamos Como B(x, %1) X B(y, %1) C Aj. Sea (z,t) € B(ac, %1) X B(y, %1) -
A1, entonces,

d(z1) < d(z,2) + d(w,y) +d(y,t) < 5 +d(a,y) + 5 <b
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Ademas,
d(z,y) < d(x,z)+d(z,t) +d(t,y) <r +d(z,t) = d(z,t) >d(z,y) —1m1 >a

Por lo que d(z,t) € (a,b) y (2,t) € A;.

En el segundo caso para ver que Ay = d~'([0,b)) tomemos (z,y) €
As. Si d(z,y) # 0, entonces, existe d~1((0,b)) un entorno abierto que lo
contiene. Si d(z,y) = 0, entonces, z = y. Por lo que si tomamos 79 < by
B(x, %) X B(x, %1) vamos a demostrar que B(x, %1) X B(:B, %1) C As. Sea
(z,t) € B(:U, %1) X B(x, %1), entonces,

d(z,t) < d(z,z)+d(z,t) =ra <b

Por lo que (z,z) € As. En consecuencia, Ay es abierto y d es una funcién
continua. O

1.1.2. Espacios topoldgicos cero-dimensionales y conexidad

Definicién 1.1.6. Un espacio topoldgico (X, 7) que tiene una base de abier-
tos que también son cerrados es un espacio topolégico cero-dimensional.

Definicién 1.1.7. Un espacio topolédgico (X, 7) es disconexo si y sélo si
existen U,V € 7 dos conjuntos abiertos no vacios tales que UNV = @ y
X =U UV. En el caso contrario es un espacio conezo.

Definicién 1.1.8. Sean (X, 7) un espacio topoldgicoy D C X. Si para todo
par de abiertos U,V e ttalque UNV ND =@y D CUUV se cumple
que D CU o D CV, entonces D es un conjunto conexo.

Definicién 1.1.9. Sea z € X un elemento de un espacio topolégico (X, 7).
Su componente conexa, que denotamos por C(x), es el maximal de los con-
juntos conexos que contienen a x.

Definicién 1.1.10. Un espacio topoldgico (X, 7) es totalmente disconero si
para cada z € X la componente conexa de x es {z}.

Proposicion 1.1.11. Todo espacio topoldgico cero-dimensional y T es to-
talmente disconezo.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que siendo X un es-
pacio cero-dimensional, la componente conexa C'(x) de un cierto z € X, no
es {z}. Tomemos [ la base de abiertos que cumple que todos sus elementos
son cerrados.

Como C(x) # {z}, existe y € C(x) tal que y # x. Por lo tanto, al ser
X un espacio 17 tenemos que, para la base de abiertos ya definida, existen
dos abiertos U,V € 3 de modo que = e y estdn contenidos en uno solo de
los abiertos pero no en el mismo.
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Como U es cerrado, X \ U es abierto. Por lo tanto, existen U y X \ U
abiertos, donde su interseccién es nula y C'(x) estd contenido en su union,
pero C(x) no estd contenido en ninguno de los dos. Por lo que C(x) es
disconexo lo cual es absurdo ya que es la componente conexa de . ]

1.1.3. Compacidad en espacios topoldgicos y métricos

Definicién 1.1.12. Sean (X, 7) un espacio topolégico y (ap)nen una su-
cesién de elementos de X. Se dice que a es el limite de (an)nen, si y sélo
si para todo abierto U que contiene a x, existe ng € N tal que para todo
n > ng se cumple que a, € U. La notacién es la siguiente:

lim a, = a.
n—o0

En este caso, se dice que (an, )nen s convergente en X, o que (ap)nen converge
a a.

Proposicién 1.1.13. Sea (X,d) un espacio métricoy AC X. x € A si y
solo si existe una sucesion (Tp)nen en A que converge a x. Ademds, si x
es un punto de acomulacion existe una sucesion de elementos de A que son
diferentes de dos en dos.

Definicién 1.1.14. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto A C
X es

= compacto si todo recubrimiento abierto de A admite un subrecubri-
miento finito.

» [ocalmente compacto si para todo punto z € A existe un entorno (en
A) compacto que lo contiene.

s Compacto por punto limite si cada subconjunto infinito de A tiene
punto de acomulacién en A.

= secuencialmente compacto si toda sucesion en A tiene una subsucesion
convergente a un punto de A.

Si X es un espacio métrico, A es totalmente acotado si para todo € > 0
existe un recubrimiento finito de A por bolas abiertas de radio ¢.

Observacién 1.1.15. Es ficil demostrar que un subespacio compacto es
localmente compacto, totalmente acotado y compacto por punto limite. Pero
las implicaciones contrarias no son ciertas. (Ver Ejercicio 2).

Proposicién 1.1.16. Todo subconjunto secuencialmente compacto de un
espacio métrico (X, d) es totalmente acotado.
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Demostracion. Por reduccién al absurdo supongamos que siendo A secuen-
cialmente compacto no es totalmente acotado. Entonces, existe » > 0 tal
que A no admite un recubrimiento finito por bolas abiertas de radio r.

Tomamos z; € A cualquiera. Como {B(x1,7)} no puede ser un recu-
brimiento de A, existe 9 € A tal que d(x1,x2) > 7. Del mismo modo,
como {B(x1,7), B(x2,7)} no es un recubrimiento de A existe x3 € A tal que
d(x1,x3) > ry d(ze,x3) > r. Si aplicamos esto de forma inductiva podemos
definir la sucesion (z,,)nen de elementos de A que cumple para todo n # m
d(Tp, Typ) > 7.

Como A es secuencialmente compacto existe (zp, )reny una subsucesién
convergente de (x,)pen. Supongamos que el limite es z € A. Entonces,
existe ng € N tal que para todo k,m > ng tenemos que d(z,,,r) < 5y
d(zn,,,z) < 5. Por lo que,

d(xnmxnm) S d(xnk,x) + d(l‘nm,:t) < % =+ % =r
Lo cual es absurdo ya que d(xy, , Tp,,) > 7. O

Lema 1.1.17 (Lema de Lebesgue). Sea A un subconjunto secuencialmen-
te compacto de un espacio métrico (X,d). Para todo recubrimiento abierto
de A {U;}ier existe v > 0 tal que para cada x € A eziste i € I de modo que
B(z,r) CU;.

Demostracion. Por reduccién al absurdo supongamos que para {U;};c; no
existe r > 0 que cumpla esa hipdtesis. Entonces, para todo n € N existe x,, €
A tal que B(afn, %) ¢ U, para todo i € I. Tomamos la sucesion (2 )neny C A,
como A es compacto por sucesiones existe (zp, )ken Una subsucesién que
converge a x € A.

Como {U;}icr es un recubrimiento abierto de A, existe j € I tal que
x € U;. Como Uj es abierto existe n; € N tal que B(m, %) c U;.

Como (xy, )ren converge a z, exite ng € N tal que para todo k > ng
T, € B(m, %) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ny > n;.

Tenemos que demostrar que B(z:nk, rle) - B(m, nl)
7 J

1 1
y € B(xnk,n—l) = d(zn,,y) < n—k

1 1 2

— d <d d — =< =
2

= yEB(m,—)

nj

Por lo que B(:L‘nk, %) C Uj; lo cual va en contra de la hipdtesis. ]

Teorema 1.1.18 (Heine-Borel-Lebesgue). Un subconjunto de un espacio
métrico es compacto si y solo si es secuencialmente compacto.
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Demostracion. =) Sea (X, d) un espacio métrico y A C X compacto. To-
memos (an)pen una sucesion en A. Si (ay,)pen tiene una cantidad finita de
elementos diferentes, entonces existe un elemento a que se repite infinitas
veces en la sucesion. Si tomamos la subsucesion creada por las repeticiones
de este elemento, es una sucesién constante y en consecuencia convergente.

En el caso de que existan infinitos elementos diferentes, definimos B
el subconjunto de los elementos de la sucesién. Como A es compacto, es
compacto por punto limite y existe x € A un punto de acomulaciéon de
B, por lo que, por la Proposicién 1.1.13, existe una sucesion (by)nen de
elementos de B que converge a x y que son diferentes de dos a dos. Por ello,
(bn)nen es una subsucesién convergente de (a)nen.

<) Sea {U, };cs un recubrimiento abierto de A, como A secuencialmente
compacto entonces, por el Lema de Lebesgue existe r > 0 tal que para
todo x € A se tiene que B(z,r) C U; para algun i € I. Por otro lado, por
la Proposicién 1.1.16, se tiene que existe un recubrimiento finito de A por
bolas de radio r. Para cada centro x de estas bolas tomamos i, € I tal que
B(z,r) CU;,. La familia que forman estos abiertos es un subrecubrimiento
finito de {U;}ics. Por ello, A es compacto. O

1.2. Normas

Definicion 1.2.1. Sea R un anillo conmutativo. Una norma sobre R es una
aplicacién || - ||: R — R* que cumple las siguientes propiedades para todo
z,y € R:

(N1) ||z]| =0 <= x=0.
(N2) =yl = llz[llyll (Multiplicidad).
(N3) [z +yll < [z + |yl (Desigualdad triangular).

Ejemplos 1.2.2. Los ejemplos més sencillos de una norma son los siguien-
tes:

= El valor absoluto en R. Tal que, para todo z € R

T six >0,
|| := .
— sixz <O0.

= La norma trivial sobre un anillo R. Para todo z € R

0 six =0,
]| := .
1 six # 0.

A partir de la desigualdad triangular, podemos deducir la siguiente de-
sigualdad:
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Proposicién 1.2.3 (Desigualdad triangular inversa). Sea || - || una
norma sobre el anillo conmutativo R. Para todo x,y € R se cumple que

ezl = llyll] < llz +yll-
Demostracion. Por la desigualdad triangular tenemos que
2]l = lz +y —yll < [lz +yll + llyll.

Por lo que, ||z|| — |ly|]| < ||z + y|| y del mismo modo podemos demostrar que
lyll = llz|l < ||z + y]|. Por lo tanto

[zl =yl = méx{llzll = [yl Iyl = =]} < e +yll. O
Proposicién 1.2.4. Todo anillo normado (R, || - ||) es un dominio integro.

Demostracion. Sean x,y € R tal que 2y = 0, tenemos lo siguiente:

zy =0 < [lz]llyll = llzyl =0 < |z =00yl =0
< x=00y=0.

Por lo tanto, R es un dominio integro. O

Como consecuencia de este resultado, vamos a poder trabajar con su
cuerpo de fracciones K.

Proposicién 1.2.5. Sean R un anillo conmutativo con norma || - ||r y K el
cuerpo de fracciones de R. La aplicacion || - ||x con la siguiente definicion es
una norma sobre el cuerpo K:

I5ho= el wven

Proposicién 1.2.6. Toda norma || - || sobre un anillo conmutativo R define
un espacio métrico (R, d”.H) con la siguiente métrica.

d||H Rx R — RJF
(@,y) — dj (z,y) = |z —y.
Como d).| es continua bajo la topologia inducida (ver Proposicion 1.1.5),
también || - || lo es.
1.3. Valuaciones

Definicién 1.3.1. Sea R un anillo conmutativo. Una aplicacién v: R — Z U {o0}
es una valuacion si cumple las siguientes propiedades para todo z,y, z € R:

(V1) v(z) =00 <= 2 =0.
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(V2) v(zy) = o() + v(y).
(V3) v(z +y) > minfo(), v(y)}.

Proposicion 1.3.2. Si es posible definir una valuacion v sobre un anillo
conmutativo R, entonces, R es un dominio integro.

Demostracion. Sean x,y € R tal que xy = 0,

xy =0 <= v(zy) =00 <= v(x)+v(y) =00
< v(r)=0o0v(y) =00 <= =00y =0.
Es decir, R es un dominio integro. O

Proposicion 1.3.3. Sean R un anillo conmutativo con valuacion vg y K
su cuerpo de fracciones. La aplicacion vg con la siguiente definicion es una
valuacion sobre el cuerpo K:

vk () = vr(@) = vr(y), z,y € R.

Proposicion 1.3.4. Sean v una valuacion sobre el anillo conmutativo R y
x,y € R dos elementos cualquiera. Si v(x) # v(y) se cumple que

v(z +y) = min{v(z), v(y)}-

Proposicion 1.3.5. Sean R un anillo conmutativo con la valuacion v, y
p € N. La aplicacion || - ||, con la siguiente definicion es una norma:

0 six =0,
HxHU = —v(z) .
D si x # 0.

1.4. Normas y valuaciones p-adicas

Definicion 1.4.1. Sean un nimero primo p y n € Z, definimos la valuacion
p-ddica del siguiente modo:

(1) vp(0) =0c0sin=0,y
(2) vp(n) =k si p* | n pero p**1 {n.
Observaciones 1.4.2. (1) Para cualquier n € Z y para cualquier primo

p, vp(n) > 0. Como para todo n € Z 1 = p® | n, su valuacién p-ddica serd
mayor o igual a 0.

(2) Que k cumpla p* | n pero p**1 t n es equivalente a que n = pFn/
donde p { n'.

Proposiciéon 1.4.3. La valuacion p-ddica es una valuacion sobre 7. para
todo mumero primo p.
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Demostracion. Veamos como para todo ntmero primo P la valuacién p-
adica cumple las condiciones de la Definicion 1.3.1.
(V1) La cumple por definicién.
(V2) Sean m,n € Z. Si vp(n) = a y vp(m) = b, vamos a distinguir dos
casos: En el caso en el que m o n sean 0, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que m = 0. Entonces, v,(m) = oo y vp(mn) = v,(0) = oo =
vp(m) + vp(n).

En el caso de que m,n # 0, por la observacién anterior, tenemos que
n = pn/ y m = p’m/ tal que p{ n’,m’. Por lo que, nm = p®*n/m’ donde
ptn'm/, es decir, vy(nm) = a + b = vp(n) + vy(m).
(V3) Sean m,n € Z, vamos a separar en los dos mismos casos que en
la demostracién para (V2). Si m = 0, entonces, vy(m + n), = vp(n) =
min{v,(m), vp(n)}.

En el caso de que m, n # 0, tomando las referencias de la demostracién de
(V2), tenemos n +m = pn’ 4 p?m/. Sin pérdida de generalidad supongamos
que a < b, entonces, n +m = p®(n’ 4+ p*~?m/). Por lo que

vp(n +m) = vp(p™ (' +p"~m’) = vy(p) + vp(n' + p*~m)
=a+v,(n 4+ p"7*m') > a = min{vy(n),v,(m)}
Ya que vy(n' 4+ p*=4m’) > 0 por la Observacién 1.4.2. O

Observacion 1.4.4. Como caso particular de la Proposicion 1.3.3, podemos
definir la valuacion p-adica sobre Q de la siguiente forma:

Up(x) = vp(2) = vp(m) — vp(n), m,n € Z.

Ademas esta expresion no dependerd de los niimeros m y n con los que se
representa a x. Veamoslo.

Sean mq,ni, me,ne tal que x = nTl = %2, entonces ming = many, luego

vp(my) 4+ vp(n2) = vp(ming) = vp(many) = vp(ma) + vp(n1),

es decir,

vp(m1) = vp(m1) = vp(ma) — vp(n2) <= vp(F) = vp(F2).

Gracias a esto, vamos a poder asumir sin pérdida de generalidad que m y n
son primos entre si.

Siguiendo lo que dice la Proposicién 1.3.5 podemos generalizar la defini-
cién de norma p-adica sobre Q.

Definicién 1.4.5. La norma p-ddica sobre Q para un nimero primo p es la

siguiente:
2l 0 six =0,
x||p =
b pur(®)  gi g £ 0.
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Observacién 1.4.6. Partiendo de esta definicién, vamos a ver qué supone
que ||z||, sea menor o igual que 1 cuando 2 # 0. Tomemos z = = tal que m
y n son primos entre si y m # 0.

Si poe(®) = |z||, < 1, aplicando los logaritmos de base p tenemos que
—vp(x) <0, por lo que,

0 < wp(x) = vp() = vp(m) — vp(n).

De esta tltima expresion podemos deducir que p no divide a n, ya que si lo

hiciese, tanto v,(m) como v,(n) serfan mayores que 0, lo que implica que p

divide a m y n. Lo cual va contra la hipdtesis de que son primos entre si.
Por otro lado, es claro que si tenemos * tal que p no divide a n, entonces

vp(n) = 0, y en consecuencia ||n||, = 1. Por lo que, |||, = % = % =

p~ (™) y como m # 0, v,(m) € Z y, en consecuencia, |[m/|, < 1.
En conclusién tenemos que si m y n son primos entre si y m #* 0,
o < 1siy solosipno divide a n. Ademds en este caso, ||2Z|, = [|[m]],.
n P n P p

El conjunto de estos ntimeros los definiremos como enteros sobre p.

Definicion 1.4.7. Sea p un primo, definimos los enteros sobre p:

L)y ={ac Q] |al, <1}
={0}U {2 € Q| m y n son primos entre s{ y p no divide an}.

Observacion 1.4.8. Es claro que Z C Z, para todo numero primo p y

también que si 7' es entero sobre p para todo nimero primo p entonces

necesariamente n = 1, luego se cumple lo siguiente:

ﬂ L) = L.

p primo



Capitulo 2

Espacios ultramétricos

2.1. Definicién y propiedades principales

Definicién 2.1.1. Un espacio métrico (X, d) en el que se cumple la siguiente
propiedad para todo z,y,z € X es un espacio ultramétrico

(M3*) d(zx, z) < max{d(x,y),d(y,2)} (Desigualdad ultramétrica).

Proposicién 2.1.2. Sean (X,d) un espacio ultramétrico y x,y,z € X. Si
d(z,y) # d(y, z) entonces d(z,z) = méx{d(z,y),d(y, 2)}.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que siendo d(z, y) # d(y, 2)
se cumple que d(z, z) < max{d(x,y), d(y, z)}. Sin pérdida de generalidad to-
memos d(z,y) < d(y, z). Entonces,

d(z,z) < méx{d(z,y),d(y,z)} = d(y, z) < méx{d(z,y),d(x,2)}.

Si max{d(z,y),d(z, 2)} = d(z,y), entonces llegamos a que d(y, z) < d(z,y),
lo cual es una contradiccién. Si por el contrario méx{d(z,y),d(z,z)} =
d(x, z) llegamos a que d(z, z) < d(z, z). Por lo que en los dos casos llegamos
a una contradiccién y d(zx, z) = max{d(x,y), d(y, 2)}. O

Lema 2.1.3. En un espacio ultramétrico las esferas de radio finito son
conjuntos abiertos y cerrados.

Demostracion. Sean (X,d) un espacio ultramétrico y zo € X. Tomamos
x € S(xp,r) y 0 <e <r, para ver como B(xg,e) C S(zo,r).

Sea y € B(x,e). Es claro que d(z,y) < ¢ < r = d(xo,z), luego por la
proposicién anterior,

d(zo,y) = max{d(xg, z),d(z,y)} =r = y € S(xo,7).

Por lo que B(z,e) C S(xg,7) y S(xg,7) es un conjunto abierto.

Por otro lado, X \ S(zo,7) = {z € X |z <r}U{x e X |x>r} al ser
una unién de dos conjuntos abiertos, es abierto. Por lo tanto S(xg,r) es
cerrado. O

11
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Teorema 2.1.4. En un espacio ultramétrico (X,d) los conjuntos B(xg,7) y
B(zg, ) son abiertos y cerrados al mismo tiempo, para todo xg € X yr > 0.

Demostracion. Fijamos g € X y r > 0, y consideramos la bola B(xg, ),
que es abierta por definicién. Para demostrar que es cerrada es suficiente
ver que

X\ B(zg,r) ={z € X | d(z,x0) >r} = S(xo,r) UX \ B(xo,r)

es abierto.

Sabemos que la esfera S(zp,r) es un conjunto abierto por el Lema 2.1.3,
y X \ B(wo,7) es abierto al ser el complementario del cerrado B(zg,).
Entonces el conjunto X \ B(xo, ) es abierto.

De manera similar tenemos que B(xg,7) = S(x9,7)UB(x0,7) es la unién
de dos conjuntos abiertos, y por ello es abierto. O

Del Teorema 2.1.4 deducimos:

Corolario 2.1.5. Si (X,d) es un espacio ultramétrico entonces (X, 74) es
un espacio topoldgico cero-dimensional.

Observacién 2.1.6. En un espacio ultramétrico todas las bolas abiertas
son cerradas y viceversa, pero esto no quiere decir que para cada xg € X y
r > 0 la bola abierta centrada en xg y de radio r sea igual a la cerrada.

Por ejemplo, en el espacio ultramétrico (Z, ||-||2), la bola abierta B(0,1) =
27 no es igual a la bola cerrada B(0,1) = Z.

Observacion 2.1.7. Como todas las bolas abiertas son cerradas y viceversa,
a partir de ahora hablaremos de bolas de radio r y centradas en xg. Normal-
mente utilizaremos las bolas abiertas, pero los razonamientos serian perfec-
tamente validos utilizando las bolas cerradas. Por otro lado, al conjunto de
bolas abiertas o cerradas que se pueden generar en X lo llamaremos Bx.

Proposicién 2.1.8. Sea B(x,r) una bola abierta en un espacio ultramétrico
(X,d). Todo punto de B(x,r) es el centro de la bola, es decir, B(x,r) =
B(y,r) para todo y € B(xz,r). Lo mismo se cumple para toda bola cerrada

B(z,r).

Demostracion. Sea y € B(x,r) un elemento de una bola abierta, vamos
a demostrar que z € B(x,r) si y sélo si z € B(y,r). Vedmoslo. Como
d(y,x) < r se tiene que

z € B(z,r) < d(z,2) <r < d(z,y) < max{d(z,x),d(z,y)} <r
<= z€ B(y,r).

Anslogamente, si y € B(z,r) entonces
2 € B(x,r) & d(z,7) <1 <= d(z,y) <max{d(z,z),d(z,y)} <r
< z € B(y,r). O
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Proposicién 2.1.9. Sea B(zo,r) una bola abierta en un espacio ultramétri-
co (X,d). Entonces se tiene que didm (B(xg,r)) < r. De manera andloga,
didm (B(zo,r)) < r para toda bola cerrada B(xg,T).

Demostracion. Sean z,y € B(x, ), entonces © € B(zg,r) = B(y, ), luego
d(z,y) < r. Por lo que sup{d(z,y) | z,y € B(xp,r)} < r. Del mismo modo,
si z,y € B(zo,7), entonces, d(z,y) < y en consecuencia,

sup{d(z,y) | z,y € B(zo,r)} <. O

Proposicion 2.1.10. Sean By, Bo € Bx dos bolas en un espacio ultramétri-
co (X,d). Se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Si By N By # & entonces By C By 0 By C By.

(2) Si BiN By = & entonces d(B1, Be) = d(x1,x2) para cualquier x1 € By
Yy o € Bs.

Demostracion. (1) Sean r y s los radios de By y Bg respectivamente, tome-
mos z € B N Bs. Por la Proposicién 2.1.8, z es el centro de las dos bolas.
En consecuencia, si » < s, entonces, By C B, y analogamente si r > s,
entonces, By C Bj.

(2) Demostramos la proposicién en el caso que By y Bj sean bolas abier-
tas. De manera analoga se comprueban los deméds casos. Supongamos que
BiN By = &. Sean 1 € By y x5 € Bs. Por la Proposicién 2.1.8, pa-
ra todo y; € By e y2 € Bs tenemos que By = B(xi,r) = B(y1,7) y
By = B(x2,8) = B(ya2,s), y como By N By = &, tendremos que

d(z1,y1) <7 < min{d(z1,22),d(y1,y2)}
y del mismo modo
d(x2,y2) < s < min{d(x1,z2),d(y1,y2)}.

Por lo que, d(xlva) S méx{d(flayl)vd(yl,92)7d(y27332)} - d(y17y2) y del
mismo modo, d(y1,y2) < méax{d(yi,z1),d(z1,22),d(x2,92)} = d(z1,x2).
Asi, d(y1,y2) = d(z1,22) y por tanto

d(By, B2) = inf{d(y1,y2) | y1 € B1, y2 € B} = d(z1, x2). O

Estas dos ultimas proposiciones no sélo son propiedades de los espacios
ultramétricos, son una caracterizaciéon de estos. Veamoslo en el siguiente
teorema.

Teorema 2.1.11. Sea (X, d) un espacio métrico, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) (X,d) es un espacio ultramétrico.
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(2) Para cada By, By € Bx se tiene que si By N By # @ entonces By C Ba
(] B2 g Bl.

(3) Para cada B € Bx y para cada x € B, x es el centro de B.

Demostracion. La Proposicién 2.1.8 prueba la implicacién (1) = (3). Su-
pongamos ahora que (3) se cumpla, y sean By, By € Bx dos bolas con
interseccion no vacia. Sea z € By N B, asi que z es el centro de By y de
By. Comparando los radios de By y de By podemos entonces deducir que
B; C By o que By C By. Eso es, (3) implica (2).

Para comprobar que (2) implica (1), sean z,y,z € X, definimos las
distancias r = d(z,y) y s = d(z,y), € > 0y las bolas By = B(x,r+¢)y By =
B(z, s+¢). Por definicién tenemos que y € B1NBy # &. En consecuencia, por
(2) se cumple B; C By 0 By C Bj. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que Bl g BQ.

Tenemos que x € By y que s > r . Por ello, d(x,z) < s+ ¢ para todo
e > 0. Por lo que d(z,y) < s = max{s,r} = max{d(y, z),d(x, y)}. Por tanto,
(X,d) es un espacio ultramétrico. O

Por ltimo tenemos el siguiente resultado.
Proposiciéon 2.1.12. Todo espacio ultramétrico es totalmente disconexo.

Demostracion. Todo espacio ultramétrico es 17, ademas como hemos vis-
to en el Corolario 2.1.5 es cero-dimensional. Por lo que por la Proposi-
cién 1.1.11, serd totalmente disconexo. O

2.2. Normas no arquimedianas y valuaciones

Definicién 2.2.1. Una norma || - ||: R — R* sobre el anillo conmutativo
R que para todo z,y € R cumple la siguiente propiedad, es una norma no
arquimediana.

(N3*) [l + yll < max{|[z]], [[y[l}-

Proposicién 2.2.2. Sea || - ||: R — RT una norma no arquimediana. Para
todo x,y € R donde ||z| # ||ly|| se cumple

2+ yl| = max{{[z[], ly]}-

Demostracion. Supongamos que siendo ||z|| # |ly|| se cumple la desigualdad
estricta ||z + y|| < méx{||z|[,||y]|}. Sin pérdida de generalidad suponemos
que ||y|| < ||z|. Entonces ||z + y|| < ||z||, por lo que

] = llz +y =yl < méx{flz +yll, [lyll} <]

lo cual es una contradiccién. Por lo que ||z + y|| = max{||z]|, ||y} O
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Observacién 2.2.3. La anterior proposicion se puede generalizar a n ele-
mentos de manera inductiva.

Proposicién 2.2.4. Una norma || - || sobre un anillo conmutativo R es no
arquimediana si y solo si para todon € N, ||In| = |1 +---+ 1] < 1.

Demostracion. =) Vamos a hacer esta demostracién por induccién. Para
n = 1, se cumple por lo que, si tomamos cualquier n € N y suponemos que
es cierto, entonces,

[+ 1] < méx{|[n][,1} = 1.

" n
(k> wkynfk
k=0

<) Sean z,y € R, tenemos que
o+l =l + )" =
" n
k=0
- n
k —k
=5 | () [t
k=0

n
k -k ¢
<D lzlFlyl" 7 < (4 1) max{ ]l [lyl}"
k=0

Por ello, para todo n € N

Iz +yl < Vn+ Tméax{[|z], lyl|}-

Cuando n tiende a infinito, obtenemos la desigualdad que queremos demos-
trar. [

Proposicién 2.2.5. Sea ||-||: R — RT una norma no arquimediana sobre el
anillo conmutativo R. El espacio (X, dH-II) es un espacio ultramétrico, donde
dj.| es la distancia inducida por | - ||.

Demostracion. La distancia inducida a partir de || - || es la siguiente (ver
Proposicién 1.2.6):
d”H Rx R — R+
(@,y) — dj(z,y) = |z — yl|.
Por definicion d|.| es una métrica, por lo que solo nos queda ver que cumple

la propiedad (M3*) de la Definicién 2.1.1. Es claro que la propiedad (N3*)
de la Definicién 2.2.1 implica (M3*). O
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Proposicién 2.2.6. Si v es una valuacion, entonces | - ||, dada por

2l 0 sixz =0,
x|y =
! p U@ six £0,

es una norma no arquimediana.
Del mismo modo, si || - || es una norma no arquimediana sobre un anillo
conmutativo R, entonces, v dada por

0 six =0,
v (@) = .
~loglle]l iz 0,
es una valuacion si y solo si vy (R) C Z.

Demostracion. (1) Veamos cémo una valuacién v induce una norma no ar-
quimediana. Por la Proposicién 1.3.5 sabemos que (N1) y (N2) se cumplen,
ahora veamos cémo se cumple (N3*). Si . =0, y = 0 o  + y = 0 entonces
se cumple trivialmente, luego supondremos que x # 0, y # 0y = + y # 0.
Tenemos que

o+ yllo < e H) < pr i)
= mix{p~""),p~" W} = méxe{ ], |y}

(2) Ahora veamos que siendo || - || una norma no arquimediana, cumple las
siguientes propiedades:
(V1) es evidente.
(V2) Sean z,y € R tales que x,y # 0, entonces
v(zy) = —log |zyl| = —log([|[|[[y[]) = —(log [[z|| +log [lyl]) = v(z) + v(y).
(V3) Sean z,y € R tales que x,y,x + y # 0, entonces

v(z +y) = —log|lz +yl| > —log(méx{||z[], |y[|})

= min{—log [|z[|, —log ||y[|} = min{v(z), v(y)}.

Por lo que, como cumple las tres propiedades de la Definicién 1.3.1, es una
valuacion si y solo si v,(R) C Z. O

Podemos entonces deducir que la norma p-adica definida en la Defini-

cién 1.4.5 es una norma no arquimediana y que en consecuencia (Q, | - ||)
y (Z,] - ||p) son espacios ultramétricos.
Corolario 2.2.7. Para todo nimero primo p la norma p-ddica || - ||, es

una norma no arquimediana y el espacio (Q,d,) es un espacio ultramétrico,

donde || - ||, es
2l 0 siz =0,
x||p =
P por@) si x # 0.



Capitulo 3

Sucesiones de Cauchy y
completaciones

3.1. Sucesiones de Cauchy

Si tomamos la Definicién 1.1.12 para un anillo normado (R, || - ||) tenemos
lo siguiente.

Definicién 3.1.1. Sean (R, || - ||) un anillo normado y (a,)nen una sucesién
de elementos de R. Se dice que a es el limite de (an)nen, si y sblo si para
todo € > 0, existe n. € N tal que para todo n > n. se cumple

la —an| <e.
La notacién es la siguiente:

lim a, = a.
n—oo

En este caso, se dice que (ay, )nen €s convergente en R, o que (ap)neN converge
aa.

Proposicién 3.1.2. Sean (R,|| - ||) un anillo normado y (ap)nen, (bn)nen
dos sucesiones convergentes de elementos de R. Se tiene que

(1) (h’mn%oo an) + (h’mnﬁoo bn) = limy, 00 (ap, £ by),
(2) (h'mn_>OO an) . (h'mn_>OO bn) = limy, 00 (@y, - by).

Demostracion. (1) Sean (ap)nen ¥ (bn)nen, dos sucesiones que convergen
respectivamente a a y b. Para todo € > 0, existen n1,ny € N tales que para
todo n € N donde n > n; y n > ng, se cumple lo siguiente,

€

e
lan —all <5y b= bl < 5.

17
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Si tomamos ng = max{ni,na}, entonces, para todo n > ng

[(an£bn) — (@ £)|| = [[(an—a) £ (bp —b)|| < llan—al|+[lba—b]| < 5 5t5=¢

(2) Sean (an)nen ¥ (bn)nen, dos sucesiones que convergen respectivamente
en a y b. Para todo € > 0, tomemos 0 < § < &, entonces, existen ng, n4 tales
que para todo n >mn3 y n > ny

€ )

lan = all < y o lon =0l <
" o 2a]l

&2
Tomando ny, = max{ng,n4} tenemos que para todo n > ny,

lanbn — abl| = llanbn — abp + aby — ab|| < |lan = al[[[ba[| + llall[|bn — bl
= llan — allllbn — b+ bl + [[alll|bn — b]
< llan — all(|bn — bl + [[bl]) + HaHHb — bl

(e bl + g = & 4+
a — =42
£y + 200 2 A
€€ _ . 0
< 5 + 2 €
Definicién 3.1.3. Una sucesion (ap)nen en un anillo normado (R, | - ||) es

una sucesion de Cauchy si y sélo si para todo € > 0 existe n. € N tal que
para todo n, m > n. se cumple

lan — am]| < e.

3.2. Completacion: Definicion y propiedades

Definicién 3.2.1. Un anillo normado (R, || - ||) en el que toda sucesién de
Cauchy es convergente es un anillo completo respecto a la norma || - ||.

La siguiente proposicion es del dmbito del céalculo real. Por ello no la
demostraremos.

Proposiciéon 3.2.2. R es completo respecto a el valor absoluto.

De el hecho que R sea completo respecto al valor absoluto se deduce lo
siguiente:

Proposicién 3.2.3. Sean (R, | - ||) un anillo normado y (an)nen una suce-
sion de Cauchy en R. La sucesion (||an||)nen tiene limite en (R, |- |).

Demostracion. Veamos cémo la sucesion (||an||)nen es una sucesién de Cauchy
en R, y por lo tanto tiene limite. Sea ¢ > 0, como (a,)nen es de Cauchy,
existe n. € N tal que para todo n > n. se cumple

|am — an]| < e.
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Por la desigualdad triangular inversa
Nlamll = llanll| < llam — an]l <e.

Como consecuencia (||a,||)nen es una sucesion de Cauchy en R y por ser R
completo respecto a | - |, (||an||)nen es convergente. O

Una completacién de un anillo normado (R, || - [|) serd otro anillo nor-
mado (R | -]]) donde R C R y toda sucesién de Cauchy de R tenga limite.
Por ejemplo, R es la completacién de QQ respecto al valor absoluto.

Definamos de una manera matematica esta idea y veamos sus propieda-
des.

Definicién 3.2.4. Sea (R, || - ||) un anillo normado. Una completacién R de
R respecto a || - || es un anillo que junto al homomorfismo de anillos:
i:R— R

~

ar—i(a) =a.
cumple las siguientes propiedades:

(C1) Existe una norma en R, que se denota con || - ||, tal que ||i(a)|| = |al|.
para todo a € R.

(C2) i(R) es denso en R, es decir, para todo z € R, existe una sucesién
(an)nen en R cuyo limite en R es x.

(C3) R es completo, es decir, toda sucesion de Cauchy en R tiene limite.

Proposicién 3.2.5. Sean (R, ||-||) un anillo normado y R su completacion
respecto a || - ||. El homomorfismo i es inyectivo.

Demostracion. Por (C1) tenemos que

a=0 < |[a]| =0 < |a|| =0 <= a=0.

Por lo que es un homomorfismo inyectivo. O
Lema 3.2.6. Sean (R, ||-||) un anillo normado, R su completacién respecto
a |-l y (an)nen una sucesion de Cauchy en R. Tenemos que

‘lim an|| == lm ||an,].

Demostracion. Como (a,)nen es de Cauchy, por la Proposicién 3.2.3 es con-
vergente en R y por (C3) (a,)nen es convergente en R.

Ademds, por (C1) es claro que lim,,_, ||as|| = limy,— 00 [|@n]|. Como por
la Proposicién 1.2.6 || - || es continua en la topologia que induce, se cumple
que limy, o0 ||| = ||limy,— 00 @n||. En consecuencia

= lim ||ay,].
n—oo
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Teorema 3.2.7 (Unicidad). Si existen R y R, dos complementaciones
respecto a una misma norma de un anillo R, entonces existe un isomorfismo
f: R— R tal que ||f(a)|| = ||a|| para todo a € R.

Demostracion. Definamos los homomorfismos de las completaciones R v R.
i: R—> ]/%, a— a.
j:R— R, ar—a.
Definamos f. Sea z € R. Tenemos dos opciones:
Si z € i(R), entonces x = a para algin a € Ry f(z) = f(a) = j(a) =
a. En otro caso, por (C2) existe una sucesién (an)neny de R tal que z =
limy, 00 @n. Como (ay, )nen es convergente en R, es una sucesiéon de Cauchy,
y como ||a|| = |la|| = ||@l|, (@Gn)nen también lo serd, ya que al ser ¢ y j

homomorfismos, si a, — a,, € R se cumple lo siguiente

—

[an = amll = llan = amll = llan = am| = llan = am|| = |@n = @n]|

Y por (C3) R es completo, luego existe f(z) := 1im, o0 .
Primero veamos como mantiene la norma. Si x = lim,, oo @, € ﬁ, por el
Lema 3.2.6 tenemos que

= [If (@)l

Jall = || 1im @ = Mm@z = lim @) = | lim @
n—o0 n—oo n—oo n—oo

Por ello, tenemos lo siguiente:
r=0 < |z| =0 < ||f(x)|]|=0 < f(x)=0

De lo que deducimos que f estd bien definida y ademds es inyectiva.

Veamos como f es un homomorfismo entre anillos:
Usando la Proposicién 3.1.2 tenemos que para todo a = lim, .o ap,,
b=lim,,— o b, € R.

flazb) = ((im @) = (M 5,)) = 7 (lim (@ +5.))
=1 (Jim ) = Jim o b= Jim @ 55)
- (JL”;O an) & (Jim bo) = £ ( lim @) & £ ( Jim b
— )+ (b

)-
Andlogamente, f(ab) = f(a)f(b).

Como 1 € R, f(1) = f(1) =1 = 1. Por lo que, queda demostrado que
es un homomorfismo. Para demostrar que es un isomorfismo de anillos sélo
nos queda demostrar que es sobreyectiva. Sea y € R. Como R es completo,
y = limy,_,o G, por alguna sucesién (a,)neny de R. Como R es completo
lim, oo @y =: = € R existe, y por definicién tenemos que f(z) = y. Es
decir, f es sobreyectiva. O
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Proposicién 3.2.8. Sean (R, ||-||) un anillo normado y R su completacion
respecto a || - ||. La norma || - || es no arquimediana respecto a R si y sdlo si

la norma extendida tampoco lo es respecto a R .

~

Demostracion. (=) Sean z,y € R cualesquiera. Como R es denso en R
existen dos sucesiones (an)nen ¥ (bn)nen en R que convergen a x e y respec-

tivamente. Por lo tanto, al ser || - || no arquimediana en R,
lz+yll = [|( lim an) + (lim by)|| = lm (an +bn)|| = lm [lan + bnl|

< 1t (|, [bol]} = mx{ lim ] Lim b}
= méx{[| lm_ap|, || m b,} = méx{[l]l, [[y]}.
n—o0 n—oo
(<) Como i(R) es un subanillo de R, para todo a,b € R,

la = bll = [la = bl = |[a - bl| < méx{]fall, [[6} = max{[|all, [[o}. O

3.3. Completacién: Construccion

Aunque en general sea suficiente con imaginarnos que la completacion existe,
vamos a dar una expresion de ésta.

Lema 3.3.1. Sea R un anillo normado. El conjunto
SC(R) = {(an)nen C R | (an)nen es de Cauchy en R}
es un anillo conmutativo respecto a las siguientes operaciones
(an)nen + (bn)nen = (an + bn)nen,

(an)nEN(bn)neN = (anbn)neN-
yl=

Ademds, 0 = (0,0,...)
respectivamente.

(1,1,...) son el elemento neutro y unitario

Demostracion. Para empezar, veamos como las operaciones definidas son
cerradas en SC(R).

Sean (an)nen, (bn)nen, dos sucesiones de Cauchy en R. Tenemos que para
todo € > 0 existen ny,ny € N tales que para todo n,m > n. = méx{ni,na}
se cumple .

€
Han—amH < 9 y ||bn_bm|| < 9

Por lo que, si tomamos la sucesion (an)nen + (bn)nen = (an + bp)nen,

[(@n + br) = (am + b))l = [[(an — am) + (bn — by ||
<llan — am|l + Ibp — bl < 5+ 5 =€
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En conclusion (apn)nen + (bn)nen es una sucesién de Cauchy y la suma es
una operacion cerrada.

Por otro lado, veamos como (ap)nen - (bp)nen € SC(R). Por el Corola-
rio 3.2.3 sabemos que, como (ay)nen ¥ (bn)nen son sucesiones de Cauchy en
R, las sucesiones (||an||)nen ¥ (||bn||)nen son convergentes en R. Tomemos a
y b los limites respectivos de (||an||)nen ¥ (||bn]l)nen. Sean ni,ny € N tales
que para todo n > ny y n’ > nsy se cumple

llanll —a| <1y |llbwll —b] < 1.

Tomemos n3,n4 € N tales que para todo n,m > nz y n’,m’ > ny se cumple
que
€ €

Yy o b = by < 9

an — a < — 0 <

1+ [b])
Si definimos n. = méax{ni, no,n3,n4}, entonces, para todo n,m > n. se
tiene que

[anbn = @mbm|l = l[anbn = ambn + ambn — ambpm||
< ||bnlll|an — aml|l + [|aml|[|bn — bml|
= [lIball = b+ blllan — amll + [[laml — @ + alllbn — by
< (JIall = 0| + [B]) llan — amll + (|llamll = a| + |al) 1bn — byl

e IS g IS

(I+|a]) 2 2
En consecuencia, (an)nen(bn)neny € SC(R) y el producto es una operacién
cerrada.

Por otra parte, la suma de SC(R) hereda de la suma de R la propie-
dad asociativa y conmutativa. También hereda el elemento neutro (0,0, ... ).
Para cada sucesién de Cauchy (a,)nen es claro que (—ap)nen + (n)neny =
(0,0,...) v (—an)nen = (—1,—1,... )nen(an)nen que por ser el producto
cerrado es un elemento de SC(R). Por lo tanto, (SC(R),+) es un grupo
abeliano.

Para que (SC(R), +, ) sea un anillo cunmutativo, nos queda por demos-
trar que el producto es asociativo y conmutativo y que la suma y el producto
son asociativos. Es sencillo demostrar que estas propiedades se heredan de la
suma y el producto del anillo conmutativo R. Ademsds si el elemento neutro
de R es 1, entonces, el elemento neutro de SC(R) es (1,1,...). O

Lema 3.3.2. La aplicacion i : R — SC(R), a — (a)nen = (a,a,...) es un
homomorfismo inyectivo.

Demostracion. Veamos que es un homomorfismo de anillos,

w i(a+b) = (a+b)neny = (a)nen + (b)nen = i(a) + i(D).
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= i(ab) = (ab)nen = (a)nen(b)nen = i(a)i(b).
= i(1) = (Vnen-

Por lo que efectivamente es un homomorfismo. Por otro lado, es claro que i

es inyectiva. O
La norma || - || de R se puede extender a SC(R) del siguiente modo:
I(@u)ncxl = lim ol

Segtn el Corolario 3.2.3 este limite existird por ser (a,),ecn una sucesién de
Cauchy. Aun asi, para que esta expresion defina una norma sobre SC(R)
tiene que cumplir los axiomas de la definicién 1.2.1. El axioma (N1) no lo
cumple, ya que puede existir una sucesion (a,)nen # (0,0,...) que cumple
lo siguiente,

lim ||a,|| =0¢€R.

n—oo

En consecuencia, aunque la sucesién no sea el elemento nulo, tiene norma O.
Para resolver esto, vamos a considerar nulas todas las sucesiones que cum-
plan eso.

Definicién 3.3.3. Una sucesién (ay)nen €s nula si lim,, ||ay| = 0.

Lema 3.3.4. Las sucesiones nulas en R forman un ideal N(R) del anillo
SC(R).

Demostracion. Veamos como cumple las dos condiciones para ser ideal:
Sean (an)nen, (bn)nen € N(R), se tiene

0< lm fJap +bnl| < Um [Jan|| + ||ball = 1m |jan]| + Lm [|ba]| = 0+ 0.
n—oo n—o0 n—oo n—o0o

Luego lim,,_,« ||an + bn|| = 0 y por tanto (an)nen + (bn)nen € N(R).

Sean (ap)nen € N(R) y (bn)nen € SC(R), como por la Proposicién 3.2.3
([[bn|)nen es convergente en k € R,

0 < lim |layby|| = lm [lay||]|bn]] = lim ||a,| lim ||b,||=0-%k=0.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Por lo que (an)nEN(bn)neN € N(R) O
Como es un ideal, podremos trabajar con el anillo %(RR)) en el que po-

dremos definir la norma anteriormente introducida sin ningtin problema.
Pero antes observemos como la extensién del homeomorfismo definido en el
Lema 3.3.2 sigue siendo un homeomorfismo inyectivo.

Lema 3.3.5. La aplicacion i: R — ‘jvc((g;), a— (a)pen + N(R) es un ho-

meomorfismo inyectivo.
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Demostracion. Es claro que ¢ sigue cumpliendo las condiciones para ser
un homeomorfismo, por lo que sélo demostraremos que es inyectiva. Sean
a,be R. Si i(a) = i(b) entonces N(R) = i(a) — i(b) = (a)neny + N(R) —
(D) nen+N(R) = (a—b)nen+N(R),y (a—b)nen € N(R), es decir,a =b. O

Lema 3.3.6. Toda norma sobre el anillo R se puede extender a la siguiente
norma sobre %(RR)):

[(@)uesll = 1 flau].
Demostracion. Antes de ver que cumple con los axiomas veamos como esté
bien definido. Si dos sucesiones (ap)nen, (bn)neny € SC(R) cumplen que
(an)nen + N(R) = (bn)nen + N(R), entonces

(an - bn)neN = (an)nGN - (bn)neN S N(R) - nh;nolo Han - bTLH =0.

Ademsds por la desigualdad triangular inversa, tenemos que

llanll = 11oall] < llan — ba]l-
Por lo que,
[ 1im flan]l — Jim o]l = lim flan — bs]) = 0.
En consecuencia, ||(an)nen|| = limp—oo ||an| = limpy—oo (|60l = ||(bn)nen|| ¥

la funcién que hemos definido estd bien definida. Ahora veamos como cumple
los axiomas para ser una norma.

(N1) Por c6mo hemos definido N(R) es claro que ||(an)nen|| = 0 si y sélo si
(an)neN € N(R)
(N2) Tenemos que

I (@m)nen(alnell = | @nbuncrl] = M [lanbul = 1 Jan|] lim b
= l[(an)menll | Bn)nes]

(N3) Concluyendo,

[(an)nen + (bn)nenll = [[(an + bn)nenl| = Um [[an + byl
n—00
< lim [jan| + [|bnl| = Hm |lan]| + lm {6y
n— 00 n— 00 n—00
= [l(an)nenll + [ (bn)nenll- O

Para demostrar que S}\?((Ig) es la completacién de i(R) tenemos que ver

que se cumplen los axiomas (C2) y (C3) de la Definicién 3.2.4.

Lema 3.3.7. El subanillo i(R) C %S%R)) es denso en

SC(R)
(R) -
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Demostracion. Sea (ap)nen € %(RB; una sucesion de Cauchy en R, tenemos

que encontrar una sucesién de elementos de i(R) que converja en (a,)neN-
Sea m € N fijo, como a,, € R @y = (A, Gy, - .- ) € i(R). Definamos la
sucesion (am )nen y veamos como converge a (an )nen-

im @, = (ap)neny <= lm ||am — (an)nen| = 0.

Calculemos este limite.

lim @ — (@n)nenll = T ( lim fam - al)
m—0o0 m—0o0 \nN—0oo
que por ser (a,)nen una sucesién de Cauchy es 0. O

Lema 3.3.8. El anillo 5}1\?}(5)) es completo respecto a la norma || - ||.

Demostracion. Sea (zp)nen una sucesién de Cauchy en ‘S;\(;z%). Para un

m € N fijo xz,, es una clase de equivalencia y se puede representar con
((am)n)neN, una sucesién de Cauchy en R.

Como hemos visto en la demostracién del Lema 3.3.7, ((am) k)k oy Con-

verge en é;\fc((g)) a Ty = ((am)n)n N En consecuencia, por la definicién de

limite, existe ky, € N tal que para todo k > k,,, se cumple lo siguiente:

—
[2m — (am)kll < %
Es claro que en estas circunstancias se cumple lo que:
k1 <ko<...
Teniendo en cuenta esto, definamos la sucesién (¢, )nen del siguiente modo:

cn = (an)k,,-
. SC(R) . ,
Veamos c¢6mo (¢, )nen €s un elemento de NR) Sea ¢ > 0, por cémo esta

definida la sucesién, podemos tomar m; € N tal que mil < 5. Por lo que,

para toda ni,ne > m1, se cumple lo siguiente:

—~ N 1 1 _ ¢
[2n, — e || = [l@n, — (anl)knl | < S <3
—~ N 1 1 _ ¢
[2ny = Cnall = [|@ny — (an2)kn2H <% <m <3

Ademds, al ser (2,)men una sucesién de Cauchy, existe mo € N tal que,
para todo ni,ne > mgy, se tenemos lo siguiente:

me _mmH < %
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Es claro que si tomamos m = méx{mj,ms}, para todo ni,ny > m se cum-
plen las tres desigualdades. Por ello tenemos lo siguiente:

leny — enall = lleny — ensll = lleny — Gnall = H(am)knl - (anz)kn2||
—_— —_—
= H(anl)knl — Tny Ty — Ty + Ty — (anz)kn2 |
—_— —_—
< [(any)kn, = Zna |+ 120y = Znoll + 120y = (@ny) ke, |
<ttt4s=e
3 3 3

Por lo que (c,), es una sucesién de Cauchy sobre R y es un elemento

de%(RR)). Ahora veamos c¢émo (¢, )nen es el limite de (2,)men. Sea € > 0.

1

Tomemos mg € N tal que, o

que

< 5. Entonces, para todo m > my se tiene

lm = (am ), |l < 5 < 5.

Por otro lado, como (¢,)nen es una sucesién de Cauchy, existe N € N tal
que para todo m,n > N se cumple que:

llen —cemll < 5.

Por lo tanto,

—

l(en)nen = (am)k,, | = l(cn)nen = émll = Hm |lcp —cmll < 3.
n—oo

Si tomamos m = max{mi, N}, entonces

(ennen = Tl = [[(en)ners — (@m)in + (@m)in — Tl
< [[(en)nent = (@m)on | + (@), — Tl
<s+§=e¢
En consecuencia (¢ )nen es el limite de () men. O

Si resumimos todo lo visto hasta ahora tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.9. Sea (R, ||-||) un anillo. Su completacion respecto a la norma
|- || es el anillo %(RR)) con norma

[ (@n)nell = 1m [la],

donde la inclusion de R en SNC;(%) es la funcion a — (a,a,...).




Capitulo 4

Equivalencias de normas y el
Teorema de Ostrowski

4.1. Equivalencias de normas

Definicion 4.1.1. Sean X y 71,79 dos topologias sobre X con bases de
abiertos 81 y B2 respectivamente. 7| y 79 son equivalentes si todo By €
es abierto en 19 y viceversa.

Definicién 4.1.2. Sean R un anillo conmutativo y || - ||, - ||, dos normas
sobre éste. Se dice que las dos normas son topoldgicamente equivalentes si
las bases de abiertos que éstas inducen son equivalentes, y se denota de la
siguiente forma:

[l ~ Il

Proposicién 4.1.3. Dos normas || - ||1 y || - ||2 sobre un anillo conmutativo
R son topologicamente equivalentes si y solo st para todo x € R y para todo
r > 0 existen 1,72 > 0 que cumplen lo siguiente:

Bi(xz,r1) € Ba(z,r) y Ba(x,re) C Bi(zx,r),

siendo Bi(x,r) y Ba(xz,r) las bolas abiertas centradas en x y de radio r
respecto a las normas || - ||y y || - || respectivamente.

Demostracion. S6lo demostraremos la existencia de r; ya que la demostra-
cion de la existencia de ro es analoga.
Recordemos que las bases inducidas a partir de || - [|; ¥ || - ||, son

ﬁl = {Bl(l’,’l“) | Z EX’ T’>0} YIBQ :{BQ(I‘,T’) | [L‘EX, T>0}7

respectivamente. Si 1 y (2 son topoldgicamente equivalentes, toda bola
abierta Bo(x, 1) respecto a || - ||, es abierta en 7. Por ello, como x € Ba(z, 1)
existen y € Ba(x,r2) y r} > 0 tal que z € By(y, ) C Ba(z,r).

27
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Definamos r; := r} — di(z,y) > 0, y comprobemos como Bj(z,71) C
By (z, 1)
dl(z’y) < dl(za:l:) + dl(xvy) <r+ dl(xvy) = T,I‘
Por lo que z € By(y,r}) € Ba(z,7) y Bi(x,r1) C Ba(z, 7).

Por otro lado, supongamos que para todo x € R y todo r > 0 existen
r1,7r2 > 0 que cumplen

Bi(x,r) C Ba(z,7) 'y Ba(x,r2) C By(z,7r).

Para todo y € Ba(x, 1), si tomamos rg = r—da(z,y) > 0 entonces, Ba(y, o) C
By (z, 7). Por hipotesis, existe r; > 0 tal que By(y,r1) € Ba(y,r0) € Ba(z,7)
y, en consecuencia, By (x,r) es abierto en 71. La demostracién de que By (x, 1)
es abierto en 19 es andloga. O

Proposicién 4.1.4. Si dos normas || - ||; y || - ||y sobre un anillo conmuta-
tivo R son equivalentes, entonces, una sucesion converge a un elemento en
(R, || - 1]y) siy solo si converge al mismo elemento en (R, || -|5).

Demostracién. Supongamos que || -[|; ~ |- |y y demostremos que si una
sucesién (an)nen de elementos de R converge al elemento a € R respecto a
| - ||;, entonces también lo hace respecto a || - |,.

Para todo r > 0, por la Proposicién 4.1.3 existe r; > 0 tal que Bi(a,r1) C
Bs(a,r). Como (an)nen converge a a respecto a || - ||; existe n, € N tal que
para todo n > n, tenemos que a,, € Bi(a,r1) C Ba(a,r). Por lo que (an)nen
converge a a respecto a || - [|,. O

Teorema 4.1.5 (Caracterizacién de equivalencia de normas). Sea K
un cuerpo y || - ||y, || - ||y dos normas sobre éste. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) [[-1ly ¥ |l - |l son topologicamente equivalentes.

(2) Para todo x € K, se cumple:

lzlh <1 <= |z|]2 < 1.

(2’) Para todo x € K se cumple:

[zl <1 <= [lzfl2 <1,
[zlli =1 <= [lzfl2 =1,
||$||1 >1 <— H.IHQ > 1.

(3) Emiste a > 0 tal que para todo x € K, ||z|[1 = ||z

(4) Toda sucesion sobre K es de Cauchy respecto a || - ||, si y solo si es de
Cauchy respecto a || - 5.
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Demostracion. (1) = (2) Basta con demostrar que para todo = € K, si
|lz]l1 < 1, entonces, ||z||2 < 1 ya que la otra implicacién es anéloga.

Sea z € K tal que ||z||; < 1, entonces, la sucesién (z™),cn converge a
0 respecto a || - ||; y por ser | |4 ~ || -||; también en | - ||, (ver Proposi-
cién 4.1.4). Por lo que existe n € N tal que [|z||5 = ||="||2 < 1 lo que implica
que [jz|l2 < 1.

(2) = (2’) Supongamos que se cumple (2) y tomemos un elemento x €
K tal que ||z[ > 1. Entonces, ||z~ |1 = ||=|{' < 1, por lo que ||z |2 < 1
y [|z]l2 = ||z||;* > 1. Del mismo modo, si tomamos y € K tal que ||y[l2 > 1
se demuestra que |ly|j1 > 1. Deducimos entonces que ||y|l1 = 1 si y solo si
lyll2 = 1.

(2’) = (3) La condicién (3) se cumple trivialmente para todo z € K tal
que ||z][1 =1y para z = 0. Tomemos xo € K tal que ||zo||1 # 1,0. Podemos

definir a para que cumpla ||zg||1 = ||zo]$,
_ log|lzollx
log [|zoll2
Sea x € K\ 0 tal que [|z||1 # ||zol]1 ¥ |||l # 1 (en el caso de que no exista se
cumple la propiedad (3) trivialmente). Veamos cémo ||z||; = ||z]|$ o lo que
es igual,
logllzlls _  _ logllzoll log [|zoll1 _ log||zoll2
log |2 log [[zo[2 log|lz[y  log [zl

Vamos a demostrar esta ultima igualdad por reduccién al absurdo. Supon-
log ||olls # loglaollz gin perdida de generalidad, supongamos que

amos que
% 4 Tog el 7 Tog el
og zoll - logllzolla ot onces, al ser niimeros reales existe un niimero racional
#L)ng”l log [|z[|2
v log |20 log ||zo

og || Toll1 m og || Tol|2

0 —/—mMm < — < ———.
logfzli ~ n  log|zll2

Esto se cumple si y solo si
nlog||zol[x < mlog|lxl, mlog||z]l2 < nlog|lzoll2,

es decir si y solo si

[zollT < [l[l7*, lzll5" < llzolls-
Por tanto ‘ f—& . <lyl< j—ﬁ ) lo cual contradice a la hipdtesis (27). En
consecuencia ||z|[1 = [|z||$.

(3) = (1) Si existe @ > 0 tal que para todo z € K se cumple que
|lz|[1 = |lz[|¢, entonces para todo r > 0 veamos como By (z,r) = By (x,r?).
Tenemos que

xo € Ba(z,1) <= ||z —20|l2 <7 <= ||z — x0l1 = ||z — 0|5 <7

< x0 € Bi(z,7?).
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En consecuencia, por la Proposicién 4.1.3, tenemos que || - ||; ~ || - ||s-

(3) = (4) Vamos a demostrar que suponiendo (3), si una sucesién es
de Cauchy respecto a || - ||;, entonces, también lo es respecto a | - ||,. Sea
(@n)nen una sucesién de Cauchy respecto a || - ||;, entonces

Ve >0 3dn. € NVn,m > n. lan — am||s = llan — aml1 <%,

es decir [|a, — am|2 < €. En conclusién, (a,)nen es una sucesién de Cauchy
respecto a || - [|5.

(4) = (2) Suponiendo que se cumple (4) vamos a demostrar que para
todo = € K, si ||z]1 < 1, entonces, ||z||2 < 1. La implicacién contraria se
demuestra con una demostracién anéloga.

Sea x € K tal que ||z]1 < 1, entonces, definamos la sucesién (z")pen.
Para n > m > 0, desarrollamos ||z" — ™ ||1:

2" = 2™l = |2l 2" = Ul < 27 (2l + 1) < 2]

Cuando m tiende a oo la expresién 2||z||]* tiende a 0. En consecuencia
(™)nen es una sucesién de Cauchy respecto a || - ||; y por (4) también res-
pecto a || - ||5. Por lo que, (2"),en tiene limite respecto a la norma || - ||,.
Distinguimos tres casos:

» Si||z|l2 > 1, entonces, (z")nen es divergente por lo que llegamos a un
absurdo.

» Si [Jz||]2 = 1, entonces, como es una sucesiéon de Cauchy respecto a

| - |l5, cuando n tiende a oo, el valor ||z — 2"y = ||lz||5]1 — 2|2 =
|1 — z||2 tiende a 0. Por lo que, z = 1, lo cual es absurdo por que
e # 1.

» ||z]]2 < 1 que es lo que querfamos demostrar. O

Observacién 4.1.6. Esto sélo ocurre para un cuerpo y no para un anillo.
Por ejemplo si tomamos la norma trivial y el valor absoluto en Z (ver Ejem-
plos 1.2.2), entonces, las dos inducen la topologia discreta, por lo que seran
topolégicamente equivalentes pero (2’) y (3) no se cumplen.

Corolario 4.1.7. Sean ||-||; y || - ||y dos normas topolégicamente equiva-
lentes sobre un cuerpo K. Entonces, || - ||, serd trivial si y solo si || - |4 lo
es.

Demostracion. Tomemos x € K no nulo, entonces, si || - ||, es trivial, ||z||; =
1 y por la propiedad (2’) del Teorema 4.1.5 esto ocurre si y solo si ||z]j2 =1
es decir, si y solo si || - ||, es trivial. O
Corolario 4.1.8. Si || -||; y | - |5 son dos normas topoldgicamente equiva-

lentes sobre un cuerpo K, o bien ambas son arquimedianas o bien ambas no
lo son.
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Demostracion. || -||; es no arquimediana si y solo si ||n||; < 1 para todo
n € N (Proposicién 2.2.4) y como son normas topolégicamente equivalentes,
esto ocurre si y solo si ||n|l2 < 1 para todo n € N, es decir si y solo si | - ||y
es no arquimediana. O

Proposicién 4.1.9. Sean |- ||; y |- |l dos normas sobre un cuerpo K.
Si son topoldgicamente equivalentes entonces, las completaciones respecto a
ambas normas K; y Ko son la misma.

Demostracion. Si || - ||y y || - ||, son topolégicamente equivalentes entonces,
para toda sucesién (a,)nen de K, ésta es una sucesién de Cauchy respecto
a la norma || - ||; siy solo si lo es respecto a || - [|,.

Supongamos que las dos normas son topologicamente equivalentes. Como
hemos visto en el Teorema 3.3.9, K; y Ko cumplen lo siguiente:

SC1(K) SCy(K)
K, o 22 Ky o 22200
Ni(K) N2 (K)
Por el Teorema 4.1.5 tenemos que las suceciones en K que son de Cauchy
respecto a la norma || - |1 y los que lo son respecto a || - ||2 son las mismas.
Ademds, por la Proposicién 4.1.4 una sucesion es nula respecto a || - |1 siy
lo si 1 to a || - ||2. Por ello, S¢1X) — 5Ca(K) i
solo si lo es respecto a 2. Por ello, 555" = 5y ¥ en consecuencia,
K; = K. 0

4.2. Teorema de Ostrowski

FEn este apartado vamos a trabajar con las normas sobre Q. Vamos a ver
cudles son todas las normas que podemos generar en este cuerpo salvo equi-
valencias.

Lema 4.2.1. Toda norma arquimediana sobre Q es topoldgicamente equi-
valente al valor absoluto.

Demostracion. Sea | - || una norma arquimediana sobre Q. El objetivo de
esta demostracién es encontrar a € R tal que ||n|| = [n|* = n® para todo
n € N para luego extender esta igualdad a todo z € QQ, demostrando que las
dos normas son topoldgicamente equivalentes.

Como la norma || - || es arquimediana, existe n € N tal que ||n|]| > 1
(Proposicién 2.2.4), por lo que el conjunto A = {n € N | ||n| > 1} serd
no vacio, luego tiene un minimo. Llamemos a este elemento ng y tomemos

= kicg)g‘i‘zg” € R tal que [|ng]| = n§. Como |ng|| > 1 se tiene que a > 0.

Para todo n € N expresando n en base ng obtenemos que existen s € N
y a; €{0,...,n9g — 1} para cada i € {0,...,s} tales que

n=ag+aing+---+ asng, as # 0. (4.1)
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Asi,

[l < llaoll + lla[l[[noll + - - - + [[as || Inoll®-
Como para todo i € {0,...,s}, a; € {0,...,n9 — 1}, entonces, ||a;|| < 1, por
lo que,

In]l < 1+ |[noll + -+ [noll* = 1 +ng + - -+ ng®

S o0
1 k
_ Sa —a . —sa\ _ s« s 1
=ny (1—|—n0 + -+ ng )—no g nkagno (ng)'
k=0 "0 k=0
1 . o _ng
Como ng > 1, n < 1y la serie geométrica converge a C' = .3%5, una

constante que no depende de n € N. En conclusién, ||n| < ni*C. Por otro
lado, por como hemos escrito n (ver Ecuacién (4.1)) n > ng, entonces,

[In]] < n%C.

Del mismo modo, si consideramos n’V

resultado

en vez de n tenemos el siguiente

[n||V < n*NC = |In| < n® VC.

Cuando N tiende a infinito tenemos lo siguiente:
In]] < n®. (4.2)

Ahora nos toca demostrar la desigualdad contraria. Para cada n € N existe
s € N tal que

ng <n < nSH
(ver Ecuacién (4.1)), luego,
Ing ™ = lln +ng™t = nll < o) + [Ing™ — 2], (4.3)

Por lo que, si usamos las desigualdades demostradas en las Ecuaciones (4.2)
y (43),

|s+1 s+1 (s+l)a (n8+1 _ n)a

[l = ol = [lng™ = nl = ng

=ny V(1 - (1= 1))

> N1 - (1- L)) > e,

no -

donde C" =1 — (1 — ni)a es una constante que no depende de n. Si consi-
0

N en vez de n tenemos el siguiente resultado

In|| > Ve,

deramos n
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Cuando N tiende a infinito tenemos lo siguiente:

]l = n®.
Por lo que hemos demostrado que ||n|| = |n|* para todo n € N.

Esta igualdad se extiende a Z por que || — n|| = ||n]| = |n|* = | — n|*.
También se puede extender a Q del siguiente modo: Sea

Il = f5 = 2k = () =1ar
m [mll " Jm|* [m] ml -
para cada - € Q.

El Teorema 4.1.5 entonces nos asegura que la norma || - || es topoldgica-
mente equivalente al valor absoluto. O
Lema 4.2.2. Sea || - | una norma no arquimediana y no trivial sobre Q,
entonces, existe un primo p tal que ||-|| es topoldgicamente equivalente a
-1l
Demostracion. Como || - || es no arquimediana, por la Proposicién 2.2.4 sa-
bemos que ||n|| < 1 para todo n € N. Al ser || - || no trivial, existe > € Q

tal que ||Z|| # 1. Por lo tanto ||n| < 1 o ||m| < 1, y en consecuencia el
conjunto A = {n € N | ||n|| < 1} no es vacio y existe p su minimo.

Veamos que p es primo. Tomemos n,m € N tal que que p = nm. En-
tonces, ||p|| = ||n]l|lm| < 1y como ||n]|,||m|| < 1 la norma de uno de los
dos es menor que 1. Sin pérdida de generalidad supongamos que ||n| < 1,
entonces, n € Ay n < p. Como p es el minimo de este conjunto n = p y
m = 1. Por ello p es primo.

Ahora veamos como para todo primo ¢ # p se tiene que ||¢q|| = 1. Como
los dos nimeros son primos entre si existen a,b € N tal que 1 = ap+ bq. Por
lo que,

1= [[1]] = [lap + bgl| < max{||all[[pl], [[b]l[lqll}

Por ser a,b, ¢ € N, se tiene que ||al], ||b]],|l¢]| < 1 (ver Proposicién 2.2.4). Por
tanto

1 < méx{]lal/[[pl, [[blllql} <1

Por lo que max{||a||||lp|l, ||bllllgll} = 1 y siendo ||al||/||p|]] < 1 esto solo puede
ocurrir si [|b]|||q]] = 1. Por ello, al ser ||b|| y ||¢g|]| menores o iguales que 1 la
unica opcién es que ||b]| = ||¢|| = 1.

Sabiendo esto tomemos n € N. Si factorizamos n tenemos lo siguiente,

n=p p ™ = inl = lpa [ - lp e
= [Inll = llp]*™.
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Por lo que, como |[|p]| < 1,
I = llp]| 7™ <1 <= vp(n) >0 <= |nll, < L.
En conclusién, || - || ~ [ - ||, por el Teorema 4.1.5. O
Combinando el Corolario 4.1.7 con Lema 4.2.1 y Lema 4.2.2 obtenemos:

Teorema 4.2.3 (Teorema de Ostrowski). Salvo equivalencia, las unicas nor-
mas sobre Q son la trivial, el valor absoluto y las normas p-ddicas.

Definimos los nimeros p-ddicos Q, como la completaciéon de QQ respecto
a la norma p-ddica || - || - Por otro lado, la completacion respecto a el valor
absoluto es R y respecto a la norma trivial Q.

Corolario 4.2.4. Las unicas completaciones no triviales de Q son R y Qp,
para todo numero primo p.



Capitulo 5

Los niimeros y enteros
p-adicos

Como hemos definido en la Seccién 4.2, recordamos que los ntimeros p-adicos
son la completacién de Q respecto a la norma || - ||,. En las siguientes sec-
ciones vamos a definir los enteros p-adicos y vamos a trabajar con diferentes
propiedades de los ntimeros y los enteros p-adicos.

5.1. Definicién de los enteros p-adicos

Definicion 5.1.1. Para todo p primo, definimos los enteros p-ddicos como:

Ly = {z e Qp | HCUHP <1}

Proposicion 5.1.2. Los enteros p-ddicos satisfacen las siguientes propie-
dades:

(1) Son un subanillo de Q.
(2) Su anillo de unidades es Z; ={ze€Z,| x|, =1}.

(3) Todo elemento x € Q,\ {0} se puede escribir como x = p®»@u, donde
u€Zy.
2

(4) Es un anillo local, es decir tiene un unico ideal mazimal, que es el
stguiente:
m:={zxeZ,||z|, <1} = pZ,.

(5) Todo ideal no vacio en Z, tiene la forma m™ = p"Z, para algin n €
NU{0}. En consecuencia, Z, es un dominio de ideales principales.

Demostracion. (1) Para ver que es un subanillo tomemos z,y € Z, cuales-
quiera. Tenemos lo siguiente:

|z +yllp, < méx{|[z]p, |lyllp} <1 = z+y € Zy,

35
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y también
lzylly = llzllpllyll, <1 = 2y € Zy.

Ademas, como ||1||, = 1 entonces, 1 € Z,. Por lo que, Z, es un subanillo
de Q.

(2) Por un lado, si tomamos u € Z C Zy, entonces, existe u™! € Z,. Por
ello, [[ull, < 1 !l < 1. Pero como 1 = 1], = Juulp = [fullllu
se tiene que cumplir que [Jull, = [[u™t|, = 1.

Por otro lado, sea u € Z, tal que ||u||, = 1. Como Q, es un cuerpo,
existird u™! € Q, el elemento inverso de u. Ya que |[u™!|, = ||uH;1 =1,
tenemos que u € Z,' .

(3) Sea z € Q, \ {0}, si vp(x) = n, entonces ||z|, = p~". Por lo que si
tomamos u = xp~ " € Q,, entonces

lullp = llzp™"{lp = lzllpllp™"(l, = p™"p" = 1.

Por ello u € Z; y es claro que x = p"u.

(4) Primero, veamos como m es un ideal. Sean z,y € m, entonces,
|2+ yllp < méx{||z(lp, [yllp} <1,

por lo que z +y € m. Por otro lado, sean x € m, y € Z,, entonces,

lzylly = llzllpllylly < 2, < 1.

Por lo que xy € m, y m es un ideal.
Ademds, todo x € m cumple que |[z||, = p™ < 1 con n € N. Como
n > 0, entonces, p |  y « € pZ,. Ademads, p € m. En conclusién m = pZ,.
Por ltimo, si tenemos un ideal I de un anillo A, entonces si I contiene
a una unidad de A, se tiene que I = A. Por lo que m =7Z, \ Zg es un ideal
maximal y cumplird que todo ideal no trivial de Z, estd contenido en el. En
conclusion, es el tnico ideal maximal de Z,.

(5) Sea a un ideal no vacfo en Z,. Si a = Z, se tiene que a = p°Z,. En
el caso de que a # Z, entonces, definimos el conjunto S = {v,(z) | z € a}
con la valuacion extendida definida en el Ejercicio 10:

(2) 0 si ¢ = o0,
vp(x) 1=
v —log, [l2ll, siz 0,

Como a es no vacio, entonces, S también lo es y ademds como = € Z, y no
es una unidad ya que a # Z,, S es un subconjunto no vacio de N y existe
su minimo. Tomemos ny el minimo de S'y zp € a con vy(zg) = ng. Veamos
coémo a = p"OZy,.

Por la propiedad (3) de esta proposicién se tiene que zg = p™0yp con
Yo € Z;. Por ello p™ = xoyo_l y p"° € a. Es decir, p"°Z, C a.
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Para demostrar la inclusién contraria tomemos a € a. Como n = v,(a) >
ng, se tiene que a = p"u con u € Z;. Por lo tanto, a = p™op" 0wy €
pnOZp. ]

Observacién 5.1.3. Z, = B(0,1) por lo que todos los ideales no vacios de
Zy, por la quinta parte de Proposicién 5.1.2, son de la forma

nn () 1 E5) —-n
P'BO.Y) = (o' | el < 1} = {y] Iyl < -} = BO.»™)

Teorema 5.1.4. Para todo numero primo p se tiene que

ZP gﬂ
pZ, P L

Demostracion. Considerando los enteros sobre p ya definidos en la Defini-
cion 1.4.7 es facil de demostrar que Z,) es un subanillo de los ntmeros
p-adicos y que p"Z,) = QN p"Zy es su ideal.
Definamos la siguiente funcién:
Zy
Py
a— a+p"Zy

©: Z(p) —

Es un homeomorfismo de anillos porque es la composicion de dos homeo-
. - L . Ly
morfismos: la inclusién Z,) — Z, y la aplicacion cociente Z, — Ly
El nicleo de la funcion es el siguiente:

kergp = {a c Z(p) ‘ a € pr} = an(p)

Ahora veamos que es suprayectiva. Sea x € Zy,, como Q es denso en Q,,
existe (ay)nen una sucesién de Q que converge en x. Por ello podemos tomar
a € Q un elemento de la sucesién (ay, )nen tal que [|[z—al|, < I%. Por lo tanto,
vp(x —a) >nyx—a=p'y € p'Zy, donde y € Z,, por lo que x + p"Z, =
a+p"Zy. Ademss, |a|l, = [la —z + x|, = max{|ja — z||p, ||z]p} <1 es decir,
a € Z(y). En consecuencia, existe a € Z,) tal que o(a) = a+p"Zy, = x+p"ZLy.

En conclusién, por el primer teorema de isomorfismos para anillos,

o) o Zp
R I

Ahora definamos el siguiente homeomorfismo

Lz
P) an

% —ab"l 4+ p"Z

§:Z(
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Como p%z es un cuerpo y p no divide a b, esta aplicacion estd bien definida

y ademas es un homeomorfismo de anillos ya que para todo 3, g € Z,)

a ¢\ _ (ad+cby | -1, .n
g<b +.d> =( - ) = (ad+ ™ 4 p = ab™ + ed ™+ p"Z

RORE

que

((85) 72— e ()
Yy que
(1) =14 p"Z.

Por otro lado, ker¢ = {% €EZyp |ac p”Z} = p"Zp), y < es suprayectiva
por que Z C Z,. Por lo que,

Z ., Ly . Ty

=} = ) O
"L P L) Py
Observacién 5.1.5. En concreto, para todo primo p se tiene que pZTp = %.
P
Como representantes de las coclases de pZTpp vamos a tomar {0,...,p — 1}.

Teorema 5.1.6. Q, es el cuerpo de fracciones de Z, para cada primo p.

Demostracion. Por la Proposicién 5.1.2 tenemos que todo elemento x € Q,
puede ser escrito como z = p"u con n = vy(r) € Zy u € Z]f. Como para
todo elemento y € Z, se cumple que |ly||, < 1 tenemos que v,(y) > 0. Por
ello, el cuerpo de fracciones de Z, es el siguiente

P ug
K= {pn2u2 | w1, ug € Z;;, ni,ng € NU {0}} u {0}

={p"u|m=ny —ng €Z, u:uluglezg}u{o}
:@p' O

5.2. Las expansiones p-adicas
Teorema 5.2.1. Todo elemento x € Q, se puede escribir del siguiente modo
T=app” +--tatapttapp” 4.,

conm €L, am #0 ya; € {0,...,p— 1} dnicos. Ademas, en el caso de que
x € ZLp, entonces m > 0.
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Demostracion. Lo vamos a demostrar para x € Z, y luego lo vamos a gene-
ralizar para cualquier elemento de Q.

Por la Observacién 5.1.5 tenemos que para todo x € Z, existe ag €
{0,...,p — 1} tal que = + pZ, = ag + Zp. Por ello existe ki € Z, tal que
x = ag + pk1. Del mismo modo, existen a1 € {0,...,p — 1} y ko € Z, tal
que k1 = a1 + pko v & = ag + pai + p?ks y si aplicamos esto de una manera
inductiva, para todo n € N tenemos lo siguiente:

r=ag+ap~+ -+ app” + knp1p™

cona; € {0,...,p—1}y knq1 € Zy. Por ello, si tomamos la secuencia (sp)nen
con s; = ag + - - - + a;p’, entonces ||z — sullp = |[knt10" |, < p7! tiende
a cero por lo que z = limy,_, o Sp.-

Ahora veamos cémo la sucesién (a,)nen es unica. Tomamos (al,),en tal
quez =ag+---+a,p"+... ya, €{0,...,p—1}, ysea s, = aj+---+a,p".
Como en el caso de sy, vamos a demostrar que ||z — s, ||, =[lal, .1 p" T + ... [[p<
p "L Al ser (s],)nen convergente, existe ng € N tal que para todo m > ng,
se tiene que ||z — s), [, < p~"7L. Sin > ng, entonces ||z — s, < p L se
cumple por hipédtesis y si ng > n, entonces

[z = sl = |1z = sp0 + 8y — snllp < méx{[lz — 80, [lp, 157,y — sllp} <p~™" 7,
ya que
Hagwlpmrl +... am)pnOHp < mziX{Ha;Hlanral, ) ”anopnonp} = pinil-

Por reduccién al absurdo supongamos que (an)nen # (al,)neny y tomemos
N € N el primer elemento que cumple que ay # a’y. Entonces

N N N -N _ N
Isn = snllp = llanp™ — ayp™ [lp = [[(an — ay)lpllp™ I, = 1p™" =p~ .
Pero por otro lado,
lsn = svllp = sy — 2 +2 — siyllp < méx{|le — syllp, |z — sy} <p~™
< p_N = |sn — SINHP’
lo cual es absurdo, por lo que (an)neny = (a),)nen ¥
xzzanp", a; €{0,...,p—1}, m=>0, a,#0 (5.1)

n>m
donde los coeficientes a; son unicos, para todo x € Z,,.

Consideramos entonces el caso z € Q) \ Z,. Por el Teorema 5.1.2 existen
vp(r) = —m < 0y u € Z; tales que x = up~™. Ya que [[ul, = 1, el elemento
u € Z,, satisface la expresién de la Ecuacién (5.1) con m = 0, y entonces en
este caso

x = Z anp", a; €{0,...,p—1}, m>0, a_, #0,
n>—m

donde los coeficientes a; son tnicos. ]
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Corolario 5.2.2. 7Z, es la completacion de Z respecto a la norma p-ddica.

Demostracion. Para empezar, toda sucesién de Cauchy (an)nen de Z, es
convergente en @, por ser Q, completo. Pero ademads, para x € Q, tal que
x = im0 ay, se cumple que [|z||, = im0 [|an ||, < 1yaque |jay], < 1.
Por ello, Z;, es completo. Ademads, por el teorema anterior Z es denso en Zy,
por lo que Z, es la completacién de Z respecto a la norma || - ||, O

Corolario 5.2.3. Los numeros y enteros p-ddicos se pueden expresar de la
stguiente forma:

o0
(et e nn 00051

i=m

Zp:{iaipi|a,~€{0,...,p—1}}
=0

5.3. Propiedades topolégicas de Q, y Z,

Hasta ahora hemos visto que Q, es un espacio métrico respecto a la norma
| - |lp- Al ser esta norma no arquimediana se tiene que Q, es un espacio
ultramétrico, y en consecuencia cero-dimensional y totalmente disconexo
como visto en el Capitulo 1. Todas propiedades que Z, hereda. Por otro
lado, al ser Q, y Z, las completaciones de Q y Z respectivamente, los dos
conjuntos son completos. Ademds Q es denso en Q, y Z en Z,. Veamos otras
propiedades topolégicas que cumplen los ntimeros p-adicos.

Proposicién 5.3.1. Todo subespacio cerrado A en un espacio métrico com-
pleto (X, d) es completo.

Demostracion. Sea (xy,)nen una sucesion de Cauchy en A, entonces, como X
es completo, existe x € X el limite de (x,,)nen. Por la Proposicién 1.1.13 x €
A por lo que concluimos que toda sucesién de Cauchy en A es convergente,
eso es, que A es completo. ]

Como hemos visto en el Teorema 2.1.4 las bolas en espacios ultramétricos
son conjuntos abiertos y cerrados. Entonces:

Corolario 5.3.2. Toda bola en un espacio ultramétrico completo es com-
pleta. En particular, toda bola en Q, para un nimero primo p es completa.

Lema 5.3.3. Todo espacio métrico completo y totalmente acotado es se-
cuencialmente compacto.

Demostracion. Sea (z,)nen una sucesién en X, tomemos S = J,, oy Zn. Si
S es finito, entonces existe un elemento que se repite infinitas veces, por lo
que (Zn)neN tiene una subsucesion constante y en consecuencia convergente.
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En el caso contrario tomemos r; = % Como X es totalmente acotado existe
un recubrimiento finito por bolas abiertas de radio ry del subconjunto S.
Como S es infinito, dentro de dicho recubrimiento existe una bola Bj que
contiene infinitos elementos de S. Tomemos x,, € S; := B1 N S.

Del mismo modo, existe un recubrimiento finito por bolas abiertas de
radio ro = 2% del conjunto S7. Una de estas bolas contiene infinitos elementos
de 51, llamemos a esta bola By y tomemos x,, € Sy := BaN.St, con ng > ny.

Repitiendo esto de manera inductiva obtenemos (7n;)jen C (Zn)nen.
Para todo ¢ > 0 existe n, € N con r,, = 2%5 < ¢ tal que si 5,k > n. se
tiene que x,; € By, ¥ Tn, € By,. Entonces d(xp;, Tn,) < 7n, < €y por lo
tanto (xn;)jen es una sucesién de Cauchy. Siendo X completo, (2, );en es
una sucesién convergente, y entonces X es secuencialmente compacto. [

Teorema 5.3.4. Un espacio métrico, completo y totalmente acotado es com-
pacto.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico, completo y totalmente aco-
tado, entonces por la Proposicion 5.3.3 es secuencialmente acotado. Al ser
métrico, por el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue tenemos que es un espacio
topoldgico compacto. ]

Teorema 5.3.5. Toda bola de Q, es compacta.

Demostracion. Por la Proposicién 5.3.1 toda bola cerrada es completa.
Vamos a ver que toda bola cerrada B(z,r) cumple lo siguiente,

p—1
B(z,r) = U B(x +ri,r)
1=0

Para demostrar esto vamos a ver cémo se cumple con x = 0y r = 1. La
generalizacion a cualquier punto y radio la tenemos en el Ejercicio 9. Por un
lado, en claro que B(i,1) =i+ B(0,1) C B(0,1) para todo i € {0,....,p— 1}
por ser ¢ € Zjy,. Por otro lado, sea x € Z,, por la Observacion 5.1.4 se tiene
que existe i € {0,...,p — 1} tal que * = i + py con y € Z,, por lo que
|z — ||, = |lpyll, < 1. Es decir, z € B(i, 1).

Por esto, se tiene que toda bola cerrada es totalmente acotada. Por el
Teorema 5.3.4 se tiene que toda bola cerrada es compacta.

Como para toda bola abierta B(z,r) existe r1 > 0 tal que B(x,r) =
B(z,71), todo lo dicho anteriormente se puede aplicar a cualquier bola abier-
ta. [

Corolario 5.3.6. Z, es compacto y Q, localmente compacto.






Apéndice A
Ejercicios

Recordatorio: Espacios métricos, espacios topologi-
cos, normas y valuaciones

Sea A CRyxz € A. Recordamos que z es un punto aislado de A si existe
e>0talque (r—e,r+e)NA={r}

Ejercicio 1. Sea (X,d) un espacio métrico y A = d(X x X) C [0, +00).
Probar que:

(1) Si 0 es un punto aislado de A , entonces (X, 7;) es discreto.

(2) Sir > 0 es un punto aislado de A , entonces B(x,r), B(z,r) y S(x,r)
son conjuntos abiertos y cerrados para todo x € X.

(3) Sitodo r € A\ {0} es aislado, entonces (X, 74) es cero-dimensional y
por tanto totalmente disconexo.

Solucidn. (1) Sitomamos 74 la topologia inducida en A, el conjunto [0,£)NA
es abierto en esta topologia. Por lo que, al ser d una aplicacién continua,
(ver Proposicién 1.1.5) el conjunto d~1([0,) N A) es abierto.

Supongamos que [0,¢) U A = {0}, y sea x € X cualquiera. Veamos que
la interseccién

d([0,e) N A) N (B(x, ) x B(x,¢)),
que por definicién es abierta en X x X, es {z} x {z}.
Sea (y,z) € (B(z,e) x B(z,¢)) Nd~([0,€) N A). Por estar y en B(z,¢),
se cumple
dlz,y) <e = d(z,y) € [0,e)NA={0} = d(z,y)=0 = z=uy.
Por el mismo razonamiento x = z, por lo que

d71([0,e) N A) N (B(z,e) x B(z,¢)) = {z} x {z}.

43
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Por lo que {z} x {x} es abierto en X x X y esto solo es posible si {x} es
abierto en X.

(2) Primero veamos cémo S(z,r) es abierto. Vamos a ver que para todo
y € S(z,r), la bola abierta B(y, ) es un subconjunto de S(z,r).
Sea z € B(y, ) veamos que z € S(x,r). Por un lado,

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <7r+¢

Por otro,

r=d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) < d(z,z)+e = r—ec <d(z,x)

Luego d(x,z) € (r —e,r + ) UA = {r}, es decir, d(z,2) =ry z € S(z,7).
Por lo que S(z,r) serd un conjunto abierto. Ademas es cerrado por de-
finicién ya que es la interseccién de X \ B(z,r) y B(z,r).
Por otro lado, como S(z, r) es abierto, X\ B(z,r) = (X\B(z,r
también es abierto, por lo que B(x,r) es un conjunto cerrado, y
B(z,r)U S(x,r) por lo que es abierto también.

US(z,r)
T,

L
B, ) =

(3) Si todo r € A\ {0} es aislado, por el apartado anterior tenemos que
para todo r € A\ {0}, B(x,r) es cerrado. Por lo que si tomamos rg > 0
cualquiera,

» Sirg € A entonces B(z, ) es cerrado.

» Sirg ¢ A entonces S(z,19) = {y € X | d(z,y) = ro} = @ luego

B(z,r9) = B(z,10).

Es decir, todos los conjuntos de la base de abiertos son cerrados, por lo que
X es cero-dimensional. O]

Ejercicio 2. Demostrar las siguientes implicaciones.

(1) Si A es un subespacio compacto de un espacio topoldgico (X, ), enton-
ces A es localmente compacto. Pero la implicacién contraria es falsa.

(2) Si A es un subespacio compacto de un espacio topolégico (X, 7), en-
tonces A es un espacio compacto por punto limite. Pero la implicacién
contraria es falsa.

(3) Si A es un subespacio compacto de un espacio métrico (X, d), entonces
es totalmente acotado. Pero la implicacion contraria es falsa.

Solucion. (1) Si A es compacto, entonces A es un entorno (en A) compacto
de todo punto de A. Por ello, es localmente compacto. Por otro lado, R es
localmente compacto por que para todo = € R se tiene que [z — 1,2 + 1]
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es un entorno compacto de x pero no es compacto porque en R los tinicos
subespacios compactos son los cerrados y acotados.

(2) Veamos cémo si A es compacto entonces es compacto por punto
limite. Por reduccién al absurdo supongamos que A no es compacto por
punto limite. Entonces, existe un subconjunto infinito B C A que no tiene
ningiin punto de acomulaciéon. Es decir, para todo x € A existe U, € T
un abierto que contiene a x tal que U N A C {z}. Tomemos {U,}rca un
recubrimiento abierto de A. Como A es compacto entonces existe el subre-
cubrimiento {U{,...,U,}. Como B C A C |J', U] y B es infinito, existe
Ul e {Uj,...,U}} C{Uz}zea que contiene infinitos puntos de B, lo cual es
absurdo por que por hipétesis cada abierto Uy, € {Uz}zea contiene como
mucho un elemento de B.

Por otro lado, si tomamos la topologia de Kolmogorov, el subespacio
(0, 00) no es compacto ya que el recublimiento abierto {(%, oo) }n oy 1o tiene
ningin subrecubrimiento finito. Pero todo subconjunto infinito y por lo tanto
no vacio tiene puntos de acomulacién.

(3) Como es compacto si tomamos el recubrimiento abierto { B(x,€),ca}
para cualquier € > 0 existe un subencubrimiento finito. Por otro lado, (0,1)

es totalmente acotado pero no es compacto. O

Espacios ultramétricos

Ejercicio 3. Demuestre que todos los tridngulos en un espacio ultramétrico
son isésceles.

Solucion. Sean a,b,c € X los vértices del tridangulo, tenemos que demos-
trar que al menos dos vértices estdn a la misma distancia. Tomemos d(a, b)
y d(a,c). Si d(a,b) = d(a,c) hemos terminado, asi que supongamos que
d(a,b) > d(a,c). De la Proposicién 2.1.2 deducimos que

d(b, ¢) = méx{d(a,b),d(a,c)} = d(a,b). O

Ejercicio 4. Sean (X,d) un espacio ultramétrico, Bx el conjunto de las
bolas de (X,d) y A C X un subconjunto acotado, es decir un subconjunto
para el que existe B una bola abierta tal que A C B. Demuestre que las
siguientes expresiones son equivalentes:

(1) A € By.

(2) Para cualquier a € A se tiene que x € A siy sélo si d(z,a) < didm (A
oz € Asiy sélosid(z,a) < didm (A), es decir, A = B(a,didm (A)) o
A = B(a,didm (A)).

(3) B4 = {BeBx | BC A}, donde B4 es el conjunto de las bolas de
(A, d|axa).
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Solucion. En las demostraciones solo trabajaremos con bolas abiertas pero
todas las demostraciones se pueden hacer usando bolas cerradas.
(1)=-(3) Para empezar demostremos lo siguiente:

Bs=By:={BNA|BeBxyBNA#o}.
Sea Ba(a,r) € By, entonces tiene la siguiente forma:

Ba(a,r) ={z € A|daxa(z,a) <r}={zx e Al|d(z,a) <r}
= B(a,r)NA € Ba.

Ahora, sea B(z,r) € Bx tal que B(z,r)NA# @, yseaa € B(z,r)NA. Al

estar en un espacio ultramétrico B(z,r) = B(a,r), y por lo tanto B(x,r) N

A = Ba(a,r) € Ba. En consecuencia B4 = {BNA|BecBy y BNA#J}.
Teniendo esto en cuenta, supongamos que A € Bx y demostremos que

(BNA|BeBxyBnA+wo}={BecByx|BCA.

En primer lugar, es claro que para toda bola B € Bx tal que B C A, B €
{BNA| B € Byx}. Tenemos que demostrar que BNA € {B€Bx | BC A}
para todo B € By.

Sea BN A € By, como los dos conjuntos son bolas en X, tenemos dos
opciones:

» BCA = BNA=Be{BeBx|BCA}
» ACB = BNnA=Ac{BeByx|BCA}

Por lo que hemos demostrado (3).

(3)=(1) Como A es acotado, existe B € By tal que A C B. Por lo que
A=ANBeBy={BeBx|BC A}. Porlo que A € By.

(1)=(2) Sea A = B(a,r). Si z € A entonces d(v,a) < didm (A), y
reciprocamente, si d(x,a) < didm (A), por la Proposicién 2.1.9 tenemos que
didm (A) < r, luego d(z,a) < r, es decir, z € A. Andlogamente, si A =
B(a,r) para todo z € A se tiene que d(a,z) < ry d(a,z) < didm(A) < r
pero como d(a,x) < r se tiene que cumplir que d(a,z) < didm(A). Recipro-
camente, si d(a,z) < didm(A) < r entonces = € A.

(2)=(1) Por (2) tenemos que A = B(a,7) o A = B(a,r), siendo r =
didm (A). O

Ejercicio 5. Sean (X, d) un espacio ultramétrico, A C X un subconjunto
acotado no vacio y a € A, entonces B(a,didm (A)) es la bola més pequena
que contiene a A.
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Solucion. Primero, veamos cémo siendo r = didm (A) y a € A, entonces,
A C B(a,r). Sea x € A, entonces,

d(a,z) <r = z € B(a,r).

Ahora veremos c6mo si tomamos ro < r, entonces A ¢ B(a,ro) para todo
a € A. Tomemos ag,a; € A tales que d(ag,a1) = r1 > rg. Esto serd posible
ya que ro < sup, ge 4 d(a, 3). Separamos en dos casos:

= Siag ¢ B(a,rg), entonces A € B(a,ro).

» Siag € B(a, ), entonces B(a,r) = B(ag, 7o) por la Proposicién 2.1.8.
Comgd(ao,al) = 71 > 10, tenemos que a; ¢ B(a,r). Por lo que
A ¢ B(a,ro). O

Ejercicio 6. En el espacio ultramétrico (Q, || - [/»)

B(0,1)=B(0,1)UB(1,1)U---UB(p—1,1).
Solucion. Para empezar, escribamos las expresiones de cada bola:

B(0,1) = {z € Q| |lall, = p~"® <1} = {z € Q| vy(x) > 0}.

B(0,1) = {z € Q| ||z], = p~*" < 1} = {z € Q| vy(x) > 0}.

B(i,1) ={z € Q| |z —ill, =p~"* 9 <1} = {z € Q| vy(x — i) > 0}
={z+i€Q|uv(z)>0}={z+i€Q|zeB(0,1)}
= B(0,1) + 1.

Viendo esto, empecemos con la demostracion.

(€) Sea ™ € Q tal que m y n son primos entre si. Si ™* € B(0,1), entonces,
p 1 n. Es decir, n # 0 (mod p), y por lo tanto podemos encontrar i €
{0,...,p— 1} que cumpla m = ni (mod p). Por lo que,

m=ni (mod p) = Tk €Z|m=pk—+in
m

k
— P e B0,1)+i=B3,1).
n n

Por lo que B(0,1) € /-, B(i, 1).

(D) Sea i € {0,...,p— 1}, y veamos cémo B(i,1) = B(0,1) +i C B(0,1).
Tomemos x + i € B(i,1) con z € B(0, 1), entonces,

[ + il < max{{[z[|p, [|]l,}-

Como |z|, < 1y ||ill, =0sii=0, 0 ||i], =1 en otro caso, es claro que
|z +i|l, < 1. Por lo que z +i € B(0,1). O
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Ejercicio 7. Definimos la funcién suelo |-|: R — Z y la funcién techo
[-]: R — Z del la siguiente forma

|z] :=méx{n € Z|x > n}, [z] :==min{n € Z | z < n}.

Sean el espacio ultramétrico (Q, || - [|;), € Q y > 0. Demuestre que se
tiene lo siguiente:

B(a,r) = B(avpﬂogpﬂ), B(a,r) = E(a’pl_logp(r)j)‘

Concluir que para cadan € Z se tiene que B(a,p"™) = B(a,p" ')y B(a,p") =

B(a,p"t1).

Solucion. Escribamos la expresién para B(a,r).

B(a,r) ={z € Q| |z —alp <r}
={0}u{zecQ|p =¥ <y}
=U{r € Q| —vp(z — a) < log,r}
={0}U{r € Q| vy(z —a) > —log,r}.
Como vp(x —a) € Z para todo x € Q y por la definicién de la funcién suelo,

tenemos que vy(xr —a) > —log, 7 es equivalente a que v,(z —a) > [—log, r].
Por ello,

B(a,r) ={0} U{zr € Q| vp(z —a) > [~log, 7]}
={0}u{z € Q| —vp(xr —a) < —[~log,r| = [log, |}
={z e Q| |z —all,=p~r= < plerly
— B(a,pMos ).

Por otro lado, se tiene que

Bla,r) ={z c Q[ —al, <r} ={0} U{z € Q[ vp(z — a) > —log, }.

Ya que v(z — a) € Z y por la definicién de la funcién techo, tenemos que
v(z —a) > —log,r es equivalente a que vy(z — a) > [—log,r]. Por ello,

B(a,r) ={0} U{r € Q| vp(z — a) > [—log, ]}
={0}U{z € Q| —vp(z —a) < —[—log,r] = [log, 7|}
= B(a,pUOgP”).

Por ello, cuando trabajamos con una bola de radio r podemos asumir sin
pérdida de generalidad que r = p™ para algun n € Z. Por ello, si tenemos

las bolas B(a,p") v B(a,p"), como por la definicién de la norma p-ddica
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sobre Q los valores posibles para la norma || - ||, son p* con k € Z, tenemos
lo siguiente.

Bla,p") ={z € Q[ |z —all, <p"}
={z € Q| llz —al, <p"™'} = Bla,p" ™).

Del mismo modo E(a,pn) = B(a,p"“), 0

Ejercicio 8. En el espacio ultramétrico (Q, || - ||5) demuestre que B(1,1) =
B(1,3) =B(13).

Solucion. Por el Ejercicio 7 se tiene lo siguiente:
B(1,%) = B(1,5/%G)) = B(1,5%) = B(1,1).
Por otro lado,
B(1,%3) =B(1,57") = B(1,57'"1) = B(1,1). O

Ejercicio 9. En el espacio ultramétrico (Q, || - ||,) demuestre que toda bola
abierta es una unién disjunta de otras bolas abiertas.

Solucion. Este ejercicio es una generalizacion de el Ejercicio 6. Basandonos
en él vamos a demostrar lo siguiente:

p—1
Bla,r) = | Bla+ri,).
=0
Empezamos demostrando lo siguiente. Sean || - || una norma sobre un cuerpo
X, a € X yr>0. Entonces, si existe z € X tal que ||z|| = r, se cumple lo

siguiente
B(a,r) = xB(g, 1),
x

y lo mismo ocurre con esferas y bolas cerradas. Vamos a demostrarlo para
las bolas abiertas, pero para esferas o bolas cerradas la demostracién es
analoga.

Blar)={fye X|ly—af <r} = {ye x| = 4}

:{ |Hy aH } {€X|Hy }

{evex -2t} e lven(®)

:a:~B(;,1).

Por el Ejercicio 7, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para una
Vel

bola B(a,r) existe n € Z tal que r = p™.
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Cuando a = 0 usando esto y el Ejercicio 6 con x = p~” tenemos lo
siguiente:

p—1 p—1 p—1
B(0,r) =p " B(0,1) =p" <U B(i, 1)) =Jp ™ B(i,1) = | ] Blir,r).
=0 =0 1=0

Si a # 0 tenemos lo siguiente:

p—1 p—1 p—1
B(a,r) =a+ B(0,7) =a+ U B(ir,r) = U a+ B(ir,r) = U B(a+ir,r).
=0 =0 =0

Solo nos queda ver que estas bolas son disjuntas. Por reduccién al absurdo,
supongamos que existen x € B(a,r) ei,j € {0,...,p—1}, donde i # j, tales
que x € B(a+ir,r) y x € B(a+ jr,r). Entonces

le —a—irl,<r y |lx—a—jr|,<r
Por lo que

r=rli=jlp=llri=rjlp = llo —a=rj=(a+z—=ri,

< méx{||z —a — rjlp, |z — a — ri|p} <7,

lo cual es absurdo. O

Sucesiones de Cauchy y completaciones

En los ejercicios anteriores hemos utilizado que para cualquier elemento de
z € Q, como vy(z) € Z, se tiene que ||z|, = p™ para algin n € Z. En
el siguiente ejercicio vamos a probar que esto también es cierto para los
elementos de Q,.

Ejercicio 10. Para todo 0 # = € Q, se tiene que ||z||, = p" para algin
n € Z. Para eso vamos a dar los siguientes pasos:

(1) Demostrar que toda sucesion (a,)nen sobre Z es de Cauchy respecto al
valor absoluto si y sélo si es semiconstante. Concluir que Z es completo
respecto al valor absoluto.

(2) Demostrar que la funcién v,: Q, — Z U {oco} dada por

x = T}Ln;o Ty — vp(T) = nILH;O vp ()

es una valuacion.

(3) Concluir que la norma p-adica toma valores en {p" | n € Z} U {0}.



Apéndice A. Ejercicios 51

Solucion. (1) Por un lado, si una sucesion (an)nen €s semiconstante, enton-
ces existe N € N tal que a,, = ay para todo m > N. Por lo que para todo
e > 0y para todo m,n > N se tiene que |a, — ap| = 0 < &, es decir, es una
sucesién de Cauchy.

Por otro lado, si (an)nen es una sucesién de Cauchy, entonces existe
no € N tal que para todo n,m > ng se da que |a, — a,| < 1. Como
ap, G € Z, entonces, a, — a,, € Z por lo que |a, — am| =0y ap = ap,. Si
tomamos N = ng + 1, para todo m > N se cumple que a,, = an.

Ademas, si (an)nen es semiconstante, entonces |a, — ay| = 0 < ¢ para
todo € > 0 y para todo n > N. Por lo que (a,)nen es convergente. En con-
secuencia, toda sucesion de Z que es de Cauchy respecto a el valor absoluto
es convergente.

(2) Por la Proposicién 3.2.6 si tomamos z = lim,_,o z, € Q, enton-

ces, ||z|lp = limp—e0 ||2n]|p. Como || - ||, es no arquimediana en Q, por la
Proposicién 3.2.8 también lo es respecto a Q. Por ello, la siguiente funcién

(@) 0 si x = o0,
vp(x) =
b —log,, ||lzl|, siz#0,

es una valuacion si y solo si v,(x) € Z para todo x = lim,,_,o0 x5, € Q,. Es
claro que, por cémo hemos definido v,, se cumple lo siguiente:

vp(z) = Up(nh;rgo an) = —log, || 11151010 anp = —log, nl;rglo znlp

= lim (—1log, llzall,) = lim v,(za)

Como vp(x) € R, la sucesién de niimeros enteros (v,(xy,))nen €s convergente
en R, por lo que es una sucesién de Cauchy. Por el apartado anterior es una
sucesion convergente en Z y v,(x) € Z. Entonces v, es una valuacién en Q,.

(3) Al igual que la valuacién p-ddica se puede expresar usando la norma
p-adica se cumple lo contrario, es decir:

2l 0 six =0,
x|y =
b p @) six £0,

Como vp(z) € Z, la norma p-adica toma valores en {p" | n € Z} U{0}. O

Equivalencias de normas y el Teorema de Ostrowski

Ejercicio 11. Demuestre que las normas || - ||, ¥ || - || no son equivalentes
para p y ¢, primos distintos.

Solucidn. Sean p y g dos primos distintos. ||p||, = % # 1y |lpllg = 1. Por el

Teorema 4.1.5, || - ||, ¥ || - |l; no son topolégicamente equivalentes. O
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Ejercicio 12. Sea K un cuerpo y consideremos el anillo de polinomios K[X].
Este es un dominio de factorizacién Unica, y en ese sentido es un anillo pa-
recido a Z. Los polinomios irreducibles son analogos de los nimeros primos.
El cuerpo de fracciones correspondiente,

K(X) = {£63 | f.9 € K[X], g £ 0},

es analogo a Q.

Supongamos que | - || es una norma sobre K(X) tal que | - || es trivial
sobre K.
(1) Probar que || - || es necesariamente no arquimediana.

(2) Probar que || - || estd definida por sus valores sobre K[X] C K(X).

(3) Supongamos que || X|| > 1. Probar que para todo f € K[X] se cumple
£l = || X498, asi que la noma es equivalente a la norma f
p~deelf) para algin 0 < p < 1.

(4) Supongamos que || X|| < 1. Probar que ||f|| < 1 para todo f € K[X].
Ademas, si la norma no es trivial y fo # 0 es un polinomio ménico
del minimo grado posible tal que || fo|| < 1, probar que fy = p es un
polinomio irreducible y ||¢||] = 1 si ¢ # p es otro polinomio ménico
irreducible. Concluir que en este caso la norma es equivalente a f +—
pv»(f) donde p <1y

vp(f): = méx{k | p* divide a f}.

Solucion. (1) Para todo n € N tenemos que n € K, de manera que, por
hipétesis, ||n|| = 1. De la Proposicién 2.2.4 deducimos que || - || es no arqui-
mediana.

(2) Para cada elemento z € K(X) existen f, g € K[X] tales que z(X) =

%. Por ello, ||z(X)| = H%) = %. En conclusién, los valores de || - ||
en K(X) estdn dados por los valores que || - || toma en K[X].

(3) Sea f(X) = ap+ -+ + ap, X" € K[X] con a, # 0, veamos como
|a; X|| # ||a; X7|| para todo i,j € {0,...,n} con i # j:
la;i X*|| = lla; X7 || <= llasll|X] = a1 X7 <= |X|I" = | X]
— [[X]=1,

contradiciendo la hipétesis que || X || > 1. Asi si aplicamos la generalizacién
de la Proposicién 2.2.2 tenemos que

1F (O = max{laoll, llar X[, . [lan X™[[} = méx{L, [|XI|, ..., [ X]["}
= X" = x| e,
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En conclusién || f| = p~9¢(), donde p = || X|| L.

(4) Sea f(X) = ap + -+ + ap X" € K[X] con a, # 0. Si || X| < 1,
entonces, || f(X)|| < max{||aol],...,[|[anX"||} = max{1l,... || X]|"} < 1.

Si ademds || - || no es trivial, existen f, g € K[X]\ {0} tales que % <1
Por ello, |||l # llgll y al menos uno de los dos tiene norma diferente a 1.
En consecuencia S = {f € K[X] | 0 < ||f|| < 1} es un conjunto no vacio y,
como las normas de estos elementos definen un subconjunto de N no vacio,
entonces existe algin fy € S con grado minimo.

Veamos que fg es un polinomio irreducible. Supongamos que fy = gh.
Como 1 > |[foll = llgll/|»]], tenemos que ||g|| < 1 o ||h|| < 1. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que ||g|| < 1. Entonces, g ¢ Ky g € S. Como
deg(fo) = deg(g) + deg(h), deg(g) < deg(fo) y como fy es un elemento con
grado minimo de S, deg(g) = deg(fo) y en consecuencia deg(h) = 0. Por lo
que h € K es una unidad y fy es un polinomio irreducible.

Como K es un cuerpo, K[X] es un dominio de ideales principales, por lo
que para dos polinomios existe el maximo comun divisor. Sea g un polinomio
primo distinto a fp, veamos que ||g|| = 1. Como los dos polinomios son
primos, el maximo comun divisor es 1, por lo que existen a,b € K[X] tales
que 1 = afy + bg, asi que

L= [[1]] = [lafo + bgll < max{|allll foll, Il llg]}-

Como |ja|| <1y | fol] <1 tenemos que ||b]|||g]| = 1, y esto sélo es posible si

1ol = llgll = 1.

Sea f € K[X]. Como K[X] es un dominio de factorizacién unica, existen
polinomios primos fi,..., f, € K[X]| y ag,a1,...,a, € Z tales que f =
ol fit - far. Por ello,

= 050 - A% faell = ol @l - Nl
= 1foll# @ 11 = | fol 0,

Como ||fo]] < 1, para todo p < 1 se cumple que
£ = 1fol|?™) < 1 = prl) < 1.

Por lo que, || - || es topolégicamente equivalente a la norma definida por
I+ p) por el Teorema 4.1.5. O






Apéndice B

Visualizacion de la norma
p-adica en los numeros
enteros

A partir del articulo Buissons et balais [5] hemos intentado dar una visua-
lizacién de Z que facilite la comprension del funcionamiento de la norma
p-adica. Para esto hemos creado una aplicacién interactiva, mediante el pro-
grama GeoGebra, accesible en

https://www.geogebra.org/m/rdypsdkw.

En este apartado intentamos describir esta visualizacion apoydndonos en
imagenes capturadas desde la citada.

La manera usual en la que nos imaginamos los niimeros enteros es co-
locdndolos en una linea de la siguiente manera.

Este tipo de visualizacién es muy adecuada cuando trabajamos con el
valor absoluto ya que coincide con nuestra idea intuitiva de distancia.

Sin embargo, cuando trabajamos con las normas p-ddicas esta represen-
tacion no es util. No se respetan visualmente las distancias tedricas de los
numeros. Esto provoca, entre otras cosas, que las visualizaciones de las bolas
no sean muy intuitivas y que, por ejemplo, cuando disminuimos el radio de
una bola no da la sensacién de que los elementos que quedan sean los més
cercanos al centro.

Ejemplo 1. Si tomamos p = 2 y las bolas abiertas centradas en 0 y de radio
2,1y % tenemos lo siguiente:

95


https://www.geogebra.org/m/rdypsdkw
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0-12 0-11 0-10 O-Q 0-8 0-7 O-E 0-5 0-4 O{‘l 0-2 O—1 OO O1 OZ 03 O4 05 o6 O? OS 09 O‘IU O‘I1 o12

(La versién interactiva de esta imagen se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/r57mn3cf)

Tampoco nos permite visualizar el limite de una sucesién. Por ejemplo si
tomamos la sucesion (p™),en que bajo la norma p-adica converge a 0 cuando
trabajamos con la representacién de la linea recta no da la sensacién de que
se “acerque” a 0 sino que da la sensacién de que se “aleja”.

Ejemplo 2. Sitomamos p = 2 y los cuatro primeros elementos de la sucesion
(p™)nen tenemos lo siguiente:

o« o 8 08 ® ® 8 8 * 8 8 B B 8 B B % 8 8 B 8 8 8 B & 8 B B 8 8 " " a0

* & & & ® & & 8 & ® & & & & 8 O 8 8 & &8 8 8 & 8 8 " 8 8 8 & 8

* @& & 8 % 8 & 8 & 8 ® * & &8 8 8 & 8 8 & & 8 8 & 8 =8 % & & & & T

(La versién interactiva de esta imagen se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/r57mn3ct)

Para solucionar esto vamos a crear una nueva manera de visualizar los
nimeros enteros. Nos vamos a basar en que Z = B(0,1) y en el Ejerci-
cio 9. Segtn este ejercicio toda bola B(a,p™) es la unién disjunta de p bolas
diferentes de radio p"~!. Asf la inclusién de las bolas puede ilustrarse del
siguiente modo (para p = 2,3,5,7):

Cuando nos disponemos a ordenar los elementos de Z dentro de estas
bolas vamos a hacerlo partiendo desde 0 e incluyendo de manera alternada
los nimeros positivos y negativos.

Ejemplo 3. Visualizacién con p=2.
La siguiente serie de imagenes ilustra el modo en el que se irian visua-

lizando ordenada y sucesivamente los elementos de Z siguiendo el orden de
{0,1,-1,2,-2,...}.


https://www.geogebra.org/m/r57mn3cf
https://www.geogebra.org/m/r57mn3cf
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Podemos observar varias cosas. Para empezar, la distancia entre cualquier
par de enteros x e y va a coincidir con el radio de la menor de las bolas
cerradas que contienen a los dos nimeros. De este modo se entiende mucho
mejor el cumplimiento de la desigualdad ultramétrica definida en la Defini-
cion 2.1.1. También se puede observar que, entre otras cosas, se cumple el
Ejercicio 7. Por tltimo también resulta intuitiva la comprensién de que una
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sucesién converja a un elemento, por ejemplo (2"),en.

=0 _aR,

oo @Q

(La versién interactiva de esta imagen se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/jfmvrpu8)

Ejemplo 4. Visualizacién con p = 3. Repitiendo la misma estrategia con el
caso anterior, volvemos a obtener figuras de forma fractal.



https://www.geogebra.org/m/jfmvrpw8
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(La versién interactiva de esta imagen se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/dwpbmsuj)

Ejemplo 5. Visualizaciéon con p = 5.

0 0
4 1
2 2
0
° ()
510 ;-: * *
< - - )

g 5 ) )
.611 -;3-4 '49 ‘.If * e Q *
¢ © o & & &

2 2
@ @
e & )N0! © e @ ae
2 4 £ & @ & &

(La versién interactiva de esta imagen se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/g9zdczgt)

Ejemplo 6. Visualizacién con p = 7. Tenemos los siguientes resultados.


https://www.geogebra.org/m/dwp6msuj
https://www.geogebra.org/m/g9zdczgt
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(o,

&
L 43 &3
DR &

Lo &7 & O

(La versién interactiva de esta imagen se encuentra en
https://www.geogebra.org/m/frpvaxpr)


https://www.geogebra.org/m/frpvaxpr
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