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1. Introduccion

La teoria de grupos de Lie tiene una fuerte presencia en multiples ambitos de la fisica,
puesto que resulta 1til en la descripcién de simetrias continuas. Por tanto, su andlisis y
propiedades resultaran fundamentales en algunos aspectos de la fisica tedrica en los que
la simetria tome un papel central.

Esta clase de grupos estan descritos por parametros reales, asi que no son grupos
discretos como pueden ser los grupos de simetria de un sélido cristalino, sino que son
continuos. Por ello, en su estudio pueden usarse herramientas del calculo diferencial e
integral que conocemos, asi que serd imprescindible la geometria diferencial [1-4].

El objetivo de este trabajo es ofrecer una descripcion de los grupos de Lie desde el
punto de vista tanto de la teoria de grupos como de la geometria diferencial, asi como
estudiar su estructura y caracteristicas principales. Ademads, se buscard senalar algunas
de sus aplicaciones en diversos ambitos de la fisica tedrica. En particular, se estudiara con
méas detenimiento la presencia de los grupos de Lie en la gravedad cuéntica de lazos, y
como sus propiedades permean en el planteamiento de esta teoria.

Para ello, se introducirdan algunos conceptos y estructuras de geometria diferencial,
necesarios tanto para la descripcion de los grupos de Lie como para la relatividad general.
Esta teoria de la gravedad, ademas de ilustrar con un ejemplo los conceptos introducidos,
constituird el punto de partida en la formulacion de la gravedad cuantica de lazos.

Los grupos de Lie son interesantes no sélo como transformaciones de simetria, sino
como objeto de estudio por si mismos. Sus particularidades y estructura adicional que
los diferencia de los grupos matematicos generales les proporciona una profundidad con-
ceptual anadida. Una de sus principales peculiaridades fue descubierta por el matematico
noruego Sophus Lie en 1870, en honor a quien deben hoy su nombre. Se trata de la posi-
bilidad de estudiar estos grupos a través de un objeto diferente, denominado algebra de
Lie, con el que es mds simple operar [1,5-8].

El comportamiento de estos grupos y sus algebras como transformaciones de simetria
vendra dada por la forma en que actuan sobre espacios vectoriales. Las propiedades
geométricas de los grupos determinaran la forma en que transforman los vectores. Por
ejemplo, uno de los grupos de transformaciones continuas mas conocido es el de las ro-
taciones en tres dimensiones. Este grupo no solo sera capaz de transformar los vectores
tridimensionales, sino que se podra aplicar a otros espacios vectoriales, como el espacio
de Hilbert de estados cuanticos. La estructura de este grupo determinaré la forma de los
estados de momento angular definido en mecanica cuantica [1,5-9].

Los grupos de Lie se utilizan también como elemento de construccién de estructuras
mas complejas en geometria diferencial, por ejemplo los fibrados. Estos son estructuras
fundamentales para la formulacién de teorias de gauge local, o teorias de Yang-Mills, que
describen campos de interaccion. Uno de los ejemplos mas representativos de este tipo de
teorfas es el de las interacciones entre particulas en el modelo estandar [1,7,10].

La aplicacién en fisica de estos grupos a la que se prestard mas atencién en este trabajo



es la gravedad cuantica de lazos. Esta teoria es una de las candidatas a ofrecer una descrip-
cién cuantica del campo gravitatorio. Para ello, reformula la descripciéon de la gravedad
dada por la relatividad general usando las llamadas variables de Ashtekar. Estas nuevas
variables introducen una libertad extra a la teoria, una libertad de rotacién. Ademds, esta
libertad es local, lo que recordara a las teorias de Yang-Mills permitiendo cierta analogia
en sus estructuras [11-14].

A la hora de cuantizar, esta teoria emplea la representacién de lazos, en la que se
introduce como base del espacio de Hilbert de los estados cuanticos unos grafos compuestos
de aristas que convergen en vértices. A cada una de esas aristas se le asocia un spin. Este
spin no esta relacionado con el momento angular intrinseco que conocemos de mecénica
cudntica, la similitud con este viene dada por el grupo de Lie subyacente [11-14].

Uno de los marcos en los que se trata la gravedad cuantica de lazos es el de la repre-
sentacion de Schwinger. Esta representacion reescribe los operadores de spin en funciéon
de los operadores aniquilacién y creacion de dos osciladores arménicos desacoplados [9].
Aplicar esta representacién a los grafos da lugar al denominado formalismo U(N) [15].

La estructura que seguira este trabajo sera, en la secciéon 2 introducir los elementos
necesarios de la geometria diferencial y su aplicacion en la relatividad general. En la sec-
cién 3 se describiran las principales propiedades de los grupos de Lie y algunos ejemplos,
ademas de sus algebras y la forma en que transforman vectores. También se estudiard mas
en detalle el grupo de rotaciones en tres dimensiones en la seccién 3.6. Se comentaran en
la seccion 3.7 las aplicaciones de los grupos de Lie en la teoria del momento angular
en mecanica cuantica, en relatividad especial, en mecanica analitica y en la formulacion
de las teorias de Yang-Mills. Por tltimo, en la seccién 4, se comentara la motivacion de
la gravedad cuantica de lazos y se dara un breve resumen de su formulacién y plantea-
miento, senalando la presencia de las propiedades de los grupos de Lie y comentando su
importancia para la futura solucién de los problemas de la teoria.



2. Geometria diferencial y gravedad

Los grupos de Lie son estudiados por la geometria diferencial, la disciplina matematica
que usa herramientas del calculo diferencial e integral y el algebra lineal y multilineal
en el estudio de la geometria. Antes de tratarlos, necesitaremos estudiar las variedades
diferenciables y sus propiedades, lo que usaremos de punto de partida para hablar de
relatividad general, necesaria para la gravedad cudntica de lazos [1-6, 8, 11]. En esta
seccion y durante todo el trabajo se empleara el convenio de Einstein para indices, en
la que indices repetidos en una expresion implican un sumatorio en todo su rango.

2.1. Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable n-dimensional es un conjunto que se parece localmente
a R". Es decir, podremos transladar a estos conjuntos arbitrarios el calculo diferencial
que conocemos.

Para definir su estructura, escogeremos una serie de subconjuntos {O,} que cubran
todos los puntos de la variedad M entera. Para cada uno de ellos, definiremos unas
aplicaciones biyectivas v, : O, — U, que lleven cada punto de O, a un subconjunto
abierto U, de R". Llamaremos a estas aplicaciones cartas o sistemas de coordenadas.

Algunos subconjuntos O, tendran intersecciones no nulas en las que definiremos unas
aplicaciones de cambio de coordenadas. Si consideramos la interseccién O, (Os # 0, la
aplicacion g o1, ! llevard puntos de 1,[04 () Os] C U, C R™ a puntos de 5[0, () Os] C
Us C R", es decir, para un punto descrito por dos cartas, relacionara las coordenadas
que le asigna v, con las que asigna 1g. Llamaremos atlas al conjunto de cartas junto
con las aplicaciones 5 0 1,1 que las “cosen”. Al ser 15 0 ;! una aplicacién de R™ en
R", sabemos lo que significa que sea diferenciable. Si 1501, ! es continua e infinitamente
diferenciable (C*) diremos que la variedad M junto con el atlas es diferenciable [1-4].

Figura 1: Diagrama representativo de las cartas y los cambios de coordenadas.

Por ejemplo, la 2-esfera S? = {(z', 2% 23) € R3|(2")? + (2%)? + (z*)? = 1} es una varie-

dad diferenciable. No podemos cubrir toda la esfera con una sola carta, pues quedarian
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puntos sobredeterminados. Por ejemplo, podemos cortarla por un plano que pase por el
centro de la esfera y proyectar cada hemisferio en un disco en R%. Repetimos este proceso
con dos planos con vector normal perpendicular al del primero y entre si para cubrir todos

los puntos de la esfera.

S? A

Y

Figura 2: Diagrama de una posible configuracién de cartas sobre la 2-esfera S2.

Entonces, podemos decir que la 2-esfera es una variedad diferenciable de dimensién 2,
puesto que las cartas proyectan sus puntos sobre R2. Un razonamiento similar se sigue
para demostrar que la n-esfera es una variedad diferenciable

St ={(z', ..., 2" e R¥}(z")* + ... + (") =1} (2.1)

2.2. Vectores

Las variedades, en general, no tienen estructura de espacio vectorial. Los vectores
yacerdn en el espacio tangente a la variedad V), en un punto p. De esta forma, lo que
haremos sera asociar a cada punto de la variedad un espacio vectorial de la dimensién de
ésta. En principio y sin definir estructura adicional, los espacios tangentes a dos puntos
distintos no tienen relacién entre si.

Siendo F la coleccion de funciones C*° de M en R, definiremos la derivada direccional
X, : F — R en un punto p como

9 (Foy) (22)

Ok %(p)

con z* las coordenadas Cartesianas de R™. Los vectores tangentes Xy, ..., X, representan

Xu(f)

una base del espacio tangente a la variedad en p, por lo que podemos expresar cualquier
vector de la forma v*X,. Denotaremos por simplicidad X, como 0/0z* o simplemente

d,.

Esta base, tinica para cada carta, se llama base coordenada. Podemos expresar los
elementos de la base coordenada para una carta v’ en funcién de la que ya tenemos
usando la regla de la cadena

0 oz 0
oxrt Ot o) ozr'v’ (2.3)

Y, entonces, las componentes v"” de un vector se relacionan con sus componentes en la

vieja base de la forma
,0x'*

oV’

vt = (2.4)



R'I’L

v

f(p)

v

Figura 3: Diagrama de las funciones que utilizamos para la construccién del espacio tangente

en la ecuacién (2.2).

v , . . . .
donde %‘67 seran simplemente los elementos del inverso de la matriz Jacobiana de trans-
formacién entre los dos sistemas de coordenadas.

Las componentes del vector tangente 7" a una curva descrita de forma paramétrica por
sus coordenadas z*(t) vendrédn dadas por:

B dxt

=" 2.5
o (2.5)

Definiremos también el espacio cotangente V. Este es el espacio vectorial formado
por las aplicaciones lineales f : V, — R. Es decir, es el espacio dual al espacio tangente.
Usualmente nos referiremos a los vectores en V), como vectores contravariantes y a los
vectores en V' como vectores covariantes. Una vez se ha escogido una vase para V, la
denominada base dual a ella de V* es aquella que cumple que f#(X,) = 6, donde 6} = 1
si p = v y 0 si no. Usando la base coordenada para V), la base de V" que escogeremos
serd dz*, de forma que un vector covariante se escribe w = w,dz* [1-4]. Al cambiar de
carta, sus coordenadas cambian de la forma

, oxt
Wy = Wu o'’

(2.6)

operando de forma andloga a la ecuacién (2.3) [1-4].

2.3. Tensores y métrica

Un tensor (k,[) es una aplicacién multilinear 7': V' x ... x V' x V, x ... x V, = R.

(.

vV Vv
k !
Es decir, dados k vectores covariantes y [ vectores contravariantes, 7' produce un niimero

actuando de forma lineal en cada entrada. Un tensor (0,1) es un vector covariante, y un
tensor (1,0) es un vector contravariante.



Si usamos la base coordenada de V), un tensor se escribe usando sus componentes de
la forma

T =T, 0, ®...Q00, ®@de" @ ... Qdz", (2.7)

y estas se transforman al cambiar de carta

' oz”

/ /
Tt o= Tk, O 2
Vit S e g

(2.8)

Para operar con tensores, usaremos habitualmente la notacién de indices, por lo que
la emplearemos para explicar dos importantes operaciones. La contraccién de un tensor
consiste en rebajar su rango de (k,1) a (k — 1,1 — 1) con respecto a un indice covariante
y uno contravariante igualando ambos 7*~7#+ . . Por ejemplo, la contraccién de
un tensor (1, 1) con respecto a sus dos tnicos indices es simplemente la traza de la matriz
que lo representa. El producto exterior de dos tensores es una operacion que toma un
tensor (k,1) T y un tensor (k’,1') T" para dar como resultado un tensor (k+ k',1+1") S,
SHL B i — Tﬂl-~~NkylmylT/Mk+1---ﬂk+k/

Vi Por ejemplo, la operacién T+, vf Sy,

da como resultado un tensor (1,1).

VH—l"'VH»l’ N

Hemos definido los tensores a partir del espacio tangente a un punto de la variedad, por
tanto, tienen caracter local. Si asignamos un tensor a cada punto de la variedad obtenemos
un campo tensorial, que diremos que es suave si sus coordenadas son funciones suaves al
moverse por la variedad.

Un tipo especial de tensor es el tensor métrico, o simplemente métrica. Una métrica g
es un tensor (0,2) simétrico (g,, = ¢,,,) y no degenerado (ninguno de sus autovalores es 0)
que nos da informacion sobre como medir distancias en la variedad. El llamado elemento
de linea ds, la distancia infinitesimal, se calcula

ds® = g, dxtdx”, (2.9)

La métrica, como tensor (0,2), es una aplicacién de V,, en V. Esta aplicacion es inver-
tible, y su inversa se denota g"”. Entonces, la métrica asigna a cada vector covariante un
vector contravariante de forma univoca, y viceversa. Notacionalmente se expresa con la
accién de subir o bajar indices. g, v" = v,, ¢"w, = wH [2-4].

2.4. Curvatura

Intuitivamente, podemos distinguir una superficie curva de una plana en R3. Esta
nocién de curvatura de una variedad en referencia a otra de dimensién mayor en la que
estd contenida se denomina curvatura extrinseca. Buscamos una definicién de curvatura
intrinseca que no haga referencia a variedades en las que nuestra variedad pueda yacer.
En una variedad curva, la geometria no se comporta de manera intuitiva, por ejemplo, la
suma de angulos de un triangulo no sera 180°. En el caso de una esfera si transportamos
un vector a lo largo de una curva cerrada como se ilustra en la figura 4, el vector resultante
no coincidira con el inicial. Esta forma de transportar un vector se denomina transporte



Figura 4: Transporte paralelo de un vector v* a lo largo de una curva cerrada sobre la esfera.

paralelo, y necesitaremos definirlo para establecer la curvatura intrinseca. Antes se debe
definir un nuevo operador, el operador derivada covariante V [2-4].

La derivada covariante lleva un campo tensorial (k,[) suave a otro campo tensorial
(k,l+ 1) suave y ha de cumplir las siguientes propiedades:

1. Linearidad: V,(a#t-#*,, 4+ BSH bk, ) =aV , THte, o+ BV, SHbe,
2. Regla de Leibnitz: V(T -k, , S ) = (V,Trt, )0 4
3. Conmutatividad con la contraccion: V,(TH-1#ky, o) = VTt

4. Consistencia con la identificacién de vectores tangentes como derivadas direccionales
de campos escalares: t(f) =tV f.

5. Torsién nula: V,V,f —V,V,f = 0. Esta condicién no es necesaria, sin embargo,
solo usaremos la derivada covariante en relatividad general, y esta teoria emplea
derivadas libres de torsion.

De estas propiedades se deduce que la derivada covariante toma la forma
V¥ =" + T 0, (2.10)

Vuw, = 0w, — T w), (2.11)

siendo I'/,, un campo tensorial! (1,2) suave simétrico respecto a sus indices covariantes
I'n, =1, sobre el que tenemos libertad de eleccion y que se denomina conexion o simbolos
de Christophel.

Podemos ahora definir la nocién de transpore paralelo. Decimos que un vector v* se
transporta paralelamente a lo largo de una curva con vector tangente t* si la relacion

V0" = 0 (2.12)

IDecimos tensorial en el sentido de que es una aplicacién multilineal sobre vectores, sin embargo no
se transforma como lo hacen los tensores (ecuacién 2.8), al igual que la derivada parcial. No obstante, las
contribuciones no deseadas al cambio de coordenadas de estas dos se cancelan y la derivada covariante si
se transforma correctamente.



se cumple a lo largo de toda la curva.

Para hacer una eleccién de los simbolos de Christophel, exigiremos que el producto
escalar de dos vectores se mantenga invariante al transportarlos paralelamente a lo largo
de cualquier curva, es decir

'V (g0 w?) = 0 = t*(V ,g,,) 0" W’ + 4 (V ,0") g0’ + 4 (V ,wP)g,,0" = 0. (2.13)

Como estamos en situaciéon de transporte paralelo,v* y w” vectores que satisfacen (2.12),
por lo que la condicién se reduce a

v,ugup = 0. (214)

Ahora si, la conexién queda univocamente determinada y toma la forma

1
L = 59”"10ugun + 0uGym — Ongus], (2.15)

que se denomina conexion de Levi-Civita [2, 3].

Como hemos dicho, en una variedad curva el transporte paralelo a lo largo de una
linea cerrada no coincide con el vector inicial. Esta definicion de curvatura viene dada
por el tensor de curvatura de Riemann, que se identifica como el conmutador de dos
derivadas covariantes sucesivas

V,Vow, =V, V,w, =R, w, (2.16)
0, en términos de los simbolos de Christophel,

Rypy = 0,T%, — 0, + T}, T% —T7T%,. (2.17)

vn=ap pn- v

A partir del tensor de curvatura se definen el tensor de Ricci R,, = R el escalar

p
v s
de curvatura R = R,,g" y el tensor de Einstein G,, = R, — %R Guv- Si el tensor de

Riemann es nulo, la variedad serd intrinsecamente plana. Si no es nulo, serd curva [2,3].

Conociendo las propiedades de curvatura de una variedad, podemos establecer una
clase especial de curva, las geodésicas o curvas de minima distancia, las curvas mas
rectas posibles. Es claro que en el espacio plano estas curvas seran lineas rectas, pero
tendran formas més variadas en variedades curvas. Estas curvas son aquellas cuyo vector
tangente se propaga paralelamente a si mismo. Es decir, el vector tangente cumple la
ecuacion (2.12) t'V, " = t19,t” + t*T,t* = 0. Usando la ecuacién 2.5 para escribir las
componentes del vector tangente en funcién de las coordenadas de la curva y el parametro
t que la describe, la ecuacion para las coordenadas de una geodésica queda

A2zt dz? dx¥
+ MO’I/_
dt? dt dt

En el caso en el que la conexion sea nula vemos que se reduce simplemente a la ecuacion

= 0. (2.18)

diferencial que describe una linea recta [2-4].

Se puede definir también otro tipo de derivada sobre los tensores, la derivada de Lie.
Para esta clase de derivada no hace falta introducir una conexién, sino que se introduce



una congruencia de curvas que no se cortan entre si. La derivada de Lie nos da una idea
de cémo varia un tensor a lo largo de esas curvas [2,4]. Si t#(z) es el campo vectorial que
en cada punto coincide con el vector tangente a la curva que pasa por €él, la derivada de
Lie de campos vectoriales covariantes y contravariantes es

Li" = t"0,0" = 0”0, t" 5 Lyw, =t"0,w, + w,0,t". (2.19)

2.5. relatividad general

La relatividad general es una teoria de la gravedad formulada por Albert Einstein
en 1915, la mas acertada y probada teoria de la gravedad que tenemos, por lo que sera
el punto de partida para tratar la gravedad cuantica de lazos. Se basa en dos principios
béasicos: el principio de equivalencia, que estipula que localmente un sistema bajo la accion
de un campo gravitatorio es indistinguible de uno siendo acelerado, y el principio de
covariancia, que plantea que las leyes fisicas han de tener la misma forma en todo sistema
de referencia. Esta teoria plantea el espacio-tiempo como una variedad diferenciable en
general curva. La gravedad entonces no es una fuerza real, sino una fuerza ficticia debida a
que las trayectorias de los cuerpos por la variedad no serdn lineas rectas, sino geodésicas.
La conexion actuara como una aceleracién ficticia analoga a las aceleraciones centrifuga y
de coriolis en sistemas en rotacién. Ademas, siempre podremos escoger unas coordenadas
en las que localmente la conexién se anule [2—4].

La curvatura del espacio-tiempo viene dada por las ecuaciones de Einstein

G = e -

T (2.20)

donde Ty, es el tensor de energia-momento, que contiene informacién de la distribucion
de materia y energia en nuestro espacio-tiempo. Estas son 10 complicadas ecuaciones
diferenciales no lineales acopladas de segundo orden en las componentes de la métrica,
que nos dan informaciéon de las geometrias posibles en un espacio-tiempo fisico y a qué
distribuciones de materia corresponden. Es decir, la materia curva el espacio-tiempo y el
espacio-tiempo define el movimiento de la materia.
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3. Grupos de Lie

Empezaremos recordando el concepto de grupo. Un grupo G es un conjunto dotado
de una operacién interna (-) que combina dos elementos del grupo para dar lugar a otro.
Esta operacion es tal que existe el elemento reciproco y un elemento neutro I.

g-¢d =g (3.1)
g-Il=g=1-g (3.2)
g g =1 (3.3)

con g, g, ¢, ¢" yIéeG. Laoperacién de grupo cumple la propiedad asociativa. Usual-
mente omitiremos el simbolo -, puesto que trabajaremos con grupos de matrices en los
que la operacién de grupo es simplemente la multiplicacion de matrices.

Un grupo de Lie es un grupo que también es una variedad diferenciable, puesto que
la operacion de grupo y la inversién son C*°. Un simple ejemplo es el de los nimeros
complejos de médulo unidad

{z€C; |2]* = (Re(2)* + (Im(2))* = 1}. (3.4)

Es claro que este es un grupo con la multiplicacién usual pudiendo expresarlo de la forma

0 _ Im(z)
e con 0 = arctan Re(s)

l-esfera (un circulo), por lo que también es una variedad diferenciable [5-8].

>. Ademds, por analogia con la ecuacién (2.1), es también una

Discutiremos solo una clase de grupos de Lie, los llamados grupos de Lie de matrices.
Estos son todos subgrupos del grupo lineal general, el grupo de las matrices invertibles
n x n. Denominaremos a este grupo GL(n,R) si las entradas son reales y GL(n,C) si
son complejas. Llamaremos grupo lineal especial SL(n,C) al subgrupo de matrices de
GL(n,C) con determinante unidad.

Los elementos de un grupo de Lie de matrices pueden identificarse con un niimero finito
de parametros reales. El minimo nimero de parametros que pueden usarse para identificar
un elemento del grupo es la dimension de éste. Por ejemplo, el grupo de los nimeros
complejos de médulo unidad (3.4) tiene dimensién 1, puesto que puede ser descrito por
un Unico parametro ¢. La dimensién de las matrices de un grupo no tiene por qué coincidir
con la dimension del grupo.

Definiremos una clase concreta de aplicaciones entre grupos de Lie, los homomor-
fismos de grupos de Lie. Un homomorfismo entre grupos es una aplicacion que lleva
elementos de un grupo a otro conservando la operacion de grupo, lo que obliga a que la
aplicacion lleve la identidad del primer grupo a la identidad del segundo. Si esta aplica-
cién es ademads continua, diremos que es un homomorfismo de grupos de Lie. Ademas,
si el homomorfismo es biyectivo y su inversa es también continua, diremos que es un
isomorfismo de grupos de Lie [1,5-7].
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3.1. Propiedades topoldgicas

Como hemos dicho, los grupos de Lie son una clase de variedad diferenciable, y como
tal pueden (o no) presentar ciertas propiedades topolégicas, algunas de las cuales seran
comentadas a continuacién [5].

3.1.1. Compacidad

Un conjunto compacto es aquel con fronteras (cerrado), y ademés sus fronteras estéan
contenidas en el conjunto (acotado). En el caso de los grupos de matrices, esto se traduce
en que el médulo de cada elemento de las matrices que lo componen esan siempre por
debajo de un cierto nimero C, |A;;| < C. Por ejemplo, los conjuntos O(n), SO(n), U(n)
y SU(n) son grupos compactos, con |A4;;| < 1.

3.1.2. Conectitud

Una variedad es conexa si para cualquier par de elementos de la variedad g y h existe
una curva (t) continua que cumple que y(0) = g v y(a) = h, es decir, la curva une de
forma continua los elementos de la variedad.

Definiremos la componente identidad de un grupo de Lie como el subconjunto de
matrices g conectadas con la identidad, es decir, v(0) = I y v(a) = g. Evidentemente en
un grupo conexo la componente identidad sera el grupo completo.

3.1.3. Conectitud simple

Una variedad es simplemente conexa si podemos deformar de forma continua cualquier
curva cerrada para dar lugar a un punto.

3.2. Ejemplos

Si bien hay multitud de grupos de Lie, comentaremos algunos de los ejemplos mas
recurrentes en fisica.

3.2.1. Grupos unitarios

Una matriz g de dimensién n X n pertenece al grupo unitario U(n) si sus vectores
columna son ortonormales usando el producto interno estandar en C" (z,y) = 6;;77y"

Gii 915 =95 95 = 6 (3.5)

donde g;; es el complejo conjugado de g; v ¢' es la matriz adjunta de ¢, es decir su
traspuesta conjugada. Equivalentemente, g'g = I, por lo tanto,

gT = gil. (36)
Ademas, las matrices unitarias preservan el producto interno estandar en C”
(9, 9y) = (9'g2,y) = (=, y).
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Una matriz es unitaria si y solo si preserva el producto en C".

Dado que para una matriz M general, det M1 = det M, en el caso unitario det(g'g) =
detg detg = |detg|?> = detI = 1. Por tanto, si ¢ € U(n) entonces detg = +1. El
subgrupo correspondiente al signo positivo se denomina grupo unitario especial SU(n).

Es claro que (3.4) representa el grupo U(1), puesto que (e?) = ¢~ = (e?)~1 [5-7].

3.2.2. Grupos ortogonales

Siguiendo un razonamiento analogo al caso unitario, una matriz real g de dimensién
n x n pertenece al grupo ortogonal O(n) si sus vectores columna son ortonormales usando
el producto escalar euclideo en R™ (z,y) = §;;27y"

Sug" g = oug™" g¥ = b, (3.7)
donde g7 es la matriz traspuesta de ¢g. En este caso podemos expresar la condicién como
g%'g = 1. Entonces

g =yg"! (3.8)

Como en el caso unitario, una matriz serd ortogonal si y solo si preserva el producto
escalar euclideo en R”

(92, 9y) = (9" gz, y) = (z,y).

Las matrices ortogonales también cumplen que det g = +1, y si nos restringimos al
caso positivo obtenemos matrices pertenecientes al grupo ortogonal especial SO(n). Los
elementos de SO(n) representan rotaciones, mientras que los de O(n) representan bien
rotaciones o bien combinaciones de rotaciones y reflexiones. Podemos repetir el procedi-
miento permitiendo entradas complejas en las matrices, llegando a la conclusién de que las
matrices complejas pertenecen a O(n, C) siy solo si g7 g = 1. Estas matrices tienen deter-
minante det g = £1 y podemos seleccionar aquellas con determinante unidad obteniendo
elementos de SO(n,C) [5-7].

3.2.3. Grupos ortogonales generalizados. El grupo de Lorentz

Se puede generalizar el concepto de matriz ortogonal usando en lugar del producto
euclideo la forma bilineal

(.1’, y)n,n’ = —T1Y1 — ... — TpYn + Tnt1Ynt1 T - - - T Tnin/Yntn! = nijxjyi (3'9)

! . . .
con z e y vectores de R™™ y 5 una matriz diagonal con menos unos en sus n primeros
elementos y unos en los n’ siguientes

—1

(3.10)
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Las matrices ¢ de dimensién (n+n') x (n+n’) que lo preservan (g, gy)n.w = (T, Y)nn
constituyen el grupo ortogonal generalizado O(n,n’). Equivalentemente, una matriz g
pertenece a O(n,n’) si y solo si g'ng = 7. Esto ademds impone que (det g)?detn =
detn = det g = £1. Igual que en el resto de casos, restringirnos al caso del determinante
positivo da lugar al grupo SO(n,n’). En concreto, el grupo O(1, 3) se denomina grupo de
Lorentz, que tiene un interés particular en el estudio de la relatividad especial [5].

3.2.4. Grupos simplécticos

Un grupo real simpléctico Sp(n; R) de matrices 2n x 2n esté constituido por matrices
que preservan la forma bilineal

w(z,y) = Qya'y’ (3.11)
0
-1 0
—Q¢7Q = g~!. Equivalentemente se define el grupo complejo simpléctico como el grupo

siendo ) = (

) y x e y vectores de R?". Las matrices que lo forman cumplen

de las matrices que preservan la misma forma w tomando vectores en C?". Todas las
matrices simplécticas tienen determinante unidad [5].

3.3. Exponencial de una matriz

La exponencial de matrices juega un papel central en el estudio de los Grupos de Lie,
puesto que constituye la herramienta que relaciona el grupo con su espacio tangente. Se
define la exponencial de una matriz X de dimension n x n mediante su serie de Taylor

e = i X (3.12)

m!
m=0

Esta serie converge para cualquier matriz de entradas complejas. Ademas, dado que X™
es una funcién continua de X, la exponencial también lo es [5-8].

0 —a

a 0

Por ejemplo, si X = <
0 —a

2 —a® 0 3
con a € R, vemos que X* = 5 | X° =

0 a A at 0 . ‘ ' ' /
(—a3 0) y X% = (0 A Como X* es proporcional a la identidad, el resto seran
recurrentes excepto el factor de proporcionalidad, por lo tanto la suma quedara
o0 (,1)m 2m (71)777. 2m—+1 .
X — Z ﬁ — ( Z:::O( )ZmZ o o Zomozo W) o (COS a —sin a)
= ' — ) —1)mqg2m 00 —1)mg2m = . .
m=0 m: Zm:() T emt)l Zm:O oy R s a CcOoS a

La exponencial cumple las siguientes propiedades para dos matrices X e Y cualesquiera:

1. 2 =1.

2. (GX)T — GXT.
X)-1 -X

3. e* es invertible y (e

4. det(eX) = emX)
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elatPX — eaXeBX para a, 5 € C.

eXtY — eXeV siysolosi XY =Y X.

—1

® N o o

e9%9" = geX ¢! siendo ¢ invertible.

3.4. Algebras de Lie

Los grupos de Lie son variedades, en general curvas, cuyas propiedades pueden ser
codificadas en su mayoria en un espacio vectorial con estructura adicional, el algebra del
grupo. Un algebra de Lie g es un espacio vectorial sobre el que se define una aplicacion
bilineal antisimétrica denominada corchete de Lie [ , |, que asocia dos elementos del
agebra con un tercero. Esta aplicacion ha de cumplir la identidad de Jacobi [X, [Y, Z]] +
Y, [Z, X||+]Z,[X,Y]] =0 V X,Y, Z € g. Hay un amplio rango de aplicaciones que pueden
ser usadas como corchete para definir un dlgebra, por ejemplo, R? con el producto vectorial
es un dlgebra de Lie [5-8]. Sin embargo, para los dlgebras de los grupos de matrices que
usaremos, siempre definiremos el corchete de Lie como el conmutador [X,Y] = XY -Y X.

Dada una base del dlgebra {Y;}, definimos las constantes de estructura c;;* como

las constantes unicas para cada algebra que satisfacen [Y;,Y;] = cl-jkYk.

El 4lgebra se relaciona con el grupo mediante la aplicaciéon exponencial e!¥. El dlgebra
g de un grupo G es el conjunto de las matrices que cumple que /¥ =gconY €gyg € G
para cualquier t € R. Dado que la exponencial conforma una curva continua en el grupo

0Y — I, mediante la exponencial

parametrizada por ¢, y cuando ¢t = 0 se cumple que e
de elementos del algebra solo generaremos los elementos del grupo conectados con I, es
decir, la componente identidad del grupo. Esto implica que el dlgebra solo generara el

grupo completo si este es conexo [5].

Si llamamos a la curva exponencial v(t) = e, de forma que v(0) = I, el vector

()
dt

=Y. Por lo tanto, los elementos Y del algebra forman el espacio

tangente a la curva serd = Ye'Y segin la ecuacién (2.5), que para t = 0 quedard
dy(t)
dat =0

tangente al grupo en la identidad [5-8].

simplemente

Esta propiedad permea a los homomorfismos de grupo. Si ® : G — H es un homo-
morfismo del grupo de Lie G al grupo de Lie H, existe una tnica aplicacion ¢ : g — b
que relaciona las dlgebras correspondientes a cada grupo, de forma que ®(e¥) = ¢?(), En

concreto, ¢ sera la derivada de ® en la identidad, dado que los homomorfismos de grupo
d®(etY)

dt_ 1t=0
elemento de g. Llamaremos a ¢ homomorfimo de algebras de Lie [5].

con Y un

han de relacionar las identidades de los grupos. Entonces ¢(Y) =

Al tratar con aplicaciones en fisica se suele utilizar otro convenio para la aplicacién

X = ¢, de modo que el nuevo algebra

exponencial, anadiéndola un factor i, quedando e*
se relaciona con el anterior de la forma ¢X = Y. También cambiaran las constantes de
estructura [V;,Y;] = [iX;,iX;] = —[X;, Xj] = i ¢;;* Xk, entonces las nuevas se relacionaran

con las anteriores multiplicando por —:. Durante el resto del trabajo emplearemos este
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convenio.

Por ejemplo, el édlgebra de U(n), u(n), es el espacio de las matrices X de dimensién
n x n que satisfacen X' = X, las matrices hermiticas, lo que se demuestra usando las
propiedades de la exponencial

(X = ()= N =¥ = XT =X, (3.13)

El algebra de SU(n) es su(n), y lo componen las matrices de u(n) con traza nula. Como
el determinante de las matrices de SU(n) es 1, det(e™) = X)) = 0 = 1.

En el caso de los grupos ortogonales, el dlgebra de O(n) es el espacio de las matrices
X de dimensién n x n que cumplen X7 = —X, lo cual se demuestra de forma andloga al
caso unitario

()T = (X)X =X o XT = _X, (3.14)
Este tipo de matrices, las matrices antisimétricas, tienen traza cero por definicién (de

hecho, cada elemento de la diagonal es nulo), por tanto este también es el dlgebra de
SO(n) y lo denominaremos so(n).

3.5. Representaciones

En las aplicaciones fisicas, lo que nos interesara de los grupos seran la forma en la que
transforman los vectores. Siendo V' un espacio vectorial sobre R de dimension n arbitrario,
las transformaciones lineales invertibles sobre las coordenadas de los vectores dada una
determinada base seran elementos del grupo GL(n,R), o GL(n,C) si tenemos un espacio
vectorial sobre C. Por otra parte, el espacio de los operadores lineales que llevan vectores
de V' a si mismo serd gl(V') = End(V) que, ademas, serd un élgebra de Lie [5-7].

Una representacion de un grupo de Lie G es un homomorfismo de grupos de Lie II
que lleva elementos del grupo a GL(n,R) en el caso real y a GL(n,C) en el caso complejo

II:G— GL(n,R) ; II:G— GL(n,C). (3.15)

Una representacion de un algebra de Lie g es un homomorfismo de algebras de
Lie 7 que lleva elementos del algebra a gl(V')

m:g— gl(V) (3.16)

Una representacion de cualquiera de los dos tipos es una representacion fiel si el ho-
momorfismo es biyectivo, es decir, la representacién constituye un grupo (o un espacio
vectorial en el caso de la representacion de algebra) isomorfo al grupo de Lie (o al dlgebra).

Dado que los grupos que trataremos siempre seran de matrices, la accién de una re-
presentacion sobre un vector se reducira la accion de una matriz sobre el vector de coor-
denadas.

Tenemos ahora una nueva forma de clasificar subespacios de V' atendiendo a como una
representacion actia sobre él. Diremos que un subespacio W de V' es invariante ante

16



la accion de una representacion II de G si al actuar ésta sobre vectores de W da como
resultado otro vector de este mismo subespacio II(g)w € W Yw € W, g € G. Ademas, W
es no trivial si es distinto de cero. Si la representacion no tiene subespacios invariantes
no triviales diremos que es una representacion irreducible. Todos estos conceptos se
definen de igual forma para representaciones de algebras.

En términos de representaciones, la propiedad del algebra de ser el espacio tangente
al grupo en la identidad aparece otra vez. Dada una representacién Il de un grupo G
siempre existe una representacién 7 de su algebra g que cumple II(eX) = ™) VX € gy
que corresponde a la derivada en la identidad de la representacién del grupo

d )
—TII(e™)| . (3.17)
dt —o

m(X) =

La inversa no es siempre cierta. Uno no puede siempre construir I a partir de =, sélo

es posible si G' es un grupo simplemente conexo. La demostracion excede el propésito de
este trabajo, pero puede encontrarse en la referencia [5].

Dado que el algebra g de un grupo G tiene estructura de espacio vectorial, podemos
establecer sobre él representaciones tanto del grupo como del propio algebra. Esta clase de
representaciones se denominan representaciones adjuntas. La representaciéon adjunta
del grupo, denotada Ad, viene dada por Ad,(Y) =gYg ', conge GeY € g. Ady(Y),
al ser lineal en Y, pertenece también al dlgebra, puesto que si calculamos su exponencial

obtenemos €9Y9 " = e’ g1 que es un elemento del grupo. La representacién adjunta del
algebra es adx(Y) = [X,Y], con X,Y € g. En el caso de las representaciones adjuntas

siempre se cumple que €Y = Ad_ixY .

A partir de representaciones conocidas, existen mecanismos que nos permiten construir
otras nuevas. Uno de ellos es la suma directa & de representaciones. La suma directa
de las representaciones Ily, ..., II,, de G en los espacios Vi,...,V,, estda definida como

(I (g) @ ... & () (vr, .. vm) = (1 (g)v1, - .., T (g)vm) (3.18)

con g € G. Se define de forma andloga la suma directa de representaciones de élgebras.
Estas sumas directas son representaciones por si mismas.

Otro mecanismo es el del producto tensorial. El producto tensorial de un espacio
vectorial V' de dimension n y otro U de dimension m, es un espacio vectorial V' @ U
construido con vectores de V' y de U que tiene dimensién n - m. El producto tensorial de
dos vectores de V' y U lo denotaremos v ® u. Entonces, si {v;} es una base de V' y {u;} es
una base de U, {v; ® u;} constituye una base del espacio producto. Nétese que no todo
vector del espacio producto puede expresarse como el producto tensorial de un vector
de V con otro de U, sino que algunos solo podran escribirse como combinacién lineal de
varios productos. Si tenemos una representacion II; de un grupo de Lie GG sobre V' y otra
II, de H sobre U, el producto tensorial de las dos representaciones es una representacion
IT; ® II; de G x H que actia sobre V ® U de la forma

(I @ II2)(g, h)v @ u = (I (g)v) © (Ma(h)u) (3.19)
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La representacion de algebras asociada es
(m @m)(X,Y)=m((X)®@ [ +1m(Y) (3.20)

con X € geY € bh. Si tomamos el producto tensorial de dos representaciones del mismo
grupo G, esta puede ser vista tanto como una representacion de G' como de G x G, aunque
cuando tratemos productos de este tipo siempre usaremos el primer punto de vista. Se
puede demostrar que, aunque II; y II; sean representaciones irreducibles de GG, su producto
tensorial no tiene por qué serlo. Podemos preguntarnos si es posible expresarlo como la
suma directa de otras representaciones irreducibles [5-7]. Esta idea se desarrolla en la
teoria de Clebsch-Gordan, que veremos en mas profundidad en la seccién 3.7.

3.6. SU(2) y SO(3)

Los grupos SU(2) y SO(3) aparecen en diversas areas de la fisica. Estos grupos estén
relacionados de una forma particular. En esta seccion estudiaremos sus propiedades por
separado y la relacion entre ellos para ilustrar todo lo visto hasta el momento [5-8].

Las matrices de SU(2) son de la forma

a+1ib c+1id
_ 21
g (—c +id a— ib) ’ (3:21)

con a, b, ¢, y d pardmetros reales. Esta clase de matrices cumple la condicién (3.6) de
unitariedad. La condicién de det g = 1, en este caso, se expresa como

detg=a’>+ b+ +d* =1 (3.22)

que, comparando con la ecuacién (2.1), vemos que corresponde a la ecuacién de una 3-
esfera. Es por esto por lo que podemos decir que SU(2) es, como variedad, isomorfo a
S3, asi que es compacto, conexo y simplemente conexo. Dado que podemos identificar
cada matriz del grupo con 4 parametros y tenemos una ligadura, la del determinante, el
grupo tiene dimensién 3. El dlgebra su(2) consiste en el espacio vectorial de las matrices
hermiticas 2 x 2, como demostramos en la ecuacién (3.13). Una base de este espacio es

e (1 0) 2= (—i 0) 73 = <() _1) > [oi,05] = QZGiijk- (3.23)

Estas son las conocidas como matrices de Pauli, y €;;* son los simbolos de Levi-Civita,
que es 0 si hay indices repetidos, -1 si hacemos una permutacién impar de los indices y 1
en cualquier otro caso.

En el caso de SO(3), sus elementos estédn generados por la multiplicacién de matrices,
todas de determinante unidad, de tres tipos

1 0 0 cosf 0 —sinf cosy —siny 0
0 cosa —sina 0 1 0 siny cosy O (3.24)
0 sina cosa sinf 0 cospf 0 0 1
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con «, By« pardmetros reales. Como vemos, son las matrices de rotacién en R3 alrededor
de los tres ejes cartesianos, asi que SO(3) tiene también dimension 3.

El élgebra s0(3) es el espacio vectorial de las matrices antisimétricas 3 x 3 de entradas
imaginarias, que podemos generar con la base

010 0 —i 0 10 0
Yi=(10 1]Z=[i 0 —i|X=[00 0] ; [5,%] =ie"S. (3.25)
010 0 i 0 00 —1

Como vemos tiene las mismas constantes de estructura, a excepciéon de un factor 2, que
su(2), lo que hace evidente que son isomorfas, y en estos términos diremos que SU(2) y
SO(3) tienen el mismo algebra.

Para dar con la relacién entre los grupos haremos uso de la representacion adjunta de
SU(2). Tenemos que Ad es una aplicacion Ad : SU(2) — GL(3,R), puesto que su(2) es
de dimensién 3, y que relaciona cada elemento de SU(2) con una transformacién lineal
sobre el &lgebra de la forma Ad,X = gXg' con g € SU(3) y X € su(2).

Calcularemos determinante de una matriz X = X'oy + X?0y + X303

X3 X'4ix?|

X =l _ix2 _xs

S 4 (X 4+ (X)) = —5,X°XT (3.26)
que, como vemos, es menos la norma euclidea de las coordenadas de X como vector. Cal-
culemos ahora el determinante de un vector de su(2) transformado mediante un elemento
de la representacion adjunta

det(Ad,X) = det(gXg ") = det(g) det(X) det(g™") = det X (3.27)

donde hemos usado que detg =1V g € SU(2). De esta relacion y de (3.26) extraemos la
conclusién de que las transformaciones Ad, preservan la norma euclidea de R?, es decir,
son transformaciones ortogonales. Asi que Ad es un homomorfismo Ad : SU(2) — O(3).
Sin embargo, sabemos que los elementos de O(3) son bien rotaciones o bien rotaciones
con inversion, segun si su determinante es 1 o -1, y no podemos pasar de forma continua
de un tipo al otro. Por tanto, dado que el primer tipo constituye SO(3) y este contiene la
identidad, SO(3) es la componente identidad de O(3). Ad tiene que relacionar la identidad
de SU(2) con la de SO(3), y ademds tiene que ser una aplicacién continua, luego no hay
forma de que haya elementos de O(3) fuera de SO(3) en la imagen de Ad, puesto que
hemos visto que SU(2) es un grupo conexo. Asi que la representacién adjunta de SU(2)
es de la forma

Ad : SU(2) — SO(3). (3.28)

Esta relacién, sin embargo, no es un isomorfismo. Se demuestra facilmente de la siguiente
forma

Ad_yX = (~g)X(=g7) = gXg™" = Ad,X. (3.29)

luego Ad relaciona g y —g con el mismo elemento de SO(3). Asi que Ad recubre dos veces
SO(3). Se dice que SU(3) es el recubridor universal de SO(3), es decir, un grupo conexo
y simplemente conexo que lo recubre completamente.
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Usaremos esta relacién para describir las propiedades de SO(3) como variedad. Sabe-
mos que SU(2) es isomorfo a S? y que existe una aplicacién que relaciona los elementos
gy —g de SU(2) con un mismo elemento de SO(3). Entonces, podemos relacionar cada
par de elementos diametralmente opuestos, es decir, antipodales de la 3-esfera con un
elemento de SO(3). Decimos entonces que SO(3) es isomorfo a la 3-esfera con los puntos
antipodales identificados, asi que como variedad se comporta de la misma forma. Dado
que los puntos antipodales estan identificados podemos describirlo como una semiesfera,
siendo cuidadosos con el corte puesto que los elementos del borde estaran identificados.
Para describir las propiedades de esta variedad usaremos el caso de la semiesfera de S?
para poder visualizarlo, pero el razonamiento para S® es equivalente.

g

—_ g

Figura 5: Diagrama de la semiesfera de S? con los puntos antipodales identificados en el corte

y una curva cerrada sobre ella.

En la figura 5 observamos que, si bien es una variedad compacta y conexa, si estable-
cemos una curva cerrada que pasa por el corte no podemos deformarla hasta obtener un
punto, puesto que si movemos el punto g en sentido antihorario, tendremos que mover —g
en el mismo sentido dado que son el mismo punto. Entonces, podemos decir que SO(3) es
un grupo compacto y conexo, pero no simplemente conexo. Podemos ver ahora la utilidad
de la relacién que hemos establecido entre estos dos grupos, siendo capaces de deducir
propiedades de SO(3) usando propiedades de SU(2), que es matemdaticamente mas simple
de tratar [5,7].

Las representaciones de estos grupos tienen un gran interés, en particular en el estudio
del momento angular. Para introducirlas, denotaremos como Vj, siendo j un ndmero
semientero o entero positivo, el espacio vectorial de polinomios de grado 2j en C? que son
combinacion lineal de términos del tipo 2Py? con z,y € C y p+q = 27 siendo p y ¢ nliimeros
naturales. Este espacio tendra dimensién 25+ 1. Denotaremos los elementos de este espacio

como v [( = vz oWy + 4 vy Entonces, una representacion II; de
Yy

son[()] )

Estas representaciones se denominan representaciones de spin-j, y son representaciones

SU(2) seré de la forma

irreducibles de SU(2). Ademés, puede demostrarse que todas las representaciones irredu-
cibles de este grupo son isomorfas a estas [5]. Para que una de ellas sea también represen-
tacion de SO(3), dado que hemos demostrado que la relacién entre este y SU(2) es dos a
uno, se debe cumplir que II;(g) = II;(—g), y en concreto para g = I. Ademds, dado que
todos los homomorfismos de grupos relacionan la identidad de un grupo con la del otro,

20



ha de cumplirse que I1;(I) = II;(—1) = I. Segun la definicién que hemos dado de II;,

IL;(—1)v (Z) = (:z) = (—1)%v G) . (3.31)

Es decir, II; solo serd una representacién irreducible de SO(3) cuando el spin sea entero.

En cuanto a las representaciones de las algebras son las mismas para ambos casos,
dado que como hemos dicho, son el mismo. Usando las coordenadas v™ de los vectores de
Vj, las representaciones 7; del dlgebra daran lugar a transformaciones que actuardn como
matrices de la dimension apropiada multiplicando al vector de coordenadas. Por ejemplo,
para spines 1/2 y 1 la representaciéon de o3 operara de la siguiente forma

1 0 (vt
7T1/2(03)U = 771/2(23)1’ = (0 _1> (01/2)

10 0\ /oM, (3.32)
m(o3)v=m(E3)v=[0 0 0 VY
0 0 —1 vt

donde hemos nombrado los indices con una notacion apropiada para relacionar estos
vectores con los estados de momento angular. Dado que SU(2) es simplente conexo, para
estas representaciones se cumple que IT;(e*X) = €™(X) es una representacion de este grupo.
Sin embargo, I1;(e**) = €™ X) solo es una representacién de SO(3) si j es entero [5,7,8].

3.7. Grupos de Lie en fisica

Las propiedades de los grupos de Lie se aplican en multitud de ambitos de la fisica.
Comentaremos a continuacién algunos de los ejemplos més representativos.

3.7.1. Momento angular

En mecanica cuantica, los estados de las particulas se representan mediante vectores en
un espacio de Hilbert de funciones complejas de cuadrado integrable. Este es un espacio
vectorial de dimension infinita, cuyos elementos seran representados en notacién de Dirac
como kets. El espacio dual al espacio de Hilbert tiene como elementos los bras, de forma
que el producto de un ket por un bra dard como resultado un escalar. En este espacio
podemos establecer representaciones irreducibles de SU(2) usando como espacio vectorial
un subespacio de dimensién 2541 con spin-j. Estos seran por si mismos espacios invariantes
ante la accién del grupo y del algebra [7,9]. Se construyen sobre estos subespacios los
llamados operadores de momento angular, proporcionales a las representaciones de su(2)

Si = gﬂj(al) , SZ = gﬂj(ag) , S = gwj(ag). (3.33)

Escribiremos los estados del subespacio en cuestion usando como base los autoestados

de S?, que seran en notacién de bra-kets |j,m) con m = j,5 — 1,....,(—j + 1), —j. Estos

21



estados son isomorfos a los polinomios definidos en la seccién anterior, de forma |j, m) =
zITmyd=™ Para el caso de spin-1/2 tenemos

. h hi(l 0Y (vt
Sty = 503V =5 <O _1) (v_1/2> . (3.34)

Dado que los estados han de estar normalizados, observamos que los autovalores de
11/2,41/2) y |1/2,—1/2) son 2 y —2 respectivamente. Estos son los posibles valores
de momento angular en la direccién z de un sistema con spin-1/2. Haciendo actuar S? y
Sé sobre estos estados se obtienen los autoestados de momento angular en x y en y cuyos
autovalores seran los mismos que en direccién z. Estos autovectores lo son también de un
operador (S7)* = 5757 4 S5)5) + S1S7 con autovalor, para todos los casos, *j(j + 1). Es
decir el valor de (57)? solo depende de la representacién en la que trabajemos.

En cuanto a las representaciones del grupo, actiian como la exponencial de los opera-
dores de momento angular e Lo que representa este operador es la accion de una
rotacién de angulo « alrededor de un eje en direccién n sobre los vectores del subespacio
de spin j.

Para describir el caso de varios sistemas con spin diferente, el estado que describe el
sistema total es el producto tensorial de los estados de los sistemas por separado, y la
representacion que tendremos que usar serd el producto tensorial de representaciones in-
dividuales. Esta nueva representacion no sera irreducible en general, pero en el caso de
SU(2) siempre podremos expresarla como suma de representaciones irreducibles. Si tene-
mos dos estados de momento angular [j;my) y |jams), el estado que describe al conjunto
serd |jimy) ® |jama) = |j1jamims). Sabemos que las representaciones irreducibles estan
descritas por un tnico j, luego intentaremos expresar este estado como combinacion lineal
de estados |j, m). Asi

|J1j2mame) = Z(]} m|jijamima)|j, m), (3.35)
7,m
donde (j, m|j1jamims) son los llamados Coeficientes de Clebsh-Gordan. Estos son nulos
excepto si m = my +ma y [j1 — Jo| < 7 < j1 + Jo, lo que asegura la conservacién del
momento angular [7,9].

Existe una relacion entre los operadores y autovectores de momento angular y aquellos
correspondientes a dos osciladores armoénicos desacoplados. Si denotamos a estos oscilado-
res como + y -, definiremos los autoestados del hamiltoniano total |n,,n_) y los conocidos
operadores creacion, aniquilaciéon y niimero como

N+|’I'L+,7’L_> :n+|n+7n—> ) N—|n+7n—> :’I'L_|TL+,’I’L_>, (336)
ai]n+,n,) = \/n++1|n++17n*> ) aT_]n+,n,> = Vn*+1’n+>n*+1>a (337)
ailni,n-) =/nyng —Ln_) , a-|ng,n_) = /n_|ny,n_—1). (3.38)
Ahora, se pueden identificar estos operadores con los de momento angular de la forma
h
S, =8.4+S,=hata_ , S =S, -8, =hala, , S.= §(N+ - N_), (3.39)
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Usando estas definiciones se obtiene
[S., S+ =xhSL , [S4,S_]=2hS., (3.40)

que son las relaciones de conmutacion de los operadores de momento angular. Los auto-
valores de los estados |ny,n_) se relacionan con los autovalores de momento angular de
la forma

ng=j+m , n.=j—m. (3.41)

Esta forma de expresar el momento angular mediante los autoestados y operadores de dos
osciladores armdnicos desacoplados se denomina representacién de Schwinger [9].
3.7.2. Relatividad especial. El grupo de Lorentz

La relatividad especial explica la dinamica de los cuerpos en un espacio-tiempo plano.
La métrica para observadores inerciales, denominada métrica de Minkowski, tiene la forma

-1 0 0 0
0 100
0 0 01

en coordenadas cartesianas. En este trabajo se trabajard con métricas de signatura (—1,1,1,1).
Como vimos en 3.2.3, las matrices A que preservan esta métrica son las que constituyen
el grupo O(1,3). Este grupo tiene 4 componentes conexas, segin si det A = 1 (trans-
formaciones propias) o det A = —1, o bien si Aoy > 1 (transformaciones ortocronas) o
Agp < 1. Estaremos interesados en la componente que cumple que det A = 1y Agg > 1,
que es el denominado grupo restringido de Lorentz SO™(1,3). Las transformaciones de
este grupo seran, o bien elementos de SO(3) en las coordenadas espaciales, es decir rota-
ciones espaciales, o bien boosts en cualquier direccién espacial [2-5]. Las matrices tienen

la forma
1 0 0 0 cosh@ sinh8 0 0
0 sinhf coshf 0 0
: A
0 SO(3) ’ 0 0 10 (3.43)
0 0 0 01

La primera matriz es una rotacion espacial, mientras que la segunda representa un cambio
a un sistema de referencia que se mueve a velocidad v = tanh @ en el eje x en unidades
naturales. Este grupo tiene dimensién 6, puesto que SO(3) tiene dimensién 3 y podemos
hacer boosts en las tres direcciones independientes del espacio.

En el caso del resto de las componentes conexas de O(1,3), fisicamente representan
lo mismo. La diferencia es que si det A = —1 la transformacion también involucra una
inversion espacial, y si Agg < 1 involucra una inversién temporal [2—4].

Las transformaciones de Lorentz, ademas de ser una simetria de la cinematica en
relatividad especial, también lo son de las ecuaciones de Maxwell, de la ecuacion de Dirac
y del modelo estandar de la fisica de particulas.
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3.7.3. Mecanica analitica

La mecéanica analitica usa el formalismo lagrangiano y el hamiltoniano para calcular las
ecuaciones de movimiento de los sistemas. Cada sistema se caracterizara por un nime-
ro n de coordenadas generalizadas ¢'. En el formalismo Lagrangiano la relacién entre
coordenadas y momentos se da minimizando un funcional denominado accién

3:/L(ql,...,q",q'l,...,q'",t)dt, (3.44)

donde t es un parametro que si trabajamos con trayectorias de cuerpos generalmente sera
el tiempo. L es el denominado lagrangiano del sistema. Las trayectorias ¢*(t) del sistema
seran aquellas que minimicen S, y serdan las dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange
que se obtienen mediante el principio de minima accién

d (0L oL
a(oy o 49

En el formalismo hamiltoniano se asocia a cada coordenada un momento generalizado

pt = gé;. Usaremos una notacién en la que ¢¢ = £y p; = £, de forma que tenemos

el sistema descrito por 2n coordenadas £'. Estas coordenadas conforman el espacio de
fases. Para obtener las ecuaciones de movimiento este formalismo utiliza otra funcién, el
hamiltoniano H = p;¢* — L. Las ecuaciones que describen el sistema son las ecuaciones de
Hamilton OH SH

- prE cEnT = o (3.46)

que se pueden escribir usando la aplicacién bilineal w definida en (3.11) de la forma

éi

e = Qo H (3.47)

donde los indices p y v recorren de 0 a 2n. Entonces, cualquier transformacion que per-
tenezca a una representacion del grupo simpléctico sobre las coordenadas mantendra la
forma de estas ecuaciones. Estas transformaciones son las denominadas transformaciones
candnicas, y son de crucial importancia en el estudio de la mecanica analitica [16].

3.7.4. Fibrados, Yang-Mills y modelo estandar

Una de las aplicaciones de los grupos de Lie es la construcciéon de las llamadas teorias
de campos gauge. Para comprender su formulaciéon antes hay que definir el concepto
de fibrado [1,7]. Un fibrado es una variedad diferenciable de dimensién n + n’ que se
construye a partir de los siguientes elementos:

1. Una variedad de base M de dimensién n llamada espacio base.

2. Otra variedad F' de dimensién n’ de la que asociamos copias idénticas en cada punto
de M, a la que llamamos fibra.

3. El espacio total E, que es el conjunto de todas las fibras junto con la base.
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4. Una aplicacion f : E — M llamada proyeccion, que identifica un punto en el espacio
total con un punto en el espacio base, es decir, es la aplicacion que identifica cada
fibra con un punto en M.

5. Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura. Este grupo se introduce como un
grupo de transformaciones sobre F'.

\

w

Figura 6: Diagrama de los elementos de un fibrado.

Por ejemplo, el espacio tangente a una variedad en un punto es una clase de fibra, y
el conjunto de la variedad con todos los espacios tangentes en cada punto es el fibrado
tangente.

Si en cada punto escogemos un solo elemento de la fibra correspondiente, formamos
una seccién s(p). En el fibrado tangente las secciones son los campos vectoriales.

Los fibrados en los que estaremos interesados en este apartado son los llamados fibrados
principales P, que son aquellos en los que se escoge como fibra el grupo de estructura que,
como grupo de Lie, también es una variedad. Para formular las teorias de Yang-Mills

usaremos esta clase de fibrados, y como espacio base se escogerd el espacio-tiempo de
Minkowski.

Podemos construir el espacio tangente T, P al fibrado, con v un punto del fibrado,
puesto que es una variedad. Tendra dos partes, el subespacio vertical V,, P, que es la parte
de T,,P que es también tangente a la fibra. Puesto que la fibra es un grupo de Lie, este
subespacio serd isomorfo al algebra. El subespacio horizontal H, P sera aquel que cumple
T.P=H,P®V,P. La construccién que separa los elementos de las dos partes de T, P se
denomina conexion del fibrado. Con esta conexion y una seccién arbitraria se construye
un potencial vector A = AT}, que serd un elemento del dlgebra, siendo 7; un elemento
de la base del dlgebra. A también es un cuadrivector covariante, luego podemos escribirlo
como A = A,dz". Denotaremos las componentes en ambas bases como A = ALdm“Ti.
Si cambiamos la seccion escogida, siempre podemos encontrar elementos del grupo que
cumplan s'(p) = s(p)g(p). El potencial vector construido con la nueva seccién se relaciona
con el primero de la forma

A, =g (p)Au(p)g(p) + 9 (0)Dug (). (3.48)

Esta es la llamada transformacién gauge, y los campos de Yang-Mills son invariantes ante
ellas [1,7,10].
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Dado el potencial vector se construye el llamado tensor de curvatura del fibrado o
tensor de fuerzas del campo de la forma

Fu =0, A, — 0, A, +0[A,, A, (3.49)

donde @ es la llamada constante de acoplo, que estard relacionada con la intensidad de
la interaccion. F,, también es un elemento del dlgebra, luego podemos escribirlo como
Fu =F Z“,Tz También se construye la derivada covariante

D, =0, +i0AT; (3.50)
respecto a la cual F cumple la identidad de Bianchi
DF =dF +0[A, F] = 0. (3.51)

Con el tensor de fuerzas se construye la accién més simple posible

1 ! vi g4
S= 1 /F;VF“ ‘d . (3.52)
Trataremos solo el caso de las soluciones en vacio, puesto que es el caso mas simple. Las
ecuaciones de Euler-Lagrange de & obtenidas por el principio variacional son

D, F" = 8,F" + 6[A,, F*] =0, (3.53)

que junto con la identidad de Bianchi forman las ecuaciones de Yang-Mills que describen
la dindmica del campo en cuestién [1,7]. Estas ecuaciones se simplifican enormemente si
el grupo con el que tratamos es abeliano, puesto que en este caso son ecuaciones lineales.

Si escogemos como grupo de estructura y fibra el grupo U(1), que es abeliano, obtene-
mos que la transformacion de gauge queda

A, (p) = Au(p) + 0uA(p), (3.54)

con A(p) una funcion real, puesto que en este caso, el dlgebra del grupo es u(1l) = R. Al
escribir el tensor de fuerzas denotaremos sus componentes usando dos vectores espaciales,
EyB
0 —-E, —-E, —FE,
| E: O B, -B,
F,., = E, —-B. 0 B | (3.55)
E. By —-B, 0

Las ecuaciones de Yang-Mills se expresan de forma més sencilla usando estos vectores de

la forma .
vxi+98 o v.B=o
ot } (3.56)
. . JE
V-E=0 VxB—-——=0
ot



Como vemos, estas son las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético en
unidades naturales?. Decimos entonces que el campo electromagnético tiene una libertad
gauge U(1).

La interaccién nuclear débil responde a una teoria de Yang-Mills del grupo SU(2).
Esta es la razén por la que podemos construir operadores de isospin débil cuando se
tratan desintegraciones mediadas por la interacciéon débil. Hay tres tipos de mediadores
de interaccién débil, los bosones Z, W y W~ debido a que su(2) tiene dimensién 3 y los
mediadores son el resultado de cuantizar el potencial vector. En el caso de la interaccion
nuclear fuerte, el grupo de gauge es SU(3), de dimensién 8. Los gluones, mediadores de
esta interaccion, muestran 8 combinaciones independientes de color debido a la dimension
del édlgebra su(3). El modelo estdndar de la fisica de particulas plantea las interacciones
entre particulas, excluyendo la gravitatoria, como una teoria de Yang-Mills del grupo
U(l) x SU(2) x SU(3) [1,7,10,17].

Cualquier observable de una teoria de Yang-Mills puede expresarse en funcién de unas
cantidades llamadas holonomias. Si v(t) es una curva cerrada en la variedad de base, un
vector BV se transporta paralelamente a lo largo de ella si 4#(¢)D,E¥ (t) = 0 segtn (2.12).
La holonomia, o propagador de transporte paralelo P,[A], cumple E*(t) = P,[A]E*(0),
y tiene la forma

P,JA =P [exp (—i@j{ﬁ/“(t)AM(t)dt)} ) (3.57)
Y

donde P(A,,(t2) A, (t1) ... Ay, (tn)) = A, (t1) A, (t2) ... AL, (t,) es el denominado pro-

ducto ordenado en el camino. Las holonomias son matrices pertenecientes al grupo SU(2),

dado que son la exponencial de una suma de elementos del dlgebra. La traza de es-

te objeto serd por lo tanto invariante gauge debido a la propiedad ciclica de la traza®

Tr(gP,[Alg™") = Tr(g 'gP,[A]) = Tr(P,[A]) con g € SU(2). Estas trazas constituyen

una base para construir cualquier observable de la teorfa [11].

2Las unidades naturales son aquellas en las que c=h=G =1
3Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA)
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4. Gravedad cuantica de lazos

Como sabemos, la relatividad general describe la interaccién gravitatoria de forma
correcta a escalas de energia relativamente bajas. Por otra parte, la teoria cuantica de
campos (QFT) ha tenido un gran éxito al explicar la dindmica y el comportamiento de las
particulas elementales y las interacciones entre ellas, excluyendo la gravedad. Sin embar-
go, tienen problemas, puesto que en las soluciones de las ecuaciones de Einstein aparecen
singularidades, por ejemplo en el centro de los agujeros negros, y en QFT aparecen di-
vergencias que se evitan mediante renormalizaciones. Ademads, hay situaciones en las que
ninguna de las dos ofrece una respuesta satisfactoria, puesto que tanto la gravedad como
los efectos cuanticos tienen importancia. Es esta la principal motivacién de las teorias de
gravedad cudntica [11,12].

Los fenémenos que estas teorias pretenden explicar ocurren a muy altos 6rdenes de
energia, aproximadamente quince érdenes de magnitud mayor que los que el acelerador
de particulas LHC del CERN es capaz de conseguir, o a muy cortas distancias, del orden

de la escala de Planck l[p = \/2:(5 ~ 1,6 x 107**m. En la naturaleza estos efectos son
los que se dan en las singularidades de la relatividad general, la evaporacién de agujeros
negros, la entropia de estos o el universo en los primeros instantes tras el Big Bang. La
falta casi absoluta de datos experimentales obliga a que el avance de estas teorias tenga
que ser puramete tedrico y haya que prestar especial atencion al rigor matematico.

Como hemos visto en la seccion 3.7.4, en el caso de las interacciones del modelo estandar
la geometria del espacio-tiempo juega un papel pasivo, es decir el campo a describir no
influye en la geometria. Sin embargo, la relatividad general postula que la gravedad y la
geometria son lo mismo, asi que esta vez la geometria tendra un papel dinamico. Lo que
se deberd cuantizar es la geometria del espacio-tiempo, y este es el principal propdsito de
la teoria de la gravedad cudntica de lazos [11-13].

Esta teoria trata de usar los principios de la cuantizaciéon candnica para cuantizar, de
forma no perturbativa, la gravedad. Para ello, se buscard una formulacién hamiltoniana
de las ecuaciones de Einstein, para después adoptar unas nuevas variables, las llamadas
variables de Ashtekar, que se promoveran a operadores cuanticos sobre un apropiado
espacio de Hilbert. Uno de los principios centrales de la teoria es el de la independencia
de fondo, que impone que la definicién de las ecuaciones ha de ser independiente de la
forma del espacio-tiempo sobre el que se definen.

Sin embargo, presenta varios problemas. Uno de ellos es que aun no se ha logrado
implementar la dindamica en la teoria. Puede dar una descripcion espacial estatica de un
estado cuantico de la gravedad pero no se ha conseguido avanzar en el tiempo. Otro es
que no se ha encontrado un limite clasico en el que esta teoria reproduzca la relatividad
general. Sin embargo, aunque contintian siendo problemas abiertos, en los tltimos anos
ha habido avances en su resolucién.

Por otra parte, la gravedad cuantica de lazos también ha conseguido algunos esperan-
zadores resultados. Por ejemplo, es posible calcular la entropia y los microestados de un
agujero negro usando su area [14,18].
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4.1. Formulacion hamiltoniana de la relatividad general

Para establecer el hamiltoniano del campo gravitatorio en relatividad general, antes
hablaremos de la descripcion lagrangiana y de un mecanismo necesario para introducir las
variables de Ashtekar, la descomposiciéon 341 [2,11-14]. Trabajaremos en todo momento
con la descripcion en vacio por simplicidad y para centrarnos tinicamente en los aspectos
gravitatorios y geométricos.

4.1.1. Formulacion lagrangiana

Las ecuaciones de Einstein se pueden obtener de las ecuaciones de Euler-Lagrange de
un lagrangiano que se escribe en términos de las componentes de la métrica [2,3]. No
definiremos el lagrangiano completo sino la densidad espacial lagrangiana £. Operaremos
de igual forma cuando usemos el hamiltoniano

L=/£d3f ; Hz/%d‘gf. (4.1)

El lagrangiano apropiado es

L=+v—-gR (4.2)
donde g = det g,,. Para obtener las ecuaciones de Einstein, tomaremos una variacion de
L usando la regla de Leibnitz

OL = (V=9)0R,ug" + I(/=9)R + (V=) Ryudg" (4.3)

donde se ha tenido en cuenta que R = R, g"”. No tendremos en cuenta el primer término,
puesto que solamente contribuye en la frontera y se hara nulo al integrar la densidad.
Ademas el segundo término es

O/=9)R = — 50V =5) R’ (1.4

entonces, la variacion de la densidad lagrangiana se escribe

1
0L =/—g(Ru — §RG,W)(99W. (4.5)
Planteamos ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange
oL 1
g =0 = R, — §Rg“” =G =0, (4.6)

que coinciden con las ecuaciones de Einstein (2.20) cuando 7),, = 0, es decir, en vacio [2,3].

4.1.2. Descomposiciéon 3+1 y formalismo ADM

Hemos visto en la seccion 3.7.3 que para usar el formalismo hamiltoniano tenemos
que establecer las variables de configuracién y sus momentos, cuyas trayectorias vendran
dadas como funcién del tiempo. Esto entra en conflicto con la vision relativista de un
espacio-tiempo unificado, de hecho, es una de las principales criticas del planteamiento de
esta teoria [11].
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La descomposicién 3+1 asume que el espacio-tiempo se puede descomponer en una
hipersuperficie tridimensional ¥ y una curva, de forma que la variedad completa se expresa
como M = R xX. Asumiremos que existe una curva con parametro t cuyo vector tangente
t" es siempre de tipo tiempo, t#t"g,, < 0, de modo que las hipersuperficies ¢t = cte. ¥, son
de tipo espacio, y que satisfaga t*V ¢ = 1. Introducimos ahora un campo vectorial suave
n* normal en cada t a ¥;, y una métrica definida positiva inducida en la hipersuperficie
espacial que se relaciona con la espacio-temporal de la forma

Qv = Guv + Ny (4.7)

Podemos escribir entonces el campo t* en sus componentes normal y tangencial a >; de
la forma
th = Nn" + N*. (4.8)

El vector N* es un vector tridimensional, luego su componente N serd nula. N se conoce
como la funcién lapse, y N como el vector shift [2,11].

Figura 7: Diagrama de la descomposicién 3+1 esquematizando ¥; como una superficie bidi-
mensional, y mostrando la descomposicién de t* en sus componentes normal y tangencial a

ella.

Podemos escribir la métrica tetradimensional en términos de estas nuevas cantidades
ds? = (=N? + N,N)dt* 4+ 2N,dtdx" + qupdz®da’, (4.9)

donde los indices latinos recorren de 1 a 3. Tomaremos como derivada temporal de la
métrica espacial la derivada de Lie con respecto al vector t#

G = L1y = 2N Ly + L - (4.10)

En la seccion 2.4 diferenciamos la curvatura intrinseca de la extrinseca, siendo la segunda
debida a la consideracion de la variedad como parte de otra de mayor dimensionalidad.
L, q. nos da la variacién de la métrica de ¥, a lo largo de una curva normal a la variedad
Y. Esta es la razon de definir L, g, = K como el tensor de curvatura extrinseca [2,11].

Es también posible relacionar la derivada covariante sobre el espacio tangente a >; con
la derivada covariante en la variedad completa, de la forma

o Al A
l)pT'ul 'ukul...ul - qﬂl)\l .. qukkkqﬁﬂm s q’an PVUT ' k'ﬂ"””’ (411)
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y, definiendo el tensor de Riemann como el conmutador de dos derivadas covariantes
sucesivas, en la referencia [2] se demuestra que toma la forma

(S)Rabcd = qiaquchqleijkl - Kachb + Kchda' (412)

Este es el tensor de curvatura intrinseca de la variedad ;.

Podemos escribir el lagrangiano de la ecuacién (4.2) en funcién de las componentes de
la métrica tridimensional q,;, del shift y del lapse

L=+—gR=qgN(®R+ KK~ K?), (4.13)

con g = det qq. Escribiendo el tensor de curvatura en fucion de q,,, N y N* se demuestra
que en este lagrangiano no aparecen derivadas temporales de N ni de N, lo que implica
que actian como multiplicadores de Lagrange y no como variables dindmicas [2]. Para
calcular el hamiltoniano debemos establecer los momentos conjugados de las variables de
configuracion

w . OL
™ = ;
8Qab
siendo K = K,q®. La formulacién hamiltoniana de la relatividad general en estas varia-
bles se denomina formalismo ADM. La densidad hamiltoniana queda

— Va(K" — Kq), (4.14)

Wabﬂ-ab 7T2

- Z} — 2N,\/qD, (%) : (4.15)

donde se han despreciado los términos que implican derivadas totales, puesto que se anulan

H=7"w—L=Nyq|-®R+

en la frontera [2]. Como hemos dicho, el lapse y el shift actiian como multiplicadores de
Lagrange por lo que lo que vaya multiplicado por ellos serdan ligaduras. Entonces, el
hamiltoniano en estas variables esta compuesto inicamente de cuatro ligaduras

ab
=" _ 9 /D, (1> —0 4.16
N, V4 7 (4.16)
OH b 2
~ ON Vi { it q 2q}

La primera expresién corresponde a la ligadura vectorial, relacionada con la libertad de

~0. (4.17)

cambios de coordenadas en X, mientras que la segunda es la llamada ligadura escalar
o hamiltoniana relacionada con la evoluciéon temporal. El hecho de que los momentos
conjugados del lapse y del shift sean nulos constituyen otras cuatro ligaduras. Tenemos
diez coordenadas generalizadas en el hamiltoniano, N, las tres componentes de N y las
seis componentes independientes de ¢4, por ser simétrica. Dado que tenemos diez variables
y ocho ligaduras en total, habrd tunicamente dos grados de libertad en cada punto del
espacio. Ademds, como el hamiltoniano es solo una ligadura, el hamiltoniano total (sin
ligaduras) es cero [2,11].
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4.2. Variables de Ashtekar

La cuantizaciéon canodnica del hamiltoniano dado por el formalismo ADM no lleva a
ninguna solucién concluyente. Sin embargo, se puede intentar cuantizar usando unas nue-
vas variables, las variables de Ashtekar. Para introducirlas, empezaremos definiendo las
triadas. Primero, para un punto fijado, consideraremos una base de vectores sobre ¥, or-
tonormales respecto a la métrica gy, descrita por E! [11-14]. En un punto fijo esta base
siempre se puede escribir. La ¢ indica de cual de los tres vectores de la base se trata y la
a sus componentes. Se cumple entonces que

Gab = ELE]S;. (4.18)

E! son las triadas y, escritas como matriz, no son mds que la matriz de cambio de base
entre aquella en que esté escrita g, y una base ortonormal. Esta base dependera del
punto en X; y del tiempo. Por razones de integraciéon en volumen que no se discutiran
en este trabajo, las triadas tienen densidad de peso +1, esto es, habra que multiplicar
por ,/q una vez para integrarlas. Los objetos con densidad de peso +n habran de ser
multiplicados n veces por /¢, y si tienen densidad —n, divididos. Trabajaremos con las
triadas densitizadas E; = \/GE}N de modo que la expresién (4.18) queda

Gab = Qap = E’Z;Eiéz-j, (4.19)

donde la cantidad de virgulillas representa la densidad de peso, positiva si estan encima

y negativa si estdn debajo. Las triadas densitizadas constituyen la primera mitad de las
variables de Ashtekar [11].

Se define una nueva derivada para trabajar con los indices internos, los que representan
el elemento de la base, y se exige que la derivada de las triadas sea nula, de modo que

D,E} = 0E! —T,J,E} + T, Ef = 0. (4.20)
En este caso, I';7; es la llamada conexién de spin [11-14].

Dado que los vectores de la base ortonormal son las soluciones al problema de auto-
vectores de la matriz q,, y todos tienen el mismo autovalor, 1, podremos rotar a placer
esta base y seguird cumpliéndose (4.18). Dado que son vectores tridimensionales, una ro-
tacién de estos vendrd dada por un elemento de SO(3). Entonces, al usar estas variables
anadimos una libertad extra, un gauge SO(3), que como hemos visto en la seccién 3.6
podemos considerarlo un gauge SU(2). Esta libertad gauge en las variables recuerda a las
teorias de Yang-Mills, por lo que algunas de las herramientas empleadas en estas podran
trasladarse a la descripcion de la gravedad en estas variables [11].

Entonces, siguiendo el procedimiento de la seccién 3.7.4, Definimos un potencial vector
al que llamaremos A’. Esta vez, los indices a, b... serén los indices espaciales y los indices
i, 7... seran los indices del algebra. La derivada covariante en el fibrado sera

D, =0, — iAo, (4.21)

y el tensor de fuerzas
b= 0, AL — Oy AL + 0¢' ;. AT Ay (4.22)
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El potencial vector, usualmente llamado conexién de Ashtekar, se relaciona con la conexion
de spin

AL =T + BK, (4.23)
con I =T,/ e;5, K! = K‘“’Tfai, y B el pardmetro de Barbero-Immirzi, que puede tomar
cualquier valor complejo no nulo, aunque para la gravedad cuantica de lazos se toma real.
Estas A’ son la segunda mitad de las variables de Ashtekar [11-14].

El hamiltoniano en funcién de estas nuevas variables, siendo A’ las variables de configu-
raciéon y E! sus momentos conjugados, estd formado por tres clases de ligaduras. Primero,
la ligadura gaussiana,

G =D,E*=0 (4.24)

analoga a la ley de Gauss en electromagnetismo. Esta ligadura es la que da cuenta de la
libertad gauge SU(2) que hemos introducido con las nuevas variables. Los otros dos tipos
son la ligadura vectorial y la hamiltoniana, que en estas variables toman la forma

Cy,= E*F!, =0, (4.25)

g2 +1
52

C =€ ErE fh +2 (E¢EY — E¢E?) (AL —TL)(A] —TY) = 0. (4.26)

En esta expresion se observa que la primera tentativa podria ser escoger § = 1, puesto
que la simplifica enormemente. Sin embargo se demuestra que hay que escogerlo real para
poder construir un producto escalar para el espacio de Hilbert a la hora de cuantizar.
Entonces, el hamiltoniano es

H = %(ch + N“C, + \:G"), (4.27)

siendo )\;, al igual que N y N multiplicadores de Lagrange [11-14].

4.3. Cuantizacion

Para cuantizar esta teoria se plantea un espacio de Hilbert de funciones de la conexién
U(A). Tanto estas como las triadas densitizadas se promueven a operadores sobre este
espacio

DT (A)

i @), BN = iBog850) (i), (4.28)

ALW(A) = A U(A) ;. EAW(A) = —i

Sin embargo, esta calse de funciones y operadores presentan problemas a la hora de tratar
la ligadura hamiltoniana. Dado que esta ligadura es la que genera la evolucion temporal,
no tiene una accién geométrica clara sobre la superficie espacial. Ademés aparecen dos
triadas multiplicando, lo que genera problemas al implicar derivadas segundas sobre las

funciones de onda dado que aparecen términos del tipo §®®) (x — ), que no es una cantidad
bien definida [11].

El propio espacio de Hilbert también presenta problemas debido a que en principio no
tenemos un producto interno, necesario para que la teoria tenga poder predictivo. Para
intentar evitar estos problemas se utiliza la representacién de lazos [11-14].
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La representacion de lazos usa la nocién introducida en la seccion 3.7.4 de que cualquier
observable de una teorfa de Yang-Mills puede expresarse como suma de trazas W, [A] de
holonomias. En concreto, podremos expresar las funciones del espacio de Hilbert de esta
forma

VA=) UW,[A] (4.29)

donde, como definimos en la seccién 3.7.4,

W.[A] =Tr (P {exp (—i@j{"y“(t)fl#(t)dt)l) : (4.30)
Y

La descripcién que demos entonces para las funciones ¥[y] ha de ser equivalente a aque-

lla para las W[A], igual que en mecanica cudntica es equivalente la descripcién usando

funciones de la posicion o del momento. La expansién 4.29 se denomina transformada de

lazos.

Las funciones ¥[y] son funciones invariantes ante deformaciones suaves de los lazos. Las
trazas de holonomias no son todas independientes entre si, existen relaciones no lineales
que las relacionan, lo que implica que la base de lazos esta sobredimensionada. Una de
las ventajas de esta representacion es que las funciones cumplen, por construccién, tanto
la ligadura gaussiana como la vectorial [11-14].

Para solventar este problema se utilizan propiedades de las teorias de Yang-Mills y las
propiedades de las representaciones de algebras de Lie. Sabemos que las funciones han
de ser invariantes SU(2). Por ello, podemos establecer representaciones irreducibles de
SU(2) sobre el espacio de Hilbert de las funciones ¥[y]. Como vimos en la seccién 3.6,
toda representacion irreducible de este grupo ha de ser isomorfa a las representaciones
de spin. Es por eso por lo que podemos organizar los lazos en las denominadas redes
de spin, compuestas de nodos denominados vértices en los que confluyen aristas. A cada
arista le correspondera un spin j. Entonces, si establecemos un lazo cerrado en esta red,
en una arista con spin j las holonomias y las conexiones seran matrices (254 1) x (25 +1).
Cuando pasamos por un vértice, para que no haya problemas con la dimensién de las
matrices para calcular la holonomia, se usara un objeto denominado entrelazador que,
si en el vértice se unen tres aristas, se escribe en términos de los coeficientes de Clebsh-
Gordan. En el caso de vértices de orden mayor, existe mas libertad a la hora de construir
los entrelazadores [11-14].

Los estados de redes de spin constituyen una base apropiada en la que expresar nuestro
estado de gravedad cuantica, y representan el estado cuantico de la geometria de ¥; en
un instante de tiempo t. Denominaremos grafo a cada estado de red. Aunque tengamos
una base, para construir un espacio de Hilbert se necesita también un producto interno.
Usualmente se define el producto de Ashtekar-Lewandoski, que es 1 si los grafos son difeo-
morfos y 0 si no. En estas redes, que sean difeomorfas quiere decir que pueden deformarse
de forma continua para convertir una en la otra [11].

En cuanto a los operadores, aquellos que actuaran sobre las aristas seran equivalentes
a los operadores de momento angular definidos en la seccién 3.7.1, proporcionales a la
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3/2

Figura 8: Ejemplo de red de spin con vértices de orden 3.

representacion del dlgebra correspondiente, ademds del operador (S57)% con autovalores
j(j7 + 1). Los operadores sobre vértices tienen forma mds complicada, y se construyen
usando combinaciones de los operadores de spin de las aristas entrantes y los coeficientes

de Clebsch-Gordan [12].

4.4. Operadores geométricos

En gravedad cuédntica de lazos, dos de los operadores méas importantes que se han
logrado construir son los operadores de area y volumen. El operador drea nos da el area
de una superficie que tomemos a la que el grafo atraviese. Actuara sobre las aristas que
atraviesen la superficie como (S57)%, y si la superficie contiene vértices, se empleara la
suma de momento angular. Por ejemplo, si la superficie es atravesada por una tunica
arista, tendra un area

A=8mpI2\/j(j +1). (4.31)

Si la superficie es atravesada por varias aristas sumaremos las contribuciones al area de
cada una. Si la superficie contiene un vértice convergencia de aristas con spines j®, j(@
y @t donde la suma de indices denota una suma Clebsh-Gordan de los spines, la
contribucion al area total del vértice es

A= dmi[2j0(j0) +1) + 2j@ (@ +1) - 2jCrd(jtd £ 1), (4.32)

La construccién de estos operadores puede encontrarse en la referencia [12], y casos més
complejos de disposicién de las superficies sobre el grafo en [14]. Lo que estos operadores
y sus autovalores quieren decir es que el area tiene un espectro cuantizado, cuyos cuantos
son extremadamente pequenios, del orden de 1%, lo que era de esperar dado que es a estos
6rdenes de magnitud en los que se presentan efectos de gravedad cuantica. Ademas, dado
que aparece el parametro de Barbero-Immirzi, es claro que se debera escoger un valor real
para él, que deberd ajustarse en futuras medidas experimentales.

El operador volumen actia sobre vértices, y su construccién y forma son mas complejas
que el area, asi que nos limitaremos a senalar que se construyen mediante términos de tipo
€7+ 57157287 donde los indices de las j indican tres de las aristas que llegan al vértice,
y que el operador es proporcional a (8741%)%2. Su forma funcional y construccién se
desarrollan en las referencias [12-14]. Puede demostrarse que el volumen asociado a un
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vértice sera nulo si este es de orden 3 o inferior. En analogia con las redes de los solidos
podemos visualizarlo tomando los planos de red alrededor de un vértice y considerar el
volumen que estos planos encierran. El volumen mas simple que se puede construir es con
un vértice de 4 aristas, formando un tetraedro.

Figura 9: Representacién de un tetraedro encerrando un vértice con 4 aristas. El drea de ca-
da cara del tetraedro dependerd del spin de las aristas que las atraviesan, y su volumen lo

determinard el entrelazador.

Estos dos operadores ilustran la idea de que la geometria esta cuantizada. El volumen
y el drea tendran un espectro de valores que podran adoptar, asi que son excitaciones de
nuestro sistema [11-14].

4.5. Representaciéon de Schwinger. Formalismo U(IN)

Recientes trabajos en LQG han usado nuevas formulaciones de la teoria para intentar
abordar sus problemas. Uno de los enfoques adoptados es el de los modelos U(N). El
planteamiento consiste en escribir un espacio de Hilbert de los entrelazadores en los vérti-
ces, y usar la representacion de Schwinger para descomponer las funciones de onda de
las N aristas que convergen en los vértices. El resultado es una descripcién de las aristas
en forma de 2N osciladores desacoplados. Entonces, se definen unos operadores sobre el
espacio de los entrelazadores que actian sobre parejas de aristas

Ey = (al)ilay);+(aD)ias); o Bl = Eu Fy=(a)ia);—(ay);(a)i o Fj = —F.

(4.33)
Estos operadores son todos invariantes SU(2) y forman un algebra cerrada [15]. Ademsés,
los operadores E;; forman un algebra del grupo U(NV) por si solos. Esta reformulacién es
apropiada para mostrar relaciones entre la gravedad cuédntica de lazos y la cosmologia y
puede ser usada para resolver modelos basados en grafos simples, como el resuelto en la
referencia [15] de dos vértices y un nimero fijo de aristas.
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5. Conclusiones

Los grupos de Lie son una herramienta matematica crucial en fisica, ademas de ser
objetos de estudio interesantes por si mismos. Debido a su estructura de variedades dife-
renciables se encuentran en la interseccién de dos ramas de las matematicas, la geometria
diferencial y la teoria de grupos. Por ello, es necesario un estudio previo de geometria
diferencial para abordar su descripcién.

Las propiedades de estos grupos pueden codificarse en su mayoria en su algebra, un
espacio vectorial con una operacién bilineal interna definida, el corchete de Lie. El algebra,
ademas, coincide con el espacio tangente en la identidad del grupo, y esta relacionada con
éste a través de la aplicacién exponencial [1,5-8].

Especialmente relevantes en fisica, las representaciones de un grupo o de un &lgebra
de Lie establecen cémo actia el grupo o algebra como transformacion de los vectores de
un espacio vectorial cualquiera. Dado que el algebra tiene estructura de espacio vectorial
podemos establecer representaciones sobre él, siendo estas las llamadas representaciones
adjuntas [5,6].

Una de las clases de transformaciones continuas mas recurrentes son las transforma-
ciones de rotacién en el espacio tridimensional, que conforman el grupo SO(3). Se ha
demostrado que existe una fuerte relacién entre este grupo y SU(2), teniendo ambos
grupos ademds el mismo algebra. En términos de representaciones, introducimos las re-
presentaciones de spin-j. Todas las representaciones de esta clase seran representaciones
irreducibles de las dlgebras de los dos grupos y de SU(2), pero de SO(3) solo lo seran
aquellas con spin entero [5-7].

En cuanto a las aplicaciones en fisica, en mecanica cuantica se emplean estas repre-
sentaciones de spin-j para construir los estados de momento angular. Los subespacios de
estados cuanticos con el niimero cuantico j definido seran subespacios invariantes ante
la acciéon de SU(2), y los operadores de momento angular correspondientes a cada re-
presentacién se construirdn con elementos del dlgebra su(2). Ademads, se puede usar una
representacion alternativa para construir los estados y operadores de momento angular, a
partir de dos osciladores arménicos desacoplados, denominada representacién de Schwin-
ger [9].

En relatividad especial, toma importancia el grupo de Lorentz. Este grupo atuna las
transformaciones bajo las que la métrica de Minkowski es invariante exceptuando trans-
laciones, es decir, boosts relativistas y rotaciones espaciales [2—4].

En mecénica analitica, cuando se trata la formulacién hamiltoniana, se introduce una
forma simpléctica sobre las coordenadas del espacio de fases. Las transformaciones de
coordenadas que preservan esta forma simpléctica conforman el grupo simpléctico [16].

También se pueden usar los grupos de Lie para construir estructuras denominadas
fibrados. En el contexto de los fibrados se formulan las teorias de Yang-Mills, que plantean
campos de interaccion entre particulas. Estos campos poseen una libertad gauge, es decir,
son invariantes ante transformaciones de su potencial vector mediadas por elementos
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del grupo con el que se construye. El modelo estandar de la fisica de particulas esta
planteado como una teoria de Yang-Mills del grupo U(1) x SU(2) x SU(3), y es junto con
la relatividad general uno de las teorias fisicas con mds éxito hasta la fecha [1,7,10,17].

Por 1ltimo, se presenta la influencia de los grupos de Lie en la gravedad cuantica de
lazos. Esta es una teorfa de cuantizacién de la gravedad que usa un enfoque hamiltoniano
de la relatividad general para usar técnicas de cuantizacion canoénica. Para ello, separa
el espacio-tiempo en una hipersuperficie espacial y una direcciéon temporal, usando los
parametros de esta separacién y la métrica en la superficie tridimensional como nuevas
variables [2,11]. A partir de ahi, sustituye las variables de la métrica por las coordenadas
de los vectores que la diagonalizan, denominadas triadas que, como poseen una libertad de
rotacién SO(3), la teorfa adquiere grados de libertad extra. De este modo, el hamiltoniano
en las nuevas variables posee una simetria gauge SU(2), lo que recuerda a las teorias de
Yang-Mills, de las que se extraen algunas estructuras para tratarlo. La conexién de la
teoria de Yang-Mills correspondiente y las triadas constituyen las llamadas variables de
Ashtekar en las que se formula la gravedad cuantica de lazos. Sin embargo, esta teoria
difiere del planteamiento de las teorias de Yang-Mills en que el campo descrito influye
en la geometria de la variedad de base, mientras que en las teorias de Yang-Mills la
geometria juega un papel pasivo. Esta influencia del campo y la geometria se manifiesta
en una ligadura en el hamiltoniano, la ligadura hamiltoniana, que atin no se ha podido
implementar en la teorfa satisfactoriamente [11-14].

Para construir un espacio de Hilbert apropiado se emplea la representacion de lazos, y
se usan como base los denominados grafos. Los grafos son conjuntos de nodos denominados
vértices en los que confluyen aristas, de modo que podemos dibujar curvas cerradas usando
aristas. A cada arista se le asigna un spin, analogo al momento angular, puesto que
cada arista constituye una representacién irreducible de SU(2). Se construyen ademads
dos operadores geométricos, de area y de volumen, que actian sobre los grafos. Estos
operadores pueden ser expresados en funcion de los operadores de momento angular.
Se da entonces un caracter cuantico a la geometria espacial, siendo cantidades como el
volumen o el area excitaciones de un estado base con un espectro relacionado con el spin
de las representaciones de SU(2) [11-14].

Mas recientes modelos plantean usar la representacién de Schwinger para estudiar los
estados de los entrelazadores expresando los estados de las IV aristas que convergen en el
vértice como 2N osciladores armonicos desacoplados. Esto da lugar al formalismo U(N),
un nuevo enfoque de la teorfa que permite resolver modelos de grafos simples [15].

Los grupos de Lie son objetos matematicos de gran riqueza estructural cuyo estudio
es interesante por si mismo. Ademads, son una herramienta esencial en el estudio de las
transformaciones continuas y el trasfondo geométrico de diversas areas de la fisica tedrica,
como la descripcién cuantica del momento angular, la relatividad especial, la mecanica
analitica o el modelo estandar. En particular, su estudio es imprescindible en la gravedad
cuantica de lazos. Debido a la ausencia de datos experimentales, las teorias de cuantizacion
de la gravedad han de basarse en estructuras matematicas bien definidas, y los grupos de
Lie proporcionan un marco sobre el que poder establecer nuevos modelos.
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