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Sarrera

Zientzia, ingeniaritza, ekonomia, eta beste hainbat esparrutan gertatzen diren
fenomenoak formulen bidez deskribatu nahi direnean, elementu edo tresna
matematikoak agertzen dira. Deskribatu nahi den fenomeno horretan aldagai
bakarra agertzen denean, aldagai bakarreko funtzioa izango dugu. Aldiz, gertakari
horretan aldagai batek baino gehiagok eragiten dutenean, aldagai anitzeko funtzioa
izango dugu esku artean.

Problema errealen ebazpenak kontzeptu eta teknika matematiko askoren
ezagutza eskatzen du. Gerta daiteke problemaren enuntziatu matematikoa
deribatuak agertzen diren ekuazio bat edo ekuazio-sistema bat izatea ere.
Horrelakoetan, ekuazio diferentzialak edo ekuazio diferentzialen sistemak ebatzi
beharko ditugu problemaren soluzioa aurkitzeko. Problema errealen ebazpenak,
kontzeptu eta teknika matematiko askoren ezagutza eskatzen du.

Liburu honetan, aldagai bakarreko funtzioekin lan eginez hasiko gara,
eta, behin horiekin trebatu ostean, aldagai anitzeko funtzioetara salto egingo
dugu. Besteak beste, funtzioen limiteak, jarraitutasuna, deribagarritasuna eta
optimizazioa izango ditugu mintzagai.

Lan honetan, jarraitu beharreko prozedurak eskuz egiten irakasteaz gain,
ordenagailuan nola egiten diren ere irakatsiko da. Horretarako, beharrezko
aginduak zein diren azalduko da, eta oinarrizko programazioko prozedurak ere
garatuko dira. Ordenagailu bidez ariketak ebazteko, Wolfram Mathematica
softwarea erabiliko da. Mathematica kalkulurako eta programaziorako ingurune
interaktiboa da. Software horrek, besteak beste, aljebra linealeko hainbat
problema ebazteko tresnak ditu, ekuazioen erroak aurki ditzake, funtzioen
deribatuak eta integralak kalkula ditzake, polinomioekin lan egin dezake, ekuazio
diferentzialak ebatz ditzake, etab.

Software hori aukeratzeko beste arrazoietako bat izan da grafikoak bistaratzeko
duen gaitasuna. Aldagai bakarreko funtzioen grafikoak, deribatuen interpretazioak
edota integral mugatuen adierazpenak eskuz egitea posible den arren, ikusgarriago
geratzen dira ordenagailuaren laguntzaz egiten direnean. Aldagai anitzeko
funtzioekin lanean ari garenean, grafikoak eskuz irudikatzea ez da berehalako lana
izaten; ordenagailuz nahiko erraz egin daitezke, ordea. Horrelakoetan, ordenagailu
bidezko matematikak eta irudigintzak aldagai bakarraren kasuan baino garrantzi
handiagoa hartzen du, eta ia ezinbesteko tresna bihurtzen da. Kontuan izan
behar da, gainera, problemaren bistaratze geometrikoak asko laguntzen duela
problemaren ebazpen matematikoan.

Egiturari dagokionez, liburua hamaika gaitan banatuta dago. Gai horietako
bakoitzean teoria azaltzen da, eta ariketak ebazten dira bai eskuz eta baita
ordenagailuaren laguntzaz ere.



1. kapitulua

Aldagai bakarreko funtzio erreala

Funtzio kontzeptua funtsezkoa da lege naturalak zehatz formulatzeko. Fisikan,
geometrian eta, oro har, zientziaren adar guztietan, zenbait magnituderen balioa
beste batzuen menpekoa da. Adibide batzuk aipatzearren: lauki baten azalera bere
aldearen luzeraren araberakoa da, higikari batek denbora-tarte batean egiten duen
espazioa bere abiaduraren araberakoa da, produktu baten salmenta kopurua haren
prezioaren araberakoa da, etab. Kapitulu honetan, aldagai bakarreko funtzioak
izango ditugu aztergai.

1.1 Aldagai bakarreko funtzio errealen definizioa
eta propietateak

Definizioa. Aldagai bakarreko funtzio erreala zenbaki errealen azpimultzoen ar-
teko korrespondentzia bat da. Korrespondentzia horrek zenbaki erreal bakoitzari
zenbaki bakarra egokitzen dio. Funtzioaren domeinu deritzo korrespondentzia apli-
katzen den zenbaki multzoari, D C R. Funtzioaren irudi deritzo korrespondentzia-
ren bidez D domeinuarekin lotutako balioen multzoari. Era honetan adierazten
da f aldagai bakarreko funtzio erreala:

f:DCR—=R
x— f(z) (1.1)

1.1 adibidea
Honako funtzio hau emanik:

. 2 —1
flx) = \/ 2z +2) (1.2)

bere domeinua eta irudia honako bi multzo hauek osatzen dute:

D(f)y={zeR:z<-2v-1<zx<0Vz>1},
Ir(f)={yeR:y >0}
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1.1 irudia. 1.1 adibidea.

Funtzio enpirikoa. Batzuetan, funtzio bateko irudien multzoa ez dator lege
matematiko baten bidez definituta, baizik era enpirikoan lortutako datuen taula
gisa. Horrelakoetan, aldagai errealeko funtzio erreal enpirikoa daukagu. Horren

adibidea da [[.T] taulako datu multzoa, zeinek aldiune batzuetako tenperaturaren
neurketa adierazten baitu.

Denbora | Tenperatura
1 27
2 30
3 29
4 28

1.1 taula. Era enpirikoan definitutako funtzioa.

Zatika definitutako funtzioa. f: D C R — R aldagai bakarreko funtzio
erreala zatika definitua dago, D domeinuko puntu guztiei lege matematiko bera

egokitzen ez badie. Hau da, D domeinuko kokapenaren arabera, lege matematiko
ezberdinen bidez emana badago f funtzioa.

Adibidez, honako funtzio hau zatika definitua dago:

3, x <0,
f(x) = ¢ 2sin*(z), 0 <z <2m, (1.3)
tan(z) — cos(x + ), x> 2m.
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1.2 Funtzio-eragiketak
f:ACR — Retag: BCR — R aldagai errealeko funtzio errealak emanik,
honako eragiketa hauek defini daitezke:

e Funtzioen arteko batuketa:

(f+g9):DCR—R
= (f+9)(x) = flz) + g(z)
non D =ANB.

e Funtzioen arteko kenketa:

(f—9):DCR—=R
= (f—g)(x) = f(z) - g(z)
non D = AN B.

e Funtzioen arteko biderketa:

(f-9): DCR—-R
= (f-g)(z) = f(z)-g()

non D =ANB.
e Funtzioen arteko zatiketa:
i: DCR—R
9
g g(x)
non D =ANB—{x € B:g(zx) =0}
e Funtzioen arteko konposaketa:
gof:DCR—=R
x> g(f(z))

non D ={x € A: f(z) € B}.

Lehenengo lau eragiketei eragiketa aljebraiko deritze, eta zenbaki errealen
eragiketen propietate berdinak betetzen dituzte (elkartze-propietatea, trukatze-
propietatea, etab.). Funtzioen konposaketak, aldiz, ez ditu propietate horietako
batzuk betetzen; adibidez, ez du trukatze-propietatea betetzen.

1.2 adibidea

Honako funtzio hauek emanik, f(x) = /z + 3 eta g(z) = 2* — 1, kalkulatu:

fP(x) - g(x), (fog)(z) eta (go f)(x).
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1.3 Alderantzizko funtzioa

Funtzio injektibo bat zer den esango dugu alderantzizko funtzioa definitu aurretik.

Funtzio injektiboa. f: D C R — R injektiboa da, edozein bi balio ezberdin
hartuta haien irudiak ezberdinak badira. Hau da: 27 # z9 = f(21) # f(22).
Edo gauza bera dena, bi irudi berdinak badira, puntu berari dagozkio: f(z1) =
f(z2) = 1 = .

1.3 adibidea

f(z) = 2? funtzioa ez da injektiboa, edozein ¢ € R hartuta f(c) = f(—c) = ¢?
betetzen baita. f(x) = (r—3)(z—>5) funtzioa parabola bat da, eta ez da injektiboa.
Adibidez, f(3) = f(5) = 0 betetzen da. Gainera, x = 4 zuzenarekiko simetrikoa
da parabola hau. Ondorioz, edozein a € R zenbaki errealetarako 1 = 4 — a eta
xo = 4 + a puntuek irudi bera dute, f(z1) = f(z2).

f(z) = 23 funtzioa injektiboa da, f(z;) = f(z2) = 71 = x5 betetzen baita.

Honaino iritsita, geure buruari galdetzen diogu f: D C R — R funtzio baten
irudia, f(A), ezagututa, ea posible den g: f(A) C R — A C R funtzioa aurkitzea
g(y) = x beteko duena, baldin eta f(z) = y betetzen bada. Hau da, Vo € R
g(f(x)) = x beteko duen g funtzioa ea aurki daitekeen. Aurreko adibideetatik
ondoriozta daiteke, baldintza hori beteko duen ¢ funtzioa existitzeko f funtzioak
injektiboa izan beharko duela.

Alderantzizko funtzioa. f: D C R — R funtzio injektiboa emanik,
existitzen da g: f(A) C R — A C R funtzioa Vx € R ¢g(f(z)) = f(g9(x)) = =
betetzen duena. ¢ funtzioari f-ren alderantzizko deritzo, eta ¢ = f~! adierazten
da. Alderantzizko funtzioak honako berdintza hauek betetzen ditu:

U @) = (f@) = (1.4)

Funtzio baten eta bere alderantzizkoaren grafikoak simetrikoak dira y = =
zuzenarekiko.

1.4 adibidea

f(x) = e funtzioaren alderantzizkoa f~'(x) = Inz funtzioa da. Bi funtzio
horien grafikoak y = x zuzenarekiko simetrikoak dira; ikus irudia.
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~
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1
1
]
1
1
1
R SRR

1.2 irudia. 1.4 adibidea.

1.5 adibidea

f(x) = 2? funtzioak ez dauka alderantzizko funtziorik, ez baita injektiboa. Hala
ere, f funtzioaren domeinua RTU{0} multzora mugatzen badugu, y; = v/ da bere
alderantzizkoa. Era berean, funtzioaren domeinua R~ U {0} multzora mugatzen
badugu, y» = —y/x da bere alderantzizkoa. y; eta yo funtzioei f funtzioaren
pseudoalderantzizko deritze.

by

-
]
u
b

T L I SRS
-
]

/// il nhiy :—11"(;

]

1.3 irudia. 1.5 adibidea.



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

1.6 adibidea

f(z) = cosx funtzioa ere ez da injektiboa. Funtzioa [0, 7] tartera murrizten
badugu, orduan injektiboa da. Funtzio horren irudia [—1, 1] tartea da, eta tarte
hori izango da alderantzizko funtzioaren domeinua.

y=arccos X

i #| y=-arccos X

1.4 irudia. 1.6 adibidea.

1.4 Ordenagailuko praktikak

1.1 ariketa. Aztertu eta irudikatu grafikoki honako funtzio hauen domeinua eta
irudien multzoa:

d) y(z) = in(2® — 3z + 2)

a) ataleko funtzioa:

flx_1= 75

iel = FunctionDomain|f|[z], z]

—-1l<zx<l1
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irudil = FunctionRange[f[z], z, y]

True

gl = RegionPlot[iel&&irudil, {z, —1.2,1.2}, {y, —3.5, 3.5},
Axes->True, Frame — False,

PlotStyle — Directive|Opacity|[0.5], LightBlue], Mesh — {15, 0},
BoundaryStyle — Directive[Thickness[Medium|, Dashed]];

g2 = Plot[{ f[z]}, {z, —1, 1}, PlotRange — {{—3.5,3.5}},
PlotStyle — {{Thickness[0.006], RGBColor[0.5,0,1]}}];

Show|gl, g2]

b) ataleko funtzioa:

f[X_] = \/ﬂﬁ;

ie2 = FunctionDomain|f[z], z]
r<—-10<z<1

irudi2 = FunctionRange|f[z], z, y|
y <0lly>0

gl = RegionPlot[ie2&&irudi2, {z, —3,1.2}, {y, —3.5, 3.5},
Axes->True, Frame — False,
PlotStyle — Directive[Opacity[0.5], LightGreen], Mesh — {15, 0},



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita |

BoundaryStyle — Directive[Thickness[Medium], Dashed]];

g2 = Plot[{ f[z]}, {z, —3, 1}, PlotRange — {{—3.5,3.5}},
PlotStyle — {{Thickness[0.006], RGBColor[0.5,1,0]}}|;

Show|gl, g2]

c) ataleko funtzioa:

)= (255)""

ie3 = FunctionDomain|f[z], z]
r<=2-1<z<0]z>1
irudi3 = FunctionRange|f[z], z, y|
y=>0

gl = RegionPlot[ie3&&irudi3, {z, —6, 4}, {y, —1, 3.5}, Axes->True, Frame — False,
PlotStyle — Directive[Opacity[0.5], LightPink], Mesh — {15, 0},
BoundaryStyle — Directive[Thickness[Medium|, Dashed]];

g2 = PlOt[{f[.’L']}, {1’, _67 4}) PIOtR'ange - {{_71 5}1 {_11 35}}1
PlotStyle — {{Thickness[0.006], RGBColor[1,0,0.5]}}|;

Show|gl, g2, PlotRange — {{—7,5},{—1,3.5}}, AxesLabel — {z, y}|
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d) ataleko funtzioa:
flx_] = Log[z® — 3z + 2] ;
ie4 = FunctionDomain|f|z], z]
—2<z<llz>1
irudi4 = FunctionRange|f[z], z, y]
True

gl = RegionPlot[ie4&&irudi4, {z, —3, 5}, {y, —5, 5}, Axes->True, Frame — False,
PlotStyle — Directive[Opacity[0.5], LightOrange], Mesh — {15, 0},
BoundaryStyle — Directive[Thickness[Medium|, Dashed]];

g2 = Plot[{f[z]}, {z, —3, 5}, PlotRange — {{—3,5}, {—5,5}},
PlotStyle — {{Thickness[0.006], RGBColor[1, 0.5,0.2]}}|;

Show|gl, g2, PlotRange — {{—3, 5}, {—5,5}}, AxesLabel — {z,y}]

10
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1.2 ariketa. Honako funtzio hauek emanik:

1—2a% <0, 11—z, <0,
f(ﬂf):{ eta  g(z) :{

x, x>0, —2x, x <.

a) Irudikatu honako funtzio hauek: hy(z) = f(x) - g(z), ho(z) = (f 0 g)(x) eta
hs(z) = (g0 f)(x).

b) Kalkulatu funtzio horien irudiak © = =2, 2 = —1, . =0, x = 1 eta z = 2
puntuetan.

a) atala: Funtzioak definituko ditugu:

flx_] = Piecewise [{{1 — 22,z < 0}, {z,z > 0}}];

g[x_] = Piecewise[{{1 — z,x < 0}, {—2z,z > 0}}];

Kalkulatu beharreko funtzioak definituko ditugu, eta adierazpen grafikoak
egingo ditugu:

hi[x_| = flz] * g[z];
h2[x_] = flgl]];
h3[x_] = g[f[x]];

Plot[{h1[z], h2[z], h3[z]}, {z, —1, 1}, PlotStyle — {Thickness[0.006]}]

b) atala. Eskatzen dizkiguten datuak kalkulatuko ditugu:

b = Table[z, {z, —2,2,1}]

{-2,-1,0,1,2}

11
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h1/@b
{~9,0,0,—2, -8}
h2/@b
{3,2,1,-3,—15}
h3/@b

{47 07 _27 _27 _4}

1.3 ariketa. Eraikin bateko hiru solairu lotuko dituen arrapala mekaniko bat
egin nahi da. Solairu bakoitza 3 metroko zati horizontal bat da. Bi solairuren
arteko altuera 5 metrokoa da, eta arrapalaren malda %25ekoa.

a) Definitu funtzio bat, = aldagaiaren menpe y altuera emango diguna. Egin
haren adierazpen grafikoa.

b) Kalkulatu arrapalaren luzera osoa.

a) atala. Lehenengo solairua (z,y) = (0,0) puntutik (z,y) = (3,0) puntura
doa. Arrapalaren lehenengo zatia (z,y) = (3,0) puntuan hasten da, eta y = 5
metroko altuerara iristen da %25eko maldarekin.

f].[X_] — 25!;(:)53!
H(-3+1)

Solve[fl[z] == 5]

{{z — 23}}

Bigarren solairuko zatia (z,y) = (23,5) puntutik (z,y) = (26, 5)era doa, eta
hortxe hasten da arrapalaren bigarren zatia. Zati hori y = 10 altueraraino %25eko
maldarekin iristen da:

f2[x_] = 220 | 5//Simplify

(-6+x)

12
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Solve[f2[z] == 10]

{{z — 46}}

Azken zatia 3. solairuan dago, eta (46, 10) puntutik (49, 10)era doa:

flx_] = Piecewise [{{0,0 < z < 3}, {%2,3 < z < 23} ,{5,23 < = < 26},
{%8,26 < z < 46},{10,46 < z < 49}}]

o

0<x<3

(-3+z) 3<z<23

( 5 23 <z <26
1(=6+1z) 26 <z <46
10 46 < x <49
0 True

Bukatzeko, funtzioaren adierazpen grafikoa egingo dugu:

Plot[f|[z], {z, 0,49}, AxesLabel — {z, y}, PlotStyle — {Magenta, Thickness[0.009]}|

10
8L

6l

b) atala. Arrapalaren distantzia osoa honako hau da:

d=2V202+52+3%3
9+ 1017
Nld]

13
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50.2311

1.4 ariketa. Zenbaki erreal baten parte osoa honako era honetan definitzen
da: n < z betetzen duen n zenbaki arruntik handiena. Hau da: h(z) =
max {n :n < x etan € N}.

a) Erabili funtzio hori nazioarteko dei baten kostua, C, kalkulatzeko, hitz
egiten emandako ¢ minutuen arabera. Deiaren balioa 1,4 €-koa da bigarren
minutura arte, eta 0,8 € gehitu behar zaizkio gainerako minutu bakoitzeko
(minutu oso zein minutu parte bakoitzeko).

b) Irudikatu deiaren kostu-funtzioaren grafikoa.
c) Kalkulatu 10 minutu eta 15 segundoko iraupena izan duen dei baten kostua.

a) atala. Funtzioaren definizioa:

c[t_] = Piecewise[{{1.4,0 < ¢t < 2},{1.4 + 0.8Floor[t — 1], > 2}}]

1.4 0<t<?2
{ 1.4 4+0.8(—1+Floor[t]) ¢>2

0 True

b) atala. Funtzioaren adierazpen grafikoa egingo dugu:

Plot[c[t], {t,0,10.25}, AxesLabel — {t, c}, AxesOrigin — {0, 0},
PlotStyle — {Orange, Thickness[0.009]}]

c) atala. 10 minutu eta 15 segundoko iraupena izan duen dei baten kostua
honako era honetan kalkulatzen da:

14
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15/60//N
0.25
¢[10.25]

8.6

1.5 ariketa. Idatzi P(1,5, 2,5) puntuaren eta y = /x kurbako edozein
punturen arteko distantziari dagokion adierazpena. Irudikatu distantzia horri
dagokion funtzioa, eta erabili grafiko hori P puntutik hurbilen dagoen puntua
zein den zehazteko.

Puntua, funtzioa eta haien arteko distantzia definituko ditugu:

fx_l=v=
JE

P1 = {1.5,2.5}
{1.5,2.5}

P2 = {a,/a}
{a, Va}

dla_] = /(a — 1.5)"2 + (y/a — 2.5) 2

\/(—2.5 +va) + (=15 + a)?

Manipulate agindua erabilita, kurbako edozein punturen eta P puntuaren
arteko distantzia irudikatuko eta kalkulatuko dugu:

Manipulate|

Show [Graphics [{ Orange, Dashed, Thickness[0.008], Line [{{1.5, 2.5}, {a, v/a}}] ,
PointSize[0.02], Point [{{1.5,2.5}, {a, \/a}}, VertexColors — {Purple, Green}]}],
Plot [{\/z}, {z, 0,6}, PlotStyle — {Blue, Thickness[0.007]}] , PlotRange — {0, 3},

15
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Axes->True, PlotLabel — Row [{"Distantzia= ", d[a]}]],
{a,0.5,5,0.1}]

a M
[SS]

Distantzia = 2.73734

P puntutik hurbilen dagoen grafikoko puntua distantzia honetara dago:
d[1.9]

1.19079

Table[d[a], {a, 0.5, 5,0.1}]

{2.05292,1.94603, 1.84572,1.75153,1.6633, 1.58114, 1.50531, 1.43624, 1.37445,
1.32058,1.27526, 1.23913, 1.21276, 1.19658, 1.19079, 1.19538, 1.21009, 1.23442,
1.26772,1.30921, 1.35805, 1.41342,1.4745,1.54058,1.611, 1.68515, 1.76255, 1.84275,
1.92537,2.01009, 2.09663, 2.18476, 2.27427,2.365, 2.45678, 2.54951, 2.64306, 2.73734,
2.83227,2.92778, 3.02381, 3.12029, 3.21718, 3.31445, 3.41204, 3.50994 }

1.6 ariketa. Egin honako eragiketa hauek:
a) sin30°, tan 45°, cot 0°.
b) arccos0, arctan 1.

c) Eman 14 hamartarreko emaitza honako adierazpen hauetako bakoitzerako:
exp 10, In 100, |—5], +/0.004.

16
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a) ataleko eragiketak era honetan egiten dira:
Sin[30 * Degree]
1
2

Cot[0 * Degree]
ComplexInfinity

Tan[45 * Degree]

b) atalekoak:

ArcTan(1]

L

%/(Pi/180)
45

ArcCos[0]

NIE

%/ (Pi/180)
90
c) atalekoak:

E"00

100

N[E100, 14]

17
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2.6881171418161 x 10%3
Log|10]

Log[10]

N|[Log[10.], 14]

2.30259

Abs[-5]

Sqrt[0.04]

0.2

1.7 ariketa. Aztertu eta irudikatu honako funtzio honen izate-eremua eta

irudien multzoa:

22 —3x+2
r+1 ’

f(z) =In (

flx_] = Log [#3222 ;

ie = FunctionDomain|f|z], z]
—l<z<llz>2
irudi = FunctionRange[f[z], z, |

True

gl = RegionPlot[ie&&irudi, {z, —1, 6}, {y, —5, 3.5}, Axes->True,

Frame — False, PlotStyle — Directive[Opacity[0.5], LightGreen],

Mesh — {15, 0}, BoundaryStyle — Directive[Thickness[Medium|, Dashed]|;

18
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g2 = Plot[{ f[z]}, {z, —1, 6}, PlotRange — {{—5,3.5}},
PlotStyle — {{Thickness[0.006], RGBColor[0.5, 1,0]}}];

Show|gl, g2]

1.8 ariketa. Honako bi funtzio hauek emanik, f(z) = vx + 3 eta g(x) =
x? — 1

a) Definitu funtzioak eta irudikatu grafiko berean.
b) Zein baliotan dira berdinak f(z) eta g(x)?

c¢) Definitu honako funtzio hauek, eta egin haien adierazpen grafikoa: hy(z) =

(f(@)*- g(x), ha(x) = (f 0 g)(x) eta hs(z) = (g0 f)(x).

a) Funtzioen definizioa:
16 )= ¥ F3
(3 +2)1/3
g(x_) =21

—1+ 22

Adierazpen grafikoak egingo ditugu:

Plot[{ f[], g[z]}, {z, —3, 3}, PlotRange — {{-3,3},{-2,3.5}},
PlotStyle — {{Thickness[0.006], RGBColor[0.5,1,0]},
{Thickness[0.006], RGBColor[0.5, 0,0.7] } }, PlotLegends — “Expressions”|

19
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12
-\/
)

b) Ikus dezagun zein puntutan diren berdinak bi funtzioak:

NSolve[{ f[e]==gla]}, 2]

{{z — 1.63312}, {z — —1.4673}}

c) Eskatzen dizkiguten funtzioak definituko ditugu, eta haien adierazpen
grafikoak egingo ditugu:

hi(x_) = f(z)’g(=)
(z+3) (2% — 1)
h2(x_) = f(g(=))
Va2 + 2

h3(x_) = g(f(=))
(z+3)%3 -1

Plot[{h1[z], h2[z], h3[z]}, {z, —3, 3}, PlotStyle — {Thickness[0.006]}]

RNV

1.9 ariketa. Honako funtzio hau emanik:

2sin? z, 0 <z < 2m,
f(x) =< tanx + cos(z + ), x> 2, (1.5)
3, gainontzeko kasuetan.

20
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Definitu funtzioa bi era ezberdinetan, eta ebaluatu honako puntu multzo honetan:
{kr:k=-3,-2,-1,0,1,2,3}.
Honako bi era hauetan definituko dugu funtzioa:

flx_] = Which[z < 0,3,z > 2Pi, Tan[z] + Cos[z + Pi], True, 2 * (Sin[z])"2]
Which [z < 0,3,z > 2, Tan[z] + Cos[x + 7], True, 2Sin[z]?]

g[x_] = Piecewise[{{3, z < 0}, {2 * (Sin[z])"2,0 <= z <= 2Pi},
{Tan[z] + Cos[z + Pi], True}}|

3 z <0
{ 2sin?(x) 0<z<2m

tan(z) — cos(x) True

Esaten dizkiguten balioetan balioztatuko dugu funtzioa:
b = Table[k * m, {k, —3, 3}]
{-3nm,—2m, —7, 0,7, 27,37}
f/@b
{3,3,3,0,0,0,1}
N[%]
{3.,3.,3.,0.,0.,0., 1.}
9/@b
{3,3,3,0,0,0,1}
N[%]

{3.,3.,3.,0.,0.,0.,1.}

Funtzioaren adierazpen grafikoa egingo dugu:

21
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gl = Plot[g[z], {z, —5, 0}, PlotStyle — {Thickness[0.006], RGBColor[1, 0.5, 0]}];
g2 = Plot[g[z], {z, 0, 2 * 7}, PlotStyle — {Thickness[0.006], RGBColor[0.5, 1,0]}|;
g3 = Plot[g[z], {z,2 * 7, 10},

PlotStyle — {Thickness[0.006], RGBColor[0.5,0,0.7]}];

Show|gl, g2, g3, PlotRange — {{—5, 10}, {—3.5,3.5}}]

)
|

1.10 ariketa. Tuble agindua erabilita, sortu honako puntu hauek:

{(n,n’): 0 < n <20 eta n bikoitia} .

Irudikatu puntu multzo horri dagokion grafikoa. Kalkulatu, 0 < n < 20 izanik,
bikoitiak diren zenbakien kuboen batura eta biderkadura.

22
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Taula definituko dugu:

tabla = Table[{k, k"3}, {k, 0,20, 2}

{{0,0},{2,8}, {4,64}, {6,216}, {8,512}, {10, 1000}, {12, 1728}, {14, 2744},

{16, 4096}, {18, 5832}, {20, 8000} }

TableForm[tabla, TableHeadings — {None, {n,“n"3"}}|

n

10
12
14
16
18
20

n"3
0

8

64
216
512
1000
1728
2744
4096
5832
8000

Eskatzen dizkiguten batura eta biderkadura kalkulatuko ditugu:

Sum[n”3, {n, 2, 20, 2}]

242

00

Product[n”3, {n, 2,20, 2}]

51308458682644093206528000000

Bukatzeko, adierazpen grafikoa egingo dugu:

23
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gl = ListPlot[tabla, PlotStyle — {PointSize[0.02], RGBColor|0, 0.5, 1]};

g2 = ListPlot[tabla, Joined — True,
PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor[1,0.5,0]}|;

Show(g2, g1, AxesLabel — {n,“n"3"}|

n"3

8000 |- »
6000 -
4000 - g

2000 -~

24



2. kapitulua

Kurben adierazpide grafikoa planoan

Funtzioen adierazpide grafikoa garrantzitsua da hainbat problema matematikoren
soluzioak aurkitu ahal izateko; besteak beste, azalerak eta bolumenak kalkulatzeko,
maximoak eta minimoak zehazteko, etab. Kapitulu honetan, bi dimentsiotan
kurbak adierazteko dauden erak aztertuko ditugu: forma esplizitua, forma
inplizitua, koordenatu polarrak eta parametrikoak. Era berean, hainbat kurbaren
adibideak jarriko ditugu.

2.1 Funtzio esplizituen adierazpide grafikoa

2.1.1 Funtzio arrazionalak

Funtzio arrazional bat P(z) = a,2" + ap_12" " + -+ + @17 + ag eta Q(z) =
b 4+ by 12" 4 bz 4+ by ag, a1, - - - an, by, by, - - - by, € R funtzio polinomikoen

zatiketa da:
P(x)

Funtzio arrazionalak dira: zuzenak, parabolak, funtzio potentzialak, etab.

(2.1)

Zuzenak

Zuzen baten ekuazioa y = ax + b da, a,b € R izanik. Zuzen horizontala daukagu
a = 0 denean, eta zuzen bertikala x = a denean; ikus irudia. b = 0 denean,
(0,0) puntutik pasatzen da zuzena, eta b # 0 denean (0,b) eta (—2,0) izango dira
ardatzetako ebaki-puntuak; ikus [2.2] eta [2.3] irudiak.

25
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—4 2 4

-4

2.1 irudia. Zuzen horizontalak eta bertikalak.

ja|=1

-
| |

05 - I+rE]=]
~
I

5.1 —}—I—QE

- omom YIX

e (] <7< ]

a=1

- om Y=_X

— ]zl

a<—1

2.2 irudia. y = ax motako zuzenak.
26
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vy=ax+hbhb=1

¥
4

ZAN

2.3 irudia. y = ax + b motako zuzenak, b # 0 izanik.

Parabolak

Ardatz bertikaleko parabola baten ekuazioa y = ax?® + bx + ¢ da, a,b,c € R
izanik. Parabolaren ardatza horizontala denean, bere ekuazioa v = ay? + by + ¢
da, a,b,c € R izanik.

Parabolaren erpina jatorria denean ((0,0) puntua) eta parabola OY ardatzare-
kiko simetrikoa denean, bere ekuazioa y = ax? da. Aldiz, parabolaren erpina jato-
rria izanik parabola OX ardatzarekiko simetrikoa denean, bere ekuazioa x = ay?
da. Tkus 2.4 irudia.

2.4 irudia. y = az? eta v = ay?® motako parabolak.

Parabolaren erpina jatorria ez denean, y = ax® + ¢ (ardatz bertikala) edo
r = ay® + ¢ da haren ekuazioa; ikus [2.5] eta [2.6] irudiak.
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y=a+xz y:a_xz

¥

Y

b

s
<

&
S5
2220

x=a- y* x=a+y

b
b

\\\§7//
\

A
A

2.5 irudia. Parabola bertikal eta horizontalak, erpina jatorria ez denean (banaka).

S
Sk

2.6 irudia. Parabola bertikal eta horizontalak, erpina jatorria ez denean (batera).
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Funtzio potentzialak

Funtzio potentzial deritzo y = ™ motako funtzioari, m zenbaki osoa izanik, m €
Z. m berretzailea positiboa denean, berretzaile positiboko funtzio potentzialak
ditugu; m negatiboa denean, berretzaile negatibokoak.

m positiboa eta bikoitia denean, y = 2" funtzio potentziala daukagu, eta m
positiboa eta bakoitia denean, y = z*"*! motakoa, n € N izanik. Eta bi funtzio
horien ezaugarriak eta irudiak ezberdinak dira; ikus [2.7] irudia.

¥
3

2.7 irudia. Funtzio potentzialak, berretzaile positiboa.

Berretzaile negatiboko funtzio potentzialak ere honako era honetan idazten
dira, m bikoitia edo bakoitia den kontuan hartuz: y = x% eta y = # Funtzio
horien ezaugarriak ere ezberdinak dira; ikus 2.8 irudia.
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¥
30
20 ]
— xia
_— L
X4
_— L
X2
10+
1 X
-1 1
_21
y=x2n+1
¥
30p
20F
10t 1
X
—
x3
X o L
= 1 )(5
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2.8 irudia. Funtzio potentzialak, berretzaile negatiboa.

2.1.2 Funtzio traszendentalak

Funtzio esponentzialak

Funtzio esponentzial deritzo y = a® motako funtzioari, a € RT — {0} baita. a
zenbakiari oinarri deitzen zaio. Funtzio esponentziala beti da positiboa, eta bere
grafikoa ezberdina da a > 1 edo a < 1 kasuen arabera; ikus [2.9] irudia. Funtzio
esponentzialen kasu berezia a = exp = 2.718281... da.
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¥
k1

25|

)

®
Bel= | N

_ifi L

2.9 irudia. Funtzio esponentzialak.

Funtzio logaritmikoak

n zenbaki positibo baten a oinarriko logaritmoa z dela esaten da, honako berdintza
hau betetzen bada: log, n = z <= a* = n. Funtzio logaritmiko deritzo y = log,
motako funtzioari. Kasu berezia logaritmo nepertarra da, non a = exp baita.
Funtzio logaritmikoak ez dira existitzen zenbaki negatiboentzat. Eta a oinarriaren
balioaren arabera bere grafikoa ezberdina da (a > 1 edo a < 1 kasuen arabera);

ikus 2.10] irudia.

y=log,x

2.10 irudia. Funtzio logaritmikoak.
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Oinarri naturaleko funtzio esponentziala

Oinarri naturaleko funtzio esponentzial deritzo y = e/® motako funtzioari.

Berdinak dira funtzio esponentzialaren domeinua eta f(z) funtzioarena; ikus [2.11]
eta 2.12 irudiak.

2.11 irudia. Oinarri naturaleko funtzio esponentzialak.

2.12 irudia. Zenbait puntutan definitu gabeko oinarri naturaleko funtzio
esponentzialak.
Funtzio hiperbolikoak

Funtzio hiperbolikoak funtzio esponentzialetan dute oinarria. Honako hauek dira
funtzio hiperbolikoak:

sinh(z) = _26 , (2.2)

cosh(z) = ¢ +26 : (2.3)
et —e”

tanh(z) = e (2.4)
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2.1.3 Funtzio trigonometrikoak

Oinarrizko funtzio trigonometrikoak

Oinarrizko funtzio trigonometrikoak dira y = sinx, y = cosz, y = tanx eta

y = cot z. Tkus irudia.

¥
1

N
N

sinix)

1 — cos{X)

y=Tamx ; y=Cot x

s Ao
e

2.13 irudia. Funtzio trigonometrikoak.

Oinarrizko funtzio trigonometrikoen alderantzizkoak

y = cos x funtzioa injektiboa da [0, 7] tartean. Eta tarte horretan y = arccosx da
bere alderantzizkoa. y = cos x funtzioa [—m, 0] tartean ere injektiboa da, eta tarte
horretan definituta dagoenean bere alderantzizkoa y = — arccosx da. Ikus
irudia.

Arrazonamendu bera erabil daiteke y = sinx eta y = tanx funtzioen
alderantzizkoak definitzeko. Funtzio horiek injektiboak dira [—7 /2,7 /2] tartean,
eta tarte horretan haien alderantzizkoak existitu egingo dira. Hain zuzen, y =
arcsin r eta y = arctan x funtzioak. Ikus irudia.

33



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

s
* 2 Y=——alCCos X

L4
*
&+
ra
+
ra
=1
¥
m s r)
x=-— x== ’
2 2 Fl
s
s ¥R
,
¢
¢
r
r
Fi k3
+ ¥=""
,
,
£4
’
’ pg
y-arctg x
r
£ 4
’
rl Fig
’, ¥=—"
’
¢
s
¢
+
r
F
’
L4
¢ y=igx
rd

2.14 irudia. Funtzio trigonometrikoen alderantzizkoak.

Konstanteen eragina funtzio trigonometrikoetan

Oinarrizko funtzio trigonometrikoetan eransten diren konstanteen eragina azter-
tuko dugu ondoren.

e Angeluari a konstante bat gehitzen zaionean, funtzioaren grafikoa OX
ardatzean a kantitatea desplazatzen da. Hau da, adibidez y = sin x funtzioko
angeluari a kantitatea gehitzen bazaio, y = sin(a + x) funtzioa daukagu. Eta
bigarren funtzio horren grafikoa izango da lehenengo grafikoa a kantitatea
desplazatuz lortzen dena; ikus [2.15]

e Funtzioari konstante bat gehitzean (adibidez y = sinz + b), funtzioa y = b
kantitatea desplazatzen da OY ardatzean.

e Funtzioa konstante batez biderkatzen denean, uhinaren anplitudea aldatu
egiten da. Horrela, a > 1 zenbaki batez biderkatzen dugunean, anplitudea
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handitu egiten da, eta 0 < a < 1 zenbakiaz biderkatzean anplitudea txikitu

egiten da.

e Funtzioaren angelua konstante batez biderkatzean, uhinaren frekuentzia ere
konstante horretaz biderkatzen da.

= am £
— -
- == sinx) === sinix]
-sinf2-x) - singx) + 2
e SN X 1 2) —sinx] 2

=== sinjx)

2sin{x]

sinixi

=== sinjx]

sini2x)

sl

2.15 irudia. Konstanteen eragina funtzio trigonometrikoetan.

2.2 Funtzio inplizituen adierazpide grafikoa

Atal honetan, zirkunferentziak, elipseak eta hiperbolak aztertuko ditugu.

2.2.1 Zirkunferentziak

Honako hau da (a, b) zentrodun eta r erradiodun zirkunferentziaren ekuazioa:

(z—a)? + (y—b)? =1

Ikus zirkunferentzien zenbait adibide P.16] irudian.

¥

(x-aF+y-bF=r"
[

El
2

— 2y =1
— ey’ =4
— =0
— 4y =16 3

2.16 irudia. Zirkunferentziak.
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2.2.2 Elipseak

Jatorrian zentratutako, eta a eta b ardatzerdiak dituen elipsearen ekuazioa honako

hau da: ) )
x
S+
a b2

Tkus elipseen zenbait adibide irudian.

=1.

yz

+- =1
IS
¥

7

— a=b

— a=<b

— a=b

2.17 irudia. Elipseak.

2.2.3 Hiperbolak

Jatorrian zentroa duen eta foku-ardatza y = 0 zuzena duen hiperbola baten
ekuazioa honako hau da:
22 P
— —==1
a’>  b?
Bi ardatzekiko simetrikoa da, eta x = by asintota bertikalak ditu.
xy = a ekuaziodun hiperbolei hiperbola aldekide deritze. Ikus hiperbolen
zenbait adibide [2.18] irudian.

2.18 irudia. Hiperbolak.
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2.3 Koordenatu polarretan emandako funtzioen
adierazpide grafikoa

Ardatz koordenatu errektangeluarreko bi dimentsioko sistema batean, edozein
puntu P(x,y) guztiz zehaztuta geratzen da bere koordenatu kartesiarren bidez.
Koordenatu kartesiarrak P puntuaren ardatzetako proiekzioak dira. P puntu hau
guztiz zehaztuta geratzen da, (p,#) bere koordenatu polarren bidez ere; p > 0
balioa P puntutik koordenatu jatorrira dagoen distantzia izanik eta 6 angelua
OP bektoreak OX ardatzaren alde positiboarekin osatzen duen angelua izanik.
Koordenatu kartesiarren eta polarren arteko erlazioa honako hau da:

p arctan ¥, x>0
T = pcos
{ P = p=yvar?+ytetal =q arctan? —7, =<0,y <0 (2.5)

= psinf
y=r arctan 2 + 7, <0,y >0

0 € [—m, | izanik.

2.19 irudia. Puntu baten koordenatu polarrak planoan.

Koordenatu polarretan emandako kurba baten adierazpide grafikoa egitea
(p, 0) koordenatuen bidez emanda dauden puntuak OXY planoan irudikatzea da,
p = f(0) izanik, eta:
x(0) = p(0) cos b,
y(0) = p(0) sin 6.
Koordenatu-jatorriari polo deritzo, eta OX ardatzaren alde positiboari ardatz polar
deitzen zaio.

Koordenatu polarretan emandako funtzio baten periodoa T da, honako bi
baldintza hauek betetzen badira:

2(0+T) = (0),
y(0+T) =y(0).
Edo goiko adierazpenen baliokideak diren honako bi adierazpen hauek betetzen
badira:
p(0+T)cos(6 +T) = p(f) cos(h),
p(0+T)sin(6 +T) = p(0) sin(0).
Horrela, p(f) funtzioaren periodoa T; baldin bada, z(0+T) = x(0) etay(0+T) =

y(0) berdintzak bete daitezen, T periodoa T eta 27 zenbakien multiploa izan

beharko da.
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Ohartu p = f(0) funtzioak balio negatiboak har ditzakeela. Berdintza hauek
kontuan izanik:

y(8) = p(6) sin(0) = —p(0) sin(6 + ),
p= f(0) <0 duen (p,0) puntua (—p, 8 + 7) bezala adieraziko da planoan.
Adibideak

{ 2(0) = p(6) cos(8) = —p(6) cos( + ),

2.1 adibidea. Koordenatu polarretan emandako p(6) = 2+-sin (36) funtzioaren
adierazpen grafikoaren itxura zehazteko, p(6) irudika dezakegu OXY ardatzetan;
OX ardatza erabiliko dugu 0 aldagaiarentzat, eta OY ardatza p-rentzat. Horrela,
p(0) adierazpenean 6§ angeluari balioak emanez, funtzioaren grafikoa egin dezakegu.
Adibide honetan ohartzen gara puntu batetik jatorrirainoko distantziak, hau da
p aldagaiak, [1, 3] tartean hartzen dituela balioak. Horrek esan nahi du, grafikoa
koordenatu polarrak erabiliz marrazten dugunean, p = 1 eta p = 3 erradioko
zirkunferentzien barnean eroriko dela.

o p=sin3g)+2
o =5in381+2 eeiBeprens

2.20 irudia. 2.1 adibidea.

2.2 adibidea. Koordenatu polarretan emandako p(6) = 1+-sin (50) funtzioaren
adierazpen grafikoa ikus daiteke [2.21] irudian, koordenatu kartesiarretan eta
koordenatu polarretan. p(f) funtzioaren periodoa 77 = 2?” da, eta grafikoa osatuta
geratuko da 1" = 3 - 17 = 27 betetzen denean.

p#)=1+sin(56)

20F

12 -,
7

Zr I CE i
5 5 5 5

2m

2.21 irudia. 2.2 adibidea.
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2.3 adibidea. Koordenatu polarretan emandako p(f) = sin (26) funtzioaren
adierazpen grafikoa ikus daiteke irudian. Ohartu p < 0 dela [g,ﬂ eta
[3%, 27@. [1, ﬂ tarteko puntuak [3%, 27T] tartean adieraziko dira plano polarrean;
eta [3%, 27TT tartekoak [g, ﬂ tartean adieraziko dira plano polarrean.

o =sin(2 6)

0.5

p =sin(2 6)

05t

-0&F

2.22 irudia. 2.3 adibidea.

Ondorengo ataletan, koordenatu polarretan emandako kurba batzuen adieraz-
pen matematikoak eta grafikoak aztertuko ditugu.

2.3.1 Zirkunferentziak

Aurretik ikusi dugu (a, b) zentrodun eta r erradiodun zirkunferentziaren ekuazioa
honako hau dela:

(=0 + (g — b =12,
Zirkunferentziaren ekuazio polarra lortzen da z(0) = p(6)cos(0) eta y(0) =
p(0) sin(f) adierazpenak bertan ordezkatuta.

e Zentroa jatorrian duen, (a,b) = (0,0), eta r erradiodun zirkunferentziaren

ekuazioa z? + 3> = r? da koordenatu kartesiarretan, eta koordenatu

polarretan p(0) = r. Tkus irudia.

pH=r pH=r

i
N

2.23 irudia. Zentroa jatorrian duen zirkunferentzia.

1 ]
T an /
2 2
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e (a,b) = (0,b) zentrodun eta r = b erradiodun zirkunferentziaren ekuazioa
koordenatu kartesiarretan z2+ (y—b)? = b? da, eta polarretan p(f) = 2bsin 6.
Ikus [2.24] irudia.

p(y=2hsind p(B)=2hsind

|
2]

SREIN
~|5H

2.24 irudia. Zentroa (0,b) puntuan duen zirkunferentzia.

e (a,b) = (a,0) zentrodun eta r = a erradiodun zirkunferentziaren ekuazioa
(r — a)®> + y* = a® da koordenatu kartesiarretan, eta polarretan p(f) =
2a cos . Tkus 2.27 irudia.

plBy=2acos# plA)=2acosd

2]

AN

2

™

g
»]

2.25 irudia. Zentroa (a,0) puntuan duen zirkunferentzia.

Kasu horiek guztiak batera irudikatu dira [2.26] irudian.

¥
\ _p(9)=r
|, — p(6) =2bsind
|

p@)=2acosf

2.26 irudia. Zentro ezberdineko zirkunferentziak.
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2.3.2 Kardioideak

Kardioidearen ekuazioak honako hauek dira koordenatu polarretan:
p=a(l £ cosf) edop = a(l £sind). (2.6)
Tkus eta 2.28 irudiak.

p=1+cos(t) p =1+ cos(t)

QDF v p=1-cos(#) p=1-cos(h)

3 v
1

15 20

1D 15

. 10

ns - -1

p =1+ sin(t) p=1+sin(#) p=1-sin(d) p=1-sin(§)
o ¥ i
20

15 ~1 1

1.0
0s 0s -1
1 g

o i + &
= T = 2 X o 3
2 2 - 1 0 by m = Ir

2.27 irudia. Kardioideak.

p=1xCoséd; p=1+Senéd

2.28 irudia. Kardioide ezberdinak batera.

2.3.3 Pseudokardioideak: Pascalen karakola

Pascalen karakolaren ekuazioa honako hau da koordenatu kartesiarretan:
(—2az + 2° +y2)2 = b* (2% + ¢°). (2.7)
Eta koordenatu polarretan honela idazten da:

p=>b+2acosb. (2.8)
Tkus [2.29 irudia.
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i) = 1.2+ cosH
pl) =12+ cosd
¥

f
20 1
15
10 ra > 1
15
)

pith=1+2cost

pH) =1+ 2Zcost
¥

El
1
H
1 — x
2
g
B

|5
%
s

p(H):1+cos\'§| 1’(H):1+CUS\E)
) v
20
15 !
10 x
3
5
F m 2m  3n 4w ¢
i 0
Pl = cos [—] pi) = cos| —|
2 |2

k3

;:"R /. OB
L/

] ey
plo) = CDS(I] pld) = cos( Z-]

2.29 irudia. Pseudokardioideak.

2.3.4 Errosazeak

Errosazeen ekuazioak koordenatu polarretan honako hauek dira:
p=a+bsin(nh) edo p = a+ bsin(nf), (2.9)

n zenbaki arrunta izanik. Ikus n bakoitia den kasuan lortzen diren errosazea
ezberdinen grafikoak ([2.30} [2.31], [2.32|eta[2.33|irudiak) eta n bikoitia denean lortzen

42



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

direnak ([2.34} 2.35] 2.36| eta [2.37 irudiak).

» = sin(3 #) £ = sin(3 6)

!
1V\ /\ /\
1o X am | zng -
: n . m

-1

1

2.30 irudia. Errosazea: n bakoitia, a =0, b = 1.

p=1+sin(36) p=1+sin(346)
[ ¥
2t 2
1F \
! \. _/
-2 - 1 2"
-1
. . . g
o o so To 3n I
5 2 5 5} 2 =

2.31 irudia. Errosazea: n bakoitia, 0 < a = b.

p=15+sin(36) p=15+sin(3#)
P ¥

2

3 T
-1
u 8
pZ I T 3n I 2k
g 2 g 2 4

2.32 irudia. Errosazea: n bakoitia, a > b > 0.

) p=1+3sin(36)
p=1+3sin34) r

AAAAA#

2 2

[

-2+

2.33 irudia. Errosazea: n bakoitia, 0 < a < b.
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p =Cos(446)

P =cos(446)
y

2.34 irudia. Errosazea:

p =1+ Cos(46)

n bikoitia, a =0, b = 1.

p =1+ cos(446)
v

2.35 irudia. Errosazea: n bikoitia, 0 < a = b.

p=1+0.8Cos(446)

p=1+0.8cos(46)
v

158¢
10p
05k

.
m 3m Sno3m Tm oo
4

B
[~

2.36 irudia. Errosazea:

p=1+3Cos(446)

)
[e

—= M W =

n bikoitia, a > b > 0.

p=1+3Cos{(446)
¥

SV

2

2.37 irudia. Errosazea: n bikoitia, 0 < a < b.

44



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

2.3.5 Lemniskatak

Mota ezberdinetako lemniskatak daude. Honako hau da Bernouilli-ren lemniska-
taren ekuazioa koordenatu kartesiarretan:

($2 + y2)2 — 942 (:1:2 o y2) _ (2‘10)
Eta koordenatu polarretan honako hau daukagu:
p(0) = ar/cos(20). (2.11)

Ikus 2.38 irudia.

pld)=a \/ cos(28)

i

4

= l 5|
E
=

2.38 irudia. Lemniskata.

Aldiz, Garonoren lemniskataren ekuazioa koordenatu kartesiarretan honako

hau da:

ot =d" (2* — ). (2.12)

Eta koordenatu polarretan honako era honetan idazten da:

p(0) = a~/cos(26) (sec ). (2.13)
Tkus [2.39 irudia.
p(H) = \J cos(2 #) (sech)’
20
|.5F 1}"
[.OF [
15 ‘ 1 2"
: g
I ERI P
4 4 4 4

2.39 irudia. Garonoren lemniskata.
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2.3.6 Estrafoidea

Estrafoidearen ekuazioa koordenatu kartesiarretan honako hau da:

= . 2.14
y = (2.14)
Eta koordenatu polarretan honako hau daukagu:
p(0) = acos (20) sec. (2.15)
Tkus [2.40 irudia.
: 1

Estrafoide
v

i

:
:
:
:
:
. 2+
:
4r :
:
:
:
L . e

: i
:
\ /‘ :
. \ \ \ :
i -3 3 T s in f:3 o i

4 2 4 : 4 2 4 : : L

:
:
:

2.40 irudia. Estrafoidea.

]

2.3.7 Espiralak

Mota ezberdinetako espiralak daude:

e Arkimedesen-en espirala honako era honetan emana dator koordenatu
polarretan:

p(0) = a + bo™. (2.16)
Ikus 2.41] irudia.
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— p@=6""

1
— p(B)=0"2

04 0.6 0.8

2.41 irudia. Arkimedesen espiralak.

e Espiral logaritmikoa honako era honetan emana dator koordenatu polarre-
tan:
p(6) = a+ . (2.17)

Tkus 2.42] irudia.

14

—-0.058

p @ =e”

2.42 irudia. Espiral logaritmikoa.

e Alderantzizko espirala honako era honetan emana dator koordenatu polarre-
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tan: "
pl0) = 5. (2.18)
Ikus [2.43] irudia.
2 _a
pO)="— PO=2

202 %%n

2.43 irudia. Alderantzizko espirala.

e Espiral zirkularra honako era honetan emana dator koordenatu polarretan:
p(0) = 6 cosb. (2.19)

TIkus 2.44] irudia.

Pl =4 cosd

p 5[

~30F -151

2.44 irudia. Espiral zirkularra.

2.4 Koordenatu parametrikoetan emandako fun-
tzioen adierazpide grafikoa
Koordenatu parametrikoetan emandako kurba bat edozein puntu P(z,y) OXY

plano kartesiarrean adieraztea da, x = x(t) eta y = y(t) izanik, eta ¢ aldagaia x(¢)
eta y(t) funtzioen domeinuko puntua izanik. Aldagai horri parametro deritzo.
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y = f(z) funtzio esplizitua beti idatz daiteke koordenatu parametrikoetan.
Horretarako, nahikoa da honako hau egitea:

{x(t) =1 (2.20)

Kordenatu polarretan emandako p = f(6) funtzioa honako era honetan idatz
daiteke koordenatu parametrikoetan:

{x(@) = p(#) cos 0,

PR (2.21)
y(0) = p(0)sind.

Koordenatu parametrikoetan emandako funtzio baten periodoa z(t) eta y(t)
funtzioen periodoen multiplo komunetako txikiena da, eta, beraz, honako bi
berdintza hauek beteko dira:

T periodoa izanik.
Ondorengo ataletan, koordenatu parametrikoetan emandako kurba batzuen
adierazpen matematikoak eta grafikoak aztertuko ditugu.

2.4.1 Zirkunferentziak

(a,b) zentrodun eta r erradiodun zirkunferentzia honako era honetan ematen da
koordenatu parametrikoetan:

{x(t) = a+rcost,

2.22
y(t) = b+ rsint. (2.22)

2.4.2 Elipseak

(x0,y0) zentrodun, eta a eta b ardatzerdiak dituen elipsearen ekuazio parametri-
koak honako hauek dira:

{x(t) = xy + acost, (2.23)

y(t) = yo + bsint.

2.4.3 Astroidea

Astroide deritzo zirkunferentzia bateko (zirkunferentzia sortzailea) P puntu bat
r = a erradioko beste zirkunferentzia baten barruan zehar higitzen denean
(zirkunferentzia gidatzailea) sortzen duen ibilbideari. Honako hau da astroidearen
ekuazioa koordenatu kartesiarretan:

562/3 + y2/3 — CL2/3 (224)
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Eta haren ekuazio parametrikoak honako hauek dira:

{ x(t) = cos®t, (2.25)

y(t) = sin’¢.

Tkus [2.45] irudia.

05k

2.45 irudia. Astroidea.

2.4.4 Zikloidea

Zikloide deritzo r erradiodun zirkunferentzia bateko puntu batek biratzean sortzen
duen kurbari. Haren ekuazio parametrikoak honako hauek dira:

z(t) =7 (t —sint),
{ y(t) =7 (1 - cost). (2.26)

Ikus 2.46] irudia.

ZIKLLOIDEAK

8r _

T~

2.46 irudia. Zikloidea.
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2.4.5 Descartesen foliuma
Descartesen foliumaren ekuazio parametrikoak honako hauek dira:

{ (t) = . (2.27)

2
y(t) = 1«tkt3'

Tkus [2.47 irudia.

1 4
-3 -z R 1 2 3
1 2 3
E -as
05
-2
R T

2.47 irudia. Descartesen foliumak.

2.5 Ordenagailuko praktikak

2.1 ariketa. Honako bi funtzio hauek emanik: fi(z) = xe™® eta fo(x) = z2e %

a) Irudikatu funtzioak grafiko berean. FErabili kolore ezberdina bakoitza
irudikatzeko, eta izendatu grafiko bakoitza.

b) x = 0 puntutik, koloreztatu bi funtzioen ebaki-punturako tartea.

a) atala. Funtzioak definituko ditugu, eta haien adierazpen grafikoak egingo
ditugu:

flx_]| =ze ™% f2x_] = 2%e™%;

Plot({fl[z], 2[z]}, {z, 0.5, 6},
PlotStyle — {{Thickness[0.01], Purple}, { Thickness[0.01], Orange} },
PlotLegends — {fl[z], f2[z]}]

0.6

04F

o1



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

b) atala. Bi funtzioen arteko ebaki-puntuak kalkulatuko ditugu, eta eremu hori
koloreztatuko dugu:

Solve[fl[z]|==f2[z], z]

{{z — 0},{z — 1}}

Plot[{f1[z], £2[z]}, {=, 0, 1},

PlotStyle — {{Thickness[0.01], Purple}, { Thickness[0.01], Orange} },
PlotLegends — {f1[z], f2[z]}, PlotRange — {{0,1.1},{0,0.4}},
AspectRatio — 1, Filling — {1 — {{2}, {LightOrange}}}|

04r

0.3

— X x

e* x?

0.2

0.1

2.2 ariketa. Idatzi honako grafiko hau lortzeko behar diren aginduak.
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Funtzio hiperbolikoak

6+

4 |
cosh(x)
sinh(x)

| | | | — tanh(X)

2+

2.48 irudia. 2.2 ariketako irudia.

Funtzioak definituko ditugu, eta adierazpen grafikoa egingo dugu:

fl[x_] = Cosh[z];

f2[x_] = Sinh[z];

f3[x_] = Tanh[z];

p3 = Plot[{Sinh[z], Cosh[z], Tanh[z]}, {z, —5, 5}, PlotRange — {—5, 7},
PlotStyle — {{RGBColor[1, 0.5, 0.2], Thickness[0.008]},

{RGBColor[0.5, 1, 0.2], Thickness[0.008] },

{RGBColor|0.5, 0, 1], Thickness[0.008] } },

PlotLegends — {f1[z], f2[z], f3[z]}, PlotLabel — “Funtzio hiperbolikoak”,
Ticks — {Table[i, {i, —4, 4, 2}], Table[, {7, —4, 6,2}]}]

Funtzio hiperbolikoak

6

4L

ol cosh(x)
sinh(x)

1 1 1 1 L) tanh(X)

2.3 ariketa. Irudikatu honako baldintza hauek mugatzen duten eremua:

{(z =1 <yn(y—1?<zny<2}.
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Lehendabizi, baldintzetako bakoitzari dagozkion mugak adieraziko ditugu:

gl = ContourPlot [{(z — 1)"3==y, (y — 1)’==z,y==2}, {z, —0.5, 3},
{y, —0.5,3}, Frame — False, Axes — True, PlotLegends — “Expressions”|

3.0 /

2.5: /

2.0V

sp — (x-1=y
(y-1)72=x
y=2

1.0:E

0.5

Ondoren, baldintzetako bakoitzari dagozkion eremuak adieraziko ditugu:

g2 = RegionPlot [{(zx —1)3 <y, (y — 1)? < z,y < 2}, {z,—0.1,2.7},
{y, —0.7,2.7}, Frame — False, Axes — True, AxesLabel — Automatic,

PlotLegends — “Expressions”

o4
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15[
O (x-1)°%<y

(y-1)2<x
y<2

1.0_%

-05+

Eta bukatzeko, hiru baldintzak batera betetzen dituen eremua adieraziko dugu:

g3 = RegionPlot [{(z — 1)? < y&&(y — 1)? < 2&&y < 2}, {z,—0.1,2.2},
{y,—0.2,2.2}, Frame — False, Axes — True, AxesLabel — Automatic]

y

2.4 ariketa. Idatzi sin(a + bz) funtzioari dagokion animazio bat, a eta b
parametroak izanik. Animazio berean, irudikatu sin x funtzioa erreferentzia bezala.
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Eskatzen diguten animazioa sortuko dugu Manipulate agindua erabilita:

g = Manipulate[Plot[{Sin[z], Sin[a + bz]}, {z, 0, 2Pi},

PlotStyle — {{Blue, Dashing[0.02]}, {Purple, Thickness[0.007]}},

Ticks — {{0, Pi/6, Pi/2, 2Pi/3, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, {~1,0,1}},

PlotLegends — {Sin[z], Sin[a + bz]}, PlotLabel — Framed[“sin (a+bx)”]],
{{b,3,b},1,10,1}, {{a, Pi/2, a}, 0, 2Pi, Pi/4}]

Eta honako hau da lortzen dugun animazioa:

b M
o
a M
[5)
1 P
1
/7
/
/ \
/ \ — — — sin(x)
/ \
\ | cos(3 x)
™ E b
\ //!
\ /
\
\
N\
1k S
2.5 ariketa. Adierazi koordenatu polarretan emandako p(#) = sin (%)

funtzioa, eta sortu animazio bat.
Funtzioa definituko dugu, eta haren adierazpen grafikoa egingo dugu:

f[t_] = Sin[5 x t/7];

gl = Plot [f[t], {¢,0,72} , Ticks — {{0,37/4,2r, 722} , Automatic},
PlotStyle — Thickness[0.01], Filling — Axis,

FillingStyle — {LightOrange, LightBlue},
ColorFunction->Function[{t, y}, If[ f[t] < 0, Orange, Blue]],
ColorFunctionScaling->False, AxesLabel — {0}]
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0.5

ket

-0.5

Funtzioaren periodoa T; bada, honako hau beteko da: p(0) = p(6 + T}). Kasu
honetan T} = 72?” da, eta grafikoa osatuta geratuko da T" = 5T} betetzen denean.
g2 = Plot[Sin[5 * t/7], {t, 0, 147},

Ticks — {{2r,4m, 6w, 87, 107, 127, 147}, Automatic},

PlotStyle — Thickness[0.01], Filling — Axis,

FillingStyle — {LightOrange, LightBlue},
ColorFunction->Function[{t, y}, If[Sin[5 * /7] < 0, Orange, Blue]],
ColorFunctionScaling->False, AxesLabel — {0}]

1.0

0.5H

-0.5

Animagzioa sortuko dugu Manipulate agindua erabilita:

g3 = Manipulate[PolarPlot[Sin[5t/7], {t, 0, p}, PlotStyle — {Thickness[0.008]},
ColorFunction->Function[{z, y,t,7},

If[Sin[5 % /7] < 0, Orange, Blue]], ColorFunctionScaling->False,

PlotRange — {{—1.1,1.1},{-1.1,1.1}}], {{p,0.7,46"},0.1, 147 }|
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05

Eta irristagailua erabiliz, honako grafiko hau lortzen da:

2.6 ariketa. Idatzi honako grafiko hau lortzeko behar diren aginduak
koordenatu polarrak erabilita.
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ZIRKULUEN FAMILIA

2.49 irudia. 2.2 ariketako irudia.

(a,b) zentrodun eta r = ¢ erradiodun zirkunferentzia definituko dugu:

ek = (@ —af + (y— b == &

Ondoren, (a,b) = (0,0) zentrodun zirkunferentziak definituko ditugu:
ekl =ek/.{a — 0,b — 0}
z2 +y? == c?
polarl = ekl/.{z — r[t] x Cos|[t],y — r[t] * Sin[t]}//Simplify
== r[t]?
Solve[polarl, r[t]]
{rlt] = —c}, {rlt] = c}}

zirkulul[t_,a_] = a;

Prozesu bera jarraituz, (0,b) zentrodun eta r = b erradiodun zirkunferentziak
definituko ditugu:
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ek2 = ek/.{a — 0,c — b}

22+ (=b +y)? == b?

polar2 = ek2/.{z — r[t] * Cos[t], y — r[t] * Sin[t]}//Simplify
r[t]? == 2br[t]Sin[t]

Solve[polar2, r[t]]

{{r[t] = 03, {r[t] — 2bSin[t]}}

zirkulu2[t_,b_] = 2 * bSin[t];

Eta (a,0) zentrodun eta r = a erradiodunak:
ek3 = ek/.{b — 0,c — a}
(—a+z)* +9y° ==a
polar3 = ek3/.{z — r[t] * Coslt],y — r[¢] * Sinlt]}//Simplify
2aCos[t|r[t] == r|t]?
Solve[polar3, [t]]
{{r[t] = 0}, {r[t] = 2aCos[]}}

zirkulu3[t_,a_] = 2 x aCoslt];

Bukatzeko, eskatzen diguten irudia egingo dugu:

zirl = PolarPlot[Evaluate|Table[zirkulul[t, b], {b, 1, 5}]], {¢,0, 2 * 7},
PlotStyle - RGBColor[1, 0, 0.2], PlotLabel — r==2bSin[t]];

zir2 = PolarPlot|Evaluate|Table[zirkulu2[t, a], {a, 1, 5}]], {¢,0, 7},
PlotStyle — RGBColor|0.5, 1, 0], PlotLabel — r==2aCos][t]];

zir3 = PolarPlot[Evaluate|[Table[zirkulu3|[t, ¢, {c, 2, 10, 2}]],
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{t,0,2 * 7}, PlotStyle — RGBColor|0.5, 0, 1], PlotLabel — r == ¢J;

gl = Show/zirl, zir2, zir3,

PlotLabel — Style[“ZIRKULUEN FAMILIA”, Bold, 14, RGBColor[0.3, 0.2,0.7]]]
ZIRKULUEN FAMILIA

2.7 ariketa. Idatzi honako grafiko hau lortzeko behar diren aginduak,
koordenatu parametrikoak erabilita.

=34

2.50 irudia. 2.7 ariketako irudia.

Honako agindu hauek dira beharrezkoak grafiko hori sortzeko:

elipse[t_,a_,b_,c_,d_] = {a*Sin[t],b * Cos[t]} + {c,d};
gl = ParametricPlot[Evaluate[Table[elipse[t, 2, %, 0, 0], {2, 1, 3}]],
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{t,0,2Pi}, PlotStyle — Table[RGBColor[1, i * 0.3, 0], {, 0, 2}],
AspectRatio — Automatic];

g2 = ParametricPlot[Evaluate[Table[elipse[t, ¢, 2, 0, 0], {2, 1, 3}]],

{t,0,2Pi}, PlotStyle — PlotStyle — Table[RGBColor|0, 1, * 0.3], {1, 0, 2}],
AspectRatio — Automatic];

el = Show|gl, g2, PlotRange — {—3, 3}]

3+

=3

2.8 ariketa. Idatzi honako grafiko hauetan adierazi diren kardioideen arteko
eremuak lortzeko behar diren aginduak, koordenatu parametrikoak erabilita.

2.51 irudia. 2.8 ariketako irudiak.
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Honako agindu hauek dira beharrezkoak lehenengo grafikoa sortzeko:

h1 = ParametricPlot[{r * (1 — Cos[t]) * Cos[t],r * (1 — Cos][t]) = Sinl[t]},
{t,0,2Pi}, {r, 1,2}, Axes — False,

ColorFunction — Function[{z, y, ¢, u}, Hue[u]]]

2+

Eta honako hauek bigarrena sortzeko:

h2 = ParametricPlot[{r * (1 — Cos[t]) * Cos][t],r * (1 — Cos][t]) = Sin[t]},
{t,0,2Pi}, {r, 1,2}, Axes — False,

ColorFunction — Function[{z, y, i, u}, ColorData[‘TemperatureMap”][i]],
Mesh->Full]
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2.9 ariketa. Adierazi honako bi funtzio hauek ardatz berberak erabilita:

y = 2% eta y = 2®. Erabili kolore eta lerro mota ezberdinak funtzio bakoitza

irudikatzeko. Irudikatu bi funtzioek [0, 1] tartean mugatzen duten eremua.
Funtzioak definituko ditugu:

flx_]| =%

f2[x_| = x?;

Eta Plot aginduak eskaintzen dituen aukerak erabilita, adierazpen grafikoa
egingo dugu:
hl = Plot[{fl[z], f2[z]}, {z, —2, 2},
PlotStyle — {{Orange, Thickness[0.01], Dashing[0.02]}, { Green, Thickness[0.008]}},
PlotRange — {{—1.5,1.5},{—1.2,3}}, AspectRatio — 0.7,
PlotLabel — Framed[“FUNTZIO POTENTZIALAK”),
PlotLegends — {f1[z], £2[z]}]
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FUNTZIO POTENTZIALAK

3

Bi funtzioek [0, 1] tartean mugatzen duten eremua irudikatuko dugu:

h2 = Plot[{fl[z], 2[z]}, {z, -2, 2},

PlotStyle — {{RGBColor][1,

0.5, 0], Thickness[0.01]},

{RGBColor|0, 1, 0.2], Thickness[0.01]}},
PlotRange — {{0,1},{0,1}},

AspectRatio — 1, Filling —

{1 — {{2}, {LightOrange}}},

Frame — True, FrameStyle — Directive[Darker|Green], 12], Axes — False]

1.0 7 ‘
0.8
0.6

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4

0.6 0.8 1.0
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2.10 ariketa. Adierazi 2 x 2 dimentsioko taula batean honako funtzio
trigonometriko hauek: sinz, cosx, tanx, cotx. Erabili kolore eta lerro mota
ezberdinak funtzio bakoitza irudikatzeko.

Funtzioak definituko ditugu, eta haien adierazpen grafikoak egingo ditugu:

fl[x_] = Sin[z];
a = Plot[fl[z], {z, —2Pi, 2Pi}, PlotStyle — {Blue, Thickness[0.01]},

PlotLabel — f1[z],
Ticks — {{—2Pi, —3Pi/2, —Pi, —Pi/2, 0, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, {—1, 1}}]
sin(x)
1k
-2 —é" a _lﬂ 1ﬂ

f2[x_] = Cos[z];
b = Plot[f2[z], {z, —2Pi, 2Pi}, PlotStyle — {Purple, Thickness[0.01]},

PlotLabel — f2[z],
Ticks — {{—2Pi, —3Pi/2, —Pi, —Pi/2,0, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, {—1,1}}]
€os(x)
_én - —;'r x ;r 21rr
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f3[x_] = Tan|[z];

¢ = Plot[f3[z], {z, —P1, Pi}, Exclusions — {z== — Pi/2,Pi/2},
ExclusionsStyle — Dashing[Medium]|,

PlotStyle — {Orange, Thickness[0.01]}, PlotLabel — f3[z],
Ticks — {{—Pi, —Pi/2, 0, Pi/2, Pi}, {—6,6}}]

tan(x)

6

NS

fA[x_] = Cot|[z];

d = Plot|[f4[z], {z, —3.2, 3.2}, PlotStyle — {Green, Thickness[0.01]},
Exclusions — {—Pi, 0, Pi},

ExclusionsStyle — Dashing[Medium], PlotLabel — f4[z],

Ticks — {{—Pi, —Pi/2, 0, Pi/2, Pi}, {—6,6}}]

cot(x)

6

oo
ol

6

Bukatzeko, grafiko denak 2 x 2 dimentsioko taula batean jarriko ditugu:
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g5 = GraphicsGrid[{{a, b}, {c, d}}, Frame — True]

sin(x) cos(x)

AWAWE W

tan(x) cot(x)

|
N

5

1

[

U

1
Ny
N
5

Ny

—-6F

2.11 ariketa. Irudikatu honako funtzio hauek: r = 1,5 + sin(5t), r =
4+ 1,5sin(9t) eta r = 4 + 0,6sin(18¢). Egin animazio bat » = 2 + 1, 5sin(3t)
funtzioa irudikatzeko.

r = 1,5+sin(5t) funtzioa definituko dugu, eta haren adierazpen grafikoa egingo

dugu:
pl = PolarPlot[{1.5 + Sin[5 * £]}, {¢, 0, 27}, ColorFunction — “DarkRainbow”,
PlotLabel — “r=1.5+sin(5t)”]

r=1.5+sin(5¢t)

L L it L L L L
-2 =1

Honako grafiko hau erabilita, sin(5t) < 0 betetzen duten angeluei dagozkien
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puntuak kolore ezberdinak erabiliz marraz daitezke:

p2 = PolarPlot[{1.5,1.5 + Sin[5 * t]}, {t, 0, 27},

ColorFunction — Function[{z, y, t, 7}, If[Sin[5¢] < 0, Pink, Blue]],
ColorFunctionScaling->False,

PlotLabel — “r=1.5+sin(5t)”]

r=1.5+sin(5¢)

2+

Honako grafiko honetan, » = 4 4 1,5sin(9¢) eta r = 4 + 0, 6sin(18¢) irudikatu
dira:
gl = PolarPlot[{4 + 1.5Sin[9  ¢], 4}, {¢,0, 27},
PlotLabel — “r=4+1.5sin(9t)”];
g2 = PolarPlot[{4 + 0.6 = Sin[18 x t], 4}, {¢, 0, 27}, PlotLabel — “r=4+0.6sin(18t)”,
PlotStyle — {Green, Directive[Thick, Pink]}];
p3 = GraphicsGrid[{{g1, g2} }]

69



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

r=4+1.5sin(9¢t) r=4+ 0.6sin(18 t)

0 :

Bukatzeko, r = 2 + 1, 5sin(3t) funtzioa irudikatuko duen animazioa sortu da:

pd=

Animate[Show[PolarPlot[{1, 3,2 + Sin[3 * t]}, {¢, 0, p},

PlotStyle — {Dashed, Dashed, Thickness[0.008]},

PlotLegends — {“p =17,“p = 3”,“p = 2 + sin(30)"},

PlotLabel — “p = 2 + sin(36)”,

PlotRange — {{-3,3},{-3,3}}],

Graphics[Arrow([{{0, 0}, {Cos[p](2 + Sin[3 * p]), Sin[p](2 + Sin[3 * p]) } }]I],
{{p,0.7,46"},0.1,27}]

¢ —— —MEEIE]

p(0) = 2 +sin(3 )
-

L~/ & p=1

\

“““““““““ o Y p=3

) - - p=2+sin(3 )

Animazio osoa egin ostean, honako grafiko hau lortzen da:
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p(0) =2 +sin(3 0)
3 -

2.52 irudia. 2.3 ariketako animazioaren emaitza.

2.12 ariketa. Irudikatu honako funtzio hau: z(t) = cos(3t), y(t) = sin(2t).
Funtzioa definituko dugu, eta adierazpen grafikoa egingo dugu:

rt_]| = {z[t_],y[t_]} = {Cos|3 * t], Sin[2 * t]};

k1 = ParametricPlot[{Cos[3 * t], Sin[2 * t| }, {t, 0, 2 * Pi},
PlotStyle — {RGBColor|[0.2, .7, 0.5], Thickness[0.009] },
PlotRange — {{—1,1},{-1,1}}]

1.0

2.13 ariketa. Irudikatu parametriketan emandako honako funtzio hau, r =
rcosf eta y = rsinf parametroak honako tarte hauetan daudenean. Erabili
koloreztatzeko aukera ezberdinak:

a) r € [1,3] eta 6 € [0,27/3].
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b) r € [1,3] eta 6 € [0,37/2].
c) r€[l,3] etad €|0,2n].

a) atala. FEremua definituko dugu lehendabizi, eta grafikoa egingo dugu
ondoren:

D = ImplicitRegion[0 < § < 27/3A1<r < 3,{6,7}];

k1 = ParametricPlot[{rCos|[6], rSin[0]}, {6, 7} € D, Axes — True,
Frame — False, Mesh — 10, AxesLabel — {z, y}]

y

¥, § E—

25} D
20f f \
151

X\ el

b) ataleko grafikoan, ParametricPlot aginduaren barruan definituko dugu
eremua:

k2 = ParametricPlot[{rCos|f], rSin[6]}, {r, 1, 3}, {6, 0, 3Pi/2},
ColorFunction — “DarkRainbow”,
Mesh->Full]
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c) ataleko grafikoan ere, ParametricPlot aginduaren barruan definituko dugu
eremua:

k3 = ParametricPlot[{rCos|f], rSin[6]}, {r, 1, 3}, {6, 0, 2Pi},
ColorFunction — Function[{z, y, i, u}, Hue[i]], Mesh->Full]

Eremu bera beste era honetan ere kolorezta daiteke:

k4 = ParametricPlot[{rCos|f], rSin[6]}, {r, 1, 3}, {6, 0, 2Pi},
ColorFunction — Function[{z, y, i, u}, ColorData[“TemperatureMap”][i]],
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Mesh->Full]

2.14 ariketa. Irudikatu Arkimedesen espirala p = 6 ekuazio parametrikoak
erabilita. Hau da, x = #cosf eta y = 0sin6.
Espirala irudikatzeko, aginduak idatziko ditugu:

ggl = ParametricPlot[{uCos[u], uSin[u]}, {u, 0, 4Pi}, PlotStyle — Thick,
ColorFunction — Function[{z, y, u, v}, Hue[u/(2Pi)]],
ColorFunctionScaling — False]
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3. kapitulua

Aldagai errealeko funtzio errealen li-
miteak

Kalkulu infinitesimaleko kontzeptuen artean garrantzitsua da limite kontzeptua,
jarraitutasuna, deribagarritasuna, eta abar definitzeko oinarria baita. Gai honetan
aztergai izango ditugu aldagai errealeko funtzio errealen limiteak.

3.1 Limate kontzeptua

f: D C R — R funtzioa emanik, = aldagaia a baliora hurbiltzen denean, limitea
bakarra da:

lim /()

a: 00, —00,w,w’,w” izanik eta w zenbaki erreala. Bere balioa oo, —o0o, edo L € R
izan daiteke. Baldin

lim f(z) = L (edo oo, edo — 00)

r—a

bada, edozein ¢ > 0 harturik, a-tik behar bezain gertu dauden z guztietarako
honako hau beteko da:

L—e< f(x) <L+e (edo f(z) > ¢, edo f(z) < —¢).

Limitea. Izan bedi f(z) funtzio bat, a barne duen tarte ireki batean
definiturikoa (a puntua bera salbuetsiz, kanpoan utziz) eta izan bedi L zenbaki
erreal bat. x aldagaia a baliora hurbiltzen denean, limitea L da; hau da:

lim f(a) = L. 3.1)
baldin € > 0 guztietarako, 6 > 0 bat existitzen da, zeinak honako hau betetzen

baitu:
baldin 0 < |z — a| < §, orduan |f(z) — L| <e.

Bakartasuna. f(z) funtzio baten limitea x aldagaia a baliora hurbiltzen
denean existitzen bada, bakarra da. Hau da:

lim f(x) =L, eta lim f(z) =M = L=M (3.2)

T—ra r—a
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Konbergentzia, dibergentzia, infinitesimoa, oszilazioa. Baldin lim f(z) =
z—

L bada, L finitua izanik, orduan x — 57 denean f(x)-k L-ra konbergitzen duela
esaten da.

Baldin lim f(z) limitea co edo —oo bada, orduan esaten da z — <7 denean
T

f(z)-k oo-ra edo —oo-ra dibergitzen duela.
f(z) funtzioak ez duenean ez konbergitzen ez dibergitzen, lim f(z) adierazpe-
f VA

nak ez du zentzurik, eta esan ohi da f(z)-k oszilatu egiten duela x — 57 denean.
Eragiketa aljebraikoak. Baldin lir% fi(x) =L, eta lir% fo(x) = Ly badira,
T—r r—r

orduan:
lim \fi(z) = AL, VA € R,
ggum>+ﬁu» Li+ Ly,
lim (f1(2) - fofe)) = L~ Lo
) L

. iz
1 — 1 L, #0 bad
mﬂ% holz) L 27 0bada

lim fy (2)2® = L2 1, > 0 bada,

1
lim 29/ fi(x R/Ly = L{*,L1 >0 # Ly izanik.

z—V

Funtzioen konposaketa. f(z) eta g(x) bi funtzio emanik, baldin lim f(z) =1
Tr—a
eta g(z) jarraitua bada x = [ puntuan (hau da, lirr% g(x) = g(l)), orduan,
z—
Jlim(g o f)(x) eta honako era honetan kalkulatzen da:
r—a

lim(g o f)(x) = lim g ((2)) = g (1im f(x)) = g(0).

r—a Tr—a (x—)a

Alboetako limiteak. f(z) funtzio bat emanik, = aldagaia a baliora eskuinetik
hurbiltzen denean, limitea L, da, honako hau gertatzen bada:

lim f(z) =L, <= Ve >0, 30; >0non 0 < x—a < 01, orduan |f(z) — L,| <e.

r—a™t
(3.3)
Era berean, z aldagaia a baliora ezkerretik hurbiltzen denean, limitea L; da,
honako hau gertatzen bada:

lim f(z) =L, <= Ve >0, 302 >0 non 0 < a—x < dy; orduan |f(x) — L] < e.
r—a—
(3.4)

Funtzio baten limitea = aldagaia a aldagaira hurbiltzen denean existitzen da,
baldin eta soilik baldin albo-limiteak existitzen badira eta berdinak badira:

lim f(z) = lim f(x) =L <= lim f(z) = L. (3.5)

z—at r—a— r—a

Limite zehaztugabeak edo indeterminazioak. lir% f(z) kalkulatzeko
z—

lehen azaldu ditugun limiteen kalkulurako oinarrizko arauak aplikatzea nahikoa
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ez denean, limite zehaztugabeak edo indeterminatuak ditugu. Indeterminazioak
zazpi motatan sailka daitezke:

0 +o0

6,5,@0 -0, % (00 — 00),00%,0°, 15>, (3.6)

non balio bakoitzak (L=0, co, £00, 1) f(x) funtzio baten limitea adierazten baitu,
1i1% f(z) = L betetzen duena.
T—r

3.2 Infinitesimoak

Infinitesimoa. lim f(z) = 0 bada, f(z) infinitesimo bat da x — 7 kasurako.
T

Infinitesimoen konparaketa. Izan bitez f(x) eta g(x) bi infinitesimo x — 7

kasurako, non lim % = [; orduan:

=\

a) | = 0 bada, f(z) g(x) baino ordena txikiagoko infinitesimoa da x — v/
denean.

b) | = oo bada, f(x) g(x) baino ordena handiagoko infinitesimoa da x — v/
denean.

c) Il € R— {0} bada, f(z) eta g(x) ordena bereko infinitesimoak dira x — 7
denean.

d) 1 =1 bada, f(x) eta g(x) infinitesimo baliokideak dira z — 57 denean.

Infinitesimo baten ordena. Izan bedi f(z) funtzioa x — <7 kasurako
infinitesimo bat. f(z) n ordenako infinitesimoa da, x — <7 denean honako
berdintza hau betetzen bada:

lim LM =1, (3.7)

[ € R— {0} izanik.

3.3 Baliokidetzak

Funtzio baliokideak. Bi funtzio f(z) eta g(x) baliokideak dira © — <7 denean,
eta honela idatziko dugu:

f(z)~g(z) edo g(x)~f(x), * — v denean (3.8)
baldin honako hau betetzen bada:
@)

m—zl(:)limM

e B0 Rl (3.9)
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Baldin f(z)~g(x) bada x — 57 denean, eta honako limiteetako bat existitzen

bada:
lim f(z)h(x) edo lim g(z)h(z), (3.10)
z—V =V
orduan:
lim f(z)h(x) = lim g(z)h(z). (3.11)
=V z—=V
e Baldin 111% f(z) = A\, A # 0 eta finitua izanik, orduan:
z—
f(z)~\, x — 7 denean. (3.12)

Baliokidetza hau asko erabiltzen da.

Baliokidetza erabilienak
Demagun lir% f(x) =0. Orduan
T—

ty S5 = S =
tig Sy SOy
Ji = I oy g =

3.4 Adibideak

3.1 adibidea. Aztertu ea f(z) = sin (4

T

) funtzioaren limitea existitzen den x — 0

denean. Hau da, ea honako limite hau existitzen den:

lim sin

z—0

(3.13)

(5)

Funtzio trigonometrikoa aplikatu behar zaion funtzioaren albo-limiteak ezber-

dinak dira:
o1
lim — = o0
r—0t X
) 1
lim — = -
x—0— T
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Horretaz, gain,

lim sin (1) =1 (3.14)

z—0 €x

izango balitz, gutxienez e-en balio bat existitzen da non sin (%) funtzioaren grafikoa
ez baitago y; = [ — € eta y, = [ + ¢ zuzenen artean. Nahikoa da, adibidez, ¢ = %

balioa hartzea; ikus [3.1] irudia.

3.1 irudia. 3.1 adibidea.

3.2 adibidea. Ondorioztatu grafikoki honako limite hau:

lim z sin <1> . (3.15)

x—0 x

Nahiz eta lim sin (l) limitea ez den existitzen, lim xsin (l) limitea existitu
x—0 z z—0 z

egiten da, eta bere balioa honako hau da:

x—0 x

lim z sin (1) = 0. (3.16)

Tkus irudia.

3.2 irudia. 3.2 adibidea.

3.3 adibidea. Aztertu f(z) funtzioaren limitea x — 0 denean:

1, x>0,

fz) = { _L z<0 (3.17)
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Funtzioaren grafikoa, irudia, aztertuz, erraz ondorioztatzen da ez dela
existitzen liIT(l) f(z) limitea, alboetako limiteak ezberdinak baitira:
z—

lim f(z) =—1,

z—0~

lim f(z)=1.

z—0~

3.3 irudia. 3.3 adibidea.

3.4 adibidea. Aztertu f(z) = I funtzioaren limitea 2 — 0 dencan:
Funtzioaren grafikoa, [3.4]irudia, begiratuz, ondoriozta daiteke ez dela existitzen
lir% f(z) limitea, alboetako limiteak ezberdinak baitira:
T—r

lim f(z) = —o0,
z—0~
lim f(z) = oo.
z—0~
N
N .
« -M

3.4 irudia. 3.4 adibidea.

3.5 adibidea. sinz eta x funtzioak x — 0 denean baliokideak direla jakinik,
hau da, sinx ~ x, frogatu 1 — cosx ~ % dela x — 0 denean.
Honako limite hauek ditugu x — 0 denean:

lim1—cosx =0,
z—0

Beraz, funtzio biak infinitesimoak dira x — 0 denean.
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Bi funtzioen arteko zatidura planteatuko dugu:

l—cosz . 2(1—cosx)(l+cosz) . 2(1—cos’x)
20 % 20 22 (1 + cosx) 20 22 (1 4 cos )

. 2sin? x
=lim————.
z—0 22 (1 + cos x)

Eta, orain, sinx ~ x baliokidetasuna aplikatuko dugu:

) 2sin? x ) 222
lim ————— =lim ———— = 1.
=0 22 (1 + cosx) «—0 a2 (1 + cosx)

3.6 adibidea. Zchaztu f(x) = tanz —sinz funtzioaren ordena x — 0 denean.
f(z) = tanx — sinz funtzioa infinitesimoa da x — 0 denean:

limtanxz —sinx =0
x—0

Bere ordena n izango da, honako limite hau betetzen bada:

. tanx —sinx
lim —— =1,
z—0 xn

[ € R — {0} izanik.

Kalkula dezagun limite hori:

. tanx —sinz . sinz(l —cosx)
lim ——— = lim
z—0 " z—0 T cosT

etasinx ~ x eta 1 —cosx ~ % baliokidetasunak aplikatuz x — 0 denean, honako
hau daukagu:

. 22 0, n <3,
. sinz(l —cosz) . T )
lim = lim =<5, n=3,
2—0 2™ COS T =0 T™ COS T 2
oo, n>3

Hau da, n = 3 denean limitearen balioa | = % € R — {0} denez, n = 3 da

infinitesimoaren ordena.

3.7 adibidea. Kalkulatu honako limite hau, jakinik log(l + x) ~ z x — 0

denean:

i Vat 4 Tab
im ———
2—0 log(1 4 6x)
log(1 + x) ~ 2 © — 0 den moduan, log(1 + f(x)) ~ f(z) dela x — 0. Beraz,

limitearen balioa honela kalkulatzen da:

vVt 4+ 726 I v 1+ Tx? 1

m ———-————m- 1m —.
x—0 log(l + 61‘) z—0 6x 6

3.8 adibidea. Kalkulatu ¢*” — cos 2 funtzioaren ordena = — 0 denean, jakinik

e — 1~z 2 — 0 denean:
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2 . . . .
e¥ — cosz funtzioa infinitesimoa dela © — 0 denean:

. 2
lime* —cosz = 0.
x—0

Bere ordena n izango da, honako limite hau betetzen bada:

lim e — cosx _
z—0 "
[ € R — {0} izanik.
Kalkula dezagun limite hori:
. eF —cosx (612 - 1) + (1 —cosx)
lim ——— = lim .
z—0 xm z—0 "

Eta honako baliokidetasunak erabiliz, e — 1 ~ 22 eta 1 — cosxz ~ Z x50

2
denean:

(612—1> + (1 —cosz) 221 2 0, n<2,
lim = lim 2 — %, n=2,,
z—0 xn z—0 "
00, mn > 2.
3.5 Ordenagailuko praktikak
3.1 ariketa. Aztertu ea f(z) = % funtzioak * = —2 eta x = 2 puntuetan

limiterik duen ala ez.
Puntuak eta funtzioa definituko ditugu, eta funtzioaren adierazpen grafikoa
egingo dugu:

fIx_] = &

Plot[f|z], {z, —4, 4}, PlotStyle->{Green, Thickness[0.01]},
Exclusions — {22 — 4 == 0},

ExclusionsStyle — Directive[Dashing[0.02], Blue,
Thickness[0.005]]]
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20 -

20 -

Funtzio baten puntu bateko limitea kalkulatzeko, Limit|funtzioa, x — x|
agindua erabiltzen da. Alboetako limiteak Direction erabilita adierazi behar
dira: ezkerreko limitearentzat Limit|funtzioa, * — x¢, Direction — 1|, eta
eskuinekoarentzat Limit|funtzioa, v — xo, Direction — —1|.

xr = —2 puntuko albo-limiteak kalkulatuko ditugu:

limezker = Limit[f[z], z-> — 2, Direction->1]

limesk = Limit[f[z], 2-> — 2, Direction-> — 1]

Ez da existitzen © = —2 puntuko limitea, albo-limiteak ezberdinak baitira:

lim f(z) = +o0 # lir_r;r f(z) = —oc.

T—=—2"

x = 2 puntuan berdin egingo dugu:

limezker = Limit[f[z], z->2, Direction->1]
limesk = Limit|[f[z], z->2, Direction-> — 1]
—Oo0

Eta arrazoi beragatik, x = 2 puntuko limitea ere ez da existitzen:

lim f(z) =400 # li>r12r1+ f(z) = —o0.

r—2~
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3.2 ariketa. Aztertu ea honako funtzio honek x = 0 eta x = 27 puntuetan
limiterik duen ala ez:

28iﬂ2:v, 0<z<2m,
f(z) =4 tanx + cos(x +m), x> 2m,
3, gainerako kasuetan.

Funtzioa definituko dugu, eta haren adierazpen grafikoa egingo dugu:
f2[x_] = Which[0 < z < 2Pi, 2 * (Sin[z])"2, z > 2Pi, Tan[z] + Cos[z + Pi], True, 3]
Which [0 < z < 27, 2Sin[z])?, x > 27, Tan[x] + Cos[z + 7], True, 3]

Plot[f2[z], {z, —2, 8}]

41

2|

Alboetako limiteak kalkulatuko ditugu x = 0 eta x = 27 puntuetan:

limezkl = Limit[f2[z], 2 — 0, Direction — 1]

limeskl = Limit[f2[z],z — 0, Direction — —1]

limezk2 = Limit[f2[z], z — 2P1i, Direction — 1]

limesk2 = Limit[f2[z], z — 2Pi, Direction — —1]

Alboetako limiteak ezberdinak direnez,

lim f(r) =3 # lim f(x) =0,

z—0~
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lim f(z)=0%# lim f(z)=—1,

27 z—27+

ez dira existitzen puntu horietako limiteak.
3.3 ariketa. Frogatu f(r) = V/x+1—1 eta g(x) = % funtzioak baliokideak
direla © — 0 doanean. Erabili emaitza hori /0,987 balioa kalkulatzeko.
Funtzioak definituko ditugu, eta beren zatiduraren limitea kalkulatuko dugu:

fx_1=@+1)" -1

gx_]1=3;
1= f

m—)Oglz
1

f(z) eta g(z) funtzioak baliokideak dira, honako hau betetzen baita:

G
lig 5 =1 (3.18)

x — 0 denean f(x)~g(x) betetzen denez, honako hau daukagu:

\3/:c+1—1~§:> 3x+1~§+1

Beraz, vz +1 = /0,987 izango da zy = 0.987 — 1 = —0.013 denean, eta
V/=0.013 ~ =213 4 1 izango da:

s = Solve[z + 1 == 0.987]
{{z - —0.013}}

x0 = z/.s[[1]]

—0.013

hix_] = glz] + 1

1+¢

hlz]/. s[[1]]

0.995667
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v/0.987

0.995648
flx0] +1

0.995648

Hortaz, v/0.987 ~ 0.995648.
3.4 ariketa. Kalkulatu f(z) = € — €* eta g(r) = sinbr — sin3zx
infinitesimoen ordena eta parte nagusia x — 0 doanean. Erabili emaitza hori

honako limite hau kalkulatzeko: lim —&-=¢"
2—0 Sin S5x—sin 3x

Honako funtzio hau definituko dugu Mathematica programan:

ordenapnaglf ,x ,a_,b_]:=

Do [If [Limit [—fh’]— x— a] # 0&& Limit [—fm— T — a] # oco&&

(x—a)n? (z—a)n?

Limit [—flf]— x— a] # —00,

(z—a)™?

Print[“Infinitesimoaren ordena da: ” ,n,“. Bere parte nagusia da: ”,

pnag = Limit [(Tf_%;, T — a] x (x — a)",“.”] , Stop] ,{n,0, b}]

f(x) funtzioa definituko dugu, eta bere ordena kalkulatuko dugu, definitu
dugun goiko funtzioa erabilita:

f[x_] — E5a: _ E3x;
ordenapnag|f, z, 0, 15]
Infinitesimoaren ordena da: 1. Bere parte nagusia da: 2.

pnagf[x_] = pnag

2

g(z) funtzioaren ordena eta parte nagusia kalkulatzeko, prozesu bera jarraituko
dugu:

86



Kalkuluan barreneko ibilbidea Mathematica erabilita I

g[x_] = Sin[5z] — Sin[3z];

ordenapnag]|g, z, 0, 15]

Infinitesimoaren ordena da: 1. Bere parte nagusia da: 2x.

pnagg[x_| = pnag

2x

Eta, bukatzeko, eskatzen diguten limitea kalkulatuko dugu:

Lrevts [M@l ar:->0]

pnagg[z]’

1

S5z 3z

=1.

3.5 ariketa. Frogatu honako bi funtzio hauek infinitesimoak direla = — 0
doancan: f(z) = sin (In(1+ z)) In (1££) eta g(z) = 1 — cos (In(1 + z)). Kalkulatu
infinitesimoen ordena eta parte nagusia. Aztertu ea infinitesimo baliokideak diren
ala ez.

Ematen dizkiguten bi funtzioak definituko ditugu:

Hortaz, lim —&—5—
20 Sin Sx—sin 3z

flx_]:=Sin[Log|1 + z||Log [1££] ;

g[x_]:=1 — Cos[Log|[1 + z]];

Funtzio bat puntu batean infinitesimoa den kalkulatzeko balio duen funtzio hau
definituko dugu:

infinitesimol[f ,a_]:=
If[Limit[f[z], z — a] == 0,
Print[“Funtzioa infinitesimoa da x->”,a,“ doanean.”),

Print[“Funtzioa ez da infinitesimoa x->”,a,“ doanean.”||

Sortu dugun funtzioa f(z)-ri eta g(z)-ri aplikatuz, honako hau daukagu:
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infinitesimo(f, 0]
Funtzioa infinitesimoa da x->0 doanean.
infinitesimo|g, 0]

Funtzioa infinitesimoa da x->0 doanean.

Hau da, biak dira infinitesimoak x — 0 denean:

lim f(z) =0, al;l_r{(l)g(x) =0.

z—0

Aurreko ariketan sortu dugun ordenapnag funtzioa erabilita, bi funtzio hauen
ordenak kalkula eta konpara daitezke:

ordenapnag|f, z, 0, 15]

Infinitesimoaren ordena da: 2. Bere parte nagusia da: 22,

pnagf[x_| = pnag
212

ordenapnag|g, z, 0, 15]

22

Infinitesimoaren ordena da: 2. Bere parte nagusia da: %-.

pnagg[x_|] = pnag

22

2

Bukatzeko, infinitesimoen ordenak konparatzeko, lir% % limitea kalkulatuko
z—

dugu:

I = Limit [ £, 5 - 0]

glz]’

4
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Eta ondorioztatzen da f(z) eta g(z), infinitesimoak diren arren, ez direla
infinitesimo baliokideak:

lim ﬂ =4 +# 0,1, 00 baita.
=0 g(x)

3.6 ariketa. Kalkulatu f(z) =sin (1) eta g(x) = zsin () funtzioen limiteak
x — 0 doanean.
f(z) funtzioa definituko dugu, eta eskatzen diguten limitea kalkulatuko dugu:

Limit [Sin [1] ,z — 0]

Indeterminate

ﬂlir% sin (%) Funtzioaren adierazpen grafikoa egingo dugu, zer gertatzen den
Tr—r
ikusteko:

Plot [Sin [1] , {z, —0.1, 0.1}, PlotStyle->{Thickness[0.004], RGBColor([1, 0.5, 0] }]

L
0.10

Prozesu bera errepikatuko dugu g(z) = xsin (1) funtzioarekin:
Limit [zSin [1],2 — 0]
0

Plot [2Sin [1], {z, —0.1, 0.1}, PlotStyle->{Thickness[0.004], RGBColor[1, 0, 0.5] }

x
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Kasu honetan, lim x sin (l) = 0 da.
z—0 z

3.7 ariketa. Aztertuea f(z) = _’11;22 funtzioaren limitea existitzen den x — 1
eta r — —1 doanean.

Funtzioa definituko dugu, eta adierazpen grafikoa egingo dugu:

flz] = SH5;

Plot[f|z], {z, —4, 4}, PlotStyle->{RGBColor[0.5, 0.8, 0.2], Thickness[0.01]},
Exclusions — {—1 + 2% == 0},

ExclusionsStyle — Directive[Dashing[Medium], Orangel||

Grafikoan ikus daitekeen moduan, ez da existitzen funtzioaren limitea

r — —lera doanean; bai, ordea, x — lera doanean. Kalkula ditzagun limite
horiek Mathematica erabilita:

x0 =1,
limezker = Limit[f[z], 2 — x0, Direction — 1]

limeskuin = Limit[f[z], z — x0, Direction — —1]
1
2

1
2

Hortaz: ]
lim f(z) = =.

x—1 2

Eta prozesua errepikatuko dugu x — —1lera doanean:

x0 = —1,
limezker2 = Limit[f[z], z — x0, Direction — 1]

limeskuin2 = Limit[f[z], 2 — x0, Direction — —1]
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—0o0

Hortaz:

3 lim f(x).

z——1
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4. kapitulua

Aldagai errealeko funtzio errealen ja-
rraitutasuna

Funtzio baten puntu bateko limitea existitzeko, ez da zertan funtzioa puntu
horretan definituta egon behar. Hau da, gerta daiteke funtzio baten puntu bateko
limitea existitzea, funtzioa puntu horretan definituta egon barik. Gai honetan,
funtzio jarraituak izango ditugu aztergai. Funtzio bat jarraitua da puntu batean,
puntu horretako limitea eta irudia bat datozenean. Hau da, funtzioa puntu
horretan definituta egoteaz gain, limitea ere existitu behar da, eta biek berdinak
izan behar dute.

4.1 Jarraitutasuna

Izan bedi f(z) funtzioa, (w — £, w + ¢) tankerako tarte ireki batean definitua. f(z)
jarraitua da w € R puntuan, baldin honako hau betetzen bada:

fw) =L =lim f(x).

T—w

Eragiketa aljebraikoak funtzio jarraituekin. Baldin lim fi(z) = f(V)

z—=V
eta lin% fa(z) = f2(V) badira, orduan:
z—

lim Afi(z) = Af1(V), VX € R = Afi(x) funtzioa jarraitua x = V puntuan,

z—V

g}l_{%(fl(x) + fa(x)) = f1(V) + fo(V) = fi(z) + fo(z) funtzioa jarraitua z = V puntuan,
lim (fi(z) - fo(z)) = f1(V) - f2(V) = fi(z) - fo(z) funtzioa jarraitua x = V puntuan,

z—V

. filz) f1(V) fi(z) . .

lim = , \Y 0 bada = funtzioa jarraitua x = V puntuan.

2 @) = ey PO7 Fala) J P
Funtzioen konposaketa. Izan bedi f(z) x = a puntuan jarraitua den

funtzioa eta ¢g(z) x = f(a) puntuan jarraitua dena. Orduan, (g o f)(x) funtzioa
jarraitua da x = a puntuan, eta honako berdintza hau betetzen da:

lim(g o f)(x) = lim g (f(2)) = g (1im f(2)) = g (f(a).

r—ra T—ra (.73—>d
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Hau da, propietate horrek ahalbidetzen du limitearen eta funtzio jarraituaren
aplikazio-ordena trukatzea.
Teorema. Izan bedi f(z) funtzio jarraitua z = a puntuan. Orduan:

e f(a) > 0 bada, a puntua barnean duen ingurune batean funtzioa positiboa
izango da; hau da: 30 > 0: f(x) > 0,Vz € (a — d,a + 9).

e f(a) < 0 bada, a puntua barnean duen ingurune batean funtzioa negatiboa
izango da; hau da: 30 > 0: f(z) < 0,Vz € (a —d,a + 9).

Tarte ireki batean jarraitua den funtzioa. f(z) funtzioa (a,b) tartean
jarraitua da, tarte horretako puntu guztietan jarraitua denean: Va € (a,b) f(x)
jarraitua.

Tarte itxi batean jarraitua den funtzioa. f(x) funtzioa [a,b] tartean
jarraitua da, tarte irekiko puntu guztietan jarraitua denean eta muturretan honako
berdintza hauek betetzen direnean:

lim f(z) = f(a),

z—a™t

lim f(2) = f(0).

r—b—

4.2 Funtzio jarraituen propietateak

Bolzanoren teorema. Izan bedi f: [a,b] — R, [a,b] tartean jarraitua den
funtzioa eta f(a) - f(b) < 0 betetzen duena. Orduan, Jzo € (a,b) puntu bat
f(zo) = 0 beteko duena.

Darboux-en teorema edo tarteko balioen teorema. Izan bedi f: [a,b] —
R, [a,b] tartean jarraitua den funtzioa. Orduan, Yc € [f(a), f(b)] baliorentzat
dxy € (a,b) puntu bat f(zg) = ¢ beteko duena.

Funtzio bornatua. Izan bedi f: [a,b] — R funtzioa eta f ([a,b]) =
{f(x) : x € [a,b]} bere irudien multzoa. Orduan:

e Existitzen bada M € Rnon f(z) < M,Vz € [a,b], orduan, f ([a, b]) multzoak
goi-borne bat dauka, eta f(x) funtzioa [a, b] tartean goi-bornatua dela esaten
da. Goi-bornerik txikienari supremo esaten zaio, eta sup (f ([a,b])) idazten
da.

e Existitzen bada N € R non f(z) > N,Vz € [a, b], orduan, f ([a,b]) multzoak
behe-borne bat dauka, eta f(x) funtzioa [a,b] tartean behe-bornatua dela
esaten da. Behe-bornerik handienari infimo esaten zaio, eta inf (f ([a,b]))
idazten da.

e sup (f ([a,b])) € f ([a,b]) betetzen bada, funtzioaren balio maximoa izango
da sup (f ([a,b])) = M. Gainera, 3xy € [a,b] : f(x¢) = M.

(
e inf (f ([a,b])) € f ([a,b]) betetzen bada, funtzioaren balio minimoa izango da
inf (f ([a,b])) = m. Gainera, Iz € [a,b] : f(zo) = m.

Weiestrass-en teorema. Izan bedi f: [a,b] — R, [a,b] tartean jarraitua den
funtzioa. Orduan, f(x) funtzioa goi- eta behe-bornatua dago tarte horretan.

Teorema. Izan bedi f: [a,b] — R, [a,b] tartean jarraitua den funtzioa.
Orduan, f(z) funtzioak balio maximoa eta minimoa hartuko ditu tarte horretan.
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4.3 Bisekzio-metodoa

Izan bedi f: [a,b] — R, [a,b] tartean jarraitua den funtzioa eta f(a)- f(b) < 0
betetzen duena. Orduan, Bolzanoren teorema aplikatuz, Ip € (a,b) puntu bat
f(p) = 0 beteko duena. Bisekzio-metodoak x = p puntuaren hurbilpen bat
aurkitzea ahalbidetzen du. Horrela, iterazio bakoitzean honako prozesu hau
jarraitzen da:

e n = 1iterazioa: [ay, b1] = [a, b] ezartzen da. f(ay)-f(b1) < 0 denez, existitzen
da p € (a,b) puntu bat f(p) = 0 beteko duena. [a;,b;] tartearen erdiko
puntua kalkulatzen da, x; = ‘”—;bl Ondoren, f(z;) kalkulatzen da, eta,

horren zeinuaren arabera honako azpitarte hau definitzen da:

f(x1) - flar) < 0= [ag, b = [a1, 1],
f(x1) - f(b1) < 0= [ag, ba] = [z1,b1],

f(z1) = 0 balitz, p = x; litzateke funtzioaren erroa, eta prozesua bukatu
egingo litzateke.

e Prozesua era orokorrean honela idatz daiteke: n. iterazioan [a,,b,] tartetik
abiatuz, tarte horretako erdiko puntua kalkulatzen da z,, = % Ondoren,
f(z,) kalkulatzen da, eta, horren zeinuaren arabera honako azpitarte hau
definitzen da:

f(mn) : f(an) <0= [an-i-la bn-i-l] = [am xn]?
f(xn> : f(bn) <0= [an—i-la bn-i—l] = [xna bn]7

f(z,) = 0 balitz, p = =z, litzateke funtzioaren erroa, eta prozesua bukatu
egingo litzateke.

Bisekzio-metodoak beti konbergitzen du, hau da:

lim z,, = p,
n—oo

p funtzioaren erroa izanik, f(p) = 0.
Iterazio bakoitzean tartearen luzera erdibitu egiten denez, erroreak honako
ezberdintza hau betetzen du:
bn — Ap bl — ay
en = |z, —p| < =
Errorearen estimazioak aurretiaz esaten digu zenbat iterazio egin beharko diren
nahi den zehaztasuna lortzeko. Horrela, ¢ > 0 zehaztasuna lortu nahi bada,
nahikoa da honako hau planteatzea:

by — by —
en§12_nal<€$%

ln(u) by —ay) 1
—_—E =F |l C— 1.
=>n > 2 =>n {n( z ) 1112}4_

by —

<2":>ln( )<n-1n2

E(z) parte osoa funtzioa izanik.
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4.4 Adibideak

4.1 adibidea. Aztertu ea f(z) = |x| funtzioa jarraitua den = 0 puntuan.
Balio absolutu funtzioa jarraitua da z = 0 puntuan, albo-limiteak eta irudia
berdinak baitira puntu horretan.

f(0) =0,
lims - f(2) =0, = lim £(x) = 0 = £(0)
limx_>0+ f(.’ll‘) = 0,
Beraz, f(x) = |z| funtzioa jarraitua da, z = 0 puntuan; ikus [4.1] irudia.

y

4.1 irudia. 4.1 adibidea.

4.2 adibidea. Aztertu ea honako funtzio hau jarraitua den x = 0 puntuan:

f(x):{_l’ x <0,

1, x> 0.

Ez da existitzen funtzioaren limiterik x = 0 puntuan, albo-limiteak ezberdinak

baitira.
lim f(z) =-1,

x—0~
li =1.

Beraz, f(x) funtzioa ez da jarraitua x = 0 puntuan; ikus irudia.

Y

1%

4.2 irudia. 4.2 adibidea.

4.3 adibidea. Aztertu zergatik ez den jarraitua x = 0 puntuan honako funtzio

hau:
1_;#7 I‘%O,
1, x> 0.
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Funtzioaren limitea =z 0 puntuan existitzen da. Albo-limiteak 1‘;#

adierazpenean kalkulatzen dira. Limitearen balioa kalkulatzeko, x — 0 den
1 —cosx ~ % baliokidetasuna erabiliko dugu:

. . 1l—coszx .z
limg(z) = lim ———— =
x—0 x—0 xz

Hala ere, ez dira berdinak limitea eta irudia:

lim g(z)

%#1=g®)

Beraz, g(z) funtzioa ez da jarraitua x = 0 puntuan; ikus irudia. Jarraitua
izatea nahiko bagenu, nahikoa litzateke ¢(0) :

= ; izatea. Hau da, honako era
honetan definitutako G/(z) funtzioa jarraitua da:

Lpe 3 £0,
%, z > 0.

G(z)

- X
-3 -1 1

4.3 irudia. 4.3 adibidea.

4.4 adibidea.

Kalkulatu honako limite hau funtzioen konposaketaren
propietatea aplikatuz:

. <xﬂ—ﬂ)
lim sin .
z—0 Tz — 2

f(z) = &5 eta g(x) = sinz izanik, (g o f) funtzioen konposaketa daukagu.
f(z) funtzioa jarraitua da =z =

= 0 puntuan, lim, o f(z) = f(0) = —F betetzen
baita. Era berean, g(r) funtzioa ere jarraitua da f(0) = —F puntuan. Beraz,
limitea era honetan kalkula daiteke:

. T+ . . x+m ) 7y
lim sin =sin | lim = sin (——) = —1.
z—0 Tz — 2 =0 — 2 2

4.5 adibidea. Arrazoitu ea f(z) = 1 funtzioa z € [—1,1] tartean goi- eta
behe-bornatua dagoen.

f(z) % funtzioa ez dago goi-bornatua ez behe-bornatua x € [—1, 1] tartean.
Emaitza horrek ez du kontraesaten Weierstrass-en teorema, f(z) = % funtzioa ez
baita jarraitua x = 0 puntuan; ikus [4.4] irudia.

T+
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4.4 irudia. 4.5 adibidea.

4.6 adibidea. Aztertu honako funtzio honen balio minimoak eta maximoak:

2
e, 0<z<l,
€Tr) =
/(@) {O, r=1.
f(z) funtzioak balio minimoa hartzen du z = 0 denean. Hala ere, ez du
hartzen balio maximorik, funtzioa ez baita jarraitua x = 1 puntuan; ikus 4.5

irudia. Edozein kasutan, funtzioaren goi- eta behe-borneak dira M =1 eta N = 0,
hurrenez hurren.

bl
=

4.5 irudia. 4.6 adibidea.

4.7 adibidea. Aurkitu f(z) = z® — 2 funtzioaren erro bat [1,2] tartean.

f(x) = x® — 2 funtzio jarraitua da [1, 2] tartean, eta muturretan hartzen dituen
balioak ikurrez kontrakoak dira. f(1) = —1, f(2) = 6. Beraz, existitzen da
tarte horretan puntu bat funtzioa zero egiten duena: Ja € (1,2) : f(a) = 0.
Tarte horretako erdiko puntua kalkulatuko dugu, z; = li22 = % Eta lehenengo
iterazioaren osteko errorea da:

- b—a 1
e =—.
P2

Hurrengo iterazioko tartea zein den finkatzeko, f(z;) = f(2) kalkulatuko

dugu: f(2) = 4 > 0. Beraz, hurrengo iterazioko tartea izango da [ay, by] = 1,2].
3

Tarte horretako erdiko puntua kalkulatuko dugu z, = 1;2 = %. Eta bigarren

iterazioaren osteko errorea da:

b—a_

_ 1
[ —.
252 4
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Eta prozesua errepikatuko dugu: f(xs) = f (%) = —(;%1 denez, hurrengo
iterazioko tartea [as,b] = [2,3] izango da. Tarte horretako erdiko puntua
kalkulatuko dugu, z3 = %JQF% = %. Eta hirugarren iterazioaren osteko errorea
da:

b—a 1
es3 < 3 = é

Errorearentzat daukagun goi-bornea erabilita:

by —aq <€:>(b1_a1)

by —
en < <2":>ln(1 a1)<n-ln2
AL 5 €
In (L=a by — 1
=>n>M:>n:E In bh-a)y 1 +1,
In2 15 In2

¢ = 1079 balioaren azpitik dagoen errorea kalkulatzeko, n = 20 iterazio beharko
dira.

4.5 Ordenagailuko praktikak

4.1 ariketa. Asztertu honako funtzio honen jarraitutasuna x = 0 puntuan:
f(z) = zsinz.

Funtzioa definituko dugu:
flx_] = z = Sin[z];

a=0;

Alboetako limiteak eta irudia kalkulatuko ditugu z = 0 puntuan:

Limit[f[z],z — a, Direction — —1]
0

Limit[f[z],z — a, Direction — 1]

0

flal

lin% f(z) = f(0) = 0 betetzen denez, funtzioa jarraitua da z = 0 puntuan.
T—r

Bukatzeko, adierazpen grafikoa egingo dugu:
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PlOt[f[IE], {IZI, —271', 27!‘}]

2L

1F

S T |
a b w N =

4.2 ariketa. Aurkitu f(x) = 2° + 2 — 1 funtzioak erro bat duen tarte bat.
Funtzioa definituko dugu:

fx ]=2°+z-1;

Funtzio bat sortuko dugu Mathematican [k, k 4+ 1] motako tarteetan erroren
bat dagoen ikusteko, k € 7Z izanik. Adibidez, & = —10 balioarekin hasiko gara,
eta [—10,—9], [-9, 8], ... tarteetan errorik dagoen ikusiko dugu, [9,10] izanik
aztertuko dugun azken tartea. Aipatutako tarteak ordenan aztertuko ditu, eta
haietako batean erro bat aurkitzen badu, prozesua gelditu egingo da:

For[k = —10,k < 10, k++, {c,d} = {k,k + 1};
If[f[c] * f[d]<=0, Print[“Funtzioak erro bat dauka [c,d]=",{c,d},“ tartean.”];
k = 10; If[f[c] * f[d]==0,
If[ f[c]==0, Print[“Erroa da ¢=", ¢|, Print[“Erroa da d=",d]|]]|
Funtzioak erro bat dauka [c,d]={0,1} tartean.
f(z) funtzioak [c, d] = [0, 1] tartean erro bat dauka. Adierazpen grafikoa egingo
dugu [c — €,d + €] tartean, e = 0, 5 izanik:
€ =0.5;

Plot[f[z], {z,c — €,d + €}, PlotStyle — {{Purple, Thickness[0.01]}}]

8-
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4.3 ariketa. Aplikatu bisekzio-metodoa f(z) = e ® — z funtzioaren (0,1)
tarteko erroak aurkitzeko, e = 107 baino errore txikiagoa eginez.
Funtzioa definituko dugu:

flx_|=E7 -

e > 0 zehaztasuna lortzeko egin beharreko iterazio kopurua honako hau da:

bl—al 1
=F|l . 1.
" [n( € ) 1112}+

E(z) parte osoa funtzioa izanik.
Gure kasuan, a; = 0, by = 1, beraz by — a; = 1. Eta Mathematican definitzen
ditugu iterazio kopurua kalkulatzeko behar ditugun osagaiak:

it[p_ ] = IntegerPart[p * Log[10.]/Log[2.]] + 1;

p=3;

er =1077;
i=it[p] +1
11

Hau da, gehienez 11 iterazio beharko dira eskatzen diguten zehaztasuna
lortzeko.  Aurreko ariketako prozedura erabilita, erroa (0,1) tartean dagoela
ziurtatzen dugu:

For[k = —10,k < 10, k++,{c,d} = {k,k +1};
If{ f[c] * f[d]<=0, Print[“Funtzioak erro bat dauka [c,d]=", {¢,d},* tartean.”];

k = 10; If[f[c] * f[d]==0,
If[ f[c]==0, Print[“Erroa da ¢=", ¢|, Print[“Erroa da d=",d]|]]]

Funtzioak erro bat dauka [c,d]={0,1} tartean.

Mathematicako FindRoot funtzioa erabilita, bila gabiltzan erroaren hurbilpena
kalkula daiteke:

FindRoot[f[z] == 0, {z, c}]

{z — 0.567143}
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Beraz, bisekzio-metodoak ere x ~ 0.567143 erroa eman beharko liguke. Honako
funtzio hau sortu dugu bisekzio-metodoa aplikatzeko:

{a[0], b[0]} = {c,d};

For[n = 1,n<i,n++, z[n] = (a[n — 1] + b[n — 1])/2;;

e[n] = (b[n — 1] — a[n —1])/2;

If[ fla[n — 1]] * f[z[n]] < O, Print[“Tarte berria da:”];

Print[* {a[n],b[n]}=", {a[n], b[n]} = {a[n — 1], z[n]},

Print[“Tarte berria da:”];

Print[* {a[n],b[n]}=", {a[n],b[n|} = {z[n], bln — 1]}]];

If[ f [z[n]]==0, Print[“Erroaren hurbilpena da x[n|=", z[n],

“ eta errorea e[n]=", e[n]];

n=:1,

Ifle[n] < er, Print[“Erroaren hurbilpena da x[n]=", z[n],* eta errorea e[n]=",
e[n]];

Print[“ n ”,n,“ iteraziotan”|;

n = 1, Print[“Erroaren hurbilpena da x[n]=", z[n],“ eta errorea e[n]=", e[n]|;

Print[“n= ", n,* iterazioan”|;

Print [“***********************’7]]]]

Eta lortu dugun emaitza honako hau da:

Tarte berria da:

{a[n],bn]}={0.5,1}

Erroaren hurbilpena da x|n|=0.5 eta errorea e[n|=0.5
n— 1 iterazioan

koo ook KKK KRR Rk

Tarte berria da:

{a|n],b[n]}={0.5,0.75}

Erroaren hurbilpena da x|n|=0.75 eta errorea e[n|=0.25
n= 2 iterazioan

stk okskok sk skoksk sk sk sk sk ok sk ok sk ook

Tarte berria da:
{a[n],b[n]}={0.5,0.625}
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Erroaren hurbilpena da x|n|=0.625 eta errorea e[n|=0.125
n— 3 iterazioan
SKoskoskoskoskosk sk sk skoskoskoskoskok kR skoskokoskoskok ok

Tarte berria da:

{a[n],b[n]}={0.5625,0.625}

Erroaren hurbilpena da x|n|=0.5625 eta errorea e[n|=0.0625
n— 4 iterazioan

koo KR KRR Rk

Tarte berria da:

{a[n],b[n]}={0.5625, 0.59375}

Erroaren hurbilpena da x|n]=0.59375 eta errorea e[n|=0.03125
n— 5 iterazioan

ok R R KRR K

Tarte berria da:

{a[n],b[n]}={0.5625, 0.578125}

Erroaren hurbilpena da x|n]=0.578125 eta errorea e[n|=0.015625
n— 6 iterazioan

ok R AR Ko

Tarte berria da:

{a[n|,b[n]}={0.5625, 0.570313}

Erroaren hurbilpena da x|n|=0.570313 eta errorea e[n|=0.0078125
n— 7 iterazioan

ok R KRR

Tarte berria da:
{a[n],b[n]}={0.566406, 0.570313}
Erroaren hurbilpena da x|n|=0.566406 eta errorea e[n|=0.00390625

n— & iterazioan
stk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok

Tarte berria da:
{a[n],b[n]}={0.566406, 0.568359}
Erroaren hurbilpena da x|n|=0.568359 eta errorea e[n|=0.00195313

n— 9 iterazioan
stk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok

Tarte berria da:

{a|n],b[n|}={0.566406, 0.567383 }

Erroaren hurbilpena da x|n|=0.567383 eta errorea e[n|=0.000976563
n= 10 iterazioan

Taula batean jasoko ditugu emaitza horiek:

B = Table[{j,a[j — 1],b[j — 1], z[4], e[5], flz[5]]}, {4, 1,3 — 1}];
emaitzak =

TableForm[B,
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TableHeadings — {None, {n,“a[n-1]",“b[n-1]”, “x[n]”, “e[n]”, “f[x[n]]"} }]

10 iterazio nahikoak izan dira eskatzen diguten zehaztasuna lortzeko. Lortu
diren emaitzak [4.1] taulan jaso dira.

n aln-1] b[n-1] X|n] e[n] flx[n]|

1 0 1 0.5 0.5 0.106531

2 05 1 0.75 0.25 -0.277633

3 0.5 0.75 0.625 0.125 -0.0897386
4 05 0.625 0.5625 0.0625 0.00728282
5 0.5625 0.625 0.59375  0.03125 -0.0414975
6  0.5625 0.59375  0.578125 0.015625 -0.0171758
7 0.5625 0.578125 0.570313 0.0078125 -0.00496376
8  0.5625 0.570313 0.566406 0.00390625  0.0011552

9 0.566406 0.570313 0.568359 0.00195313  -0.00190536
10 0.566406 0.568359 0.567383 0.000976563 -0.000375349

4.1 taula. 4.3 ariketako emaitzak.

Bukatzeko, adierazpen grafikoa egingo dugu:

g2 = Plot[f[z], {,0.5,0.75}, PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor|[0, 1,0.5]},

DisplayFunction — Identity];

glk_]:=ListPlot[{{z[k], f[z[K]]}, {z[k + 1], f[z[K]]}, {z[k + 1], flz[k + 1]]}},
Joined — True, PlotStyle — {Thickness[0.01], RGBColor|1, 0.5, 0.1k]},

DisplayFunction — Identity];

Show|[g/@Table[k, {k, 1,7 — 2}], g2, Frame — True, PlotRange — {—0.3,0.15},

DisplayFunction — $DisplayFunction]

0.1

0.0

=01

-0.2-

-0.3

f(z) funtzioak [c, d] = [0, 1] tartean erro bat dauka. Adierazpen grafikoa egingo
dugu [c — €,d + €] tartean, e = 0,5 izanik:
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€ =0.5;
Plot[f[z], {z,c — €,d + €}, PlotStyle — {{Purple, Thickness[0.01]}}]

4.4 ariketa. Aztertu honako funtzio honen jarraitutasuna z = 0 eta z = 1

puntuetan.
fa) 2 —1, <0,
xTr) =
22 +1, >0.

Funtzioa definituko dugu, eta haren adierazpen grafikoa egingo dugu:

flx_] = Which[z < 0,22 — 1,z > 0,22 + 1];

Plot[f[z], {z, -2, 2}]

-~ N W o
RN

E 0 0
N _\_‘i 1 ’

Grafikoa begiratuz ikusten da x = 0 puntuan ez dela jarraitua, eta, aldiz, x = 1
puntuan jarraitua dela. Alboetako limiteak eta irudia kalkulatuko ditugu, x = 0
puntuko jarraitutasuna aztertzeko:

a=0;

limezk = Limit[f[z],z — a, Direction — 1]
limesk = Limit[f[z],z — a, Direction — —1]

fld]

—1
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Alboetako limiteak ezberdinak dira x — 0 ra doanean:

lim f(z)# lim f(x).

z—0— r—0t

Beraz, limiterik ere ez dauka, eta funtzioa ez da jarraitua puntu horretan.
Prozedura bera jarraituz, x = 1 puntuko jarraitutasuna azter daiteke:

a=1,;

limezk = Limit[f[z],z — a, Direction — 1]
limesk = Limit[f[z],2 — a, Direction — —1]

fld]

Kasu honetan, lim f(z) = lim f(x) = f(1) = 2 betetzen denez, funtzioa

z—1— z—1+t
jarraitua da puntu horretan.

4.5 ariketa. Aztertu honako funtzio honen jarraitutasuna.

x?2, —2<z<0,
flz)=14 =22, 0<o<?2,
0, gainerako kasuetan.

Funtzioa definituko dugu, eta adierazpen grafikoa egingo dugu:
flx_] = Which[-2 <z < 0,2"2,0 < = < 2, —2"2, True, 0);

Plot[f[z], {z, —3, 3}]
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Argi ikusten da x = 0 puntuan funtzioa jarraitua dela. Aurreko ariketako
prozedura bera erabiliko dugu alboetako limiteak eta irudia kalkulatzeko:

a=0;

limezk0 = Limit[f[z],z — a, Direction — 1]
limesk0 = Limit[f[z],z — a, Direction — —1]

fl0]

Eta lim f(z) = lim f(z) = f(0) = 0 betetzen denez, funtzioa jarraitua da

z—0~ z—0+
puntu horretan.
r = —2 puntuan funtzioa ez da jarraitua, lim f(z) # lim f(z) betetzen
T——2" z——27F

baita. Eta x = 2 puntuan ere gauza bera gertatzen da: funtzioa ez da jarraitua,
lim f(z) # lim+ f(x) betetzen baita. = = 0 puntuarekin jarraitutako pauso
T2~ T—2

berdinak jarraitzea nahikoa da hori ikusteko. Gainontzeko x guztietan jarraitua
da funtzioa.

4.6 ariketa. Aplikatu bisekzio-metodoa f(z) = e~*—cos z funtzioaren [k, k+1]
tarteko erroak aurkitzeko, k = —5 puntutik hasita. Kalkulatu erroaren hurbilpena
p = 10 zenbaki hamartarreko zehaztasuna erabilita.

Funtzioa definitu dugu:

flx_] = E~* — Cos|z];

it[p_ ] = IntegerPart[p * Log[10.]/Log[2.]] + 1;

p = Input[“Zenbat hamartar zehatz nahi dituzu?”|;

er =1077;

i =it[p] + 1;

x0 = Input[“Idatzi erroa aurkitzeko tartearen muturra”|;

For[k = —x0, k < x0, k++, {c,d} = {k,k + 1};

Hf[c] » fld] <,

Print[“Bila gabiltzan erroa tarte honetan dago: {c,d}=",{c,d},“.”];
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k = x0,If[ f[c] * f[d]|==0, If[ f [c]|==0, Print[“Bila gabiltzan erroa da c=",¢,“.”],
Print[“Bila gabiltzan erroa da d=",d,“.”]]]]]

Print[“Beharrezkoak dira n = ”,i — 1, iterazio, gutxienez ”, p,

“ zenbaki hamartar zehatz lortzeko.”]

{a[0], 5[0]} = {c, d};

For[n = 1,n < i,n++, z[n] = (a[n — 1] + b[n — 1])/2,;

eln] = (bfn — 1] — afn — 1])/2; M flzln]l==0,n = ,

Ifle[n] < er,n = i, If[fla[n — 1]] * f[z[n]] < 0, {a[n], b[n]} = {a[n — 1], z[n]},
{a[n], b[n]} = {z[n], b[n — 1]}]]]

B = Table[{j, a[j — 1],bj — 1], z[s], e[4], flz 511}, {4, 1,4 — 1}];

emaitzak =

TableForm[B, TableHeadings — {None, {n, “a|n-1]”,“b[n-1]",“x|n]”,

sefnl?, “Sxfnl”}}]

Beharrezkoak dira n = 34 iterazio, gutxienez 10 zenbaki hamartar zehatz lortzeko.

Bila gabiltzan erroa da d=0.
Bila gabiltzan erroa da c=0.
Bila gabiltzan erroa tarte honetan dago: {c,d}={1,2}.

Progra