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1. Introduccion

La teoria de gravitacién newtoniana juega un papel importante en muchos ambitos de
la fisica. A pesar de que el alcance de su teoria esta limitado por la escala cuantica, las
velocidades relativistas y situaciones concretas en las que intervengan objetos extrema-
damente densos, como las estrellas de neutrones o los agujeros negros, permite describir
satisfactoriamente gran cantidad de fenémenos del Universo. En efecto, esta teoria per-
mite describir con un alto grado de precision el Sistema Solar, la estructura de estrellas
como el Sol o la estructura de las galaxias.

El objetivo central de este trabajo es ofrecer una descripcion completa de la teoria
de la gravedad newtoniana y mostrar que su estudio va mucho mas alla la conocida ley
del inverso al cuadrado de la distancia o de las drbitas elipticas de Kepler. Para po-
der entender la relatividad general de Einstein y ser conscientes de su importancia, es
necesario dominar la teoria newtoniana y estudiar las descripciones que ofrece de los
cuerpos gravitatorios que rotan, los sistemas binarios o los sistemas formados por tres o
mas cuerpos. Como aplicacion directa de la teoria, estudiaremos el caso particular de la
precesion del eje de rotacion terrestre, comparando el valor obtenido con el valor dado
por J. G. Williams de 5028,77 as/siglo que equivale a 25778,87 anos aproximadamente [1].

La Tierra presenta varios movimientos, algunos mas evidentes como la traslacion al-
rededor del Sol en un periodo de un ano o la rotaciéon alrededor de su propio eje en un
periodo de 24 horas. Sin embargo, nuestro astro también ejerce otros movimientos mé&s
imperceptibles como la precesion de los equinoccios. El movimiento de precesién de la
Tierra puede entenderse visualizando el movimiento de una peonza, con un periodo de
unos 26000 anos. Las revoluciones de los planetas hacen que la materia tienda a separarse
de los ejes del movimiento. Motivo por el cual, los planetas son mas achatados por los
polos. En el caso particular de la Tierra, la influencia gravitatoria del Sol y la Luna sobre
este abultamiento es el principal motivo de la precesién. De hecho, si la Tierra fuera una
esfera perfecta, este movimiento no existiria [2].

Este fenémeno es de vital importancia a la hora de elaborar los calendarios. Afecta
a la duracion del ano trépicoﬂ, puesto que cada equinoccio se desplaza alrededor de un
grado cada 71.6 anos en el plano de la ecliptica. Esto provoca que el tiempo que tarda el
Sol en ir de un equinoccio de primavera a otro varie. Como consecuencia, el ano tropico
es unos veinte minutos més corto que el sidére(ﬂ Otro de los efectos de la precesiéon es
que la estrella mas cercana al Polo Norte Celeste cambia con el tiempo. A dia de hoy, esta
estrella es Polaris. Alrededor del ano 12000 a.C., la estrella Vega, de la constelacion Lyra,
era la estrella del Norte (ver Figura [1).

La precesion de los equinoccios también esta relacionada con ciertos cambios en el
clima de la Tierra. De hecho, la conexion de los fuertes cambios climaticos y las glacia-
ciones, con movimientos como la precesion fue establecida por Milankovi¢ en la década
de 1920 [3]. Esta y otras consecuencias del movimiento de precesién serdn tratadas con

1Es el periodo que necesita el Sol sobre el plano de la ecliptica para recorrer dos veces el Equinoccio
de primavera.

2Corresponde al periodo de revolucién de la Tierra alrededor del Sol o visto de otra forma, lo que
tarda el Sol en recorrer la ecliptica.
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Figura 1: Cambio de la estrella del Norte.

mayor profundidad en la seccién 4.

La estructura del trabajo sera la siguiente. En primer lugar, para dotar el trabajo de
un contexto cientifico adecuado, en la seccién 2.1 se mencionaran los logros conseguidos
gracias a la teoria newtoniana y se expondra un criterio para determinar si esta teoria
es una aproximacion adecuada. En los demas apartados de la seccién 2, se analizaran
fundamentos de la gravedad newtoniana, presentando las principales propiedades de la
teoria. Kl analisis comenzara con el caso sencillo de dos masas puntuales introducido en
la seccién 2.2, para ampliarlo en las proximas secciones. En la siguiente seccion se gene-
ralizara este sistema para multiples fuentes y materia continua. Los campos gravitatorios
de cuerpos esféricos y no esféricos se analizaran en la seccién 2.4. En la seccién 2.5, se
estudiaran en detalle las propiedades de los tensores STF, presentando importantes iden-
tidades para el estudio de sistemas de la mecanica celeste. Continuaremos la seccion 2
haciendo un analisis detallado de sistemas de cuerpos aislados atraidos mutuamente por
atraccion gravitatoria, presentando las ecuaciones para los potenciales interno y externo
y obteniendo una expresion para la ecuacion de movimiento. Obtendremos también una
ecuacion general que nos de la variacién del spin respecto al tiempo, la cual utilizaremos
para el posterior calculo de la precesion del eje de la Tierra. Finalizaremos esta seccion
introduciendo el marco fundamental y estableciendo las relaciones de sus vectores con los
vectores propios del marco orbital.

Para finalizar el trabajo, en la secciéon 3 introduciremos el problema de la precesién
de los equinoccios, explicando las principales caracteristicas y las causas que lo producen.
Utilizaremos los procedimientos matematicos desarrollados durante la seccion 2, especial-
mente la formula para la variacién temporal del spin, junto con el marco de referencia
fundamental, para calcular la tasa de cambio del dngulo de precesién y su periodo. Fi-
nalmente, explicaremos las consecuencias de este movimiento y posibles mejoras de la
teoria.
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2. Fundamentos de la gravedad newtoniana

En esta seccién se harad un estudio detallado de la teoria de la gravedad newtoniana,
desde el caso mas sencillo de dos masas puntuales hasta sistemas mas complejos como
los sistemas binarios o los sistemas formados por cuerpos axialmente simétricos. Antes de
tratarlos, serd necesario estudiar las propiedades de los tensores STF, una herramienta
matematica de gran utilidad para resolver este tipo de sistemas. Esta seccion finalizara con
una ecuacién para el cambio temporal del spin, la cual va a resultar de vital importancia
para el ejemplo de la precesién de los equinoccios que trataremos en la seccion 3.

2.1. Alcance de la teoria

La teoria de la gravedad newtoniana ha conseguido describir satisfactoriamente gran
cantidad de sucesos de la mecénica celeste. Edmund Halley, utilizé esta teoria para cal-
cular la o6rbita de un cometa en 1682, informando que era el mismo cometa que se habia
observado en 1531, 1607 y que se volveria a observar en 1758. A dia de hoy se conoce
como el cometa Halley. Alexis Clairaut también se basé en la teoria de Newton para
calcular el perihelio del cometa Halley, y escribié varios trabajos sobre la érbita de la
Luna y sobre el movimiento de los cometas. Urbain Le Verrier, un matematico francés e
independientemente, John Couch Adams un matematico inglés, descubrieron la existencia
de Neptuno como explicacién a las diferencias observadas entre los datos experimentales
sobre la drbita de Urano, y los resultados predichos por la teoria newtoniana [4,[5].

Esta gran cantidad de triunfos provocaron que la confianza en la teoria de Newton
fuera casi absoluta. Hasta que a mediados del siglo XIX, las observaciones de la érbita
de Mercurio mostraron discrepancias con las predicciones de la gravedad newtoniana. Los
astrénomos establecieron que el perihelio (maxima distancia de acercamiento al Sol) de
Mercurio, avanzaba 575”7 por siglo, mientras que los calculos matematicos mostraban una
diferencia de unos 40” por siglo. Actualmente, sabemos que el valor de la discrepancia es
de 42,98 + 0,04 ” por siglo. Para estos calculos, se tuvo en cuenta la influencia de otros
planetas, principalmente Venus por su cercania y Jupiter por su gran masa [6].

Al igual que pasé con Urano, se introdujo un nuevo planeta al que llamaron Vulcano
para explicar dicha discrepancia, pero nunca fue encontrado. El problema fue resuelto en
1915, de la mano de Albert Einstein, utilizando las ecuaciones de la relatividad general.
Desde entonces, sabemos que la teoria de gravitacién de Newton es una teoria incompleta,
sin embargo, nos proporciona una descripcién detallada sobre el movimiento de la Luna
alrededor de la Tierra, de los planetas alrededor del Sol o de la evolucién de las estrellas
de la secuencia principal. En cambio, para objetos muy masivos como las estrellas de
neutrones o los agujeros negros es necesario utilizar la relatividad general [6].

El criterio que se utiliza para decidir si se puede usar la teoria newtoniana o si hay
que recurrir a la teoria de Einstein se basa en la magnitud de una cantidad denominada
factor de correccién relativista, e:

GM  v?

& R
c2r c2’

€ X (2.1)

donde G es la constante de gravitacion universal, ¢ es la velocidad de la luz, y M,r
y v representan la masa, tamano y velocidad del sistema. Cuanto menor es este factor,
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mejor es la aproximacion de la teoria de gravitacion de Newton.

Tabla 1: Valores de € para sistemas gravitacionales [7].

Sistema gravitacional Valor

Orbita de la Tierra alrededor del Sol 10°8
Orbita del Sistema Solar alrededor de la galaxia | 1076
Superficie del Sol 107°

Superficie de una enana blanca 1074
Superficie de una estrella de neutrones 0.1
Horizonte de eventos de un agujero negro ~ 1

La Tabla recopila los valores de € para diferentes sistemas gravitacionales. Estos
valores son los que van a determinar el nivel de precision de la teoria de la gravedad de
Newton para estos sistemas. Por ejemplo, en el caso de la Tierra orbitando alrededor del
Sol, la teorfa newtoniana va a proporcionar una descripcién con una precisiéon de 1078, En
el caso de las enanas blancas, la precisién va a decaer a 10™%, mientras que para estrellas
de neutrones y agujeros negros, la teoria se vuelve completamente inadecuada.

2.2. Dinamica de dos masas puntuales

La atraccion que la fuerza de la gravedad de la Tierra ejerce sobre nosotros es un hecho
de experiencia cotidiano. Algo tan simple como la caida de un boligrafo nos recuerda la
existencia de dicha fuerza. Una buena forma de adentrarnos en la teoria de la gravedad
newtoniana es mediante la ley de gravitacién universal, formulada por Isaac Newton
en su libro: Philosophie naturalis principia mathematica. Esta ley anuncia lo siguiente:
“la fuerza con la que se atraen dos objetos es directamente proporcional a sus masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa” [7},8].

Sean M y m las masas de dos particulas puntuales situadas respectivamente en el
origen de coordenadas y en 7. La fuerza que la particula 1 ejerce sobre la particula 2 viene

dada por

F;: _GmM

. (2.2)

donde 1 = 7/r es un vector unitario que apunta en direccién opuesta a la fuerza y G es la
constante de gravitacién universal que posee un valor de G = 6,67384(80) x 10~ N -m?
kg™2. Por la tercera ley de Newton, la fuerza eJer01da por la particula 2 sobre la partlcula
1, Fy es de igual magnitud y de signo contrario a Fi.

Otra forma de escribir esta ley es mediante el gradiente de un potencial U = GM /r
F=mVU. (2.3)

Notese que normalmente F = —mﬁU7 y U = —GM/r, pero en este trabajo vamos a
tomar la notacién de la ecuacién (2.3), para no tener que arrastrar dicho signo, siguiendo
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la referencia [7]. Otra ley fundamental para el estudio de la dindmica orbital newtoniana
es la segunda ley de Newton

F =ma, (2.4)

Mientras la masa de un objeto se mantenga constante, la aceleracién que este gane sera

directamente proporcional a la fuerza neta que actiia sobre él, siendo la masa del objeto la

constante de proporcionalidad. Las ecuaciones que rigen la gravedad newtoniana vendran
dadas por

i=vVU, U=GM/r (2.5)

Sin embargo, para llegar al calculo final de la precesion del eje de rotacion terrestre
o de otros casos particulares, necesitamos considerar situaciones mas generales. Primero,
tenemos que pasar de masas puntuales a cuerpos formados por una distribucién continua
de materia, de cualquier tamano o forma y, segundo, tenemos que considerar un nimero
arbitrario de estos cuerpos y dejar de restringirnos al caso de dos cuerpos.

2.3. Ecuaciones de la materia continua

Para comenzar, consideremos el cuerpo material como si estuviera formado por ele-
mentos de fluido, mucho mas pequenos que el tamano del cuerpo, pero mucho més grandes
que la distancia intermolecular [9]. El problema puede extenderse a un sistema de varios
cuerpos. Si consideramos N cuerpos puntuales, con masa M4 situados en la posicion 74,
donde A =1,2,..., N, el potencial total en el punto &, producido por la superposicién de
los potenciales individuales de cada cuerpo vendra dado por

My

El potencial obtenido puede aplicarse a un sistema de varios cuerpos, bajo la aproxi-
macién de masas puntuales. Sin embargo, lo que nos interesa es considerar cuerpos mas
generales, formados por una distribuciéon continua de materia. Para obtener el nuevo po-
tencial, tenemos que sustituir el sumatorio discreto ) , M4 por una integral de la forma
[ &' p(t, ), sustituyendo ademds la variable discreta 74 por la variable de integracién
Z’. Finalmente, se llega a una expresién para el potencial general

vg) =c [ 2L s (2.7)

|7 — 7|

Por otra parte, las situaciones en las que se vean involucradas la gravedad y distri-
buciones de materia pueden describirse de forma completa utilizando las ecuaciones de
continuidad, Euler y Poisson que son las siguientes, tomadas de la referencia [7],

p — —
— +V- =0 2.8
5tV (09) =0, (2:8)
i = -
— = pVU — 2.9
pgy = PVU = Vp, (2.9)
VU = —4nGo(t, ). (2.10)
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2.4. Cuerpos esféricos y no esféricos

La Tierra, al igual que otros planetas, no es un esfera perfecta, sino que el movimiento
de rotacién alrededor de su eje hace que se asemeje mas a un esferoide achatado por los
polos. El concepto de Tierra esférica permite obtener modelos matemaéticos simples para
describir su potencial gravitatorio. Aun asi, la mejor descripcién de la Tierra es la de un
esferoide oblato. En esta seccion introduciremos el potencial interior y exterior creado por
cuerpos esféricos y usaremos un desarrollo en armonicos esféricos para describir cuerpos
mads realistas como es el caso de la Tierra [7].

Figura 2: Esferoide oblato.

2.4.1. Cuerpos esféricos

Hacemos uso de la ecuacion de Poisson ([2.10)), expresando el laplaciano en coordenadas
esféricas

r? 6’7’r or i r%in@%SIHQ% * r251n2987¢2

Debido a la simetria esférica, la dependencia en las variables, 6 y ¢ desaparece y la anterior
ecuacion se simplifica

2
(13 20 L0 0 L9 ) U = —4rGp. (2.11)

r2 or
Integrando la ecuacion anterior y escogiendo la constante de integracién de tal forma que
la fuerza gravitatoria se anule en r = 0, el gradiente del potencial queda de la forma

19 (7’288—U> = —AnGp(t,r). (2.12)
r

oU AnG [" N 2
e /Op(t,r)rzdr. (2.13)

Si definimos la masa contenida en una esfera de radio r
m(t,r) = / 4rp (t,r") r'dr’, (2.14)
0

podemos expresar la ecuacion (2.13]) en términos de dicha masa

ou — Gm(t,r)

or rz

(2.15)

La fuerza gravitatoria en el caso de cuerpos esféricos viene completamente determinada
por la masa contenida en una esfera de radio r, de modo que cualquier distribucién de
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materia fuera de esa esfera no contribuye a la fuerza. Fuera del cuerpo, donde m(t,r) =
m(t, R) = M, siendo R el radio del cuerpo, la ecuacién (2.15)) se simplifica a

U GM

5 -

(2.16)

dr ~  r

En este caso, la fuerza gravitatoria es independiente del tiempo y depende de la masa
total del cuerpo. Integrando las dos ultimas ecuaciones se puede obtener el potencial gra-
vitatorio dentro y fuera del cuerpo.

Dentro del cuerpo para r < R, se integra la ecuacién (2.15) desde 0 hasta r. Tal y

como vemos en la Figura 3,
/ / / / (2.17)

Imponiendo las condiciones de contorno: U(r = 0) = = o0) = 0, se logra el siguiente
resultado para U(r < R)

GM B (t,7")
U@mm=7?+G/-fﬁ—mﬁ (2.18)
y para U(r > R), se obtiene
M
U(r)est = GT (2.19)

Vemos que se verifica la condicién de continuidad U(r = R)ie = U(r = R)es. Estas
expresiones se pueden resumir en una unica expresion en funcién de la densidad de masa

p(t;r)
Gm(t,r)

R
U(t,r) = —|—47TG/ p(t,r")r'dr'. (2.20)

Para el potencial exterior, esta ecuacion se reduce a la ecuacion (2.19), ya que p =0y
m = M.

Figura 3: Cuerpo esférico de radio R.

2.4.2. Cuerpos no esféricos

La simetria esférica es una simplificacion 1til, pero poco realista. Ningtin cuerpo en el
Universo es esféricamente simétrico. La Tierra, el Sol o las galaxias no son esféricos, ya

7
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que la rotacién o las interacciones con otros cuerpos rompen dicha simetria. En los casos
en los cuales las desviaciones de la simetria esférica sean pequenas, como puede ser el caso
del Sol o de la Tierra, puede utilizarse el método de expansion multipolar para describir
el campo gravitatorio de estos cuerpos.

Comenzamos expresando las variables p y U en términos de los armonicos esféricos.
Los armonicos esféricos son soluciones de la ecuacién de autovalores
< 1 0 0 1 0?

sin 6 00 s 9% sin? 987&) Yo = —L(l+ 1)Y . (2.21)

En el caso de Yy, los armoénicos esféricos son independientes del angulo ¢ y vienen dados
explicitamente por

Yio(0) = 1/ 2L By (cos ), (2.22)
0
donde &
1 2 ¢

son los polinomios de Legendrdﬂ Por otra parte, en el caso general Y,, la expresion
correspondiente es

Yo (0, ) = \/%4; ! Ei . Z?PE (cosB)e™, (2.24)
donde gm
P = (=1)"™ (1= i)™ Pip) (2.25)

dm

son los polinomios asociados de Legendreﬂ Finalmente, para Y, con m < 0 se usa la
formula

Yim(0,¢) = (=1)"Y,(0,0). (2.26)

Los armonicos esféricos forman una base de funciones ortonormales [10]

/ng(é, O)Y i (0, 0)dY = 40 Sy (2.27)

por lo que cualquier funcién f(6, ¢) se puede expresar de la forma

) 4

= Z Z fémYém<97¢)7 (2'28)

{=0 m=—¢

donde los coeficientes vienen dados por

/f O)Yr, (0, 0)dS2. (2.29)

3Los polinomios de Legendre forman una familia de polinomios ortogonales solucién de las ecuaciones
diferenciales de Legendre, (1 — 2?) P}/(z) — 22 P} (z) + {({ + 1) Py(x) = 0.
4Los polinomios asociados de Legendre son soluciones de la ecuacién general de Legendre, (1 — x2) Yy —

2xy’ + [Z(é +1) - ﬁ] y = 0 y coinciden con los polinomios de Legendre en el caso de m = 0.
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Siguiendo el mismo procedimiento para p y ¢, obtenemos

p(t,r,0,0) = Zpgm (t,7)Yem(0,6),  Ut,r,0,8) =Y Upn(t, 7)Y (6, 0),  (2.30)
Im

donde el sumatorio es una notacién reducida para expresar el sumatorio de la ecuacion
2.28)). Los coeficientes que aparecen en estas dos ecuaciones siguen la forma de la ecuacion
2.29

pem(tﬂ“)=/p(tar,9,¢)ﬁin(9, ¢)ds2, Uem(tﬁ)Z/U(t,T,9,¢)Win(9, ¢)dS2. (2.31)

Sustituimos los coeficientes pg,, v Upy en la ecuacion (2.11), teniendo en cuenta que
los armonicos esféricos son solucién de la ecuacién de autovalores ([2.21)), obteniendo asi
un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias

_ dnCh? 10,0
LU = —47Gr po, Z = =5 B 0(0+1). (2.32)

en las cuales, .Z es el operador Laplaciano efectivo. La ecuacion ([2.32)) puede resolverse
introduciendo una funcién de Green, g¢(r,7’), que sea solucién de

LGy = —4mo(r —1'). (2.33)

Una vez se obtiene esta funcién, el potencial Uy, puede calcularse de la siguiente forma

Ui (t,1) = G/gg(r, ) pom (r, 7 )2 dr. (2.34)
Podemos construir la funcién de Green introduciendo las funciones U.(r) y Us(r)
g (r,r")=U(r)O (r' =)+ Us(r)® (r — 1), (2.35)
donde O (r — ') es la funcién escalén de Heavise

N |1 r—r">0
O(r—r) _{ 0 en el resto (2:36)

que tiene la propiedad ©' (r — r') = §(r—r’). Teniendo en cuenta las siguientes condiciones:
U~ (r) y Us(r) son soluciones independientes de la ecuacién homogénea, es decir, ZU = 0,
Us (1) = Uc(r") = 0, UL(r'") = UL(r') = —47 /7", U(r) o< r para que sea finita en r=0y

Us (1) oc r~®*Y para que sea finita en r = 0o, se obtiene la funcién de Green deseada

ge (r,1") =

AT {re r't 4r ot (2.37)

/ / —
20+ 1 r/€+1@(r—r)+ﬂ+1®(r—r) C20 4 1L
donde 7~ := min(r,7’) y r~ := max(r,7’).

Esta funcion de Green nos permite obtener una expresion para el potencial gravitatorio
introduciéndola en la ecuacién . Suponiendo que los limites de integraciéon son 0 y
0o, podemos dividir esta ecuacién en dos integrales, una de ellas desde 0 hasta r y la
otra desde r hasta co. Teniendo en cuenta la forma de la funciéon de Green, en la primera
integral sélo va a sobrevivir el segundo término de la ecuacién (2.37)), ya que ' < r,
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mientras que en las segunda integral sobrevive el primero, ya que, en este caso, r < r’. En
vista de todo esto, el coeficiente Uy, del potencial gravitatorio queda de la forma

ArG [y [ pem (E,1) 1 1 " 2
U (t,7) = 1 [7” [ WT’ dr' + m/() " pim, (&, 7" ) 720 | (2.38)

Conviene introducir las siguientes funciones, donde py,, (¢, ) se define sobre una esfera
de radio R que rodea la distribucién de materia

r R /
m t?
em (L, ) 3:/ " o (8, 77) 720 Pem(t,7) 32/ %Tﬂdﬂ- (2.39)
0 T r

Sustituyendo entonces esta expresién en la ecuacién (2.30]), se obtiene el resultado final
para el potencial gravitatorio de un cuerpo esférico

Yim (6,
U(r0.0) =03 g a2 e Yn00)] . (2a0)

Esta ecuacion podra utilizarse para cuerpos casi esféricos limitando los términos del su-
matorio. La expresiéon para el potencial en el exterior de la materia se simplifica, ya que la
densidad es nula y por consiguiente la funcién py, también lo es. Por otro lado, la funcion
Gem se evalia en 7 = R, ya que nos encontramos fuera de la distribucién de materia. Con
todo ello, el potencial en el exterior queda de la siguiente manera

Yo (6,
T dem(t, ) e Ttgﬂw. (2.41)

Uet (2,7, 6, ¢) = Z

Es oportuno expresar esta ecuacién en términos de los momentos multipolares I, (t) =
Qtm (t7 R)

Iy(t) = /V olt, DY (60, ), (2.42)

otal

donde el dominio de integracion se extiende sobre el volumen ocupado por la distribucion
de materia. De este modo, la ecuacién ([2.41) queda reducida a

s

(2.43)

ext

Resulta de gran utilidad expresar el potencial gravitatorio en términos de los momen-
tos multipolares, puesto que resulta sencillo conocer sus valores para el caso de cuerpos
esféricos o de cuerpos axialmente simétricos. En el caso de un cuerpo esférico, iinicamente
el momento monopolar Iy, va a ser no nulo, ya que no depende de los angulos 0 y ¢.
Por su parte, para un cuerpo axialmente simétrico sélo van a contribuir los momentos
multipolares con m = 0, puesto que son independientes del angulo ¢.

2.5. Tensores STF

Los tensores STF tienen la propiedad de ser simétricos bajo el intercambio de dos
indices cualesquiera y de tener traza nula para cualquier par de indices. En algunas oca-
siones, es mas sencillo utilizar la representacion en armonicos esféricos, mientras que en
otras prevalece el uso de este tipo de tensores. Por ese motivo, resulta ttil introducir esta

10
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herramienta matematica, ya que podremos derivar de una manera sencilla la forma del
potencial gravitatorio y las ecuaciones del movimiento. A su vez, nos va a resultar tutil
para calcular la precesion del eje de la Tierra |7,/11].

De aqui en adelante, vamos a utilizar la notaciéon compacta de indices introducida
por primera vez por Blanchet y Damour (1986) |11]. Un indice en mayuscula indica un
multi-indice, mientras que en minuscula indica un indice individual

L — jlj2...jé, XL — Xj1j2-~~jl7 (2.4’.4)

donde el indice Cartesiano j; varia entre 1,2,3 o entre x,y, z. El sumatorio siempre esta
implicito en la notacién multi-indice para indices repetidos, de tal forma que

STy = Z SijaegeLjrja..ge- (2.45)

J1:J25-:0¢

La ecuacion ([2.43) nos da una expresion para el potencial gravitatorio exterior produ-
cido por un cuerpo esférico en términos de los armonicos esféricos. Este potencial también
puede desarrollarse haciendo uso de los tensores STF. Volviendo a la expresién para el
potencial gravitatorio dada por la ecuacion , podemos hacer un desarrollo de Taylor

de |Z — 2|7 en términos de las potencias de 7’ en el caso || < |Z|:

1 1, (1 1, , 1 = (=1)f 1
|f—f’| :;—Ijaj (;)Jréxjxkaﬁk (;)ZZ f' L@ < > (2.46)

=0

donde z¥ = z'z7--- (L veces) y 0, = 0;0;--- (L veces). Insertamos este desarrollo de
Taylor en la ecuacién (2.7)) e introducimos la definicién de los momentos multipolares
STF

10 (4 = / o (4 7) 2Py, (2.47)

la cual también vamos a insertar en la ecuacion . En la ecuacion , hemos anadido
los brackets angulares que hacen alusiéon a un producto simétrico de traza nula. Realizando
estos cambios en la ecuacion ([2.7)), el potencial exterior en términos de los tensores STF
queda de la forma

» — (=D 1
Uust (t,7) =G> a1 o (- ). (2.48)
£=0 ’

El potencial exterior se expresa como una suma sobre los momentos multipolares de la
fuente. Para un cuerpo esférico, I®) es cero en todos los casos excepto en el caso £ = 0.
Todos los indices contenidos en L, como pueden ser ijk..., estan asociados con una direc-
cién. Sin embargo, en el caso particular de un cuerpo esférico, no hay ninguna direccion
privilegiada que se pueda asociar a dicho cuerpo. Por ende, todo lo que tenga indices tiene
que anularse.

Como vamos a demostrar a continuacién, d,r~' es un tensor STF. Teniendo esto en
cuenta, cabe destacar que hemos utilizado brackets para el momento multipolar 7{* en la
ecuacion debido a la siguiente regla general para los tensores STF: un tensor cual-
quiera AY, que esté multiplicado por un tensor STF Bry, satisface la siguiente condicién

AFBy = AV By, (2.49)

11
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donde A es igual a A" al simetrizarlo y extraerle todas las trazas. Por ese motivo,
]L8<L>r_1 = Iz 8<L>r_1. En otro orden de ideas, si comparamos la ecuacion con
la ecuacion ([2.43)), podemos observar que existe cierta relacién entre Y, /r*t y dpr—ty
entre Iy, v I'%, lo cual detallaremos en més adelante.

Procedamos ahora a demostrar que los tensores de la forma 9;,r~! son tensores STF.
Para ello, comenzaremos analizando las derivadas del estilo 9;r™!, 91!, Qjnr ™, las

cuales aparecen en el desarrollo de Taylor de la ecuacién |D Siendo r = /22 + y% + 22
y . = 7/r, mediante un calculo sencillo pueden demostrarse las siguientes igualdades

Ot = —nr 2, (2.50)
Ot = (3nyny, — djx) r3, (2.51)
Qi = — [15nmpn, — 3 (0j0kn + Mibjn + nadn)] 77 (2.52)

Podriamos seguir de la misma forma calculando derivadas de mayor rango, pero con estos
tres ejemplos ya podemos ver como todos ellos forman tensores STF. Por un lado, cum-
plen el requisito de ser simétricos, porque las derivadas parciales conmutan entre ellas, y
por otro lado, todos se anulan cuando se culcula la traza sobre cualquier par de indices,
como por ejemplo, 6*9;,r_1 =0 = V?9,r_; = 9,V?r_;. Por ende, concluimos que todos
los tensores de la forma ;! son tensores STF. Los tensores STF, pueden distinguirse
porque se escriben con brackets ().

Una manera de obtener los tensores STF de vectores unitarios de la forma n/, es
mediante el calculo del producto n/n* al cual se le extraen todas las trazas. Por ejemplo,
para construir el tensor n*  calculamos 8’ n* = 1y teniendo en cuenta que (5jk(5jk =3
en el espacio de tres dimensiones, el tensor vendra dado por

nik = pipk — %(Wk. (2.53)
Haciendo lo mismo se obtiene el tensor de rango 3, nlikn)
. . 1 . . .
nlkn) — pinkpn — R (5]’%" + 67k 4 5knﬂj) , (2.54)

el cual también presenta traza nula para cualquier par de indices.

La férmula general para productos STF de este estilo es

nUiizje) — %(_UP E'(Zﬁ —2p — 1)”
2 =22t — D) (2.55)

% (5(J1J2 §J3ia  §i2p—1d2p ety depte | -n”),

donde [¢/2] toma el valor de £/2 cuando £ es par y (£—1)/2 cuando es impar. Los paréntesis
en las deltas indican la simetrizacion del tensor. Un tensor simétrico de rango ¢ se define
de la siguiente manera
1
C(k1k2 kq) — a (Ck1k2 kq + .. ) 7 (256)

12
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donde el resto de términos son posibles permutaciones de los ¢ indices. Teniendo en cuenta
lo anterior, esta férmula puede expresarse de forma mas reducida

[¢/2]

't =% (=1 (%(%2_])1).1) (6270 72" + sym(q)] (2.57)

p=0

donde 62 representa el producto de las deltas de dirac, n*~2" representa el producto de

¢ — 2p vectores unitarios y finalmente el término sym(q) hace alusién a todos los diferen-
tes términos que surgen de las permutaciones de los indices. El niimero total de términos
dentro de los corchetes es ¢ = £1/[(¢ — 2p)!(2p)!1].

Comparando las ecuaciones (2.51)) y (2.52) con ) v ( - Junto con la ecuaciéon

2.50)), encontramos las siguientes 1gua1dades Oir~t = —nyr72, Ourt = 3nypr y
J J (k)T
Ojknr™ e = —15njpnyr™ 4 de las cuales puede dedu(;lrse una regla general
Ot = 0yrt = (—1)f(20 — 1)! T;ﬁ. (2.58)

Utilizando esta igualdad, la ecuacion ([2.48) vendré dada por

[e.9]

2f — 1 (L)
U (t,2) = G Z Tm (2.59)
=0

Vamos a introducir un par de identidades para los productos de dos vectores unitarios
ny n', siendo ambos tensores STF, ya que van a resultar ttiles para las préximas secciones:

= @e—nutw (2.60)

n’(L>n<
o 4B AR

_ 2.61
o™ QU+ | dp T an (261)

donde p=n-n'.

Demostraremos en primer lugar la ecuacion (2.60). Expresamos el producto n’< L>n<L>

como 1, n‘") haciendo uso de la regla @D y sustituimos el tensor n' por la expre-
sién ([2.55)). Al multiplicar el vector 7’ por el tensor n'l), 2p factores de 7/ multiplicaran
las 2p delta de dirac, devolviendo la unidad, mientras que los restantes ¢ — 2p factores,
multiplicardn los vectores 7 devolviendo u/~?P. De esta forma, llegamos a la siguiente
expresion
L 020 —2p — 1)
nfn =3 (=1 ,u€_2p. (2.62)
” I,:ZO (£ =2p)!(2¢ = 1)1 (2p)!

Teniendo en cuenta que (2p)!! = 2Pp! y que (20 — 2p — 1)!! = (20 — 2p)! /[27P(¢ — p)!], se
obtiene

[¢/2]

1 2£—2p) _
/ L £=2
n<L>n< ) = %_ 2= E — o —2p)] TN (2.63)

13
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La suma que aparece en esta ecuacion es una representacion de los polinomios de
Legendre Py(11), demostrando asi la ecuacién ([2.60). Esto es asi ya que la forma general
de los polinomios de Legendre de orden n viene dada por el siguiente sumatorio

M

(2n — 2m)! 5
P,(z) = —-1)™ s 2.64
(z) mZ:o( ) 2”m!(n—m)!(n—2m)!x (264)
donde M = [n/2]. Para el caso particular de n = 7/, o dicho de otra forma, u = 1,
Py(1r) = 1 la ecuacién (2.60]) se reduce a
14
/ Ly _

Partiendo de esta ecuaciéon podemos determinar el valor de la cantidad njn<jL>, ya
que va a resultar de utilidad para demostrar la ecuacién . En las ecuaciones
y hemos construido tensores STF mediante la multiplicaciéon de vectores n. En el
caso de njn<jL) tenemos un producto de vectores n contraidos en uno de los indices, por lo
que tiene que ser proporcional al tensor n{™, ya que quedan L fndices libres. Utilizando la
ecuacion , y teniendo en cuenta que ahora ¢ — ¢+1, la constante de proporcionalidad
que se obtiene es (¢ + 1)!/(2¢ + 1)!!. Desarrollando los factoriales obtenemos

¢
L1
20+ 1

n;nYt = (2.66)

Para demostrar la ecuacién , hay que tener en cuenta que n’< L>n<jL> tiene que
construirse como una combinacién de n? y n", por contraccion del resto de indices. Por
ese motivo, lo escribiremos de la forma (¢ + 1)! (an’ 4+ bn") /(2¢ + 1)!!, donde el término
(¢ +1)/(2¢ 4 1)!! se ha introducido por conveniencia. Utilizando las ecuaciones (2.60]) y
(2.66)), podemos obtener las condiciones que tienen que satisfacer las constantes a y b. Por
un lado, si multiplicamos las partes izquierdas de estas ecuaciones y sustituimos n’< L>n<jL>,
por la expresién anterior en términos de a y b, obtenemos la condicién a+ by = Py(p). La
segunda condicién es ap + b = Pyyq(p). Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
a= (uPy1— B)/(u*—1) y b= (uPy — Ppy1)/(p® — 1). Utilizando una de las relaciones
de recurrencia de los polinomios de Legendre, £ _1%31 = xP, — P,_1, las constantes
pueden expresarse alternativamente como a = ((+1)"'dPy/duy b = —((+1)"'dP;/dp.
Finalmente se obtiene la ecuacion ([2.61).

Una vez explicadas las propiedades de los tensores STF y tras haber deducido diversas
identidades que nos van a resultar utiles en las préximas secciones, conviene establecer
relaciones con los armoénicos esféricos, con el fin de demostrar que ambos lenguajes son
equivalentes. Comencemos definiendo el vector unitario n

n = sin 6 cos ¢é, + sin @ sin pé, + cos é.. (2.67)

Como se descompone en funciones de 6 y ¢, puede descomponerse en armonicos esféricos
como hicimos en la ecuacién . En este caso la descomposicion involucra un tinico
valor para ¢ y los 2¢ + 1 valores para m. La funcién n‘") satisface la misma ecuacién de
autovalores que Y, (6, @), r2V2n't = —£(¢ +1)n‘") por lo que tiene que expresarse de la
siguiente forma

4/

(L _ (L) = —

(2.68)

14
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donde %}, es un tensor STF constante que satisface %@n = (—l)m%;im y Ny es una
constante de normalizacion escogida asi por conveniencia. Si multiplicamos a ambos lados
de la ecuacién por Y,y n’< 1> integramos sobre toda la esfera y aplicamos la ecuacién
(2.61)), llegamos a la siguiente expresién

2 1
Bty =+ [ 1O Yi0.0d0 =22 [ PGovi .00 (20)

Utilizamos el teorema de adicion de los polinomios de Legendre, podemos sustituir
Py(p) por

y4
Py(cosy) = > Y5 (0,¢) Yom (0, 0), (2.70)
Y4

20+1

m=—
siendo en este caso cosy = u. Integrando obtenemos una expresién para los armoénicos
esféricos en funcion de los tensores STF

m

ng<0,¢) = %*<L>H(L>. (2.71)

Utilizando la expresion ([2.42)) para los momentos multipolares, Iy, y sabiendo la
relacién de los tensores STF con los arménicos esféricos, dada por las ecuaciones (2.68)) y
(2.71)), podemos derivar las siguientes relaciones

470! .
I = o Z Do (2.73)

Gracias a las identidades demostradas anteriormente, los tensores STF van a resul-
tarnos herramientas matematicas de gran utilidad a la hora de determinar el potencial
gravitatorio o la aceleraciéon relativa de los sistemas celestes que estudiemos. Finalmente,
también nos seran beneficiosos para el caso de la precesion del eje de rotacién terrestre,
como veremos en las préximas secciones.

2.6. Sistemas de cuerpos aislados atraidos por atracciéon gravi-
tatoria

En esta ultima seccion del Capitulo 2, vamos a describir sistemas de cuerpos aislados,
que se atraigan mutuamente por atraccién gravitatoria, pero que estén separados entre si.
Por tal motivo, suponemos que la escala tipica de los cuerpos R es menor que la separa-
cién r entre ellos, R < r. De esta forma, se excluyen las estrellas binarias en contacto. Por
otra parte, al suponer que los cuerpos estan aislados, descartamos también los fenémenos
de eyeccion o de acrecién de masa. En esta seccion, vamos a limitar mas el problema
asumiendo que la distancia entre los cuerpos es mucho mayor que la longitud del cuerpo,
r > R. A pesar de aplicar una serie de aproximaciones, las ecuaciones que consigamos
van a describir una gran cantidad de fendmenos importantes de la mecanica celeste, como
pueden ser la dinamica de los planetas del Sistema Solar o sistemas binarios de estrellas
de la secuencia principal. Este método también podra aplicarse al calculo de la precesion
del eje de la Tierra [7], que se tratard en la seccién 3.
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Para comenzar, supongamos un sistema de N cuerpos. Cada uno de ellos esta asignado
por A=1,2,..., N y ocupa un volumen V), delimitado por una superficie S4. La densidad
de masa p es igual a ps dentro de V4 y cero en la regién entre los cuerpos. La masa total
para un cuerpo A viene dada por

g — / ot F)dz, (2.74)
A

donde el dominio de integracién se extiende un poco mas alla del volumen V4, de modo
que sea lo suficientemente pequeno para no contener otro cuerpo, pero lo suficientemente
grande para seguir conteniendo el cuerpo A mientras se mueve en un intervalo de tiempo

dt.

Conviene definir una serie de variables asociadas al centro de masas del cuerpo A que
permitan caracterizar el cuerpo como un todo en lugar de las variables de fluido (p, p, ¥)
que habiamos utilizado anteriormente. De esta manera, definimos la posicién, velocidad
y aceleracién del centro de masas,

1 1 dv
Falt) = — t, D) Ed>x, vt :—/ t, D)0dPx, dalt :—/ t, %) —dz.
A0) =~ [t @adta, o) = —— [ it ) = —— [ 60
(2.75)
Segun la ecuacién ([2.47)), los momentos multipolares STF del cuerpo A, vienen dados por

I () = /Ap(t, 7) (x —ra)"" da, (2.76)

los cuales hacen referencia a su centro de masas 4. Escogiendo el centro de masas como
origen de coordenadas, el momento dipolar, I, = fip(x— ra) d®z se anula. Insertando
la ecuacion de Euler en la ecuacién para la aceleracion del centro de masas dada por
(2.75)), obtenemos las ecuaciones de movimiento para el cuerpo A. El término correspon-
diente al gradiente de presion se anula utilizando el Teorema de Gauss y sustituyéndolo
por § pd§ , va que p = 0 en la superficie. De esta forma, se obtiene finalmente

mAd’A:/pﬁUd?)x. (2.77)
A

2.6.1. Potencial interno y externo

En el marco local de un cuerpo A, la accién gravitatoria es descrita por un potencial
efectivo, el cual estd producido en parte por el mismo cuerpo, U4 y en parte, por el resto
de los cuerpos B # A, U_4, tal que,

U=Us+U_4, (278)

con

—

Ua(t,©) = G / p(t’xl)’ &3z, (2.79)
A

7 — 7

como potencial interno producido por el cuerpo A y con

U_at,®)=Y G /B P “’5‘;)’ Bz, (2.80)

B#A |7~
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como potencial externo producido por el resto de cuerpos. A continuacién, vamos a de-
mostrar que el potencial interno producido por el cuerpo A no contribuye a la ecuacion
(2.77). Para ello partimos de la siguiente identidad para un sistema de fluido

/pﬁUd% =0. (2.81)

Esto puede demostrarse de la siguiente manera. Haciendo uso de la ecuacién (2.7)) para
el potencial gravitatorio, se tiene que

1
o _ G/p’ 0 d*a. (2.82)

O Ozt |& — 2|

Insertando esta expresion en la ecuacion ([2.81]), obtenemos

ou
ﬁd?) = G/pp 9 = |d3x’d3 (2.83)

Para demostrar que esta expresion es nula, vamos a renombrar las variables # y 2/, de tal
forma que 7 pase a llamarse ' y I’ pase a llamarse Z. Aplicando este cambio y reordenando
los términos se obtiene

1 1
/pa—U.de:G/ ! i drd® ’:G/pp 0 dr' dPx. (2.84)

D PPowile — 7] 0279 |7 — 7|

La derivada respecto a x7 de |f — 37:’|_1 es igual a —|% — Z'|73(2’ — 2"7), mientras que

la derivada respecto a x7 es |¥ — Z| 3 (x? — or lo que, 9/0x" es igual a —9/0x7.
) b

Sustituyendo esto en la ecuacion anterior se tiene que

ou 0 1
pyde = —G/ &z’ dx. 2.85
P o i o7 (2.85)

Comparando esta ecuacion con la ecuacién ([2.83)), se ve inmediatamente que la integral
(2.81)) es nula. Por lo que, aplicando esta expresion tnicamente al cuerpo A en lugar de
a todo el fluido, se puede ver que el potencial interno no contribuye a la ecuacion del
movimiento predicha anteriormente (2.77]). Debido a lo cual, la ecuacién final obtenida es

mAﬁA—/pﬁUAd%. (286)
A

En la siguiente seccién obtendremos una expresion para el potencial interno U_ 4 y calcu-
laremos a su vez el gradiente 0;U_,4 haciendo uso de los tensores STF. De esta manera,
obtendremos la ecuacién de movimiento para el cuerpo A en funcién de variables conoci-
das.

2.6.2. Expansion de Taylor para el potencial externo

La variable de integracién Z de la ecuacién se extiende sobre la escala R4 y como
el potencial externo U, varfa en la escala 7ap siendo 7ap := |4 — 75|, donde r4p > Ry,
es conveniente expresar el potencial externo como un desarrollo de Taylor de la variable
Z, alrededor de 74.

L " j Ly 1 j .
U_A<t,$) == U_A (t,TA)—f-(I — TA)] 8jU_A (t,TA)—|—§ (I - TA)]k 8ij_A (t, T’A)—i" ct. (287)
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Utilizando la notacién multi-indice de los tensores STF la expresion anterior se reduce a
U_a(t, @)= 7 (=)  OLU_a (£, 7). (2.88)

Las derivadas parciales de U_y4, d,U_4 forman un tensor STF, por cumplir las dos
propiedades que los caracterizan: es simétrico, porque las derivadas parciales conmutan
entre ellas y ademds la traza es nula porque por ejemplo, 6%0;,U_4 = V?9,U_4 =
0,V2U_, = 0. Por lo tanto, utilizando la condicién se puede escribir

(x—71a) U 2= (x—ra) OyU_a=(x—12)" dyU_a. (2.89)

Obtenemos asi la forma final para el potencial externo,
1
U_a(t,®) =Y = (x—ra)" 0U_4 (t.74), (2.90)

en el cual hemos eliminado los brackets redundantes en 01, ya que todas las derivadas
de la forma 0,U_, son tensores STF. Ahora nos interesa calcular el gradiente de este
potencial para sustituirlo en la ecuacién dindmica ([2.86)),

Lo .
RU_a(t,T) = 7= ra)E O, U_y (£,74) (2.91)
=0
obteniendo finalmente
. 1 .
mady =Y I (00LU-a (7). (2.92)
=0

Mediante el uso de los tensores STF, hemos llegado hasta una expresién para las
ecuaciones de movimiento en funcién de los momentos multipolares del cuerpo A y de
las derivadas parciales de U_4 evaluadas en & = 4. Ahora procederemos a obtener una
expresion para 0;U_4 (t,74) . Volvemos a utilizar el potencial externo U_,4 dado por la
expresion , donde la variable de integracion 2’ puede definirse mediante

T =rg(t)+ 2, (2.93)

donde 7g(t) representa el centro de masas del cuerpo B y Z un desplazamiento respecto a
ese centro de masas. Entonces, el denominador de cada término de la ecuacién es
de la forma |¥ — g — Z|~!. Podemos hacer un desarrollo de Taylor de dicho denominador
alrededor de la variable 2" teniendo en cuenta que Z' es mucho menor que ¥ — 7', ya que
se extiende sobre ﬁB, mientras que ¥ — g es del orden de 74 5. Haciendo la expansion de
Taylor y siguiendo la condicién de la ecuacién , al igual que se hizo en la ecuacién

(2.89), se obtiene

_ _ 1 _
77— 27" = |7 = 7| = 2P0, |7 — 7|+ 520 |7 — T
s / o / 2.94)
J— (_1)£ 1L’ v - =1 _ (_1)€ —/<L>/ — - 1—1 (
_; E" z aL/ |I—TB| —; 6,' ya aL’ |$—’["B’ .
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Sustituyendo esta expresién en lugar de |Z— 75 — 2| ! en la ecuacién para el potencial
externo (2.7)), llegamos al siguiente resultado

U_ t l’ =G Z Z/ t TB + Z ( g/') <L>I(9L/ |f — FB’_I dgf‘,, (295)

B#AA U=

que podemos expresarlo en funcién de los momentos multipolares de cada cuerpo B,
siguiendo la definiciéon dada por la ecuacién ([2.76]), obteniendo asi

U_u(t, &) = 10,17 — i7" (2.96)

B#A ¢

Una vez obtenida la expresion para el potencial externo U_ 4, podemos calcular el factor
0;LU_4(t,74) para sustituirlo en las ecuaciones de movimiento (2.92)). Las derivadas se

evaluan en ¥ = 74. El resultado es
1
Oy | — | (2.97)
BAA 'AB

donde r4p = |4 —7p|. La derivada parcial 0;; significa que se realizan {+¢'+1 derivadas
— — —1 — — — sz sz

de |# — 7| evaluando Z en ¥ = 4. Con esta expresion se llega a la ecuacién para la

aceleracion del centro de masas del cuerpo A

maay =Gy Z Z M, IA 1508 (i> . (2.98)

.
B#A (=0 £'— AB

0;1U_(

Podemos reescribir esta ecuacién de forma mas sencilla aislando los primeros términos
de las sumas sobre ¢ y ¢, teniendo en cuenta que el monopolo del cuerpo A es I4 = my
y que su momento dipolar se anula al colocar el origen del sistema de coordenadas sobre
el centro de masas del cuerpo, [ pZd*z = 0. Se llega finalmente a

“A—GZ{ nAB+i%l(—1)I”+—JA}a (T;)
" m%i::i (;!% 15 05 (L) }

TAB

donde fiap = Fap/Tap representa un vector unitario que apunta desde un cuerpo B hasta
el cuerpo A. Esta expresion describe de manera general y exacta las ecuaciones de mo-
vimiento de N cuerpos de forma arbitraria sometidos tnicamente a su mutua atraccién
gravitatoria. Estas ecuaciones podran resolverse una vez que las masas de los cuerpos
y sus momentos multipolares en funcion del tiempo estén determinados, y se integraran
sabiendo las posiciones y las velocidades iniciales. De todas formas, no otorgan una des-
cripcion completa del sistema fisico ya que no determinan la evolucién temporal de los
momentos multipolares. Esto depende en general de la estructura interna del cuerpo y de
la dindmica de los cuerpos externos.

. . L
En el caso de un cuerpo perfectamente esférico, los momentos multipolares, 1'1<4 >, se
anulan para £ # 0 y se llega a las ecuaciones de movimiento familiares

. Gmpg -
ay=-Y —5 Ty (2.100)
B#A AB
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Sin embargo, para el resto de casos dados en general por la ecuacion , también
observamos términos lineales en los momentos multipolares 14 y Ig y acoplamientos entre
los momentos multipolares del cuerpo A con el resto de cuerpos. El término lineal en Ig
representa las deformaciones causadas por los cuerpos externos. Esto tiene sentido ya que
si un cuerpo no es esféricamente simétrico y presenta momentos multipolares, es razonable
pensar que estos momentos afecten al movimiento de dicho cuerpo. En estos casos, el
cuerpo A se veria sometido a un potencial gravitatorio diferente al potencial creado por
un cuerpo esféricamente simétrico. En resumen, el hecho de que el cuerpo B tenga un cierto
tamano y no tenga simetria esférica afecta al movimiento del cuerpo A. Por otra parte,
el tercer término es un término lineal en los momentos multipolares del propio cuerpo A.
Esto implica que el tamano y forma de un cuerpo puede afectar su propio movimiento
cuando se encuentra en un campo gravitatorio no uniforme. Finalmente, la aceleracién del
cuerpo A se ve afectada por el acoplo entre sus momentos multipolares con los momentos
multipolares de los cuerpos externos. Esto no deberia sorprendernos puesto que podria
asemejarse a las interacciones dipolo-dipolo que encontramos en electrodindmica. Como
estamos asumiendo que la distancia de separacion entre los cuerpos es mucho mayor que
su tamano, estos términos se hacen mas pequenos a medida que ¢ crece. Por lo tanto, en
muchos casos practicos este 1ltimo término podra despreciarse.

2.6.3. Ecuaciones de movimiento para sistemas binarios

Vamos a dedicar esta seccién a resolver la ecuacion para un problema concreto:
un sistema binario. El sistema binario es un caso particular del caso general de N cuerpos
aislados. Este sistema estara compuesto de un primer cuerpo de masa m; con momentos
multipolares Il(L> situado en 77 y de un segundo cuerpo de masa ms con momentos mul-

tipolares [2<L> situado en 5. En lugar de trabajar con 77 y 75, trabajaremos con el centro
5o ma

de masas, R = 727 + 72, donde m = m; + my es la masa total del sistema, y con la
posicion relativa 7 = 7] — 7. El vector unitario n pasa a definirse n = 7/r.

Figura 4: Problema de dos cuerpos [12].

Partiendo de la ecuacién (2.99), el movimiento relativo estd gobernado por

CL] = — —nj -+ sz — . + (_1>Z2_ @-L (;)

oo 0o (_1)51 Il<L> I2<L’) 1
+szz 00 my me Djrw r)

(=2 (1=2 1

(2.101)

Podemos simplificar todavia més esta expresion si suponemos que uno de los dos cuerpos
tiene momentos multipolares despreciables, como por ejemplo el cuerpo 1. Esto puede
suceder en el caso de un satélite orbitando la Tierra, el cual es tan pequeno que no presenta
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momentos multipolares apreciables o en el caso de un planeta orbitando alrededor del Sol,
para el cual ocurriria lo mismo. En este caso se llega a

i__Gm - (0'LY (1)
ol = n + GmZ; ' |- (2.102)
Supongamos ahora que el segundo cuerpo es un cuerpo rotante, simétrico alrededor de
su eje de rotaciéon. Este tipo de cuerpos se deforman por el efecto de la fuerza centrifuga
causada por la rotacién y se denominan cuerpos axialmente simétricoﬂ. Supongamos
que su eje de rotacion esta alineado con el vector unitario é. Por simetria, el momento
multipolar STF del cuerpo, 19, tiene que ser proporcional al vector respecto al cual es
simétrico, que en este caso es 4. Asimismo, tiene que ser proporcional a la masa del
cuerpo, a £ veces el tamano del cuerpo y finalmente, a una cantidad adimensional que
dependa de todos los detalles del cuerpo, como su forma o su distribucion de densidad.
Esta cantidad adimensional se conoce como el momento multipolar adimensional, J,
y viene dada por

4 I 4 1
D=\ g = g | P DY, (2.103)

“NVoaer1 MR ™ V204 1MR?

donde R es el radio del cuerpo. Esta expresién podemos encontrarla, por ejemplo, en
el libro de J. Jackson Classical Electrodynamics, |13|, cuando calculamos los momentos
multipolares de una distribucién de carga. En el caso de ¢ = 2, esta cantidad adimensional
es de la forma

_C-A

h =R
donde C = [ p(t,7)(z* + y*)dPz y A = [p(t, Z)(y* + 2*)dPx = [ p(t,Z)(a® + 2*)d*x. El
momento de inercia A puede escribirse de cualquiera de las dos formas anteriores para un
cuerpo axialmente simétrico. Resumiendo, J, es la diferencia entre el momento de inercia
a lo largo del eje alineado con el radio ecuatorial del cuerpo y el momento de inercia a lo
largo de la direccion de simetria.

(2.104)

Figura 5: Cuerpo axialmente simétrico.

Como hemos dicho, los momentos multipolares del cuerpo, I, tienen que ser pro-
porcionales al tensor STF eX, para un cierto coeficiente oy, quedando de la forma
IM = oquett). Tomando el eje z alineado con el eje de simetria, los Gnicos momentos
multipolares no nulos son aquellos con m = 0. Podemos determinar el coeficiente oy

5Un cuerpo es axialmente simétrico cuando su densidad de masa es invariante bajo una rotacién
alrededor del eje de simetria.
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utilizando las ecuaciones ([2.22)), (2.72), (2.73) y (2.103) de la siguiente manera

20+ 1 Yy 20+ 1
T JmR = Ly = B Ly = 20 g, = 2 prlcosh),  (2.105)

47 n<L> (L) = n<L> 47

donde 6 es el angulo entre la direccién de medida y el eje de simetria del cuerpo. Despe-
jando Iz, se obtiene el valor para el coeficiente ay = —mR*J, de modo que el momento
multipolar para el cuerpo 2 resulta

I = —myRL (), e (2.106)

Insertando esta cantidad en la expresion para la aceleracion relativa y basandonos en
la ecuacién (2.58) para calcular 9;,r— = —(=1)%(20 + 1)!!/nyryr™? se llega a

> 2€+ R\’
Z (o) (72> €§L>"<jL>] : (2.107)

=

al = —

Para cuerpos suficientemente separados y poco deformados, el término ¢ = 2 domina en
el sumatorio. Utilizando la ecuacién (2.61)), sustituyendo el vector n’ por el vector é; y
teniendo en cuenta la forma de los polinomios de Legendre (2.23)), la aceleracion relativa
se reduce a

i — g (J2), (@) {[5(e2-7)*—1] 7 —2(és- 62}] (2.108)

Esta ecuacion que hemos obtenido corresponde con la aceleracion relativa de un sis-
tema de dos cuerpos, en el cual el primero de ellos es esférico, mientras que el segundo
es axialmente simétrico. La simetria esférica es una simplificacion que se utiliza para des-
cribir los cuerpos astronémicos, aunque la forma real no suele ser perfectamente esférica,
como consecuencia del movimiento de rotacion de los astros, entre otros motivos. Esta
aproximacion puede describir una gran cantidad de sucesos importantes, como por ejem-
plo, Mercurio orbitando alrededor del Sol oblato o un satélite artificial orbitando alrededor
de la Tierra, que como ya sabemos no es perfectamente esférica. Estos sucesos también
pueden describirse mediante la ecuacién de gravitacion universal de Newton, sin embargo,
con la ecuacién obtenemos una precisiéon mayor.

2.6.4. Dinamica de spin

Comenzamos introduciendo el momento angular intrinseco o spin del cuerpo A

Sa(t) == /Ap(t T) (F —7a) x (T — v4) d°x. (2.109)

El producto vectorial de dos vectores se puede escribir como

3
ixb=¢ < =Y cnab (2.110)
§k=1

donde el simbolo de Levi-Civita viene dado por

+1 si (2,5, k) es (1,2,3),(2,3,1) 0 (3,1,2)
€ijh =4 —1 si(i,j,k)es (3:2,1),(1,3,2) 0 (2,1,3) (2.111)
0 de otromodo (i =7, 7=k, k=1)
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Esto permite reescribir la ecuacién para el spin de la siguiente manera

S%(t) = equ/Ap (x —714)" (v —v4)! . (2.112)

Para el ejemplo final que vamos a tratar en este trabajo, la precesion del eje de rotacion
terrestre, es necesario calcular la derivada temporal del spin, dS / dt. Para hacer esta

derivada serd interesante considerar integrales de la forma F(t) = [ p(t,Z)f(t,Z)d*z,
puesto que estas integrales satisfacen la siguiente identidad
d f
— t, ) f(t, T)d°x = 2.113
donde df 8f
.V 2.114
ai at to-vi (2:114)

es la derivada Lagrangiana. La ecuacion 3)) puede demostrarse de la siguiente manera,
donde se hace uso de la ecuacion de contlnuldad en el segundo paso y se expresa f V- (p¥) =

V- (pUf) — pv- Vf. La integral de volumen de la divergencia total V - (pUf) se escribe
como una integral de superficie la cual se anula porque p = 0 en la superficie S.

% p(t,f)f(t,:f)d%z/( 2{4—,01) Vf) d%—j{fpv ds = / fd3 (2.115)

Por lo tanto, utilizando todo esto, la derivada temporal del spin queda de la forma

asy .
% —equ/p(v—’UA)p (v—vA)qd3x+equ/p(x—rA)p (dv/dt — aq)? d°x
A A

. p dv?
__ Jpq d3

La primera integral se anula por el producto vectorial y para la segunda integral
hay que tener en cuenta que [ 4ol — ra)Pd®xz = 0, por definicién del centro de masas.
Insertando la ecuacion de Euler, , podemos reescribir la ecuacion anterior en términos
del potencial y de la presion obteniendo

(2.116)

— Eipq/ p(x -1 0,Ud’s — equ/ (. —74)" Oppd°x. (2.117)
dt A A

La integral que involucra la presién puede integrarse por partes. El término de super-
ficie se anula puesto que p = 0 en S y el segundo término €744, [ ) pd3z se anula por
definicion del simbolo de Levi-Civita. Insertamos en la primera integral la descomposicion
del potencial U en términos de los potenciales interno y externo. La parte correspondiente
al potencial interno se expresa de la siguiente manera

equ/ pPO,Uad*x — €PirF, / pO,Uad’z. (2.118)
A

Ahora vamos a demostrar que ambos términos son nulos. Empezando por la primera
integral, conviene escribirla en términos del producto vectorial, insertando la definicion
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del potencial gravitatorio para un sistema general

= 7 — 7 = -

pEx VUdz = -G | pp wd?’x’dz)’x =G p,o’wol?’ac’df3
f _) (_’ fl) 3.1 33 .
:——G pp’ d’x'd’r = 0.
T

En el segundo paso se han renombrado las variables llamando ¥ a &’ y viceversa
ordenando el resultado. Como la integral del primer paso es igual a la segunda, se suman
y se divide por dos para obtener la tercera integral, la cual se anula finalmente por el
producto vectorial. Aplicando este resultado general para el caso que nos compete del
cuerpo A, vemos que la primera integral de la ecuacién se hace cero. Asimismo, la
segunda integral es igual a [ A pﬁU 4d3x que ya se habia demostrado anteriormente que era
nula. De esta forma, la evolucion del spin sélo depende del potencial gravitatorio externo
creado por el resto de cuerpos

ﬁ — Jpq _ p 3
i p(x—ra) 0,U ad’x. (2.120)
A

Insertando la ecuacién (2.91) que nos da una expresion para 9,U-4 e insertando la
definicién de momento multipolar, (2.76)), se llega al siguiente resultado

dS]
JPQZ@ '0uU-a (t,74) . (2.121)

Insertamos ahora la ecuacién (2.97)) que proporciona una expresién para d,,U-4 obte-

niendo asi
/ 1
=G Z ZZ gwq A L aqLL’ <_) . (2.122)

.
BAA (=0 '— AB

Vamos a analizar a continuacion los términos que no contribuyen. Por una parte, los
términos con ¢ = 0, que hacen referencia al cuerpo A son nulos, ya que el momento mul-
tipolar es de la forma I?%). Por ello, no hace referencia al término monopolar, sino al
dipolar, que se anula al colocar el origen de coordenadas en el centro de masas del cuerpo.
En segundo lugar, los términos con ¢’ = 0, referidos a los cuerpos B, sélo involucran a mpg
y finalmente, los términos con ¢/ = 1 tampoco contribuyen, ya que el momento multipolar
STF de los cuerpos B es de la forma I‘¥) haciendo referencia al momento dipolar del
cuerpo, que se anula por las mismas razones que para el cuerpo A. Teniendo todo lo ante-
rior en consideracion, podemos reescribir la ecuacion anterior mas simplificada, separando
por una parte los momentos lineales en A, y por otra, los productos de momentos

dSA GM(E E —mBI]DL(9 < )+Z ZZ glg’l ApL L/aqw ( ))
e b B#A (=1 {'=
(2.123)

Esta ecuacién nos permite saber como se va a comportar el spin una vez sepamos cuanto
valen los momentos multipolares de los cuerpos y la dinamica del centro de masas.

Para simplificar atin mas el resultado, vamos a considerar un caso concreto que pueda
llevarse a la practica: un sistema de N cuerpos formado por un cuerpo A que gire con
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momentos multipolares no nulos y una serie de cuerpos externos B con momentos mul-
tipolares despreciables. Suponemos que el cuerpo A es axialmente simétrico alrededor de
un eje alineado con el vector é4. El spin, por lo tanto, puede expresarse simplemente de
la siguiente manera

Sy =S4ea, Si= ’§A‘ . (2.124)

Realizando esta simplificacion, el segundo término de la ecuacién se anula y
sélo necesitarfamos calcular el valor del primer término. La derivada O,r) (r AB)_l puede
calcularse utilizando la regla para los tensores STF dada por la ecuacion . Siguiendo
esta regla y teniendo en cuenta que se realizan ¢ + 1 derivadas parciales, la derivada STF
queda de la forma Oy (rap)™" = (=1)"7 (20 + 1)!nyry/r*2. Sustituyendo este Valor
y la expresién para el momento multipolar de un cuerpo axialmente simétrico,
obtenemos la siguiente ecuacién para la precesion del spin

s’ ‘ G > (20 Ry\
B ey Gmatn gy CEEDR Gy () et (2a25)
dt BZA AB — 14 AB

Usando las propiedades de los tensores STF, el producto de los vectores unitarios eg’mniﬂg),

puede expresarse de la siguiente manera [7]

/! dP, d*P,
(pL),,(aL) _ ap™tl _ (oap a,p 1
N TS MO TSI { g et = 2.126)
d*P, dP, dP, '
(@p) (922t 4 (9p 4 1)L 20 & 1)elapp) 21
+en<du2+<+)du + (20 + 1)eln m

Hemos introducido el término eln? que equivale a el?n?! = 1/2(etn? — ePn?). Insertamos
la expresion ([2.126)) en la ecuacion para la precesion del spin y observamos que
al multiplicar todo ello por el tensor de Levi-Civita, ¢4, sélo conservamos el tltimo
término. Por una parte, el primer término se anula, ya que este tensor es nulo para
indices repetidos y por otra, el segundo y tercer términos se anulan por ser productos
de un término antisimétrico, por un término simétrico. Desarrollando el término el9n?! y
teniendo en cuenta la férmula del producto vectorial de dos vectores, , se obtiene
éaxnapg. Con todo ello, logramos la ecuacién final que nos indica la derivada temporal del
spin para un sistema de N cuerpos, donde sélo un cuerpo A tiene momentos multipolares
no nulos, obteniendo asi

- 00 4
doa _ _ > —GmAmB (éa x fuap) Y (—1 <ﬂ) o : (2.127)
(=2

T T d
BAA AB AB HAB

donde P, es el polinomio de Legendre y piap = €4 - fap. Siguiendo la ecuacién ((2.124)),
Sa=¢éy- gA, por lo tanto, la magnitud del spin permanece constante, ya que, dSa/dt =
€a - ds 4/dt = 0. Podemos observar también que los términos de la suma en B, es decir,
el resto de cuerpos, dan lugar a una precesion del eje é4 en la direccién nap. Al hacer
la suma, la precesién final se dard en una direccién promediada por todos los vectores
napg. La ecuacién ([2.127]) va a resultar de vital importancia para el ejemplo que vamos a
desarrollar en este trabajo sobre la precesion de los equinoccios. En este caso particular,
los cuerpos externos B van a ser el Sol y la Luna, y el cuerpo A va a ser la Tierra, teniendo
en cuenta su forma oblata.
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2.7. Marcos de referencia

El sistema de referencia que se utiliza para describir el problema de dos cuerpos se
denomina marco orbital con coordenadas (z,y, z), de tal forma que el plano orbital
coincide con el plano z — y y el vector de momento angular esta alineado en la direccion
del eje z. El marco orbital viene descrito por la base de vectores constantes: é,, €, y €.,

y por la base de vectores dependientes del tiempo: 7, ¢, €.,
7' = €OS ¢&y + sen pé,, b = — sen ¢é, + cos ey, (2.128)

Esta elecciéon de sistema de coordenadas se adapta bien al problema de dos cuerpos,
sin embargo, para casos mas generales conviene introducir un nuevo sistema de referencia.
Por ejemplo, si queremos describir el movimiento de dos o mas planetas alrededor del Sol,
cada uno de los cuales se mueve en un plano orbital diferente o en el caso de un sistema de
dos cuerpos perturbado por cuerpos externos, provocando variaciones en el plano orbital.

El nuevo sistema de referencia que escogemos se denomina marco fundamental, con
coordenadas (X,Y, Z), escogiendo el plano X — Y como plano de referencia y la direc-
cion del eje Z como direccion de referencia. En este caso, la base de vectores constantes
es la siguiente: €y, €y y €. Ambos sistemas de referencia se escogen de tal forma que
coincidan en el origen, es decir, X =Y = Z = 0 cuando z = y = z = 0. La eleccion del
marco fundamental es arbitraria y se elige por conveniencia, por ejemplo, en el caso de la
dinamica del sistema solar se escoge el plano de la o6rbita de la Tierra alrededor del Sol,
denominada ecliptica, como marco de referencia, mientras que en el caso de satélites or-
bitando alrededor de la Tierra conviene escoger el plano ecuatorial de esta como referencia.

Podemos describir la dinamica orbital en el nuevo marco de referencia mediante los
angulos de Eulelﬂ El plano orbital interseca con el plano de referencia formando un
angulo [, denominado inclinacién, que es también el angulo entre la direccion de los
ejes z v Z. La linea de interseccién entre ambos planos se denomina linea de nodos, el
punto inferior en el que la drbita interseca con el plano de referencia se denomina nodo
ascendente y el punto de interseccién superior se denomina nodo descendente. Por
otra parte, los angulos que vemos en la Figura 6, ), w y f, corresponden con la longitud
del pericentro, la longitud del nodo ascendente y la true anomaly [7].

pericentro

Nodo ascendente

Figura 6: Dindmica orbital en el marco fundamental [7].

5Los 4ngulos de Euler son tres coordenadas angulares que permiten describir un sistema de referencia
en movimiento respecto a un sistema de referencia inmévil [14]
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3. Precesion de los equinoccios

Esta ultima seccién la dedicaremos a resolver un problema clasico de la mecénica
celeste: la precesion de los equinoccios. La precesion puede describirse como la rotacion
del eje de la Tierra alrededor de la normal de la ecliptica en ciclos de unos 26000 anos.
Para comenzar, explicaremos las causas principales que producen este movimiento y las
consecuencias que conlleva y finalmente realizaremos el calculo de la tasa de precesion.
Para ello, consideraremos un sistema formado por tres cuerpos: el Sol, la Tierra y la
Luna y nos basaremos en la ecuacién para describir como la atraccion del Sol
y de la Luna provocan una precesion en el eje de la Tierra. Aplicaremos una serie de
aproximaciones en la resolucion del problema y compararemos el valor obtenido con el
valor dado por J. G. Williams de 5028,77 as/siglo . Finalmente, comentaremos posibles
mejoras de la teoria.

3.1. Causas principales

El eje de la Tierra, el cual esta inclinado 23,5° respecto a la normal de la ecliptica,
cambia gradualmente su orientacion trazando un cono cada 26000 anos. Este movimiento
es similar al movimiento de precesiéon de una peonza. La peonza comienza girando con
el eje perpendicular al plano del suelo, pero va perdiendo velocidad gradualmente por el
rozamiento con el aire y con el suelo en el punto de contacto. La conservaciéon del mo-
mento angular trata de mantener la posicion del eje de rotacién, por lo que la peonza cae
describiendo un movimiento circular de oscilacion. Este movimiento es el que conocemos
como precesion. El movimiento de precesion que hace la Tierra es parecido, pero no hay
rozamiento que frene su movimiento de rotaciéon. Ademas, la enorme masa de la Tierra
hace que sea complicado alterar la orientacion de su eje. Por ello, es necesaria la influencia
de otra masa cercana como la Luna. De hecho, la precesion es producida principalmente

. Polari;
\ Precesién olaris

\  Precesion

Rotacién
Plano de la
ecliptica

Ecuador

Vertical de
la ecliptica

Figura 7: Movimiento de precesién Tierra-peonza.

por la atraccion gravitatoria del Sol y la Luna sobre el abultamiento ecuatorial terrestre.
La atraccion gravitatoria que sufre una mitad de la esfera es diferente a la que sufre la
otra mitad, lo que genera una fuerza de torsiéon que hace que el eje de la Tierra cambie
de orientacion.
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Este descubrimiento suele atribuirse a Hiparco de Nicea en el siglo I1.a.C, cuando com-
pard sus observaciones con otras realizadas unos 700 anos a.C. Posteriormente, en 1863,
se descubrié que la propia ecliptica se movia ligeramente, lo que se denominé precesion
planetaria. La precesion planetaria se debe a la atraccién gravitatoria ejercida por los
planetas sobre el centro de masas de la Tierra, variando ligeramente el plano de la eclipti-
ca. El angulo entre la fuerza gravitatoria ejercida por otros planetas y la ecliptica, es lo
que hace que esta ultima se desplace ligeramente. La precesiéon lunisolar es unas 500 veces
mayor que la precesién planetaria, sin embargo, los demés planetas aparte del desplaza-
miento de la ecliptica, también provocan un cambio en el eje de rotacién de la Tierra.
Como consecuencia, desde 2006, la Unién Astronémica Internacional decidié que la com-
ponente dominante se llamara precesion del ecuador y la componente menor, precesion
de la ecliptica.

3.2. Consecuencias de la precesion

La precesién de los equinoccios conlleva una serie de consecuencias observables. En
primer lugar, se produce un cambio en la estrella de referencia que marca el Norte. Po-
laris ni fue ni serd siempre la estrella del Norte. Hace 3000 anos, la estrella del Norte era
Dubén y dentro de 8000 sera Deneb. Por otra parte, no hay ninguna estrella brillante que
marque la posicion del polo sur terrestre, pero con el tiempo también habra estrellas que
se conviertan en estrellas del Sur. Este desplazamiento de los polos celestes provoca que
todo el campo estelar visto desde la Tierra cambie.

La precesion de los equinoccios, como su propio nombre indica, provoca el despla-
zamiento de los equinocciof’] a lo largo de la ecliptica. A medida que el eje de la Tierra
precesa, el plano ecuatorial se desplaza. El ecuador celeste, que corresponde con el ecuador
de la Tierra proyectado sobre la esfera celeste, se mueve a la par que el plano ecuatorial.
Consecuentemente, la interseccién con la ecliptica también se mueve, es decir, los equinoc-
cios. Ademas del desplazamiento de los equinoccios, la precesion también provoca cambios
en los solsticioff} Por ejemplo, consideremos el caso del solsticio de verano, cuando la in-
clinacion axial de la Tierra apunta directamente al Sol. Cuando el Sol haya vuelto a la
misma posicién aparente tras realizar una orbita completa, la Tierra ya no apuntara di-
rectamente hacia el Sol, sino que el solsticio ocurrird un poco antes. Como consecuencia,
el ano tropical, que mide el tiempo entre solsticios o entre equinoccios, es unos 20 minutos
mas corto que el ano sideral, lo que se traduce en un ano menos por cada 26000 anos. De
la misma forma, la posicién aparente del Sol respecto al fondo de estrellas fijas se desplaza
lentamente a través de las doce constelaciones del zodiaco, provocando una modificacion
del ciclo zodiacal [2].

Otra consecuencia de la precesion de la Tierra es que las coordenadas ecuatoriales de
los astros, la ascension recta y la declinacion, van variando. Esto es importante a la hora
de realizar catdlogos estelares, los cuales se suelen modificar cada 50 anos. Actualmente,
se utiliza el sistema J2000, correspondiente a la posicion del Polo Norte Celeste del 1 de
enero del ano 2000 a las 0 horas [15]. Sin embargo, para medidas més precisas conviene
aplicar ciertas correcciones debidas a la precesién desde ese instante hasta el momento

"El plano del ecuador y el plano de la ecliptica intersecan en una recta y los puntos de esta recta que
intersecan con la béveda celeste son los equinoccios. Corresponden con igual horas de dia y de noche.
8Los solsticios se encuentran a 902 de cada equinoccio desplazandonos por la ecliptica.
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de la observacion. De hecho, la precesiéon de los equinoccios es una herramienta tutil pa-
ra datar documentos, obras o construcciones de antiguas civilizaciones que puedan estar
relacionadas con las posiciones estelares que habia en ese momento. En efecto, algunos
construcciones presentan una evidente orientacion astrondémica, como puede ser el caso
de las piramides de Egipto. Por ejemplo, las piramides de los faraones de la dinastia IV
de Dahshur y Gizeh fueron orientadas siguiendo el meridiano de las estrellas Phecda y
Megrez.

La precesion de los equinoccios también conlleva consecuencias climaticas importan-
tes. La inclinacion del eje de la Tierra hace que los rayos de Sol no lleguen de la misma
forma a todas partes del mundo. En el Hemisferio Norte las estaciones son més livianas
que el Hemisferio Sur, ya que los rayos solares llegan perpendicularmente cuando la Tierra
se encuentra en el punto mas alejado del Sol y oblicuamente cuando se encuentra en el
mas cercano. A medida que el eje de la Tierra vaya precesando esta situacion cambiara.
Sin embargo, no podemos decir que dentro de 13000 anos la situacién vaya a invertirse
provocando un clima mas extremo en el Hemisferio Norte, ya que esto depende de otros
factores como la cantidad de agua o las montanas [16].

En el ano 1840, Louis Agassiz, un fisico suizo, se percaté de que en el Norte de Europa
hay senales indicativas de la presencia de glaciares en el pasado. Casi un siglo después,
Milutin Milankovi¢, un astronomo serbio, propuso que las épocas glaciares e interglaciares
son producidas por las variaciones orbitales de la Tierra. Como la Tierra no sufre una
glaciacién cada 26000 anos, es razonable suponer que la precesion no es la tnica causa
de este fenémeno. La oblicuidad es otro factor importante a tener en cuenta. Se define
como el cambio en el angulo de rotacién del eje terrestre, que varia entre 22,1° y 24,5°,
siendo el valor actual de 23,5°. Estos cambios en la inclinacién del eje provocan que los
rayos del Sol lleguen de forma mas o menos directa a los polos. En las etapas en las que
los rayos no llegan de forma tan directa es mas probable que sucedan las glaciaciones. La
variacién de la excentricidad de la orbita es otro factor relevante. Esta variacién se
produce principalmente por la atraccién gravitatoria que ejercen Jupiter y Saturno. La
orbita de la Tierra varia su excentricidad entre 0,000055 y 0,0679, provocando también
variaciones en la cantidad de energia que proviene del Sol [3].

3.3. Calculo numérico del periodo de la precesiéon

En este ejemplo vamos a aplicar todo lo estudiado anteriormente para describir como
la atraccién de la Luna y el Sol provocan una precesiéon del eje de la Tierra alrededor
de la normal de la ecliptica [7]. Esta precesién puede calcularse a partir de la ecuacién
, donde consideramos un cuerpo de masa m y radio R axialmente simétrico, que
en este caso seria la Tierra, sujeto a la atraccion gravitatoria provocada por un primer
cuerpo de masa m; a una distancia 7} y un segundo cuerpo de masa msy a una distancia
5. Consideramos que el eje de la Tierra se encuentra alineado con la direcciéon é, de tal
forma que, S = Se, v que la direccién de la Tierra al primer cuerpo es ny, mientras que
la direccién al segundo cuerpo es ns.

Teniendo en cuenta la forma de los polinomios de Legendre dada por la ecuacion (2.23)),
para el caso de £ = 2, que es el que aparece en nuestra ecuacion, esta expresion se reduce
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Piljuan) = 5(3uis — 1) (3.1

Por lo tanto, las derivadas que aparecen en la ecuacién (2.127)), dPs(pap)/dpap son iguales
a 3uap, donde pap = € -nq en el caso del primer cuerpo y pap = € - ny en el caso del
segundo cuerpo. Con todo ello, la precesion del spin se reduce a

ds

2 = —3GmLR’ D (@) (€ x fy) + =2 (6 ) (€ X a) | - (3.2)
T L

El movimiento de la Tierra orbitando alrededor del Sol esta contenido en un plano,
lo mismo que sucede con el movimiento orbital de la Luna alrededor de la Tierra. Estos
dos planos presentan una diferencia de inclinacién de tan sélo 5,15° aproximadamente [1],
por lo que, para simplificar los calculos, suponemos que tanto el Sol como la Luna se
mueven en un mismo plano, el plano de la ecliptica, el cual hacemos coincidir con el plano
de referencia X — Y. Para simplificar atin mas los célculos, también suponemos que las
orbitas que realizan estos astros son circulares en lugar de elipticas. Tomamos la Luna
como el primer cuerpo, suponiendo que se mueve con una velocidad angular €24, siendo la
direccién n; de la forma

le = COS (Qlt) éX + sin (Qﬂf) éy‘ (33)

Por otro lado, hacemos coincidir el Sol con el segundo cuerpo, moviéndose con una ve-
locidad angular €25 y con una fase inicial en su érbita 1. La direccién que apunta de la
Tierra hacia el Sol es por lo tanto,

ng = cos (ot + 1) éx + sin (Qot + ) éy-. (3.4)

Para determinar la direccién del eje de la Tierra, hay que tener en cuenta que esté inclinado
un angulo de a = 23,4° respecto al plano de la ecliptica. Asimismo, hay que tener en cuenta
el angulo precesional, 5, dependiente del tiempo. Por consiguiente, utilizando coordenadas
esféricas, la direccion é se expresa como sigue

¢ = sin v cos Béx + sin asin Béy + cos aé . (3.5)

Una vez obtenidas las expresiones para las tres direcciones, s6lo nos queda sustituirlas
en la ecuacion para conseguir finalmente la tasa de cambio del dngulo de precesion.
Para ello, es necesario calcular las cantidades (é - ny), (€ X ny), (é-n2) y (€ X ng). Tras
utilizar identidades trigonométricas, estas cantidades quedan reducidas a

é-ny =sinacos(f — Qt), 3.6

é - Ny = sinacos(f — Qat — 1),

)
)
)

/N N /N
w3

3
3.
3

é X Ny = —cosasin(Qt)éx + cos acos(2t)éy + sinasin(Qt — 5)éz,
€ X Ny = — cos asin(Qat + 1)) éx + cos acos(Qat + 1)éy + sin asin(Qat + ¢ — 5)éz. (3.9)

Una vez insertemos estas cantidades en la ecuacion (3.2)) y desarrollemos los senos
y cosenos de la suma/resta, teniendo en cuenta que dS/dt = Sdé/dt, s6lo nos quedara

promediar el resultado, donde
deé 1 [Pde
— = — —dt 1
(dt>sec P/O dt (310)
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obteniendo finalmente

de 3GmJyR? mp Mo
— = —————sinacosa | — + — | (—sinfBéx + cos Béy) . 3.11
(). =5 g oy ) P esia) . B
Para obtener la tasa de cambio del angulo de precesién, basta con calcular la derivada
temporal de la ecuacién (3.5)), teniendo en cuenta que a permanece constante en una
escala de tiempo seculaif], obteniendo asf

B\ 3GmhLR mi | ma
(). ().

El momento angular intrinseco de la Tierra se calcula usando la relacién S = Ia,
donde I es el momento de inercia de la Tierra y w su velocidad angular. Vamos a obtener
una primera aproximacién de este valor suponiendo que la Tierra es esférica. En ese caso,
I = 2/5MpR%. Introduciendo los valores de Mz = 5,97 x 10** kg y Ry = 6370 km, se ob-
tiene un valor para el momento de inercia de I = 9,69 x 10?” kg. Para obtener la velocidad
angular de la Tierra, debemos tener en cuenta que se realiza una rotaciéon completa cada
24 horas, por lo tanto, Wy = 27/Tror = 7,27 X 107° rad/s. Sustituyendo estos valores,
obtenemos un resultado de S = 7,05 x 10?% kg - m?/s, que es bastante similar al valor real
de S = 5,86 x 10%® kg - m?/s.

Junto a este valor, insertamos también en la ecuacién los valores de la masa de
la Luna, m; = 7,34 x 10?2 kg, la distancia Tierra-Luna, r; = 384,0 x 10° m, la masa del
Sol, my = 1,99 x 10%° kg, la distancia Tierra-Sol, 7o = 1,50 x 10'* m y el valor para el
momento cuadrupolar adimensional de la Tierra, Jo = 1,08 x 1072 [17]. Finalmente obte-
nemos, |(dfB/dt)sec| = 7,74 x 10712 rad/s. Para obtener el resultado en arcosegundos/siglo,
hay que tener en cuenta el niimero de arcosegundos en 27 radianes (1,30 x 109/27) y el
nimero de segundos en un siglo (3,16 x 10%). De esta forma, la tasa de cambio del 4ngulo
de precesién es de 5040 as/siglo, que es un valor cercano al valor dado por Arthur N. Cox
de 5029,09 as/siglo [17]. Ya tenemos las herramientas necesarias para calcular finalmente
el periodo de la precesién del eje de la Tierra, Py = 27|(dB/dt)sec| ™ = 8,12 x 101 s =
25700 anos. Como vemos, a pesar de realizar diversas aproximaciones, como la de despre-
ciar los momentos cuadrupolares adimensionales del Sol y de la Luna o la de despreciar
la influencia del resto de planetas, obtenemos un resultado muy coherente con dado por
Williams [1] de 5028,77 as/siglo que teniendo en cuenta los factores de correccién men-
cionados anteriormente equivale a 25788,87 anos.

Una vez obtenido el valor de la precesion total, podemos calcular la contribucién del
Sol y de la Luna separadamente. Para el caso de la Luna, tendriamos

d 2
<d—f> = —% COS (v (ﬂ;) =530 x 10 rad/s = 34,51 as/afo.  (3.13)

ry
Y para el caso del Sol

(dﬁ) 3Gm.JyR?
— = —————— o8

dt 25 3

oY (@) =244 x 10" ?rad/s = 15,85 as/afo.  (3.14)
T

9La escala de tiempo secular hace referencia a los cambios seculares. Estos cambios se acumulan con
el tiempo, es decir, son cambios a largo plazo de los elementos orbitales. Més alla de perturbaciones
periddicas es interesante saber si se produce un cambio neto en los elementos orbitales, o lo que es lo
mismo, si algin elemento orbital cambia durante largos periodos de tiempo y si este cambio crece con el
tiempo.
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Como vemos, la principal responsable del cambio de orientacion del eje de la Tierra es
la Luna, pese a que el Sol ejerce una atraccion gravitatoria mayor. Esto se debe a que la
tasa del cambio del angulo precesional decae de forma muy rapida con la distancia entre
los cuerpos, ya que varia con la inversa al cubo de la distancia. Esto puede explicarse
de la siguiente forma. La fuerza gravitatoria que ejercen el Sol y la Luna sobre la Tierra
estd dirigida en direccién radial, afectando aquellos puntos de la Tierra que se encuentren
situados sobre esa direccion. Por lo tanto, la accién gravitatoria neta sera la diferencia
entre las atracciones gravitatorias que sufren dos puntos diametralmente opuestos de la
Tierra, situados en el Ecuador. La distancia entre estos puntos es del orden de unos 12000
km, un valor muy pequeno en comparacién con las distancias al Sol y a la Luna. Por
ese motivo, el término newtoniano clasico de la fuerza es practicamente igual en ambos
casos, teniendo asi que calcular 6rdenes superiores de la interaccién. Por ende, el término
dominante es el cibico. Como consecuencia, la proximidad de la Luna en comparacion a
la del Sol, compensa su menor masa. Las atracciones de la Luna y el Sol también son las
causantes de las mareas. Cuando ambos astros estan alineados se produce lo que se lla-
man mareas vivas, mientras que, cuando forman angulos de 90°, las fuerzas de atraccion
se compensan ligeramente y se producen las mareas muertas. Las mareas son un buen
ejemplo ilustrativo para mostrar la mayor influencia de la Luna.

3.4. Mejoras de la teoria

Para realizar el calculo de la precesién hemos tenido en cuenta las siguientes aproxima-
ciones. En primer lugar, hemos considerado que tanto el Sol como la Luna realizan 6rbitas
circulares desde el punto de vista de la Tierra, en lugar de érbitas elipticas, considerando
a su vez, que estas orbitas se realizan en un mismo plano, el plano de la ecliptica. En se-
gundo lugar, hemos despreciado los momentos cuadripolares adimensionales del Sol y de
la Luna, los cuales valen Jo, = 2,20 x 1077 y J, = 2,05 x 10~* [17], respectivamente. Como
vemos, el momento cuadrupolar adimensional del Sol es practicamente despreciable, en
cambio, en el caso de la Luna, solo es un orden de magnitud menor que el de la Tierra.
En tercer lugar, hemos despreciado la influencia de la precesion planetaria.

La precesion luni-solar es mucho mayor que la precesion planetaria, sin embargo, pa-
ra obtener un céalculo riguroso habria que considerar esta tltima. Teniendo en cuenta la
cercania a la Tierra y la masa, los planetas que mas influencia pueden tener sobre la
precesion del eje de la Tierra son Venus y Marte, por su cercania, y Jupiter por su gran
masa. Haciendo la ratio (m/r?), el mayor valor se obtiene para Venus. En este caso el
valor dado por J. G. Williams es de 0,0187 as/siglo [1] , que como vemos es practicamente
despreciable en comparacion con la precesion luni-solar. Las tasas de precesion para el
resto de planetas se muestran en la Tabla (2)).

También podriamos realizar este calculo para los planetas del Sistema Solar, al igual
que hicimos con el Sol y la Luna haciendo uso de la ecuacién (3.12). Obtenemos resul-
tados consistentes para Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno con valores de 2,46 x 1072,
8,82x107% 1,41 x107° y 3,01 x 1075, respectivamente, en unidades de as/siglo. No obstan-
te, para Mercurio, Venus y Marte los resultados obtenidos, que son 1,15x 1073, 1,76 x 10~}
v 5,24 x 1073, de nuevo en unidades de as/siglo, distan en un orden de magnitud de los
resultados dados por J. G. Williams. Esta discrepancia puede deberse a diversos factores,
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como por ejemplo, la inclinaciéon de las érbitas de los planetas respecto a la ecliptica, la
cual hemos despreciado en nuestros calculos. Los planetas que presentan una inclinacion
mayor son precisamente, Mercurio y Venus, con dngulos de 7,00487° y 3,39471° |17]. De
hecho, en el articulo de J. G. Williams, las tasas precesionales de los planetas se calculan
teniendo en cuenta esta inclinacién. Otros factores que se tienen en cuenta en este articulo
son los valores de los semiejes la 6rbita. Justamente, Mercurio y Marte son los planetas que
presentan mayor excentricidad, con valores de 0,20563 y 0,09341 [17]. Como en nuestros
calculos hemos supuesto érbitas circulares, este puede ser uno de los principales motivos
de la discrepancia.

Tabla 2: Tasas de precesién para los planetas del Sistema Solar [1].

Planeta | Tasa precesional as/siglo
Mercurio 0.0003651
Venus 0.0187273
Marte 0.0005393
Jupiter 0.0116665
Saturno 0.0005177
Urano 0.0000100
Neptuno 0.0000029
Total 0.0318287

Otra forma de mejorar la precisién del resultado seria reteniendo mas términos en los
sumatorios de la ecuacion . Sin embargo, estos valores son muy pequenos. Para la
Tierra se tiene que J; = —2,53 x 1076 y J; = —1,62 x 107%. De hecho, realizando los
célculos y viendo los valores mostrados en la tabla (3]), puede verse que J3 no contribuye
y que el efecto de J; es practicamente despreciable. También podriamos considerar que
las orbitas que describen tanto la Luna alrededor de la Tierra como la Tierra alrededor
del Sol son elipticas. En estos casos, los vectores n; y ns habria que sustituirlos por los
vectores de posicién 7 y 75 para el caso de orbitas elipticas, los cuales estan dados por

. l
" T T ecost (3.15)
siendo € la excentricidad de la 6rbita y I el semi-lactus rectum!’] Otro factor a tener
en cuenta para mejorar este resultado seria la inclinacién relativa entre los planos de
las orbitas Tierra-Luna y Tierra-Sol. Tomando como referencia el plano de la ecliptica,
tendriamos que usar coordenadas esféricas para describir la direccién de la Tierra a la
Luna
fy = sin  cos ¢péx + sin 6 sin ¢péy + cos #éz, (3.16)

donde los dngulos 6 y ¢ varian con el tiempo.

A la hora de calcular la precesién del eje de rotacién, habria que considerar la influen-
cia del resto de movimientos que realiza la Tierra, como son la nutacién, el bamboleo de

10E] semi-lactus rectum se define como la distancia perpendicular respecto al semieje mayor de uno de
los focos de la elipse a la curva.
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Ecliptica

Plano de la é6rbita lunar
Figura 8: Inclinacién relativa entre érbitas.

Chandler , la precesiéon del perihelio, la oblicuidad, la precesion de la ecliptica y la
variacién de la excentricidad orbital. A pesar de ser movimientos independientes, todos
ellos estan intimamente relacionados y los cambios producidos por uno de ellos pueden
afectar a los demas.

En primer lugar, hablaremos de la nutacién. El movimiento de precesion viene acom-
panado de la nutacion. La nutacién puede visualizarse como un balanceo o una oscilacion
periédica que sufre el eje de la Tierra entorno a su posicion media. El tiempo que tarda en
producirse una longitud de onda es de unos 18,6 anos. Como consecuencia de la nutacion,
se produce un ligero cambio en la inclinacion del eje, lo que se conoce como oblicuidad,
ya que existe una diferencia entre las zonas de maxima y minima amplitud del movimien-
to oscilatorio que describe. Este movimiento fue descubierto por primera vez por James
Bradley ,. Ademas de por el efecto de la nutacion, el eje terrestre varia su inclinacién

Figura 9: Movimiento de nutacién de la Tierra.

entre los 22,1° y los 24,5° entre otros motivos por los movimientos sismicos. Ejemplo de
ello son el terremoto que afecté a Chile en 2010 de 8,8 en la escala de Ritcher, desviando
el punto del Polo Norte unos 8 centimetros o el tsunami de 2004 que afecté al sudeste de
Asia provocando una desviacion de hasta 17,8 centimetros. El cambio de inclinacién del
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eje provoca un cambio en la cantidad de radiacion solar que llega a la Tierra, lo que puede
tener consecuencias directas sobre el clima. Respecto al calculo del periodo de precesion
que hemos realizado, el hecho de que la inclinacién del eje varie, conlleva que el dngulo «
que aparece en la ecuaciéon (3.12)) no permanezca constante como habiamos supuesto.

Por otra parte, la Tierra también sufre el bamboleo de Chandler. En 1891, Seth
Carlo Chandler se percaté de una pequena irregularidad en la oscilacién del eje terrestre.
Este movimiento origina una variaciéon de 0,7 segundos de arco por cada 433 dias. El
efecto del bamboleo de Chandler junto a otros factores de menor importancia, son los
principales causantes del movimiento polaIEI. Otro de los factores que provoca cambios
en el movimiento polar es el cambio climéatico. Como consecuencia de este cambio, se
estan produciendo grandes alteraciones en la masa de agua y de hielo de la superficie de
la Tierra. Factores como el derretimiento del hielo, el déficit de agua o por el contrario,
el incremento de estas cantidades, genera que la distribucion de peso cambie, producien-
do oscilaciones en el eje de la Tierra. Ejemplos ilustrativos de este fenémeno pueden ser
Groenlandia que ha perdido mas de 272 billones de kilos de hielo al anio desde 2003 o la
falta de agua de Eurasia. Estos cambios generan también un cambio en la tasa de prece-
sién [14].

Por otro lado, hay que tener en cuenta la precesién del perihelio, que corresponde
con el desplazamiento de uno de los focos de la elipse tomando como referencia el otro
foco, el Sol. Para calcular la tasa de precesion, habria que restar el efecto del movimien-
to del plano de la ecliptica. Ademas, el plano de la ecliptica también sufre inclinaciones
relativas al plano invariante del Sistema Solail?} lo que se conoce como precesién de la
ecliptica. Esto provoca que la inclinacién con la érbita lunar también varie, hecho que
tener en cuenta en el cdlculo de la precesién. Finalmente, tenemos la variacion de la
excentricidad orbital, que como su propio nombre indica corresponde con el cambio
de la excentricidad de la orbita de la Tierra alrededor del Sol. Este movimiento también
causa que la cantidad de radiaciéon que proviene del Sol varie.

En el articulo de J.G.Williams [1] se tienen en cuenta las siguientes contribuciones
para calcular la tasa de precesion.

Como vemos en la Tabla , la correccién al tener en cuenta del momento multipolar
adimensional de la Tierra Jy, es practicamente despreciable. Por otro lado, el efecto de la
inclinacién de la érbita lunar a pesar de ser pequeno, es superior a la contribucién de la
precesion planetaria y a la contribucion de Jy de la Tierra. También se tienen en cuenta
correcciones relativistas como la precesion geodésica, la cual representa el efecto de la cur-
vatura del espacio-tiempo predicha por la relatividad general. Finalmente, para obtener
el valor de la precesion del eje de la Tierra se sustrae el efecto anadido del movimiento de
la ecliptica.

HE] movimiento polar se define como la variacién de la posicién de los polos terrestres respecto a los
polos geograficos.
12Es aproximadamente igual al plano de Jupiter
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Tabla 3: Contribuciones a la tasa de precesion del eje de la Tierra [1].

Contribucién Tasa precesional as/afno
Sol a primer orden 15.948870
Luna a primer orden 34.457698
Sol y Luna segundo orden -0.000468
Jy 0.000026
Efectos de inclinacion -0.002686
Precesion planetaria 0.000318
Precesion geodésica -0.019194
Movimiento de la ecliptica -0.096865
Total 50.287700

4. Conclusiones

La teoria newtoniana, a pesar de que a dia de hoy sabemos que es una teoria incom-
pleta, todavia sigue siendo una teoria muy utilizada en un rango amplio de situaciones
fisicas, como la fisica del sistema solar, el movimiento de los satélites o los sistemas bina-
rios de estrellas de la secuencia principal. De hecho, dentro de las teorias de la gravedad,
exceptuando situaciones en las que estén involucradas velocidades relativistas u objetos
extremadamente densos, las leyes de Newton proporcionan resultados suficientemente pre-
cisos. Un criterio para saber si la teoria newtoniana es una buena aproximacion o si por
el contrario hay que recurrir a la relatividad general es analizando el valor del factor de
correcciéon relativista, e. Cuanto menor sea este factor, mejor serd la aproximacién de la
teoria de la gravedad de Newton [7].

El caso mas sencillo de la teoria de la gravedad newtoniana es el de dos masas pun-
tuales sometidas a su interaccién mutua. Este caso puede generalizarse pasando de masas
puntuales a cuerpos de cualquier tamano o forma y considerando un nimero arbitrario de
estos cuerpos. Al considerar cuerpos formados por una distribuciéon continua de materia,
conviene introducir las ecuaciones de continuidad, Euler y Poisson, junto a una ecuacion
de estado, para obtener una descripcién fisica completa de estos sistemas.

Cuando pasamos de masas puntuales a cuerpos extensos, resulta conveniente intro-
ducir el potencial creado por cuerpos esféricos. La simetria esférica es una aproximacion
poco realista, ya que los cuerpos astrondémicos sufren desviaciones de esta simetria co-
mo consecuencia de la rotacién o de las interacciones con otros cuerpos. Sin embargo,
es una buena aproximacion para obtener modelos matematicos sencillos. En los casos en
los cuales las desviaciones de esta simetria sean pequenas, como puede ser el caso de la
Tierra o del Sol, puede obtenerse una expresién para el potencial creado por estos cuerpos
mediante un desarrollo en arménicos esféricos.

El siguiente paso es considerar un nimero arbitrario de cuerpos, lo cual abre un aba-
nico de posibilidades. Podemos encontrar una gran variedad de sistemas en el Universo,
y muchos de ellos resultan de gran complejidad, como puede ser el caso de las binarias en
contacto o de los fenémenos de eyeccién o acrecion de masa. No obstante, para describir
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sistemas mas sencillos como la 6rbita de los planetas alrededor del Sol o el movimiento de
un satélite, podemos obviar estos casos concretos y formular una teoria general que nos
permita resolver una gran cantidad de fenémenos de la mecanica celeste. Para resolver
este tipo de sistemas, conviene introducir el formalismo de los tensores STF. Esto resulta
util para resolver potenciales de la forma , ya que estos potenciales tras realizar un
desarrollo de Taylor, involucran el factor dz(r~1), el cual es un tensor de este tipo. A
lo largo de este trabajo se han realizado una serie de aproximaciones para resolver pro-
blemas astronémicos concretos y para obtener asi ecuaciones de movimiento mas sencillas.

Como aplicacion directa de la teoria, se ha decidido estudiar el problema de la pre-
cesién del eje de la Tierra. A pesar de que este movimiento es mas imperceptible que el
movimiento de traslacion alrededor del Sol o que el de rotacién alrededor de su propio
eje, no podemos obviar las consecuencias que acarrea. En primer lugar, como su propio
nombre indica, la precesién tiene como resultado el desplazamiento de los equinoccios (y
solsticios) a lo largo de la ecliptica. Estos hechos conllevan que el ano tropical sea unos 20
minutos mas corto que el ano sideral. Igualmente, como la posicién aparente del Sol en
relacién al fondo de estrellas fijas cambia, el ciclo zodiacal también va cambiando. Otra de
las consecuencias mas relevantes de la precesion es el cambio que se produce en la estrella
que marca el Norte, la cual es utilizada por los marineros para orientarse. Adicionalmente,
las coordenadas ecuatoriales de los astros también van variando, lo que hay que tener en
cuenta a la hora de elaborar los catalogos estelares. Conjuntamente, la precesién también
es importante en arqueologia, ya que muchos monumentos antiguos presentan una orien-
tacion astronémica. Ademas de todo lo anterior, la precesién de los equinoccios también
presenta efectos en el clima. En la década de 1920, Milutin Milankovi¢ relaciond las varia-
ciones orbitales, en concreto, la precesion, la oblicuidad de la ecliptica y la excentricidad
de la érbita, con los cambios climaticos. Estas variaciones orbitales cambian la cantidad
de radiacién solar que recibe la Tierra, por lo que se relacionan con la apariciéon de las
glaciaciones [3].

Para resolver el problema de la precesién nos hemos basado en la ecuacién ([2.127)),
considerando un sistema formado por tres cuerpos: la Luna, la Tierra y el Sol. Hemos su-
puesto que los momentos multipolares adimensionales tanto del Sol como de la Luna son
despreciables y hemos tratado la Tierra como un cuerpo axialmente simétrico. El resulta-
do final obtenido es de 25700 anos, en concordancia con el valor dado por J. G. Williams
en [1] de 25778,87 afos. El resultado podria mejorarse considerando érbitas elipticas en
lugar de circulares como hemos hecho y teniendo en cuenta la inclinacién relativa entre la
ecliptica y la orbita lunar. También podriamos incluir mas términos en el sumatorio de la
ecuacion o no despreciar los momentos multipolares adimensionales de la Luna y el
Sol. Finalmente, para obtener un resultado més preciso habria que tener en cuenta el efec-
to de la precesion planetaria, el movimiento de la propia ecliptica y la precesion geodésica.

Si quisiéramos obtener una solucién mas exacta de este problema y extender el trata-
miento tedrico a casos mas generales, habria que utilizar las ecuaciones de la relatividad
general, la cual constituye la teoria mas acertada y probada de la gravedad que tenemos.
No obstante, para poder entender la relevancia y profundidad de esta teoria, es nece-
sario tener un conocimiento completo de las posibilidades y limitaciones de la gravedad
newtoniana.
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