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Introduccion

Este trabajo de fin de grado tiene como finalidad el estudio de las ondas
cnoidales, siendo éstas una solucién particular de la ecuacion Korteweg-de
Vries (KdV).

En primer lugar indicamos la solucién en cuestién, pero resulta incom-
prensible para el lector, incluso siendo éste graduado en matematicas, si se
desconocen las funciones elipticas de Jacobi. Por ello se dedica el primer
capitulo al estudio de dichas funciones y sus principales propiedades.
Comenzamos dando su definicién a través de la inversa de integrales elipti-
cas e introduciendo las distintas relaciones existentes entre ellas, las cuales
resultaran cruciales en futuras demostraciones. Proseguimos analizando las
férmulas de adicién-sustraccién y las expresiones de las derivadas de las prin-
cipales funciones. Por tltimo se presentan las integrales elipticas de primera
especie y la relacién que albergan con las funciones elipticas de Jacobi.
Destacamos la importancia de este primer capitulo dado que contiene las
demostraciones de cada una de las propiedades, a diferencia de la mayoria
de la literatura que podemos encontrar acerca de las funciones elipticas de
Jacobi en la que principalmente se presentan unicamente tablas y gréaficos
sin explicacion alguna.

El segundo capitulo guarda como objetivo final la obtencién de solu-

ciones para la ecuacién KdV. Previamente se presentan las ecuaciones de
Boussinesq dado que resultan anteriores cronoldgicamente hablando y de
ellas podemos deducir la propia KdV.
Ya conocidas las expresiones de ambas ecuaciones, buscamos soluciones de
éstas para ondas viajeras. En primer lugar obtenemos las soluciones para
ondas solitarias tanto de la ecuaciéon KdV como de las de Boussinesq, corro-
borando asf la estrecha relacion existente entre ambas. Finalmente hallamos
las soluciones periédicas, o méas conocidas como ondas cnoidales, para la
ecuacién KdV, las cuales ya habian sido presentadas al inicio del trabajo.

En el tercer y ultimo capitulo se analizan las simulaciones numéricas
realizadas escribiendo un cédigo en el lenguaje de programacién Mathema-
tica para las soluciones obtenidas en el capitulo anterior. Visualizandose asi



vi

la diferencia entre las soluciones solitarias y periédicas. Ademds estudia-
mos de forma analitica bajo que condiciones éstas se asemejan entre si y se
comprueba también por medio de las simulaciones.



Capitulo 1

Funciones Cnoidales

Para una buena comprension del concepto a introducir de Funcién cnoi-
dal, presentamos previamente las siguientes definiciones bésicas junto con el
siguiente grafico aclaratorio

p cresta
F o

Longitud de onda

Figura 1.1: Funcién seno entre los puntos x € [—3m, 37].

Definicién 1.0.1. Llamamos Onda [1] a la propagacién originada por la
perturbacién de alguna propiedad del espacio implicando un transporte de
energia sin transporte de materia. Quedan descritas en una dimensién por
la ecuacién uy — ugy =0 (tipo hiperbdlica), donde ¢ denota la velocidad.

Definicién 1.0.2. La Longitud de Onda (\) [1] es el periodo espacial de
una onda periédica (ver Figura[L.1)).

Definicién 1.0.3. Las Ondas de gravedad [I] son aquellas producidas en
un medio en el que la fuerza de la gravedad intenta restablecer el equilibrio.

Definicién 1.0.4. Denominamos Velocidad de Fase [2] a la velocidad en la
que la onda periddica se propaga, guardando la siguiente relacién vy = %,
indicando T el periodo. En el caso del seno, por ser A = 27 su longitud de
onda, su velocidad de fase serd 2w /7.

Definicién 1.0.5. La cresta y depresion [1] de una onda indican su punto
méximo y minimo, respectivamente (ver Figura |1.1]).

1



2 1.1. Funciones elipticas de Jacobi

Ahora ya estamos en condiciones de centrarnos en el tema concerniente
a este trabajo. La teoria acerca de las ondas cnoidales es apropiada para el
estudio de aquellas ondas de gravedad superficiales cuya longitud de onda es
considerablemente larga, en comparacién con la profundidad de la superficie.
Su solucion se caracteriza por la siguiente ecuacién obtenida a través de las
ecuaciones de Korteweg-De Vries (KdV) en 1895 [3]

ys(x,t) = —ag + Hen? [2K(k) + <i - ;) ,k} . (1.1)
En la expresién aq expresa la distancia vertical desde el punto de equili-
brio hasta la depresién de la onda. H indica la altura de la ola, si denotamos
por y. e yq a la distancia vertical desde el fondo hasta la cresta y depresion
de de la onda respectivamente, entonces tenemos que H = y. — y4. En cuan-
to al término cn corresponde a la funcién eliptica de Jacobi y K(k) es la
integral completa del primer tipo.

Con el objetivo de un andlisis éptimo de la expresién ((1.1) hacemos
un alto introduciendo las funciones elipticas de Jacobi y sus principales
propiedades.

1.1. Funciones elipticas de Jacobi

Mientras que las funciones trigonométricas vienen definidas refiriéndose al
circulo, las de Jacobi toman la elipse como referencia, como su propio nombre
indica. Las funciones principales son tres, el seno eliptico - sn(z,k), coseno
eliptico - en(z,k) y la amplitud delta - dn(z,k), donde sn: R x [0,1] — R e
idénticamente para cn y dn. Aunque posteriormente veremos que el espacio
imagen de sn y cn se restringe realmente a [—1, 1].

Definicion 1.1.1. Una de las formas de definirlas es a través de la inversa
de integrales elipticas [4][5]

sn(z,k) dt
o /0 JA-2)1_re) (1-2)

! dt
v / , (1.3)
ente) v/(L— B) (W2 1 K20%)

' dt
°o /dn(x,k) VA -2 —k?) (1.4)

siendo k el mddulo de la funcion eliptica, y k' al que denominamos mddulo
complementario que cumple

K= /1— k2. (1.5)
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El resto de funciones se generan de la relacién

fe(z, k)
ge(w, k)

Asi fijando e = n obtenemos

fg(mJ{:) =

fag:Sacadan; ff(l’,k)zl

Sif=n;g=s — ns(z,k) = ZZ((;;Z)) - sn(:lv,k‘)
Sif=n;g=c — nc(z,k)= ZZ((EI/.:)) - cn(alc,/c)
Sif=n;g=d — nd(z,k) = ZZEZZZ; - dn(:lc,k)
Sif=s;9=cd — sc(z, k) = zzg: ]]3 , sd(z, k) = Zzgz Z;
Sif=c;9=sd — cs(x,k) = EZEZ ]]:; » ed(, k) = ZZEZ ]l:‘;
Sif=d;g=sc —ds(zk)= cslzg’,:; » de(w, k) = CCZZEZZ;

Proposicion 1.1.1. Tenemos las siguientes identidades

sn?(x, k) + en®(z, k) = 1,

1.6
dn®(x, k) + k*sn’(x, k) = 1. (1.6)

Demostracion. Para la primera identidad, sea 0 < x < 1, denotamos u =
sn(z, k), v =cn(x, k). Por la definicién (1.3))

x_/l dt _/v —dt
o JO=2)R2 k) 1 (1= ) (K2 + K22)

t=v1-52=(1-1%) =s?
Con los cambios de variables , y en cuanto

3+ _sds
dt = i

a los limites de integracion tendremos que {

th=v— s =vV1—102
tozl—)SOZ\/l—]_Q:O

_ / 1=t 7% _ /51 ds
o JEw R -s2) S0 VIZSVARERI-S)
Aplicando la definicién del médulo complementario &' = /1 — k2
ds

) o ds
_/0 \/(1—32)(1—}{Z+}%_(k3)2)_/0 \/(1_32)(1—143232)'
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Podemos observar que esta tultima expresion tiene el mismo integrando que
el de la la definicién |D de donde deducimos que u = 51 = V1 —v? =
v? +u? =1, y por tanto, sn?(x, k) + cn?(z, k) = 1.

En cuanto a la segunda identidad, de manera analoga denotamos u =
sn(z, k), v =dn(z, k). Esta vez usamos la definicién (|1.4)

m_/l dt _/” —dt
Y S I ) BV C S I )

t=+/1—(ks)2 = (1 —1t2) = (ks)?
Con los cambios de variables ;Y
dt = — k2sds
1—(ks)2

t1=v— s =3V1—02
t0:1—>80:%\/1—12:0

respecto a los limites de integracion

it dds
/i L-v? ;fgl—(ksﬁ kds
0

\/W(l — (ks)? — k'2) B /0 V1= (ks)?/1— (ks)® — k2

Nuevamente por la definicién del médulo complementario k' = /1 — k2

_ /51 kds _ /81 ds
o VA-E)I = (ks> +-2=1) Jo 1 =s)(1 k%)

De forma que llegamos a una expresion con el mismo integrando que el de
la definicién 1) por tanto u = 81 = %\/1 —v2 = k2u? + 02 =1, 0lo que
es lo mismo, dn?(x, k) + k?sn?(x, k) = 1.

O

Corolario 1.1.2.
sn(z, k) € [-1,1];  en(z, k) € [—-1,1].
Demostracion. Partiendo de la primera identidad de eXpresamos
en®(z, k) = 1 — sn?(x, k).

Teniendo en cuenta que se trata de un numero real elevado al cuadrado
podemos afirmar que cn?(x, k) > 0, esto es

(1 —sn(x, k) >0 sn’(z, k) <1< —1<sn(z, k) < 1.

De este modo que queda demostrado que sn(x, k) € [—1,1].
Y dada la simetria de la igualdad es andlogo ver que cn(z, k) € [-1,1]. O
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Proposiciéon 1.1.3. Tenemos las siguientes identidades

sn(z,0) =senz; cn(z,0) =cosz; dn(z,0) =1;

—

1.7
sn(z,1) = tanhz; en(z,1) = sechx; dn(z,1) = sechx. (L.7)

Demostracion. Demostramos la primera identidad, haciendo uso de la defi-
nicién (1.2]) y teniendo en cuenta que k =0

@0 qt
T = / — = arcsen(sn(z,0)) — arcsen(0) = arcsen(sn(z,0)).
0 —

Usando la funcién inversa del arcsen tenemos sn(x,0) = sen(x).

En cuanto a la segunda identidad, empleamos la definicién (1.3) y el
valor particular k =0

1

dt T

x = = arcsen(l) — arcsen(cn(z,0)) = — — arcsen(cn(z,0))
[n(z,o) V1-—1t2 2

T T
= arcsen(cn(z,0)) = 5T en(x,0) = sen (5 — ac) .
Como sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a), tenemos

en(x,0) = sen g cos(z) — sen(x) cosg =1-cos(xz) —sen(x) - 0 = cos(x).

Y por tanto cn(z,0) = cos(z), como queriamos.

Para ver la tercera igualdad basta emplear la segunda expresién de (1.6)

dn®*(z, k) = 1 — k*sn?(z, k) = dn®(2,0) = 1 = dn(z,0) = 1.

En cuanto a la cuarta igualdad, por la definicién (1.2) y usando que el
modulo toma el valor k =1

sn(@.1) gy 1 |sn(z,1) + 1| |sn(z,1) + 1|
- = (T ) o BB DT 2
v /0 -2 2 ( s 1) =1 " )> < sn(z,1) — 1

Teniendo en cuenta el Corolario donde queda reflejado que sn(z, k) €
[—1, 1], obtenemos que

|sn(z,1) + 1| =1+ sn(z,1); |sn(z,1) —1] =1— sn(x,1).
De forma que, como querfamos demostrar

(1 —sn(z,1))e*® = sn(x,1) + 1
621 -1 _ (6290 _ 1)/636 _ et — g%

e2r 1 - (€2x+1)/6x - €T L e

sn(x,1) = = tanh(x).
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Proseguimos con la quinta identidad, para ello hacemos uso de la primera

igualdad de (|1.6))

en®(z, k) =1 — sn*(x, k) = en®(x,1) = 1 — tanh?(z) = sech?(x).

Y deducimos asi que cn(z,1) = sech(x).

Por ultimo demostramos la sexta identidad haciendo uso de la segunda
igualdad de (|1.6]

dn®(z,k) =1 — k%sn(z, k) = dn?(x,1) = 1 — tanh?(z) = sech?(z).

Es decir, dn(x,1) = sech(x).
O

Ademss de la demostracién formal, contamos con la Figura [I.2] cuyos
graficos han sido creados con el programa Mathematica a través de los
comandos: JacobiSN [z, k], JacobiCN |z, k|, JacobiDN [z, k|, que ilustran las
igualdades de la Proposicién para k fijo y = € [—27, 27].

10 -~ - 1.0d.

(e) = - (f)

Figura 1.2: Apreciamos las igualdades (a) sn(z,0) = sen(x), (b) cn(x,0) =
cos(x), (¢) dn(z,0) = 1, sn(x,1) = tanh(z), (d) en(z,1) = sech(z) y (e)
dn(z,1) = sech(z).

También mostramos en la Figurala evolucién de las funciones sn(x, k),
en(x, k) y dn(x, k) para valores arbitrarios del médulo k.
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) ) (z,k) (verde),
para los valores particulares (a) k = 0.4, (b) &k = 0.7, (¢) £k = 0.9 y (d)
k = 0.999999.

Como podemos observar para valores de k maés cercanos a 0 las funciones
sn 'y cn toman un comportamiento cercano a las funciones trigonométricas
vy a medida que k se acerca a 1 cn y dn son practicamente indistinguibles.

1.2. Formulas de adicidon-sustraccion.

Una vez introducidas las funciones elipticas de Jacobi y sus propiedades
bésicas, nos disponemos a estudiar su comportamiento para la variacién del
argumento x bien a x 4+ y o bien a x — y, mientras que el valor del médulo &
se mantiene constante. Para ello nos centramos en las tres funciones princi-
pales, es decir, en sn(z,y), en(z,y) v dn(x,y).

En primer lugar introducimos el siguiente Teorema que nos proporcio-
narad una manera sencilla de demostrar las formulas de adicién-sustraccién
de las funciones elipticas de Jacobi.

Teorema 1.2.1. Euler’s Addition Theoremﬂ Sea f(t) == (1—12)(1 - k*t?),
entonces

ds x\/@wm.

; para z =

/x ds +/?/ ds _ z
o VI Jo VI o Vi) 1= K22y

“Su demostracién puede verse en [5]
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Corolario 1.2.2.
sn(zx, k)en(y, k)dn(y, k) £ en(z, k)dn(z, k)sn(y, k)

sn(@+y, k) = 1 — k2sn?(x, k)sn?(y, k) - (18)
en(z, k)en(y, k) F sn(x, k)dn(x, k)sn(y, k)dn(y, k

en(s 4y, k) = (z, k)en(y 1)—123752(93,)@5(#(;, k)(y Jdn(y, k) (1.9)

dn(zy, k) = dn(z, k)dn(y, k) F k?sn(x, k)en(z, k)sn(y, k)en(y, k:) (1.10)

1 — k2sn?(x, k)sn?(y, k)
Demostracion. Para la primera formula basta aplicar el Teorema de Euler
con z = sn(x,k) y y = sn(y, k). Denotando sn(z,k) = sn(z), es decir
olvidéndonos de k para simplificar la escritura, veamos que efectivamente,

usando la definicién (|1.2)

sn(z+y) dt iy /sn(:r) dt N /sn(y) dt _ /z dt
0 V() o NVI® oo VIO o VIR

para f(t) = (1 —t2)(1 — k?t2).
Aplicando el Teorema [1.2.1

sn(x)\/ f(sn(y)) + sn(y)y/ f(sn(x))

1 — k2sn2(x)sn?(y) N

sn(z)/(1 — sn2(y)) (1 — k2sn?(y)) + sn(y) /(1 — sn?(z))(1 - k?sn?(z))
1 — k2sn?(x)sn?(y) '
Ahora aplicando las dos igualdades de
sn(x)y/en(y))dn?(y) + sn(y)/ (cn®(z)dn?(z)
1 — k2sn?(x)sn?(y)
_ sn(z)en(y)dn(y) + sn(y)en(z)dn(z)
1 — k2sn?(x)sn?(y) ’

que es con signo positivo.

sn(x+y)=2=

sn(z +y) =

Para el signo opuesto tenemos en cuenta que

f(=8) = (1= (=)A= k*(=9)*) = (1 = s*)(1 = k*s%) = f(s).

Por tanto, de manera andloga

/sn(r Y) ¢ o

o Vim T

Aplicando el Teorema [1.2.1

sn(x)y/ f(=sn(y)) — sn(y)/ f(sn(z)) _
1—k28n2(9€)( n(y))?

sn(x)y/ f(sn(y)) — sn(y)y/ f(sn(x)) _ sn(x)en(y)dn(y) — sn(y)en(z)dn(z)

1 — k2sn?(x)sn?(y) 1 — k2sn?(z)sn?(y) ’

que es (|1.8)) con signo negativo.

sn(x—y)=z=
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En segundo lugar de la primera identidad de (|1.6)) tenemos que cn(x +y)

= /1 — sn?(z + y). Entonces
en(y)dn(y) £+ en(x)dn(z)sn(y) > 2

B _ sn(z)
en*(zdy) =1—sn*(zty)=1- < 1 — k2sn?(z)sn?(y)
(1 K2sn?(a)sn2(y)? ~ (sn(@)en(y)dn(y)  en(x)dn(a)sn(y))* _ o

(1 = k2sn?(z)sn?(y))? a
Desarrollamos el numerador (a?)
o? =1+ k'sn'(z)sn'(y) — 2k%sn’(x)sn’(y) — [sn*(x)cen® (y)dn?(y)
+ en?(x)dn® () sn®(y) = 2sn(z)sn(y)en(z)en(y)dn(z)dn(y))
=1+ k'sn'(2)sn' (y) — 2k%sn®(x)sn’(y) — sn®(x)en® (y)dn® (y)
— en?(z)dn® (z)sn® (y) F 2sn(z)sn(y)en(z)en(y)dn(z)dn(y).

Aplicando ambas identidades de (1.6) para escribir un mayor nimero de
términos en funcién de sn

® = 1+ k'sn’(z)sn’ (y) — 2k°sn* (2)sn* (y)
— sn?(x)[(1 — sn?(y))(1 — k2sn’(y))]
— sn2(y)[(1 — sn?(z))(1 — k?sn?(z))]

F 2sn(z)sn(y)en(x)en(y)dn(z)dn(y)

=1+ ktsn*(x)sni(y )—2k28n2( Ysn?(y)

— sn?(z)[1 — k*sn’(y n?(y) + k*sn’(y)]
(

[ ) —
— sn?(y)[1 — k2sn?(z) — sn’(x) + k*sn'(2)]
F 2sn(x)sn(y)en(x)en(y)dn(z)dn(y)
=1+ E'snt(x)snt(y) — 2k sn2(xysn2 (y) — sn’(z) + ksn? - (y)
+sn?(z)sn?(y) — k2sn®(x)sn' (y) — sn®(y) + Ksn*faysn®(y)
+ sn?(z)sn?(y) — k2snt(x)sn?(y) F 2sn(x)sn(y)en(z)en(y)dn(z)dn(y).
Reordenando y usando las igualdades de cuando sea necesario

o? = [1 — sn*(x) — sn?(y) + sn?(z)sn(y)] + [sn*(x)sn>(y) — k*sn®(z)sn’(y

— K2 (2)sn?(y) + ks (@) sn* ()] F 2sn(2)sn(y)en()en(y)dn(z)dn(y

= [(1 = sn?(2))(1 = sn?(y)] + [(sn*(x) — k2sn' () (sn®(y) — k*sn* (y))]
) z)dn(y)
1- k‘28n2(w)) ()1~ k*sn®(y))]

(x)en?

(@)sn(

= cn?(x)en®(y) + sn2(3:)dn2(a:)sn2(y)dn2(y)
F 2sn(x)sn(y)en(x)en(y)dn(z)dn(y)

= (en(@)en(y) F sn(z)dn(x)sn(y)dn(y))>.

)

)
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De esta manera, volviendo a la expresiéon completa de cn?(x & y)
(en(z)en(y) F sn(z)dn(z)sn(y)dn(y))?
(1 — k2sn?(x)sn?(y))>?

cn(x)en(y) F sn(x)dn(x)sn(y)dn(y)
1 — k2sn?(x)sn?(y) ’

en?(z+y) =

en(zty) =
Obteniendo la igualdad ([1.9)).

Razonando de forma andloga para dn, partimos de (|1.6)) teniendo en
cuenta que dn(z +y) = /1 — k2sn2(z £ y)

2
) =1 st =1 (S )

(1 — k2sn?(z)sn?(y))? — k*(sn(z)cen(y)dn(y) + cn(z)dn(z)sn(y))?  o?

(1 = k2sn?(z)sn?(y))? B
Desarrollamos el numerador (« 2)
a? =1+ k'sn'(z)sn' (y) — 2k*sn® (x)sn?(y) — k*[sn®(z)en® (y)dn®(y)
+ en?(z)dn® (z)sn?(y )iQSn( )sn(y)en(z)en(y)dn(z)dn(y)]
=1+ k*sn'(z)sn'(y) — n?(z)sn’(y) — k*sn?(x)cen’(y)dn®(y)

— kzch(x)an(x)an(y) F 2k23n(x)sn(y)cn(ac)cn(y)dn(m)dn(y).

Aplicando ambas identidades de (1.6)) para escribir un mayor nimero de
términos en funcién de sn

o? =1+ k*snt(z)sn*(y) — 2k%sn?(z)sn?(y)
— k2sn®(2)[(1 — sn?(y)) (1 — k*sn’(y))]
— k2sn2(y)[(1 — sn?(z))(1 — k?sn?(x))
F 2k%sn(z)sn(y)cn(z)cn(y)dn(z)dn(y)
=1+ ktsn?(x)snt(y) — 2k2sn?(x)sn?(y)
- kgan( )1 = E2sn2(y) — sn?(y) + k*sn'(y)]
n?(y)[1 — k?sn®(z) — sn®(z) + k?sn'(z))]
oW en(e)s < e < > n(y)dn(@)dn(y)
=1+ ktsnt(x — 2k2snysn®(y) — k2sn’(z) + k'sn®(z)sn’(y)
+/5,u/§9333ﬁ2(y/ k:45n sn4( ) — k2sn?(y )+k4sn (z)sn*(y)

23:]

+ Rsuaysn®(y) — Khsn (v)sn?(y) F 2K2sn(2)sn(y)en(z)en(y)dn(z)dn(y).

Reordenando y usando las 1gualdades de cuando sea necesario
o = [1 — k%sn?(x) — k2sn’(y) + ktsn?(x)sn?(y)] + k*[sn?(2)sn?(y)
— sn?(z)snt(y) — snt(z)sn?(y) + sn'(z)snt(y)]
F 2k?sn(z)sn(y)en(z)en(y)dn(z)dn(y)
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= dn?(z)dn®(y) + k*[sn®(2)(1 — sn®(z))sn*(y) (1 — sn*(y))]
F 2k?sn(x)sn(y)en(@)en(y)dn(z)dn(y)

= dn®*(x)dn®(y) + k*sn?(z)en?(2)sn? (y)en®(y)

F 2k?sn(x)sn(y)en(@)en(y)dn(z)dn(y)

— (dn(z)dn(y) T Ksn(z)en(z)sn(y)en(y))?.

De esta manera volviendo a la expresién completa de dn?(z + y)

_ (dn(w)dn(y) F Ksn(@)en(@)sn(y)en(y))
dn®(z £y) = (1 — k2sn2(z)sn2(y))? -
dn(@)dn(y) F ksn(x)en(z)sn(y)en(y)

1 — k2sn?(x)sn?(y)

dn(x £ y) =

Obteniendo asf la igualdad (1.10]).
O

1.3. Derivadas de las funciones elipticas de Jacobi.

A continuacién tratamos la derivacién de las funciones elipticas de Jaco-
bi. Una vez mé&s para su demostracién nos basaremos en las propiedades
principales de la primera seccion del capitulo.

Proposiciéon 1.3.1. Para las principales funciones elipticas de Jacobi ob-
tenemos sus derivadas

di(sn(x k)) = en(z, k)dn(z, k), (1.11)
%(cn(a;, k)) = —sn(x, k)dn(z, k), (1.12)
%(dn(:c, k) = —k*sn(x, k)en(z, k). (1.13)

Demostracion. Para la demostracion de las igualdades debemos en primer
lugar tener en cuenta la siguiente consecuencia del Teorema Fundamental
del Cdlculo Integral al que designamos por TFCT

CZE/:f(t)dt =f(z) a€R

x = F(x)

Si denotamos

sn(x,k) dt B -

la definicién (1.2) tenemos que
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Diferenciamos cada parte de la identidad de manera individual.

d d
%F(az) = %(m) =1.

Por otro lado, aplicamos la regla de la cadena para G(g(x))

1G] = - Glgla) - g(a)

Aplicando el TFCI y usando las igualdades de (1.6])
d 1 d
—[G(g(x))] = —(sn(z, k
dﬂU[ (9(@))] \/1 — sn2(x, k)\/1 — k2sn2(z, k) dac( (@, k)
= ! i(sn(ac, k)).

en(z, k)dn(z, k) dx
De esta forma ya que F(z) = G(g(s)) = L F(z) = L[G(g(x))], es decir,

P o, k)ldn(x,k) %(S”("”’ k) = %(Sn("”’ k) = en(w, k)dn(z, k).

Obteniendo la identidad (1.11)).

Para demostrar (1.12)) basta con emplear la primera identidad de (|1.6]),
esto es, que en(z, k) = /1 — sn?(z, k). Asf

& e, k) = /T 2@, B) = 5(1— sn*(, k) 7 (1~ sn*(a, B))
_ L Ren(wk) A snlak) d
_Zmdfﬂ( (k) = cn(x,k:)dx( (@, k).

Aplicando (1.11]) para la derivada de sn(z, k) llegamos a la expresién que
buscamos

sn(z, k)
cnlast)

Para terminar con (|1.13) esta vez empleamos la segunda identidad de
1' esto es, dn(z, k) = /1 — k2sn2(z, k). Asi
d d 1 -1d
dxdn($’k) dac\/ k2sn?(x, k) 2( k“sn*(x, k))2 dac( k“sn*(z,k))
1 —2k%sn(z, k) d k%sn(z, k)

d
1— k‘2sn2(x, k‘) %(sn(x, k)) = _W%(Sn(.ﬁ, k‘))

icn(a:, k)=—

Ir enkeskydn(z, k) = —sn(z, k)dn(x, k).

Usando nuevamente (|1.11)) para la derivada de sn(z, k) tenemos la expresién
deseada

k2sn(z, k)

pRTr=—s en(z, k) dnlask] = —ksn(z, k)en(z, k).

%dn(:ﬂ, k)= —
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1.4. Integrales elipticas

Seguimos analizando las funciones elipticas de Jacobi y para ello pasamos a
estudiar dichas funciones en valores particulares. Concretamente estos valo-
res son las integrales elipticas de primera especie, tanto la completa como la
incompleta. Ademaés sin su comprensién seria inviable el desarrollo de ciertos
aspectos del préximo capitulo.

Definicion 1.4.1. Integral eliptica completa de primera especie

1 dt
K =K(k) = /0 N R (1.14)

Proposicion 1.4.1. Siendo K la integral eliptica completa de primera es-
pecie, se cumplen las siguientes identidades

K 1
K. k) =1 2k = . 1.15
sn(E, k) S"(z ) N (1.15)

Esto es, K(k) juega el papel de 5 para la funcion seno de Jacobi.

Demostracion. La primera identidad, sn(K, k) = 1, es una consecuencia di-

recta de la definicién (1.2)).

Veamos ahora que sn(%, k)= \/ﬁ Nuevamente por comodidad deno-
tamos sn(z, k) = sn(z). Aplicando la férmula (1.8))

o <K> —w (K B K> _ sn(K)en(K/2)dn(K/2) — en(K)dn(K)sn(K/2)
2 2 1 — k2sn?(K)sn?(K/2) ’
sn(K k) =1
Teniendo en cuenta que entonces

en(K k) =+/1 —sn?(K,k)=0

1 —k2sn2(K/2)  dn?(K/2)  dn(K/2)
1—sn?(K/2)
V1 - k2sn2(K/2)

2

- <K> _en(K/2)dn(K/2)  cen(K/2)dn(K/2)  cn(K/2)

habiendo usado (1.6)). Seguimos operando elevando al cuadrado los dos
miembros de la igualdad

K K K
2 (B 22 (B — 1 _ ep2 [ 2
sn <2><1 k“sn <2)> 1—sn <2>:>
K K
k?snt (2> — 2sn? (2> +1=0.
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Llegamos a una ecuacién bicuadrada. Resolviéndola

S (KN 2+VA—4k2  1+£V1- K2
sn —_ = = .
2 2k2 k?

Ahora, como hemos operado elevando al cuadrado tendremos una solucién
extra, o lo que es lo mismo debemos descartar una solucién. Veamos que al
tomar la raiz positiva llegamos a una contradiccion. Teniendo en cuenta que
k? =1 — k2, tenemos

Sn2<K)_1+\/1—k:2_1+k’_ 1+ K 1
5 )=

1k (kA -k) 1-K

sn| —, = .
2 v1—FK

Si evaluamos la funcién en k = 0, entonces k' = V1 — k?|x—o = 1, asi

K
lim sn (, k> = Q.
k—0 2

Pero por el Corolario sabemos que sn(x, k) € [—1,1]. Es decir, llegamos
a una contradiccion.
De modo que tomamos la raiz negativa. Operando

2<K) 1-VI—k2 1-F 1—k 1
sne | — | = = =
2

2 T1-K2 T (I-K)1+k) 14K

Concluyendo asi que

sn(K k)— !
277 ) VIt K
O

Corolario 1.4.2. Siendo K la integral eliptica de completa de primera es-
pecie se cumplen las siguientes identidades

N

\/ﬁ; (1.16)

K
en(K,k)=0; cn (2,k) =

dn(K. k) = K dn (ng:) _VE. (1.17)

Demostracion. Para las identidades relativas a cn(x, k) basta con tener en
cuenta la primera igualdad de (1.6, es decir, que cn?(x, k) = 1 — sn?(x, k).
Asi aplicando la Proposicién [1.4.1

en*(K, k) =1—sn*(K,k)=1—(1)>=0= cn(K, k) =0,
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K K 1\ 14k -1 K
2 2
Tk)=1- Tk)=1- - -
- (2’ ) o <2’ ) <\/1+k’) [ T
(K ) VE

en | —,k) = ,

2 VITH

obteniendo ambas igualdades de (|1.16]).

Para las identidades relativas a dn(z, k) hacemos uso esta vez de la se-
gunda igualdad de ([1.6)), es decir, usamos que dn?(x,k) = 1 — k?sn?(x, k).
Asi aplicando nuevamente la Proposicién

dn®(K, k) =1—k*sn* (K, k) =1—-k* = dn(K,k) = V1 - k2 =¥,
que es la primera identidad de (1.17]).

K K 1 \? 14K -k

2 — 1 122 -1 k2 =
dn (2,k> 1—k“sn (2,k) 1—k ( 1+k;’> T

1+K)-Q+K)1-F)) (A4+FJ1-1+F) _

1+K (A ++7
Donde hemos usado que k%2 = 1 — k2. Por tanto
K
dn <2, k> = VK,
obteniendo finalmente ambas igualdades de ([1.17]).
]

Terminamos esta seccién con la definicién de la integral eliptica incom-
pleta de primera especie para poder asi relacionar las funciones cnoidales
con las funciones trigonométricas.

Definicion 1.4.2. Integral eliptica incompleta de primera especie

dt

¢ &0 sen(9)
=Fo.k):= /0 J1— KZsen?(9) /o V-1 kR)

(1.18)

F

Tomando la segunda expresion de F' es trivial ver que F' (g, k) = K(k),
ya que sen 5 = 1y la expresion ([1.18) coincide con la ([1.14) de la definicién
de la integral eliptica completa de primera especie K.

A continuacion introducimos la siguiente proposicién que adelantamos
resultara necesaria en el Capitulo 2.

Proposicién 1.4.3. Sea F(¢,k) = x, entonces contamos con las siguientes
relaciones

sen(¢) = sn(x,k); cos(¢) = en(z, k).
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Demostracion. Efectivamente por la definicién ((1.2) tenemos que

@) dt
-, VI-B1 - k)

Como por hipétesis F (¢, k) = x, si consideramos la segunda expresién de la

definicién ([1.18))

sen(9) it sn(zk) dt
Flgk) =z /0 VA=) —k22) /0 VA= 2) (1 - k22)

podemos por tanto identificar sen(¢) = sn(zx, k), como queriamos ver.

Para el caso del coseno tenemos en cuenta que sen?(¢) = 1 — cos?(¢) y
la primera igualdad de (1.6)), es decir, que sn?(x, k) = 1 — cn?(z, k). Asi

sen(¢) = sn(z, k) © 1 — cos’(¢p) = 1 — en(x, k) < cos?(¢) = en®(z, k).

Por lo que cos(¢) = en(z, k).



Capitulo 2

Aplicaciones de las funciones
cnoidales para las ecuaciones
de Boussinesq y KdV

La ecuacién KdV [6][7] es uno de los ejemplos tipicos para modelos de solu-
cién exacta, es decir, sus soluciones pueden ser halladas de forma exacta y
precisa. Fue primeramente formulada en 1895 como parte del analisis de olas
en canales poco profundos. Cabe destacar que pese a recibir el nombre KdV,
aparentemente fue previamente obtenida por Boussinesq (1877), de hecho,
a continuacion estudiaremos como se deduce la ecuacion KdV a partir de la
de Boussinesq.

Las ecuaciones de Boussinesq [7][8] aproximan el comportamiento de
ondas largas. Estas se caracterizan por el ratio % pequeno, siendo h la pro-
fundidad del agua, esto es, la distancia desde el fondo hasta el punto de
equilibrio de la onda (ver Figura , v A la longitud de onda como de
costumbre. Tipicamente una onda se considera larga si cuenta con un ratio
menor de %, pero existen muchas otras acotaciones en la literatura. Otra

forma de caracterizarlas es a través del parametro y = (%)2, con << 1,ya
que si tomamos el ratio de %0 el mayor valor que alcanzard p es de 0.01. Otro
pardmetro caracteristico de dichas ecuaciones es € = 9¢, con a, la amplitud
de la elevacién de la onda (ver Figura . Las ecuaciones se construyen
bajo el supuesto de que € ~ u, o lo que es lo mismo, ¢/p = O(1), ratio al
que denominamos Pardmetro de Stokes. Adelantamos que precisamente a lo
largo del capitulo nos sera de gran utilidad el uso de la inversa del pardmetro
de Stokes la cual se denota por:

v = % (2.1)

El desarrollo de las aproximaciones de Boussinesq tiene como base la elimi-
nacién de la coordenada vertical de la ecuacion del movimiento de la onda,

17
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en su lugar consideramos y = ((z,t), esto es, la coordenada vertical estd
determinada por el tiempo y su situacién en el eje horizontal (ver Figura
. Sin embargo, si tiene en cuenta la influencia de la aceleracion vertical,
de hecho las distintas aproximaciones nacen de las diversas maneras en las
que se considera dicha aceleracién. Teniendo u(x,y,t) un ejemplo seria con-
siderar la velocidad en el punto de equilibrio, u(z, 0,t), es decir, del agua en
calma, otra opcién es la velocidad en el fondo, u(x, —h,t), etcétera.

En lo que sigue emplearemos los términos que se ven reflejados en la
siguiente Figura.

¥,= h-a,

Figura 2.1: Onda periédica cuyo punto de equilibrio se sitiia en el origen.

Introducimos dos colecciones de aproximaciones de Boussinesq que seran
de gran utilidad para el desarrollo del capitulo.

oi , oi on
ot Moz 0w )
on 0 O 1 ,0%(ha) 1, 50% '
ot T ag el =—ngy [2h 27 6" aa2]
donde @ = M; n= C(i’t). Y recordando que € = 4¢.

Quo Ouo Oy _ O [ (hug) 1,,0%0

at % Tar Mo [ FICR L v 03

on 0 0 [1,,0%hug)  1,430%u0 '

at g [t enuol =g [2 0.2 3" a2 ]

u(z,—h,t)

donde 1wy = .

, con € = 9¢ nuevamente.

Observacién 2.0.1. Para ondas largas, que son con las que trabajamos en
este capitulo, tenemos la siguiente relacion:

u= \/gg“(x,t).
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Observacién 2.0.2. En las aproximaciones previas es necesario que los
términos sean adimensionales, para ello se han realizado las siguientes trans-
formaciones:

gho h , U

= t h/ = — = . / = —.
N\ Y ) h07 u /79]’1/07 C hO

Es decir, las ecuaciones (2.2) y (2.3]) estdn realmente en funcién de a/,t'...

2.1. Deduccion de la ecuacion KdV a partir de las
ecuaciones de Boussinesq

Dado que trabajaremos en este capitulo con las ecuaciones KdV y de Bous-
sinesq, y como estas ultimas son cronolégicamente anteriores, veremos su
estrecha relacion deduciendo la ecuacion KdV a partir del conjunto de ecua-
ciones de Boussinesq .

Las ecuaciones de Boussinesq admiten ondas propagéandose en dos direccio-
nes, como nuestro objetivo es el andlisis de una tnica direccién de propaga-
cion especificamos esta obligando a que 17 y @ estén en funcién de £ = x — ct.
Siendo ¢ = vy, es decir, la velocidad de fase de la definicién m, para,
la propagacién positiva en el eje horizontal. Si adema&s consideramos que
la onda no varia excesivamente a lo largo de un periodo podemos escribir

n=n(,7)yu=u(§7). Donde

{f srod (2.4)

T =0t B<<1l; B~e

Y por lo tanto

@_Q‘lf_F@ﬁ_Q 9 _ 0
ox — 0€O0x or dxr — 0§ = or — 0¢
0 _ 008 | 9o _ 0 9 9 _ _ .0 0
ot — ocot T or ot cpe +Bar ot = —Cog + Bor-

Si introducimos las nuevas expresiones para las derivadas parciales respecto
de x y de t en el conjunto de aproximaciones (2.2)) tenemos para la primera

ecuacion 5 5 0
9 539\~ 20% 9N
< 66§+B67>u+6u6§+8§ 0
o ou 0 (1 4 an
22 i (e L. 2.
5, 68§+66§<2u>+8§ 0 (2.5)

Para la segunda ecuacion:

0 5, 5, 0 [1,,0%ha) 1,40%
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20 Boussinesq

Por la Observacién 2n = h = 1 si suponemos h = hg, y asi

- . 3
ﬁg—2+$+agthiig (2.6)
Sumando y
Bt ) — el b + o)+ e (i n) = g o
or 85 3 3 3083
557_(114-77) + (1 - c)aag(u—kn) +6§§ (1u —i—nu) = —u;g?.
Asumiendo que podemos expresar la velocidad de fase como
c=1+ecy, (2.7)
donde ¢; es una constante de orden 1. Consecuentemente 1 — ¢ = —ecy, asi
obtenemos
6887( ~H7)—601(;1(11—1—77)—i—eaa5 <1u +ni >:—u;gzg. (2.8)

Podemos observar como todos los términos de la ecuacion son lineales
para 3, € o u. Como tenemos B ~ € y hemos previamente considerado
€ ~ i entonces todos tendran la misma magnitud. Ahora, para expresar
u en funcién de 7 y viceversa, suponemos la relacién de orden:

ou 577
Integrando
u=mn+O(€ p, B). (2.9)

Cumpliéndose una de las siguientes condiciones

n=0=>u=0
lim n= lim @ =0.
§—+o0 E—+o0

De modo que si introducimos en ([2.8]) la expresién de 4 dada en ([2.9)

0 0 0 (1 18377
68 (277)—6018§( )+68§< n +77> 58763—’—0(67”75)
M o g 00 19
2687‘_266185—1_36 8§ 3853 +O(6,,U76)7

dividiendo entre 2

AL o R
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Debemos deshacer el cambio de variable que viene a raiz de considerar ([2.4])

0 0 o) 8
{ ox — O¢ = { o8 —
o]
ot = Ca§+5af B = at+cag 5t eds
Aplicandolo a - para que la ecuacion esté en funcién de x y t, tenemos

on o0 o 8 on 10
ot oz Yor " 2 8 6 0x3’

Como de (2.7)) tenemos que ¢ = 1+ ec; entonces ¢ —ec; = 1, y de este modo

Llegando a la forma adlmensmnal de la ecuacion KdV.

Para obtener la forma dimensional, primero debemos tener en cuenta
que como se indica en 1) por definicién n = 2, aplicandolo a 1'
10¢ 10¢ 13 ¢o¢ 11 93
10C 10¢ 13,0 11 5%

edt  €Odxr €2 ¢0x €698 ~
Multiplicando por €
5, 0,30 10
ot 8 6" 9% ~

En segundo lugar ya hemos destacado que realmente estamos trabajando
con 7/, t', h'... Por tanto devolvemos los términos a su forma dimensional y

;. ., 2
de nuevo tenemos en cuenta que hg = h. Asi sabiendo también que y = (ﬁ)

A
1 A o 1.0¢ a¢ 21 50°%¢
ﬁf@@*ﬁ%** 9z "6 <>\) W ogs =0
Multiplicando por —V
8C g 2 8(
— =0. 2.12
+ \/7 h hax3 0 ( )

Siendo esta la ecuacion KdV dimensional.

Si ahora queremos expresarla en términos de u, por la Observacién [2.0.1
tenemos que u = \/;C, y por tanto ( = \[

h 0t 3_04 h1 63&
\ﬂa \[ Ve \[ 2"z " \[ o =0
Multiplicando por

o ou 3 0u 1,, ~0%
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2.2. Soluciones Onda viajera

En lo que sigue estudiaremos las soluciones de ondas viajeras a través de las
expresiones adimensionales de la ecuacion KdV y Boussinesq, cuya propaga-
cion es en una Unica direccién. Exigiremos que estas ondas sean permanentes,
es decir, que su forma no varie a lo largo de la propagacién. Esto se traduce
matematicamente obligando a que n = n(§), siendo una vez més £ = = — ct.
Por tanto tenemos

0 _dde_d_ 9 _dd_ 1

dr dfdr dE Bt dedt | Cde (2.14)

Introducimos este cambio en la ecuacién KdV (2.11]) deducida anteriormente

dn dnp 3 dn 1 dn dn 3 dp 1 &

_ﬂ_i_ﬁ_i_, ﬁ_i_,i?):(l )7’,4_7 ﬂ_|_,72:()

de " ae T 2ae T 6" ae de T2 ae T 6Mae
Considerando de nuevo (2.7), esto es, que c =1+ ec; = (1 —¢) = —ecy

dn 3 dn 1 dh
Uge T2 ge Tt = O

Dividimos entre € y denotamos v = £ como ya se ha adelantado en ({2.1)

dn 3 dn 1 d317_
“ae T e T gV ae — "

Integramos la ecuacién obtenida

d2 1
T ky=r (2.15)

3 1
—cn+ 77+ e

4 6 d§2
siendo k; una constante de integraciéon que por tanto podemos expresar
en funcién de r siendo esta ultima también una constante. A continuacion

.. dn .
multiplicamos por &Y volvemos a integrar.

o™y Bpdn 1 dPndn 1 dn
Yae "4 qe "6 dez de T 4" de

1 1 1 d 1 1 1
——cn? + ,,73_1_7 (77> =-—rn+ke=—-rn+ s,

2 4 d€ 4 4 4
con ko constante de integracién. Despejando el término de la derivada
1 fdp\"_ 145 1 5 1 1
<d£> =" + 51 =+ 47“77+ 15

y finalmente dividiendo por 4, obtenemos la siguiente expresién para la cual
r vy s son constantes sin determinar

1 (d
<d2’> = —® +2c® + 10+ 5 = F(n). (2.16)
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La determinaciéon de dichas constantes se obtendra imponiendo condi-
ciones a la solucién. Si determinamos que la elevacion es nula al alejarnos
de la aglomeracién de agua, esto se traduce como

m n= lim 2! = im &n
£+00 todoo df gtoo dE2

Por tanto si consideramos la expresién ([2.15))

3 1 d? 1
lim <—cm+772+1/ n);(); lim <T>:>T‘:0.

=0.

E—+oo 4 6 d7§2 E—too \ 4
Considerando ahora (2.16))

1 (dn\?

lim (31/ (dZ) ) =0= lim (- +2c* +m+s)=s=5=0.
Es decir, si exigimos que el agua esté en reposo en el infinito obtenemos que
r = s = 0. A las soluciones resultantes de la ecuacién (2.11)) se les denomina
Ondas solitarias.

Sin embargo imponiendo que la solucién sea periddica en &, esto se tra-
duce en que Z—g es real y no nulo para 1 = 0. Por tanto si consideramos n = 0
para la ecuacion ([2.16))

dado que v > 0. Es decir la constante s es un nimero real y positivo. A
estas soluciones las denominamos Soluciones de Ondas Cnoidales.

A continuacién estudiaremos ambas soluciones tanto para la ecuacién
KdV como para la de Boussineq. Cabe destacar que esta vez, de forma con-
traria a cémo hemos razonado al inicio del capitulo partiremos de ecuacién
KdV para obtener soluciones, y posteriormente basandonos en las resultados
obtenidos desarrollaremos las soluciones para las ecuaciones de Boussinesq.

2.2.1. Solucion solitaria KdV

Partimos de la ecuacién (2.16) teniendo en cuenta que r = s = 0. Asi

1 (dn\* f
(52) =0+ 2em® =02 — ) = Fn). (2.17)
3 \d¢

En primer lugar observamos que si buscamos soluciones reales, necesaria-

mente ‘;—" ha de ser también real y estar acotado, por tanto buscamos que

F(n) > 0. Estudiando las raices de F'(n) se nos presentan dos posibles si-
tuaciones recogidas en la Figura
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. F(n) £1(n)

(a) L)

Figura 2.2: Ejemplos de la funcién F(n) con (a) ¢; > 0, y con (b) ¢; < 0.

Destacamos que hemos tenido en cuenta los limites de F'(n), esto es,

lim F(n) =—ocoy lim F(n) = co. Por tanto es evidente que al imponer
n—00 n——00

que F'(n) sea mayor que cero y acotado la tinica alternativa es tener ¢; > 0,
asi obteniendo la siguiente cota 0 < 7 < 2¢;.

Ahora, con el objetivo de hallar soluciones realizamos el siguiente cambio
de variable

201 201 —461
n q q

Introduciendo el cambio en ([2.17))
2 2
LA () (o, 2 LE AN
3 ¢ \d q q i

dq 2 3¢ 9 dq 3c1 dq 3c1
— ) =@ -1)= = =34/ —(¢* - 1) = ——— = &/ —dE.
<d§) A T 2 = /21 o %
Queremos integrar ambas partes de la igualdad por separado. Pero antes
realizamos el siguiente cambio de variable para el término de la izquierda

u —Uu u —Uu

q = cosh(u) = % =dq = %du = senh(u)du,
por lo tanto
u —u\2 2u —2u
2—-4
q2—1:cosh2(u)—1:w_1:e te +
4 4
2u —2u U —u)\2
-9 —
— +€4 = (e 46 ) = senh?(u).

Asi si integramos aplicando este cambio y deshaciéndolo posteriormente

h
SRy = /du = u = arccosh(q).

J el s
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Si ahora integramos el término de la derecha:

301 . 301 N 3&
/iq/%dg_i\/%/dg_j: 5 &

Consideramos la ecuacién al completo y aplicamos que cosh(x) = cosh(—x)

arccosh(q) = + ﬁﬁ = q = cosh (:I: 3015) — cosh < 361£> )
2v o o

Deshaciendo el cambio realizado en (2.18)) obtenemos

/2
q= Cl:cosh( 361{),
n 2v

y despejando

n(§)=201cosh‘2( 3;;£>=2clsech2< 320;5> (2.19)

Para terminar como sabemos que 7 estd acotada superiormente por 2c¢; y
H =y.—yq = ac.+aq es la altura de la ola, tenemos que H = 2¢;. Por tanto
dado que c =1+ ey

1
2022+2661:2+6H:>C:1+§6H.

Y para la identidad ([2.19)), si denotamos
2v 4v 4v
A== == =/—= 2.20
301 661 3H ( )

06 = (e — et) = Hscer? (5. (221)

Siendo esta la solucién adimensional de onda solitaria para la ecuacién KdV.

2.2.2. Solucién solitaria de Boussinesq

Dado que se emplean ecuaciones adimensionales queremos trabajar del mis-
mo modo con las ecuaciones de Boussinesq. Para ello partimos del conjunto
de ecuaciones introducidas al comienzo del capitulo. En primer lugar
debemos tener en cuenta que al trabajar considerando el fondo horizontal
podemos aproximar h = 1. De forma que las ecuaciones quedan trans-
formadas del siguiente modo
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Ouyg N eauo N an 0 [82uo 182u0] _ % AT

ot "20z " ox Mot|oxr T 2 0a2 K or2ot
on 0 0|1 Puy 1 0% 1 03u0
ot T g (L emuo] =g {2 92 3 a2 ] s

Derivando ahora la primera ecuacion respecto de x

Pug  €ut  *n 1 o

- — = e 2.22
grot 2022 0x2  2M0s%01 (2.22)
Por el contrario derivamos la segunda ecuacién respecto de t
0? 0? 0? 1 o4
n u O (uon) _ Uo (2.23)

o " ozot ' owot 6 0a%0t
Ahora restando ([2.23]) menos (2.22) obtenemos
?n 0% 82(u077) 1 82u0 1 0%ug

o2 022 < ozt 27022 3V o3t

Py P 0P(uom) | 1 82u0 1 9%y

o2~ 0a2 T owot 27002 3Mos%0t
Asumiendo de forma andloga a y con el objetivo de tener la expre-
sién completa en funcién de n que uy = n + O(e, u, 8) . Afectando esto
idénticamente tanto a las derivadas respecto de x como respecto de ¢

62?7 82?7 62772 N 1 82772 1 6477

— — 5 = —€ —€ - = .

o2 0a2  ‘oxot 2022 3Mos%0r
Teniendo presente de nuevo que ¢ = 1 + ec; y que a raiz del cambio de
variable expresado en (12.4) hemos obtenido la siguiente relacién

(2.24)

8 o
= 8 9 0 0
df —(1 —=—-——+40 .
Aplicando dicha relacién a la parte derecha de la igualdad (2.24))

Oy 0Py _ O 1 0P 1 o

o2 0a2  “0a2 27022 ' 3/0at
0?n 0% 0% [3 1 0%n
S —pt 2.25
02 o2 022 [ @0’ + 3 aﬂ] (225)

siendo esta la forma adimensional de las ecuaciones de Boussinesq .
Para la obtencién de soluciones de ondas solitarias empleamos al igual que
en la ecuacién KdV el cambio de variable £ = x — ¢t y las expresiones de las
derivadas parciales que vienen expresadas en . Si consideramos este
cambio en la recién obtenida ecuacién se tiene
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2d777_d2777:( )d2 :d72 §6n2+lﬂdi7
g2 dgz &2 de? |2 3" d¢?

d? 3 1 d2n

agrupando a la izquierda todos los términos de la igualdad.
Posteriormente integramos

d 3 1 d?
[(1—6 )+ en® + udgg] = k.

d¢ 2
Recordando una vez més que buscamos hallar soluciones solitarias, lo que
implica que n = dz = Z" 0 cuando & — +o0, es decir, que el agua

estd en reposo lejos de la elevacién, llegamos a que k1 = 0. Proseguimos
integrando de nuevo

3 1 d*p 1
(1—c)n+§677 + Hd£2 :kgzier.

Transformando ko por tratarse de una constante de integracién. Seguimos
operando multiplicando por 3—2 e integrando por tercera vez

dn 3 odn 1 dndn 1 dn

1— Ce?l 22—
( c)”dg+ d§+3 dcae 2% =0
1—¢? +1 +1 dn 2 1 e €

con k3 constante de integracién y siendo consecuentemente s también una

constante. Multiplicamos por %

1—022 3 dn
. 77+77—|- <d§ — TN =Ss.

Despejando el término de la derivada

d cc—1
( ?7> =0’ + ——n*+r+s=F(n).
d€ €

Una vez mas recordamos que estamos buscando soluciones solitarias por lo
que r = s = 0. Dado al introducir el capitulo, en (2.1) hemos denotado el
pardmetro v = £, obtenemos

L (jg) = (-0 1) = Fon. (2.26)
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Buscando que ‘;—g sea real y esté acotado, es necesario que F(n) > 0 una vez

mas. Por tanto de forma analoga al razonamiento realizado para la solucién
KdV contamos con la siguiente cota 0 < 7 < (‘32%1) = H.

Con el objetivo de hallar soluciones realizamos el siguiente cambio de varia-
ble andlogo al realizado en ([2.18])

|H H —2H
n q q

Introduciéndolo en ([2.26))

1 4H2 2 g2 H H3
‘W——*gg =—(H-5)=—F("-1),
3 ¢ \d¢ gt ¢ b

[\

y simplificando

2
4 <dq) :H(q2—1):>@::|: 3H ¢

3H
: 44/ 2 e,
3" \ae de v e

N

Si integramos, dado que tenemos una expresiéon analoga a la de la ecua-
cién KdV, repitiendo los calculos y deshaciendo el cambio de variable (2.27))
llegamos a que

H H H
arccos(q) = £4/ 3—5 = ¢ = cosh 3—5 =4/—.
4v 4v n

Por tanto si despejamos 7 y denotando A = 3% como en ([2.20

n(€) = n(x — ct) = Hsech? (3: ;Ct> . (2.28)

Como podemos observar las expresiones y (2.28]) son aparentemen-
te idénticas, pero en realidad el término H viene dado de formas distintas
y en consecuencia la velocidad c. Para la solucién KdV ya hemos visto que
c=1+ %EH . Sin embargo para la de Boussinesq al determinar 02%1 = H,

tenemos que ¢ = v/1 + He.

Atun asi vemos una vez mas la estrecha relacién entre ambas ecuacio-
nes, ya no solo a la hora de construirlas sino también en las soluciones que
aportan.
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2.2.3. Soluciones peridédicas KdV

Partiendo de la ecuacién ([2.16), la cual recordamos a continuacion

1 (dn)? 3 2
vl =) =-—n"+2cn" +rn+s=F(n).
3 < d£> U 1+ (n)
ya hemos visto que al exigir que la solucion de ésta sea periddica necesitamos
que la constante s sea real y mayor que cero. Ahora, como F(n) es una
ecuacion de tercer grado contard con 3 raices y; > yo > ys3 y por tanto
podemos expresar (2.16|) de la siguiente manera

F(n)=-n>+2cn*+rm+s=—n—y)(n—y2)(n—y3) =
- 773 + 772(91 +y2 +y3) — n(v1y2 + v1ys + y2us) + y1y2ys.

De esta expresién deducimos que 3192y3 = s € RT, presentdndose asi so-
lamente tres alternativas. La primera es que todas las raices sean reales y
positivas, la segunda que una de ellas sea positiva y las dos restantes nega-
tivas y por iltimo que dos de ellas sean complejas conjugadas y una ultima
raiz positiva.

En primer lugar descartamos la iltima de las opciones puesto que bus-
camos soluciones reales.

Si contamos ahora con las opciones restantes, se presentan dos alter-
nativas recogidas en la Figura [2.3] En ella, al igual que para el desarrollo

de las soluciones solitarias, hemos tenido en cuenta que lim F(n) = —oco y
n—00
lim F(n) = .
n——00
F(n) " F(n) !
. P » ?.?
¥ Ml pAy Y

@ | )

Figura 2.3: Ejemplos de la funcién F(n) con (a) y1,y2,y3 > 0, y con (b)
Y2,43 <0y y1 > 0.

Consideramos la primera de las opciones que corresponde al gréfico (a),
esto es, que y; > yo > y3 > 0. Como buscamos soluciones periddicas, re-
cordamos que ‘;—2 ha de ser real deduciendo asi de la ecuacién 1) que

necesariamente F'(n) > 0. Ahora, como también exigimos que fng esté acota-
do observando la Figura[2.3| (a) tenemos que consecuentemente yo < n < y;.
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Esto genera una contradiccion ya que la elevacion de la onda seria siempre
positiva resultando esto fisicamente imposible.

De modo que por descarte solo podemos considerar que F'(n) tiene dos
raices negativas y una positiva, por tanto la situacién es la ilustrada en la
Figura (b) y consecuentemente como F'(n) es no negativo obtenemos la
siguiente cota: yo < n < y;. Si ahora denotamos a las raices del siguiente
modo

Yy1=1"m

Y2 =—m2 1m2>0

ys=-m3 m3=>mn2>0
podemos reescribir F'(n) = —(n—y1)(n—y2)(n—y3) = (m —n)(n+n2)(n+n3).
Ademas como los valores de 7 son siempre menores que 71, tendremos que
precisamente 1; corresponde a la amplitud desde el punto de equilibrio has-
ta la cresta de la ola, es decir, a lo que en la Figura hemos denotado
por a.. Razonando de manera andloga, no corresponde a la amplitud de la
depresion de la onda, a lo que denotamos por ag.

Supongamos que la solucién periédica de (2.16) sea de la forma

(&) = 1 cos® (&) — nzsen® x(£). (2.29)
Por tanto

dil(fg) = [—2m sen x (&) cos x(&) — 2n2 sen x (&) COSX(O]Z{

dx
= —2sen x(§) cos x(£)(m + ") e
Ademads contamos con la siguiente igualdad

n=m cos® x — 2 sen?y = m(l— sen? X) — 2 sen? y = m — (m +n2) sen? y

(n+mn3) = (m +n3) — (m + n2) sen? x.

De la misma manera

N {(771 —1n) = (n +n2) sen® x

n = cos® x —masen® x = 1y cos® x —ma(1 — cos® X) = —ma + (11 +12) cos® x

= (n+m2) = (m + n2) cos® x.

Si ahora introducimos el cambio (2.29)) y tenemos en cuenta las identidades
recién presentadas para la ecuacién (2.16]) vemos que

2
%V <ZZ> =F(n) = (m—n)n+mn)n+mn3)
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4 dx 2
byt (1) -

(m + m2) sen”® x(m + n2) cos® x[(m + n3) — (m1 + 12) sen® ]

4 [(dy 2
3? (§> = (m +n3) — (m + n2) sen® x.

Dividimos la ecuacién resultante entre (1 + n3)

4 v (@()2:1_(771+772)
3

2
—_— sen” x.
m +n3 \ d€ (m +n3)

Si denotamos

4 v 4 v
A% =_ =A=,/> , 2.30
3m +n3 3nm+m3 (2:30)
k2 — M7 (2.31)
(m +mn3)

donde k ha sido elegido a propdsito puesto que jugard el papel de médulo
de la funcién eliptica de la Definicién [I.1.1] del Capitulo [I Ademds como
sabemos que 13 > 12 > 0, es evidente que k? € [0, 1], por lo que est4 elegido
adecuadamente. Asi

2
A? @2‘) =1—k?sen®y (2.32)
A?f( =++1—k2sen? y
dx 1

— =+4—_d¢. 2.33
V1 —kZsen2y A (2.33)
Observamos que si imponemos & = 0 en la cresta de la ola, como 1 = a.

corresponde a la amplitud en dicho punto, entonces tendremos que 7(0) = ;.
Considerando el cambio realizado en (2.29))

cos? x(0)

=1
0) = ny cos® x(0) — nasen? x(0) = n; =
n(0) = m1 cos” x(0) — m2 sen” x(0) = m {senzx(O) 0

para k € Z. Nosotros trabajaremos con el valor especifico k = 0.

Podemos de esta forma integrar la ecuacion (2.33)) de la siguiente manera

x(€) * 3
/ dx 4l / de*.
0 1 — k2 sen2 y* A Jo
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Observamos que el término de la izquierda corresponde a la integral eliptica
incompleta de primera especie , ya definida al final del Capitulo (I} De
modo que

£

Teniendo ahora en cuenta la Proposicién y la primera identidad de
(1.6)), tenemos
cos Y = cn (5 k)
A?

seny = sn <i,k‘> = \/l—cn2 <Z,k5>

Por lo tanto como hemos supuesto que la solucién es de la forma (2.29)),
sustituyendo en la expresion los valores del seno y del coseno recién deter-
minados

n() = nlcn2 <i, k‘) — 19 [1 —cn? (i, k:)] =—n2+ (m +n2)cn2 (i,k) )

Una vez mas recordando que —12 < 1 < 11 y que por tanto, 1 = a. y
72 = ag, claramente recordamos que H = a. + ag = 11 + 12. De modo que
reescribimos

(&) = —aqg + Hen? (i k) : (2.34)

En este punto debemos recordar que estamos realizando el andlisis de
ondas periddicas. Por tanto consideramos que 7(§) cuenta con un periodo
T, estoes, n(§) = n(§+T). Nos disponemos a hallar el valor de dicho periodo,
para ello en primer lugar derivamos la ecuacién (2.32)) obteniendo

dx (d*x dx
20X [(A°X\ _ 52 ax
A i <d§2> 2k senxcosxdg
2
2A? (Zg;) = —k?sen 2y.

Donde hemos aplicado la siguiente identidad trigonométrica
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) = sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

Evidentemente como la funcién seno es de periodo 2w, tenemos que la fun-
cién sen 2y cuenta con periodo w. Asi llegando a que % toma los mismos
valores para un aumento de 7 para x, puesto que una funcién y su derivada
cuentan con el mismo periodo. De modo que podemos integrar con

los siguientes limites de integracién

T ™ w/2

1

dg—/ N S —2/ X
o A 0 /1—k%sen?y 0 1 — k2sen? y
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La segunda igualdad viene dada debida a la simetria de la funcién seno, ésta
es simétrica en el intervalo [0, 7] respecto al punto 5. Esto es

Vo € [g,ﬂ} sin(x) = sin (x — g) =

Vo e {g,ﬂ'} 1 — k%sin®(z) = 1 — k2sin? (x - %) =

Vx € [ﬁ,ﬂ} = L .
2 1 — k?sin?(x) \/1 — k2sin? (z — %)

Asi reduciendo el intervalo de integracién. Podemos apreciar dicha simetria
de manera grafica a través de la Figura 2.4

1
1—k2sin?(x)
particular del médulo k = 0.5, sin afectar esta eleccién a la simetria.

Figura 2.4: Funcién en el intervalo [—m, 7]. Tomamos el valor

Si ahora analizamos el término de la derecha que se ha obtenido, apreciamos
que corresponde a la integral eliptica incompleta de primera especie (1.18)),
esta vez para el valor particular ¢ = /2.

1 s s
ST —9F (—k) o T =2AF (—k) .
A 2 2

Ahora, en la Definicién [1.4.2] ya quedé reflejado que para el valor particular
de 7/2 la integral eliptica incompleta de primera especie, coincide con la
integral eliptica completa de primera especie K de la Definicion Es
decir, tenemos

T =2AK (k). (2.35)
Introduciendo el valor del periodo en la solucién (2.34))

0 =6+ 1) = ~ag-+ Hen? (5T k)

= —ag + Hen? <2+Z,k),

por lo tanto

W — ct) = —aq + Hen® (2K<k> N k) , (2.36)

siendo esta la solucién periddica adimensional para la ecuacién KdV.
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Observacién 2.2.1. Para el desarrollo de las ondas periédicas partiendo de
las ecuaciones de Boussinesq llegamos a la misma expresiéon. Pero al igual
que en las soluciones solitarias la velocidad vendré dada de forma diferente
a la considerada en la ecuacion KdV.



Capitulo 3

Simulaciones numéricas para
la ecuacion KdV

Analizaremos el comportamiento de las soluciones, tanto solitarias como
periédicas, obtenidas en el Capitulo[2 para la ecuacién KdV. Para ello se hace
uso del programa Mathematicaﬂ implementando un método numérico que
usa la denominada “Fast Fourier Transform” (FFT - Transformada rapida
de Fourier) m

3.1. Soluciones solitarias

Partiendo de la expresiéon més tipica de la ecuacién KdV
Ut + Uy + Upzr, (31)

contamos con las siguientes soluciones solitarias
A
u(t,z) = 3A%sech? 5(3: —xg— A%t)|, VA xR (3.2)

Donde 342 corresponderd a la amplitud de la onda y 242 a su velocidad.
Pero en el Capitulo[2)a partir de las ecuaciones de Boussinesq hemos obtenido
otra expresién para la ecuacién KdV en su forma adimensional, con la cual
hemos trabajado obteniendo las distintas soluciones. Recordamos

Para emplear en el programa la expresion (3.1) vemos que es equivalente a
(2.11) a través del siguiente cambio de variable

_ 92 _ 900y, 0091 _ 9
Y=zt — 82_8781+878m_87
et 9 _ 00y, 00 _ 0 0

- ot — o0y ot or Ot o0y or

“Consultar Apéndice E para ver el cédigo implementado.
" Consultar Apéndice

35
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Ahora considerando este cambio para la ecuacién (2.11)) y remarcando que

o _ 0 893 _ 9
%—aiw—a—wobtenemos

0 0 on 3 on 1 6377_
ﬂ% %*af 2or Tty —

-
on 3 oOn 1 0
ar T 29r T 6" 43

Obteniendo la misma expresion de ([3.1]) con distinta notacién. Por tanto ya
estamos en condiciones de implementar nuestro programa en Mathematica
empleando la solucién (3.2]).

En primer lugar estudiamos el caso de una tinica onda solitaria.

Time 10.004

Figura 3.1: Simulacién de la solucién (3.2) para A = 25, xg = 1.

En la imagen (a) vemos la representacién tridimensional de la oscilacién,
mientras que en la (b) se observa el comportamiento de la oscilacién para
ciertos valores concretos del tiempo (¢t = 0 - amarillo, ¢ = 2.5 x 1072 - rojo,
t=5x1073 - azul, t = 7.5 x 1073 - verde). En ambas imdgenes podemos
apreciar como la oscilacion avanza hacia la derecha, lo cual tiene sentido
por ser la velocidad positiva. Ademas lo hace de forma imperturbable, sin
generarse dispersion, lo cual es una importante caracteristica de los solitones
y més adelante veremos como esto no ocurre para las ondas periédicas.

En segundo lugar estudiamos la interaccién entre dos ondas solitarias,
denominadas solitones. Es decir, implementamos en el programa la solucién

u(t, ) = 3A%sech? [124(33 — g — A2t)] +3B?sech? [f(m —xp— BQt)} , (3.3)

donde de nuevo A, B, x4,y € R. En esta segunda simulacién principalmente
nos interesa ver que pasa en la superposiciéon de dos solitones, si el método
numérico que hemos tomado es el apropiado, debe reproducirse un choque
elastico. Esto es, después de la colisién se reproduce cada una de las crestas
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de nuevo con un ligero cambio de fase sin dispersién alguna. En la imagen (a)
de la Figura|3.2| vemos la evolucion tridimensional de ambas oscilaciones, las
dos avanzan hacia la derecha, pero al contar la primero de ellas con mayor
velocidad (242 > 2B?) se produce un choque, siendo este eldstico como
desedbamos. Por otro lado en la grafica (b) podemos observar la evolucién de
las oscilaciones para ciertos valores particulares del tiempo (¢t = 0 - amarillo,
t =3x1073 - rojo, t = 4x 1073 - azul, t = 7.5 x 1073 - verde), aprecidndose
como se comporta la solucién durante la colisién, y también antes y después
de la misma, sin haberse generado dispersién.

(a)

Figura 3.2: Simulacién de la solucién (3.3) para A = 25, z, = 1, B = 16,
Iy = 2.5.

3.2. Soluciones periddicas

También queremos conocer la evolucién de las ondas periédicas de la ecua-
cién KdV. Ya hemos determinado en el Capitulo [2] que para la expresién
adimensional de la ecuacion KdV las soluciones tipo periédicas vie-
nen determinadas en , que recordamos que es

n(x — ct) = —aq + Hen? <2K(l<:)+ x_Ct,k‘> ,

con A =

4 ; 2 _ (m+n2) :
3m J‘;TB determinada en (2.30) y k* = ) determinado en

(2.31)). Siendo T'= 2AK (k) el periodo, ya establecido en (12.35).

En primer lugar, nos interesa ver que para valores del médulo k cercanos
a 1 las soluciones cnoidales toman comportamientos practicamente idénticos
a los de las soluciones solitarias. Pero antes de estudiar esta propiedad a
través de las simulaciones véase de forma analitica.
Comenzamos estudiando qué ocurre con la expresion del periodo. Por la
Definicion [1.4.1] si se evalia la integral eliptica completa de primera especie
en k =1 tenemos por la expresion (1.14]) que
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T 1 dt Looat boodt
K(1)=/0 1_752=—/0 (t+1)(t—1):/o 2(75—1—1)_/0 2(t-1)

_ In|t + 1| — int —1|1* ln|2\ (it — 1)) — In|1] n In| —1]
2 0 2 tal 2 2

Y como lim In(s) = oo tendremos
s—1

Kk) —s o0 = T=2AK(k) —— x
k—1 k—1

Es decir, la solucién pierde la periodicidad por lo que no debemos de con-

siderar el periodo, aplicando esto a la ecuacién (2.36) y teniendo en cuenta

que en (|1.7) se ha visto que cn(z, 1) = sechx obtenemos

n(x —ct) = —aq+ Hen’ <2AK(k) + T7k> ~ —aq+ Hsech? <x ;Ct) ;

(3.4)
cuando k toma valores muy cercanos a 1. Apreciamos que la expresion resul-
tante es aparentemente idéntica a la del soliton dada en si tomamos
—aqg = —n2 ~ 0. Pero hemos de tener en cuenta que las expresiones de H y
A 1o son las mismas en (2.21)) y (3.4). Denotando H por H' y A, definido
en , por A’ alos parametros de las soluciones de onda solitaria se tiene

4y
H,:2 N A/: .
s 3H

Para la segunda, por (2.30) y (2.31)), tenemos sin embargo

H = m-+ne=m por haber tomado — ag = 0,

B2 — m+mn _ M
m+ns  Mm+n3

/41/
"71+773

Es decir, basta con tomar 772 = 0y 1 = 2¢; para tener una solucion solitaria.

H
~l=>m+n= *NH

Procedemos analizando esta similitud por medio de simulaciones. Para
ello tomamos v = 9 en primer lugar y los valores particulares n; = 768,
n2 = 0y 3 = 1, consecuentemente, a través de las expresiones (2.31)) y (2.35))

hallamos los valores de k£ y del periodo respectivamente. Siendo k = %

y T =~ 1,263. Partiendo de la solucién ([2.36)) e integrando en el intervalo
[0,3T] se obtiene la simulacién (a) de la Figura en ella se intuye la
interaccién entre tres ondas solitarias.
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(a) (b) (o)

Figura 3.3: Simulaciones cnoidales para valores de k préximos a 1.

Con el objetivo de analizar mejor el comportamiento de los solitones de for-
ma independiente, realizamos otras dos simulaciones restringiendo el inter-
valo de integracion a [—T'/2,T'/2] contando asf con una tnica cresta. Ademds
implementamos un valor 13 menor y en consecuencia k es mas cercano a 1,

en la Figura se recogen las simulaciones para k = ,/76816180_ en (b) y

kzwl,msj_%j en (C)

Ademads para comparar la magnitud de la dispersion generada en cada caso
contamos con la Figura donde se imprimen los gréaficos bidimensionales
para t fijo para los mismos valores de k de la Figura [3.3] Apreciamos como
cuanto mas cercano a 1 es k menor es la dispersiéon de la elevacion y por
tanto mas cercana es la simulacién a la de un solitén que se desplazaba
imperturbable. Confirmamos asi los resultados obtenidos de forma tedrica.

Py e \'
bl b A

5 ¥ I
(@) (b) (@)

Figura 3.4: Simulaciones cnoidales en t = 5 x 1073 con k préximo a 1.

En segundo lugar hemos realizado diversas simulaciones para distintos
valores de k£ por medio de la variaciéon de 73, obteniendo los resultado re-
flejados en la Figura Las imagenes de la obtenidas son practicamente
idénticas, se aprecia tan solo un aumento minimo de la dispersién a medida
que k disminuye. Esto es debido a que hemos tomado el mismo valor de
H, y pese a que el periodo varie el intervalo de integracién es para las tres
simulaciones [0, 677.
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1

Space x

(a) (b)

Figura 3.5: Simulaciones para (a) k = \/g, (b)

Finalmente simulamos como varia el comportamiento de las perturbacio-

nes tanto al aumentar como al disminuir H, manteniendo k = \/g constante
y asi contrastando con la imagen (b) de la Figura

1500 1
0.015 Ky uﬂﬁt— o018
b

40 000 T 0,00

@ (b)

Figura 3.6: Simulaciones para (a) k = \/g y H=m =300, (b) k= \/g y
H = = 1083.

Observandose, ahora si, una variacién en las simulaciones para distintos va-
lores de la altura de la perturbacién, mientras que la extensiéon del intervalo
de integracion es [0, 67 una vez mas.

Como comentario final y a modo de conclusién destacamos como las
ondas periédicas aun tomando valores del mddulo k cercanos a 1 resultan
dispersivas a diferencia de las ondas solitarias que permanecen inalterables,
incluso cuando colisionan entre ellas. Es decir, las soluciones de las ondas
solitarias en el eje real x resultan altamente potentes a la hora de simularlas
haciendo uso de un poderoso método numérico que hace uso de la FFT,
frente a las ondas cnoidales. Para las primeras se hace evidente el balance
entre la nolinealidad (uu,) y la dispersiéon (ugz) presente en la ecuacién
KdV cosa que gener6 el nombre de solitones. Ademéds para las ultimas ha
de tenerse en cuenta la periodicidad a la hora de tomar el intervalo de
integracion ya que de manera contraria el programa puede fallar generandose
ruido en su ejecucion.



Apéndice A

Transformada de Fourier y el
método del Factor Integral

Para el desarrollo de las simulaciones numéricas nos basamos en el método
Runge-Kutta de orden 4 y el método del Factor Integral [9] (Integrating
Factor method), combinado con el analisis de Fourier. En primer lugar, para
cualquier funcién u(z) € R se define su Transformada de Fourier cono sigue

i(s) = (Fu)(k) = \/12? /_ ey () da (A1)

con s la variable de Fourier. De igual manera contamos con la inversa de la
Transformada de Fourier, siendo esta

(@) = (Fa)(x) = \/12? / " () ds, (A.2)

Ademas las r-ésimas derivadas a través del andlisis de Fourier vienen dadas
por la expresién

Upy = (18)" 0. (A.3)
Vemos el desarrollo de la Transformada de Fourier para el caso particular
de la ecuaciéon KdV (3.1) la cual puede reescribirse de la forma

Ut + Uy + Uggr = 0

1,
U + iu + Ugppe = 0.
xr

Aplicando la transformada de Fourier y usando (A.3) se tiene
i -
Uy + §5u2 —isPi=0.

Llegado a este punto, se aplica el método del Factor Integral.
De forma general este se aplica a ecuaciones en derivadas parciales del si-

guiente tipo
d
= +a(x)y = b(a),

41
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donde a(z) y b(x) son funciones continuas. Se construye de la siguiente
manera el denominado el factor integral

ef a(z)dz )

. . d . .
Trasladando esto a nuestra ecuacién consideramos % = 4; y a(x) = —is3,

. . .z . _ [ 4e3
De forma que multiplicaremos a la ecuacion por el factor integral e Jistdt —
e~i5°t | Asf

7.3 N 1: 7.3 A . 743 ~
ey + —e T g2 — e 3G = 0.

Si denotamos

o3
_ =18t~
U=e 1,
~ . e3¢ A I VSN . ~ —is3t ~
Uy = —isde a4 e = —isPU + e, =
PJE VIR ~ .37
e ¥, = U, +is3U.
Sustituyendo en la ecuacion

U, + iU + %e_isgtsuA2 — iU = 0.

Desapareciendo de esta manera el término lineal. Como debemos trabajar
en el espacio de Fourier aplicamos 1’ y 1) para u2. Tenemos en cuenta
los dos siguientes aspectos

Fli=u= F(Fta)? =u.

De esta manera obtenemos la siguiente expresién la cual es implementada
en las simulaciones de Mathematica

U+ e ts(F(F (D)) =0,



Apéndice B
Cédigo en Mathematica

A continuacién se presentan los programas de Mathematica empleados.

A través del primer cuaderno se han obtenido los resultados de ondas
solitarias, tanto en solitario como la interaccién entre dos de ellas.

En segundo lugar, se presenta el segundo cuaderno en el que se analizan
las ondas cnoidales cuando el valor del mdédulo & tiende a 1. Apreciandose
como el comportamiento se asimila al de las ondas solitarias. Este mismo
cuaderno se ha empleado para valores aleatorios del médulo & modificando
el mismo.
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Simulaciones ondas solitarias: CUADERNO 1

Una sola cresta: condicion inicial uO[x]
Dos crestas: condicion inicial ul[x]

ine7i= Clear["Global™ x"]

ines= tO = TimeUsed[]; (*Inicializamos el tiempox)

NTERM = 256; (xNimero de intervalos para el eje xx)
MTERM = NTERM / 2;
L =2Pi; (xExtensidon del eje x Xxn-x@=L=2sx)

Ax = L/ NTERM; (#Extensién de cada itervalo de x xX(j+1)-xj=axx)
nfin = 1500; (xNumero de itervalos para el eje tx)

At = 510" (-6); (xExtensién de cada itervalo de t t(i+1)-ti=At«)
tfin = At » nfin; (xValor final de t )

A = 25;

xa=1;

B = 16;

xb = 2.5;

(*Condicién inicial una cresta, t=0x)

ue[x_] :=ul[x] =3 %A 2 Sech[(A/2) » (x-xa)]"2;

(*Condicién inicial dos crestas, t=0x)
uel[x_] :=
uel([x] = 3% A2« Sech[(A/2) » (x-xa)|~2+3%B2+Sech[(B/2) # (x-xb)]~2;

inesi= (*Graficamos la Condcién inicial para una cresta,
Amplitud 3A72=3%25%2=1.875 - Posicién inicial= xa=1 «)
Plot[u@[x], {X, @, L}, PlotRange - All, PlotStyle - Thick]

(*Graficamos la Condcién inicial,

Primera onda: Amplitud 3A”*2=3%2572=1.875 - Posicién inicial= xa=1 ,
Segunda onda: Amplitud 3B”~2=3%16"2= 768 - Posicién inicial= xb=2.5 «)
Plot[u@l[x], {x, @, L}, PlotRange -» All, PlotStyle - Thick]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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2 | ondas_solitarias.nb

In[97]

n[100]:=

En lo que sigue, el desarrollo del programa se lleva a cabo para una Gnica
cresta, esto es, tomando u0[x]. Para obtener las simulaciones de dos crestas
se hace de forma idéntica sustituyendo tan solo la condicidn inicial.

(*Inicializamos las iteraciones.
Ademas graficamos la condicién inicial para cada xj y vemos que se satisface.
Por tanto en ese sentido el programa esta funcionando bien x)

Tli_, n_] :=T[§, n]

T[j_, 0] =ud[x] /. x> jAx;

Plot@ = ListPlot[Table[{j Ax, T[j, @1}, {j, 1, NTERM}],

Joined - True, PlotRange - All, PlotStyle » {Red, Thick}]

(*Construimos la funcién Fk a trozos de forma que si j<
128 toma el valor j (1,2,3,...,127)
y por el contrario si j>128 toma el valor j-256 (-127,-126,-125,...) ,
de este modo contamos con todos los valores del intervalo [-127,127],
es decir con 255 valoresx)
Fk[j_] := Piecewise[{{j, j < MTERM}, {j - NTERM, j > MTERM}}];

(*Creamos la lista Fkdata con los valores de la funcién Fk,
Fdataparl = valores de Fk[j] con j = 0,1,2,...,127 ;
Fdatapar2 = valores de Fk[j] con j = 129,130,131,...,255 ;
Fdatapar3 = afadimos el valor © a la Fparl;

Fkdata = unién de la lista 3y 2 = [-127,-126,]*)
Fdataparl = Table[N[Fk[j]], {j, @, MTERM-1}];

Fdatapar2 = Table[N[Fk[j]], {j, MTERM+ 1, NTERM-1}];
Fdatapar3 = Append [Fdataparl, 0];

Fkdata = Join[Fdatapar3, Fdatapar2];

ik3 = 11« (Fkdata”3); («Factor de iteracion FFTx)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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ondas_solitarias.nb

voei= For[n =1, n < nfin, n++, {
u = Table[N[T[j, n-1]1, {j, 1, NTERM}];
v = Fourier[u, FourierParameters -» {1, -1}];

t =n=At;
g = -0.5I At * Fkdata;

EE = Exp[at » ik3 /2] ;

E2 = EE"2;

(*Runge Kutta de orden 4x)

a = g » Fourier[Re[InverseFourier[v, FourierParameters » {1, -1}]]"2,
FourierParameters -» {1, -1}];

b = g » Fourier [Re[InverseFourier [EE + (v+a/2), FourierParameters -» {1, -1}]]"2,
FourierParameters - {1, —1)];

c=g* Four‘ier[Re[InverseFourier‘[EE *V o+ b/z, FourierParameters -» {1, -1]] ] "2,
FourierParameters - {1, —1)];

d = g « Fourier [Re[InverseFourier[E2 % v + EE * ¢, FourierParameters -» {1, -1}]]1"2,
FourierParameters -» {1, -1}];

V=E2xV+ (EZ*a+2*EE* (b+c) +d) /6;
IFdata = InverseFourier[v, FourierParameters -» {1, -1}];

For[j =1, j < NTERM, j++, T[j, n] = Re[IFdata[[]j]]]1];

H

j107:= (*Dibujamos una de cada 100 simulaciones pero en plots distintosx)
Table[ListPlot[Table[{axJ, T[j, k]1}, {j, 1, NTERM}],

Joined - True, PlotRange - All, AxesLabel » {"x", " "},

PlotLabel -» "T[x,t], t="<>ToString[At k] " k=" <> ToString[k]], {k, @, nfin, 100} ]

ros;= (*Dibujamos una de cada 10 simulaciones en 3Dx)
Data3D = Table[{AXx ], @, T[j, @]}, {j, 1NTERM}];
Do[Data3D = Join[Data3D, Table[{Ax7j, atk, T[j, k]}, {j, 1, NTERM}]], {k, 1, nfin, 10}]
ListPlot3D[Data3D, PlotRange - All,

Mesh -» {0, 40}, AxesLabel -» {"Space-x", "Time-t", "KdV-u"}]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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4 | ondas_solitarias.nb

111:= (*Vemos la evolucidén 2D para los valores 0,500,1000 y 1500%)

Plot2 =
ListPlot[{Table[{axj, T[j, @]}, {j, 1NTERM}], Table[{ax j, T[], 50@]}, {j, 1, NTERM}],

Table[{ax Jj, T[]j, 1000]}, {j, 1, NTERM}], Table[{Aax j, T[j, nfin]}, {j, 1, NTERM}]},

Joined - True, PlotRange - All, PlotStyle » {Yellow, Red, Blue, Green}]

[112- t1 = TimeUsed[]; t1 - t@

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Simulaciones ondas periddicas: CUADERNO 2.

k?* = 768/769, 3 crestas

/= Clear["Global "]

[}= t@=TimeUsed[]; (*Inicializamos el tiempox)

NTERM = 256; (xNumero de intervalos para el eje xx)
MTERM = NTERM/ 2;

nfin = 1500; (xNumero de itervalos para el eje tx)

At =5x%10" (-6) ; (xExtensién de cada itervalo de t t(i+l)-ti=atx)
tfin = At «nfin; (xValor final de t )

A=16;

nl=3xA"2;

n2 =0; (xLo tomamos tan pequefio que es despreciablex)
n3=1;

v=9;

H1 =n1+n2;

kl=Sqrt[H1/ (n1+n3)]//N

A=Sqrt[(4xk1”2xv) / (3xH1)] //N;

T1=2+A%E1llipticK[k1] (xPeriodox)

m-1= L =3T1l; (xObligamos a que esta sea la extensioén
del intervalo para tener en cuenta la preiodicidadx)
AX = L / NTERM ;
ud[x_] :=u@[x] = Hl » (JacobiCN[2 « E1lipticK[k1] + (x/a4), k1])"2;

(*Graficamos la condicién inicialx)
Plot[u@[x], {X, ©, L}, PlotRange - All, PlotStyle - Thick]

nep= TLI_s n_1 :=T[J, n]
T[J_, 0] =ud[x] /. x> JAX;
Plote = ListPlot[Table[{j Ax, T[j, @]}, {j, 1, NTERM}],

Joined - True, PlotRange -» All, PlotStyle » {Red, Thick}]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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= Fk[j_] := Piecewise[{{j, j < MTERM}, {j - NTERM, j > MTERM}}];
Fdataparl = Table[N[Fk[j]], {j, ©, MTERM-1}];
Fdatapar2 = Table[N[Fk([j]], {j, MTERM+ 1, NTERM-1}];
Fdatapar3 = Append [Fdataparl, 0];
Fkdata = Join[Fdatapar3, Fdatapar2];

ik3 = 11« (Fkdata”3);

j= For[n =1, n<nfin, n++, {
u = Table[N[T[j, n-1]1, {j, 1, NTERM}];
v = Fourier[u, FourierParameters -» {1, -1}];

t =n=«At;
g = -0.5I At * Fkdata;

EE = Exp[at » ik3 /2] ;

E2 = EE"2;

(*Runge Kutta de orden 4x)

a = g » Fourier[Re[InverseFourier[v, FourierParameters » {1, -1}]]"2,
FourierParameters -» {1, -1}];

b = g » Fourier [Re[InverseFourier [EE + (v+a/2), FourierParameters - {1, -1}]]"2,
FourierParameters -» {1, —1)];

c=gx* Four‘ier[Re[Inver‘seFour‘ier‘[EE *V o+ b/Z, FourierParameters - {1, -1]] ] "2,
FourierParameters -» {1, —1)];

d = g » Fourier [Re[InverseFourier[E2 % v + EE * ¢, FourierParameters » {1, -1}]]1"2,

FourierParameters -» {1, -1}];

v=E2xv+ (E2xa+2+EEx (b+c) +d) /6;
IFdata = InverseFourier[v, FourierParameters -» {1, -1}];

For[j =1, j < NTERM, j++, T[j, n] = Re[IFdata[[j]]1]1];

H

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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ondas_periodicas.nb | 3

- Table[ListPlot [Table[{Ax * j, T[Jj, k]1}, {j, 1, NTERM}],
Joined - True, PlotRange - All, AxesLabel - {"x", " "},

PlotLabel -» "T[x,t], t="<>ToString[atk] " k=" <> ToString[k]], {k, @, nfin, 100}]

- Data3D = Table[{Aax j, @, T[j, @1}, {j, 1NTERM}];
Do[Data3D = Join[Data3D, Table[{axj, Atk, T[j, kl1}, {3, 1, NTERM}]], {k, 1, nfin, 10}]
ListPlot3D[Data3D, PlotRange - All,

Mesh -» {0, 40}, AxesLabel - {"Space-x", "Time-t", "KdV-u"}]

1= (*Vemos la evolucién 2D para los valores 0,500,1000 y 1500 *)

Plot2 =
ListPlot[{Table[{axJ, T[j, @]}, {j, 1NTERM}], Table[{Ax j, T[j, 5001}, {j, 1, NTERM}],

Table[{Ax j, T[j, 1000]}, {j, 1, NTERM}], Table[{Ax j, T[j, nfin]}, {j, 1, NTERM}]},

Joined - True, PlotRange - All, PlotStyle » {Yellow, Red, Blue, Green}]
1= t1 = TimeUsed[]; t1-tO
El resto de simulaciones de ondas periddicas se han generado de forma analoga
variando k a través de los valore n;, n; y ns. También se toman distintos

intervalos de integracion y se aumenta la extension de At cuando sea
conveniente.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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