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Introduccion

El agua es esencial para la vida. Desde el principio de los tiempos, las civili-
zaciones humanas han decidido asentarse en los cauces de los rios debido a
las grandes ventajas que eso conllevaba: era una fuente de agua potable, de
comida, de recursos para la agricultura y la ganaderia, un medio de trans-
porte...

El desarrollo de la humanidad ha implicado un incremento en la necesi-
dad de recursos naturales, pero también en la generacién de residuos. Por
desgracia, este desarrollo también parece haber ido ligado con una creciente
irresponsabilidad por parte de las personas con la naturaleza, ya que hemos
terminado por convertir a los rios en nuestros contenedores. Ya sea en forma
de vertidos procedentes del sector industrial, de aguas residuales o incluso
de la propia basura generada por la actividad humana, son muchas las sus-
tancias contaminantes que terminan en el cauce de los rios y que pueden
provocar que todos los recursos de los que anteriormente nos proveian que-
den inutilizados.

Todo esto puede no parece un problema desde nuestra perspectiva, pero
lo es en paises menos desarrollados donde no tienen recursos suficientes para
tratar las aguas contaminadas y hacerlas accesibles para su uso y consumo.

La Organizacién Mundial de la Salud (OMS) ha hecho multiples decla-
raciones a este respecto: “solo un 41% de la poblacién mundial consume
agua tratada y desinfectada como para ser considerada ‘sequra’, “el agua
contaminada puede transmitir enfermedades como la diarrea, el colera, la
disenteria, la fiebre tifoidea y la poliomielitis”, “se calcula que la contami-
nacion del agua potable provoca mds de 502 000 muertes por diarrea al ano”,
“el 80% de las enfermedades infecciosas y parasitarias gastrointestinales y
una tercera parte de las defunciones causadas por éstas, se deben al uso y
consumo de agua contaminada”, y un largo etcétera.

Todo esto sorprende todavia maés si tenemos en cuenta que en 2010, la
Asamblea General de las Naciones Unidas reconocié al abastecimiento de
agua potable y al saneamiento como un derecho humano explicito.
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Llegados a este punto nos encontramos con un problema que parece
mas acorde a campos como la biologia, la quimica o incluso la fisica y nos
preguntamos, ;jqué podriamos aportar nosotros desde un punto de vista ma-
tematico a la solucion de este problema? La respuesta es sencilla, podemos
aportar informacion.

Es imposible solucionar algo que no sabes como funciona, y ahi entran
las matematicas. Para abordar este tipo de problemas el primer paso es es-
tudiarlos y tratar de modelizarlos con intencién, no solo buscar una solucién,
sino también de predecir cémo van a evolucionar.

A la hora de plantearnos modelizar un proceso cambiante que evolucio-
na con el tiempo, las ecuaciones diferenciales son las protagonistas. Cuando
tratamos problemas reales, en general, intervienen mas de una variable in-
dependiente (tiempo, espacio,...) y estos siempre se trabajan a través de
ecuaciones en derivadas parciales.

En particular, en este documento vamos a plantear, desarrollar y tratar
de resolver un modelo matematico basado en ecuaciones en derivadas par-
ciales para la modelizacion de la contaminacién de los rios.

En el Capitulo 1 plantearemos el modelo de Streeter-Phelps (1925) y
estudiaremos sus soluciones para, posteriormente, utilizarlo como base en el
desarrollo de un modelo de difusién-reacciéon mas especializado que nos per-
mita modelizar la calidad del agua a través de la concentracién de oxigeno
disuelto en el rio y la demanda bioquimica de oxigeno de las sustancias con-
taminantes.

Teniendo ya un modelo desarrollado, en el Capitulo 2 trataremos de
buscar una soluciéon analitica para ese sistema de ecuaciones en derivadas
parciales a través del método de la tangente hiperbdlica y una transforma-
cién simple procedente de la ecuacion de Sine-Gordon.

Por ltimo, en el Capitulo 3 plantearemos el desarrollo de soluciones
numéricas para el modelo que tratamos y utilizaremos un programa escrito
en Mathematica para mostrar simulaciones numéricas en distintas situacio-
nes y con distintos parametros, con el fin de observar de manera grafica su
evolucioén.



Capitulo 1

Un modelo de
difusién-reaccién para la
contaminacion de los rios

En este capitulo vamos a plantear un modelo basado en ecuaciones en deri-
vadas parciales para modelizar la contaminacién de los rios. En particular,
desarrollaremos una modificacion del modelo de Streeter-Phelps [1], el cual
se aplica a la modelizacién de la cantidad de oxigeno disuelto (OD) en una
corriente de agua tras un vertido de aguas residuales. Asi, obtendremos fi-
nalmente un modelo funcional para la purificacién de los rios que trataremos
de resolver en los capitulos siguientes.

1.1. Modelo de Streeter-Phelps

Cuando nos planteamos modelizar la contaminacion del agua de los rios y
empezamos a investigar sobre ello nos encontramos con que la base de todos
los estudios sobre este tema es el publicado por Harold Warner Streeter y
Earle Bernard Phelps en 1925 [1] en el cual plantean el conocido como mo-
delo de Streeter-Phelps. Vamos a dedicar esta seccién a replicar y detallar su
estudio con el fin de utilizarlo como base sobre la cual desarrollar el modelo
de difusién-reaccién que estudiaremos en este trabajo.

En dicho estudio plantearon la evoluciéon de la contaminacion en el rio
Ohio basandose en datos obtenidos de manera empirica, pero también desa-
rrollando un gran marco tedrico sobre el oxigeno disuelto y su evolucién a
través de los procesos quimicos de oxigenacién y aireacion.
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1.1.1. Desarrollo del modelo

Streeter y Phelps plantean un estudio basado en el oxigeno ya que, ante el
vertido de aguas residuales o la introducciéon de cualquier tipo de sustan-
cia contaminante, una corriente de agua siempre reacciona oxidando dichas
sustancias hasta su degradacion.

La cantidad de oxigeno necesaria para degradar una sustancia contami-
nante por oxidacién se denomina demanda bioquimica de oxigeno (DBO).
Debido a este proceso, los niveles de oxigeno disuelto (OD) en la corriente
disminuyen. Asi la capacidad de auto-purificarse de un rio dependera de los
recursos de oxigeno de los que disponga. En particular, consideraremos como
fuente de oxigeno el flujo del mismo a través de la atmédsfera, més conocido
como aireacion.

Demanda de oxigeno en una corriente

La cantidad de oxigeno disuelto en un rio se ve afectada por los cambios bio-
quimicos en el mismo, principalmente por el proceso de oxidacién. Ante la
presencia de oxigeno, ciertas bacterias oxidaran progresivamente cualquier
materia organica que haya sido descargada sobre la corriente.

Streeter y Phelps [1] modelizan este proceso bioquimico como una reac-
ciéon molecular de acuerdo a la siquiente ley:

”La tasa de oxidacion bioquimica de materia orgdnica es proporcional a
la concentracion restante de sustancia no oxidada, medida en términos de
oxidabilidad.”

De acuerdo a ella, podemos plantear la ecuacién diferencial ordinaria:

dL
—— =KL 1.1
=KL, (1)
donde L denota la demanda de oxigeno de cierta sustancia en términos de
oxigeno, t es el tiempo y K una constante representando la tasa a la cual se

produce la reaccién de oxidacion.

Ademsds, también podemos enfocar el mismo proceso desde el lado opues-
to. El proceso de oxidacién produce una demanda de oxigeno que se cubre
mediante las reservas de oxigeno disuelto en el rio. Asi podemos conside-
rar como D1 al déficit de saturacion de oxigeno, es decir, el descenso en la
cantidad de oxigeno disuelto y tenemos que la ecuacién:
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dL  dD;
= KL 1.2
dt dt (1.2)
modeliza también la tasa a la cual el oxigeno del rio se va agotando a causa
de este proceso.

Recursos de oxigeno de una corriente

Streeter y Phelps [1] explican que el agua no contaminada siempre tiende a
acumular la maxima cantidad de oxigeno disuelto que sea posible segin las
circunstancias en las que se encuentre (temperatura, presién atmosférica...).
A este valor maximo de oxigeno disuelto se le denomina nivel de saturacion.

La fuente de este oxigeno serd la atmosfera, que lo proveerd a través de
la superficie del rio y gracias al proceso de aireacién. Por este motivo, es
légico pensar que la concentracién de oxigeno disuelto en el agua no puede
ser mayor que la concentracién de oxigeno de la atmosfera porque, si asi
lo fuera, el proceso de aireacién se darfa a la inversa y seria el rio el que
cediera oxigeno en favor de la propia atmésfera. Esto nos indica que la con-
centracion de oxigeno disuelto en un rio estd limitada por la concentracién
de oxigeno del aire situado sobre él, es decir, esta concentracién serd el nivel
de saturacién del rio.

Esto nos permite escribir el déficit de saturacién de oxigeno D en funcién
de la concentracién de oxigeno disuelto C'y el nivel de saturacion del rio Cs,
de modo que tenemos:

D=C,—-C (1.3)

Asi sabemos que cuando el oxigeno disuelto alcanza el valor de satura-
cién el proceso de aireacién se detiene, ya que el déficit de saturacién de
oxigeno se hace nulo.

Equilibrio de oxigeno en una corriente

Streeter y Phelps [1] aseguran que las reacciones opuestas ya comentadas de
desoxigenacion y reaireacién que se producen en un rio contaminado siempre
tienden a alcanzar un equilibrio temporal.

En caso de un agua casi saturada de oxigeno en la que introducimos de
manera puntual una gran cantidad de sustancias contaminantes, la tasa a
la cual el oxigeno se consume es muy elevada frente a la tasa de recupera-
cion del mismo, dando lugar asi a que el nivel de oxigeno disuelto en el rio
disminuya. A medida que este valor disminuye, la tasa de reoxigenacion se
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va recuperando hasta el punto en el que las tasas de oxigeno gastado y re-
cuperado son iguales, lo cual genera un equilibrio puntual en el cual el nivel
de oxigeno disuelto no varia. Este equilibrio es transitorio ya que a medida
que la materia organica se ha ido oxidando, la demanda de oxigeno ha ido
disminuyendo. Esto produce que la tasa a la cual el oxigeno se agota haya
disminuido permitiendo asi una recuperacién gradual del nivel de oxigeno
disuelto en el rio hasta que este alcanza de nuevo su nivel de saturacion.

Si consideramos por otra parte que la contaminacion del rio es conti-
nuada y constante, llegaria un punto en el cual las tasas de reoxigenacién
y desoxigenacién serian iguales, con lo cual el nivel de oxigeno disuelto se
mantendria constante en el tiempo generando asi un punto de equilibrio.

Es por esto que la tasa de reoxigenacién del rio serd determinante a la ho-
ra de estudiar su nivel de contaminacion. Conociéndola, podriamos determi-
nar el estado del oxigeno disuelto dado un grado concreto de contaminacién
0, por el contrario, podriamos conocer el nivel maximo de contaminacién
que soportaria un cierto rio para cualquier tasa de desoxigenacion de las
sustancias contaminantes correspondientes.

Con todo esto tenemos que, si queremos estudiar la variacién del déficit
de oxigeno en un rio, este proceso vendra determinado por dos reacciones
independientes. Por una parte, el déficit de oxigeno aumenta proporcional-
mente a la cantidad de oxigeno necesaria para oxidar la materia orgéanica
que corresponda, lo cual denotaremos por D;. Por otra parte este déficit dis-
minuira debido a la reaireacion, Do, a una tasa directamente proporcional a
su propio valor, es decir, cuanto mayor sea el déficit de oxigeno mayor sera
la velocidad a la cual el oxigeno entra al rio por reaireacién, y viceversa.
Estos dos procesos se pueden escribir en forma diferencial:

dL  dD,
I 1.4
dt — dt L (1.4)
dDs
2 _K,D 1.
dt 247, ( 5)

donde t es el tiempo, L la demanda de oxigeno y D = D; + D3 el déficit
de saturacién de oxigeno, el cual depende de la concentracion de oxigeno
necesaria para oxidar la materia orgdnica por oxidacién D; y de la concen-

tracion de oxigeno que entra al rio a través de la superficie Ds. Ademas, %
dDo . ., . . .

y —— representan las tasas de desoxigenacién y de reaireacién del rio en

términos del déficit de saturacion de oxigeno y K y Ko son los coeficientes

correspondientes a las tasas de desoxigenacién y reaireacion respectivamente.
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En consecuencia de esto, podemos expresar la tasa neta de cambio en
el déficit de oxigeno como la suma algebraica de las dos tasas parciales que
ya hemos definido, de forma que obtenemos la siguiente ecuacion diferencial
lineal de orden uno:

dD dD;  dDs

gt at ar (1.6)
dD

Con todo este estudio, Streeter y Phelps [1] concluyen el desarrollo tedri-
co principal del modelo que lleva su nombre, véase:

dL
o — K. L 1.8
dt 14, ( )
D
CiTt = K1L — K,D (1.9)

1.1.2. Solucién analitica

Gracias a la simplicidad de este sistema podemos revolverlo ficilmente de
forma analitica mediante integracién directa.

En primer lugar vamos a fijar las condiciones iniciales del sistema (1.8)
y (1.9) como:

L(0) = Ly, D(0) = Dy. (1.10)

Integrando la primera ecuacién (1.8):

dL dL
— =KL — =— [ Ky dt 1.11
dt = / L / L= (1.11)
= logL(t) = —K1t +C = L(t) = Ce 51t (1.12)

Para determinar la constante de integracion aplicamos la condicién ini-
cial L(0) = Ly:
L(0) = Ce® = C = Ly, (1.13)

obteniendo asi la solucidn:
L(t) = Loe 11, (1.14)

Para integrar la segunda ecuacién (1.9) empezamos por sustituir la recién
calculada L en el primer término, obteniendo:
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dD
= KiLoe ™" — K»D.

(1.15)

Nos damos cuenta de que esta EDO es una ecuacion diferencial lineal de
primer orden (de la forma g—g + Py = @), para integrar esto utilizaremos un

factor integrante, en particular:

ef Kodt — Kot

e

Gracias a esto tenemos:

C;—lt)eKzt + KoDef2t = K Lye Krtelt

5(1)@1@5) = Ky LoeF2— Kt
t

Ahora, integrando directamente:

/ d(Def?") = / K Loe 2Kt gy

KL
D@KQt = &17;{6(1(27[(1% + C, Si Kl ;é KQ.
- 1

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

De nuevo, aplicamos la condicién inicial correspondiente D(0) = Dy para

obtener el valor de la constante de integracién:

KiLg K1Lg
D(0)’=—""-€"+C = C=Dy— ———.
O =7, + 0T Ky — K,
Sustituyendo en (1.20):
K1Lg _ KiLg
Deft — (K2=K1)t 4 Do — .
¢ Ky — K1e o Ky — K3

De donde finalmente podemos despejar D(t) como:

KL KiL
= D(t) = K 1_ }){1 e Kt L Dpe= K2t — %K 1_ ;](1 e et

KiLg

= D(t) = —— (e K1t — 782ty | DoeK2t i K| #£ K.

- Ky — K,

Cabe notar que en para el caso K1 = Ky = K, tendriamos:

dD
= KLge Kt — KD.
di 0¢

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)
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Aplicando del mismo modo el factor integrante e Kdt — ¢Kt.
dD
EeKt + DK elt = LoyKe KKt (1.27)
4 pert) = LoK (1.28)
dt ’ )

De donde, integrando directamente, obtenemos lo siguiente:

/ d(Deft) = / LoKdt = Def' = LyKt + C. (1.29)

Para determinar la constante de integraciéon una vez mas aplicamos la
condicion inicial correspondiente:

D(0)e’ =0+ C = C = D. (1.30)

Con lo cual:

D(t) = (LoKt+ Dp)e ™', si Ky =K, =K. (1.31)

1.1.3. Simulaciones numeéricas

Gracias a las soluciones analiticas obtenidas ((1.14) para L(t) y (1.25), (1.31)
para D(t)), podemos realizar representaciones graficas y observar cémo se
comportardn estas soluciones en determinadas circunstancias. Ademads, po-
demos comparar estos resultados analiticos con simulaciones numeéricas del
mismo sistema para estudiar sus similitudes. En este caso utilizaremos Wol-
fram Mathematica y todo el codigo empleado se encuentra en el Apéndice A.

Recordando (1.3) sabemos que dado un nivel de saturacién Cy tenemos
D = Cs; — C. Por eso, para estas representaciones vamos a considerar la
variable C' referente al oxigeno disuelto en el agua en lugar de D, la cual
indica el déficit de saturaciéon de oxigeno. Teniendo una de las dos variables
la otra queda completamente determinada, pero realizamos este cambio con
la intencion de facilitar la interpretacion de las graficas.

Para estas representaciones vamos a fijar las tasas de desoxigenacién y
reaireacion en K1 = 0,3 y Ko =0, 06.

También vamos a fijar el nivel de saturacién en Cs = 9 y considerare-
mos el rio moderadamente contaminado con una demanda inicial de oxigeno
Lo =4,5. A partir de aqui jugaremos con los valores iniciales del déficit de
saturacién de oxigeno, Dy, planteando distintas situaciones.
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= Reservas de oxigeno disuelto al méximo. Fijamos inicialmente el oxigeno
disuelto al nivel de saturacién: Cy = Cs =9 = Dy = 0.

Solucion exacta L(t)

—— Solucién exacta C(t)=Cs-D(t)

Simulacién numérica L(t)

-------- Simulacién numérica C(t)=Cs-D(t)

i L L 1 I
t
10 20 30 40 50

Figura 1.1: Demanda de oxigeno (L) y oxigeno disuelto (C') con los parame-
tros K1 =0,3, Ko =0,06, Cs =9, Ly =4,5, Dy =0.

En esta gréfica vemos como el oxigeno disuelto C' comienza en su nivel
de saturacion y se va reduciendo debido a la demanda de oxigeno L. Es
interesante ver como, tal y como comentidbamos previamente, cuando
la demanda de oxigeno se equilibra con la aireacién el nivel de oxigeno
disuelto para de bajar. A partir de ahi, debido a que ya se ha producido
degradacién de materia organica, la demanda de oxigeno se reduce y
pasa a ser menor que la entrada de oxigeno por aireacion. Esto produce
que el oxigeno disuelto aumente y tienda a alcanzar de nuevo su nivel
de saturacién a la vez que la demanda de oxigeno tiende a desaparecer.

En este caso, ademéas, podemos observar como la solucién exacta y
la simulacién numérica no presentan diferencias significativas hasta el
punto de parecer exactamente iguales.

= Algunas reservas de oxigeno disuelto. Fijamos el oxigeno disuelto ini-
cial a la mitad del nivel de saturacion: Cy = % =4,5= Dy =4,5.

Solucion exacta L(t)

6 — Solucién exacta C(t)=Cs-D(t)

Simulacién numérica L(t)

-------- Simulacion numérica C(t)=Cs-D(t)

Figura 1.2: Demanda de oxigeno (L) y oxigeno disuelto (C) con los pardme-
tros K1 = 0,3, Ky = 0,06, Cs =9, Lo = 4,5, Dy = 4, 5.
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Ahora, las reservas iniciales de oxigeno disuelto se encuentran a mi-
tad de su capacidad maxima por lo que al rio le costara mas trabajo
alcanzar este nivel de saturacién. A pesar de no tener al maximo las
reservas de oxigeno disuelto, seguimos observando la caracteristica for-
ma de campana invertida en la grafica referente al oxigeno, lo cual nos
indica que el proceso por el que pasa el rio hasta su purificaciéon es
muy similar al del caso anterior.

En cuanto a la comparativa entre la solucién exacta y la simulacién
numérica, al igual que en el caso anterior, ambas graficas son exacta-
mente iguales.

Sin reservas de oxigeno disuelto. Fijamos que inicialmente no existen
reservas de oxigeno disuelto: Cy =0 = Dy = 9.

Solucion exacta L(t)

—— Solucién exacta C(t)=Cs-D(t)

Simulacién numérica L(t)

-------- Simulacion numérica C(t)=Cs-D(t)

Figura 1.3: Demanda de oxigeno (L) y oxigeno disuelto (C) con los pardme-
tros Kl = 0,3, KQ = 0,06, Cs = 9, Lo = 4,5, Do =9.

En este caso, ya que no hay reservas iniciales de oxigeno disuelto, cabria
esperar que todo el oxigeno que entrara en el rio por aireacién seria
utilizado para degradar materia orgdnica y disminuir esta demanda.
De ese modo la demanda de oxigeno deberia bajar proporcionalmente
a la reaireacion y, una vez que fuera suficientemente pequena, el nivel
de oxigeno disuelto podria empezar a subir. En la grifica podemos
ver que ocurre algo similar, sin embargo en los primeros instantes el
oxigeno disuelto disminuye haciéndose negativo y dando lugar a una
solucién que no es factible.

Una vez mas, la solucidon exacta y la simulacién numérica parecen
ser exactamente iguales. Vistos estos ejemplos, podemos asegurar que
la aproximacién numérica para la solucién del modelo de Streeter-
Phelps es lo bastante precisa como para ser indistinguible de la solu-
cién analitica.
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Vamos a observar también cémo evoluacionan las soluciones a medida
que varia la demanda de oxigeno inicial Ly con el resto de datos fijados a
K1=0,3, K =0,06, Cs =9, Dy = 6.

= Demanda de oxigeno.

61\ L(t)

1 " L L L

10 20 30 40 50

Figura 1.4: Demanda de oxigeno (L) para los casos Ly = 1,3,5,7,9,11,13.

En esta grafica podemos observar cémo la demanda de oxigeno siempre
disminuye con el mismo patrén. A medida que fijamos como condicién
inicial una demanda de oxigeno mayor, el tiempo necesario para redu-
cirla aumenta pero podemos observar que no de manera significativa.

= Oxigeno disuelto.

Figura 1.5: Oxigeno disuelto (C') para los casos Lo =1,3,5,7,9,11,13.

En este caso observamos la evolucién del oxigeno disuelto para dis-
tintos niveles de demanda inicial de oxigeno. Podemos observar como
la linea superior que hace referencia a Ly = 1 no desciende en nigiin
momento sino que desde el principio aumenta. Esto se debe a que la
demanda de oxigeno empieza siendo muy pequenia y puede ser suplida
simplemente por el proceso de aireacion. A medida que aumentamos
la demanda inicial de oxigeno vemos como aparece la caracteristica
forma de campana invertida que ya hemos visto en las simulaciones
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anteriores. Ademds, de nuevo, nos encontramos con que esta gréfica lle-
ga a rebasar el eje horizontal entrando en valores negativos de oxigeno
disuelto en varios de los casos.

Como hemos podido observar, esta simulaciones siguen los resultados
l6gicos que cabria esperar de este modelo hasta cierto punto, pero hay oca-
siones en las que las soluciones que obtenemos no son fisicamente posibles.
Esto se produce debido a cémo se ha planteado el modelo, ya que hay una
falta de retroalimentacién entre la concentracién de oxigeno disuelto y la
demanda de oxigeno. Es por este tipo de carencias que se trata de modificar
y mejorar el modelo de Streeter-Phelps.

1.2. Modelo de Streeter-Phelps modificado

El modelo de Streeter-Phelps que acabamos de desarrollar se basa en el
equilibrio temporal entre el oxigeno disuelto en el agua proveniente de la
aireacion y la demanda de oxigeno necesaria para la oxidacién de las sus-
tancias contaminantes, pero no plantea ningiin proceso sobre ellas. Con la
intenciéon de mejorar este modelo, vamos a desarrollar las ideas del estudio
de Streeter y Phelps sobre el marco de las ecuaciones de adveccién-difusiéon-
reaccién (ADR), tal y como plantean Tsegaye Simon y Purnachandra Rao
Koya en [2].

Las ecuaciones de adveccién-difusién-reaccién son EDPs con multiples
utilidades. En particular, son ampliamente utilizadas en areas como la bio-
logia, la quimica o la ingenieria para modelizar la dindmica de multitud de
fenémenos naturales con respecto del tiempo.

En este caso, plantearemos un sistema de ecuaciones de ADR para mo-
delizar el transporte de las sustancias contaminantes en el rio. Considera-
remos u;(x,t) las concentraciones de n sustancias contaminantes diferentes
i =1,...,n vertidas en un cierto rio, donde la variable x representa la distan-
cia a lo largo del rio y la variable ¢ representa el tiempo. Plantearemos asi
una ecuacién tipo de ADR para modelizar la evolucién de la concentracién
de cada una de dichas sustancias:

ou; n O(wu;)
ot Ox

_Da?“i _ %
Yor2 A

En ella podemos distinguir los tres principales procesos:

O(wu, . . ..
] % representa la adveccion, lo cual hace referencia al movimiento

de la sustancia debido al flujo del medio en el que se encuentra.
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2 ; . . » . . . .
] Di% representa la difusién, que cuantifica el movimiento propio de
X
la sustancia desde las zonas de mayor concentracion hacia las de menor
concentracion.

= % + k;u; + C; representa la reaccion, es decir, el proceso quimico por
el cual las sustancias contaminantes se transforman en otras sustancias
quimicas.

Ademsds, supondremos A el area de la seccién transversal de rio, ¢; la
tasa neta de adicion de oxigeno de la atmésfera, w la velocidad a la que fluye
el agua del rio, D; el coeficiente de difusién de la sustancia i, k; la tasa de
emisién de la sustancia i y C; el coeficiente de reaccion quimica del contami-
nante ¢ con el resto de sustancias, siendo todos estos coeficientes constantes.

Dado que el término C; hace referencia a la reaccion entre el contaminan-
te ¢ y las n—1 sustancias restantes, la ecuacién que modeliza la concentracién
de dicho contaminante ¢ dependera también de wy, U, ..., Ui—1, Uig1y ooy Up.
Esto implica que las n ecuaciones propuestas en (1.32) estan todas ligadas
entre si, lo cual complica mucho su estudio tanto teérica como computacio-
nalmente.

Para evitar en la medida de lo posible esta complicacién, vamos a reducir
el nimero de contaminantes y consideraremos unicamente uq, ...ux las con-
centraciones de los k contaminantes mas representativos. A pesar de que el
resto de sustancias contaminantes sean menos significativas individualmente,
en conjunto pueden ser muy representativas. Por este motivo, considerare-
mos Uk la concentracién de los n — k contaminantes restantes combinados
como si fueran uno solo.

Para simplificar al maximo nuestro modelo y aplicar las ideas y razona-
mientos del modelo de Streeter-Phelps, tomaremos n = 2, estoes k =1,y
tendremos en cuenta varias consideraciones.

En primer lugar vamos a trabajar con la variable u; representando la
concentracién de oxigeno disuelto (OD) en el agua, ya que es la magnitud
mas representativa a la hora de modelizar la contaminacion de un rio. Esto
es debido a que cualquier sustancia contaminante que se introduzca en el
agua reaccionard con el oxigeno disuelto causando una desoxigenacion en
el rio. Este descenso del oxigeno disuelto es contrarrestado por el proceso
de reaireacién, que consiste en la transmisiéon de oxigeno entre la atmosfera
y el rio gracias a que la superficie aire-agua funciona como una membrana
permeable al oxigeno.

En segundo lugar, consideraremos us como la demanda bioquimica de
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oxigeno (DBO). Como hemos dicho, cualquier sustancia contaminante in-
troducida en el agua reaccionard con el oxigeno disuelto y el efecto de este
proceso sobre el contaminante serd una oxidacién del mismo que producira
su degradacion. Asi, esta segunda variable hace referencia a la cantidad de
oxigeno por unidad de volumen que necesitaran las sustancias contaminan-
tes introducidas en el agua para su degradacién completa por oxidacién.

Ademsds, consideraremos que se ha producido un vertido de sustancias
contaminantes de manera puntual, es decir, localizado en un punto y que ya
ha cesado su emision.

Por otra parte, dado que el oxigeno disuelto solo se destruye a causa de
reacciones quimicas tendremos que C; = 0. También, la demanda bioquimica
de oxigeno solo descenderd cuando la cantidad de sustancias contaminantes
se reduzca y esto se dard por la combinacién con el propio oxigeno o por
el flujo del agua rio abajo, es decir, debido a los efectos de la difusién y la
adveccién. Esto hace que tengamos también go = Cs = 0.

Finalmente, consideraremos la velocidad del rio w constante y suficien-
temente pequena para poder observar la difusién de las sustancias.

Con todas estas consideraciones obtenemos el siguiente modelo de ad-
veccion-difusion-reaccién para la purificacién de los rios:

ou ou 0%u

5TV g D ge = g K (1.33)
ou ou 0%u
7(%2 +w 783:2 — Dy 783;22 = —Kaus. (1.34)

1.3. Modelo de difusiéon-reaccion simplificado

Atn habiendo obtenido el tltimo modelo (1.33) y (1.34) mas especializado,
este no sera el que utilicemos finalmente en nuestro estudio. El principal
motivo es la complejidad tedrica de las ecuaciones de ADR, en particular
de los términos advectivos, a la hora de encontrar soluciones analiticas. Por
este motivo, vamos a desarrollar y simplificar este modelo hasta conseguir
que sea funcional para el desarrollo de este trabajo.

En particular, hemos decidido desarrollar este trabajo desde un enfoque
Lagrangiano, es decir, estudiando el movimiento de las particulas dentro
del flujo de agua pero sin tener en cuenta el movimiento del propio medio.
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En consecuencia, nos centraremos en un sistema de ecuaciones de difusién-
reaccién (DR), el cual serd el mismo que plantean Tsegaye Simon y Purna-
chandra Rao Koya en [3] y [4].

Las ecuaciones de DR estan presentes frecuentemente en estudios am-
bientales, ya que modelizan procesos quimicos y dinamicos a través de la
reaccion y la difusién de sustancias distribuidas en el espacio. Este tipo de
ecuaciones pueden presentar soluciones de tipo onda viajera, tal y como es-
tudiaremos més adelante.

Por estos motivos, tomaremos w = 0 y con ello los términos advecti-
vos desapareceran quedando presentes unicamente los términos difusivos y
reactivos, con lo cual, obtenemos el siguiente modelo de difusién-reaccion:

ou 0%u
T = Diga T K (1.35)
ou 0%u
5 = D2 g —Kowa (1.36)

con el que trabajaremos a partir de ahora.

En este modelo Dy y Dy denotan los coeficientes de difusién del oxigeno
disuelto y de la demanda bioquimica de oxigeno respectivamente, ¢q; es la
tasa a la que el oxigeno entra al rio a través de la superficie y K7 y Ko son
las tasas de reaccion, las cuales hacen referencia a la velocidad a la cual se
produce la reaccién corresponiente.

Para desarrollar expresiones adecuadas para estos coeficientes vamos a
suponer que la superficie aire-agua del rio funciona como una membrana
permeable al oxigeno de profundidad efectiva h y permeabilidad al oxigeno
ko. También consideraremos que el oxigeno que penetra en el rio proviene
del aire situado inmediatamente sobre la superficie del agua, el cual tendra
una concentracion de oxigeno de w. Asi, la tasa de oxigeno que entra al
rio por aireacién a través de la superficie por unidad de drea serd ko(%ﬂ“)
Supondremos ademas la anchura del rio constante y la denotaremos como b,
aunque a efectos préacticos este valor puede tomarse como la anchura media

del rio. Con todo esto tenemos que:

[T bko(w —u1)
1= A AMw — uyp), (1.37)

donde el parametro \ = %, que representa el coeficiente de aireacion, es
constante. El término w — u; hace referencia al déficit de oxigeno, esto quiere
decir que cuanto mayor sea la diferencia de concentracién entre el oxigeno
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atmosférico, w, y el oxigeno disuelto en el rio, u;, méas rapido entrard el
oxigeno en el rio. En caso de que ambos medios tengan la misma concentra-
cién este término seria nulo y no habria transporte de oxigeno entre ellos.

Para desarrollar ahora las tasas de reaccién K; y Ko vamos a especificar
cudl es la reaccién quimica que consume el oxigeno disuelto del rio:

Oxigeno disuelto + Demanda bioquimica de oxigeno — Producto (1.38)

Estamos suponiendo que tanto el oxigeno disuelto como la demanda
bioquimica de oxigeno se convertiran en el producto a una velocidad pro-
porcional a su concentracién en el agua, pero mas alld de eso, debido a la
definicién de la demanda bioquimica de oxigeno, sabemos que ambos decre-
cen a la misma velocidad, con lo cual:

—K1u1 = —KQUQ. (139)

De aqui podemos deducir que ambos términos dependeran tanto de
la concentracién de oxigeno disuelto como de la demanda bioquimica de
oxigeno.

Asi tenemos que:
—Kiuy = —Ksus = —yujus (1.40)
con y constante, y en particular:
Ky = vyug, Ko = vuy. (1.41)

De este modo podemos reducir los términos referentes a la desoxigena-
cién del rio definiendo la funcién K (uq,us).

Entonces, introduciendo los desarrollos (1.37) y (1.40) en el modelo for-
mado por las ecuaciones (1.35) y (1.36), obtenemos el sistema:

ou 0%y
377: = D aT;—i-A(w—ul)—K(UlﬂQ)a (1-42)
ou 0%
B0 = D g~ Klmow), (1.43)

en el cual podemos considerar los términos referentes a la desoxigenacién
segun la velocidad a la que se produzca la reaccién, tal y como sigue:

Kiuq, cinética de primer orden
K (u1,uz) = (1.44)

Ksujug, cinética de segundo orden.
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Realizamos esta distincién ya que, si consideramos un rio poco contami-
nado, la reaccién de oxidacién de la materia organica se producird de manera
mucho més lenta que si la concentraciéon de sustancias contaminantes es ma-
yor. Mds concretamente, considerando una reaccién lineal de primer orden
la cinética a considerar sera la de primer orden mientras que si la velocidad
de reaccién es cuadratica se debe considerar la cinética de segundo orden.

En particular, podemos considerar Ky = % de modo que cuando la
concentracién de oxigeno disuelto estd en su nivel de saturacion, esto es
u1 = w, aseguramos la coincidencia del factor de desoxigenacién debido a
ambas cinéticas.

En gran parte de la literatura sobre este tema consideran la cinética de
primer orden debido a las ventajas que conlleva la linealizacién del modelo.
En nuestro caso, vamos a considerar que el rio que estudiamos estd mode-
raramente contaminado y lo modelizaremos con la cinética de segundo orden.

Asi, finalmente, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en deriva-
das parciales ligadas y no lineales con el que trabajaremos para modelizar
la purificacién del rio ante el vertido puntual de sustancias contaminantes:

ou 0u
a—tl = D W; + Mw — uy) — yujue (1.45)
(9’U,2 82u2

g2 _ p, 1.46
ot 2 ggz T2 (1.46)



Capitulo 2

Solucion analitica

En este capitulo trataremos de resolver analiticamente el sistema de ecua-
ciones de difusién-reaccién que hemos planteado en el capitulo anterior uti-
lizando el método propuesto en [5]. Dicho método se basa en el método de
la tangente hiperbdlica (tanh), el cual se utiliza para encontrar soluciones
de ondas viajeras para ecuaciones no lineales de difusién-reacciéon. Como ve-
remos, gracias a una simple transformacion este método se puede extender
para resolver un amplio abanico de ecuaciones. En nuestro caso particular
vamos a aplicarlo para obtener soluciones de ondas viajeras para un sistemas
ligado de ecuaciones no lineales de difusién-reaccién.

2.1. El método tanh

El método de la tangente hiperbdlica se desarrolla con la intencién de en-
contrar soluciones de onda viajera para ecuaciones de evolucion no lineales.
Trabajar con este método presenta una reduccion significativa de la com-
plejidad algebraica, lo cual es una de sus principales ventajas frente a los
métodos mas tradicionales.

Supongamos que buscamos una solucién de onda viajera u(x,t) para una
cierta ecuacién de evolucién. El primer paso es introducir la variable ondula-
toria u(z,t) = U((), con ¢ = ¢(x —vt), de modo que la EDP que estabamos
resolviendo se transforma en una EDO. En esta nueva variable, v y ¢ re-
presentan la velocidad y la longitud de la onda solucién respectivamente.
Aplicando la regla de la cadena podemos ver cémo sera la transformacién
de PDE a ODE:

9 _ i( . i - _ i

ot ot d¢ CVdC’ (2.1)
9 — QC . i — i

Oz Or d¢ CdC' (2:2)

17
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El siguiente paso, asumiendo que las soluciones de ondas viajeras se
pueden expresar en funcion de la tangente hiperbdlica, serd introducir la
nueva variable independiente y = tanh((). Este cambio dara lugar de nuevo
a variaciones en las derivadas de acuerdo a la regla de la cadena:

d _dy d__od
A (23)

 _dfd\_df. 5 d\_
d@‘dc(dc)‘dg“(“ y)dy>‘
d d
=g (0= ) -
2 d 2 d2
=(1—y)(—2y@+(1—y)@)- (2.4)

Con esta nueva variable la solucion propuesta resultara del tipo:

M
u(z,t) =U(Q) = S(y) =D buy", (2.5)
n=0
siendo y = tanh({) = tanh[c(x — vt)].

El pardametro M quedara determinado al sustituir la solucién propuesta
en la ecuacién y compensar los términos de mayor orden. En la mayoria de
los casos el resultado es M = 2.

Por tltimo solo faltaria determinar las condiciones de frontera del pro-
blema. Para simplificar a cero las constantes de integracién en caso de ne-
cesitarlo asumiremos:

mn

Ul) —0, fi(g —0 (n=1,2,...) para ( — *oo. (2.6)

Lo cual, en funcién de la nueva variable independiente, da lugar a:
S(y) — 0 para y— *£1, (2.7)

aunque sin pérdida de generalidad consideraremos el caso y — 1.

Teniendo en cuenta esta ultima consideracién sabemos que las posibles
soluciones deben hacerse 0 cuando y tome el valor +1, y tomando el caso
M = 2 sabemos que seran de segundo grado. Asi, nos encontraremos con
tres posibles modelos de soluciones propuestas:

(i) Si(y) =bo(1 —y)(1 +bry) = (1 —y)T(y), con by # *1,
(i) Sa(y) = bo(1 —y)?,
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(i) S3(y) = bo(1 —¢?).

S1(y) v S3(y) seran soluciones de tipo ondas de choque mientras que
Sa(y) serd una solucién de tipo onda solitaria.

2.2. Una transformacién simple para el método
tanh

Tal y como hemos comentado anteriormente, aplicando una simple transfor-
macién podemos modificar el método de la tangente hiperbdlica y obtener
soluciones analiticas para una amplia variedad de ecuaciones de onda no
lineales. Esta transformacién da lugar a un método en el cual el dlgebra
involucrada es si cabe mas simple que en el método tanh, y también puede
aplicarse, como serd nuestro caso, para buscar soluciones de onda viajera en
sistemas ligados no lineales de ecuaciones de difusién-reaccién.

Vamos a ver que esta simple transformacién se puede obtener de la ecua-
ci6én de Sine-Gordon, tal y como se explica en [6]. Partimos de ella y tenemos:

0*u  0%u ,
92 5E m? sin(u), (2.8)

con m constante.

De nuevo introducimos la variable de onda viajera ( = c(x — vt), de
modo que u(z,t) = U((), y por la regla de la cadena tendremos que:

du 9C dU  dU

o 3x.d7C_cd7C’
2 2
Ou 8<8u>: 8<dU>:CQdU (2.10)

022~ 0x\ox) oz \"dC ¢’
?;; _ gﬁ . ‘fg _ _CV‘(ZZ, (2.11)
2 2
(2.13)
transformando asi la EDP (2.8) en una ODE:
CQZQCZ — c2y2(f;g =m?sinU =
B sin(U), (2.14)

d¢? (1 —v?)
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con ¢y v constantes representando la longitud y la velocidad de onda res-
pectivamente.

Para simplificar la EDO (2.14) vamos a multiplicar a ambos lados de la

ecuacién por 4U:

ac -
FU Ay Y (2.15)
¢z d¢ (1 —v?) ¢’ ’
de donde integrando obtenemos:
d . 2 m2 9
2l - - = ) 2.1
(dQ(QU)> 21 =07 sin“(5U) +C (2.16)

Consideramos la constante de integracién C' = 0 para simplificar y re-

nombramos: )
1 m

U= S —— 2.17

777 62(1 _ 1/2) a bl ( )

2
de modo que la ecuacién (2.16), tomando por conveniencia a = 1, resulta:

2
dn\" _ a’sin?n = dn _ sin 7. (2.18)
dg¢ g

Esta forma simplificada de la ecuacion de Sine-Gordon sera la transfor-
maciéon que aplicaremos al método de la tangente hiperbdlica para hallar
soluciones de onda viajera.

Ahora podemos resolver la ecuacién que hemos obtenido de forma simple
con el método de separacién de variables:

d¢ sinn sinn
— In|tan(3)| = ¢+ C = tan(}) = Ket (2.20)

Pero ademas, es facil demostrar que gracias a esta solucion podemos
hallar relaciones simplificadas entre las expresiones trigonométricas con las
que trabajaremos.

sin g cos g
2sin 1 COS 1 cos i cos il 2tan 1
sinn = 2sin 2 cos 1 = 2 2_ — 2 "2 2
g 2 2 Sil’l2 n + cos2 1 sin2 I cos? 1 tan2 2 +1
2 2 2 2 2
cos? g cos? g

(2.21)
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cos? g sin? g
o0 .24 cos? 7 - sin? I cos2d  cos2d  1-— tan? 2
COS 1) = COS 5—8111 52 o7 277: o7 7]: 27
sin” 5 + cos 3 sin® 5 cos? 5 tan 5 +1
cos2 4 cos? 4
2 2

(2.22)
Sustituyendo (2.20) en ambas expresiones y fijando la constante de inte-
gracion en K = 1 obtenemos que:

¢
Sinfn(Q)] = T = ——r = sech(() (2.23)
1—e* e ¢ —¢
cos[n(C)] — — tanh(¢) (2.21)

TeX 11 fCtel
Estas férmulas seran las que apliquemos en la préactica a la hora de re-

solver ecuaciones de onda no lineales y su simplicidad serd la causa de que
la complejidad algebraica de este nuevo método sea minima.

Con esto, las nuevas soluciones de onda viajera que propondremos seran
del tipo:

U(¢) = tanh/~'(¢) - [Bjsech(¢) + A; tanh(¢)] + Ao, (2.25)
Jj=1

con ¢ = ¢(x — vt) y habiendo incluido, por simplicidad, los signos negativos
correspondientes a los términos de tanh(¢) en los propios coeficientes inde-
terminados A;, B;, i1 =1, ...,n.

O lo que es lo mismo, simplificando con (2.23) y (2.24):

U(n) = Z cosjfl(n) . [Bj sin(n) + A; cos(n)] + Ap. (2.26)
j=1

2.3. Solucidon analitica del sistema de difusidon-reaccion

El primer lugar recordemos el sistema formado por (1.45) y (1.46), el cual
queremos resolver:

ou 0%u

—atl =D 83321 + Mw —ur) — yuruz
ou 0%u

87152 = Dy 8722 Yu1U2
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El primer paso serd introducir la variable de onda viajera ( = ¢(z — vt),
con lo que tenemos:

Ul(xat) = U(C)v UZ(:Eat) = W(C)

En consecuencia las derivadas parciales de nuestro sistema, por la regla
de la cadena, seran:

o o 4 d
o — ot ac — " Ya¢ 220
o o d  d
or oz d¢ ~ “d¢ (2.28)
2 0/(0 o[ d , d?
dx? c‘)a;(c‘):c) B &az(cd(> - Cac (2:29)

De acuerdo a estos desarrollos obtendremos de (1.45) y (1.46) un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dU o d?U
aw o, d*W
cy—d< + Dac e —yUW = 0. (2.31)

Ahora, proponemos los siguientes desarrollos en serie como solucién al sis-

tema:
U(n) = Z cos' () [B;sin(n) + A; cos(n)] + Ao, (2.32)
=1
W(n) = Z cos’ " (n) [B; sin(n) + A} cos(n)] + A, (2.33)
j=1

donde, gracias a las demostraciones de la seccién anterior ((2.23), (2.24) y

(2.18)), sabemos que sin(n(¢)) = sech(¢), cos(n(¢)) = —tanh({) y %2 =
sin 7.

Dado que trabajamos con U, W polinomios trigonométricos, podemos
considerar sus grados y obtener:

dU d?U
dw d*W

y dado que D(U) =n, D(W)=m y D(UW) = n+ m, de (2.30) tenemos
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%) = D(UW) y andlogamente de (2.31) tenemos

que D(ddQT‘g/) = D(UW). Obtenemos asi lo siguiente:

que necesariamente D(

n+2=n+m = m=2,
m+2=n+m = n=2.

Con lo cual llegamos a las siguientes soluciones propuestas:

U(n) = Ag + By sinn 4+ Ay cosn + By sinncosn + Ag cos? 1, (2.36)
W(n) = Ay + B} sinn + A} cosn + Bysinncosn + Aycos®n.  (2.37)

Ahora podemos calcular sus derivadas de forma sencilla:

dU dU dn
— =—— = (Bycosnp— Aysinn+ By cos(2n) —As sin(2 -sinn =
ac " dn dC (1 n 1817 2 (2n) 2 (77)) n
=2cos2n—1 =2sinncosn
=By sinncosn — Ay sin®n +2B;cos®nsing — Bysing
——
=1—cos2n

— 24, sin’n cosn =
——

=1—cos2 7

=B sinncosn — Ay + Aj cos? + 2By cos® nsinn — By sinn
— 245 cosn + 24 cos® 1.

De manera completamente andloga:

aw dW d
e d—g = Bjsinncosn — A} + A} cos® n + 2B} cos® nsinn
— Bjysinn — 2A% cosn + 244 cos® .
Y también:

d*U _ d (dU\ dn _
'

d¢? ~ dp\ d¢
:d—(Bl sinncosn — Ay + Ay cos®n + 2By cos? 1ysinn — By siny
n

— 245 cosn + 245 cos® n) - sinn =
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=(By cos(2n) —A; sin(2n) +2Bs(cos®n — 2 sin®n cosn) — By cosn
~—— ~—— ——

2cos2n—1 2sinncosn 1—cos? n
+ 2A5sinn — 6A5 cos? 77sin 17) -sinn =

=2B sinncos’n — By sinn — 24; sin®n cosn + 2By sinn cos® n
——

1—cos2n

— 4By sinncosn + 4By sinn cos® ) — Bysinncosn + 24, sin 7
——
1—cos?n

— 6Aycos?n sin’n =

~——
1—cos? n
=24, — By sinn — 24, cosn — 5By sinncosn — 843 cos®n

2B sinncos®n + 2A4; cos® 1) 4+ 6By sinn cos® n + 645 cos? 1.

Andalogamente:

*W d (dW dp : ,
rein dn(d{) -d—c:2A’2—Bismn—2A’100sn—5B§smncosn

— 84 cos? 4 2B sinncos® n + 24 cos®
+ 6B sinn cos® n + 6A% cost 7.

De esta forma para calcular los coeficientes Ao, Af), A;, B;, A}, B} (i =
1,2) vamos a sustituir estas expresiones en las ecuaciones de nuestro sistema.
Empezaremos por la primera ecuacién (2.30):

cv (B1 sinncosn — Ay 4+ Aj cos®>n + 2By cos® nysinn — By sinng — 24, cosn
+ 245 cos® 77)
+ D2 (2A2 — Bysinng — 2A4; cosn — 5By sinncosn — 845 cos?n
+ 2By sinncos® i + 24, cos® 17 4+ 6By sinn cos® i + 6.4, cos? 77)
+ AMw — (Ao + By sinn 4 A cosn + Bosinn cosn + Ag cos? 17))
— 'y(Ao + Bysinn 4+ Aj cosn + Bosinncosn + Ag cos? 77) : ( 0+ Bisinn

+ A’ cosn + Bhsinncosn + Aycos’n) = 0
1 2 2
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Agrupando y ordenando términos obtenemos:

cv( — Ay — Basinng — 2Ay cosn + By sinncosn + Ay cos®

+ 2By cos? nsinn + 24, cos® 77)

+ D;c? (2A2 — Bysinn — 2A; cosn — 5Bgsinncosn — 8As cos? n
+ 2By sinn cos® n + 245 cos® 1) 4+ 6By sinn cos® i + 645 cos® 17)

+ Mw — Ag — Bysinn — Ay cosn — Bysinncosn — Ay cos® n)

—v([Ao Ay + B1Bi] + [Ao B + B1Ag]sinn + [Ag A} + B1B; + A1 4]
+ ByBi]cosn + [AgBYy + B1 A + A1 B} + Bo A{)] sinncosn + [AgAS
— Bi1 By + A1 A} 4 BBl + Ay Aj) cos® n + [B1 Ay + A1 By + By A]
+ Ao Bj]sinncos® n + [—B1 B + A1 Al — ByB) 4+ Ay Al cos®n

+ [Ba Al + Ay Bh)sinncos® ) + [~ BBy Ay Ab| cos’ ) = 0

Llegados a este punto y gracias a cémo hemos desarrollado las identi-
dades trigonométricas, podemos asegurar que para que esta expresion valga
cero los coeficientes de cada término deben ser nulos.

constante : — A, + 2D As + Mw — Ag) —v(AgAy + B1B}) =0
(2.38)
sinm : — 2cvBy — D1¢*By — AB; — v(ApB] + B1Aj) =0
(2.39)
cosT : — 2cvAy — 2D102A1 — A — ’y(AoAll + BlBé
+ A1A) + B2BY) =0 (2.40)
sinncosn : cvB) — 5D *By — ABy — v(AgB) + B A}
+ A1 B} + B2 Aj) =0 (2.41)
cos> 1 Ay —8D1c? Ay — Ay — v(ApAL, — B1 B} + A1 A}
sinn cos® 7 : 2cvBy 4 2D1¢* By — v(B1 Ay + A1 By + Bo A}
+ AsB]) =0 (2.43)
cos 7 : 2cvAg 4+ 2D12 Ay — v(—=B1By + A1 AL, — By By
+ A247) =0 (2.44)
sinn cos® 1 : 6D1c?By — y(Ba Al + A3 BL) = 0 (2.45)

cos’ 7 : 6D1c? Ay — y(—ByBh Ay AL) = 0 (2.46)
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Y andlogamente sustituyendo las expresiones correspondientes en la ecua-
cién (2.31) obtendremos lo siguiente:

constante :
sinm :
cosn :
sinncosn :
cos?n

. 2 .
sinncos”n :
cos®n

sin7 cos® 1 :

cos’ ) :

— cv Ay + 2D P Ay — y(AgAy + B1By) =0 (2.47)
—2cvBl — D1¢* B} — y(AoB} + B1A}) =0 (2.48)
—2cv Ay — 2Dy A — y(Ag A} + BB + AL A

+ B3B}) =0 (2.49)
cvB} —5D1c2Bh — y(AoBb + B1 A} + A B}

+ BoAp) =0 (2.50)
cvAy — 8D Ay — y(AgAy — By By + A1 A} + ByB)

+ A2A5) =0 (2.51)
2cvBY + 2D * B} — y(B1 Ay + A Bl + By A}

+ A3B1) =0 (2.52)
2cv AL 4 2D P A} — v(—B1 By + A1 AL, — Bo B,

+ AyA}) =0 (2.53)
6D1c¢* By — y(By AL + AaB) = 0 (2.54)
6D1c? Ay — y(—ByBh Ay AL) = 0 (2.55)

Ahora para calcular el valor de nuestros coeficientes debemos resolver el
sistema formado por las ecuaciones (2.38) a (2.46) y (2.47) a (2.55).

(2.48) — (2.57) =

(2.47) — (2.56) =

(2.46) — (2.55) =

6D102A2 - ’y(—BQBéAQA/Q) - 6D102A/2
+ v(Ba Ay + A2 Bh) = 0
6D162(A2 — A/Q) =0 = A2 = A/2
N——
#0
6D1c*By — v(By Ay + Ay Bb) — 6D B,
+ 7(BaAy 4+ A3B;) =0
6D1c*(By — BY) =0 = By = B)
N——
#0
26VA2 + 2D102A1 — ’y(—BlBé =+ AlA/2 — BQB{ + AQAll)
—2cv Al — 2D A} + v(—B1 B + A1 A, — ByB)
2cv(Ay — AY) +2D1* (A — A)) =0 = A = A]
#0
=0
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(2.45) — (2.54) = 2cvBy +2D1c*By — y(B1 Ay + A1 By + By A} + Ay BY)
— 2cvBl — 2D12 By + y(B1 Ay + A1 By + By A}
2cv(By — BY) +2D1¢*(By — B)) =0 = By, = Bj
=0 #0
(2.44) — (253) = A — 8D102A2 — Ay — ’Y(A()AIQ — BlBi + AlAll
+ By Bh + AgA) — cv Ay + 8D c? A + y(Ag A
— B1B] + A1 A} + BaBy + A Ap) =0
cv(Ay — A)) +8D1c*(Ay — Ag) — A Ay =0 =
——— —— ~~
=0 =0 #0
= Ay =0= 4,
(2.43) — (2.52) = By — 5D1¢*By — ABy — v(AoBy + B1 A} + A1 B,
+ By A}) — cvB} 4 5D1c* By 4 v(AoBh + B A}
cv(By — B)) +5D1¢*(By — By) — A By =0 =
~——— —— ~—~
=0 =0 760
= By=0=DB),
(242) - (251) = —2cwAy — 2D162A1 — A1 — ’}/(A[)All + BlBé + A1A6
+ BoB)) + 2cv Ay + 2D Ay + y(Ag A} + B1B)
+ A1A6 + BgBi) =0
2cv(Ay — Ag) +2D1*(A] — A1) — N A =0 =
=0 =0 70
= A1 =0= All
(2.41) — (2.50) = —2cvBy — D1¢2By — AB; — y(Ao B} + B1 A})
2cvBYy + D12 By + y(AoB} + B1A)) =0
2cv(By — By) + D1¢*(By —B1)— A By=0 =
— —— ~~
=0 =0 #0
= B =0= Bi
(240) — (249) = —cA+ 2D162A2 + )\(w — Ao) — ’}/(AoAi) + BlBi)
+ CI/All — 2D102A/2 + ’Y(AOA6 + BlBi) =0
cv(A] — A1) +2D1c*(Ay — AY) — N (w—A4p) =0 =
—_—— —— ~~
=0 =0 #0
= Ag=w
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(240) = —cv Ay +2D1c% Ay +A(w — Ag) — v(AAj
~~ ~~ ——
+ B1B}) =0
N——"
=0
—y w Af=0 = yA4;=0
#0

Esta ultima ecuacién nos abre dos posibilidades:

(i) Aj = 0. Con esto las soluciones propuestas quedarfan como:

Un) =w, (2.56)

W(n) =0, 2.57
de donde concluimos:

ui(t) = w, (2.58)

uz(t) =0 (2.5

(i) Aj #0 = ~ = 0. En este caso la tasa de reaccién v es nula y las
soluciones propuestas resultarian:

Un) =w, (2.60)

W(n) = Ag, 2.61
de donde concluimos:

ui(t) = w, (2.62)

us(t) = Aj. (2.63)

Tal y como podemos ver, las tinicas posibles soluciones que hemos ob-
tenido a través de la transformacién del método tanh han resultado ser las
triviales.

En el caso (i) obtenemos la solucién en la cual la concentracién de oxigeno
disuelto se mantiene constante en el nivel de saturacién del rio, mientras que
la demanda bioquimica de oxigeno es nula. Asi, esta solucién representa un
rio limpio en el que no se introducen sustancias contaminantes.

En el caso (ii) la concentracién de oxigeno disuelto también se mantiene
en su nivel de saturacion, pero la demanda bioquimica de oxigeno resulta
constante en un cierto valor fijado A6. Ya que en este caso tenemos que
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necesariamente v = 0 sabemos que, por algin motivo externo al modelo, las
sustancias que se han introducido al rio no van a tener capacidad de reac-
cién. Es por esto por lo que el nivel de oxigeno no disminuye para oxidarlas,
y también implica que dichas sustancias no se degradardn y por tanto su
DBO también se mantendra constante a lo largo del tiempo.

Para estudiar por qué este método no ha funcionado al utilizarlo en nues-
tro sistema recurriremos a la referencia [5] y compararemos el sistema con
el que trabajan A.H. Karter et al. con el de nuestro estudio. Los calculos
detallados del sistema estudiado de A.H. Karter et al. estdn disponibles en
el Apéndice B.

A simple vista podemos destacar que las diferencias se encuentran en los
términos reactivos. En primer lugar el sistema (1.45) y (1.46) cuenta con un
término lineal en la primera ecuacién ademaéas del término correspondiente
a las cinéticas, que sera lineal o cuasilineal segiin tomemos cinéticas de pri-
mer o segundo orden respectivamente. Ademds, dichos términos tienen igual
signo. Por otra parte, el sistema que utilizan en la referencia [5] cuenta con
un término lineal y otro no lineal en cada ecuacién, ademas de que dichos
términos tienen signos opuestos en cada una de ellas.

Estos cambios provocan diferencias cuando desarrollamos las ecuaciones
del sistema con las soluciones propuestas y separamos los coeficientes de
cada término trigonométrico. En el caso del estudio de A.H. Karter et al.
las ecuaciones que obtienen para cada término y correspondientes a las dos
ecuaciones del sistema tienen en la parte reactiva los mismos términos pe-
ro de signos opuestos. Esto provoca que la forma maés ficil de resolver sea
sumando dichas ecuaciones para deshacerse de ellos, pero con eso mantiene
los términos correspondientes a la difusién y la reaccién (la parte que viene
de las derivadas).

En nuestro caso, como dichos términos reactivos tienen signos iguales,
recurrimos a restar las ecuaciones obtenidas para cada coeficiente trigo-
nomeétrico simplificando con ello también los términos de difusién y de reac-
cién, que también tienen signos iguales. Esto ha resultado en las soluciones
triviales que ya hemos visto para cada coeficiente a excepcion de Ay, el cual
ha resultado no nulo gracias al término independiente de la primera ecuacién
(1.45) correspondiente al término de aireacién del rio.

Con todo esto, aunque el método desarrollado en [5] estaba planteado
para encontrar soluciones de ondas viajeras para sistemas ligados de ecua-
ciones no lineales de difusién-reacciéon, hemos podido comprobar que no ha
sido eficaz para nuestro sistema en particular.
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Por este motivo, no hemos podido encontrar ninguna solucién analitica
con valor matematico significativo para nuestro modelo de contaminacién
de los rios.

Dado que en el Capitulo 1, concretamente en el estudio del modelo de
Streeter-Phelps, vimos que las aproximaciones numéricas se comportaban
muy bien en relacion a las soluciones exactas, nos planteamos si de este
modo también podriamos obtener buenos resultados para el sistema que
estudiamos. Es por esto que procedemos en el siguiente capitulo al estudio
numérico de nuestro modelo.



Capitulo 3

Simulaciones numeéricas

En este capitulo vamos a proceder con un estudio numérico del modelo de
difusién-reaccién (1.45) y (1.46) tal y como plantean en [3] y [7]. Para la
simulacién numérica de nuestros resultados vamos a utilizar Wolfram Mat-
hematica. Todos los cdédigos empleados estan a disposicion del lector en el
Apéndice C.

Dado que no estamos considerando términos advectivos en nuestro sis-
tema, las variaciones a lo largo del rio no van a ser significativas. Adem4s,
suponemos el rio con suficiente turbulencia como para que tampoco sean
significativos los cambios hacia el fondo del mismo, es decir, suponemos que
el agua se mezcla tanto como para considerar el estado del rio uniforme en
profundidad. Asi, trabajaremos con secciones transversales y la variable es-
pacial x hara referencia a la anchura del rio, de modo que las condiciones
de frontera que fijemos corresponderan a las condiciones en las orillas del rio.

Con intencién de facilitar la interpretacién de las simulaciones numéri-
cas, vamos a estudiar por separado los casos de difusién nula y no nula.

3.1. Simulacion numérica para difusiéon nula

Empezaremos el estudio numérico considerando el caso mas simple en que la
difusién dentro del rio es nula, esto es D1 = Do = 0. Con esta consideracién,
el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (1.45) y (1.46) se convierte
en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dU1

- = Mw —u1) — yujug (3.1)
du
d—; = —yuU (3.2)

31
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En este caso solo estamos considerando el proceso de auto-purificacion
del rio, véase los términos de aireacion a través de la superficie y desoxigena-
cioén por la oxidacién de la materia orgdnica, sin tener en cuenta la difusion
de las sustancias en el espacio.

Ademas, este sistema guarda similitud con el modelo inicial de Streeter-
Phelps (1.8) y (1.9), con la unica diferencia de que nosotros estamos traba-
jando con la cinética de segundo orden, por lo que las simulaciones no serédn
exactamente iguales.

Para resolver numéricamente el sistema formado por (3.1) y (3.2) utili-
zamos un método Runge-Kutta de orden 4, aplicando la opcién Method —
{? EzxplicitRungeKutta”, ” DifferenceOrder” — 4 } en el comando NDSolve
de Mathematica. (Ver Apéndice C para més detalles).

Fijaremos los pardmetros necesarios como A =3, w = 1, v = 1. Ademas
limitaremos el campo de estudio a 0 < t < 10, ya que es suficiente para
observar este proceso.

Consideraremos varias condiciones iniciales para la concentracion de
oxigeno disuelto, al igual que hicimos en la seccién (1.1.3) con el modelo
de Streeter-Phelps, con intencién de ver cémo evolucionan el OD y la DBO:

= Inicialmente rio no contaminado, concentracion de oxigeno disuelto en
el nivel de saturacién u1(0) = w = 1.

— ui(t)
uo(t

Figura 3.1: Concentracion de oxigeno disuelto u; y demanda bioquimica de
oxigeno uy para la condicién inicial u;(0) = 1.

En este caso, consideramos la situacién en la que partimos de un rio
completamente limpio, lo cual indica que la concentracién de oxigeno
disuelto serd maxima e igual al nivel de saturacién del rio, e introduci-
remos ciertas sustancias contaminantes con una demanda bioquimica
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de oxigeno 6 veces mayor que dicho nivel.

Al introducir sustancias contaminantes en el rio limpio, la concentra-
cién de oxigeno disuelto desciende mientras oxida esas sustancias. A
su vez, segun dichas sustancias se desintegran, la demanda bioquimica
de oxigeno debido a ellas disminuye. Llega un momento en el cual la
demanda de oxigeno debida al proceso de oxidacién se compensa ni-
camente con el oxigeno que entra en el rio por aireaciéon a través de
las superficie, lo cual implica que la concentracién de oxigeno disuelto
para de descender. A partir de ahi, ya que la demanda bioquimica de
oxigeno sigue siendo descendiente, el proceso de aireacion hace que la
concentracién de oxigeno disuelto en el rio vuelva a aumentar tendien-
do siempre a alcanzar su nivel de saturacion.

= Inicialmente rio parcialmente contaminado, concentracién de oxigeno
disuelto a mitad del nivel de saturaciéon u1(0) = % = 0,5.

6

— u(t)
uo(t

Figura 3.2: Concentracién de oxigeno disuelto u; y demanda bioquimica de
oxigeno ug para la condicién inicial u;(0) = 0, 5.

En esta situacién podemos observar que la evolucion de la concentra-
cion de oxigeno disuelto y la demanda bioquimica de oxigeno siguen
un patrén andlogo al del caso anterior. La tunica leve diferencia que
podemos observar es que la concentracién de oxigeno disuelto parece
tardar un poco mas de tiempo en recuperarse a su nivel de saturacion,
lo cual tiene sentido teniendo en cuenta que partimos de una concen-
tracion inicial de oxigeno disuelto menor.

= Inicialmente rio totalmente contaminado, concentracion de oxigeno di-
suelto nula u(0) = 0.

En este caso vemos que en un primer momento, el oxigeno provenien-
te de la aireacién parece emplearse tanto para degradar la materia
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— ui(t)
Uz(t

2 4 6 8 10

Figura 3.3: Concentraciéon de oxigeno disuelto w1 y demanda bioquimica de
oxigeno uy para la condicién inicial u;(0) = 0.

organica, lo cual hace que la demanda bioquimica de oxigeno des-
cienda, como para almacenar una pequena concentraciéon de oxigeno
disuelto en reserva. Cuando el rio ya ha llegado a una cierta concentra-
cion de oxigeno disuelto, observamos que la velocidad a la que aumenta
esta concentracién desciende drasticamente, lo cual podemos suponer
que es debido a que la mayor cantidad de oxigeno que entra a través
de la superficie se invierte en satisfacer la demanda bioquimica de
oxigeno de la materia organica. Aun asi, la concentracion de oxigeno
sigue subiendo poco a poco debido a que la degradacién de las sustan-
cias contaminantes provoca un descenso en la demanda bioquimica de
oxigeno. Como siempre, la concentracién de oxigeno aumentard has-
ta llegar al nivel de saturacién y la demanda bioquimica de oxigeno
descenderd hasta llegar a cero.

Observando el sistema (3.1), (3.2) podemos encontrar similitud con el
modelo de Streeter-Phelps estudiado en el Capitulo 1. En particular, la con-
centracién de oxigeno disuelto uq(t) en el modelo de Streeter-Phelps era
representada por C(t) = Cs — D(t) (con Cj el nivel de saturacién del rio
y D(t) representando el déficit de oxigeno), y la demanda bioquimica de
oxigeno usy(t) es equivalente a L(t) en ese modelo.

Podemos apreciar que estos resultados para los dos primeros casos son
muy similares a los obtenidos en las simulaciones numéricas del modelo de
Streeter-Phelps. En cambio, cuando partimos de un rio completamente con-
taminado el modelo de difusién-reaccién muestra un resultado mas acorde
a la realidad que el de Streeter-Phelps, ya que en este obteniamos una si-
tuacién fisicamente imposible en la que la concentracién de oxigeno disuelto
tomaba valores negativos.
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3.2. Simulacion numérica para difusiéon no nula

Ahora vamos a considerar el caso en que la difusién es no nula, es decir,
D1 # 0y D2 # 0y trabajamos con el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales (1.45) y (1.46):

8u1 62u1

5 - Dy D2 + Mw — u1) — yuyug,
ouy _ p Oua_

ot~ 2 ep2 T

Para resolverlo numéricamente vamos a proceder con el conocido como
método de lineas (MOL). Este método se basa en la discretizaciéon de to-
das las variables que intervienen en el sistema excepto una, de modo que se
obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias al que se pueda
aplicar algin otro método de resolucion numérica. Normalmente las varia-
bles espaciales se discretizan mientras que la variable que se mantiene como
continua es la temporal.

En nuestro caso particular, vamos a considerar la variable espacial con-
tenida en el intervalo unitario 0 < z < 1 y vamos a discretizarlo en un
total de N = 20 subintervalos, de modo que el tamaiio del paso resul-
ta Azr = 2—10. Asi, el i-ésimo subintervalo lo podemos escribir de la forma
[0,05(i — 1),0,057], Vi € {0,1,...,n}.

Ahora, con la variable espacial discretizada, debemos aproximar las de-
rivadas segundas que aparecen en los términos de difusién. Para ello, utili-
zaremos diferencias centrales de segundo orden:

Uy i1 — 2U1; + U1

usz’i = A.CUQ s (3.3)
Uy i = ugi+1 — 2ug; + uz,z‘—17 (3.4)
; A2
con i = 1,...,n — 1. De ahora en adelante vamos a denotar agi’i =U1; y
&éff = Ug;, siendo u1; = u1;(t), uz; = ug;(t) dependientes inicamente

del tiempo. Asi, el sistema formado por las ecuaciones en derivadas par-
ciales (1.45) y (1.46) se convierte en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de la siguiente manera:

. D
Uy; = (A:El2) (u17i+1 — 2U17i + Ul,i—l) (35)

+ Mw — u1i) — yuruzs,
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. D
Ui = (A;) (u2,i+1 — 2u2,; + ugi—1) (3.6)

— YU1,U24,

Ademsds, podemos escribir este sistema en su forma matricial:

. D
Ui = (A;)AUI + )\(wII - ul) (3.7)
D
—(ur *ug) + <A;2>b17
. D
Uo; = (A;>Au2 — y(uy * uz) (3.8)

Do
+ <AI2>627

donde uy, = [ug 1, ..., ukn—1] para k =1,2,

—2 1 0 0
1 -2 0 0
A= : e R(=Dx(n=1), (3.9)
0 0 -2 1
0 0 1 -2
U1,0 Uu2,0 1
0 0 1
b = ch=1| |, = e R(P—Dx1, (3.10)
0 0 1
Ul n U2,n 1

v uq * ug representa la multiplicacion elemento a elemento de uq y us.

Para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales que hemos obtenido, utilizaremos el comando NDSolve de Mathemati-
ca sobre las ecuaciones discretizadas. Para mas detalles del cédigo empleado
para implementar el método de lineas (MOL) para la resolucién numérica
de este sistema, ver el Apéndice C.

Ademas, como ya hemos comentado, vamos a considerar 0 < z < 1y
también 0 < t < 10. Supondremos los pardmetros A = 3, w =1y v = 1.
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Fijaremos las condiciones de frontera en u;(0,¢) = u1(1,¢) = 1 para la con-
centracién de oxigeno disuelto y ug(0,t) = ug(1,t) = 0 para la demanda
bioquimica de oxigeno. Esto implica que en las orillas del rio la concentra-
cién de oxigeno es maxima y no hay DBO, ya que consideramos que alli el
agua estard completamente limpia. Ademas, las condiciones iniciales seran
ui(z,0) = 1, ug(x,0) = 6, esto significa que la demanda bioquimica de
oxigeno serd inicialmente 6 veces mayor que la concentracién de oxigeno di-
suelto.

Procedemos a hacer simulaciones numéricas variando los coeficientes de
difusiéon Dy y Dy pero manteniendo su ratio, para observar cémo evolucionan
la concentracién de oxigeno disuelto y la demanda bioquimica de oxigeno en
funcién de ellos.

= Fijamos los coeficientes de difusién en D; = 0,001, Dy = 0,0001 y
obtenemos:

Oxigeno disuelto
0.0

S Space - x

05

Figura 3.4: Concentracién de oxigeno disuelto con Dy = 0,001, Do = 0,0001.
Demanda bioquimica de oxigeno

Demanda bioquimica de oxigeno
0.0 Space - x
i 0.5

Time - t

0

Figura 3.5: Demanda bioquimica de oxigeno con D = 0,001, Do = 0,0001.

En estas figuras podemos observar como inicialmente la concentracién
de oxigeno disuelto parte del valor de 1 y al introducir puntualmente
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ciertas sustancias contaminantes con una demanda bioquimica 6 ve-
ces mayor que dicha concentracion, esta desciende hasta cerca de 0, 4.
Cuando dichas sustancias se han desintegrado lo suficiente como para
compensar su demanda de oxigeno con el obtenido por reaireacion, la
concentracién de oxigeno disuelto se recupera tendiendo de nuevo a
alcanzar su valor méaximo de 1.

Por otra parte, es interesante ver como la consideracion de que en las
orillas el agua estd limpia (esto es, concentracién de oxigeno méxima
y demanda bioquimica de oxigeno nula) impuesta por las condiciones
de frontera ayuda en gran medida a la purificacion del rio, gracias a
la difusién del agua limpia hacia el resto del caudal.

» Aumentando los coeficientes de difusién a D; = 0,1, Dy = 0,01, ob-
tenemos:

Oxigeno disuelto

: A,,,,,,,,,m,,,,,k,,,,,;f
Time - t b

Figura 3.6: Concentraciéon de oxigeno disuelto con Dy = 0,1, Dy = 0,01.

Demanda bioquimica de oxigeno

Demanda bioquimica de oxigeno
0.0 Space - x

Time - t 10 -
0 Time - t

Figura 3.7: Demanda bioquimica de oxigeno con D1 = 0,1, Dy = 0,01.

En este caso, al aumentar los coeficientes de difusién, podemos obser-
var que la forma de las gréficas obtenidas es similar, lo cual implica
que el proceso de purificacién del rio seguird el mismo patrén. La prin-
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cipal diferencia sera la velocidad y el impacto de este proceso.

Podemos observar que de nuevo la concentracién inicial de oxigeno
disuelto es 1 pero, introduciendo sustancias contaminantes con la mis-
ma demanda bioquimica de oxigeno que en el caso anterior, véase 6,
se alcanza el pico de minima concentracién de oxigeno disuelto en un
valor cercano a 0,6, mds alto que en el caso anterior. Ademas, no solo
el descenso en la concentracion de oxigeno se reduce, sino que también
es evidente como el proceso de re-oxigenacién es méas rapido y el rio
alcanza su nivel de saturacién antes.

= Aumentando mads aun los coeficientes de difusién a D; = 10, Dy =1
tenemos:

Oxigeno disuelto
Oxigeno disuelto
0.0

Space - x
05

: . \| s
5 — N °

Time - t 10 Y Time = ¢

Figura 3.8: Concentracion de oxigeno disuelto con Dy = 10, Dy = 1.

Demanda bioquimica de oxigeno . .
0 Demanda bioquimica de oxigeno
Space - x : 0.0 Space - x
05 _ 2 T s

|

Time -t 10 0

Time - t

Figura 3.9: Demanda bioquimica de oxigeno con D; = 10, Dy = 1.

Con estas figuras podemos corroborar los resultados que concluimos
en el caso anterior. De nuevo el patrén de purificacién parece similar,
pero en este caso podemos ver que, a pesar de seguir introduciendo sus-
tancias contaminantes con la misma demanda bioquimica de oxigeno
que en casos anteriores, la concentracién de oxigeno disuelto solamente



40 3.2. Simulacién numérica para difusién no nula

desciende desde 1 hasta 0,98 aproximadamente. También es evidente
la gran velocidad a la que desciende la demanda bioquimica de oxigeno
con respecto a los ejemplos anteriores.

Con estos ejemplos podemos concluir que los coeficientes de difusién
juegan un papel clave en la purificacién del agua de los rios. Hemos observado
como a medida que estos coeficientes aumentan, no solo aumenta la velocidad
a la cual la materia organica se oxida sino que también se reduce el impacto
que produce la introduccién de las sustancias contaminantes en el rio. Esto
significa que la concentracién de oxigeno disuelto del rio, ante la introduccién
de las mismas sustancias contaminantes, se reducird en menor medida y se
recuperara mas rapido cuanto mayores sean los coeficientes de difusiéon del
sistema.



Apéndice A

Cdédigo de Mathematica
utilizado en el Capitulo 1

A.1. Solucién analitica del modelo de Streeter-Phelps

Para comprobar que las soluciones analiticas que hemos obtenido en la Sec-
cién 1.1.2 son correctas, utilizamos el comando DSolve, introduciendo las
ecuaciones diferenciales correspondientes, la funcién en la que queremos re-
solver la ecuacién y la variable independiente.

Dado que la ecuacién diferencial referente a L(t) no depende de la otra
funcién D(t), podemos resolverla analiticamente de forma independiente.
Teniendo la solucién para L(t), podemos sustituir su valor en la ecuacién
diferencial referente a D(t) y resolverla de nuevo con el comando DSolve.

A continuacién se muestra el cédigo utilizado:
Clear["Global™ %"]

eql= {L'[t] == -K1+L[t], L[O] == LO};
soll = DSolve[eql, L[t], t]

eq2 = {B'[t] == KL+ L@« Exp[-K1+t] -K2+B[t], B[@] == BO};

sol2 = DSolve[eq2, B[t], t]

A.2. Simulaciones numéricas

En las gréaficas del Capitulo 2 representamos las soluciones para L(t) y
C(t) frente al tiempo. En particular debemos destacar que representamos

41
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C(t) = Cs — D(t) a pesar de que la segunda EDO que consideramos y resol-
vemos es para la funcién D(t). Esto, tal y como explicamos en el texto del
Capitulo 2, se debe a fines interpretativos.

= Figuras 1.1, 1.2 y 1.3.

En las figuras que se presentan en la Seccién 1.1.2 podemos observar
tanto las soluciones exactas para L(t) y C'(t) como las aproximaciones
numéricas para ellas.

Para representar las soluciones exactas necesitamos evaluar las funcio-
nes con la solucién obtenida, en este caso con el comando FEwvaluate.
Después de eso basta con utilizar el comando Plot marcando el inter-
valo temporal en el cual queremos representar.

K1 =0.3;

K2 = 0.06;

L0 = 4.5;

BO = 0;

Cs =9;

plotll = Plot[Evaluate[{L[t]} /. sol1], {t, @, 55}, PlotRange » All,
PlotStyle - {Thick, RGBColor[@.880722, 0.611041, 0.142051] },
PlotLegends - {"Solucidén exacta L (t)"}, AxesLabel - Automatic];

plotl2 = Plot[Evaluate[Cs - {B[t]} /. sol2], {t, @, 55}, PlotRange » All,
PlotStyle » {Thick}, PlotLegends » {"Solucién exacta C(t)=Cs-D(t)"}]1;

plot3 = Plot[S[t] = Cs, {t, @, 55}, PlotStyle » {Dashed, Gray}, PlotLegends » {"Cs"}];

Por otra parte, para llevar a cabo las simulaciones numeéricas lo prime-
ro es fijar los pardmetros necesarios. Para conseguir la aproximacion
numérica de la solucién para el modelo de Streeter-Phelps utilizamos
el comando NDSolve introduciendo ambas ecuaciones a la vez.

egs =
{L'[t] = -K1«L[t], B'[t] ==K1+LOExp[-K1+t] -K2B[t], L[@] == L@, B[@] = BO};

sols = NDSolve[eqs, {L[t], B[t]}, {t, @, 55}1];

plot21 = Plot [Evaluate[{L[t]} /. sols], {t, @, 55},
PlotRange » All, PlotStyle -» {Thick, LightRed, Dotted},
PlotLegends -» {"Simulacién numérica L(t)"}, AxesLabel - Automatic];
plot22 = Plot [Evaluate[Cs - {B[t]} /. sols], {t, @, 55}, PlotRange » All, PlotStyle »
{Thick, Blue, Dotted}, PlotLegends -» {"Simulacién numérica C(t)=Cs-D(t)"}];

Show[plotll, plotl2, plot3, plot21l, plot22]
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Para recrear las figuras de cada caso, modificamos el pardmetro deno-
tado como BO que hace referencia a la condicién inicial D(0) ddndole
los valores 0, 4,5 y 9 (esto implica C(0) tomando los valores 9, 4,5 y
0 respectivamente) y mantenemos el resto del cédigo igual.

= Figuras 1.4y 1.5.

En estas figuras representamos las soluciones exactas para L(t) y C(t)
considerando distintos valores iniciales L(0).

Para representar cada una de estas funciones procedemos igual que en
la seccién anterior:

Cs =9;
BO = 6;

plot3 = Plot[S[t] = Cs, {t, @, 55}, PlotStyle » {Dashed, Gray}, PlotLegends -» {"Cs"}];

Lo =1;

plotll = Plot [Evaluate[{L[t]} /. soll], {t, @, 55}, PlotRange » All, PlotStyle »
{Thick, RGBColor[0.880722, 0.611041, 0.142051] }, PlotLegends » {"L(t)"}];

plot2l = Plot [Evaluate[Cs - {B[t]} /. sol2], {t, @, 55}, PlotRange » All,

PlotStyle - {Thick}, PlotLegends -» {"C(t)=Cs-D(t)"}1;

Iremos almacenando cada grafica en una variable para después mos-
trarlas todas juntas con el comando Show.

Show[plotll, ploti2, plotl3, plotl4, plotl5, plotl6, plotl7]

Show[plot21, plot22, plot23, plot24, plot25, plot26, plot27, plot3]






Apéndice B

Ejemplo de aplicacion de la
transformacion simple para
el método tanh

En este apéndice incluiremos un ejemplo de aplicacion del método tanh con
la transformacién explicada en el Capitulo 2. Debido a que para nuestro
sistema en concreto este método no fue eficaz, dejaremos aqui reflejados los
célculos correspondientes al sistema que aparece en [5] para que se pueda
apreciar como ejemplo de aplicacion.

El sistema que se considera es, al igual que el estudiado en este trabajo,
un sistema de ecuaciones de difusion-reaccién no lineales y ligadas. Repre-
senta la evolucién de la concentracién de dos ciertas sustancias u; y us que
reaccionan entre ellas.

8U1 82u1
8U2 82uQ
ot~ "oa? uiuz + Buy, (B2)

donde B es un parametro constante y k representa el coeficiente de difusiéon
de ambas sustancias.

Empezamos introduciendo la variable de onda viajera ( = c(x — vt),
de modo que tenemos uy(z,t) = U((), ua(z,t) = W((). Introduciendo es-
tos cambios en (B.1) y (B.2) transformamos el sistema de ecuaciones en
derivadas parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dU Zd2U _

CVTC+HC d7<_2+U W—BU—O, (B3)
aw o d?W 9

Cud—c—i—lic a2 —U*W + BU = 0. (B.4)
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Tal y como hemos explicado en el Capitulo 2 y gracias a la transformacién
que aparece en [6], proponemos los siguientes desarrollos como soluciones al
sistema:

Un) = 3 cos'™ ()[B; sin(n) + A; cos(n)] + Ao, (B5)
=1

W) =" cos’ (n)[B} sin(n) + A cos(n)] + Aj, (B.6)
j=1

con sin[n(¢)] = sech((), cosn(¢)] = tanh(¢) y g = sin(n).

Considerando que los grados de estos polinomios trigonométricos son
D(U)=ny D(W) =m, tenemos:

dU d?U
dw d*W
b ) =m+t o) =m2 (B

ademds de D(U?W) = 2n + m. Con esto, equilibrando los grados en (B.3)
y (B.4) concluimos que necesariamente:

?U )
>W
D<d<2> =DU*W) = m+2=2n+m. (B.10)

De (B.9) y (B.10) tenemos n = m = 1, con lo cual las soluciones pro-
puestas (B.5) y (B.6) resultan:

U(n) = Ao + By sin(n) + Aj cos(n), (B.11)
W(n) = A} + By sin(n) + A] cos(n). (B.12)

De estos resultados podemos derivar explicitamente:
dU dUu d
@ = ' CTZ = (Bjcosn — Ajsinn)sinn
= Bjsinncosn— A; sin’n =
——
1—cos2n

= —A; 4 Bjcosnsinng + A; cos’n
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Andlogamente:

AW dW dp

= — A} + B sinncosn + A} cos’n

d¢ dg o dC
Y ademas:
d? d (d d
dCZ = dC(dg) = dg<—A1+Blcosnsinn+Alcosz77>
= ;;(—Al+Blcosnsinn+A1cos2n> Zz
= (31(0082 n — sin®n ) — 2A; cos7sin n) - siny
——

1—cos?n

= 2B cos?nsinn — By sinng — 24, cosn sin? 7

——

1—cos2n
= —Bjsinn — 24; cosn + 2B cos? nsinn + 24, cos®

Y de igual manera:

*W d (dU
¢ d¢\ d¢
Teniendo estas expresiones, procedemos a sustituirlas en el sistema para

calcular los coeficientes Ay, Ajf,, A1, B1, A}, B]. Comenzamos sustituyendo en
(B.3):

) = — B} sinn — 24 cosn + 2B cos® nsinn + 24 cos®n

cy( — Ay + By cosnsinn + A cos? 77)
+ KZCZ( — Bisinng — 24; cosn + 2B; cos® nsinng + 24, cos® 77)
+ (Ag + Bysinn + Ay cosn)? (A + B} sinn + A cosn)
— B(Ag+ Bysinn+ Ajcosn) =0

De donde operando, aplicando relaciones trigonométricas y agrupando
términos semejantes obtenemos:

cu( — Ay + By cosnsinn + A cos? 77) + /<;c2( — Bysinn —2A; cosn
+ 2By cos® nsinn + 24, cos® ) + {[A((A§ + BY) + 2A4¢B1 B} — BAy|
+ [2A0A( By + B, (A2 + B}) — BBy|sinn + [2Apap Ay + 2A, B, B}
+ AY (A3 + B?) — BAj|cosn + [2A5 A1 By + 240 A, B] + 240 A By
-cosnsing + [Af(A? — B?) — 24¢B1 B} + 2A0 A1 A}] cos? ) + [B}(A? — B?)
+ 241 A} By] cos® nsinn + [A} (A2 — B?) — 2A1B1 B} cos®n} =0
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Ahora podemos asegurar que para que esta igualdad se cumpla, los co-
eficientes de cada uno de los términos trigonométricos deben ser cero:

constante : — Ay + AY(AZ + B}) +2A40B1B] — BAg =0 (B.13)
sinn : — ke By + By (A3 + B}) + 240AyB; — BB, =0
(B.14)
cos : —2rc? Ay + AL (A2 4 B?) + 240AL A, +2A,B 1B, — BA; =0
(B.15)
cosnsinn : cvB1 + 2A6AlBl + 2A0AlBi + 2A0A’1B1 =0 (B16)
cos?n cvAy + A(A? — B}) — 24¢B1 B} + 24041 A1 =0
(B.17)
cos® nsing 2kc? By + By (A? — B?) +24,A\B; =0 (B.18)
cos®n 26c? A + A (A2 — B?) — 2A,B, B} =0 (B.19)

Equivalentemente, sustituyendo las expresiones derivadas de W en (B.4),
operando, agrupando términos e igualando a cero cada coeficiente tendremos
lo siguiente:

constante : — A — A)(A3 + B?) — 2A0B1 B} + BAg =0 (B.20)
sing — k¢* B, — By (A% + B?) — 2A0A(B; + BB, =0
(B.21)
cos : —2rc A — A} (A2 + B}) — 240A Ay — 2A,B1 B, + BA; =0
(B.22)
cosnsinm : cvBy —2A)A1B1 — 2A0A1B] — 240A1B; =0 (B.23)
cos?n : cvAy — A(A? — B}) + 24¢B1B] — 24041 A} =0
(B.24)
cos? nsiny : 2kc’By — By (A? — B}) — 2A,A\B; =0 (B.25)
cos®n : 2kc2 A} — A} (A2 — B}) 4+ 2A,B,B; =0 (B.26)

Con esto, obtenemos un sistema formado por las ecuaciones (B.13) a

(B.19) y (B.20) a (B.26), el cual podremos resolver para obtener el valor de
nuestros coeficientes.

Para simplificar el sistema, podemos operar de la siguiente manera:
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(B.13) + (B.20) = cv(A; + A}) =0, (B.27)
(B.14) + (B.21) = kc*(By + B}) =0, (B.28)
(B.15) + (B.22) = k(A1 + A)) =0, (B.29)
(B.16) + (B.23) = cv(By + B}) = 0. (B.30)

Ahora bien, dado que rc? # 0, necesariamente de (B.28) y (B.29) dedu-
cimos:

Al = Ay, B} = By. (B.31)
Sin embargo, de (B.27) y (B.30) obtenemos dos posibles casos:

(i) v =0, lo cual resultara en una solucién estatica. Sustituimos este valor
y las igualdades (B.31) en las ecuaciones (B.13) a (B.19) y obtenemos:

AGAY + Bi(Aj — 240) — BAg = 0, (B.32)
— k*By + 2A0ApB) — A2B, — B} — BB, =0, (B.33)
— 2kc? Ay + 240 A)A; — A3A; — 3A1B} — BA; =0, (B.34)
A1 By (A} — 240) =0, (B.35)
AG(AT — BY) + 240B] — 24047 =0, (B.36)
26c¢?B) — 3A3B, + B} =0, (B.37)
2kc® Ay — A} + 3A1B7 = 0. (B.38)

De (B.35) tenemos de nuevo dos posibilidades:

a) A1B1 # 0y Ay = 2Ap. Sustituyendo esto en (B.32) tenemos:
Ao(ApAf — B) =0, (B.39)

que de nuevo resulta en dos posibles casos:

1) Ag # 0y ApAj = B. Esto, junto con la anterior restriccién
de Ay = 24y, concluimos que:

Aozi,/g, {):iQ\/E. (B.40)

Sustituyendo estos valores en (B.33), (B.34) y (B.38) obte-
nemos:

| B | B /B
Al =4 - B1 == -, c==+4/— (B41)
2 2 K
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Con estos coeficientes, las soluciones propuestas en este caso
resultan:
Un) ==+ (14 sinn + cosn) (B.42)

Wi(n) ==+

SN

(2 —sinn — cosn) (B.43)

Y finalmente las soluciones estaticas que buscabamos son:

uy (z,t) = i\/?[l + sech (ﬁz) + tanh <\/§x> ](,13.44)
ug(z,t) = i\/§[2 — sech <\/§x> T tanh <\/§x> }3.45)

Ay = 0y ApAj # B. De la restriccién anterior A = 24y
obtenemos A = 0. Asi, las ecuaciones de (B.32) a (B.38)
resultan:

— k2 —B? -~ B =0, (B.46)
—2kc* =3B} -~ B =0, (B.47)
2kc? — 3A% + B =0, (B.48)
2kc? — A3 4+ 3B% = 0. (B.49)

Restando (B.49) y (B.48) y también (B.46) y (B.47) obtene-

mos:

H62

A?=-B} = - (B.50)

y sustituyendo estos valores en (B.46) resultan los coeficien-

tes:

2B
A =+ivVB, B =+VB, c=+ii/==. (B5l)
K

Con estos resultados, podemos concluir que las soluciones
estaticas para este caso seran:

uy(z,t) = i\/E[sec< 2Bm> :Ftan< 230]’ (B.52)

K K

ug(z,t) = :F\/E[sec (ﬁﬂ T tan Q/?xﬂ (B.53)
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b) A1B1 =0y Aj = 2Ap. Supodremos A; # 0, By = 0. La ecuacién
(B.32) resulta:
Ag(AgAjy — B) =0, (B.54)

y nos abre de nuevo dos posibilidades:

1) Ag # 0y ApAj, = B, de donde concluimos gracias a la res-
triccidn Aj = 24, los siguientes coeficientes:

Aozi,/g, A{):iz\/% (B.55)

Sustituyendo estos valores en (B.34) y (B.38) obtenemos:

B 1 /B
Ay =442 =4+-4/=. B.
1 27 c 9 P ( 56)

Habiendo determinado estos coeficientes, podemos concluir
que las soluciones estaticas en este caso seran:

i\/f[l + tanh @ fx)] (B.57)
sz, £) = i\/f[Z _ tanh (;\/fxﬂ . (B3

2) Ap =0y ApAj # B, de donde de nuevo tenemos A, = 0. De
(B.34) y (B.38) tenemos:

/B
c=Hiy/oo A= +iVB, (B.59)

con lo que las soluciones estaticas resultan:

uy (z,t) = FVBtan (@x) (B.60)
us(z,t) = £V Btan <\/£x> (B.61)

(ii) v # 0, resultara en soluciones dindmicas. Suponemos By =0y A; # 0.
Sustituyendo (B.31) en las ecuaciones de (B.13) a (B.19) obtenemos:

up(z,t)

— cvAy + AAL — BAg = 0, (B.62)
— 2kc® 4+ 240A) — A2 — B =0, (B.63)
cv + AjA; —2A0A; =0, (B.64)
2kc? — A3 = 0. ( )
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Despejando A; de (B.65) y sustituyéndolo en (B.63), al igual que ope-
rando con (B.62) y (B.64), obtenemos expresiones para A{, que pode-
mos igualar:

,  Ag(2A1+B) A1+ A3+ B

Al = = B.66
0 (A2 + A3) 24 (B.66)

de donde obtenemos la ecuacion:
(A2 — AD)[A2 — A2+ B] =0, (B.67)

de la cual separamos una vez mas dos posibilidades:

a) A? # A3y AZ = A2 + B. Sustituyendo esta tltima restriccién en
(B.66), (B.64) y (B.65) obtenemos los coeficientes que buscamos:

A2
Ap =1/ A2 + B, Ay = —L B.68
0= VA Joip B
/ 2
c= Ar V= 2r(A7 + QB). (B.69)

V2 VA +B

Con ellos, sustituyéndolos en las ecuaciones:

ui(x,t) = Ao + Ay tanh(c(z — vt)), (B.70)
ug(x,t) = A — Aj tanh(c(z — vt)), (B.71)

obtenemos las soluciones dindmicas para este caso.

b) A7 = A2y A? — AZ + B # 0. De nuevo, sustituyendo en (B.66),
(B.64) y (B.65) obtenemos los coeficientes:

B , 2A1+B

Ay = Ay, Ay = YR (B.72)
v/ 2 _

c= ﬂ v = M (B.73)

V2K’ 24,

Sustituyendo estos coeficientes en las siguientes expresiones:

ui(x,t) = Aj[1 + tanh(c(x — vt))], (B.74)
ug(w,t) = A — Ay tanh(c(z — vt)), (B.75)

obtenemos las soluciones dindmicas que buscabamos.



Apéndice C

Cddigo de Mathematica
utilizado en el Capitulo 3

C.1. Simulacién numérica para difusion nula

En el caso de difusiéon nula tenemos un sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias que resolvemos numéricamente aplicando de manera directa
el comando NDSolve. En él especificamos las condiciones iniciales, el inter-
valo temporal a considerar y el paso que utilizaremos para discretizar el
sistema. Ademds, aplicaremos la opcién Method — {” ExplicitRungeKutta”,
" DifferenceOrder” — 4 } para especificar que queremos utilizar un método
Runge-Kutta de orden 4.

El cédigo utilizado es el siguiente:

A=3;

w=1;

K2 = 1;

tend = 10;

t0 = 0;

M = 200;

tstep = (tend - t@) /M;

soll = NDSolve|

{ul'[t] == A% (0-ul[t]) -K2»ul[t] »u2[t],

u2'[t] == -K2xul[t] *u2[t],
ulf[e] ==1,
u2[e] == 6},

{ul, u2}, {t, @, tend, tstep},
Method - {"ExplicitRungeKutta", "DifferenceOrder" - 4}]

Plot [Evaluate[{ul[t], u2[t]} /. soll], {t, @, tend}, PlotRange » All,

PlotLegends -» {"u; (t)", "uy (t)"}, AxesLabel » Automatic]
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Para cada uno de los demds casos modificamos la condicién inicial u;(0)
dentro de las ecuaciones del comando NDSolve. Le daremos los valores 1,
0,5 y 0 y obtendremos las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 respectivamente.

C.2. Simulacién numérica para difusién no nula

En el caso de difusién no nula tenemos un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales. Para resolverlo utilizamos el método de lineas (MOL) discretizan-
do primero la variable espacial x para obtener un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias y aplicAndole a este el comando NDSolve. En parti-
cular el cédigo utilizado es el siguiente:

A=3;

w=1;

¥=1;

D1 =0.001;

D2 = 0.0001;

x1 =0.09; xr =1;

n=21;
dx = ((xr-x1) /(n-1));
dx2 = dx"2;

t0 =0.0; tf = 10;
ull =1; ulr=1;
u2l = 9; u2r = 0;

yy1[i_1[0] := ul@[x] /. x - x1+ (i-1)dx;
uld[xx_] := 1;
yy2[i_1[0] := u20[x] /. x -» x1+ (i-1)dx;
u20[xx_] := 6

eqns = {Table[u1[i]"[t] == D1 (ul[i+1][t] -2ul[i][t] +ul[i-1][t]) /dx2 +

A * (w—ul[i] [t]) —yxul[i][t] #u2([i] [t], {i, 2, n—1}],
Table[u2[i] [t] = D2 (u2[i+1][t] -2u2[i][t] +u2[i-1][t]) /dx2 -

y#ul[i] [t] »u2[i] [t], {i, 2, n-1}],
ul[1][t] = ull,
ul[n] [t] == ulr,
u2[1] [t] = u2l,
u2[n] [t] = u2r,
Table[ul[i][@] = ul@[x] /. X » x1+ (i-1)dx, {i,2,n-1}],

Table[u2[i] [@] = u20[x] /. x - X1+ (i-1)dx, {i, 2, n-1}]
}
vars = {Table[ul[i] [t], {i, n}] , Table[u2[i] [t], {i, n}]};

varsul = vars[[1]];
varsu2 = vars[[2]];
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soll = NDSolve[egns, vars, {t, 0, tf}];

solul = {sol1[[1]]1[[1]1]};
solu2 = {sol1[[1]][[2]]};

solnum = Evaluate[vars /. First[soll]];
solnumul = Evaluate[varsul /. First[solul]];

solnumu2 = Evaluate[varsu2 /. First[solu2]];

ListPlot3D[Table[solnumul, {t, @., tf, ©.1}], DataRange » {{x1, xr}, {8, tf}},
PlotRange - Full, ColorFunction - (ColorDatal{"TemperatureMap", "Reverse"}] [#3] &),

Ticks » Automatic, AxesLabel -> {"x", "t", "u"}, Axes » Tr-ue]

ListPlot3D[Table[solnumu2, {t, @., tf, 8.1}], DataRange » {{x1, xr}, {0, tf}},
PlotRange - Full, ColorFunction - (ColorData["TemperatureMap"] [#3] &),

Ticks » Automatic, AxesLabel -> {"x", "t", "u"}, Axes » Tr-ue]

En este caso, para conseguir las figuras referentes a los diferentes casos,
variamos los parametros Dj y Do referentes a los coeficientes de difusion,
déndoles los pardmetros D = 0,001, Dy = 0,0001 para las figuras 3.4 y 3.5,
Dy =0,1, Dy = 0,01 para las figuras 3.6 y 3.7 y D1 = 10, Dy = 1 para las
figuras 3.8 y 3.9.
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