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Introduccion

El calentamiento global se refiere al aumento de la temperatura en la super-
ficie de la tierra. Su causa radica principalmente en la actividad humana,
como puede ser el uso de combustibles fésiles (petréleo, carbén y gas) y la
deforestacion a gran escala, que provocan el aumento de los llamados gases
de efecto invernadero como el diéxido de carbono [1].

Entre las principales consecuencias ambientales se encuentran, por ejem-
plo, el deshielo artico, la subida del nivel del mar o la desertificacion. Un
efecto menos conocido, pero igual de importante, de dicho calentamiento es
la disminucién de la concentraciéon de oxigeno disuelto en los océanos, la
cual tiene un efecto muy negativo en los ecosistemas marinos [2].

Dentro de estos ecosistemas se encuentra el objeto de estudio de este
trabajo: el plancton. El plancton es el conjunto de organismos microscépicos
que viven en la capa superior del océano y viajan a la deriva. Dentro del
plancton tenemos dos grupos: el zooplancton (p.ej. el kril) y el fitoplancton,
que es el plancton vegetal que vive en la superficie del agua (capa fética).
Como el fitoplancton estd formado por plantas, estas realizan la fotosintesis
produciendo oxigeno que pasa primero al agua y después a la atmodsfera.
De hecho, se estima que alrededor del 70 % del oxigeno de la atmdsfera es
producido por el fitoplancton [3]. Por tanto, es importante que la tasa de
produccion de oxigeno no se vea alterada. Sin embargo, se ha observado
que dicha tasa depende de la temperatura del agua y que disminuye con su
aumento [4].

En este trabajo se van a presentar, encontrados en la literatura cientifica,
distintos modelos del sistema de plancton-oxigeno, con el fin de estudiar el
efecto que el calentamiento global tiene en ellos. En primer lugar, capitu-
lo 1, se plantea un modelo sencillo [5] para la interaccién del oxigeno y
el fitoplancton, tomando el zooplancton como un pardmetro constante. A
continuacién, variando el parametro E, que mide la tasa de produccién de
oxigeno, se ve que existe un valor critico por debajo del cual el fitoplancton
se extingue y el oxigeno tiende a cero.

Después, en el capitulo 2, se ha anadido al modelo el zooplancton co-
mo variable. En este caso, los resultados obtenidos dicen que la tasa de
produccién de oxigeno debe hallarse en unos valores intermedios para que
el sistema sea sostenible [5, 6]. Ademds, suponiendo que dicha tasa se vea
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afectada por los cambios de temperatura en el agua, entonces variard con
el tiempo, F = E(t). De esta manera, el sistema es sostenible para unas
temperaturas intermedias.

Por tltimo, en el capitulo 3, se ha anadido la componente espacial al
modelo ya que se estarfa modelando una situacién més realista [6]. Aunque
las conclusiones son parecidas, cabe decir que el sistema es menos susceptible
de extinguirse o que al menos le costard mas tiempo.



Capitulo 1

Modelo fitoplancton y
oxigeno

En este capitulo vamos a explicar el modelo dindmico oxigeno-fitoplancton,
planteado por Sekerci y Petrovski [5]. El objetivo es analizar el efecto del
calentamiento global en la interaccién entre el oxigeno y el fitoplancton, ya
que se sabe que la temperatura del agua afecta a la produccién de oxigeno.

1.1. Planteamiento

Para poder modelizar la relacién entre el oxigeno y el fitoplancton nos fijamos
en la Figura 1.1. Durante el dia, el fitoplancton (f) produce oxigeno (x) con
una tasa per cépita de E-p(z), donde E representa la tasa de produccién
de oxigeno por parte del fitoplancton teniendo en cuenta el efecto de los
factores del medio ambiente (como la temperatura del agua), y la funcién
p(z) describe la combinacién de la produccién de oxigeno dentro de las
células de fitoplancton junto con su transporte al agua que le rodea. Por
otro lado, asumimos que la tasa de crecimiento del fitoplancton, g(z, f),
depende de la cantidad de oxigeno disponible. Consideramos, ademas, su
tasa de mortalidad, M(z, f), debida tanto a su muerte natural como a su
consumo por zooplancton y otros peces. Por tltimo, D(z, f) describe la
disminucién de oxigeno causada por el consumo del fitoplancton durante la
noche o la respiracién de la fauna marina entre otras.

—

fitoplancton (f) |
—

oxigeno (x) D(x.f)

Figura 1.1: Esquema de la interaccién entre fitoplancton y oxigeno.
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Por tanto, las ecuaciones que modelizan este sistema dindmico seran:

W0 Ep(a)f - Dl p)
(1.1)
dgtt) = glw. f)— M(z, f),

donde z es la concentracién de oxigeno disuelto, f es la densidad poblacio-
nal del fitoplancton y ¢ es el tiempo. En este modelo se asume que tanto
el oxigeno como el fitoplancton estan distribuidos de manera uniforme en
la capa superior del océano, por tanto, las ecuaciones (1.1) no incluyen el
espacio.

A continuacién, especificamos mas el modelo definiendo las diferentes
funciones involucradas. Asumimos que el fitoplancton sigue un crecimiento
logistico, de manera que:

g(«T,f) -

T
T+ 21

f=Br (1.2)

donde « es el valor maximo de la tasa de crecimiento per cépita del fito-
plancton, 5 la competicion dentro de la misma especie y x1 un parametro.

Parametrizamos la funcién p(z) suponiendo que el transporte de oxigeno
a través de una membrana celular sigue la ley de Fick:

o

p(x) = o (1.3)

donde z( es un pardmetro (se escogerd o = 1 en este primer capitulo).

En el articulo [5], se demuestra que, para diferentes parametrizaciones
de las funciones M(xz, f) y D(z, f), las ecuaciones (1.1) tienen las mismas
propiedades cualitativas. Por tanto, presentamos aqui el caso més general
que describirad mejor la realidad.

Por un lado, para la disminucién de oxigeno, D(z, f), se tiene en cuenta
su consumo por el fitoplancton durante la noche y por la respiracién de la
fauna marina (ambas descritas con ecuaciones de Monod [7], en las que el
consumo per capita se considera limitado). También se incluye un término
lineal que valora las pérdidas de oxigeno por otras razones como su difusion
por la superficie del océano. Por otro lado, la funcién M(z, f) incluye un
término lineal (que tiene en cuenta la muerte natural y por infeccién virica
del fitoplancton) y otro de depredacién que sigue una respuesta funcional de
tipo dos (”Holling type II functional response”) [8]. Es decir, consideramos
las siguientes funciones:

5
D(x,f) = - J{i; + Jf; +ma, (1.4)
M, )= -2 v, (L5)

f+h
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donde z es la densidad de zooplancton (como pardmetro), 6 y ~ son la
tasa maxima de respiracién per capita del fitoplancton y el zooplancton
respectivamente (se escogerd 6 = 1 en este primer capitulo), m la tasa de
disminucién de oxigeno por causas distintas a la respiracién del zooplancton,
o la tasa de mortalidad del fitoplancton y zs, x3, h unos parametros.

Las ecuaciones no lineales resultantes son:

de(t)  Ef fx YZx

= — — —mx
dt r+1 x4+x0 x4+ 23 (16)
df(t) azx zf '
dt x—i—a:lf_ﬂfZ_f—kh_Uf'

1.2. Analisis

El objetivo del articulo [5] es estudiar cémo cambia el comportamiento de
este sistema en funcién de la tasa de produccién de oxigeno, FE. Esta tasa
se sabe que depende de la temperatura del agua, y por tanto se ve afectada
por el calentamiento global. Se toman en adelante distintos valores para FE
y se fijan los demds parametros.

Para calcular los puntos de equilibrio del sistema (ver Apéndice A), re-
solvemos el siguiente sistema en el cual las ecuaciones (1.6) estdn igualadas
a Cero:

Ef_ fzx _ Yzz

—mz =0
r+1 xz4+z0 x+23
ax 9 zf
— — — =0.
e A A Y A

En este caso no podemos calcular explicitamente los puntos de equili-
brio en funcién de los pardmetros. Solamente el (0,0), se puede comprobar
facilmente que anula ambas ecuaciones.

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio linealizamos el
sistema obteniendo la siguiente matriz jacobiana:

__Bf _ _@f  yzzs E =z
J (z+1)2 (z+x2)2 (z+x3)? z+l  ztwze
(z.f) =
f h
Getan)? wrer 2B R O

Sustituyendo en el punto (0,0) obtenemos:

- (W + m) E
J0,00 = X3

o e
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z z
Denotamos A = N +my B = 7 + 0. Ambos son positivos, ya que
T3

todos los parametros lo son. Calculamos ahora sus valores propios.

—A—- A E

_ 12
o g =N+ A+ B+ 4B,

[ J00) = M| =

Por tanto,

—(A+B)++/(A+B)?—-4AB —(A+B)++/(A—-B)?
2 B 2
—(A+B)+|A- B|
5 :

Ao =

Como |A — B| es menor que (A + B), los dos valores propios son nimeros
reales negativos. Por el teorema de linealizacion (A.3) concluimos que el
punto (0, 0) es asintéticamente estable, es decir, que si los niveles de oxigeno
y la poblacién de fitoplancton son bajos, ambos terminan por desaparecer.

Dado que no podemos calcular explicitamente el resto de puntos criticos,
recurrimos al estudio de las nulclinas (A.1), ya que sabemos que en su in-
terseccién se encuentran dichos puntos. Las nulclinas de las ecuaciones (1.6)
son las siguientes:

ma + 222 o (755 + 0+ 87)
fr=—F—"" frr =0, T = :
2+~ ztas a‘(fih+a+5f)

Mirando por tanto la interseccion de las nulclinas, un esquema del plano
de fases, cuando hay puntos criticos de coordenadas positivas, seria el mos-
trado en la figura 1.2.

Figura 1.2: La curva roja es la nulclina z;; y la negra la f;. Los puntos
negros son los puntos criticos (PI inestable y PE estable) y las flechas son
las trayectorias del sistema. (Figura de [6]).
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Hay que mencionar que también existen puntos criticos con alguna de
sus coordenadas negativa. Sin embargo, estos los descartamos puesto que
carecen de sentido bioldgico.

A continuacién, para analizar mejor el comportamiento del sistema (1.6),
damos unos valores concretos a los parametros. Estos valores son los que
utilizan en el articulo [5] para las simulaciones numéricas:

r1=1,20=0523=1, a =125, § = 2.5,

(1.7)
v=00l,0=01,m=1,h=05,2=0.3.

En la figura 1.3 tenemos, a la izquierda, el plano de fases con los puntos
criticos y las trayectorias del sistema. Para obtener estas graficas hemos uti-
lizado el comando StreamPlot de Mathematica (ver Apéndice C.1), donde
la direccién de las flechas nos indica la estabilidad de un punto. Como en
la figura 1.2, el punto estable, PE, esta arriba a la derecha mientras que el
punto inestable, PI, estd cerca del origen. En la figura 1.3 de la derecha,
tenemos una ampliacion de este plano donde podemos ver mejor dicho punto
inestable PI. Ademas de ver la estabilidad de los puntos graficamente, tam-
bién hemos calculado los valores propios asociados a cada uno: A = {-8.1,
-2.2} para PE y A = {-1.5, 0.42} para PI.

f

_

3.5n j {’!if\’\“\\\ \\ O_O7~\‘\\\ —~—~— 4 .
SN T
22 WY g~
\\\%,/f'” \ \\ \ \ e
i (NN ==S==—""7
1.0 E\Iij/ Z ! /{L "'t T\ }\ X\ \\Q\\i‘\\\\k\\\\\\\\ \ 0.02 ESESE;;;%@:\\:\\E
e AN N NN S e B
20O\ e—s——s

Figura 1.3: Plano de fases del sistema oxigeno-fitoplancton. £ = 3.5 y demés
valores como en (1.7). PE = (1.66, 3.04), PI = (0.06, 0.02) (calculados con
Mathematica).

Como hemos mencionado anteriormente, nuestro interés es estudiar el
comportamiento del sistema (1.6) en funcién de la tasa de produccién de
oxigeno, E. Para ello, hemos tomado los pardmetros anteriores (1.7), pero
variando F, obteniendo la siguiente grafica:

En la figura 1.4 observamos que, segin disminuye la tasa de produccién
de oxigeno, la asintota vertical de la nulclina f; se desplaza hacia la izquierda
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----- Nulclina f;
Nulclina x;

0 1 2 3 o
Figura 1.4: Nulclinas del sistema oxigeno-fitoplancton. F = {3,4,5,6,7} de
izquierda a derecha respectivamente, y demés valores como en (1.7).

y el punto estable se va haciendo cada vez més pequeno. En consecuencia,
si la tasa de produccién de oxigeno cayera por debajo de un valor critico,
FE.., entonces desaparecerian los puntos criticos positivos y en el primer
cuadrante solo quedaria el punto (0,0) que es asintéticamente estable. Por
tanto, la poblacion de fitoplancton se extinguiria junto con el oxigeno.

En la figura 1.5, por ejemplo, podemos observar que tomando E' = 0.3 y el
resto de los pardmetros de (1.7), las nulclinas f7 y 77 no se cortan. Por tanto,
el nico punto critico que hay es el origen, que ademads es asintéticamente
estable. En la imagen de la izquierda se muestra la evolucion temporal de
las dos variables, que tienden a cero, y en la imagen de la derecha vemos
que la érbita (linea azul) se dirige al origen.

E=0.3

0.0
2 4 6 8 10 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.OX

— Oxigeno Fitoplancton — Nulclina i — Nulclina x;

Figura 1.5: Evolucién temporal (izquierda) y plano de fases (derecha) del
sistema oxigeno-fitoplancton para E = 0.3 con condiciones iniciales x(0) =
2.5y f(0) =1, y demés valores como en (1.7). El punto rojo es el de punto
inicial (t=0) y el amarillo el final (t=10) que coincide con el origen.

Veamos ahora un caso en el que existen tres puntos criticos. Tomando
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FE = 1.3, nos encontramos en una situacién analoga a la figura 1.3. Dado que
aqui hay dos puntos estables, segiin las condiciones iniciales del plancton y
el oxigeno, su comportamiento sera totalmente distinto.

Si consideramos, por ejemplo, las mismas condiciones iniciales que en la
figura 1.5, dado que ahora existe el punto critico estable PFE, la érbita se
aproxima a dicho punto. Por tanto, aseguramos la coexistencia del oxigeno
y el plancton. En la figura 1.6 izquierda, podemos ver que ambas variables
se estabilizan y tienden a un valor constante que se corresponde con las
coordenadas del punto PE que vemos en la imagen derecha.

t i"/
£
2 4 6 8 0 %80 05 10 15 20 25 30"

— Oxigeno Fitoplancton — Nulclina f; — Nulclina x;

Figura 1.6: Evolucién temporal (izquierda) y plano de fases (derecha) del
sistema oxigeno-fitoplancton para E = 1.3 con condiciones iniciales x(0) =
2.5y f(0) =1, y demés valores como en (1.7). El punto rojo es el de punto
inicial (t=0) y el amarillo el final (t=10) que coincide con PE.

Por el contrario, si ahora partimos de unas condiciones iniciales cercanas
al origen, ambas variables terminan por extinguirse. Esto se debe a que
el punto critico PI es inestable mientras que el origen es estable. En la
evoluciéon temporal de la figura 1.7 observamos que ambas variables tienden
a cero y en el plano de fases, la érbita, que parte de un punto dercano a Pl
(donde se cortan las nulclinas), se dirige hacia el origen.

H X
006 008 0.0
— Oxigeno Fitoplancton — Nulclina fi — Nulclina x;

Figura 1.7: Evolucién temporal (izquierda) y plano de fases (derecha) del
sistema oxigeno-fitoplancton para E = 0.08 con condiciones iniciales z(0) =
0.08 y f(0) = 0.05, y demés valores como en (1.7). El punto rojo es el de
punto inicial (t=0), el amarillo el final (t=15) y el punto negro es PI.
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Capitulo 2

Modelo fitoplancton,
zooplancton y oxigeno

El modelo planteado en el primer capitulo no tiene en cuenta todos los
factores que pueden afectar al sistema. Por ello, en este capitulo anadimos el
zooplancton, que puede ser uno de los factores més importantes. Por un lado,
el zooplancton esta presente en grandes densidades y por tanto consumira
gran parte del oxigeno disuelto. Por otro lado, se sabe que el zooplancton
controla el crecimiento de la poblacién de fitoplancton y por tanto, también
afecta indirectamente a la disminucién de oxigeno. Lo escrito en este capitulo
estd basado en los articulos [5] y [6].

2.1. Planteamiento

En el modelo (1.6) ya habiamos tenido en cuenta el zooplancton, z, pero solo
como parametro. Ahora lo incluimos como una variable dindmica, teniendo
en cuenta que se alimenta de fitoplancton con una respuesta funcional de
tipo dos [8]. Un esquema de la interaccién entre las tres variables seria el
mostrado en la figura 2.1.

ke “L2—1 fitoplancton (f) M(xf)
zooplancton (z) E-p(x) C > 9(x.f)
lﬂ'z oxigeno (x) [ n

Figura 2.1: Esquema de la interaccién entre fitoplancton, zooplancton y
oxigeno.



10 2.1. Planteamiento

Siguiendo este esquema y basdndonos en las ecuaciones del sistema (1.6),
retomando la parametrizacion de la funcién p(z) (1.3) y la de D(z, f) (1.4),
las nuevas ecuaciones quedan:

((dx(t)  xEf Sfw vzx
dt x+x0_m+x2_x+1:3_m$
ait) oz e ezf
TR et Ay 21)
dz(t)  k(z)efz
. @t f+n M

donde z es la densidad de poblacién del zooplancton, k(z) la eficiencia ali-
menticia, € es la tasa maxima de depredacién y u es tasa de mortalidad del
zooplancton (tiene en cuenta el efecto de otros animales que se alimentan de
él). El resto de parametros mantienen su significado del capitulo 1, es decir,
E es la tasa de produccién de oxigeno por parte del fitoplancton, § y v son
la tasa méxima de respiracion per capita del fitoplancton y el zooplancton
respectivamente, « es el valor maximo de la tasa de crecimiento per capita
del fitoplancton, 5 la competicién dentro de la misma especie, m la tasa de
disminucién de oxigeno por causas distintas a la respiracién del zooplancton,
o la tasa de mortalidad del fitoplancton y xg, 1, z2, 3, h unos parametros.

Consideramos la eficiencia alimenticia del zooplancton dependiente del
oxigeno disponible, siendo constante para concentraciones de oxigeno por
encima de cierto umbral y decayendo a cero si estdan por debajo del umbral.
De esta manera tenemos:

VSCZ

h(z) = 22
(z) z? + 2%’

(2.2)

siendo v la maxima eficiencia alimenticia del zooplancton y x4 una constante.
Por lo que el sistema resultante al sustituir k(x) es:

dz(t) o FE f 0fx Yzx
= - - —mx
dt rT+xT9 T+x9 T+7T3
af(t)  ax o €zf
i = wyad P R (2.3)
dz(t) ve? efz
= 3 —'LLZ.
dt z2+az; f+h

Dado que vamos a estudiar las ecuaciones principalmente de forma numéri-
ca introducimos variables y pardmetros adimensionales en el sistema (2.3).
En el articulo [6] se han utilizado las siguientes variables adimensionales:

:ﬁ , €%

/ / /
t' =1tm, r=—, f Z=—,

i) m
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v los siguientes pardmetros adimensionales:

A~ o a E a 5 . ’y R o R Iu/
o= —, Eziv 5:77 Y= ; o=—, = —
m zo 3 xo € Tg m m
. ho . ,
h:ﬁfa ﬁzﬁ, ﬁzﬁ, :ﬁi:& parai=1,2,3,4.
m m m o

En el apéndice B estan desarrolladas las cuentas para obtener el siguiente
sistema adimensional. Para simplificar la notacién de (B.1), a continuacién
hemos obviado los acentos (/,"):

de(t)  Ef _60fx yzm
dt  x+1 z4+x0 x+23
df(t) o s Bzf
i zra) f+h of (24)
dz(t) ve?  fz
= — 2.
dt 22 +a2% f+h

A partir de aqui tomamos § =1y = 1, como hacen en el articulo [6].

2.2. Analisis

A la hora de hacer el andlisis comenzamos por un modelo més sencillo que
no contenga el zooplancton, para ello ponemos z(t) = 0.

2.2.1. Modelo oxigeno-fitoplancton
de(t)  Ef 3 fx

dt z+1 x4+ 2x9
af(t)  ax (2.5)
at x+m1f_f2_gf'

Realizamos a continuacién un anélisis andlogo al del capitulo 1. En pri-
mer lugar, nos interesa conocer las expresiones de los puntos criticos. En
este caso Mathematica nos da cinco puntos criticos, aunque con expresio-
nes demasiado extensas como para incluirlas aqui, por lo que analiticamente
no podemos sacar conclusiones. Sin embargo, como se dice en el articulo [6],
volvemos a tener un esquema como el visto anteriormente (ver figura 2.2).

De nuevo, en caso de existir puntos con coordenadas positivas, tene-
mos un punto inestable cerca del origen, PI = (271, fl), otro estable, PE =
(22, fQ), y el origen. Este tltimo si que podemos ver facilmente que es un
punto critico del sistema (2.5) dado que anula ambas ecuaciones. Estudia-
mos a continuacién su estabilidad mediante los valores propios de la matriz
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X

Figura 2.2: La curva roja es la nulclina f7;7 v la negra la f; con las expresio-
nes de (2.7). Los puntos negros son los puntos criticos (PI inestable y PE
estable) y las flechas son las trayectorias del sistema. (Figura de [6]).

jacobiana en dicho punto (ver Apéndice A).

__Ef _ _@mf 4 E _ _z
J B (z+1)2 (z+x2)? z+1 T+xT2 9.6
(x.f) — oz f ar _op . (2.6)
(z+x1)2 4T g

Sustituyendo en el punto (0,0) obtenemos:

-1 F
‘](0,0) = < O —O'> .

J(0,0) €s una matriz triangular superior, por tanto sus valores propios son
los elementos de su diagonal: —1 y —o. Como o es positivo, ambos valores
propios son negativos y nuevamente tenemos que, por el teorema (A.3), el
punto (0,0) es asintéticamente estable.

Para estudiar los demas puntos criticos y su comportamiento realizamos
un analisis numérico. Una vez més, miramos solo los puntos con coordenadas
positivas ya que el resto carecen de sentido bioldgico.

Calculamos a continuacién las nulclinas del sistema (2.5):

z(r+1)(x+ x2) o
= = O = - . 2.7
fi E(z+x9) —x(z+1) fir=0, fin = o (27)
Utilizando ahora los mismos pardametros que en el articulo [6]:
1 =07, 20=1, a=18,0=0.1, (2.8)

realizamos unas simulaciones numéricas para estudiar el comportamiento
del sistema (2.5) en el plano de fases. En la figura 2.3 tenemos a la izquierda
el plano de fases general donde podemos ver claramente un punto estable,
PE, mientras que a la derecha se muestra una ampliacién de dicho plano
donde vemos mejor un punto inestable, PI como sucedia en el capitulo 1. La
estabilidad de dichos puntos la hemos determinado mediante el calculo con
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Figura 2.3: Nulclinas del sistema oxigeno-fitoplancton. £ = 5 y el resto de
pardametros como en (2.8). PE = (1.54, 1.13), PI = (0.04, 0.01) (calulados

con Mathematica).

Mathematica de los valores propios de la matriz jacobiana (2.6) evaluada

en estos mismos puntos. En el primer caso obtenemos dos valores propios
negativos y en el segundo uno positivo y otro negativo.

Por otro lado, nos volvemos a preguntar como afecta la variacién de
la tasa de produccién de oxigeno, E, al sistema (2.5). Para ello tomamos
distintos valores de F y dibujamos la nulclina fr7; (que no depende de E)
junto con las distintas nulclinas f; para cada valor de E. Como podemos
observar en la figura 2.4, las nulclinas se comportan de igual modo que en
el capitulo 1. El punto critico estable, PE = (22, fg), se va haciendo mas
pequeno seglin disminuye el valor de E. De modo que, llegarda un punto
critico para la tasa de produccién de oxigeno, E.,., por debajo del cual las
dos nulclinas fr y frrr no tendran puntos de corte en el plano de fases.
Es decir, desapareceran los puntos criticos de coordenadas positivas y al
quedar solamente el punto (0,0), tanto el oxigeno como el fitoplancton se

extinguiran.

’
/
S ;
0.5¢ 4 Vel
’ -
-

Nulclina f;
Nulclina fiy

2.0

' X
2.5

Figura 2.4: Nulclinas del sistema oxigeno-fitoplancton (2.5).
E = {3,4,5,6,7} de izquierda a derecha respectivamente, y el resto de

pardametros como en (2.8).
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2.2.2. Modelo oxigeno-fitoplancton-zooplancton

Pasamos ahora a analizar los puntos criticos del sistema con las tres ecua-
ciones (2.4):

de(t) _ Ef 6fzx  yzz
dt  z+1 z4x0 x+23
af(t) _ oz 2 Bzf
Tt A A ) (24)
dz(t) ve?  fz
= —pz.
dt 2423 f+h

Por un lado, tenemos los puntos criticos del sistema (2.5) anadiéndoles la
tercera coordenada igual a cero.

= P, = (0,0,0), el origen que se corresponde con la extincién del zoo-
plancton, el fitoplancton y el oxigeno.

« PV = (1, £1,0) y P = (i, f,0), donde (7, f;) (i = 1,2) son
los puntos criticos del sistema (2.5). Como ya hemos comentado en el
apartado anterior, estos dos puntos existen si E es mayor que el valor
critico E... Estudiaremos su estabilidad mas adelante.

Existe también un cuarto punto critico que considera la coexistencia de
las tres variables, Py = (Z, f ,Z). La existencia de este punto critico no se
ve directamente dado que no podemos resolver analiticamente el sistema
(2.4). Por tanto, lo resolvemos numéricamente dando distintos valores a los
pardametros. En el articulo [6] tan solo se indica que se establecié que P
existia salvo que el pardmetro E fuese muy grande o muy pequeno.

2.2.3. Estabilidad

Estudiamos ahora la estabilidad de estos cuatro puntos criticos. Para ello
calculamos la matriz jacobiana del sistema (2.4), y analizamos sus valores
propios en cada punto.

Jo.f.2) =
__Bf _@mf  ywsz Bz _yz
(z+1)2 (z+x2)2 (z+x3)2 z+1 z+x2 T+xT3
azx f ar . _h=z __f
(w4a1)2 wrer — 20— Gy T+h
Qvas?frz hvz?z v fa?

(f+h) (2 +23)? (f+h)? (z2+a3) (f+h) (2 +x3)

—p
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Para el punto critico P; = (0,0,0) la matriz se simplifica mucho:

-1 FE 0
J(07070) = 0 —0 0
0 0 —u

Al ser una matriz triangular sus valores propios son —1, —o y —pu, todos
son negativos (o y g son positivos) y por tanto concluimos que el origen es
asintéticamente estable (A.3).

Para analizar la estabilidad en los puntos P2(1) = (77, fl,()) y P2(2) =

(22, f2,0), en primer lugar sustituimos en la matriz z = 0.

Jw.10) =

__EBf _ _@f 1 E _ _= oz

(z+1)? (z4=x2)? z+1 T+xT2 z+w3

(2.9)
f f
@ran)? wta; —2f -0 TR
v fax?
0 0 Ui @)

Calculamos a continuacién su polinomio caracteristico:

Ef x9 f azx >
J, A= |- — —1-A —-2f=X) -
000 | K (x+1)2  (z+m39)?2 ) (az—l—xl /

((xafleﬁ) (xfl - wfmﬂ ' ((f+hy){;;+:ci> _“_A> '

Dado que la submatriz 2x2 de la matriz (2.9) coincide con (2.6), la expre-
sién que esta entre corchetes se corresponde con el polinomio caracteristico
de la matriz jacobiana del sistema (2.5). Distinguimos entonces dos casos
para cada punto critico (no trivial) de dicho sistema.

Por un lado, sustituyendo P2(1), dado que (27, fl) es inestable obtenemos
un valor propio negativo y otro positivo. Esto implica, independientemente
del tercer valor propio, que PQ(I) es inestable.

Por otro lado, como el punto (22, fg) es estable siempre, de la expresion
entre corchetes saldran dos valores propios negativos. Por tanto, la estabili-
dad de P2(2) dependerd del tercer valor propio:

v fx?

M= n @)

— .

Puesto que no conocemos los valores de 2 y fg explicitamente, los au-
tores de [6] realizan un estudio numérico resumido en la figura 2.5.

Por 1ultimo, en el caso del cuarto punto critico, una vez mas debemos
analizar su estabilidad numéricamente.
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En la figura 2.5 tomada del articulo [6], se muestran distintos dominios
para la estabilidad de los puntos criticos. Ademds de hacer variar el parame-
tro E (la tasa de produccién de oxigeno), también se varia el pardmetro x
yva que describe el efecto del oxigeno en el crecimiento del fitoplancton.

0.9 - o 0 o0 o 4
0.8+ =+ O O O O 4
0.7 - + 0O o0 0 O 4
0.6 - * 0O 0 0 O 4

;0.5 F o o 0o o0 o 4
0.4 + 0o 0 0 O 4
0.3 - + 0O 0o 0 O 4
0.2 - 0O 0 0 O 4
0.1

Figura 2.5: Mapa de puntos criticos en el plano (F,x;). Cada dominio se

corresponde con distintos valores de la estabilidad de P2(2) y P3 como expli-
camos en el texto. (Imagen de [6]).

En el dominio 1 tenemos valores pequenos de F y como ya habiamos
mencionado anteriormente, en este caso solo tenemos un punto critico (esta-
ble) que es el origen. Si aumentamos el valor de E, en el dominio 2 aparecen
ademas los puntos Pz(l) y P2(2), siendo este ultimo estable. Si pasamos al
dominio 3, ademaés de los anteriores, aparece el cuarto punto critico, P3, que
es estable mientras que P2(2) se vuelve inestable. Por 1iltimo, al hacer crecer
FE, P; pasa a ser inestable, quedando el origen como tnico punto atractor.
La diferencia entre los dos ultimos dominios es que en el 4, el punto Pj esta
rodeado por un ciclo limite estable.

Para obtener estos resultados hay que hacer un nimero elevado de si-
mulaciones. Por ello, hemos seleccionado dos puntos de cada dominio y ve-
rificado las afirmaciones anteriores como se muestra en la tabla 2.1. Como
ya hemos demostrado anteriormente, para cualquier valor de F y x1 existe
el origen como punto critico estable, por lo que lo omitimos en la tabla.

2.3. Simulaciones numéricas

A continuacién, vamos a estudiar el comportamiento del sistema con algunas
simulaciones numéricas. Para ello hemos tomado los siguientes valores para
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Capitulo 2. Modelo fitoplancton, zooplancton y oxigeno
D (E,z1) PC - VP - Estabilidad
1| (0.3,07) | P1=(0,0,0)-A={1,-0.1,-0.1} - estable
07, 0.3) P{Y'=(0.02, 0.03, 0) - A = {-1.1, -0.09, 0.07} - inestable
2 (2)
P,"’=(0.25, 0.73, 0) - A = {-2.1, -0.4, -0.06} - estable
(1.3, 0.7) P =(0.06, 0.05, 0) - A = {-1.24, -0.09, 0.06} - inestable
.3, 0.
P{P =(0.35, 0.51, 0) - A = {-1.91, -0.21, -0.03} - estable
P{Y=(0.01, 0.01, 0) - A = {-1.11, -0.09, 0.08} - inestable
5 (1.2,0.2)
P{P=(0.53, 1.2, 0) - A = {-2.4, -0.9, 0.04} - inestable
P3=(0.43, 0.82, 0.28) - A = {-2.13, -0.14 + i 0.08, -0.14 - i 0.08} - estable
P{Y =(0.05, 0.03, 0) - A = {-1.18, -0.1, 0.07} - inestable
(1.9, 0.7)
PSP =(0.59, 0.72, 0) - A = {-2.14, -0.41, 0.06} - inestable
P3=(0.45, 0.46, 0.08) - A = {-1.91, -0.03 +  0.11, -0.03 - 7 0.11} - estable
P{Y=(0.02, 0.01, 0) - A = {-1.13, -0.1, 0.08} - inestable
4 (1.55, 0.3)
P{P =(0.63, 1.12, 0) - A = {-2.38, -0.8, 0.08} - inestable
P3=(0.44, 0.59, 0.26) - A = {-1.98, 0.005 + i 0.19, 0.005 - i 0.19} - inestable
P{Y'=(0.05, 0.03, 0) - A = {-1.18, -0.1, 0.07} - inestable
(2.04, 0.7)
P{P =(0.65, 0.76, 0) - A = {-2.17, -0.44, 0.08} - inestable
P3=(0.46, 0.43, 0.1) - A = {-1.88, 0.002 + i 0.14, 0.002 - i 0.14} - inestable
P{Y'=(0.05, 0.03, 0) - A = {-1.18, -0.1, 0.07} - inestable
(2.09, 0.7)
PSP =(0.66, 0.77, 0) - A = {-2.18, -0.45, 0.09} - inestable
P3=(0.46, 0.42, 0.1) - A = {-1.88, 0.009 + 4 0.14, 0.009 - i 0.14} - inestable
P =(0.01, 0.006, 0) - A = {-1.1, -0.1, 0.08} - inestable
5 (2, 0.2)
P{P =(0.84, 1.35, 0) - A = {-2.44, -1.1, 0.17} - inestable
P3=(0.46, 0.44, 0.38) - A = {-1.84, 0.18 + i 0.2, 0.18 - i 0.2} - inestable
P{Y =(0.05, 0.03, 0) - A = {-1.17, -0.1, 0.07} - inestable
(2.1, 0.7)
PSP =(0.66, 0.77, 0) - A = {-2.18, -0.45, 0.09} - inestable
P3=(0.46, 0.41, 0.10) - A = {-1.87, 0.11 + 4 0.14, 0.11 -  0.14} - inestable
P{Y'=(0.04, 0.02, 0) - A = {-1.15, -0.1, 0.08} - inestable
(3, 0.7)
P{P =(0.97, 0.94, 0) - A = {-2.3, -0.62, 0.2} - inestable
P3=(0.48, 0.28, 0.13) - A = {-1.78, 0.11 + 4 0.16, 0.11 - i 0.16} - inestable

Tabla 2.1: Tabla de puntos criticos del sistema (2.5) y su estabilidad en los
dominios de la figura 2.5 con los pardmetros dados en (2.10). Recordamos
que el origen es para todos ellos un punto estable, pero se ha omitido. En
negrita estan los puntos de los cuales se mostraran las graficas.

los parametros:

a=18,0=01,8=120=1,z3=1, 24 =1,
v=07,6=1,v=0.01, u=0.1y h=0.1,

(2.10)
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tal y como se hace en el articulo [6]. A continuacién, tomaremos z; = 0.7
junto con distintos valores de E' y comprobaremos graficamente que la esta-
bilidad de los puntos criticos coincide con la descrita en la tabla 2.1. Empe-
zamos a describir los resultados obtenidos en las distintas regiones.

Como podemos observar en la figura 2.6, solo hay un punto critico, el
origen, que coincide con el punto final de la trayectoria dado que es asintéti-
camente estable. Los pardmetros elegidos sittian al punto critico en el do-
minio 1 independientemente de las condiciones iniciales escogidas (ver tabla
2.1).

E=03 E=0.3
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Figura 2.6: Evolucién temporal del sistema (2.4) para £ = 0.3y z; = 0.7
del dominio 1 con la condicién inicial z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y z(0) = 0.1.
En el espacio de fases tridimensional el punto rojo es el punto inicial y el
amarillo el punto final.
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Figura 2.7: Arriba: evolucién temporal del sistema (2.4) para F = 1.3 y
x1 = 0.7 del dominio 2 con las condiciones iniciales z(0) = 0.1, f(0) = 0.3y
2(0) = 0.05 en las imédgenes de la izquierda y 2(0) = 0.1, f(0) = 0.2y 2z(0) =
0.15 en las imagenes de la derecha. Abajo: espacio de fases tridimensional
donde el punto rojo es el punto inicial, el amarillo el punto final y los negros
son los otros puntos criticos.
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Por otro lado, en la figura 2.7, se muestra la dindmica de los dos puntos
de equilibrio estables. Ahora, con los pardmetros elegidos se tendrian tres
puntos criticos del dominio 2 (ver tabla 2.1). En este caso, al haber més
de un punto critico estable, segin la condicién inicial elegida, el sistema
evolucionara de distintas maneras. En el espacio de fases de la derecha (figura
2.7), vemos que la érbita se aproxima al punto critico P2(2) que es estable.
Sin embargo en el de la izquierda, aunque el punto inicial esta cercano al
anterior, la érbita se dirige hacia el origen (estable) y esto se debe también
a la inestabilidad de Pz(l).

En la figura 2.8 se muestra la dindmica con pardmetros de la regién 3.
En este caso hay cuatro puntos criticos de los cuales dos son inestables y
otros dos son estables (ver tabla 2.1). Una vez més, segiin la condicién inicial

E=19 E=19
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Figura 2.8: Arriba: evolucién temporal del sistema (2.4) para E = 1.9y 1 =
0.7 del dominio 3 con las condiciones iniciales z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y
z(0) = 0.1 en las imégenes de la izquierda y x(0) = 0.1, f(0) = 0.3 y 2(0) =
0.15 en las imagenes de la derecha. Abajo: espacio de fases tridimensional
donde el punto rojo es el punto inicial, el amarillo el punto final y los negros
son los otros puntos criticos.

elegida el sistema presenta distintos comportamientos. En la situacién de la
derecha de la figura 2.8, el punto critico P3 es asintéticamente estable y, en
efecto, observamos que la drbita se aproxima dicho punto. Sin embargo, en
la situacién de la izquierda, el punto inicial esta lo suficientemente lejos de
P; para tender hacia el origen, que es también asintéticamente estable, con
la consiguiente extincién de las poblaciones.
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Por ultimo, analizamos el comportamiento del sistema (2.4) tomando
los parametros (E,x1) de los dominios 4 y 5. Como ya hemos mencionado
anteriormente, en ambos dominios el origen es el inico punto critico asint6ti-
camente estable, pero existe una diferencia en las 6rbitas del espacio de fases
alrededor del punto P; de coexistencia de las variables.

(a) E=2.04 (b) E=2.09
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Figura 2.9: Evolucién temporal del sistema (2.4) para (a) E = 2.04, (b) E =
2.09 del dominio 4 y (c) E = 2.1, (d) E = 3 del dominio 5 con la condicién
inicial z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y 2(0) = 0.1.

Observamos que en la figura 2.9, que en los dos primeros casos (a) y
(b), el sistema no converge a un punto critico. Sin embargo, si existe un
ciclo limite estable en el que se da la coexistencia de las tres variables. Aun
asi, cuando F se acerca al dominio 5, como vemos en (b), dicho ciclo limite
es mas grande por lo que la 6rbita se aproxima a la regién donde el punto
atractor es el origen. En las dos tltimas imagenes (c) y (d), nos encontramos
ya en el dominio 5, donde la inestabilidad en todos los puntos salvo el origen
lleva a la extincion de las tres variables. Vemos, como deciamos antes, que el
ciclo limite desaparece al aumentar el valor de E: en (c¢) podemos observar
unas oscilaciones antes de la extincién, pero en (d) vemos que, tras un pico
en el crecimiento de las poblaciones, las tres variables se aproximan rapida-
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mente al tinico punto estable que es el origen. Podemos observar mejor estos
resultados en el espacio de fases tridimensional de la figura 2.10.

(a) E=2.04 (b)  E=2.09
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Figura 2.10: Espacio de fases del sistema (2.5) para (a) E = 2.04, (b) E =
2.09 del dominio 4 y (¢) E = 2.1, (d) E = 3 del dominio 5 con la condicién
inicial z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y 2(0) = 0.1. El punto rojo es el de punto
inicial (t=0), el amarillo el final (t=3000) y los puntos negros son los cuatro
puntos criticos.

2.4. Efecto del calentamiento global

Como ya hemos mencionado anteriormente, la variacion de la temperatura
del agua puede tener efectos en la tasa de produccién de oxigeno del fito-
plancton. En el modelo (2.4) habiamos tomado E como un pardmetro, pero
ahora lo tomamos como una fucién de la temperatura T', para estudiar su
efecto en la fotosintesis. Ahora bien, la temperatura es a su vez una funcién
del tiempo por lo que tomamos F = E(t). Por simplicidad dejamos el resto
de pardmetros fijos.

Definir una funcién realista para F(t) puede ser muy complicado dado
que la temperatura del agua fluctia constantemente. Como el interés del
articulo [6] es estudiar en términos generales el efecto del calentamiento
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global, se toma una funcién lineal que es la mas simple:

E(t) = (2.11)

Ey para t < t1
Ey+w(t—t;) parat>ty,

donde t; es el momento en el que comienza el calentamiento global, Fy es la
tasa de produccién de oxigeno antes de dicho cambio y w es un pardmetro
que mide la tasa de calentamiento global.

Como no hay datos suficientes para saber si el incremento en la tempera-
tura del agua mejora o dificulta la produccién de oxigeno, vamos a considerar
dos situaciones: (i) las altas temperaturas facilitan la produccién de oxigeno
(w > 0) y (ii) las altas temperaturas frenan dicha produccién (w < 0).
Puesto que el calentamiento global es un proceso lento, tomaremos w muy
pequeno. Ademas, para Fy consideramos que el sistema se encontraba en
un estado seguro, es decir, con el punto critico P3 de coexistencia siendo
estable (dominio 3 en la figura 2.5, ejemplo de figura 2.8 derecha) o estando
rodeado por un ciclo limite estable (dominio 4 en la figura 2.5, ejemplos de
figura 2.9 (a) y (b)).

de(t)  E{t)f ofx vzx

dt  z+1 _93+:U2_x+:v3_

dft) o= Bzf

- x+x1f_f2_f+h_gf (2.12)
dz(t)  wva*  fz

dt acQ—i—me—i-h_uz'

Dado que ahora E es una funcién del tiempo, el sistema (2.12) pasa
a ser no auténomo. En principio, el comportamiento del sistema podria
ser muy distinto, pero como el crecimiento de E es muy lento (es casi una
constante) cabe esperar que obtengamos resultados similares. Para confirmar
esta hipdtesis realizamos algunas simulaciones numéricas.

(i) w>0

En primer lugar, estudiamos el caso con w > 0. Ademds, tomamos un Fj
del dominio 3 donde Pj es asintéticamente estable. Para w hemos tomado
dos valores 107° y 10~ para ver cémo influye la rapidez del calentamiento
global (cuanto més grande sea w mas réapido serd).

Como podemos observar en la figura 2.11, tras unas pocas oscilaciones,
el sistema tiende rapidamente a estabilizarse. Sin embargo, dado que E
ahora varia con el tiempo, el sistema no tiende a un punto constante. Esto
lo podemos apreciar mejor en la imagen de la derecha, donde FE crece a
mayor velocidad y las variables no tienden a un punto constante, sino que
van variando ligeramente a lo largo del tiempo. Esto nos indica que por
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Ep=19-w=10"° Ey=19-w=10"*
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Figura 2.11: Evolucién temporal del sistema (2.12) con E(t) dada por (2.11)
para Ey = 1.9 del dominio 3 y w = {107°,1074} respectivamente, con la
condicién inicial z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y z(0) = 0.1 y el resto de parame-
tros igual que los considerados en las simulaciones anteriores (2.10).

lo menos el sistema se mantendra estable durante un periodo largo. De
hecho, si aumentamos el tiempo de ejecucién (de 1000 a 10000 unidades),
comprobamos (ver figura 2.12) que para w = 10~% el sistema se extingue
alrededor de t = 4000, mientras que para w = 10™° apenas ha variado.

Eo=1.9-w=1075 Ey=19-w=10"
0.6 0.6f
0.5 0.5¢ _’_Hl
04 04}
0.3 0.3f
0.2 0.2f
0.1 0.1 ‘
‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ .
2000 4000 6000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 2.12: Evolucién temporal del sistema (2.12) con E(t) dada por (2.11)
para Eg = 1.9 del dominio 3 y w = {107%,107%} respectivamente, con la
condicién inicial z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y z(0) = 0.1 y el resto de pardme-
tros igual que los considerados en las simulaciones anteriores (2.10).

Pasamos ahora a estudiar los casos en el dominio 4. Ya habiamos visto
anteriormente, que para estos valores de Ej el sistema (2.4) tenia un ciclo
limite estable aunque de distintos tamanos (figura 2.9). Ahora, en la figura
2.13, vemos a la derecha que para Eg = 2.09, con el paso del tiempo las
oscilaciones van creciendo en amplitud hasta que las tres variables tienden
a cero. Esto ocurre alrededor de ¢ = 500, es decir, cuando £ = 2.095 que
se encuentra ya en el dominio 5 donde se da la extincién de las poblaciones.
Por otro lado, para Ey = 2.04, también las oscilaciones van creciendo en
amplitud, por lo que cabe esperar que dejando pasar el tiempo suficiente, el
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Eg=2.04 - w=10"° Ep=2.09 - w=10"°
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Figura 2.13: Evolucién temporal del sistema (2.12) con E(t) dada por (2.11)
para Ey = {2.04, 2.09} del dominio 4 y w = 107 , con la condicién inicial
x(0) = 0.385, f(0) = 0.3y 2(0) = 0.1 y el resto de pardmetros igual que los
considerados en las simulaciones anteriores (2.10).

sistema se comportard como en la imagen de la derecha.

Si suponemos ahora que el calentamiento global ocurre de manera mas
réapida (w més grande), podemos comprobar que se cumple lo que decfamos
arriba: las variables tienden a cero en ambas situaciones y en menor tiempo
(figura 2.14). De hecho, la extincién ocurre alrededor de los tiempos # = 650
y t = 150 para Ey = {2.04, 2.09} respectivamente, que se corresponde para
ambos con E(f) ~ 2.105, por lo que, una vez més, al traspasar la frontera
entre los dominios 4 y 5 es cuando se da la extinciéon de las poblaciones.

Ey=2.04 - w=10" Eq=2.09 - w=10"
0.6r n
[ i A
0.6 | 1 | 05
04\\\\\‘\\\ 0'4J
471
L \ | . \ 0.3¢
02k 1 0.2r
0.1¢
1
A, : 3 -t — : : : -t
500 1000 1500 2000 200 400 600 800 1000
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Figura 2.14: Evolucién temporal del sistema (2.12) con E(t) dada por (2.11)
para Ey = {2.04, 2.09} del dominio 4 y w = 10~ , con la condicién inicial
x(0) = 0.385, f(0) = 0.3y 2(0) = 0.1 y el resto de pardmetros igual que los
considerados en las simulaciones anteriores (2.10).

Hay que mencionar que en el modelo planteado para la funcién E(t)
(2.11), se asume que el calentamiento global aumenta indefinidamente. Por
tanto, la extincién del plancton y el oxigeno es susceptible de ocurrir sin
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importar cudles sean las condiciones iniciales y la tasa de cambio w, ya que,
si se deja pasar el tiempo suficiente, el valor de F alcanzara el dominio 5
donde el tinico punto atractor es el origen, lo que explica el comportamiento
de las graficas anteriores.

(ii) w <0

Ahora estudiamos el caso en el que w sea negativo, es decir, ' es decreciente.
Cabe esperar que al decrecer E llegue un punto en el que nos encontremos
en el dominio 1 y por tanto, se llegue también a la extincién de las tres
variables.

Tomamos entonces Fy = 1.9 que se encuentra en el dominio 3, pero
cercano al dominio 4. En primer lugar, vemos en la figura 2.15 (a) que para
w = —107° el sistema se comporta de manera parecida que para w = 107
en la figura 2.12, el sistema mantiene la coexistencia de las tres variables
en unos valores que varfan muy lentamente en el tiempo. En cambio, para
w = —107* (ver figura 2.15 (b)), se comporta de manera totalmente distinta.
Hasta ¢ ~ 4000 la poblacién de zooplancton disminuye hasta extinguirse,
mientras que la de fitoplancton aumenta para luego empezar a decrecer
junto con la concentracién de oxigeno hasta llegar a cero en ¢ ~ 10000.

(@) Eo=19-w= -10-% (b) Eo=19-w= -107*
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Figura 2.15: Evolucién temporal del sistema (2.12) con E(t) dada por (2.11)
para Eg = 1.9 del dominio 3 y (a) w = —107° (b) w = —107*, con la condi-
cién inicial z(0) = 0.385, f(0) = 0.3 y 2(0) = 0.1 y el resto de pardmetros
igual que los considerados en las simulaciones anteriores (2.10).

Hemos visto entonces, que tanto si el aumento de la temperatura facilita
como si dificulta la producciéon de oxigeno, el sistema tiende a la extincion
con el paso del tiempo. Como conclusion, la tunica posibilidad para que el
sistema de plancton y oxigeno sea sostenible es que la tasa de produccion de
oxigeno se encuentre en unos valores intermedios de E. Dado que E depende
de la temperatura, esto sugiere que también es necesario, para que haya
un ecosistema sostenible, que la temperatura se encuentre en unos valores
intermedios.



26 2.4. Efecto del calentamiento global

Hay que mencionar, que estas conclusiones las hemos obtenido a partir
del modelo planteado (2.12), por lo que es cuestionable cémo de realista
es esta conclusiéon dado que no tenemos en cuenta todos los factores. Uno
de ellos, por ejemplo, es el espacio, ya que hemos asumido que el plancton
esta distribuido de manera uniforme en el océano. Sin embargo, se sabe que
en los ecosistemas marinos el plancton tiene una distribucién heterogénea.
Por ello, en el siguiente capitulo trataremos de ver si tomando un sistema
espacial podemos deducir otras conclusiones.



Capitulo 3

Modelo espacial

En este capitulo vamos a introducir un sistema dinamico espacial basandonos
en el articulo [6]. El espacio es un factor importante en este estudio debido
al movimiento de los organismos. Este movimiento puede tener dos causas:
la automocion y el movimiento turbulento de las aguas.

3.1. Planteamiento

En nuestro caso solo el zooplancton posee automocién y su desplazamiento
vertical es considerado importante ya que afecta a las tasas de alimentacion
y a su distribucién vertical. Por el contrario, su movimiento horizontal se
debe principalmente al movimiento lateral de las aguas. Para este estudio
utilizan un sistema idealizado en el cual se asume que el plancton tiene una
distribucion vertical uniforme en la zona fética que es donde se lleva a cabo
principalmente la fotosintesis. Por otro lado, para la distribucién horizontal
se considera un espacio unidimensional que se interpretaria como un corte
transversal del océano y el desplazamiento en este espacio se debe a las
turbulencias horizontales que estan aproximadas por el proceso de difusién
turbulenta.

Por tanto, ahora tenemos la concentracién de oxigeno y las densidades
de fitoplancton y zooplancton como funciones dependientes del espacio y y
el tiempo t: z(y,t),f(y,t) y 2(y,t). Modificando el sistema (2.4) del capitulo
anterior, las nuevas ecuaciones son:

ox(t,y) D & Efy d6fz  yzx
o T8y2 r+1 x+x9 T+73
of(t,y) Pf | az s Bzf
SCAGE DR W 2 . 1
0z(t,y) 0%z ve?  fz
ot - Progtoaiaiin M4
ot y z?+xi f+h

27
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donde Dr es el coeficiente de difusion turbulenta y 0 < y < L siendo L el
tamano del dominio.

Para realizar las simulaciones numéricas volvemos a considerar las ecua-
ciones adimensionales introduciendo ' = y1/m/Dp. De esta manera (ob-
viando los acentos), el sistema adimensional es el siguiente:

ox(t,y) @ Ef bdfx  yzz

o o x4+l xdmzy x4
oft,y)  9*f ax s Bzf

ot 8y2+w+x1f / f+h of (3.2)
oz(t,y) 0%z ve?  fz

ot aTﬂer?erierh e

Los primeros dos términos de las ecuaciones del sistema (3.2) son los térmi-
nos de la ecuacién del calor mientras que los demas representan las interac-
ciones entre las distintas variables.

Para resolver este sistema hemos utilizado el método de diferencias fini-
tas. Para ello definimos primero una red de puntos espacial

Yyo=0<---<yy=L conys=s-Ay, s=0,1,...,M+1
y otra temporal
tr=r+xAt,r=0,1,...

donde Ay=0.5 y At=0.01 ya que en el articulo [6] se dice que son suficien-
temente pequenos para que funcione bien y las simulaciones numéricas han
mostrado ser estables.

En cada una de las ecuaciones hemos aproximado la derivada temporal
con diferencias finitas hacia adelante y la derivada segunda espacial con
diferencias finitas centrales. Si u es una de estas funciones (z, f o z), entonces
el esquema para la ecuacion del calor u; = ug, utilizando estas diferencias
finitas es el siguiente:

r+1 r oo r r
Ug — Ug - Ugiq 2us + Us_q

At Ay?

Aplicando este esquema al sistema (3.2) y reorganizando los términos
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones explicitas:
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1 2 o fr v zh
gt = p(xl g +ah_y) + At (Kt _ A - +sx2 - +sx3 — 1)
S S

E fI
At —25
N i+ 1
fr+1: p(fr+1+fr71)+Atfr(i_i+ O‘x; _fr_ Zg —0)
s y s YA Ay? o aT+a ° fr+h

1 2 wv(xh)? ST
Z§+1 — p(2§+1 + Z;—l) + At Z; (Kt — AyZ (1'7‘)2 :_:L'?l fT j_ h — ,u)
S S

Dado que las tres ecuaciones son de un paso, solo es necesario definir
una condicién inicial para cada variable. Consideramos en primer lugar una
distribucion de las especies casi uniforme:

_ = LN 0

(.00 =7, f@O)=F :@0=(y-3)7+5 (63

donde (z, f, %) es el punto critico P3 del sistema (2.4) del capitulo anterior
y 0 es un parametro.

Ademas de las condiciones iniciales, consideramos unas condiciones de
contorno de Neumann homogéneas:

ou Oou
—(t,0)=0, —(t,L)=0.
6y( ) ) ) ay( Y )

Aproximando la derivada en el extremo izquierdo (y = 0) con diferencias
finitas hacia delante y la derivada en el extremo derecho (y = L) con dife-
rencias finitas hacia atras, obtenemos las siguientes condiciones de contorno:

3.2. Simulaciones numéricas

Para las simulaciones numéricas hemos utilizado los mismos parametros que
en el capitulo 2:

a=180=01,8=1,21=07,20=1, 23 =1,

(3.4)
24=1,v=076=1v=001, =01y h=0.1,

ademads de anadir L = 1000 para el espacio. Una vez mas, para el parametro
FE tomaremos distintos valores.

En primer lugar, hemos tomado E = 2.05. Para el valor de E elegido,
existe un ciclo limite estable alrededor de Ps; ya que se encuentra en el
dominio 4 estudiado en el capitulo anterior (figura 2.5). Ademds, para este
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valor de E, el punto elegido para las condiciones iniciales (3.3) es (z, f, z) =
(0.46, 0.42, 0.1).

Como vemos en la figura 3.1, después de ejecutar un largo tiempo el
programa (tiempo de CPU 36.17h), parece que no hay una diferencia cuali-
tativa entre los tiempos ¢ = 10000 y ¢ = 12000, por lo que suponemos que
el sistema ha alcanzado una zona de equilibrio donde se mantiene estable.
Ademads, los valores de las variables se mantienen alrededor de los valores
iniciales.

(a) t=10000 (b) t=12000

0. 5\/\/\/_/ \’\/ \/\/ 0% W\/\/\\

04 04 — Oxigeno

0.3 03 Fitoplancton
Zooplancton

0.2 0.2

0.1 0.1F

Yy Yy

200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Figura 3.1: Distribucién espacial del oxigeno y el plancton para los tiempos
(a) t = 10000 y (b) ¢ = 12000 con las condiciones iniciales (3.3) y los
pardametros dados en (3.4) y ademds E = 2.05 (dominio 4) y 6 = 0.02.

Procedemos ahora a realizar simulaciones variando el parametro F para
comparar el comportamiento del sistema no espacial (2.4) con el sistema
espacial (3.2). Para las siguientes simulaciones, podemos usar por tanto la
distribucién obtenida para ¢ = 10000 en la figura 3.1 (a) como condicién
inicial.

En la figura 3.2 (a), podemos observar que para E = 2.04 la amplitud
de las oscilaciones disminuye considerablemente, obteniendo a la larga una
distribucion espacial mas homogénea de las poblaciones de plancton y la
concentraciéon de oxigeno. Hay que recordar, que para este valor de FE, el
sistema no espacial poseia un ciclo limite estable (figura 2.9 (a)) de menor
amplitud que para E = 2.05.

(a) E=2.04 - t=12000 (b) E=2.1-1t=12000
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Figura 3.2: Distribucién espacial en ¢ = 12000 del oxigeno y el plancton
para (a) £ = 2.04 y (b) E = 2.1 con condicién inicial la figura 3.1 (a) y los
pardmetros dados en (3.4).
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Por otro lado, para E = 2.1, vemos en la figura 3.2 (b) que el sistema
tiende a una distribucién maés heterogénea de las especies, ya que presenta
oscilaciones de mayor amplitud. Dado que para el sistema no espacial con
E = 2.1 terminaba en la extincién de las tres variables (figura 2.9 (c)), po-
demos concluir que las condiciones para la estabilidad son menos restrictivas
para el sistema espacial.

3.3. Efecto del calentamiento global en el sistema
espacial

Los resultados anteriores han sido obtenidos para valores fijos de E. A con-
tinuacién, consideraremos como hemos realizado en el capitulo 2, el efecto
del calentamiento global. Para ello sustituimos en el sistema espacial (2.12)
el pardmetro E por E(t) de la ecuacién (2.11).

ox(t,y) 827$+E(t)f_ dfx  yzz
ot 0y x+1 z4ax0 x+3
oftty)  Of  az , o Bif
ot oy Twxad L T R (3:5)
oz(t,y) & v fz s
L Ot oyr 2242t f+h e

Esto seria equivalente a introducir la componente espacial en el sistema
(2.12), por lo que, a continuacién haremos un anélisis analogo al de la seccién
2.4.

(i) w>0

En primer lugar, tomamos un w positivo y pequeno. La figura 3.3 muestra
la distribucion espacial del plancton y el oxigeno en el tiempo ¢ = 10000,

(@) Ep=2.04 - w=10"° - t=10000 (b) Ep=2.09 - w=10"° - t=10000
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Figura 3.3: Distribucién espacial en ¢ = 10000 del oxigeno y el plancton para
(a) Ep = 2.04 y (b) Eg = 2.09 con w = 1075 y de condicién inicial la figura
3.1 (a) y los parametros dados en (3.4).
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obtenida para w = 107°. Observamos que para ambos valores de FEj el
sistema se mantiene estable, aunque con oscilaciones de gran amplitud. De
hecho, para Ey = 2.09, el sistema es sostenible mas tiempo que en el caso no
espacial (figura 2.13) donde para t ~ 500 ya se habia extinguido. Adem4s,
el valor de E también ha superado el maximo posible para el sistema no
espacial que era alrededor de E = 2.095, puesto que ahora ha llegado a
alcanzar £ = 2.19.

En la figura 3.4 (a) podemos apreciar c6mo, en el caso de Ey = 2.04,
el sistema comienza siendo bastante estable, con oscilaciones de pequeia
amplitud. Sin embargo, con el crecimiento de F, dichas oscilaciones se hacen
mas grandes asemejandose al comportamiento del sistema para Eg = 2.09
(figura 3.4 (b)). Por tanto, cabe esperar que, si dejamos pasar més tiempo,
las poblaciones terminarian por llegar a la extincién.

(@) Eo=2.04 - w=10"° - y,=500. (b) Eo=2.09 - w=10"° - y,=500.
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Figura 3.4: Evolucién temporal para yg = 500 del oxigeno y el plancton para
(a) By =2.04y (b) By = 2.09 y w = 1075, con condicién inicial la figura
3.1 (a) y los parametros dados en (3.4).

Si ahora tomamos un w més grande, comprobamos que las tres variables
llegan a extinguirse al igual que ocurria para el sistema no espacial (ver
figura 2.14). Si bien, es verdad que ahora este suceso ocurre para tiempos
mas altos. En la figura 3.5 podemos ver que las tres variables tienden a cero
para (a) t ~ 5000 y (b) ¢ ~ 4500 mientras que en el sistema no espacial se
daba para t ~ 650 y t ~ 150 respectivamente (ver figura 2.14).

(8) Eo=2.04 — w=10"* - yy=500. (b) Eo=2.09 - w=10"* = yo=500.
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Figura 3.5: Evolucién temporal para yy = 500 del oxigeno y el plancton para
(a) By =2.04y (b) By = 2.09 y w = 1074, con condicién inicial la figura
3.1 (a) y los parametros dados en (3.4).
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Ademss, resulta interesante, que con un mayor crecimiento de E, la
distribucion espacial de las variables cambia significativamente. La figura
3.6 muestra dicha distribucién obtenida para los pardmetros Fy = 2.09 y
w = 107* en dos instantes de tiempo distintos. Mientras que al comienzo

(a) Ep=2.09 - w=10"* - t=200 (b) Ep=2.09 - w=10"* - t=2500
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Figura 3.6: Distribucién espacial en (a ) =200 y (b) t = 2500 del oxigeno
y el plancton para Ey = 2.09 y w = 10~%, con condicién inicial la figura 3.1
( ) y los parametros dados en (3.4).

del calentamiento global (¢ = 200), la distribucién espacial se mantiene ain
estable, aunque con algunas oscilaciones de gran amplitud, con el paso del
tiempo se vuelve muy inestable, con cambios grandes entre puntos cercanos
del espacio (ver figura 3.6 (b) obtenida para t = 2500).

Por 1dltimo, consideramos Ey = 1.9, para luego compararlo con el caso de
w negativo. Ademds, consideraremos solo w = 1074, ya que para w = 107°
los resultados seran similares aunque en un plazo de tiempo més largo. Como
podemos ver en la figura 3.7, el sistema tiene un comportamiento totalmente
distinto a los anteriores casos estudiados. Aun asi, la evolucién temporal es
andloga a la del sistema no espacial (figura 2.12 derecha).

Eo=1.9 - w=10"* - y,=500.
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Figura 3.7: Evolucién temporal para yg = 500 del oxigeno y el plancton para
Eo =19y w=10"%, con condicién inicial la figura 3.1 (a) y los pardmetros
dados en (3.4).

Observamos también en la figura 3.7 que hasta t &~ 3000, las variables se
mantienen casi constantes, ya que Fy = 1.9 se encontraba en el dominio 3,
donde el punto critico P53 era asintoticamente estable. No obstante, después
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de ese instante, el sistema comienza a oscilar hasta que pasado t = 6000 las
variables terminan por tender a cero.

De hecho, si miramos la distribucién espacial antes de t = 3000 (figura
3.8 (a)), comprobamos que es constante a lo largo de todo el espacio. Por el
contrario, pasado ese punto de inflexion, la distribucién de las variables se
vuelve muy inestable con oscilaciones de gran amplitud antes de llegar a la
extincién (figura 3.8 (b)).

(@) Ep=1.9 - w=10"* - t=1000 (b) Ep=1.9 - w=10"* - t=5000
E 0.8
0.4f 111 vl | [
f 0.6 IR TR |
[ SN LI \“N | I\ — Oxigeno
0.3F I ﬁ | 1l ‘w 1l | .
[ | | I ‘ | | ‘ | ‘ Fitoplancton
025 0.4 \‘H“‘ I\ ““‘H H‘H Zooplancton
[ | | |
t \ I IR
L o211 11| (4 (| [ ‘
01i M\‘ I 1| “‘ ‘\L“ ‘ ”“
RVETUN AR AL AL/
200 400 600 800 1()00y 200 400 600 800 1000

Figura 3.8: Distribucién espacial en (a) ¢ = 1000 y (b) ¢ = 5000 del oxigeno
y el plancton para Ey = 1.9 y w = 1074, con condicién inicial la figura 3.1
(a) y los pardmetros dados en (3.4).

(i) w <0

Pasamos ahora a estudiar el caso en el que w es negativo, al igual que
habiamos hecho en el capitulo 2. Para este apartado tomaremos otra vez
Ey=19yw=10"%

Los resultados obtenidos son bastante sorprendentes, ya que las tres
variables se comportan localmente de igual manera que en el caso no espacial
(ver figura 2.15 (b)) tal y como vemos en la figura 3.9. Alrededor de ¢ = 4000
la poblacion de zooplancton se extingue y maéas tarde, cerca de ¢ = 10000,
las otras dos variables tienden a cero.

Eop=1.9 - w=-10"* - y,=500.
0.6

0.5

04 — Oxigeno
Fitoplancton

03 Zooplancton

0.2

0.1

- t
2000 4000 6000 8000 10000

Figura 3.9: Evolucién temporal para yy = 500 del oxigeno y el plancton
para Eg = 1.9 y w = —107%, con condicién inicial la figura 3.1 (a) y los
pardmetros dados en (3.4).
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Ademas, la distribucién espacial se vuelve constante tras las primeras
oscilaciones (figura 3.10).

Eyp=1.9 - w=-10"* - t=3000

0.5

0.4 — Oxigeno
03 Fitoplancton
Zooplancton

0.2

0.1

200 400 600 800 1000y

Figura 3.10: Distribucion espacial en t = 3000 del oxigeno y el plancton
para Eg = 1.9 y w = —107%, con condicién inicial la figura 3.1 (a) y los
pardametros dados en (3.4).

En resumen, hemos visto al igual que en el capitulo 2, que tanto si el
aumento de la temperatura facilita la produccién de oxigeno por parte del
fitoplancton (w > 0) como si la dificulta (w < 0), el sistema tiende a la
extincion con el paso del tiempo. Aunque, en el primer caso, llegar a dicha
situacién requiere mas tiempo que en el sistema no espacial. Por tanto, una
vez mas concluimos que para que el ecosistema de plancton y oxigeno sea
sostenible, es necesario que la temperatura se encuentre en un rango (més
amplio que antes) de valores intermedios.
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Capitulo 4

Conclusiones

Al principio de este trabajo, en el primer capitulo, hemos planteado un
modelo no lineal para estudiar el sistema dinamico de la poblacién de fito-
plancton y la concentracion de oxigeno. Tras realizar un estudio analitico y
numérico de dicho sistema, hemos llegado a la conclusién de que existe un
punto critico para la tasa de produccién de oxigeno por debajo del cual el
sistema se extingue (ver figura 1.4).

En el primer capitulo, no hemos tenido en cuenta cémo puede afectar
una subida en la temperatura del agua a dicha tasa. De ello nos hemos
ocupado en el segundo capitulo, donde ademéas hemos incluido el zooplancton
como variable para estudiar su interaccién con las anteriores. Hemos definido
distintos dominios (figura 2.5 de [6]) para la estabilidad de los puntos criticos
del nuevo sistema. Los casos més deseables serian cuando el punto critico
de coexistencia de las variables es asintéticamente estable o cuando existe
un ciclo limite estable a su alrededor. Una vez realizado este analisis de la
estabilidad, hemos planteado un modelo lineal (2.11) para el término FE(t)
que incluye el calentamiento global. Tras varias simulaciones, llegamos a
la conclusién de que la temperatura del agua ha de encontrarse en una
franja intermedia de valores para que el sistema de plancton y oxigeno se
mantenga estable. Aunque hay que tener en cuenta las limitaciones de este
modelo, ya que puede resultar poco realista que el calentamiento aumente
indefinidamente.

Por ltimo, en el tercer capitulo, hemos anadido la componente espa-
cial al sistema, para aproximarnos un poco maés a la realidad. Nuevamente,
realizando un estudio andlogo al del segundo capitulo, llegamos a la mis-
ma conclusion: para la sostenibilidad de este ecosistema, la temperatura no
debe ser muy alta ni muy baja. Aun asi, hemos visto que, afiadiendo la com-
ponente espacial, el rango para esas temperaturas es méas amplio ya que el
sistema se mantiene estable durante un tiempo mas largo.

A modo de conclusion de este trabajo, recordamos que es el fitoplanc-
ton quien se encarga de producir una gran parte del oxigeno que tenemos
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disponible en la atmosfera. Por tanto, resulta de vital importancia entender
el comportamiento de estos ecosistemas para poder prevenir situaciones que
pudieran llevar a su extincién.



Apéndice A

Teoria de ecuaciones
diferenciales

A continuacién, veremos algunas de las definiciones y teoremas de ecuaciones
diferenciales [9] empleados en este trabajo.

A.1. Definiciones

Un sistema autéonomo plano es un sistema de dos ecuaciones diferenciales

de la forma
a' = F(z,y) (A1)
Y =G(x,y)

donde F y G son funciones continuas con derivadas parciales continuas en
todo el plano. El sistema se llama auténomo porque la variable independiente
t no aparece explicitamente en los segundos miembros de las ecuaciones
dadas.

El plano formado por los pares (z,y) solucién del sistema (A.1) se deno-
mina plano de fases. Dadas unas condiciones iniciales, x(tg) = xo, y(to) = Yo
un par de soluciones (x(t),y(t)) determinan una curva en el plano de fases
llamada drbita o trayectoria. En cada punto (x,y) de una 6rbita, el vector
(F(x,y),G(x,y)) es tangente a dicha curva. Por ello, al conjunto de vectores
(F(z,y),G(x,y)) se le llama campo de direcciones del sistema.

A los pares de puntos (Z, ) que son solucién del sistema

{F(x’ y) =0 (A.2)
G(z,y) =0

se denominan puntos criticos. Estos puntos también se pueden ver como la
interseccién de las nulclinas del sistema (A.1). Las nulclinas son las curvas
definidas por F(z,y) = 0 y G(x,y) = 0. Dado que esto es equivalente a

39



40 A.2. Estabilidad de sistemas lineales

2’ =0 ey =0, las nulclinas también definen las distintas regiones para las
direcciones de las orbitas en el plano de fases.

A continuacién, damos las definiciones de estabilidad para puntos criti-
COS.

Sea (Z,y) un punto critico del sistema (A.1). Entonces:

(i) Se dice que es estable si para todo R > 0 existe » > 0 tal que, si
(z(t0),y(to)) € B((x,y),r), entonces paratodo t > to (x(t),y(t)) €
B((z,y), R). Es decir, que para puntos cercanos a (,¥), sus 6rbitas
se mantienen también cerca con el paso del tiempo.

(ii) Se dice que es asintdticamente estable si es estable y existe rg > 0 tal
que si (x(to). y(to)) € B((Z.5). ). entonces Jim (x(1),y(t)) = (2.7)
o
Es decir, que para puntos cercanos a (Z, §), sus érbitas tienden a dicho
punto con el paso del tiempo.

(iii) Se dice que es inestable cuando no es estable. Es decir, cuando puntos
cercanos a (T, 7), sus Orbitas se alejan de él con el paso del tiempo.

A.2. Estabilidad de sistemas lineales

Un sistema lineal lo podemos escribir de la siguiente manera:

! a b x
-2 G) =
Vamos a suponer que el punto critico (0,0) es aislado, entonces determina-

remos su estabilidad segun los valores propios, Ay y As, de la matriz A del
sistema. Entonces, el punto critico es:

(i) un nodo, si A1 y A2 son reales y del mismo signo.

a) Si son negativos, entonces es asintéticamente estable.

b) Si son positivos, entonces es inestable.
(ii) es un punto de silla si A1 y A2 son reales, pero de signo contrario.
(iii) un foco si A1 y A2 son complejos.

a) Si Re(\) < 0 es asintéticamente estable.

b) Si Re(\) > 0 es inestable.

(iv) un centro si A\; y A2 son imaginarios puros.
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I B A
@@

(i) a) (i) b) (i) (iii) a) (iii) b) (iv)

A.3. Linealizacion de sistemas no lineales
Sea el sistema no lineal
x' = F(z,y)
y = G(z,y)

y (Z,y) un punto critico del sistema. Entonces su sistema linealizado alre-
dedor de dicho punto es el siguiente:

: (A.4)

oF,  OF

o %(:c,y) a*y(%y) .
§)- O e
Yo Twn Yap)
ax Y y 8y ) y
Si denotamos A’ la matriz del sistema, entonces (Z,7) es

(i) asintdticamente estable si y solo si todos los valores propios de A’
tienen parte real negativa.

ii) inestable si algiin valor propio de iene parte real positiva.
ii) inestable si algu 1 io de A’ ti t 1 iti






Apéndice B

Cuentas

B.1. Cuentas del Capitulo 2

A continuacién, desarrollamos las cuentas realizadas para introducir varia-
bles y parametros adimensionales en el sistema (2.3).

de(t)  woEf dfx  qzz .
dt x4z x+z9y T+13
af(t)  ax , €zf
dt x—l—:clf bf f+h of
dz(t) vat efz

= 5 — 1z
dt 2+a] f+h

Como ya hemos mencionado, en el articulo [6] se han utilizado las si-
guientes variables adimensionales:

/ ’ / / ) €Z
t =tm, r=—, fr=— Z = —.
o m m

Aplicando la regla de la cadena en las derivadas y sustituyendo estas va-
riables adimensionales en el sistema (2.3), deduciremos los demés pardmetros
adimensionales obteniendo asi el sistema (2.4).
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Comenzamos con la primera ecuacion:

W) _do do d_ 1 de 1_ 1 ds
! dx dt dt! xo dt m  xem dit
~
de'(t') dx FEaof dfx yzx
mo == - — -mz
dt’ dt x4+z9 T+ T+23
B0 6@ 0 ehee
To X + xo To X + X9 rox' + 3
Emf’ dm fa ymz' x' ,
= — — —mxgx
B +1)  B(a'+x2/30) €(2 +23/20)
R Ef B of'a B vz x o
o 0 Bxo(x'+1) LBaxo(z' + %2)) exg (z' + %g)
~
d:c’(t’): g ff 6 fld 4 2 o
dt’ Bao (@' +1) Bxo (' + ) exo(a +32)
B Ef/ B SfI.T/ B ’yz’x' L
- ({L‘/ + 1) (J}, + .fg) (x’ + ifg) ’
~ E . )
dondeE:—,5:—,afgzﬁ,fgzgy’yzlsonnuevos
B xo Bxo L0 Lo €Z0
parametros adimensionales.
Para la segunda ecuacién tenemos:
df'(t) _dff df dt B df 1 _ B df
. df dt dt/ m dt m m?2dt
=4
m? df' (¢ d, az €z
7.]0(/):7]0: f_BfZ_ f_o_f
B dt dt =+ f+h
azoa’ <mf’> ﬂ(mf’)Q e(mezl)(mgf) (mf’
ror' +x1 \ B g (mﬁf)—kh p
ama?’ f/ m2 (f/)2 m2 Z/ f/ amf’

~ B (@ + x1/x0) B pmlin B
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_miz ax' f! e 2 af
B \m (@ + 21 /x0) (2L +n)  m
=4
df/(t/):g o f! B '2_EL_£JN
dt’ m (z' + x1/x0) m (f/—i—%) m
ax f . R
L Bt Ay ]
(¢ + 1) (f"+h)
donded:g,flzfl’fl:ihva—:gy/@:ﬁ_
m Zo m m m

Nota: Aqui creemos que hay una errata en el trabajo [6]. Consideraremos
por tanto § = 1 para recuperar el sistema de [6].

Por ltimo, la tercera ecuacién:

) _dY e d e di 1 e de
. df dt d/ m dt m m2?dt
=
ﬁzdz’(t’)_%_ va? efz B
e dt dt  x2+x3 f+h pe
2 mfy (mz /
v(zga)? €(F5) (FF) Iu(mz)
2 ! o
(xoz')? + a3 (mﬁf)—f—h €
B mQV(LE,Q f/zl _/LmZ/
(@) + (5)? B (" +h) €
7777,72 V€($/2 f,Z/ UZ/
= (x/ 2+(%1)2 m(f’+%) m
=
dz’(t') _ D (.7}/)2 f/ o . Z/
v (@2 434 (f + h)
~ h
dODdel}:E,aﬁ:%,h:—Byﬂ:ﬁ
x m m
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De esta manera obtenemos el sistema (2.1):

da'(t") Ef B Sf'a A4

- (@ +1) (@ td) (@t
M: éax'f’ e Bz/f/ o

o @ra) G R o f (B.1)
dz(t) v (z')? i -~

dt (@) +d? (f+h) '



Apéndice C

Cddigo de Mathematica

C.1. Capitulo 1

Aqui debajo mostramos el cédigo implementado para obetener la figura 1.3
del capitulo 1 a partir del sistema (1.6), ademds de los puntos criticos y sus
valores propios asociados.

Ecuaciones

ClearAll[™ +"]

Ecoxigeno=ef / (x+1) - fx/ (x+x2) -gzx/ (x+x3) -mx;
EcFito= (axf/ (x+x1) -bf~2) -zf/(f+h) -sf;
x1=1; x2=0.5; x3=1; a=12.5; b=2.5; m=1;

$s=0.1; g=0.01; h=0.5; 2=0.3; e =3.5;
PuntosCriticos = Solve[ {EcOxigeno == @, EcFito == @}, {x, f}]

Jacobiano

D1x = FullSimplify[D[EcOxigeno, x]];
D1f = FullSimplify [D[EcOxigeno, f]];
D2x = FullSimplify [D[EcFito, x]];
D2f = FullSimplify [D[EcFito, f]];

MJ = {{D1x, D1f}, {D2x, D2f}};
MatrixForm[MJ]
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Estabilidad

MJO = MJ /. PuntosCriticos[[7]];
Eigenvalues [MJO]

MJPI = MJ /. PuntosCriticos[[8]];
Eigenvalues [MIPI]

MJPE = MJ /. PuntosCriticos[[9]];
Eigenvalues [MIPE]

Plots

k1 = 0; k2 = 3.5;
plotPC = ListPlot[{{x, f} /. PuntosCriticos[[7]], {x, f} /. PuntosCriticos[[8]],

{x, f} /. PuntosCriticos[[9]]}, PlotRange -» {{-k1, k2}, {-k1, k2}},
AspectRatio » 1, PlotMarkers » {Automatic, Medium}, PlotStyle - Black,
AxeslLabel -» {x, f}, LabelStyle -» Larger];
plotPF = StreamPlot[ {EcOxigeno, EcFito}, {x, -k1, k2}, {f, -k1, k2},

PlotRange -» {{-k1, k2}, {-k1, k2}}, Frame -» False, Axes -» True,

AxeslLabel -» {x, f}, StreamColorFunction -» Gray, LabelStyle - Larger];
plotnulcfl = Plot[{(mx+ (gzx/ (x + x3))) /(e/ (x+1) - x/ (x+x2))},

{x, -k1, k2}, PlotRange -» {{-k1, k2}, {-k1, k2}}, AspectRatio -» 1,

PlotStyle -» {Black, Dashed}, AxesLabel » {x, f}, LabelStyle » Larger];
plotnulcx2 = ParametricPlot[{x1 (z/ (f+h) +s+bf) / (a - (z/(F+h) +s+bf)), f},

{f, -k1, k2}, PlotRange -» {{-k1, k2}, {-k1, k2}}, AspectRatio -» 1,

PlotStyle » {Red, Dashed}, AxesLabel » {x, f}, LabelStyle » Larger];
Show [plotPF, plotnulcfl, plotnulcx2, plotPC]

(*Zoomx)
plotPF = StreamPlot[ {EcOxigeno, EcFito}, {x, @, 0.1}, {f, 0, .07}, Frame - False,

Axes - True, AxesLabel - {x, f}, StreamColorFunction - Gray, LabelStyle - Larger];

Show [plotPF, plotnulcfl, plotnulcx2, plotPC, PlotRange » {{0@, 0.1}, {0, 0.07}}]



Apéndice C. Cédigo de Mathematica 49

C.2. Capitulo 2

El codigo mostrado abajo es el implementado para el calculo de la tabla 2.1
y la figura 2.6. El resto de figuras se obtienen de la misma manera, pero
cambiando los pardametros.

Ecuaciones

ClearAll[" %"]

EcOxigeno=ef/ (x+1) -fx/ (x+x2) -gzx/ (x+x3) - x
EcFito=axf/ (x+x1) - f*2 - zf/(f+h) -sf;
EcZoo = (nu (x~2) / (x*2+x4~2)) « fz/ (f+h) - muz;

Jacobiano

D1x = FullSimplify[D[EcOxigeno, x]1];

D1f = FullSimplify[D[EcOxigeno, f]1];
D1z = FullSimplify[D[EcOxigeno, z]];
D2x = FullSimplify[D[EcFito, x]1];
D2f = FullSimplify[D[EcFito, f]];
D2z = FullSimplify[D[EcFito, z]];
D3x = FullSimplify[D[EcZoo, x]1];

D3f = FullSimplify[D[EcZoo, f]];

D3z = FullSimplify[D[EcZoo, z]];

M3 = {{D1x, D1f, D1z}, {D2x, D2f, D2z}, {D3x, D3f, D3z}};
MatrixForm[MJ]



C.2. Capitulo 2

Calculo puntos criticos y valores propios

valores =
{x2-»1, x3-1, x*4->1, a»1.8, s-»0.1, g-»0.01, h->0.1, mu->0.1, nu->0.7};

ValoresPropios [PC_, val_, MJ_] := Module[ {xx, ff, zz, Val, matriz, ev},
{xx, ff, zz} = PC; Val = Join[val, {x -» xx, f » ff, z » 2zz}];
matriz = MJ /. Val; ev = Eigenvalues[matriz]]
PuntosCriticos[ee_, xx1_, valores_, EcOxigeno_, EcFito_, EcZoo_, MJ_] :=
Module[ {val, EO, EF, EZ, PC, 1pc, j, sol, xx, ff, zz, EV, VP},
val = Join[valores, {e » ee}, {x1 - xx1}];

EO = EcOxigeno /. val; EF = EcFito /. val;
EZ = EcZoo /. val; PC = Solve[{EO == ©, EF == @, EZ == @}, {x, f, z}, Reals];

1pc = Length[PC]; PCpos = {}; EV = {};

For[j=1, j <1lpc, j++, sol =PC[[j]]; {xx, ff, zz} = {x, f, z} /. sol;
If[xx > 0 && ff > @ & zz > @, AppendTo[PCpos, {xx, ff, zz}];
VP = ValoresPropios [ {xx, ff, zz}, val, MJ]; AppendTo[EV, VP]] 1;

Print["PC=", PCpos, "\n", "EV=", EV] ]

Dominio 1 ( P; estable)

ee =0.3; xx1=0.7;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

ee =0.2; xx1=0.3;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

Dominio 2 ( P, estable)

ee=1.3; xx1=0.6;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

ee=0.7; xx1=0.3;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

Dominio 3 ( P, inestable - P; estable)

ee=1.2; xx1=0.2;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

ee=1.7; xx1=0.7;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]
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Dominio 4 (P, inestable - P; inestable)

ee =1.55; xx1=0.3;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

ee =2.05; xx1=0.7;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

Dominio 5 (P, inestable - P5 inestable)

ee =2; xx1=0.2;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

ee =2.5; xx1=0.6;
PuntosCriticos[ee, xx1, valores, EcOxigeno, EcFito, EcZoo, MJ]

Plots; Dominio 1

ee =0.3; tfin = 50;
vals = Join[valoresl, {e - ee}];

soll = NDSolve[{x'[t] == EO[t] /. vals, f'[t] == EF[t] /. vals, z'[t] == EZ[t] /. vals,

x[0] == 0.385, f[@] = 0.3, z[@] == 0.1}, {x, f, z}, {t, O, 3000}];
graficol = Plot[Evaluate[{x[t], f[t], z[t]} /. sol1], {t, @, tfin},

AxesLabel » {"t", " "}, PlotRange -» All, PlotLegends -
Placed[LineLegend[ {"Oxigeno", "Fitoplancton"”, "Zooplancton"}], {Bottom, Right}],
LabelStyle - Larger, PlotLabel - "E = " <> ToString[ee]]
plotpuntosl = ListPointPlot3D[{{{0.385, 0.3, ©0.1}},
Evaluate[ {x[tfin], f[tfin], z[tfin]} /. soll]},
PlotRange -» {{0, 0.4}, {0, 0.35}, {0, ©0.15}}, PlotTheme » {"Business"},
PlotStyle » {ColorData[97, "ColorList"][[4]], ColorData[97, "ColorList"][[8]]1},
AxeslLabel - {"x", "f", "z"}, LabelStyle - Larger];
PP11 = ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], f[t], z[t]} /. sol1],
{t, 9, tfin}, PlotRange » {{0, 0.4}, {0, 0.35}, {9, ©0.15}},
PlotStyle -» {Thickness[0.007], ColorData[97, "ColorList"][[7]1]1},

PlotTheme » {"Business"}, AxesLabel -» {"x", "f", "z"}, LabelStyle - Larger];

Show[plotpuntosl, PP11, PlotLabel - "E=0.3"] (*rojo inicio, amarillo, finx)



52 C.3. Capitulo 3

C.3. Capitulo 3

El sistema (3.2) lo hemos resuelto con diferencias finitas. Dado que realiza-
mos un millén de iteraciones, lo hemos implementado manualmente de forma
iterativa y guardando los datos cada 10000 iteraciones. Aqui mostramos el
codigo empleado para E = 2,05 y las figura 3.1.

Clear["Global™ %"]

Ecuaciones adimensionales

X1=0.7; x2=1; x3=1; x4=1; a=1.8; s=0.1; g=0.01;

h=0.1; mu=0.1; nu=90.7; d=1; eps =0.02; e = 2.05;

EcOxigeno =ef / (x+1) -fx/ (x+x2) -gzx/ (x+x3) - x;

EcFito=axf/ (x+x1) - 22 - zf/(f+h) -sf;

EcZoo = (nu (x2) / (x*2+x472)) « fz/ (f+h) - muz;

PuntosCriticos = Solve[ {EcOxigeno == ©, EcFito == @, EcZoo == 0}, {x, f, z}, Reals];

{x, f, z} = {x, f, z} /. PuntosCriticos[[8]]

Parametros sistema espacial

L = 1000; Ay = ©.5; At = 0.01; M= IntegerPart[L /Ay];

Courant = At/ (ay~2); tfin=12000.0; tfinal = Ceiling[tfin/aAt, 10];

Inicializamos TOy T1

For[j =9, j <M, j++, TXXO[j] = x]

For[j=0, j <M, j++, TFFO[j] = f]

For[j=0, j <M, j++, TZZO[j] = (jay-L/2) « (eps/L) +z]
For[j=1,3sM-1, j++,

TXX1[j] = (Courant (TXX@[j+1] + TXXO[j-1]) + TXX@[]] *
(1-at-2Courant - aAtdTFFO[j] / (TXX@[j] +x2) - atgTzze[j] / (TXX@[j] +x3)) +
ateTFFO[j] / (TXX@[j] +1));

TFF1[j] = (Courant (TFFO[j+1] + TFFO[j-1]) + TFFO[j] » (1 - Ats -2 Courant -
At TFFO[j] + ataTXXe[j] / (TXXe[j] +x1) - atTzze[j] / (TFFO[j] +h))
TzZ1[j] = (Courant (TZz@[j +1] + T2Z@[j-1]) +TZZ@[j] » (1 - mu At - 2 Courant
atnu (TXxe[j1) ~2TFFe[j] / ( ( (TXX@[j]1)~2 +x4~2) « (TFFO[j] +h)) ) ]

TXX1[@] = TXX1[1]; TXX1[M] = TXX1[M-1];

TFF1[@] = TFF1[1]; TFF1[M] = TFF1[M-1];

Tzz1[@] = TZz1[1]; TZZ1[M] = TZZ1[M-1];

3

)
)
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Bucle iterativo

k =0;

(* inicializamos la matriz de datos,

guardamos cada 100s « cada 10.000 iteracionesx)
DataTX3D = Table[@, {j, 0, M}, {k, @, 120}1;

DataTF3D = Table[®, {j, @, M}, {k, 0, 120}];

DataTz3D = Table[®, {j, @, M}, {k, 0, 120}];

For[j=@, j <M, j++, DataTX3D[[j +1, 1]] = TXX@[j]];

For[j=0, j<M, j++, DataTF3D[[j+1, 1]] = TFFO[j]1];

For[j =0, j<M, j++, DataTZ3D[[j+1, 1]] T2Z0[3j]11;

For[n =1, n< tfinal-1, n++, TXX0 = TXX1; TFFO = TFF1; TZZ0 = TZZ1;
For[j=1,3<M-1, j++,

TXX1[j] = (Courant (TXX@[j+1] + TXX@[j-1]) +
TXXO[j] # (1 - At-2Courant - Atd TFFO[j] / (TXX@[]] +x2) -

atgTzze[j] / (TXX@[j] +x3)) + ateTFFO[j] / (TXX0[j] +1));

TFF1[j] = (Courant (TFFO[j+1] + TFF@[j-1]) + TFFO[j] » (1-Ats -2 Courant -
At TFFO[j] + AtaTXxe[j] / (TXXe[j] +x1) - atTzze[j] / (TFFe[j] +h)))

TzZ1[j] = (Courant (TZZ@[j +1] + TZZ@[j-1]) +TZZO[]j] » (1 - mu At - 2 Courant +
Atnu (TXXe[j1) ~2TFFO[j] / ( ( (TXX@[j])~2 +x4~2) » (TFF@[j]1 +h) ) ))];

TXX1[@] = TXX1[1]; TXXL[M] = TXX1[M-1];

TFF1[@] = TFF1[1]; TFF1[M] = TFF1[M-1];

TZZ1[@] = TZZ1[1]; TZZ1[M] = TZZ1[M-1];

(* Guardamos cada 10.000 iteraciones: en total 120 iteraciones x)

If[Mod[n+1, 10000] == 0,

3

k=k+1; Print[" n =", n+1, " k= ", k, " ", TimeUsed[]];
For[j=0, j<M, j++, DataTX3D[[j+1, k+1]] = TXX1[j]];

For[j=0, j<M, j++, DataTF3D[[j+1, k+1]] TFF1[j11;

For[j =, J <M, j++, DataTz3D[[j+1, k+1]] = TZz1[j]] 1]

(* EXPORTAR DATA =*)
Export["DataTX3D.dat", DataTX3D]
Export["DataTF3D.dat", DataTF3D]

Export["DataTz3D.dat", DataTz3D]
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Plot temporal

ti = 10000 /100; (+ tiempo real/18@ = n2 columna en la matriz - 1 &)
ListPlot[{Table[{Ay » j, DataTX3D[[j+1, ti+1]1}, {j, @, M},

Table[{Ay % j, DataTF3D[[j +1, ti+1]]}, {j, @, M}],

Table[{Ay * j, DataTZz3D[[j+1, ti+1]]1}, {j, @, M}1}, Joined » True,
PlotRange » All, AxesLabel -» {"y", " "}, PlotLabel -» " t=" <> ToString[100 % ti],
PlotLegends -» LineLegend[ {"Oxigeno", "Fitoplancton", "Zooplancton"}],

LabelStyle - Larger]

Plot espacial

yJj = 500;
Ploty250 = ListPlot[{Table[{i/At, DataTX3D[[yj+1, i+11]1}, {i, @, 120}],

Table[{At x i, DataTF3D[[yj+1, i +111}, {i, @, 120}1,

Table[{i/at, DataTz3D[[yj+1, i+1]1}, {i, @, 120}]}, Joined - True,
PlotRange » All, AxesLabel -» {"t", " "}, PlotLabel - " y=" <> ToString[Ayyjl,
PlotLegends - LineLegend[ {"Oxigeno", "Fitoplancton", "Zooplancton"}],

LabelStyle - Larger]

TimeUsed[]
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