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Suavizado con P-splines de datos censurados
utilizando pesos de Kaplan-Meier

Jorge Virto Moreno

Resumen

El objetivo de esta tesis es trabajar en el problema de ajuste de una curva no
paramétrica en el contexto especifico de datos censurados. Esta situacién es muy
habitual en el andlisis de supervivencia o duraciéon cuando se estudia la relacién
entre el tiempo de supervivencia, la variable de interés, y alguna covariable relevante.
Frecuentemente, no se conoce la relacion entre las dos variables y en lugar de asumir
alguna relacion paramétrica particular se asume solamente que es una funcién suave
de los datos. Por lo tanto, se considera un enfoque no paramétrico para el ajuste de
la curva que evita una especificacion incorrecta de la forma funcional que conduciria
a una estimaciéon sesgada y a conclusiones equivocadas.

Cuando los datos disponibles estan completos, es decir, sin datos censurados,
el problema de la adaptacién de las curvas no paramétricas ha sido ampliamente
estudiado. Se han propuesto y analizado muchos métodos utilizando diferentes en-
foques. Asi, por ejemplo, existen métodos basados en los suavizados por nucleos
(kernel smoothers) que obtienen la estimacién en cada valor de la covariable como
una funcion, usualmente un promedio ponderado de las observaciones locales de la
variable de interés. Otro enfoque son los métodos basados en el suavizado con splines
(spline smoothers). En la literatura del suavizado via splines existen diferentes pro-
puestas, pero se pueden distinguir dos enfoques principales: los splines de suavizado
(smoothing splines) y los splines de regresién (regression splines). Adem4s, existe un
enfoque que combina lo mejor de estos dos campos, los splines con penalizaciones.
Dentro de este enfoque una de las propuestas de mas éxito son los splines penali-
zados (P-splines) de Eilers y Marx. Para el caso de datos censurados este enfoque
parece muy interesante.

El objetivo de esta investigacién es proponer un nuevo método para adaptar los
P-splines al caso de una muestra de datos censurados y analizar su funcionamiento
mediante simulaciones en distintos contextos. Ademds, se usaran conjuntos de da-
tos reales para ilustrar la metodologia y comparar su rendimiento con alternativas
pardmetricas, como por ejemplo los modelos de duracién acelerada (AFT) o algin
modelo semi-paramétrico.

En primer lugar se propone una extensién del enfoque de splines penalizados uti-
lizando ponderaciones de Kaplan-Meier para tener en cuenta el efecto de la censura y
técnicas de validacion cruzada generalizadas para elegir el pardmetro de alisamiento
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adaptado al caso de muestras censuradas. Ademads, se ha ampliado esta propuesta
al marco de modelos aditivos generalizados (GAM), introduciendo una correccién
del efecto de la censura, lo que permite estimar inmediatamente modelos mas com-
plejos. También se ha utilizado un conjunto de datos reales, la supervivencia de los
pacientes en lista de espera del programa de trasplante de corazon de Stanford para
ilustrar la metodologia propuesta, que se muestra como una buena alternativa frente
a otras especificaciones paramétricas o semi-paramétricas.

En segundo lugar se han desarrollado y analizado distintas alternativas para
elegir el nivel éptimo de suavizado y la ubicacion y el nimero del nodos para los
estimadores propuestos: la extension al caso de datos censurados del enfoque de P-
splines y los GAM corregidos para tener en cuenta el efecto de la censura usando los
pesos Kaplan-Meier. Para la eleccion del nivel 6ptimo de suavizado se han adaptado
al caso censurado el criterio de validacién cruzada generalizado y la modificacién
propuesta por Kim y Gu para evitar el habitual sobre-ajuste al utilizar el criterio
de validacion cruzada generalizado. Con respecto a la elecciéon del ntimero de nodos
se ha propuesto una pequena variaciéon de la propuesta de Ruppert para tener en
cuenta la censura. Por 1ltimo, en cuanto a la eleccién de la ubicacién de los nodos,
ademas del caso de nodos equidistantes, se ha propuesto y analizado una adapta-
cién al caso de datos censurados que usa vectores de nodos no uniformes con una
ubicacién de los mismos en funcion de los pesos de Kaplan-Meier. Se ha estudiado
el rendimiento de las distintas propuestas mediante un amplio estudio de simula-
ciéon que considera relaciones funcionales de diversos grados de complejidad entre la
variable de respuesta censurada y un regresor en situaciones con diferencias en la
informacion disponible, donde se combinan distintos tamanos de muestra y niveles
de censura.

En tercer y tdltimo lugar, se ha extendido la metodologia anterior al caso en que
existe mas de una variable explicativa, obteniendo avances significativos en diferen-
tes aspectos. El trabajo presenta fundamentalmente dos importantes aportaciones
con respecto a la primera propuesta. Por una parte, extiende la metodologia a un
contexto mas general, permitiendo su utilizacion en problemas més complejos, mas
habituales en la practica. Asi, se propone un método de estimacion que permite es-
timar modelos donde la forma funcional del efecto de algunas variables explicativas
sobre la variable a explicar es conocida y por tanto, puede incorporarse al modelo de
forma paramétrica (componente paramétrica) y variables explicativas donde la for-
ma funcional del efecto sobre la variable de interés es desconocida (componente no
paramétrica), lo que se conoce como un modelo semi-paramerico para datos censura-
dos. En este contexto se han propuesto estimadores tanto para la parte paramétrica
como para la parte no paramétrica. Por otra parte, se propone un estimador de
las varianzas para ambas componentes, paramétrica y no paramétrica, y se propor-
cionan las herramientas necesarias para poder realizar inferencia en este tipo de
modelos.

Las propuestas son analizadas en tres casos distintos y bajo diferentes escenarios
de censura y tamano muestral. Las principales conclusiones son que la nueva meto-
dologia estima de forma muy satisfactoria tanto la componente paramétrica como
la no paramétrica. Ademas, la precision de los estimadores mejora con el tamano
muestral y a medida que se reduce el nivel de censura en la muestra. Finalmen-
te, se muestra que las probabilidades de cubrimiento de los intervalos de confianza
propuestos, tanto para la componente paramétrica como para la no paramétrica,



coinciden o se aproximan a las probabilidades de cubrimiento nominales en cada
uno de los escenarios analizados.

Por 1ltimo, la aplicacién presentada con datos reales sirve para ilustrar las ven-
tajas que presenta nuestra propuesta frente a algunas de las alternativas existentes
en la literatura para estimar modelos semiparamétricos de regresién censurados. Se
puede apreciar que la metodologia propuesta resulta una metodologia flexible y ro-
busta que no necesita realizar ciertos supuestos en la modelizacién del problema, que
podrian resultar demasiado restrictivos y ademas dificiles de verificar o comprobar
en la practica. Por tanto, resulta muy 1til para su aplicaciéon practica en una gran
variedad de contextos donde la variable a explicar presenta problemas de censura.
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Parte 1

Seccion 1nicial de sintesis






Capitulo 1

Introduccion y marco teodrico

En este trabajo se considera el problema del ajuste no paramétrico de curvas
en el contexto especifico de los datos censurados, es decir, cuando la muestra no se
observa completamente porque algunos de los valores de los datos estan censurados.
Asi, para algunos individuos en lugar del valor real de la variable de interés lo que
se observa es un valor minimo, y se sabe que el valor real es mayor que este valor
minimo. Esto se conoce como una muestra de datos censurada a la derecha. Esta
situacion es muy comun en los analisis de supervivencia y duraciéon cuando se analiza
la relacién entre el tiempo de supervivencia, la variable de interés, y un grupo de
covariables.

Con frecuencia, la funciéon que relaciona la variable de interés con las covariables
no se conoce, y en lugar de asumir una relacién paramétrica particular, como por
ejemplo la especificacion de regresion lineal habitual, se asume inicamente que es
una funcién suave de los datos. Por lo tanto, consideramos un enfoque de ajuste de
curvas no paramétrico que evite una especificacién incorrecta de la forma funcional
que conduciria a una estimacion sesgada y a conclusiones erroneas.

El problema del ajuste no paramétrico de curvas cuando los datos disponibles son
completos, es decir, no hay datos censurados, ha sido ampliamente analizado y exis-
ten numerosos estudios en esta area. Hay métodos basados en suavizadores de kernel
(Silverman, 1986; Hérdle, 1990) que obtienen la estimacién de la variable de interés
en cada valor del regresor como una funcién, normalmente una media ponderada, de
los valores de las observaciones locales. Otro enfoque es el de los métodos basados
en suavizadores spline (Eubank, 1988; Wahba, 1990; Green and Silverman, 1994;
Wood, 2017). Los splines son trozos de funciones polinémicas encajadas en puntos
conocidos como nodos, donde se fijan ciertas condiciones o restricciones relativas a
la continuidad de la funcién y de algunas de sus derivadas. Nuestra propuesta, para
el caso de una muestra de datos censurada, entra dentro del enfoque de los splines.

Los splines dependen del grado del polinomio y del niimero y ubicaciéon de los
nodos. La eleccién de estos elementos ha sido ampliamente estudiada (por ejem-
plo, Friedman and Silverman, 1989; Ruppert, 2002). En la literatura sobre splines
suavizadores se pueden encontrar varias propuestas, pero se pueden distinguir dos
enfoques principales: splines de suavizacion y splines de regresion.

Los splines de suavizado podrian presentarse como la solucién a la introduccién
de la penalizacién por rugosidad para la estimacién de curvas (ver Green and Silver-
man, 1994). La solucién del problema de minimizacién es un spline ctibico natural
con tantos nodos como valores diferentes tenga de la variable X (ver Reinsch, 1967;
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Green and Silverman, 1994). Las muestras de datos grandes requieren un gran nime-
ro de parametros, ya que es necesario que haya tantos nodos como valores diferentes
tenga la variable X, lo que puede dar lugar a problemas computacionales.

Una posible solucién a este problema es reducir el problema de la dimensionali-
dad mediante el uso de un conjunto de ¢ funciones de base: By, ..., By, de modo que
la funcién objetivo a estimar, f(-), pueda ser reescrita como: f(z) = >7_, v;B;(x)
donde v; es el coeficiente asociado a la funcién base j-th. En la literatura sobre
splines de regresion se pueden encontrar varias formas alternativas de calcular estas
bases. Esta propuesta reduce el problema de la dimensionalidad pero genera uno
nuevo: la eleccion del nimero y ubicacion de los nodos. La idea de suavizar con
splines penalizados para evitar el problema de la seleccion de nodos se remonta a
O’Sullivan (1986, 1988), pero fueron Eilers and Marx (1996) quienes la simplifica-
ron y generalizaron introduciendo la combinaciéon de B-splines y una penalizacion
basada en diferencias entre coeficientes adyacentes. Esta propuesta se conoce como
el enfoque de splines penalizados, P-splines (para mas detalles véase la referencia
Eilers et al., 2015). Los P-splines pueden considerarse una generalizacion del suavi-
zado spline con una eleccién mas flexible de bases, penalizaciones y nodos. También
pueden considerarse como los splines de regresiéon pero con una penalizacién sobre
los coeficientes de los splines.

Las bases tratadas hasta ahora son muy ttiles para representar el suavizado con
una variable predictora. Para suavizar para mas variables, los suavizadores multidi-
mensionales parecen més adecuados, por ejemplo los splines de placa fina (Duchon,
1977; Wood, 2003) o los suavizadores de producto tensorial (De Boor, 2001; Currie
et al., 2004; Wood, 2006).

Esta tesis se enmarca en el enfoque P-splines de Eilers and Marx (1996) en
el contexto especifico de los datos censurados. Como ya se ha mencionado, este
tipo de datos es muy comin en el andlisis de supervivencia y duracién. Se han
propuesto varios métodos en este ambito. La mayoria de ellos pueden clasificarse
en dos clases principales: los que modelizan la funcién de riesgo, hazard regression
models, v los modelos de regresion de duracion acelerada, accelerated failure time
(AFT) regression models.

Bajo la primera de estas propuestas los investigadores estudian el efecto de los
distintos regresores en una probabilidad condicional (i.e., la funcién de riesgo); el
enfoque mas popular es el modelo de regresion de funcién de riesgo proporcional
de Cox (Cox, 1972). El uso de P-splines en modelos de esta clase no es nuevo, con
referencias tan tempranas como Cai et al. (2002) donde se considera un enfoque
de modelo mixto para suavizar la funcién de riesgo en un modelo de tipo Cox.
Kauermann (2005) utiliza P-splines para ajustar modelos de riesgo no proporcio-
nales y Kauermann and Khomski (2006) amplian esta metolologia para incluir un
efecto calendario no paramétrico. Hennerfeind et al. (2006) proponen un modelo de
supervivencia geo-aditivo con suavizado mediante P-splines bayesianos. Kneib and
Fahrmeir (2007) extienden estas propuestas al considerar una estimacién maximo-
verosimil penalizada en el contexto de un modelo mixto que incorpora un término
no paramétrico en la funcién de riesgo, coeficientes que varian en el tiempo y efectos
no lineales de las covariables continuas, un componente espacial y tiene en cuenta
la posible heterogeneidad de distintos grupos. Los enfoques anteriores tratan tni-
camente con observaciones censuradas por la derecha. Kneib (2006) extiende estos
modelos para su uso con datos censurados por intervalo. Otras contribuciones a la
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modelizacion de datos censurados utilizando P-splines se pueden encontrar en la
revisién de Ruppert et al. (2009).

Bajo el enfoque de los modelos de regresion de duracion acelerada se estudia el
efecto directo que la covariable tiene sobre la variable de respuesta o alguna transfor-
macién de la misma, de forma similar a la que se utiliza en los modelos de regresién
clasicos (véase, por ejemplo, Kalbfleisch and Prentice, 2002). A diferencia del ante-
rior enfoque, no existe un gran uso de P-splines en este tipo de modelos. Komérek
et al. (2005) proponen una metodo de estimacién de maxima verosimilitud para
un AFT utilizando P-splines para suavizar la densidad de la distribucién de error.
Lambert (2013) considera un modelo aditivo no paramétrico para la localizacién y
dispersion utilizando P-splines. Mds recientemente, Konrath et al. (2015) utilizando
P-splines bayesianos introducen una extensién de la regresion AFT que permite el
modelado estadistico conjunto de efectos lineales, efectos no lineales suaves y una
estructura de error flexible.

1.1. Caso univariante

La presente tesis se sitiia en el contexto de los modelos AFT, pero utiliza un
enfoque diferente. En un primer momento, véase apartados 2.1 y 3.1, se analiza el
caso mas sencillo, cuando interesa analizar la relacion entre una variable de interés

censurada por la derecha, denotada aqui como 7', y una inica covariable relevante
X:

t,zf($2)+€z 7::1,2,...,71

donde ¢; es el término de error, n es el tamano de la muestra y f() es una funcién
suave de los datos.

En este contexto, siguiendo la idea de Stute (1993), se propone una extension del
enfoque de los P-splines de Eilers and Marx (1996) utilizando los pesos de Kaplan-
Meier para tener en cuenta el efecto de la censura y las técnicas generalizadas de
validacién cruzada para elegir el parametro de suavizado adaptado para el caso de
muestras censuradas. El método propuesto, ademas de no asumir una forma funcio-
nal para la relaciéon entre la variable de respuesta censurada y el regresor, no necesita
imponer una distribuciéon de probabilidad especifica para la variable de respuesta,
que suele ser desconocida en la practica. Ademds, el método es muy facil de aplicar
y reduce considerablemente la dimensionalidad del problema en comparacién con el
enfoque de splines de suavizado. Por iltimo, centrandonos en los modelos de super-
vivencia, cabe senalar que se modeliza directamente el efecto de la covariable sobre
la variable de duracion, lo que facilita la interpretacion de los resultados.

Utilizando diversos estudios de simulacién se ha analizado la eficacia del método
propuesto obteniendo un rendimiento bastante satisfactorio. Ademas, se ha ampliado
esta propuesta al marco de modelos aditivos generalizados (GAM), introduciendo
una correccién del efecto de la censura, lo que permite estimar inmediatamente
modelos méas complejos. También se ha utilizado un conjunto de datos reales, la
supervivencia de los pacientes en lista de espera del programa de trasplante de
corazén de Stanford para ilustrar la metodologia propuesta, que se muestra como
una buena alternativa cuando la distribucion de probabilidad para la variable de
respuesta y la forma funcional no se conocen en los modelos de regresién censurada.
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1.2. Selecciéon de parametros

Como sucede también en problemas con datos no censurados, esta metodologia
necesita, por una parte, elegir un parametro de suavizado y, por otra parte, elegir
el numero y la localizacion de los nodos, que no son fijos como en los splines de
suavizado. En el apartado 2.2 se proponen métodos de seleccion 6ptimos para los
parametros anteriores, parametro de suavizado, nimero de nodos y localizacion de
los mismos, adecuados para su aplicaciéon en contextos de datos censurados. En
la literatura este tema ha sido estudiado por Aydin and Yilmaz (2018) pero ellos
consideran las versiones transformadas de las observaciones censuradas, llamadas
datos sintéticos, propuestas por Koul et al. (1981); ver Lai and Ying (1992); Zhou
(1992) para més detalles. En el enfoque presentado en este trabajo no se necesita
generar una variable sintética, en su lugar vamos a utilizar la variable respuesta
original, censurada, que se observa en la muestra (sin modificarla) y se utilizan los
pesos Kaplan-Meier para controlar el efecto de la censura. Ademas de tener en cuenta
el efecto de la censura mediante un enfoque diferente, cabe destacar que existen dos
diferencias adicionales respecto al trabajo de Aydin and Yilmaz (2018), ya que en
el criterio de estimacién se utilizan bases y términos de penalizacién diferentes.

La eleccion del nivel 6ptimo de suavizado es el factor mas importante de cara
al ajuste. Para el caso no censurado se suelen utilizar el criterio de informacién
de Akaike, el criterio de validacién cruzada generalizado (GCV) o la modificacién
propuesta por Kim and Gu (2004) para evitar el habitual sobre-ajuste al utilizar el
criterio GCV. Pero la aplicacién de estos criterios sin adaptarlos al caso de datos
censurados lleva a elegir parametros de suavizado que generaran importantes sesgos
en la estimacion. En el apartado 2.2.1 se proponen y comparan varias adaptaciones
al caso censurado del criterio de validacion cruzada generalizado y de la modificacién
propuesta por Kim and Gu (2004). Dado que hay un término de penalizacién que
controla la suavidad de la funcion, la eleccién del niimero de nodos no es una cues-
tion crucial, siempre y cuando se elija un niimero de nodos que sea lo suficientemente
grande como para ajustarse a los datos. Es comun en la literatura de datos no cen-
surados seleccionar el niimero de nodos aplicando la formula por defecto presentada
en Ruppert (2002). En el apartado 2.2.2 se ha propuesto una pequena variaciéon de
esta propuesta para tener en cuenta la perdida de informacién en la muestra debido
a la existencia de datos censurados y se compara con la forma de seleccion en el
caso no censurado. Por tltimo, en cuanto a la eleccion de la ubicacién de los nodos,
cuestion no tratada anteriormente en la literatura para el caso censurado. ademas
del caso de nodos equidistantes habitualmente utilizado en muestras sin censura,
se ha propuesto y analizado una adaptacion al caso de datos censurados que usa
vectores de nodos no uniformes con una ubicacién de los mismos en funcion de los
pesos de Kaplan-Meier. En resumen, se ha desarrollado una propuesta metodologica
para la eleccién del nivel éptimo de suavizado, el nimero y la posiciéon de los nodos
para los estimadores propuestos.

Todas estas propuestas son analizadas, en el apartado 3.2, en un exhaustivo y
completo estudio de simulaciéon que considera cinco relaciones funcionales de dis-
tinta complejidad para nueve escenarios que presentan diferentes niveles de censura
y tamanos muestrales. Es decir, tenemos un total de 45 escenarios donde, ademas
de analizar el comportamiento de las distintas propuestas de seleccion, se analiza
la importancia relativa que tiene cada tipo de eleccion. Las conclusiones mas im-
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portantes que se derivan del analisis indican que los métodos de seleccién utilizados
en el contexto no censurado no son de aplicacion vélida en un contexto de datos
censurados. Por tanto, las propuestas presentadas para el caso censurado resultan
un avance importante y son muy necesarias. La eleccion del pardmetro de suaviza-
do resulta ser la mas importante y la propuesta que se hace para la seleccion del
parametro de suavizado es fundamental para una buena estimacién. La propuesta
de seleccion del nimero de nodos tiene una importancia relativa menor, pero mejora
siempre a la forma de seleccion habitualmente utilizada en el caso no censurado.
En cuanto a la propuesta de localizacion de los nodos no igualmente espaciados
puede mejorar los resultados en contextos de tamano de muestra pequeno y niveles
de censura elevados. Ademds, hay que recalcar que la mejora que se produce con
las propuestas de seleccién de parametros es creciente a medida que aumentamos el
nivel de censura en los datos, por tanto, una eleccion correcta de los parametros es
aln mas importante en contextos de censura elevada.

1.3. Modelo semiparamétrico

La extension del método P-splines al caso de respuestas censuradas utilizando
ponderaciones Kaplan-Meier que se ha propuesto en los apartados 2.1 y 3.1 consi-
dera el caso de una covariable tnica y, ademés, no proporciona herramientas que
permitan realizar inferencias estadisticas. Por tanto, tiene una utilidad limitada en
la practica, donde la variable de respuesta suele depender de un amplio conjunto
de variables explicativas y resulta interesante realizar inferencias. En lo que sigue se
trata de extender la metodologia anterior a un contexto mas general, permitiendo su
utilizacién en problemas mas complejos, més habituales en la practica, proponiendo
un método de estimacién que permita estimar con datos censurados modelos donde
la forma funcional del efecto de algunas variables explicativas sobre la variable a
explicar es conocida y por tanto, puede incorporarse al modelo de forma paramétri-
ca (componente paramétrica) y, ademds, incorporan un componente no paramétrico
para modelar efectos en los que no se conoce la relacién funcional, i.e. un modelo de
regresion semiparamétrico para datos censurados. Dicha extensién es un problema
bien estudiado para el caso de datos no censurados (véase, por ejemplo, Heckman,
1986; Schimek, 2000; Holland, 2017).

En la literatura de datos censurados se pueden encontrar varios trabajos que
permiten estimar un modelo de regresién sin necesidad de elegir una distribucion
de probabilidad especifica. Estos estudios consideran varios enfoques de minimos
cuadrados, e incluyen los trabajos de Koul et al. (1981) y Leurgans (1987), que
proponen transformar la variable censurada, y los de Miller (1976), Buckley and
James (1979) y Stute (1993), que presentan propuestas con un enfoque similar pero
sin transformar la variable a explicar. También existe el enfoque de métodos de
estimacién basados en rangos, rank-based estimation methods, (véase por ejemplo
Tsiatis, 1990; Lai and Ying, 1992; Jin et al., 2003).

Estas propuestas suponen un avance considerable en la especificacién del modelo,
evitando los sesgos derivados de elecciones erréneas de la distribucion de probabi-
lidad. Pero es posible ir aiin mas lejos en la flexibilizacién de estas metodologias,
ya que todas estas propuestas consideran una relacién paramétrica conocida para
especificar el efecto de las variables explicativas sobre la variable a explicar. En la
practica, es bastante frecuente que no se conozca la relaciéon funcional entre las va-
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riables regresoras y el resultado. Una forma de evitar errores que pueden llevar a
conclusiones sesgadas en la especificacién de estos efectos es no imponer una relacién
funcional paramétrica especifica entre la variable a explicar y la variable explicativa,
sino suponer Unicamente que esa relacion es una funcién suave, i. e. considerar una
estimacion no paramétrica de ese efecto especifico. Como ya se ha comentado, la es-
timacion de relaciones funcionales no paramétricas con datos no censurados ha sido
ampliamente estudiada y se han presentado diversas propuestas en la literatura. Se
pueden agrupar en dos enfoques diferentes: métodos basados en kernel smoothers
(Silverman, 1986; Héardle, 1990) y métodos basados en spline smoothers (Eubank,
1988; Wahba, 1990; Green and Silverman, 1994; Eilers and Marx, 1996; Wood, 2017).

La aplicacion de estas técnicas de estimacién no paramétrica no es sencilla en el
caso de datos censurados, por lo que los estudios anteriores deben adaptarse para
tener en cuenta el efecto de la censura en el proceso de estimacion. La presente
propuesta se enmarca dentro del enfoque de los spline smoothers en el contexto
especifico de los modelos de regresién semiparamétrica con datos censurados. Este
modelo de regresién semiparamétrica ya ha sido estudiado y discutido en relacién
con muestras sin observaciones censuradas. Fue analizado inicialmente por Heckman
(1986) y Rice (1986) utilizando un enfoque con suavizadores spline y por Speckman
(1988) utilizando un enfoque con suavizadores kernel. Varios autores han investiga-
do la inferencia en el modelo de regresion semiparamétrica cuando la variable de
respuesta estd sujeta a censura a la derecha. Orbe et al. (2003) utilizan un enfo-
que basado en splines de suavizado mientras que Zou et al. (2011) y Chen et al.
(2015) utilizan splines penalizados y B-splines mondtonos, respectivamente. Aydin
and Yilmaz (2018) aplican las ideas propuestas por Koul et al. (1981) en el contexto
de un modelo de regresién lineal parcial. De Ufia Alvarez and Roca Pardifias (2009)
consideran el uso de kernel smoothers en un modelo de regresién aditiva censurada.

Es en este contexto donde se encuentra la metodologia de estimacién, tanto para
la parte paramétrica como para la parte no paramétrica, propuesta en los apar-
tados 2.3 y 3.3. El método propuesto, como en el caso univariante, ademas de no
asumir una forma funcional para la relacion entre la variable de respuesta censurada
y algunos de los regresores, no necesita imponer una distribucién de probabilidad
especifica para la variable de respuesta, que suele ser desconocida en la préctica.
También se han propuesto distintas alternativas para estimar las varianzas para
ambas componentes, paramétrica y no paramétrica, y se proporcionan las herra-
mientas necesarias para desarrollar inferencias estadisticas en este marco general.
Estas propuestas son analizadas en tres casos distintos y bajo diferentes escenarios
de censura y tamano muestral. Las principales conclusiones son que la nueva meto-
dologia estima de forma muy satisfactoria tanto la componente paramétrica como
la no paramétrica. Ademads, la precisién de los estimadores mejora con el tamano
muestral y a medida que se reduce el nivel de censura en la muestra. Finalmen-
te, se muestra que las probabilidades de cubrimiento de los intervalos de confianza
propuestos, tanto para la componente paramétrica como para la no paramétrica,
coinciden o se aproximan a las probabilidades de cubrimiento nominales en cada
uno de los escenarios analizados.

Por tultimo, la aplicacién presentada con datos reales sirve para ilustrar las ven-
tajas que presenta esta propuesta frente a algunas de las alternativas existentes en
la literatura para estimar modelos semiparamétricos de regresion censurados. Se
puede apreciar que la metodologia propuesta resulta una metodologia flexible y ro-
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busta que no necesita realizar ciertos supuestos en la modelizacién del problema, que
podrian resultar demasiado restrictivos y ademas dificiles de verificar o comprobar
en la practica. Por tanto, resulta muy util para su aplicaciéon practica en una gran
variedad de contextos donde la variable a explicar presenta problemas de censura.
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Capitulo 2

Metodologia propuesta

2.1. Caso univariante

En este apartado se propone una extension del enfoque de los P-splines de Eilers
and Marx (1996) utilizando los pesos de Kaplan-Meier para tener en cuenta el efecto
de la censura siguiendo la idea de Stute (1993). Como paso previo se procede a
describir brevemente el método de splines penalizados (P-splines) presentado en
Eilers and Marx (1996) para el caso de datos no censurados.

2.1.1. P-splines

Sea una muestra de observaciones (t;,z;) para ¢ = 1,...,n y sea la siguiente
regresion simple no paramétrica:

T=f(X)+e

donde € es un término de error que satisface E(e|X) = 0. Es decir, no se asume
ninguna forma funcional de f(-).

Una forma de estimar f(-) de forma flexible es utilizar como base para la regresién
las bases de B-splines (De Boor, 2001; Dierckx, 1993). Asi, se utiliza un conjunto de ¢
funciones base B-splines de grado d, By(x), ..., By(x), y aplicando minimos cuadra-
dos, es posible estimar la funcién f(-), la curva ajustada, como f(z) = > 5= i Bj()
minimizando la siguiente expresion:

n 2

> [ti - Z 7B ()

i=1

(2.1)

donde Bj(z;) denota el valor para z; del B; B-spline para una rejilla de nodos
equidistantes. Eilers and Marx (1996) proporcionan una breve pero interesante re-
vision de las B-splines, describiendo sus caracteristicas y propiedades generales y
explican como calcularlas.

Con objeto de simplificar el problema de elegir el nimero y la posicién de los
nodos, O’Sullivan (1986, 1988) anade un término de penalizacién en la segunda
derivada de la curva. Asi, la expresion a minimizar se define como

Tmazx q
+)\/ [Z%’Bj (i)
=1

2 2

n

> [ti - Z i Bj(x:)

=1

dx

Tmin

11



CAPITULO 2. METODOLOGIA PROPUESTA

Eilers and Marx (1996) utilizan una aproximacién diferente, el estimador P-
spline, que también es una solucién basada en la estimacién B-spline habitual junto
con el enfoque de los smoothing spline.

El estimador P-splines simplifica y generaliza la propuesta de O‘Sullivan intro-
duciendo una penalizacion basada en la diferencias de orden k entre los coeficientes
adyacentes de la bases de B-splines 7;. De esta forma, se tiene en cuenta un nivel
general de suavidad de la funcién estimada al imponer que los coeficientes B-splines
adyacentes deban ser similares. Por tanto, la correspondiente expresion de minimos
cuadrados penalizados es:

n

> [tz‘ — Z%‘BJ(%)

i=1

+A D (AFy)? (2.2)

j=k+1

donde A+, denota la diferencia entre los coeficientes (v;,—v;_1) y A*y; es la diferencia
de orden k. Cuanto més parecidos sean los coeficientes, mas suave es f(-). Eilers
and Marx (1996) muestran que esta penalizacién es una buena aproximacién de la
integral del cuadrado de la k-ésima derivada de la funcion. Ademds, este método
reduce considerablemente la dimensionalidad del problema al pasar del nimero de
valores diferentes de la variable X, con splines de suavizado, al nimero de B-splines.
Adicionalmente, este tipo de penalizacion es mas flexible, ya que es independiente
del grado del polinomio utilizado para construir los B-splines.

Como en otros métodos de alisado, hay que elegir el 6ptimo nivel de suavizado.
En concreto, en este método debe elegirse el valor del parametro \. Estos autores
sugieren utilizar validacion cruzada o el criterio de informacién de Akaike (AIC) para
elegir el valor de \. Eilers and Marx (1996) resumen las ventajas de su propuesta de
P-splines comparandola con otras metodologias de suavizado.

2.1.2. P-splines censurados

Hasta el momento se ha considerado una muestra en la que la variable de interés
T es completamente conocida. A veces esta variable T' no es completamente conocida
porque su valor esta censurado para algunos individuos, una situaciéon comun en los
analisis de supervivencia, vida y duracion, en los que 7" mide el tiempo transcurrido
hasta la aparicion de un suceso. Estos tiempos se conocen como tiempos de vida o
supervivencia cuando el suceso de interés es la muerte de un individuo, como suele
ocurrir en el a&mbito biomédico. En otros ambitos, como la economia o la ingenieria,
se conoce como duracién o tiempo de fallo de un individuo o elemento. Una de
las caracteristicas mdas importantes que suelen aparecer con este tipo de datos es
la existencia de observaciones censuradas, y el patréon de censura méas comun es
la censura por la derecha, i.e. el hecho de que para algunos individuos el suceso
de interés aiin no se ha producido al final del estudio. Por tanto, sabemos que su
tiempo de supervivencia 7" es mayor que un valor observado, es decir, no conocemos
su valor real. El objetivo de este estudio es extender el enfoque P-splines de Eilers
and Marx (1996) a este tipo de situaciones.

Supongamos que tq,...,t, son observaciones independientes de una funcion de
distribucion de probabilidad desconocida F' del tiempo de supervivencia T'. Estos
valores pueden no ser todos observables debido a los tiempos de censura cq,...,c,
de cada uno de los individuos. Sean xy,...,z, los valores de la covariable X. Por
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Figura 2.1: Estimacion P-splines con datos no censurados y censurados

—— Funcion verdadera
—— Estimacién P-spline con datos no censurados

—— Funcién verdadera
—— Estimacién P-spline con datos censurados

4 t; Datos no censurados t Datos no observados
o y; Datos observados
© - a ©o

tanto, cuando hay datos censurados, en una muestra de tamano n se observan
(y1,21,01)s - - - (Yn, T, 0,) donde y; = min(t;, ¢;) es el tiempo de supervivencia ob-
servado, que es el minimo entre el tiempo de supervivencia ¢; y el valor de censura
¢;. Ademas, se sabe qué observaciones no estan censuradas, mediante la variable de
estado o indicador de censura ¢; = I(t; < ¢;).

Para ilustrar la necesidad de una propuesta que tenga en cuenta el efecto de
los datos censurados se presenta una muestra simulada en la figura 2.1. Esta figura
muestra dos paneles: a la izquierda, una muestra con informacién completa y, a
la derecha, una muestra con observaciones censuradas. El panel izquierdo de la
figura 2.1 muestra el diagrama de dispersion del tiempo de supervivencia frente a
la covariable, las parejas de valores (t;,z;), junto a la funcién verdadera, f(-), y
la curva ajustada utilizando el enfoque P-splines de Eilers and Marx (1996), en
una situacion no censurada, i.e. todos los tiempos de supervivencia son conocidos
exactamente y se utiliza la muestra de n observaciones (t;, ;). En el panel derecho se
ha anadido la muestra censurada, es decir, debido a la censura no todos los tiempos
de supervivencia se conocen con exactitud y se dibuja la muestra de n tiempos de
supervivencia observados (y;, z;), donde y; = min(t;, ¢;), representados en el panel
como puntos circulares. En este ejemplo el 60 % de las observaciones coinciden con los
puntos del gréfico de la izquierda (y; = t;) porque no estan censuradas. El otro 40 %
son observaciones censuradas, con valores inferiores a los puntos correspondientes
en el panel de la izquierda (y; = ¢;).

Ademas, el panel izquierdo muestra la estimacién de la curva f(-) por el método
P-splines para la muestra sin datos censurados (linea roja) junto con la verdadera
funcién. Como puede verse, el método de estimacion capta la verdadera forma fun-
cional. Esta estimacion sélo es posible para el caso no censurado, en el que se dispone
de informacién completa, i.e. la muestra (¢;, z;) es totalmente conocida. Pero si los
datos estan censurados la estimacion anterior no puede obtenerse. Es decir, la cen-
sura significa que no todos los tiempos de supervivencia se conocen con exactitud y
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CAPITULO 2. METODOLOGIA PROPUESTA

debe utilizarse la muestra de n tiempos de supervivencia observados (y;, z;). El panel
derecho muestra la curva estimada utilizando P-splines para el caso de la muestra
con observaciones censuradas (linea roja). Como puede observarse, la estimacion del
panel derecho tiene un sesgo importante y, por tanto, debiera corregirse teniendo en
cuenta el efecto de la censura. Ese es el principal objetivo en este estudio.

En primer lugar, se adapta el enfoque de B-splines a situaciones de datos cen-
surados, i.e. B-splines censurados. Partiendo del trabajo de Stute (1993) se utilizan
los pesos Kaplan Meier para tener en cuenta el efecto de la censurada. Asi, la mini-
mizacién de la suma de cuadrados en (2.1) se modifica por la siguiente férmula de
minimos cuadrados ponderados:

n q
> wy [ym — ) 7 Bj(xp)
i=1 j=1

donde y(1), ..., ¥y son los valores ordenados del tiempo de supervivencia observado
yi = min(t;, ¢;), xy) es el valor de la covariable asociado a la i-esima observacion
ordenada, y(;), y wy) es el peso Kaplan-Meier asignado a y;).

Los pesos Kaplan-Meier se pueden calcular como la contribucion o incremento

del estimador de Kaplan-Meier (F},) de la funcién de distribucién F' de la variable
T en cada valor y(; (Kaplan and Meier, 1958), esto es:

2

(2.3)

r ~ Op = n—j Op5)
wiy = Fu(y) — Fu(yior) = ——— 11 { , } (2.4)

donde dj; es el valor del indicador de censura asociado a la i-ésima observacién
ordenada no censurada y;).

La solucién por minimos cuadrados ponderados del problema de minimizacién
de la ecuacién (2.3) es f(z) = B¥, donde B denota la matriz n x ¢ con By; = B;(z;)
y 4 es un vector de ¢ x 1 coeficientes 41, ...5,. Ademas, ¥ = (BWB)'B'WY,
donde W es una matriz diagonal de n X n con los pesos Kaplan-Meier y Y es el
vector de tiempos de supervivencia observados. Al igual que en el caso no censurado,
este enfoque de B-splines censurado tiene el problema de la seleccion de los nodos.
Como se mencioné anteriormente, una posible solucion es elegir un gran nimero
de nodos y utilizar un término de penalizaciéon para controlar la suavidad de la
funcién. Asi, baséndonos en la propuesta de Eilers and Marx (1996), se modifica la
expresion (2.2) para tener en cuenta la presencia de datos censurados y se propone
lo que se puede denominar una aproximacion P-splines censurada minimizando la
siguiente expresion:

n q
> wy [ym — Y " Bj(y)
i=1 j=1

Por tanto, en el problema de minimizacién (2.5) se tienen en cuenta varias cues-
tiones: la bondad del ajuste mediante la suma ponderada de los residuos al cuadrado,
la suavidad de la funcién mediante el término de penalizacion y la presencia de datos
censurados mediante los pesos Kaplan-Meier. La expresion (2.5) se puede reescribir
en forma matricial como

+A D (AFy)? (2.5)

j=h+1

(Y — By) W(Y — By) + Ay D, Diy (2.6)
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Figura 2.2: Propuesta de estimacion P-splines censurada

—— Funcién verdadera

— — Estimacion P-spline con datos no censurados

—— Estimacién P-spline con datos con censura del 40%

© — Propuesta de estimacién P-spline censurada con datos con censura del 40%

donde Dj, es la representacién matricial del operador de diferencias A*. La diferencia
mas habitual en la practica es la de orden k£ = 2 En este caso, la representacién
matricial del operador de diferencias es

-2 1 0

1
0 1
Do=19 0 1 =2

La expresion (2.6) se minimiza para 4 = (B'W B+ AD, D,)"*B'WY . Por tanto,
la curva estimada utilizando la propuesta metodologia de P-splines censurados es
f(z) = 7-179;B;j(x). En la seccién 4.1 puede encontrarse el cédigo de R de la
funcién pswe (funcién de R 4.2) que calcula el estimador P-splines censurado.

Este enfoque se ha demostrado consistente en el contexto del modelo de regre-
sién lineal censurado paramétrico puro Stute (1993) y para la regresién no lineal
paramétrica censurada Stute (1999), siempre que se cumplan las siguientes condi-
ciones de identificabilidad: i) independencia entre los tiempos de vida y los tiempos
de censura; y ii) dada la duracion, la covariable no proporciona mas informacién
sobre si la observacién esta censurada o no, un supuesto mas débil que la indepen-
dencia entre los tiempos de censura y la covariable (véase Stute, 1993, 1999, para
una discusién de estos supuestos).

Finalmente, se puede aplicar la metodologia propuesta, los P-splines censurados,
a la muestra simulada de la figura 2.1, 4.e minimizar la ecuacién (2.5) utilizando
B-splines de orden 3 y un término de penalizacion de orden 2, los valores méas comu-
nes en la practica. Se ha utilizado un valor 6ptimo para el parametro de suavizado
(véase el apartado 2.2.1) y un nimero de nodos equidistantes calculado aplicando la
férmula por defecto presentada en Ruppert (2002). La figura 2.2 muestra la funcién
verdadera f(-) junto con los resultados de la estimacién del método P-splines para

15



CAPITULO 2. METODOLOGIA PROPUESTA

las muestras no censuradas y censuradas y los resultados del método de P-splines
censurado propuesto. En la figura 2.2 se puede observar el buen funcionamiento del
método de P-splines censurado, cuyos valores estimados se aproximan mucho a la
funcién verdadera f(-) y a la curva ajustada en el caso no censurado. En cualquier
caso, hay que tener en cuenta que esta ultima curva estimada (la correspondien-
te al caso no censurado) no puede estimarse en la prictica porque no se conoce
la muestra completa debido a la censura. Ademas, se puede apreciar que el sesgo
de la estimacién del método P-splines para los datos censurados se corrige con la
propuesta P-splines censurada.

2.2. Selecciéon de parametros

Como se ha visto en el apartado anterior, al igual que en el caso no censurado,
las propuestas de estimacion presentadas requieren, por un lado, la eleccién del
parametro de suavizado A y, por otro, la elecciéon del niimero y la ubicacién de los
nodos. La eleccion del parametro de suavizado, es decir, el valor elegido para la
ponderacién del término de penalizacion, es la decision mas importante. La eleccion
de los nodos es menos importante y parece que, una vez elegido un nimero de nodos
suficientemente grande para reflejar las caracteristicas de la funcién que se quiere
estimar, el posible sobreajuste de la estimacion se controla mediante el término de
penalizacién presente en el método, que controla la suavidad de la funcién estimada.

2.2.1. Parametro de suavizado

Para ilustrar la importancia de la eleccion del pardmetro de suavizado, que ya se
ha destacado como una elecciéon fundamental para obtener una buena estimacién de
la curva o funcién f(-) en cualquier técnica de suavizado, se presenta la Figura 2.3.
Esta figura resume las estimaciones del método P-splines censurado (ckmPS) que
minimiza la expresién (2.5) para dos elecciones diferentes del pardmetro de suavizado
(A=0,001 y A=1).

En ambos casos se utilizan B-splines de orden 3 y un término de penalizacion
de orden 2 (los valores méds comunes en la practica) y se consideran 1000 réplicas
Monte Carlo. La figura 2.3(a) muestra la funciéon verdadera f(x) y la media y los
limites superior e inferior del 95 % de los valores estimados utilizando el método P-
splines censurado con A = 0,001 para un escenario con un nivel de censura del 25 %
y un tamano de muestra de n = 500. La figura 2.3(b) muestra los resultados para
el mismo caso pero con A = 1. Como puede verse en la figura 2.3(b), una eleccién
incorrecta del parametro de suavizado A puede conducir a una mala estimacién de
la funcion.

Para el caso no censurado, la utilizacién del criterio de validacién cruzada gene-
ralizada para la eleccion del pardmetro de suavizado (Wahba, 1990) supone que el
parametro de suavizado 6ptimo es el valor que minimiza la siguiente expresion:

oy — z”: (to — tw)?
— (n—tr(Hu))

donde H,. = B(B'B +)\D;€Dk)_1B' es la matriz de suavizado del caso no censurado.
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Figura 2.3: Estimacion con dos valores diferentes de A

(a) A = 0,001 by A=1
—— True Function —— True Function
© 1 | — Mean estimated function © 1 | — Mean estimated function
—— 95% pointwise CI —— 95% pointwise CI
[Tol [To R

o 4
N
N
o
oo

10 0 2 4 6 8 10

Como primera aproximacion al caso censurado se podria elegir un valor de A
que minimice la expresién habitual para el criterio GCV, pero donde la matriz de
suavizado H del caso no censurado se sustituye por la del caso censurado H.,:

v =3y 20

1=

donde H. = B(B'W B+\D, D;)"' B'W es la matriz de suavizado del caso censurado
y W es una matriz diagonal con los pesos Kaplan-Meier, wy;, asociados con los
correspondientes valores observados de la supervivencia, ;.

La figura 2.4(a) resume las estimaciones del método P-splines censurado que
minimiza la expresién (2.5) utilizando el valor que optimiza la expresién (2.7) como
parametro de suavizado A. En ella se muestran la media y los limites superior e
inferior del 95 % de los valores estimados utilizando el método P-splines censurado
para 1000 réplicas Monte Carlo. Como puede observarse, el método proporciona
una estimacion pobre, que empeora a medida que se incrementa el porcentaje de
observaciones censuradas en la muestra. Para corregir esto, parece necesario tener
en cuenta el efecto de la censura en el numerador, ademas de en el denominador de
la expresién (2.7) con la matriz H.. Para ello se propone la siguiente modificacién
de la expresién (2.7):

n

o Wi (e — Uw)?
GCV, = 2; n— ir(TT.))? (2.8)

Esta nueva expresion ahora tiene en cuenta el efecto de la censura en el numerador
de la expresiéon GCV, ponderando con sus correspondientes pesos Kaplan-Meier
cada sumando del numerador, es decir, el cuadrado de las diferencias (y) — 9))-
La figura 2.4(b) muestra un mejor resultado de las estimaciones realizadas cuando
se utiliza la expresion GCV; de la férmula (2.8) como criterio para la eleccién del
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Figura 2.4: Criterios para la eleccién del parametro A\, GCV; versus GCV5,

(a) GCV; (b) GCV;
—— True Function —— True Function
© 1 | — Mean estimated function © - | — Mean estimated function
—— 95% pointwise CI —— 95% pointwise CI
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pardmetro A en comparacién con los resultados de la figura 2.4(a), que utiliza la
expresion GCV; de la férmula (2.7) .

Ademas, se ha realizado un estudio de simulacién para ver cémo funcionan las
propuestas GCV; y GCV,. Se han elegido una serie de valores candidatos para
el parametro A, y para cada valor candidato se ha calculado el error cuadrético
medio (ECM) de cada una de 1000 réplicas de Monte Carlo. El panel izquierdo de
la figura 2.5 muestra el ECM de estimar el modelo para cada valor especifico del
parametro de suavizado en la red de posibles valores para el parametro A que va de
0,000001 a 4. El panel derecho de la figura 2.5 muestra el ECM de la estimacién del
modelo con el valor del parametro de suavizado elegido mediante los criterios GC'V;
y GCV5. Se puede observar que el criterio GC'V5 propuesto funciona bien.

En la literatura para el caso no censurado se ha encontrado que el GCV tiene una
tendencia a sobreajustar la funcion estimada. Una posible solucién a este problema
es establecer un parametro de ajuste ¢ > 1 en la expresion GC'V, que anada una
penalizacién adicional. De este modo, la propuesta final seria:

GOV, = Zw;]_ o ;;2 (2.9)

Para el caso no censurado, el CGV habitual utiliza un valor ¢ = 1, pero Wood
(2017) propone corregir el problema de sobreajuste realizando lo que se denomina
doble validacién cruzada e introduciendo un valor de ¢ = 1,5. Este valor se deriva
de varias formas en la literatura (e.g. Kim and Gu, 2004). En la seccién 3.2 se
presenta un amplio estudio de simulacién en el que, entre otros aspectos, se analiza
el rendimiento de la propuesta (2.9) para elegir el nivel 6ptimo de suavizado en
muestras censuradas y se comparan los resultados considerando los valores ¢ = 1
v ¢ = 1,5. Ademas, en esta propuesta de adaptacion al caso censurado, también
se analizan dos posibles variaciones a la hora de controlar el efecto de la censura:
utilizar los pesos de Kaplan-Meier (wy;), tal y como se incluyen en la propuesta
presentada, o sus cuadrados (w[%]) para ponderar el numerador del criterio GCV...
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Figura 2.5: ECM para el parametro A en la red 0,000001 a 4 y para Agov, ¥ Acovs
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2.2.2. Nodos

Como ya se ha mencionado, la eleccion de los nodos no es fundamental siempre
que se elija un ntmero suficientemente grande para ajustarse a las caracteristicas
de los datos, dado que se utiliza un término de penalizacién para evitar un posible
sobreajuste de la estimacion. En cualquier caso, en esta seccion se va a analizar el
efecto sobre la estimacion tanto del nimero de nodos como de su ubicacién.

Es habitual en la literatura utilizar un nimero de nodos elegido aplicando la
férmula presentada en Ruppert (2002) basada en la eleccién por defecto de Wand.
Ruppert propone elegir el siguiente nimero de nodos:

K,, = round <m1’n (%, 40)) (2.10)

donde m es el niumero de valores diferentes que toma el regresor X. Ruppert (2002)
estudia el rendimiento de esta regla por defecto en el enfoque de splines penalizados
y concluye que elige un niimero efectivo de nodos en todos los casos estudiados.

Para el caso censurado, se propone a continuacién una modificacion que tiene en
cuenta la perdida de informacién muestral disponible debido a la existencia de datos
censurados. Asi, el nimero de nodos (K) a utilizar puede seleccionarse automética-
mente con siguiente féormula de seleccion:

K. = round (min <%,40) (1 - PC)) (2.11)

donde PC representa el nivel de censura, en tanto por uno, existente en la muestra
analizada.
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Por ultimo, para elegir la localizacién de los nodos (L), ademéas de nodos equi-
distantes (L.,) se propone y analiza una adaptacién al caso de datos censurados que
utiliza vectores de nodos no uniformes con un espaciado entre los mismos elegido en
funcion de los pesos de Kaplan-Meier (Ly,,,). De forma anéloga a la eleccién de nodos
no uniformes utilizando los cuantiles del regresor X (véase, por ejemplo, Ruppert
et al., 2003) se propone una eleccién de la ubicacién de los nodos que divida el rango
de la variable X en intervalos continuos con igual suma de las pesos Kaplan-Meier.
Esto garantiza que cada intervalo tenga el mismo peso Kaplan-Meier.

Todas estas propuestas (secciones 2.2.1 y 2.2.2) se analizan y comparan en un
estudio de simulacién que se presenta en la secciéon 3.2 para distintas situaciones.
En la seccién 4.2 puede encontrarse el codigo de R desarrollado para incorporar las
modificaciones que generalizan los criterios de eleccién de parametros desarrollados
en esta seccion: las modificaciones de las funciones de R 4.2 y 4.3, pswc modificada
(funcién de R 4.6), que calcula el estimador P-splines censurado (estimador ckmPS)
y gamkm modificada (funcién de R 4.7) que calcula el estimador en un modelo GAM

univariante corrigiendo el efecto de la censura con los pesos Kaplan-Meier (estimador
ckmGAM).

2.3. Modelo semiparamétrico

La existencia de observaciones censuradas es muy comun en el andlisis de super-
vivencia o de duracion, donde se pretende analizar una variable que mide la duracion
de un suceso o estado o el tiempo que transcurre hasta que ocurre un determinado
suceso. En esta seccion se estudia un modelo que permite analizar el efecto de deter-
minadas variables explicativas sobre una variable a explicar 7', la variable duracion
o normalmente su transformacion logaritmica, donde algunas de las observaciones
estan censuradas. Es relativamente habitual separar los efectos de las variables ex-
plicativas del modelo en dos componentes: un componente paramétrico, que capta la
relacién entre algunas variables explicativas (X) y la variable de respuesta asumien-
do una forma funcional paramétrica especifica y otro componente, no paramétrico,
que recoge los efectos de otras variables explicativas (Z) cuya forma funcional se
desconoce y que dejamos sin especificar, sin asumir una relacion relacién paramétri-
ca concreta. Por tanto, se considera un modelo de regresiéon semiparamétrico pero
en un contexto en el que la variable a explicar en el modelo estéa censurada por la
derecha:

T.=Xa+f(Z)+e i=1,....n (2.12)

donde se supone que los valores de la variable T, ty,...,t,, son independientes y
generados con una funcion de distribucion de probabilidad desconocida F'. Es decir,
no se supone una distribuciéon de probabilidad especifica para el término de error.
Ademas, algunas observaciones de esa variable T" estdn censuradas por la derecha.
Por lo tanto, lo que realmente se observa en la muestra es la variable y; = min(¢;, ¢;),
donde los valores c¢q,...,c, son los valores de la variable censurada, C. Para el
mecanismo de censura se supone: a) que la duracién y la censura son independientes
entre si y, b) dada la duracién, las covariables no proporcionan mas informacién
sobre si la censura tendrd lugar o no, i.e., P[T < C|X,Z,T| = P|T < C|T] (véase
Stute, 1993, 1999, para una discusién de estos supuestos).

El indicador §; = I(t; < ¢;) muestra si un valor ¢; es observado, i.e., no esta cen-
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surado. Ademds, X; es el vector (p x 1) que recoge los valores de las p variables
explicativas del componente paramétrico para el i-ésimo individuo, « es el vector
(p x 1) de coeficientes del modelo asociado a estos regresores, f(Z) representa el
componente no paramétrico del modelo, que recoge la forma funcional desconoci-
da del efecto de la variable regresora Z y € es el término de error que satisface
E(e|X,Z) =0y Var(e|X, Z) = o>

A continuacién se extiende la metodologia presentada en la seccién 2.1.2 a un
entorno mas general, permitiendo su utilizaciéon en problemas maéas complejos, mas
habituales en la practica, proponiendo un método de estimacion que permite estimar
modelos de regresion semiparamétricos para datos censurados. En este contexto se
proponen estimadores tanto para la parte paramétrica como para la parte no pa-
ramétrica. Ademds, se propone un estimador de las varianzas para ambas compo-
nentes, paramétrica y no paramétrica, y se proporcionan las herramientas necesarias
para poder realizar inferencia en este tipo de modelos.

2.3.1. Método de estimacion

Siguiendo las ideas presentadas en la seccién 2.1.2 se extiende la metodologia de
los P-splines al contexto de muestras con observaciones censuradas en un modelo se-
miparamétrico. Asi, para estimar el modelo (2.12) se propone minimizar la siguiente
expresion:

n q 2 q
> wp v — e =Y uBilz) | A D (Aky)? (2.13)
i=1 j=1 J=k+1
donde y(1y, . . ., Y(n) son los valores ordenados de la variable observada y; = min(t;, ¢;),
xfi] es el vector (1 X p) con los valores de los regresores del componente paramétrico
para el individuo asociado a la observacion ordenada y;) y wy; es el peso Kaplan-
Meier asociado a esta observacion ;).
Ademads, Av; denota la diferencia entre los coeficientes de B-splines adyacentes
y AFv; indica que esta diferencia es de orden k. Esta diferencia mide la suavidad
de la funcién f(z), cuanto mayor sea la diferencia entre los coeficientes de B-splines
adyacentes menos suave sera la funcion. Por ultimo, el parametro A es el parametro
de suavizado que controla el grado de suavidad de la funcién estimada en el proceso
de estimacion.
La expresién a minimizar (2.13) puede reescribirse en forma matricial como sigue:

(Y — Xa— By)W(Y — Xa — By) + My D, Dyy (2.14)
donde X es la matriz de diseno (nxp) para las variables del componente paramétrico,
Y es el vector de la variable observada a explicar, B es una matriz (n x ¢) donde
B;j = Bj(z;), W es una matriz diagonal (n x n) con los pesos Kaplan-Meier y Dy,
es la matriz utilizada para reescribir el término A* en forma matricial.

2.3.2. Algoritmo

El proceso de optimizacién de la expresién (2.14) conduce a las siguientes ecua-
ciones:

(X'WX)a = X'W(Y — By) (2.15)
(BWB+ AD,Dy)y = BW(Y - Xa) (2.16)
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En la préctica, las estimaciones de a y v pueden obtenerse mediante un proceso ite-
rativo o backfitting algorithm que resuelve iterativamente cada conjunto de ecuacio-
nes (2.15) y (2.16) hasta alcanzar la convergencia de los estimadores. A continuacién
se describen los pasos del algoritmo:

Paso 1. En la ecuacién (2.16) dar un valor inicial de Gy = 0 y estimar v como
A0 = [BWB+ D, D] ' BWY.

Paso 2. Substituir v por 7 en la ecuacién (2.15) y estimar o mediante
any = [X'WX] ' X'W(Y — Byg) = [X'WX] ' X'W(I - H,)Y
donde H, = B(B'WB+ AD}D;)""' B'W es la matriz de suavizado para el
caso censurado obtenida de la ecuacién (2.16).

Paso 3. Substituir a por @) en la ecuacién (2.16) y estimar vy como
Au) = [BWB+AD,Dy] ' BW(Y — Xa)).

Paso 4. Iterar los pasos 2 a 3 hasta alcanzar la convergencia.

Se considera que el algoritmo ha convergido cuando la diferencia entre los GC'V.
(ver ecuacion 2.9) de dos iteraciones sucesivas es menor que un umbral realmente
pequeno, por ejemplo, |GCV,(nuevo) — GCV,(anterior)| < 0,00001 - GCV,.(nuevo).

Al igual que en el caso no censurado o en el caso univariante censurado, el
método de estimacién presentado requiere, por un lado, la eleccion del parametro
de suavizado Ay, por otro, la eleccion del niimero y la ubicacién de los nodos. Estos
parametros se eligen siguiendo la metodologia propuesta en la seccién 2.2.

2.3.3. Estimadores de las varianzas

En esta seccién se desarrollan las herramientas necesarias para realizar inferencias
estadisticas para los componentes paramétricos y no paramétricos del modelo (2.12).

Para determinar la varianza del componente paramétrico, primero se resuelve la
ecuacién (2.16) obteniendo v = (B'W B + AD}.D}) " BW (Y — Xa). Sustituyendo
By = H.(Y — Xa) en (2.15) se obtiene (X'WX)a = X'W[Y — H(Y — Xa)]. Y
resolviendo esto para a se obtiene @ = [X'W (I — H)X] " X'W (I — H,)Y . En con-
secuencia, la matriz de varianzas y covarianzas de este estimador puede expresarse
como:

Var@ = 3 {(X’W(I ~H)X) U X'W (I — H)(I - H)'WX
(X'W(I - HC)X)*I)t} (2.17)
Igualmente en la ecuacién (2.15) se despeja a = (X'WX)™' X'W(Y — By).
Sustituyendo Xa = X (X'WX)™' X'W(Y — By) = H,(Y — By), donde H, =
X (X'WX)™" X'W, en (2.16) se obtiene (B'W B + AD,D;) v = B'W [Y — H,(Y — By)].
Y despejando 7 se obtiene § = [B'W (I — H,)B 4+ AD}Dy] " B'W(I—H,)Y . En con-

secuencia, la matriz de varianzas y covarianzas de este estimador puede expresarse
como:

Var(®) = & {[B’W(I — H)B+\D,Dy] "' BW(I — H))(I — H))'WB

([B’W([ ~H)B+ AD,@Dk]‘l)t} (2.18)
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2.3. MODELO SEMIPARAMETRICO

Para calcular estas varianzas estimadas se necesita estimar el pardmetro o2. Para
ello se propone el estimador dado por la siguiente expresién:

o 2w (Y — U)”
0% =
n—tr(H,) —p

2.3.4. Cddigo

En la seccion 4.3 puede encontrarse el codigo de R de la extension de la meto-
dologia de los P-splines al contexto de muestras con observaciones censuradas en un
modelo semiparamétrico, la funciéon de R 4.8 semipswc. Esta funcion calcula, para
un modelo semiparamétrico, las estimaciones de la componente no paramétrica y sus
deviaciones tipicas asociadas, las estimaciones de los parametros de la componente
paramétrica y sus deviaciones tipicas asociadas, la estimacion de la desviacion tipica
del error y, ademas, proporciona los valores del parametro de suavizado éptimo, el
criterio GC'V,, el nimero de iteraciones necesarias para la estimacion y los grados
de libertad efectivos.

23



CAPITULO 2. METODOLOGIA PROPUESTA

24



Capitulo 3

Resumen de resultados

3.1. Resultados caso univariante

3.1.1. Estudio de simulacion

En esta seccién se estudia el desempeno de la metodologia propuesta en la sec-
cion 2.1 mediante un estudio de simulacion. Para ello se consideran dos escenarios
diferentes para la relacién entre el logaritmo del tiempo de supervivencia, que se
denota como T', y una covariable relevante X

ti = fl@) + e,

donde los valores de la variable T" no se conocen completamente porque algunas
observaciones estan censuradas por la derecha.

Caso 1: funcion sinusoidal

Para el primer escenario se considera el siguiente modelo para la funcién f(-):
f(z;) = 2+ exp(sin(x;))

donde la covariable X sigue una distribucién uniforme en el intervalo (0, 10), i.e. se
utiliza una funcién f(-) con dos valores méaximos locales y un minimo. El término
de error € se genera como una variable normal N (0,0, 5). Para estudiar el efecto de
la censura se considera una variable de censura C' generada independientemente a
partir de una distribucién uniforme U(1,b). El valor del pardmetro b cambia para
considerar tres niveles diferentes de censura: 10 %, 25 % y 40 %. Por tanto, se observa
(y1,21,61), - - -, (Yn, Tp, 0,) una muestra de tamano n, donde y; = min(t;, ¢;) es la
duracion observada, i.e. el minimo entre el tiempo de supervivencia ¢; y el valor
de censura ¢;. Ademas, se sabe a través de la variable indicadora §; = I(t; < ¢;)
qué observaciones no estan censuradas. Se utilizan tres tamanos de muestra: n = 200,
n = 500 y n = 1000. Para cada ejemplo se utilizan 1000 réplicas de Monte Carlo.
Se considera, como es habitual en la practica, que la forma funcional de la rela-
cion entre la variable respuesta y la covariable es desconocida y se estima el modelo
utilizando el método de P-splines censurado propuesto en la seccion 2.1. Los resul-
tados de la estimacién se resumen en las figuras 3.1 y 3.2. La figura 3.1 muestra los
graficos de caja (uno para cada nivel de censura considerado) con los resultados del
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CAPITULO 3. RESUMEN DE RESULTADOS

Figura 3.1: Errores Cuadraticos Medios del método P-splines censurado utilizando
diferentes niveles de censura y tamanos de muestra (caso 1)
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Figura 3.2: Funcién estimada utilizando el estimador P-splines censurado (caso 1)
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3.1. RESULTADOS CASO UNIVARIANTE

Error Cuadratico Medio (ECM) para cada réplica, donde el ECM se ha calculado

como: A
ECM — Z?ﬂ(f(%‘) — [(@))?
n
La figura 3.1(a) muestra el resultado de la estimacién para la muestra de n = 200
observaciones, la figura 3.1(b) para n = 500, y la figura 3.1(c) para n = 1000. La
figura 3.2 muestra la funcién verdadera f(x) y la media y los limites superior e
inferior del 95 % de los valores estimados utilizando el método P-splines censurado
para cada nivel de censura y tamano de muestra.

Del anélisis de los resultados se puede concluir que el comportamiento del método
P-splines censurado propuesto es bueno en todos los casos considerados: la funcién
estimada f (x) recupera la verdadera forma funcional. La figura 3.1 muestra que el
error cuadratico medio disminuye al aumentar el tamano de la muestra para cada
nivel de censura considerado. La figura 3.2 muestra que la media de las funciones
estimadas estd muy préxima a la funcion verdadera para todos los casos considera-
dos. Ademas, a medida que aumenta el tamano de la muestra, los limites superior
e inferior del 95 % de los valores estimados se aproximan mas a la funcién real. El
efecto del nivel de censura es el esperado: los resultados son méas precisos a niveles
mas bajos de censura y la variabilidad aumenta con el nivel de censura.

Caso 2: funcion cuadratica

En este segundo ejemplo se considera una relacién cuadratica entre la variable
respuesta y la covariable:

f(x;) = B1 + Boxi + Bax?

donde 81 = 2, B =4y 3 = —1. La covariable X toma valores de una distribucién
uniforme en el intervalo (0,4) y € se genera como una variable normal N(0,0,5).
La variable de censura C' se genera independientemente a partir de una distribucién
uniforme U(2,b), cambiando el valor del parametro b para considerar tres niveles
diferentes de censura: 10 %, 25% y 40 %. Como en el caso anterior, el tiempo de
supervivencia observado y; es el minimo entre el tiempo de supervivencia t; y el
valor de censura ¢;.

Se han utilizado los mismos tamanos de muestra (n = 200, n = 500 y n = 1000)
y numero de réplicas (1000) que en el primer escenario y se obtiene un resultado
similar, el método P-splines censurado muestra un buen comportamiento como se
observa en las figuras 3.3 y 3.4. La figura 3.3(a) muestra el error cuadratico medio
(ECM) para cada réplica para el caso de n = 200, la figura 3.3(b) para n = 500 y
la figura 3.3(c) para n = 1000. Como puede observarse, el error cuadratico medio
disminuye a medida que aumenta el tamano de la muestra.

Por otro lado, las figuras 3.4(a) a 3.4(c) muestran el efecto de aumentar el tamarfio
de la muestra en la media de las funciones estimadas y los limites superior e inferior
del 95 % de los valores estimados de la funcién para un nivel de censura de 10 %. En
las figuras 3.4(d) a 3.4(f) tenemos la misma informacién para una censura del 25 %
y en las figuras 3.4(g) a 3.4(i) para una censura de 40 %. Estas figuras muestran
el buen ajuste de la media de las funciones estimadas, y se puede observar que a
medida que aumenta el tamano de la muestra el desempeno del método mejora.

Finalmente, las estimaciones en las simulaciones de esta seccion 3.1 se han obteni-
do minimizando la expresién (2.5) mediante B-splines de grado 3 y una penalizacién
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Figura 3.3: Errores Cuadraticos Medios del método P-splines censurado utilizando

diferentes niveles de censura y tamanos de muestra (caso 2)
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Figura 3.4: Funcién estimada utilizando el estimador P-splines censurado (caso 2)
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de orden 2, valores habituales en la préactica. El parametro de suavizado A se ha
elegido mediante validacién cruzada utilizando la ecuacién (2.8) y el nimero de
nodos equidistantes utilizando la férmula (2.11). También se han realizado simula-
ciones adicionales para muestras de pequeno tamano y considerando distribuciones
de error no normales y asimétricas, como la distribucién Weibull. Los nuevos resulta-
dos obtenidos (no mostrados) confirman el buen rendimiento del método propuesto
y son coherentes con los presentados en esta seccion.

3.1.2. Extensién a los modelos GAM

Las ideas que se han utilizado para ampliar la metodologia P-splines, propues-
ta por Eilers y Marx, para el caso una variable respuesta censurada utilizando los
pesos Kaplan Meier se pueden extender de manera sencilla a otros tipos de mo-
delos. En este apartado se extiende la metodologia propuesta en la seccion 2.1 al
marco de los modelos aditivos generalizados (GAM). En esta seccién se analizard el
funcionamiento de esta extension para modelos con uno y dos regresores.

Un regresor

Para ilustrar el comportamiento de la extension se utilizan los mismos escenarios
que en las simulaciones del apartado anterior: una funcién sinusoidal (caso 1) y
otra cuadratica (caso 2). La figura 3.5 muestra la media de las funciones estimadas
obtenidas con el estimador propuesto en la seccién 2.1 (P-splines censurado) y las
basadas en la funcién gam del paquete R mgcv (Wood and Wood, 2015; R Core
Team, 2015) para un tamano muestral de 500 observaciones con un nivel de censura
del 25 % y 1000 réplicas.

Las figuras 3.5(a) a 3.5(c) muestran los resultados para el caso 1 y las figu-
ras 3.5(d) a 3.5(f) para el caso 2. Las figuras 3.5(a) y 3.5(d) muestran estimaciones
obtenidas usando la funcién gam con bases de tipo tp (Wood, 2003, thin plate re-
gression splines) y ps (P-splines estilo Eilers y Marx) sin corregir el efecto de la
censura. Como era de esperar, la estimacion tiene un sesgo sustancial. Las figu-
ras 3.5(b) y 3.5(e) presentan la estimacion utilizando la funcién gam pero corregida
teniendo en cuenta el efecto de la censura con los pesos Kaplan-Meier. Como puede
observarse, la estimacion mejora considerablemente, con ligeras diferencias entre los
tres estimadores analizados. En las figuras 3.5(c) y 3.5(f) no sélo se corrige el efecto
de la censura con los pesos Kaplan-Meier, sino que el pardametro de suavizado y el
nimero de nodos se eligen utilizando las propuestas de la seccién 2.2: parametro
de suavizado seleccionado por GCV,, férmula (2.9), y nimero de nodos calculado
utilizando la férmula (2.11). Como se muestra en estas ultimas figuras, las curvas
son tan similares que resultan indistinguibles. En la seccion 4.1 puede encontrarse
el cédigo de R utilizado en esta seccién, la funcién gamkm (funcién de R 4.3) que
calcula el estimador en un modelo GAM corrigiendo el efecto de la censura con los
pesos Kaplan-Meier para el caso de un regresor.

Dos regresores

A continuacién se presenta una ilustracion en un modelo muy sencillo en el que
la variable de respuesta depende linealmente de dos funciones suaves desconocidas
de los regresores. Se utilizan las mismas formas funcionales con el mismo tamano de
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Figura 3.5: Media de las funciones estimadas: P-splines censurados y funcién gam
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muestra y nivel de censura que en el caso anterior, pero se agregan en el modelo de
forma aditiva:

f(1i,T05) = 1) + o) + € = 2+ exp(sin(wy;)) + 4wy — 5, + €

La figura 3.6 muestra la media de las funciones estimadas obtenidas utilizando la
funcién gam con base ps (P-splines al estilo de Eilers y Marx). Para cada regresor,
esta figura muestra la media de la funcién estimada sin corregir el efecto de la censura
(GAM-ps, linea negra), y la funcién estimada utilizando los pesos Kaplan-Meier para
tener en cuenta el efecto de la censura (GAM-ps-KM, linea azul) donde el pardmetro
de suavizado y el nimero de nodos se eligen siguiendo la metodologia presentada en
la seccién 2.2. Los resultados obtenidos muestran que el método funciona bien. Se
han realizado ejercicios similares utilizando otras bases (thin plate regression splines
o penalized cubic regression splines) con resultados indistinguibles. En la seccién 4.1
puede encontrarse el codigo de R utilizado en esta seccién, la funcién gamkm2d2l
(funcién de R 4.4) que calcula el estimador en un modelo GAM corrigiendo el efecto
de la censura con los pesos Kaplan-Meier para el caso de dos regresores.

Se han realizado simulaciones adicionales, para tres niveles de censura (10 %,
25% y 40 %) y tres tamanos de muestra (n=200, n=500 y n=1000) en los casos de
un unico regresor y de dos regresores, con resultados andlogos a los presentados en
la secciéon 3.1.1, es decir, la estimacion mejora a medida que aumenta el tamano
muestral y el efecto del nivel de censura es el esperado: los resultados son més
precisos con niveles de censura mas bajos y la variabilidad aumenta con la censura.
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Figura 3.6: Extensién a modelos GAM: media de las funciones estimadas
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3.1.3. Aplicacién empirica: trasplantes cardiacos de Stan-
ford

El conjunto de datos Stanford Heart Transplant contiene informacién sobre pa-
cientes que han recibido un trasplante de corazén. Este programa de trasplantes
comenzo6 en octubre de 1967 y se realizé el seguimiento de los pacientes hasta fe-
brero de 1980. Este conjunto de datos se ha utilizado anteriormente, por ejemplo,
en Miller and Halpern (1982) y Escobar and Meeker (1992), en modelos de regre-
sion paramétrica censurada. El conjunto de datos proporciona informacion sobre el
tiempo de supervivencia observado desde la fecha de trasplante, en dias, para 184
pacientes, ademas de informacién sobre distintas caracteristicas de los mismos: edad
en el momento del primer trasplante, en anos, un indicador del estado del paciente
(vivo o muerto) en febrero de 1980, ...Como en Miller and Halpern (1982), se ha
restringido la muestra a pacientes trasplantados de corazén que sobreviven al menos
10 dias (176 pacientes). El conjunto de datos puede consultarse en Miller and Hal-
pern (1982) y también puede descargarse del paquete R survival (Therneau, 2015;
R Core Team, 2015).

Miller and Halpern (1982) y Escobar and Meeker (1992) analizan la asociacién
entre la covariable edad del paciente y el tiempo de supervivencia llegando a la
conclusién de que es razonable suponer una relacién cuadratica entre el tiempo de
supervivencia en logaritmos, (), y la Edad:

T = 1 + By Edad + BsEdad? + € (3.1)

Asumiendo que la especificacion paramétrica anterior es correcta, se pueden uti-
lizar dos metodologias de estimacién propuestas en la literatura del analisis de su-
pervivencia para ajustar el modelo (3.1). Estos estimadores pueden utilizarse como
referencia para evaluar el desempeno del método P-splines censurado propuesto en
la seccién 2.1.2. El primer enfoque, mas restrictivo, son los modelos de duracién
acelerada (AFT models, Kalbfleisch and Prentice, 2002), modelos donde se supone
una distribucién de probabilidad conocida de la variable de respuesta y que per-
miten estimar los coeficientes [ del modelo mediante méaxima verosimilitud. Asi,
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Tabla 3.1: Estimacion de los coeficientes de regresion y sus desviaciones tipicas
utilizando los métodos AFT lognormal y de Stute

Intercepto FEdad Edad?
Método B sdev(B) B sdev(Ba) By sdev(By)
AFT lognormal 4.3010 1.6529  0.1931  0.0903 -0.0032  0.0012
Stute 2.5574  1.7171  0.2013 0.0886 -0.0028  0.0011

considerando un modelo AFT lognormal, se va a proceder a estimar los coeficientes
[ suponiendo una distribucién de probabilidad normal, lo que podriamos considerar
como un método paramétrico censurado de estimacion. La segunda metodologia,
propuesta por Stute (1993), es menos restrictiva en el sentido de que no necesita
ningin supuesto sobre la distribuciéon de probabilidad de la variable de respuesta,
pero también se basa en la forma funcional presentada en la ecuacién (3.1). Es decir,
se necesita conocer la forma funcional que relaciona la variable respuesta y la cova-
riable. Por tanto, puede clasificarse como un método semiparamétrico censurado de
estimacion. Esta ultima metodologia estima los coeficientes mediante minimos cua-
drados ponderados utilizando como ponderaciones los pesos Kaplan-Meier (Stute,
1993). Los resultados, para la especificacién cuadratica supuesta, de las estimacio-
nes utilizando el método AFT lognormal y el método de Stute se presentan en la
tabla 3.1. Como se puede observar, los coeficientes estimados de los efectos lineales y
cuadraticos son muy similares para ambos métodos de estimaciéon. La validez de los
resultados de la estimacion para estos dos enfoques se basa en la confianza en que
la relacién especificada, ecuacién (3.1), es correcta. Si este no fuera el caso, ambos
enfoques conducirian a conclusiones erréneas.

Como una soluciéon robusta ante una mala especificacion de la forma funcional
se estima el modelo utilizando el método P-splines censurado. Asi, la funcién esti-
mada se obtiene al minimizar la ecuacién (2.5) con B-splines cibicos y un término
de penalizacién de orden dos. Esta propuesta es mas flexible que los mencionadas
anteriormente, ya que no asume ni una distribucion de probabilidad concreta para
la variable respuesta, ni una forma funcional especifica para la relacion entre edad y
supervivencia. Este ultimo enfoque puede considerarse como un método de estima-
ciéon no paramétrico censurado. También se ha estimado la relacion con la funcién
gam, incorporando la correccién para tener en cuenta el efecto de la censura y con el
parametro de suavizado y el nimero de nodos elegidos utilizando las propuestas de
la seccién 2.2, con resultados indistinguibles (no mostrados). La figura 3.7 muestra
las estimaciones de estos tres enfoques en el diagrama de dispersiéon del logaritmo
del tiempo de supervivencia observado frente a la edad. Los pacientes representados
con () han muerto y los indicados con X estdn vivos en febrero de 1980; es decir,
estos ultimos tienen tiempos de supervivencia censurados. Sesenta y nueve pacientes
estdn vivos y ciento siete muertos en febrero de 1980.

En conclusion, la metodologia AFT y la propuesta de Stute pueden aplicarse
solo cuando se conoce con exactitud la forma funcional del efecto de la covariable
X sobre la variable de respuesta. En esta aplicacion parece que la relacion entre la
supervivencia logaritmica y la edad es cuadratica, por lo que ambas metodologias
funcionan razonablemente bien. Sin embargo, el enfoque no paramétrico P-splines
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Figura 3.7: Relacién estimada mediante tres metodologias: AFT lognormal, enfoque
de Stute y P-splines censurado
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censurado estima adecuadamente la relacion cuadratica, obteniendo resultados muy
similares a los anteriores. No obstante, si la forma funcional o la distribucién de
probabilidad se eligen erréneamente, estos dos métodos conducirian a una especifi-
cacién incorrecta del modelo y, por tanto, a conclusiones incorrectas. Una ventaja
importante del enfoque propuesto es que no necesita asumir ninguna forma funcional
y, por lo tanto, evita este problema.

3.2. Resultados seleccién de parametros

En esta seccion se utiliza un estudio de simulacion para analizar el comporta-
miento de las propuestas de estimacién presentadas en las secciones 2.1.2 y 3.1.2, es
decir, el estimador P-splines censurado (ckmPS) y el estimador en un modelo GAM
corrigiendo el efecto de la censura con los pesos Kaplan-Meier (ckmGAM), para
las diferentes propuestas de seleccion de parametros presentadas en la seccién 2.2.
Para ello se consideran cinco ejemplos diferentes (tabla 3.2) para la relacién entre
la variable de respuesta, que se denota como 7', y una covariable relevante X

ti = f(zi) + e,
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Tabla 3.2: Ejemplos de forma funcional

Ejemplo x; f(z;) €
Cuadratica | z; ~ UJ0,4] 2+ dx; — x? e; ~ N(0,0,50)
Bump z; ~U[0,1] | 24 x; + 2exp[—{16(x; — 0,5)}?] | & ~ N(0,0,25)
Logisti Ulo,1 | 2+ ! N(0,0,20)

oglstica T; ~ s €; ~ , 0,

& 1+ exp{—20(z; — 0,5)}

Sinusoidal 2 | z; ~ U]0, 10] 2 + exp{sin(x;)} e; ~ N(0,0,30)
Sinusoidal 3 | z; ~ U][0, 10] 2 4 exp{sin(1,6x;)} e; ~ N(0,0,30)

donde los valores de la variable T" no se conocen completamente porque algunas
observaciones estan censuradas.

Para estudiar el efecto de los datos censurados en la estimacion se utiliza una va-
riable de censura C' generada a partir de una distribucién uniforme U (1, b). El valor
del parametro b cambia para considerar tres niveles distintos de censura: 10 %, 25 %
y 40 %. Por tanto, se observa una muestra de tamano n, (y1,1,01), -, (Yn, Tn, 0n),
donde y; = min(t;, ¢;) es el tiempo de supervivencia observado, es decir, el minimo
entre el tiempo de supervivencia, t;, y el valor de censura, ¢;. Ademads, se conoce a
través de la variable indicadora §; = I(t; < ¢;) qué observaciones no estan censura-
das. En las simulaciones se consideran tres tamanos de muestra: n = 200, n = 500
y n = 1000. Para cada uno de estos nueve escenarios (véase la tabla 3.3) se utilizan
1000 réplicas de Monte Carlo.

Como es habitual en la préactica se considera que la forma funcional de la rela-
cion entre la variable respuesta y la covariable es desconocida y se estima el modelo
utilizando dos métodos diferentes: el método P-splines censurado (ckmPS) y el esti-
mador en un modelo GAM pero ponderado por los pesos Kaplan-Meier para tener
en cuenta el efecto de la censura (ckmGAM). El valor éptimo del pardmetro de sua-
vizado A se obtiene minimizando el estadistico GV C, (véase la expresion 2.9) para
dos valores diferentes del pardmetro de ajuste (¢ = 1 o ¢ = 1,5) y utilizando las
ponderaciones de Kaplan-Meier (w;) o sus cuadrados (w?) para tener en cuenta el
efecto de la censura. Por tanto, hay cuatro expresiones diferentes del criterio GC'V,
dependiendo de los valores elegidos para ¢ y w;. Para elegir el niimero de nodos
(K) aplicamos la férmula por defecto presentada en Ruppert (2002) basada en la
eleccién por defecto de Wand (K, ecuacién 2.10) o la modificacién propuesta en la
subseccion 2.2.2 (K., ecuacién 2.11). Por 1ltimo, con respecto a la ubicacién de los
nodos (L), se proponen nodos uniformemente espaciados (L,,) o vectores de nodos
no uniformes con el espaciado de los nodos en funcién de los pesos de Kaplan-Meier
(Lgm, subseccion 2.2.2).
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Tabla 3.3: Nueve escenarios: tres tamanos de muestra por tres niveles de censura

Tamano muestral (n) | Nivel de censura (C) | Escenario (s) Descripcién

10% 1 n=200 & C=10%

200 25 % 2 n=200 & C=25%
40 % 3 n=200 & C=40%
10 % 4 n=500 & C=10%

500 25 % ) n=500 & C=25%
40 % 6 n=500 & C=40%
10 % 7 n=1000 & C=10%

1000 25 % 8 n=1000 & C=25%
40 % 9 n=1000 & C=40%

Como resultado de todas estas posibles elecciones (¢, exponente de w;, nimero
y ubicacién de los nodos) hay dieciséis resultados posibles para cada uno de los dos
estimadores. En las simulaciones se calculan todas estas posibles estimaciones para
cada una de las mil réplicas del conjunto de datos en cada uno de los nueve escenarios
(véase la tabla 3.3) en cada ejemplo (véase la tabla 3.2) . Como medida de la bondad
del ajuste se calcula el error cuadratico medio (ECM) para cada replica del conjunto
de datos (j = 1,2,,...,1000) en cada uno de los nueve escenarios (s =1,2,,...,9)
para cada ejemplo. El ECM se define como:

ECM;.) = Z?:l(f(fi — fa))?

i=1,2,,...,1000 s=1,2,,...,9

Para sintetizar el rendimiento del estimador en cada escenario se calcula la media
aritmética de los errores cuadraticos medios (MECM):

1000

MECM; = —— ECM; =1,2,,...
C s 1000; C (4,s) S ) 79

Para resumir el comportamiento de los estimadores propuestos con las diferen-
tes elecciones de parametros (¢, exponente de w;, nimero y ubicacién de los no-
dos) se propone una medida global relativa de la precisién que tiene en cuenta el
comportamiento conjunto de cada estimador en los nueve escenarios. Para ello, la
MECM del estimador propuesto se compara con la MECM 6ptima en cada escenario
(MECM;_p) y se agregan los resultados de todos los escenarios:

9
G-y MECM, — MECM,_

MECM,_yy

s=1

Las tablas 3.4 a 3.8 resumen los resultados para cada ejemplo presentando los di-
ferentes estimadores ordenados de mejor a peor (de menor a mayor valor de G).
Por ejemplo, la primera fila de la tabla 3.4 da los resultados de el estimador ckmPS
utilizando el criterio GCV, con un valor ¢ de 1,5 y un exponente para los pesos
Kaplan-Meier de 1 junto a un nimero de nodos equidistantes (L.,) igual a K. Las
nueve ultimas columnas presentan los valores de la media aritmética de los errores
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cuadréaticos medios (MECMSs, multiplicadas por 1000) del estimador en los distin-
tos escenarios. En ocho de los escenarios el valor obtenido coincide con el MECM
6ptimo (MECM minimo resaltado en gris oscuro) y en el restante escenario cinco, el
valor estd muy préximo a ese valor minimo (coloreado en gris claro para diferencias
inferiores al 5 % con respecto al valor 6ptimo en ese escenario). Como medida global
del comportamiento del estimador en los nueve escenarios se obtiene un valor de G
de 0,25, muy préximo al G = 0 que se obtendria si fuera el mejor estimador en todos
los escenarios.

Tabla 3.4: Resultados del estudio de simulacion para la funcién cuadratica

(1000 - MECM) en cada escenario
s=1 s=2 s=3 s=4 5=5 s=6 s=T7 s=8 s=9
GCV, Knots 10% 25% 40% | 10% 25% 40% | 10% 25% 40%
Estimador ) werP L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg K. 0.25 8.9 10 15.3 3.9 4.6 6.9 2.1 2.5 3.9
ckmGAM 1.5 1 Leg K. 1.22 8.9 10.4 15.7 3.9 4.5 7.2 2.1 2.5 3.9
ckmGAM 1.5 1 Leg Krp 2.24 8.9 10 16.2 3.9 4.6 7.2 2.1 2.5 4.2
ckmPS 1.5 1 Leg Krp 2.33 8.9 10 16.1 3.9 4.6 7.3 2.1 2.5 4.2
ckmPS 1.5 2 Leg K. 9.47 8.9 10.2 18.6 3.9 4.7 8.9 2.1 2.5 5
ckmGAM 1.5 2 Leg K. 10.56 8.9 10.6 19 3.9 4.6 9 2.1 2.6 5
ckmPS 1.5 2 Leg Krp 16.54 8.9 10.3  20.6 3.9 4.8 10.4 2.1 2.5 6
ckmGAM 1.5 2 Leg Krp 16.78 8.9 10.3  20.7 3.9 4.8 10.5 2.1 2.5 6
ckmPS 1.5 1 Lgm K 28.62 14.8 15.6 20.7 5 5.5 7.8 2.4 2.8 4.3
ckmGAM 1.5 1 Lim K 31.10 15.4 16.4 19.9 5.1 5.4 7.9 2.6 2.9 4.2
ckmPS 1 1 Leg K. 36.43 9.9 13.8 26.9 4.4 6.2 11.1 2.3 3.2 6
ckmGAM 1 1 Leg K. 36.61 10 14.4 26.7 4.2 5.8 11.5 2.3 3.3 6
ckmPS 1.5 2 Ligm K 37.68 14.9 16 23.4 5 5.7 9.5 2.4 2.9 5.3
ckmGAM 1.5 2 Lgm K 39.62 15.5 16.6 22.4 5.1 5.6 9.5 2.6 3 5.2
ckmGAM 1.5 1 Lim  Krp 39.88 16.4 17.4 22.7 5.1 5.8 8.4 2.6 3.1 4.8
ckmPS 1.5 1 Lim  Krp 40.11 15.6 17 24.5 5.1 5.9 8.9 2.5 3 4.9
ckmPS 1 2 Leg K. 49.85 9.9 14.3 31.6 4.4 6.6 13.5 2.3 3.4 7.3
ckmGAM 1 2 Leg K. 51.09 10.1 15 31.2 4.2 6.2 13.9 24 3.6 7.3
ckmGAM 1.5 2 Lim  Krp 52.44 16.5 17.7 26.2 5.2 6 11.2 2.6 3.1 6.3
ckmPS 1.5 2 Lim Krp 54.61 15.7 17.4 28.8 5.1 6 12 2.5 3.1 6.7
ckmGAM 1 1 Ligm K 56.97 15.3 18.5 28.2 5.1 6.4 11.7 2.7 3.6 6.1
ckmPS 1 1 Lgm K 62.6 15.2 19.6 31 5.4 7.1 11.8 2.6 3.6 6.2
ckmGAM 1 1 Leg Krp 63.63 10 14.5 40.8 4.4 6.5 15.9 2.3 3.4 8.4
ckmPS 1 1 Leg Krp 63.68 10 14.5 41.1 4.4 6.5 15.8 2.3 3.4 8.4
ckmGAM 1 2 Lgm K 68.54 15.3 19.1 31.6 5.1 6.7 13.8 2.7 3.8 7.3
ckmPS 1 2 Lim K 73.78 15.3 20 34.1 5.4 7.5 13.7 2.6 3.8 7.4
ckmGAM 1 1 Lim  Krp 83.82 16 19.6 39.1 5.3 7.3 15.9 2.7 3.7 8.5
ckmPS 1 1 Lim Krp 97.17 15.9 22.1 46.5 5.5 7.8 17 2.7 3.9 8.8
ckmPS 1 2 Leg Krp 98.06 10 15.3 62 4.4 7 20.8 2.3 3.7 11.1
ckmGAM 1 2 Lim  Krp 106.5 16.1 20.2 46.7 5.3 7.7 20.2 2.7 4 11
ckmPS 1 2 Lim  Krp | 12093 | 15.9 22.9 54.5 5.5 8.3 21.4 2.7 4.2 11.4
ckmGAM 1 2 Leg Krp | 124.09 10 15.2 98 4.4 7 20.8 2.3 3.7 11.1

El analisis de los resultados muestra que para los dos estimadores analizados

(estimadores ckmPS y ckmGAM) la mejor eleccién de pardmetros viene dada por
un GCV, con un valor de ¢ de 1,5 y un exponente de los pesos Kaplan-Meier de
1 mé&s un nimero K, de nodos equidistantes. Las figuras 3.8 a 3.17 muestran un
resumen grafico de los resultados de estos dos estimadores con la eleccién éptima de
parametros. Las subfiguras (a) a (c) de las figuras 3.8 a 3.17 presentan los graficos
de caja con los resultados del error cuadrético medio (ECM) para cada escenario en
cada uno de los cinco ejemplos. El error cuadratico medio disminuye cuando aumenta
el tamano de muestra para cada nivel de censura considerado. El efecto del nivel de
censura es el esperado: los resultados son mas mas precisos con niveles de censura
mas bajos y la variabilidad aumenta con el nivel de censura. Las subfiguras (d) a (1)
de estas figuras 3.8 a 3.17 presentan la funcién verdadera f(x) y la media y los limites
superior e inferior del 95 % de los valores estimados utilizando estos estimadores para
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Tabla 3.5: Resultados del estudio de simulacion para la funcién bump

(1000 - MECM) en cada escenario
s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9
GCV, Knots 10% 25% 40% | 10% 256% 40% | 10% 25% 40%
Estimador ¢ weTP L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg K. 0.17 6.5 8.1 134 2.8 3.4 4.9 1.5 1.8 2.5
ckmGAM 1.5 1 Leg K. 0.17 6.5 8.1 13.4 2.8 3.4 4.9 1.5 1.8 2.5
ckmGAM 1.5 1 Leg Krp 2.78 6.5 8.1 13.5 2.9 3.5 5.3 1.5 1.8 2.7
ckmPS 1.5 1 Leg Krp 3.52 6.5 8.1 13.5 2.9 3.5 5.3 1.6 1.8 2.7
ckmPS 1.5 2 Leg K. 4.78 6.4 8.3 16 2.8 3.5 5.4 1.5 1.8 2.7
ckmGAM 1.5 2 Leg K. 4.95 6.4 8.3 16.2 2.8 3.5 5.4 1.5 1.8 2.7
ckmPS 1 1 Leg K. 7.57 6.6 9.2 17.4 2.9 3.6 5.3 1.5 1.8 2.6
ckmGAM 1 1 Leg K. 8.16 6.6 9.2 18.1 2.9 3.6 5.3 1.5 1.8 2.6
ckmPS 1.5 2 Leg Kirp 13.78 6.5 8.3 19.6 2.8 3.5 6.8 1.5 1.8 3.3
ckmGAM 1.5 2 Leg Krp 14.67 6.5 8.3 20.4 2.8 3.5 6.9 1.5 1.8 3.3
ckmPS 1.5 1 Ly, Ke 16.10 7.5 9.2 14.5 3.5 4.2 5.6 1.8 2 2.8
ckmPS 1.5 2 Lym K 17.43 7.4 9.1 15.4 3.5 4.2 5.8 1.8 2 2.9
ckmPS 1 2 Leg K. 17.52 6.6 10 24.1 2.9 3.8 5.8 1.5 1.9 2.8
ckmPS 1 1 Lym K 20.42 7.5 10 16.7 3.5 4.3 5.8 1.8 2.1 2.8
ckmGAM 1 1 Lim K 20.62 7.6 9.7 15.6 3.7 4.4 5.9 1.8 2.1 2.8
ckmPS 1.5 1 Lim Krp 21.27 7.6 9.3 16.3 3.6 4.3 6.1 1.8 2.1 3
ckmGAM 1 2 Leg K. 21.83 6.6 10 29.3 2.9 3.8 5.8 1.5 1.9 2.8
ckmGAM 1 2 Ly, Ke 22.33 7.5 9.8 16.9 3.7 4.4 6 1.8 2.1 2.9
ckmPS 1 2 Ly K 24.19 7.5 10.2 18.9 3.5 4.4 6 1.8 2.1 3
ckmGAM 1.5 2 Ly K 26.14 8 9.5 15.5 4.3 4.6 6 2 2.1 2.9
ckmPS 1.5 2 Lim Krp 27.23 7.5 9.3 19.3 3.5 4.3 7.1 1.8 2.1 3.4
ckmGAM 1.5 1 Lym K 28.4 8.1 9.7 15.4 4.4 4.8 6.1 2 2.2 2.9
ckmGAM 1.5 1 Lim  Krp 35.22 8.2 9.9 16.8 4.5 5.1 6.8 2.1 2.3 3.1
ckmGAM 1.5 2 Lim  Krp 35.71 8.1 9.7 18.8 4.4 4.8 7.1 2 2.2 3.4
ckmGAM 1 1 Ly Krp 37.25 7.6 10.7 24.6 3.8 4.6 7.1 1.9 2.2 3.4
ckmPS 1 1 Lim  Krp 37.51 7.5 10.4 27.4 3.5 4.6 7.3 1.8 2.2 3.4
ckmGAM 1 2 Ly Krp 48.12 7.6 10.5 33.4 3.8 4.7 8 1.8 2.2 3.9
ckmPS 1 1 Leg Krp 50.95 6.7 12 54 2.9 3.9 7.2 1.5 1.9 3.3
ckmPS 1 2 Lim Kirp 51.58 7.5 10.7 37.6 3.5 4.7 8.2 1.8 2.3 3.9
ckmGAM 1 1 Leg Krp 52.77 6.7 12.6 55.2 2.9 3.9 7.2 1.5 1.9 3.3
ckmPS 1 2 Leg Kirp 86.39 6.7 12.6 84.9 2.9 4.1 9.1 1.6 2 3.9
ckmGAM 1 2 Leg Krp | 106.31 6.7 10.4 1123 2.9 4.1 9.2 1.6 2 3.9

cada nivel de censura y tamano de muestra. A partir de estos resultados se puede
concluir que ambos enfoques estiman adecuadamente la relacién en todos los casos
considerados: la funcion estimada recupera la verdadera forma funcional.

En los cuarenta y cinco escenarios analizados (nueve escenarios para cinco ejems-
plos) sélo hay dos en los que la combinacién anterior (¢ = 1,5, w;, Ly, K.) no es la
mejor. La primera excepcion se da para la funciéon bump en el escenario con pocos
datos (n = 200) y un nivel de censura bajo (C=10%), donde un GC'V, con un expo-
nente de dos en los pesos Kaplan-Meier presenta resultados ligeramente mejores. En
algunos casos, cuando el porcentaje de censura es pequeno y la muestra no es muy
grande las observaciones censuradas se acumulan en zonas donde la supervivencia
es elevada, lo que da lugar a un ligero sesgo a la baja en esas zonas. Un exponente
de dos para los pesos Kaplan-Meier en el GCV, puede ayudar a reducir el sesgo
en estos picos de la funcién. La segunda excepcién se da para la funcién sinusoidal
con tres ciclos en el escenario con pocos datos (n = 200) y un nivel de censura alto
(C=40%), donde el nimero de nodos propuesto por Ruppert (K,,) funciona un poco
mejor que la propuesta K.. Dado que el perfil de la funcién es bastante complejo, en
un escenario con poca informacién (pocos datos y alto nivel de censura) un mayor
nimero de nodos se adapta mejor a la situacion.

No todas las elecciones de parametros tienen la misma relevancia a la hora de
obtener una buena estimacion. Para analizar la importancia de cada una de las
opciones en las figuras 3.18 a 3.22 se comparan la MECM de cada escenario (la
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misma informacién que en las tablas 3.4 a 3.8) para cada uno de los cinco ejemplos,
segun se utiliza el estimador ckmPS frente al ckmGAM (subfigura a), un valor de ¢
de 1 frente a 1,5 (subfigura b), una ponderacién de uno para los pesos Kaplan-Meier,
w;, en el numerador del criterio GGV, frente a su cuadrado, w?, (subfigura c), un
nimero de nodos K, frente a K,, (subfigura d) y, por dltimo, en la subfigura (e),
nodos equidistantes (Le,) frente a un vector de nodos no uniforme con el espaciado
de los mismos en funcién de los pesos Kaplan-Meier (Ly,y,).

La seleccion del método de estimacion no parece demasiado importante: los dos
métodos analizados se comportan de forma muy similar y dan resultados muy pare-
cidos (véanse las subfiguras (a) de las figuras 3.18 a 3.22). Por otro lado, la eleccién
del parametro ¢ es de gran importancia, y esta importancia crece con la censura. De
forma analoga a lo encontrado en la literatura para el caso no censurado, la eleccién
de ¢ = 1,5 es mejor en casi todas las situaciones que ¢ = 1,0, y la diferencia aumen-
ta a medida que aumenta la censura (véanse las subfiguras (b) de las figuras 3.18
a 3.22). En cuanto a la eleccién del exponente de los pesos Kaplan-Meier en el cri-
terio GC'V,, si la censura no es muy grande ambos exponentes funcionan de forma
similar (véanse las subfiguras (c) de las figuras 3.18 a 3.22), pero cuando la censura
es grande (C=40%) el exponente 1 (w}) es claramente mejor que 2 (w?). Ocurre
algo similar con el niimero de nodos: no es muy importante si la censura es pequena,
pero a medida que aumenta la censura la eleccion de K. es claramente mejor que
la propuesta de Ruppert, K,,, (véanse las subfiguras (d) en las figuras 3.18 a 3.22).
Por 1ltimo, con respecto a la ubicacién de los nodos, los nodos equidistantes (Le,)
funcionan claramente mejor, excepto en muestras de tamano pequeno (n = 200)
con censura grande (C=40%), donde el espaciado de los nodos en funcién de los
pesos Kaplan-Meier (Ly,,) en ocasiones reduce los errores cuadréaticos medios més
grandes.

Como conclusién, se encuentra que en los cinco ejemplos estudiados la eleccion
de parametros que genera la mejor estimacion es la de ¢ = 1,5 y exponente 1 de
los pesos Kaplan-Meier en el criterio GC'V, y K. nodos equidistantes. A medida
que aumenta el nivel de censura, incluso con muestras de gran tamano, también
empiezan a encontrarse diferencias importantes entre los resultados de las distintas
especificaciones. Por tanto, si la censura es grande es mas importante seleccionar los
parametros de forma optima. Con respecto al tamano de la muestra, las mayores
diferencias se producen con n = 200. Es interesante observar que las elecciones més
importantes son ¢ = 1,5 y nodos equidistantes, porque dan lugar a estimadores con
un rendimiento muy bueno independientemente de la eleccién de los otros parame-
tros, que no es tan decisiva. Por otro lado, las peores combinaciones de parametros
se presentan, en general, para valores de ¢ = 1,0 y nimero de nodos elegido siguien-
do la propuesta de Ruppert, propuestas habituales en la literatura para datos no
censurados, independientemente de la eleccion del resto de parametros.

Estos resultados son robustos a cambios en la variabilidad o en la distribucién del
término de error. Se han realizado simulaciones adicionales con una varianza mayor
de la perturbacion aleatoria y considerando distribuciones de error no normales y
asimétricas, como la distribucién de Weibull. Los nuevos resultados obtenidos (no
mostrados) confirman el buen comportamiento del marco propuesto y son coherentes
con los presentados en esta seccién. Si se aumenta la varianza (disminuyendo la
relacién senal/ruido en un 50 %) se mantienen los resultados anteriores. Lo més
destacable es que aumenta la importancia de la eleccién de los parametros, ya que las
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Tabla 3.6: Resultados del estudio de simulacion para la funcién logistica

(1000 - MECM) en cada escenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9
GCV, Knots 10% 25% 40% | 10% 25% 40% | 10% 25% 40%
Estimador ¢ weTP L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg K. 0 1.8 2.2 3.3 0.8 1 1.3 0.4 0.5 0.7
ckmGAM 1.5 1 Leg K. 0 1.8 2.2 3.3 0.8 1 1.3 0.4 0.5 0.7
ckmPS 1.5 1 Leg Krp 0.85 1.8 2.2 3.3 0.8 1 1.4 0.4 0.5 0.7
ckmGAM 1.5 1 Leg Krp 0.85 1.8 2.2 3.3 0.8 1 1.4 0.4 0.5 0.7
ckmPS 1.5 2 Leg K 5.32 1.8 2.2 3.9 0.8 1 1.5 0.4 0.5 0.8
ckmGAM 1.5 2 Leg K. 5.32 1.8 2.2 3.9 0.8 1 1.5 0.4 0.5 0.8
ckmPS 1.5 2 Leg Krp 6.17 1.8 2.2 3.9 0.8 1 1.6 0.4 0.5 0.8
ckmGAM 1.5 2 Leg Krp 6.17 1.8 2.2 3.9 0.8 1 1.6 0.4 0.5 0.8
ckmPS 1.5 1 Lim K. 17 2.1 2.5 3.4 1 1.2 1.5 0.5 0.6 0.8
ckmPS 1.5 1 Lim Krp 19.38 2.1 2.5 3.6 1 1.2 1.7 0.5 0.6 0.8
ckmPS 1.5 2 Lim K. 19.72 2.1 2.5 3.7 1 1.2 1.7 0.5 0.6 0.8
ckmGAM 1.5 1 Lim K. 22.9 2.2 2.5 3.4 1.1 1.3 1.5 0.6 0.6 0.8
ckmPS 1.5 2 Lim Krp 24.36 2.1 2.5 4.1 1 1.2 1.9 0.5 0.6 0.9
ckmGAM 1.5 2 Lim K 25.95 2.2 2.5 3.8 1.1 1.3 1.7 0.6 0.6 0.8
ckmGAM 1.5 1 Lim Kirp 26.84 2.2 2.6 3.5 1.2 1.3 1.7 0.6 0.6 0.8
ckmGAM 1.5 2 Lim Kirp 31.48 2.2 2.6 3.9 1.2 1.3 1.9 0.6 0.6 0.9
ckmPS 1 1 Leg K. 34.05 2 2.9 6.5 0.9 1.2 1.9 0.5 0.6 1
ckmGAM 1 1 Leg K. 34.38 2 2.9 6.6 0.9 1.2 1.9 0.5 0.6 1
ckmGAM 1 1 Lim K. 40.16 2.2 3 5.4 1.1 1.4 2 0.5 0.7 1
ckmPS 1 1 Lim K. 41.14 2.2 3.1 5.7 1 1.4 2.1 0.5 0.7 1
ckmPS 1 2 Leg K. 48.25 2 3 8.6 0.9 1.3 2.1 0.5 0.7 1.1
ckmPS 1 2 Lym Ke 52.11 2.2 3.2 7.5 1 1.5 2.3 0.5 0.7 1.1
ckmGAM 1 2 Lim K. 52.71 2.2 3.1 8 1.1 1.4 2.2 0.5 0.7 1.1
ckmGAM 1 2 Leg K 56 2 3 10.9 0.9 1.3 2.1 0.5 0.7 1.1
ckmGAM 1 1 Ly Krp 57.89 2.2 3.2 7.9 1.1 1.4 2.6 0.5 0.7 1.2
ckmPS 1 1 Lim Krp 62.8 2.2 3.3 7.9 1.1 1.5 2.8 0.5 0.7 1.3
ckmPS 1 1 Leg Kyp 67.24 2 3 12.5 0.9 1.3 2.6 0.5 0.7 1.2
ckmGAM 1 1 Leg Kirp 69.26 2 3 13.1 0.9 1.3 2.6 0.5 0.7 1.2
ckmGAM 1 2 Lim Krp 74.94 2.2 3.3 9.8 1.1 1.5 3.1 0.5 0.7 1.5
ckmPS 1 2 Lim Krp 78.96 2.2 3.4 9.6 1.1 1.6 3.2 0.5 0.8 1.5
ckmPS 1 2 Leg Kirp 104.66 2 3.2 21.1 0.9 1.3 3.1 0.5 0.7 1.4
ckmGAM 1 2 Leg Krp 139.67 2 3.2 31.5 0.9 1.3 3.1 0.5 0.7 1.4

diferencias entre el rendimiento de los estimadores aumentan, incluso con censuras
pequenas. Ademas, el niimero de combinaciones que dan lugar a un buen estimador
disminuye, por lo que la eleccién correcta de los parametros adquiere aun mayor
importancia. Si se cambia la distribucion del error de Normal a Weibull se mantienen
los resultados generales, pero el exponente dos para los pesos Kaplan-Meier en la
expresion del criterio GC'V, aparece a veces entre las mejores opciones, especialmente
con porcentajes de censura bajos.
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Tabla 3.7: Resultados del estudio de simulacién para la funcién sinusoidal con dos

ciclos
(1000 - MECM) en cada escenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9
GCV, Knots 10% 25% 40% 10% 25% 40% | 10% 25% 40%

Estimador ) werP L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmGAM 1.5 1 Leg K. 0 6.1 7.1 10 2.7 3.1 4.3 1.4 1.7 2.3
ckmPS 1.5 1 Leg K. 0.18 6.2 7.1 10 2.7 3.1 4.3 1.4 1.7 2.3
ckmPS 1.5 2 Leg K. 1.97 6.1 7.2 10.5 2.7 3.1 4.6 1.4 1.7 2.4
ckmGAM 1.5 2 Leg K¢ 2.19 6.1 7.2 10.7 2.7 3.1 4.6 1.4 1.7 2.4
ckmPS 1.5 1 Leg Krp 2.68 6.2 7.2 10.3 2.7 3.2 4.5 1.4 1.8 2.4
ckmGAM 1.5 1 Leg Krp 2.68 6.2 7.2 10.3 2.7 3.2 4.5 1.4 1.8 2.4
ckmGAM 1.5 2 Leg Kirp 6.58 6.1 7.2 11.5 2.7 3.2 5 1.4 1.8 2.7
ckmPS 1.5 2 Leg Krp 6.65 6.2 7.2 11.4 2.7 3.2 5 1.4 1.8 2.7
ckmPS 1.5 1 Ly, K 6.91 6.9 7.8 10.7 2.8 3.3 4.5 1.5 1.8 2.4
kmGAM |15 1 Ly, K. | 761 | 67 77 105| 28 33 45 | 16 19 24
ckmGAM 1.5 2 Lim K. 8.66 6.7 7.7 10.9 2.8 3.3 4.8 1.6 1.8 2.5
ckmPS 1.5 2 Lim K 8.83 6.9 7.8 11.3 2.8 3.3 4.8 1.5 1.8 2.5
ckmGAM 1.5 1 Lim  Krp 12.38 6.9 8.2 11.5 2.9 3.4 4.8 1.6 1.9 2.6
ckmPS 1.5 1 Lim  Krp 13.38 7 8.2 12 2.9 3.4 4.9 1.6 1.9 2.6
ckmGAM 1.5 2 Lim  Krp 15.42 6.9 8.2 12.2 2.9 3.4 5.3 1.6 1.9 2.8
ckmPS 1 1 Leg K. 15.79 6.4 8.6 13.9 2.8 3.6 5.2 1.5 1.9 2.7
ckmGAM 1 1 Leg K. 16.23 6.4 8.6 14.3 2.8 3.6 5.2 1.5 1.9 2.7
ckmPS 1.5 2 Lim  Krp 16.69 7 8.2 13 2.9 3.4 5.5 1.5 1.9 2.9
ckmPS 1 2 Leg K. 19.64 6.4 8.7 14.6 2.8 3.6 5.7 1.5 2 2.9
ckmGAM 1 1 Lim K 19.8 6.9 9 13.9 29 3.7 5.3 1.6 2 2.7
ckmGAM 1 2 Leg K. 19.97 6.4 8.7 14.9 2.8 3.6 5.7 1.5 2 2.9
ckmPS 1 1 Lim K. 21.01 7.1 9.3 14 2.9 3.7 5.4 1.6 2 2.7
ckmGAM 1 2 Lim K 23.07 6.9 9.1 14.9 2.9 3.7 5.7 1.6 2 2.9
ckmPS 1 2 Lim K. 25.38 7.1 9.6 14.8 2.9 3.8 5.8 1.6 2.1 2.9
ckmPS 1 1 Leg Kyrp | 34.58 6.5 9.3 21.2 2.8 3.8 7 1.5 2 3.4
ckmGAM 1 1 Lim  Krp 36.2 7.1 9.8 18.6 3 3.9 7 1.6 2.1 3.4
ckmGAM 1 1 Leg Krp | 38.69 6.5 9.3 24.9 2.8 3.8 7 1.5 2 3.4
ckmPS 1 1 Lim Krp 43.5 7.3 10.2 21.8 3 4 7.3 1.6 2.2 3.6
kmGAM | 1 2 Lim Krp | 46 71 99 221 3 4 79 | 1.6 22 39
ckmPS 1 2 Lim  Krp 51.84 7.3 10.5 24.3 3 4.1 8.2 1.6 2.2 4.1
ckmPS 1 2 Leg Kyp | 56.38 6.5 9.4 35.5 2.8 3.9 7.9 1.5 2.1 3.9
ckmGAM 1 2 Leg Krp 67.71 6.5 9.4 45.7 2.8 3.9 7.9 1.5 2.1 3.9
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Tabla 3.8: Resultados del estudio de simulacién para la funcién sinusoidal con tres
ciclos

(1000 - MECM) en cada escenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7 s=8 s=9

GCV. Knots 10% 26% 40% | 10% 25% 40% | 10% 26% 40%
Estimador | ¢  w®®? L K G n = 200 n =500 n = 1000
ckmPS 15 1 Leqg Ko 0.73 86 104 178 38 45 6.1 2.1 24 32
ckmGAM | 1.5 1 Leg Ko 0.86 86 104 18 38 45 6.1 21 24 32
ckmPS 1.5 1 Leq Krp | 253 86 105 | 1677 | 39 46 6.5 21 25 34
ckmGAM | 1.5 1 Leq Krp | 253 86 105 167 | 39 46 65 2.1 25 34
ckmPS 1.5 2 Leg Ko 4.99 86 11.2  21.2 38 46 64 | 21 24 33
ckmGAM | 1.5 2 Leg Ko 5.06 86 11.2 213 38 46 64 | 21 24 33
ckmPS 1 1 Leq Ko 11.39 88 121 254 39 49 6.7 21 25 34
ckmPS 1.5 1 Lpm Ke 1156 | 9.9 12 178 | 44 52 68 | 23 26 34
ckmGAM | 1 1 Leqg Ko 11.79 88 121 26 39 49 6.7 21 25 34
ckmPS 1.5 2 Leq Krp | 1255 86 112 268 38 46 7.3 21 25 38
ckmPS 1.5 2 Lpm Ke 1488 | 9.8 129 202 | 44 52 7.1 23 26 35
ckmGAM | 1.5 2 Leq Krp | 14.88 86 112 303 38 46 73 21 25 38
ckmGAM | 1 1 Lpm Ke 1577 | 9.9 128 199 | 45 54 7 23 27 35
ckmGAM | 1.5 1 Lpm Ko 1672 | 106 125 179 | 49 54 69 | 25 27 34
ckmPS 15 1 Lim Krp | 17.79 10 125 196 | 45 54 75 | 23 28 38
ckmGAM | 1.5 2 Lpm Ke 18.11 | 105 13 193 | 48 54 69 | 25 27 35
ckmPS 1 1 Lim Ko 1837 | 9.9 133 22 44 55 72 | 23 27 36
ckmPS 1 2 Leg Ko 19.93 88 14 31.7 3.9 5 7.2 21 26 3.6
ckmGAM | 1 2 Lpm Ke 20.78 | 9.9 136 24 45 54 74 | 23 27 3.7
ckmGAM | 1 2 Leqg Ko 21.04 88 156 308 3.9 5 7.2 21 26 3.6
ckmPS 1.5 2 Lim Krp | 22.67 10 132 226 | 45 54 81 23 28 41
ckmPS 1 2 Lem Ke 2317 | 99 143 253 | 44 55 76 | 23 28 3.7
ckmGAM | 1.5 1 Lim Krp | 23.96 11 133 194 5 58 76 | 25 29 38
ckmGAM | 1.5 2 Lim Krp | 2701 | 109 138  21.6 5 5.7 8 25 29 4
ckmGAM | 1 1 Lipm Krp | 3212 | 102 138 287 | 46 59 89 | 23 29 44
ckmPS 1 1 Lim Krp | 3416 | 101 144 294 | 45 59 92 | 23 3 45
ckmPS 1 1 Leq Krp | 3878 89 13 51.6 39 53 88 21 27 43
ckmGAM | 1 2 Lipm Krp | 4238 | 102 148 376 | 46 6 98 | 23 29 48
ckmPS 1 2 Lim Krp | 4364 | 101 156 367 | 45 6.1 10 2.3 3 4.9
ckmGAM | 1 1 Leq Krp | 49.05 89 129  67.2 39 53 88 21 27 43
ckmPS 1 2 Leq Krp | 90.14 89 141 1197 | 39 55 10 2.1 28 438
ckmGAM | 1 2 Leq Kyp | 11909 | 89 141 1632 | 39 55 10 21 2.8 438
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3.2.1. Estimaciones con la mejor eleccién de parametros pa-
ra los estimadores ckmPS y ckmGAM
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Figura 3.8: Funcién estimada utilizando el estimador ckmPS para la funcion
cuadratica: GVC, con ¢ = 1,5 y w} & K. nodos equidistantes
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Figura 3.9: Funcion estimada utilizando el estimador ckmGAM para la funcién
cuadratica: GVC, con ¢ = 1,5 y w} & K, nodos equidistantes
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Figura 3.10: Funciéon estimada utilizando el estimador ckmPS para la funcién bump:
GVC. con ¢ = 1,5y w} & K, nodos equidistantes
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Figura 3.11: Funcién estimada utilizando el estimador ckmGAM para la funcién

bump: GVC,. con ¢ = 1,5 y w} & K, nodos equidistantes
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Figura 3.12: Funcién estimada utilizando el estimador ckmPS para la funcién logisti-

ca: GVC, con ¢ = 1,5 y w} & K. nodos equidistantes
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Figura 3.13: Funcién estimada utilizando el estimador ckmGAM para la funcién

logistica: GV C. con ¢ = 1,5 y w} & K, nodos equidistantes
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3.2. RESULTADOS SELECCION DE PARAMETROS

Figura 3.14: Funcién estimada utilizando el estimador ckmPS para la funcién sinu-
soidal con dos ciclos: GVC. con ¢ = 1,5 y w} & K, nodos equidistantes
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Figura 3.15: Funcién estimada utilizando el estimador ckmGAM para la funcién

sinusoidal con dos ciclos: GVC. con ¢ = 1,5 y w} & K, nodos equidistantes
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Figura 3.16: Funcién estimada utilizando el estimador ckmPS para la funcién sinu-
soidal con tres ciclos: GVC, con ¢ = 1,5 y w} & K. nodos equidistantes
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Figura 3.17: Funcién estimada utilizando el estimador ckmGAM para la funcién

sinusoidal con tres ciclos: GVC, con ¢ = 1,5 y w} & K, nodos equidistantes
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3.2. RESULTADOS SELECCION DE PARAMETROS

3.2.2. MECM segun las diferentes elecciones de parametros
para las distintas funciones analizadas
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CAPITULO 3. RESUMEN DE RESULTADOS

Figura 3.18: MECM segun las diferentes elecciones de parametros para la funcién
cuadratica
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Figura 3.19: MECM segun las diferentes elecciones de parametros para la funcién
bump
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Figura 3.20: MECM segun las diferentes elecciones de parametros para la funcién

logistica
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Figura 3.21: MECM segtn las diferentes elecciones de parametros para la funcién
sinusoidal con dos ciclos
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Figura 3.22: MECM segun las diferentes elecciones de parametros para la funcién
sinusoidal con tres ciclos
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3.3. Resultados modelo semiparamétrico

3.3.1. Estudio de simulacion

Tabla 3.9: Tres casos de estudio

Nombre 2 f(z) o? ratio SR

Caso (i):

Cuadrética | z; ~ U[0, 4] 2+ 4z — 22 0,40 3,5
Caso (ii):

Sinusoidal | z; ~ U[0, 10] 2 + exp{sin(z;)} 0,20 3,3
Caso (iii):

‘o 1
Logistica 2z~ U[0,1] | 2+ T eap{—20(2 — 05)} 0,06 3,3

En esta seccion se estudia el desempeno de la metodologia propuesta mediante un
estudio de simulacion. Para ello se considera el siguiente modelo semiparamétrico:

T, =Xy + X+ f(Z:) + € (3.2)

donde para el componente paramétrico del modelo: la variable X; se genera a par-
tir de una distribucién uniforme U(0,2), X5 a partir de una distribucién uniforme
U(—1,3), siendo los valores de los coeficientes a«; = —1y ag = 1 . Para el componen-
te no paramétrico, se consideran tres casos diferentes para la relaciéon f(-) entre T'y
una covariable relevante Z, véase la tabla 3.9 para las formas funcionales elegidas y
la distribucion de probabilidad de la variable Z. Para la distribucion del término de
error (€) se ha utilizado la distribucién normal N (0, 0?), donde el valor del pardme-
tro o2 se ha elegido para obtener una relacién senal/ruido (SR) similar en cada
ejemplo (tabla 3.2). Para estudiar el efecto de los datos censurados, se considera
una variable censura C' generada independientemente de una distribuciéon uniforme
U(1,b). El valor del pardmetro b cambia para considerar tres niveles diferentes de
censura: 10 %, 25% y 40 %.

Por tanto, se observa (y1, 11, 21, 21,01); - - -, (Yns T1n, Tan, Zn, 05 ) Una muestra de
tamano n, donde y; = min(t;, ¢;) es el tiempo de supervivencia observado, i.e., el
minimo entre el tiempo de supervivencia t; y el valor de censura ¢;. Ademsds, se
conoce a través de la variable indicadora d; = I(t; < ¢;) qué observaciones no estén
censuradas. Se consideran tres tamanos de muestra: n = 200, n = 500 y n = 1000 y
para cada uno de los nueve escenarios, tres tamanos de muestra por tres niveles de
censura, se utilizan 1000 réplicas de Monte Carlo.

Para cada uno de los 27 casos analizados en este estudio de simulacién se ha
estimado el modelo (3.2) siguiendo la propuesta de estimacién presentada en la
seccién 2.3, el estimador P-splines censurado (CPS), donde la eleccién del pardmetro
de suavizado A y el nimero de nodos de las B-splines se han elegido mediante las
férmulas (2.9) y (2.11), respectivamente. Las tablas 3.10, 3.11 y 3.12 presentan un
resumen general de los resultados obtenidos para cada combinacién de nivel de
censura y tamano muestral en cada uno de las tres formas funcionales estudiadas
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en el modelo (3.2). La tabla 3.10 resume la estimacion del caso (i), donde f(z) es
una funcién cuadratica. Las dos primeras filas de la tabla 3.10 presentan el error
cuadratico medio (ECM) de cada coeficiente estimado (&; y éo) del componente

paramétrico:

1000
1

7=1

(ap—dpj)Q p=12

y en la tercera fila la media aritmética del error cuadratico medio (MECM) del
componente no paramétrico:

MECM — L N (Z%(f(zn - fj<zi>>2>
1000 < n

Las filas cuatro a seis de la tabla 3.10 presentan el sesgo empirico y las filas siete
a nueve las probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza del 95 %
basados en el remuestreo. Las tablas 3.11 y 3.12 presentan la misma informacién
para las estimaciones del caso (ii) y (iii), donde f(z) es una funcién sinusoidal y una
funcién logistica, respectivamente. En estas tablas 3.10 a 3.12 se observa el buen
comportamiento del método propuesto en términos del ECM, la MECM, el sesgo
empirico y las probabilidades de cobertura.

A continuacién se analiza la estimacién de cada componente del modelo (3.2)
por separado. Para el caso (i), funcién cuadritica, las subfiguras 3.23.(a) a 3.23.(c)
presentan el ECM para el componente no paramétrico utilizando diferentes niveles
de censura y tamanos de muestra, donde, como puede observarse, las estimaciones
del componente no paramétrico mejoran a medida que aumenta el tamano de la
muestra y disminuye el nivel de censura en la misma. Las subfiguras 3.23.(d) a 3.23.(i)
muestran las estimaciones de los coeficientes del componente paramétrico (&; y &z)
donde se puede observar el buen comportamiento de los estimadores utilizados, con
una precision que mejora a medida que aumenta el tamano de la muestra y disminuye
el nivel de censura. Adicionalmente, en la figura 3.26 se presenta el valor medio de
las estimaciones de la funcién de forma cuadratica en comparacién con la verdadera
forma funcional a estimar. Como se puede observar, la estimacion funciona muy
bien reflejando la verdadera forma funcional de f(-). En esta figura 3.26, también se
puede comprobar el buen comportamiento de los intervalos de confianza asintéticos
generados con los estimadores de las varianzas propuestas en el apartado 2.3.3. Como
puede observarse, para un nivel de confianza del 95 %, el intervalo de confianza medio
propuesto (lineas azules) es coherente con el correspondiente intervalo del percentil
95 de las simulaciones (lineas verdes). Por ultimo, las probabilidades de cobertura de
los intervalos de confianza presentadas en la tabla 3.10 muestran que la probabilidad
de cobertura real se aproxima bastante a la probabilidad de cobertura nominal.
Resultados andlogos, donde se aprecia el buen comportamiento de las propuestas
presentadas, se obtienen para el caso (ii), funcién sinusoidal, figuras 3.24 y 3.27, y
para el caso (iii), funcién logistica, figuras 3.25 y 3.28.

Se han realizado simulaciones adicionales considerando una distribucion normal
para la variable de censura y también simulaciones adicionales considerando distri-
buciones de error no normales, como la distribucién de Weibull. La forma de generar
la censura que se ha utilizado en esta tesis es comun en la literatura y ha sido utili-
zada previamente, por ejemplo, en Stute (1999), Jin et al. (2003) y De Una Alvarez
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and Roca Pardinas (2009). En cualquier caso, se han realizado simulaciones adicio-
nales considerando una distribucion normal para la variable censura. Las tablas del
apartado 3.3.3 muestran los resultados de la estimacion cuando los tiempos de cen-
sura se generan a partir de una distribucién uniforme (uniforme), una distribucién
normal (normal) y la diferencia entre ambas (dif), en azul cuando los resultados me-
joran con censura normal, en rojo en caso contrario. De forma analoga, las tablas del
apartado 3.3.4 muestran los resultados de la estimacion cuando el término de error
se genera a partir de una distribucién no normal (weibull), una distribucién normal
(normal) y la diferencia entre ambas (dif), en rojo cuando los resultados mejoran
con el término de error normal, en azul en caso contrario. Los nuevos resultados
obtenidos confirman el buen funcionamiento del método propuesto, independiente-
mente de la forma de generar la censura o la distribucion del error, y son coherentes
con los presentados en esta seccion.
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% Censura,

% Censura,

% Censura,
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Tabla 3.10: Modelo semiparamétrico: resultados para la funcién cuadratica

n = 200 n = 500 n = 1000
10 % 25% 40% | 10 % 25% 40% | 10 % 25% 40%
ECM (a; and @) and MECM (f) x103
3.090 3.741 5.965 1.324 1.440 2.370 0.521 0.656 0.992
0.722 0.906 1.581 0.275 0.302 0.541 0.121 0.181 0.259
9.783 12.170 21.109 4.126 5.056 8.730 2.105 2.580 4.424
Sesgo empirico
-0.00149 0.00099  0.01130 | -0.00319 -0.00290  0.00042 0.00214  0.00354  0.00575
0.00289 0.00206  -0.00257 0.00049  0.00039 -0.00335 0.00036  -0.00036 -0.00195
-0.00033  -0.00148 -0.01630 0.00239  0.00272 0.00067 | -0.00232 -0.00253 -0.00575
Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %
0.938 0.955 0.947 0.928 0.950 0.947 0.946 0.946 0.948
0.945 0.946 0.934 0.941 0.960 0.943 0.960 0.926 0.957
0.938 0.941 0.923 0.939 0.939 0.925 0.946 0.936 0.933
Tabla 3.11: Modelo semiparamétrico: resultados para la funcién sinusoidal
n = 200 n = 500 n = 1000
10 % 25% 40% | 10 % 25% 40% | 10 % 25% 40%
ECM (&) and @) and MECM (f) x103
0.806 1.060 1.521 0.285 0.362 0.560 0.136 0.154 0.233
0.189 0.266 0.376 0.062 0.087 0.132 0.035 0.044 0.064
4.088 5.205 7.970 1.702 2.023 3.072 0.870 1.047 1.545
Sesgo empirico
-0.00543  -0.00202  0.00083 0.00085 0.00098  0.00209 0.00060  0.00016  0.00148
-0.00060 -0.00073 -0.00145 0.00051 0.00058 -0.00093 | -0.00016 -0.00017 -0.00136
0.00674  0.00311 -0.00152 | -0.00116 -0.00167 -0.00324 | -0.00021 0.00010  -0.00077
Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %
0.944 0.936 0.925 0.956 0.955 0.944 0.948 0.956 0.940
0.949 0.930 0.938 0.952 0.938 0.944 0.944 0.943 0.962
0.930 0.927 0.918 0.932 0.941 0.932 0.942 0.938 0.941
Tabla 3.12: Modelo semiparamétrico: resultados para la funcién logistica
n = 200 n = 500 n = 1000
10 % 25% 40% | 10 % 25% 40% | 10 % 25% 40 %
ECM (&) and @) and MECM (f) x103
0.072 0.098 0.172 0.024 0.036 0.064 0.011 0.016 0.027
0.017 0.025 0.046 0.006 0.008 0.019 0.003 0.004 0.009
0.309 0.397 0.710 0.128 0.164 0.311 0.065 0.085 0.169
Sesgo empirico
0.00012 0.00029  0.00101 0.00042 0.00061 0.00035 | -0.00029 -0.00022 -0.00011
0.00026 0.00015 -0.00008 | -0.00015 -0.00026 -0.00002 | -0.00002 -0.00003 -0.00014
-0.00037  -0.00038  -0.00098 | -0.00022 -0.00029 -0.00040 0.00035  0.00020  0.00014
Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %
0.944 0.955 0.933 0.953 0.944 0.941 0.946 0.941 0.948
0.950 0.930 0.924 0.939 0.947 0.938 0.957 0.938 0.956
0.944 0.939 0.916 0.943 0.938 0.93 0 0.949 0.941 0.938
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Figura 3.23: Resultados del estudio de simulacion para la funcion cuadratica: Errores
Cuadraticos Medios para la parte no paramétrica , @7 y ay utilizando diferentes
niveles de censura y tamanos de muestra
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Figura 3.24: Resultados del estudio de simulacién para la funcién sinusoidal: Errores
Cuadraticos Medios para la parte no paramétrica , @; y as utilizando diferentes
niveles de censura y tamanos de muestra
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Figura 3.25: Resultados del estudio de simulacién para la funcién logistica: Errores
Cuadraticos Medios para la parte no paramétrica , @y y ay utilizando diferentes
niveles de censura y tamanos de muestra
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3.3.2.

Estimaciones de la parte no paramétrica utilizando

diferentes niveles de censura y tamanos de muestra

Figura 3.26: Estimacién de la parte no paramétrica utilizando diferentes niveles de

censura y tamanos de muestra para la funcion cuadratica
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Figura 3.27: Estimacién de la parte no paramétrica utilizando diferentes niveles de
censura y tamanos de muestra para la funcion sinusoidal
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Figura 3.28: Estimacién de la parte no paramétrica utilizando diferentes niveles de
censura y tamanos de muestra para la funcion logistica
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3.3. RESULTADOS MODELO SEMIPARAMETRICO

3.3.3. Comparacion de resultados segin la forma de generar
la variable censura: Uniforme versus Normal

Funcion cuadratica

Tabla 3.13: Resultados del estudio de simulacion de la funcién cuadréatica: censura

Uniforme versus Normal
n = 200 n = 500 n = 1000

% Censura 10% 25% 0% 10% 25% 0% 10% 25% 40%

ECM (a; and @) and MECM (f) x103

& uniforme  3.0901  3.7413  5.9655 | 1.3243  1.4403  2.3698 | 0.5213  0.6562  0.9920
&7 normal 2.8802  4.0996  6.1351 | 1.1905 1.5104 2.0583 | 0.5262 0.6234 1.0139
aq dif 0.2100 -0.3583 -0.1696 | 0.1338 -0.0702  0.3115 | -0.0049  0.0328 -0.0219

ag uniforme  0.7219  0.9065  1.5812 | 0.2750 0.3022  0.5407 | 0.1214 0.1810  0.2589
Qi3 normal 0.7495 09158 14396 | 0.2761 0.3200 0.4641 | 0.1287 0.1844  0.2487

ap dif -0.0275  -0.0093  0.1416 | -0.0011 -0.0178  0.0766 | -0.0073 -0.0033  0.0101
funiforme 9.7827 12.1700 21.1092 | 4.1263 5.0660 8.7302 | 2.1053  2.5797  4.4236
fnormal 9.8002 12.8025 20.5185 | 4.0547  5.0552  7.8583 | 2.1142  2.5215  4.1507
]?dif -0.0176  -0.6325  0.5906 | 0.0716  0.0008  0.8719 | -0.0088  0.0582  0.2729

Sesgo empirico

&y uniforme  -0.0015  0.0010  0.0113 | -0.0032 -0.0029 0.0004 | 0.0021 0.0035 0.0057
&7 normal 0.0026  0.0014 -0.0023 | -0.0021 -0.0001  0.0010 | 0.0029  0.0000 0.0018
aq dif -0.0011  -0.0004  0.0090 | 0.0011 0.0028 -0.0005 | -0.0008  0.0035  0.0040

ap uniforme  0.0029  0.0021 -0.0026 | 0.0005 0.0004 -0.0033 | 0.0004 -0.0004 -0.0019
Qi3 normal 0.0039  0.0023 -0.0018 | 0.0003 -0.0001  0.0003 | 0.0000 -0.0003 -0.0005

Qo dif -0.0010  -0.0003  0.0008 | 0.0002  0.0002 0.0030 | 0.0003 0.0001 0.0015
]? uniforme  -0.0003 -0.0015 -0.0163 | 0.0024 0.0027  0.0007 | -0.0023 -0.0025 -0.0058
f normal -0.0070  -0.0044  0.0016 | 0.0023 -0.0010 -0.0037 | -0.0024 -0.0001 -0.0023
fdif -0.0067  -0.0029  0.0147 | 0.0001  0.0017 -0.0030 | -0.0001  0.0025  0.0034

Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %

ap uniforme  0.9380  0.9550  0.9470 | 0.9280 0.9500 0.9470 | 0.9460 0.9460 0.9480
&1 normal 0.9570  0.9310  0.9270 | 0.9480 0.9510 0.9590 | 0.9500  0.9620  0.9480
ay dif -0.0190  0.0240  0.0200 | -0.0200 -0.0010 -0.0120 | -0.0040 -0.0160  0.0000

ao uniforme  0.9450  0.9460  0.9340 | 0.9410 0.9600 0.9430 | 0.9600 0.9260  0.9570
a3 normal 0.9510  0.9420  0.9440 | 0.9460 0.9520 0.9500 | 0.9560  0.9490  0.9400

Qo dif -0.0060  0.0040 -0.0100 | -0.0050  0.0080 -0.0070 | 0.0040 -0.0230  0.0170
f uniforme 0.9380  0.9410 0.9230 | 0.9390 0.9390 0.9250 | 0.9460 0.9360  0.9330
]? normal 0.9420  0.9300  0.9230 | 0.9400 0.9360 0.9380 | 0.9410 0.9430 0.9290
fdif -0.0040  0.0110  0.0000 | -0.0010  0.0030 -0.0130 | 0.0050 -0.0070  0.0040
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Funcién sinusoidal

Tabla 3.14: Resultados del estudio de simulacion de la funcién sinusoidal: censura

Uniforme versus Normal
n = 200 n = 500 n = 1000

% Censura 10% 25% 40 % \ 10% 25 % 40 % \ 10% 25 % 40 %

ECM (@; and @) and MECM (f) x103

ap uniforme  0.8056  1.0597  1.5211 | 0.2854 0.3623  0.5600 | 0.1363  0.1536  0.2334
a3 normal 0.7666  1.0216  1.5935 | 0.3085 0.3797 0.5102 | 0.1289  0.1597 0.2234
aq dif 0.0389  0.0381 -0.0724 | -0.0231 -0.0174  0.0498 | 0.0074 -0.0060  0.0100

Qo uniforme  0.1889  0.2656  0.3760 | 0.0624 0.0865 0.1318 | 0.0348  0.0442  0.0638
Qs normal 0.1984 0.2365 0.4014 | 0.0659 0.0785 0.1232 | 0.0345 0.0384 0.0671

ap dif -0.0094  0.0291 -0.0254 | -0.0035  0.0081  0.0086 | 0.0003  0.0058 -0.0033
f uniforme 4.0876 52049 7.9701 | 1.7023 2.0233 3.0724 | 0.8704 1.0467  1.5450
f normal 4.0758  5.0213  7.9228 | 1.7166  2.0608  2.9544 | 0.8653  1.0287  1.5325
fdif 0.0118  0.1836  0.0473 | -0.0143 -0.0375  0.1180 | 0.0051  0.0180  0.0125

Sesgo empirico

a7 uniforme -0.0054 -0.0020 0.0008 | 0.0009 0.0010  0.0021 | 0.0006  0.0002 0.0015
a1 normal -0.0030 -0.0024 -0.0015 | 0.0004 0.0015 -0.0002 | 0.0003 0.0004 0.0011
aq dif 0.0024 -0.0004 -0.0006 | 0.0005 -0.0005 0.0019 | 0.0003 -0.0003  0.0004

a2 uniforme -0.0006 -0.0007 -0.0014 | 0.0005 0.0006 -0.0009 | -0.0002 -0.0002 -0.0014
Qs normal -0.0009 -0.0005 -0.0021 | 0.0006 0.0006  0.0003 | -0.0003 -0.0002 -0.0005

Qi dif -0.0003  0.0002 -0.0006 | -0.0001  0.0000  0.0006 | -0.0001  0.0000  0.0009
f uniforme 0.0067  0.0031 -0.0015 | -0.0012 -0.0017 -0.0032 | -0.0002  0.0001 -0.0008
f normal 0.0042  0.0031  0.0020 | -0.0005 -0.0026 -0.0007 | 0.0001  0.0000 -0.0010
J? dif 0.0025  0.0000 -0.0005 | 0.0007 -0.0010  0.0026 | 0.0001  0.0001 -0.0003

Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %

a7 uniforme  0.9440 0.9360 0.9250 | 0.9560 0.9550  0.9440 | 0.9480  0.9560  0.9400
a1 normal 0.9510 0.9450 0.9240 | 0.9400 0.9500 0.9400 | 0.9420 0.9420 0.9460
ay dif -0.0070  -0.0090  0.0010 | 0.0160  0.0050  0.0040 | 0.0060  0.0140 -0.0060

a uniforme  0.9490  0.9300 0.9380 | 0.9520 0.9380 0.9440 | 0.9440 0.9430  0.9620
Q2 normal 0.9420 0.9530 0.9310 | 0.9540 0.9570 0.9430 | 0.9490 0.9630  0.9420

a dif 0.0070 -0.0230  0.0070 | -0.0020 -0.0190  0.0010 | -0.0050 -0.0200  0.0200
f uniforme 0.9300 0.9270 0.9180 | 0.9320 0.9410 0.9320 | 0.9420 0.9380  0.9410
f normal 0.9340 0.9310 0.9190 | 0.9330 0.9360 0.9360 | 0.9390 0.9410  0.9400
f dif -0.0040  -0.0040 -0.0010 | -0.0010  0.0050 -0.0040 | 0.0030 -0.0030  0.0010
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Funcion logistica

Tabla 3.15: Resultados del estudio de simulaciéon de la funcién logistica: censura

Uniforme versus Normal
n = 200 n = 500 n = 1000

% Censura 10% 25% 0% 10% 25 % 0% ] 10% 25% 40%

ECM (a; and @) and MECM (f) x103

ap uniforme  0.0721  0.0980 0.1723 | 0.0242 0.0365 0.0641 | 0.0110 0.0164  0.0269
a7 normal 0.0732  0.0869 0.1363 | 0.0267 0.0326  0.0470 | 0.0116 0.0145 0.0219
aq dif -0.0011  0.0112  0.0360 | -0.0025  0.0038  0.0171 | -0.0006  0.0019  0.0050

az uniforme  0.0174  0.0248  0.0460 | 0.0061  0.0081  0.0192 | 0.0030  0.0043  0.0090
Q2 normal 0.0169 0.0221  0.0373 | 0.0057 0.0075 0.0123 | 0.0031  0.0038  0.0059

Qi dif 0.0005  0.0027  0.0087 | 0.0004 0.0006 0.0069 | -0.0001  0.0005  0.0031
f uniforme 0.3090 0.3974  0.7105 | 0.1277  0.1644 0.3106 | 0.0650  0.0854  0.1690
f normal 0.3125 0.3829  0.6037 | 0.1281  0.1570  0.2283 | 0.0669  0.0797  0.1252
f dif -0.0034  0.0146  0.1068 | -0.0003  0.0073  0.0823 | -0.0019  0.0057  0.0437

Sesgo empirico

&y uniforme  0.0001  0.0003  0.0010 | 0.0004 0.0006 0.0004 | -0.0003 -0.0002 -0.0001
& normal 0.0010  0.0006 -0.0002 | 0.0004 0.0008 0.0003 | -0.0001 -0.0000 -0.0003
aq dif -0.0009  -0.0003  0.0008 | 0.0000 -0.0001  0.0001 | 0.0002  0.0002 -0.0002

az uniforme  0.0003  0.0002 -0.0001 | -0.0002 -0.0003 -0.0000 | -0.0000 -0.0000 -0.0001
Qi3 normal 0.0003 -0.0001  0.0001 | -0.0003 -0.0002 -0.0001 | -0.0001 -0.0001 -0.0001

ap dif 0.0000  0.0000 -0.0001 | -0.0001  0.0001 -0.0001 | -0.0001 -0.0001  0.0000
f uniforme  -0.0004 -0.0004 -0.0010 | -0.0002 -0.0003 -0.0004 | 0.0003  0.0002 0.0001
f normal -0.0013 -0.0006 -0.0001 | -0.0000 -0.0007  0.0001 | 0.0002 0.0002  0.0003
f dif -0.0009  -0.0002  0.0008 | 0.0002 -0.0004  0.0003 | 0.0001 0.0000 -0.0002

Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %

&y uniforme  0.9440  0.9550 0.9330 | 0.9530 0.9440 0.9410 | 0.9460 0.9410  0.9480
& normal 0.9450 0.9490 0.9420 | 0.9510 0.9460 0.9470 | 0.9590 0.9480 0.9410
aq dif -0.0010  0.0060 -0.0090 | 0.0020 -0.0020 -0.0060 | -0.0130 -0.0070  0.0070

ao uniforme  0.9500 0.9300 0.9240 | 0.9390 0.9470  0.9380 | 0.9570  0.9380  0.9560
Qi3 normal 0.9420 09450 0.9190 | 0.9570 0.9420 0.9490 | 0.9420 0.9490 0.9470

Qo dif 0.0080 -0.0150  0.0050 | -0.0180  0.0050 -0.0110 | 0.0150 -0.0110  0.0090
]? uniforme 0.9440 0.9390 0.9160 | 0.9430 0.9380 0.9300 | 0.9490 0.9410 0.9380
f normal 0.9440 0.9380 0.9270 | 0.9410 0.9430 0.9420 | 0.9440 0.9430 0.9380
fdif 0.0000  0.0010 -0.0110 | 0.0020 -0.0050 -0.0120 | 0.0050 -0.0020  0.0000
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3.3.4. Comparacion de resultados segiin la distribuciéon del
error: Normal versus Weibull

Funcion cuadratica

Tabla 3.16: Resultados del estudio de simulacién de la funcién cuadrética: error
Normal versus Weibull

% Censura

Qp normal
ap weibull
ay dif

Q> normal
Q> weibull
Qo dif
fnormal
7 weibull
f dif

a; normal
ap weibull
ay dif

Q> normal
0o weibull
Qs dif
fnormal
fweibull
7 dif

Q1 normal
ay weibull
a; dif

Q> normal
Qs weibull
Qo dif
fnormal
£ weibull
f dif

n = 200 n = 500 n = 1000
10% 25% 40% \ 10% 25% 40% \ 10% 25% 40 %
ECM (@, and &) and MECM (f) x103
3.0901 3.7413 5.9655 | 1.3243  1.4403 2.3698 | 0.5213 0.6562  0.9920
2.9503 3.7218 5.8524 | 1.1325 1.3875 2.1032 | 0.5225 0.6148 0.9362
0.1398 0.0195 0.1131 | 0.1918 0.0528  0.2665 | -0.0012  0.0414  0.0558
0.7219 0.9065 1.5812 | 0.2750  0.3022  0.5407 | 0.1214 0.1810  0.2589
0.7463 0.9186 1.3748 | 0.2478  0.2935 0.5190 | 0.1297  0.1537  0.2370
-0.0243  -0.0121 0.2064 | 0.0272  0.0087  0.0217 | -0.0083  0.0273  0.0219
9.7827 12.1700 21.1092 | 4.1263 5.0560 8.7302 | 2.1053  2.5797  4.4236
9.0430 11.0839 18.2726 | 3.6671 4.3299 7.0197 | 1.8880  2.2861  3.5127
0.7397 1.0861 2.8366 | 0.4592 0.7261  1.7105 | 0.2173  0.2936  0.9110
Sesgo empirico
-0.0015 0.0010 0.0113 | -0.0032 -0.0029  0.0004 | 0.0021  0.0035 0.0057
-0.0010  -0.0026 0.0051 | -0.0033 -0.0031  0.0022 | 0.0009 0.0033 0.0050
0.0005 -0.0016 0.0062 | -0.0001 -0.0002 -0.0018 | 0.0012 0.0002  0.0007
0.0029 0.0021  -0.0026 | 0.0005 0.0004 -0.0033 | 0.0004 -0.0004 -0.0019
0.0022 0.0017 -0.0025 | 0.0012  0.0007 -0.0017 | 0.0006 0.0008 -0.0015
0.0007  0.0004 0.0001 | -0.0007 -0.0003  0.0017 | -0.0002 -0.0004  0.0005
-0.0003 -0.0015 -0.0163 | 0.0024 0.0027 0.0007 | -0.0023 -0.0025 -0.0058
-0.0014 -0.0006 -0.0092 | 0.0022 0.0021 -0.0037 | -0.0015 -0.0044 -0.0061
-0.0011 0.0009 0.0071 | 0.0002  0.0006 -0.0031 | 0.0008 -0.0019 -0.0004
Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %

0.9380 0.9550 0.9470 | 0.9280 0.9500 0.9470 | 0.9460 0.9460 0.9480
0.9470 0.9580 0.9540 | 0.9540 0.9570  0.9560 | 0.9430 0.9580  0.9560
0.0090 -0.0030 -0.0010 | 0.0180 -0.0070 -0.0030 | -0.0030 -0.0040 -0.0040
0.9450 0.9460 0.9340 | 0.9410 0.9600 0.9430 | 0.9600 0.9260 0.9570
0.9500 0.9530 0.9380 | 0.9510 0.9610 0.9530 | 0.9510 0.9590  0.9580
0.0050 0.0010 0.0040 | 0.0080 -0.0010  0.0040 | 0.0090  0.0150 -0.0010
0.9380 0.9410 0.9230 | 0.9390 0.9390 0.9250 | 0.9460 0.9360 0.9330
0.9550 0.9530 0.9390 | 0.9540 0.9570 0.9530 | 0.9540 0.9560 0.9510
0.0070 0.0060 0.0160 | 0.0070  0.0040  0.0220 0 0.0080 0.0160

72



3.3. RESULTADOS MODELO SEMIPARAMETRICO

Funcion sinusoidal

Tabla 3.17: Resultados del estudio de simulacién de la funcién sinusoidal: error

Normal versus Weibull
n = 200 n = 500 n = 1000

% Censura 10% 25 % 40 % \ 10% 25% 40 % \ 10% 25% 40 %

ECM (a; and @) and MECM (f) x103

&1 normal 0.8056  1.0597  1.5211 | 0.2854 0.3623 0.5600 | 0.1363 0.1536  0.2334
ay weibull 0.7714  1.0138  1.4871 | 0.2997 0.3376 0.5465 | 0.1211  0.1637  0.2312
ay dif 0.0342  0.0459  0.0340 | -0.0142  0.0247  0.0135 | 0.0151 -0.0101  0.0021

a3 normal 0.1889  0.2656  0.3760 | 0.0624 0.0865 0.1318 | 0.0348  0.0442  0.0638
Qi weibull 0.1742  0.2507  0.4123 | 0.0659 0.0843 0.1353 | 0.0353  0.0425  0.0639
ap dif 0.0147  0.0149 -0.0362 | -0.0036  0.0023 -0.0035 | -0.0005  0.0017 -0.0001

]?normal 4.0876  5.2049 79701 | 1.7023 2.0233 3.0724 | 0.8704 1.0467  1.5450
f weibull 3.8214  4.8065  7.4514 | 1.5904 1.8785  2.8877 | 0.8108 1.0015  1.4402
f dif 0.2662 0.3984  0.5187 | 0.1119  0.1448  0.1847 | 0.0596  0.0451  0.1048

Sesgo empirico

ap normal  -0.0054 -0.0020 0.0008 | 0.0009 0.0010 0.0021 | 0.0006 0.0002 0.0015
ap weibull  -0.0046 -0.0036 -0.0010 | 0.0009  0.0007  0.0021 | -0.0000 -0.0000 0.0017
ay dif 0.0008 -0.0016 -0.0002 0 0.0003 0 | 0.0006 0.0001 -0.0002

ao normal  -0.0006 -0.0007 -0.0014 | 0.0005 0.0006 -0.0009 | -0.0002 -0.0002 -0.0014
ag weibull ~ -0.0015 -0.0000 -0.0010 | 0.0008 0.0006 -0.0014 | 0.0003 -0.0002 -0.0008
Qo dif -0.0009  0.0007  0.0005 | -0.0003 0 -0.0005 | -0.0001 0  0.0005

fnormal 0.0067  0.0031 -0.0015 | -0.0012 -0.0017 -0.0032 | -0.0002  0.0001 -0.0008
f weibull 0.0061  0.0036 -0.0008 | -0.0018 -0.0015 -0.0032 | -0.0002  0.0001 -0.0018
f dif 0.0006 -0.0005  0.0008 | -0.0007  0.0002 0 0 0 -0.0010

Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %

a7 normal 0.9440 0.9360 0.9250 | 0.9560 0.9550 0.9440 | 0.9480 0.9560  0.9400
& weibull 0.9470  0.9400 0.9330 | 0.9510 0.9500 0.9410 | 0.9580  0.9510  0.9470
oy dif 0.0030  0.0040  0.0080 | 0.0050  0.0050 -0.0030 | -0.0060  0.0050  0.0070

Qi3 normal 0.9490 0.9300 0.9380 | 0.9520 0.9380 0.9440 | 0.9440 0.9430 0.9620
Qo weibull 0.9610 0.9480 0.9360 | 0.9420 0.9490 0.9450 | 0.9440 0.9460  0.9550
ap dif -0.0100  0.0180 -0.0020 | -0.0060  0.0110  0.0010 0 0.0030 0.0070

]?normal 0.9300 09270  0.9180 | 0.9320 0.9410 0.9320 | 0.9420 0.9380 0.9410
f weibull 0.9430 0.9400 0.9300 | 0.9420 0.9480 0.9450 | 0.9450 0.9460 0.9470
f dif 0.0130  0.0130  0.0120 | 0.0100 0.0070  0.0130 | 0.0030  0.0080  0.0060
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Funcién logistica

Tabla 3.18: Resultados del estudio de simulacién de la funcion logistica: error Normal
versus Weibull

% Censura

Q1 normal
ay weibull
ay dif

Q> normal
Q> weibull
Qo dif
J/c\normal
f weibull
£ dif

Q normal
ap weibull
ay dif

Qs normal
Qo weibull
Qo dif
j?normal
7 weibull
£ dif

Q normal
ay weibull
oy dif

Q> normal
0o weibull
Qo dif
fnormal
f weibull
7 dif

n = 200 n = 500 n = 1000
10% 25% 40 % \ 10% 25 % 40 % \ 10% 25% 40%
ECM (a; and @) and MECM (f) x103
0.0721  0.0980 0.1723 | 0.0242 0.0365 0.0641 | 0.0110 0.0164 0.0269
0.0714  0.1023  0.1601 | 0.0259 0.0357 0.0630 | 0.0110 0.0143 0.0272
0.0006 -0.0043  0.0122 | -0.0017  0.0007  0.0011 0 0.0020 -0.0003
0.0174  0.0248  0.0460 | 0.0061 0.0081 0.0192 | 0.0030 0.0043 0.0090
0.0164 0.0252 0.0433 | 0.0058 0.0074 0.0181 | 0.0030 0.0040  0.0089
0.0010 -0.0004  0.0027 | 0.0003  0.0007 0.0011 0 0.0003 0.0001
0.3090 0.3974 0.7105 | 0.1277 0.1644 0.3106 | 0.0650 0.0854  0.1690
0.2997 0.3940 0.6428 | 0.1187 0.1548 0.2841 | 0.0605 0.0784  0.1628
0.0093  0.0034 0.0677 | 0.0090 0.0096 0.0266 | 0.0045 0.0070  0.0061
Sesgo empirico
0.0001  0.0003 0.0010 | 0.0004 0.0006 0.0004 | -0.0003 -0.0002 -0.0001
0.0006  0.0001  0.0003 | 0.0009 0.0007 0.0007 | -0.0002 -0.0002  0.0002
-0.0005  0.0002  0.0007 | -0.0005 -0.0001 -0.0003 | 0.0001 0 -0.0001
0.0003  0.0002 -0.0001 | -0.0002 -0.0003 -0.0000 | -0.0000 -0.0000 -0.0001
0.0001  0.0003 -0.0001 | -0.0003 -0.0003 -0.0002 | -0.0000 0.0001 -0.0001
0.0002 -0.0001 0 | -0.0001 0 -0.0002 0 -0.0001 0
-0.0004 -0.0004 -0.0010 | -0.0002 -0.0003 -0.0004 | 0.0003 0.0002 0.0001
-0.0009 -0.0005 -0.0006 | -0.0007 -0.0005 -0.0007 | 0.0003 0.0001 -0.0001
-0.0005 -0.0001  0.0004 | -0.0005 -0.0002 -0.0003 0 0.0001 0
Probabilidades de cobertura de los intervalos de confianza al 95 %

0.9440  0.9550 0.9330 | 0.9530 0.9440 0.9410 | 0.9460 0.9410  0.9480
0.9470 0.9470 0.9350 | 0.9520 0.9460 0.9370 | 0.9630 0.9510  0.9430
0.0030  0.0020 0.0020 | 0.0010  0.0020 -0.0040 | -0.0090  0.0080 -0.0050
0.9500  0.9300 0.9240 | 0.9390 0.9470 0.9380 | 0.9570 0.9380  0.9560
0.9550  0.9290 0.9240 | 0.9540 0.9570 0.9450 | 0.9530 0.9550  0.9450
-0.0050 -0.0010 0| 0.0070 -0.0040  0.0070 | 0.0040  0.0070  0.0010
0.9440 0.9390 0.9160 | 0.9430 0.9380 0.9300 | 0.9490 0.9410 0.9380
0.9480 0.9430 0.9300 | 0.9530 0.9500 0.9410 | 0.9550 0.9510  0.9400
0.0040  0.0040 0.0140 | 0.0040 0.0120 0.0110 | -0.0040  0.0080  0.0020
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3.3.5. Aplicacién empirica: datos CBP

Tabla 3.19: Estimacién de los coeficientes de regresion y sus desviaciones tipicas
para el conjunto de datos de Cirrosis Biliar Primaria de la Clinica Mayo a partir de
los métodos AFT, Stute y CPS

edad edema trt log(albumina) log(bili)
AFT | -0.0246 -0.7692 -0.0627 1.4880 -0.5356
(0.0065) (0.2303) (0.1273) (0.5268) (0.0694)
Stute | -0.0166  -0.9249  -0.0950 1.6161 -0.3028
(0.0076) (0.3489) (0.1371)  (0.6015)  (0.0732)
CPS | -0.0168 -0.9163 -0.0991 1.6197 -0.3061
(0.0064) (0.1900) (0.1291)  (0.4578)  (0.0633)

El conjunto de datos de Cirrosis Biliar Primaria contiene informacién de 418
pacientes de la Clinica Mayo con colangitis biliar primaria (CBP), anteriormente
denominada cirrosis biliar primaria, una enfermedad autoinmune del higado. Los
primeros 312 casos del conjunto de datos participaron en un ensayo de la Clini-
ca Mayo sobre CBP realizado entre 1974 y 1984 en el que se compard el farmaco
D-penicilamina (tratamiento) con un placebo. El conjunto de datos proporciona in-
formacion sobre el tiempo de supervivencia observado desde la fecha de registro en
el ensayo , ademés de un gran nimero de variables clinicas, bioquimicas, serolégicas
e histolégicas como la edad del paciente en el momento del primer diagnostico, la
gravedad del edema (0 sin edema, 0,5 moderado y 1 para edema grave), valores san-
guineos relacionados con la funcién hepatica como bilirrubina, albiimina, fosfotasa
alcalina y tiempo de protrombina junto a otras variables explicativas, y un indicador
del estado del paciente (vivo o muerto) en julio de 1986. El conjunto de datos puede
descargarse del paquete R survival (Therneau, 2021; R Core Team, 2018). Ademads
existe un conjunto independiente de casos adicionales, 106 pacientes con colangitis
biliar primaria de la Clinica Mayo que eran elegibles para el ensayo pero se negaron a
participar. Este conjunto de datos se ha utilizado anteriormente en la literatura, por
ejemplo, en los estudios de Dickson et al. (1989), Therneau and Grambsch (2000) y
Fleming and Harrington (2005), en modelos de regresién censurada.

Los estudios de Therneau and Grambsch (2000) y Fleming and Harrington (2005)
analizan la relacién entre las distintas covariables y la supervivencia del paciente.
En ellos se llega a la conclusion de que la edad, el edema, los logaritmos de bilirru-
bina y albimina y el tiempo de protrombina son las variables que mejor explican
la supervivencia de los pacientes. Asimismo, estos estudios analizan la necesidad de
transformar alguna de las variables continuas en el modelo propuesto, concluyen-
do que es probable que la relacién entre el tiempo de protrombina (protime) y la
supervivencia de los pacientes no sea lineal.

En esta aplicacion se incorpora la variable protime en el modelo de forma flexible,
suponiendo unicamente que el tiempo de protrombina entra en el modelo a través
de una funcién suave desconocida f(-):

log(T) = aq+agedad+azedema+aytrt+aslog(albumina)+aglog(bili)+ f (protime)+e
(3.3)
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Figura 3.29: Estimacién componente no paramétrica utilizando tres metodologias:
AFT lognormal, enfoque de Stute y estimador CPS
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Se ha estimado el modelo (3.3) utilizando el método P-splines censurado pro-
puesto en la seccion 2.3. Para evaluar el comportamiento de este estimador se ha
propuesto como alternativa una relacion cuadratica entre el logaritmo de la su-
pervivencia y la variable protime, i.e., f(protime) = azprotime + agprotime?® en la
ecuacion (3.3). Asumiendo que esta especificacién paramétrica es correcta, se pueden
utilizar dos metodologias propuestas en la literatura sobre anélisis de supervivencia
para ajustar el modelo (3.3). Estos estimadores pueden utilizarse como referencia
para evaluar el rendimiento del método P-splines censurado.

El primer enfoque, el mas restrictivo, es la metodologia paramétrica de los mode-
los de duracién acelerada (Accelerated Failure Time, AFT, Kalbfleisch and Prentice,
2002), que suponen conocidas la distribucién de probabilidad de la variable respuesta
y la forma funcional que relaciona la variable protime y la supervivencia del pacien-
te, y que estima los coeficientes a del modelo utilizando el estimador de maxima
verosimilitud. Asi, en este caso se propone un modelo AFT lognormal y se estiman
los coeficientes o asumiendo una distribucién de probabilidad normal.

La segunda metodologia, propuesta por Stute (1993), es menos restrictiva en el
sentido de que no necesita conocer la distribucion de probabilidad de la variable
de respuesta, pero también supone una forma funcional conocida, en el caso que
nos ocupa la cuadratica. Es decir, necesita conocer la forma de la relacion entre la
variable respuesta y la covariable. Esta metodologia estima los coeficientes mediante
minimos cuadrados ponderados utilizando los pesos Kaplan-Meier (Stute, 1993).
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La tabla 3.19 presenta las estimaciones de los componentes paramétricos del
modelo (3.3) utilizando estos tres métodos. Puede observarse que los tres métodos
generan estimaciones similares y dan como resultado una estimacion del modelo
biolégicamente razonable. Como ya se ha descrito en la bibliografia, los tres métodos
coinciden en que el tratamiento con el fairmaco D-penicilamina (trt) no tiene un
efecto significativo en la supervivencia de los pacientes. La figura 3.29 muestra las
estimaciones de la funcién f(protime) para los tres enfoques, con el diagrama de
dispersién del logaritmo del tiempo de supervivencia observado frente al tiempo
de protrombina. Los pacientes indicados con () han fallecido y los indicados con
X estan vivos en julio de 1986; es decir, los pacientes fallecidos tienen tiempos de
supervivencia no censurados y los pacientes vivos tienen tiempos de supervivencia
censurados.

En conclusién, el buen funcionamiento de la metodologia AFT y de la propuesta
de Stute depende de la correcta especificacion de la relacion entre la duracién y la
variable protime. En esta aplicaciéon parece que la relacion entre el logaritmo de la
supervivencia y el tiempo de protrombina es cuadratica, por lo que ambas metodo-
logias funcionan razonablemente bien. La propuesta de estimacion que se desarrolla
en esta tesis no necesita asumir una forma funcional paramétrica especifica y, sin
embargo, estima adecuadamente la relacién obteniendo resultados muy similares a
los anteriores. Sin embargo, si la forma funcional se hubiera elegido erréneamente
estos métodos paramétricos tendrian un grave problema de especificacion incorrecta
y, por tanto, llevarian a conclusiones erréneas. En este sentido, se puede considerar
los P-splines censurados como una solucién robusta a la especificacién errénea del
modelo.
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Capitulo 4

Cddigo en R

4.1. Cbdigo para el caso univariante

En este apartado se muestra el codigo de R utilizado para calcular el estimador P-
splines censurado (pswe, seccién 2.1.2) y el estimador en un modelo GAM corrigiendo
el efecto de la censura con los pesos Kaplan-Meier (gamkm: un regresor, gamkm2d_2l:
dos regresores, seccién 3.1.2), ademds de una funcién necesaria para ambas que
permite calcular los pesos Kaplan-Meier (kmuw.cp, seccién 2.1.2, ecuacién 2.4).

El c6digo ha sido escrito usando R-3.4.4 (plataforma: x86_64-pc-linux-gnu, 64-bit)
con versiones de los paquetes mgev_1.8-23, nlme_3.1-131.1 y survival 2.41-3.
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Funcién de R 4.1: kmw.cp: funcién para calcular los pesos Kaplan-Meier

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Descripcién: Calcula los pesos Kaplan-Meier

y: tiempo de seguimiento
cen: indicador de estado,
usualmente O/FALSE=vivo, 1/TRUE=fallecido

Valor: pesos Kaplan-Meier

kmw.cp <- function(y, cen) {

+
##

require (survival)

y.un <- unique(sort(y))

kme <- survfit(Surv(y, cen) ~ 1)
FKM <- 1 - kme$surv

yjs <- kme$time

yjs.fr <- kme$n.event
yjs.frlyjs.fr == 0] <- 1

w.i <- c(FKM[1], diff (FKM))/yjs.fr
Wkm <- w.i[match(y, y.un)]

# Observaciones censuradas: pesos igual a O
Wkm[cen == 0] <- 0

return (Wkm)

fin de la funcidn kmw.cp
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Funcion de R 4.2: pswc: funcién para el calculo del estimador P-splines censurado

## - - -
## Nombre de la funcidén: pswc

## - - ——— -~~~
## Descripcidn: extensidén del método P-splines

H# de Eilers & Marx 1996 al caso de datos

H## censurados utilizando pesos Kaplan-Meier
## ---——— -7~ ———
## Librerias requeridas: survival, splines
e

## Uso: pswc(x, y, cen, grado.b, ndx, lambda)
##

## X: regresor

## y: tiempo de seguimiento

## cen: indicador de estado,

## usualmente O/FALSE=vivo, 1/TRUE=fallecido

## grado.b: grado del polinomio a trozos

## (3= splines ciubicos)

## ndx+1: numero de nodos

## lambda: pardmetro de suavizado

## - - - -
## Valor: estimacidén noparamétrica de la relacidn entre

## la variable respuesta (y) y el regresor (x)

## - - - -

pswc <- function(x, y, cen, grado.b, ndx, lambda) {
require (survival)
require(splines)
# Calcula pesos Kaplan-Meier
Wkm <- kmw.cp(y, cen)

## Ordenado por X

x.0x <- x[order (x)]

y.ox <- ylorder(x)]

cen.ox <- cenlorder(x)]

ind.ox <- c(1l:length(x)) [order(x)]

## Ordenado por Y y por censura

y.oy <- ylorder(y, !cen)]

x.0y <- x[order(y, !cen)]

W.oy <- Wkm([order(y, !cen)]

ind.oy <- c(l:length(y)) [order(y, !cen)]

## Base B-spline y Nodos

if (missing(grado.b)) A
grado.b <- 3

b
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unix <- min(abs(x[x !'= 0]))/1000
xl <- min(x) - unix
xr <- max(x) + unix
dx <- (xr - x1)/ndx
knots <- seq(xl - grado.b * dx, xr + grado.b * dx,
by = dx)
BBB.ox <- spline.des(knots, x.o0x,
grado.b + 1, 0 * x.ox)$design
# Orden inicial.
# Si las X’s estdn ordfenadas, no hace nada
BBB.ini <- BBB.ox[order (ind.ox),]
BBB.oy <- BBB.inil[order(y, !cen), ]

## Matriz representacidén del operador de diferencias
## (diferencias de orden 2)

D = diff(diff (diag(ncol (BBB.oy))))

DtD = t(D) %*% D

## Matriz con los pesos Kaplan-Meier
matW.oy <- diag(W.oy)
## Eleccidén del nivel de suavizado 6ptimo via GCVc
if (missing(lambda)) {
pswcGCVc <- function(lambda, BBB.oy, matW.oy, DtD,
y.oy, W.oy) {
pena <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %%
t (BBB.oy) %*% matW.oy %x% y.oy
s <- sum(W.oy * (y.oy - BBB.oy %*% pena)”2)
hasterisco <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %%
t (BBB.oy) %*% matW.oy %*% BBB.oy
trazah <- sum(diag(hasterisco))
gcv <- s/(nrow(BBB.oy) - trazah)"2
return(gcv)
b
# Valor o6ptimo del parametro de suavizado lambda
lambda <- optimize (pswcGCVc, c(0, 10000),
tol = 1e-06, BBB.oy = BBB.oy,
matW.oy = matW.oy, DtD = DtD,
y.oy = y.oy, W.oy = W.oy)[[1]]

## Estimacioén
pena <- solve(t(BBB.oy) ¥%*x% matW.oy %*x%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %*%
t (BBB.oy) %*% matW.oy %*% y.oy
return(BBB.ini %x7% pena)
} ## fin de la funcidn pswc
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Funcién de R 4.3: gamkm: funcién para el calculo del estimador en un modelo GAM
censurado con un regresor

## ---———— -~~~ ———————-—
## Nombre de la funcién: gamkm

## ---—— -~ ———
## Descripcidén: funcién gam con pesos Kaplan-Meier y

## seleccidén del parametro de suavizado

H# via GCVc: un regresor

## - - - -
## Librerias requeridas: mgcv

## - - - -
## Uso: gamkm(y, x, kn, kmw, base)

##

## y: tiempo de seguimiento

H# X: regresor

H## kn: dimensidén de la base que representa el

H# término de suavizado

## kmw : pesos Kaplan-Meier

## base: cadena de dos letras que indica la base

## de suavizado (penalizada) a utilizar

##

## - - - -
## Valor: objecto de la clase "gam"

## ——--- -

gamkm <- function(y, x, kn, kmw, base) {
require (mgcv)
gamkmGCVc <- function(lambda, y, x, kn, kmw, base) {
nobs <- length (y)
mod.gam <- gam(y ~ s(x, bs = base, k = kn,
m = c(2, 2)), sp = lambda,
weights = kmw)
rss <- sum(kmw * (y - fitted(mod.gam))~2)
trF <- sum(mod.gam$hat)
# GCVc
gcv <- nobs * rss/(nobs - trF)~2
return(gcv)

# Seleccidén del parametro de suavizado
lambdaopt <- optimize (gamkmGCVc, c(0, 10000),
tol = 1le-06, y =y, x = x,
kn = kn, kmw = kmw,
base = base)[[1]]
return(gam(y ~ s(x, bs = base, k = kn, m = c(2, 2)),
sp = lambdaopt, weights = kmw, gamma = 1))
} ## fin de la funcién gamkm
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Funciéon de R 4.4: gamkm2d2l: funcién para el calculo del estimador en un modelo
GAM censurado con dos regresores

## - - - - e
## Nombre de la funcidén: gamkm2d21l

## ---——— -~ — -
## Descripcidén: funcidén gam con pesos Kaplan-Meier y

## seleccidén del parametro de suavizado

## via GCVc: dos regresores

## - --- -~ - -
## Librerias requeridas: mgcv

## - --- - - - -
## Uso: gamkm2d21(y, x1, x2, kn, kmw, base)

##

## y: tiempo de seguimiento

## x1l: regresor 1

## X2: regresor 2

## kn: dimensién de la base que representa el

H# término de suavizado

## kmw : pesos Kaplan-Meier

## base: cadena de dos letras que indica la base

## de suavizado (penalizada) a utilizar

#® ------——— -
## Valor: objecto de la clase '"gam"

##H - -\- - -

gamkm2d21l <- function(y, x1, x2, kn, kmw, base) {
gamkmGCVc <- function(lsp, y, x1, x2, kn, kmw, base) {
nobs <- length(y)
mod.gam <- gam(y ~ s(xl, bs base, k = kn,
m c(2, 2)) + s(x2, bs = base,
k kn, m = c(2, 2)),
sp = exp(lsp), weights = kmw)
rss <- sum(kmw * (y - fitted(mod.gam))~2)
trF <- sum(mod.gam$hat)
# GCVc
gcv <- nobs * rss/(nobs - trF)~2
return(gcv)

b

# Seleccidén del pardametro de suavizado

lambdaopt <- optim(c(0, 0), gamkmGCVc, y =y, x1 = x1,
x2 = x2, kn = kn, kmw = kmw,
base = base)
return(gam(y ~ s(xl, bs = base, k = kn,
m = c(2, 2)) + s(x2, bs = base,

k = kn, m = c(2, 2)),

sp = exp(lambdaopt$par),

weights = kmw, gamma = 1))
} ## fin de la funcidén gamkm2d21l
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4.2. C(Coddigo para la selecciéon de parametros

En este apartado se muestra el cédigo de R desarrollado para incorporar las
modificaciones que generalizan los criterios de eleccion de pardmetros desarrollados
en la seccién 2.2 para el estimador P-splines censurado (pswe modificada, funcién
para calcular el estimador ckmPS) y el estimador en un modelo GAM corrigiendo el
efecto de la censura con los pesos Kaplan-Meier (gamkm modificada, funcién para
calcular el estimador ckmGAM), ademés de una funcién necesaria para ambas que
permite calcular vectores de nodos no uniformes con un espaciado entre los mismos
elegido en funcién de los pesos de Kaplan-Meier (nodos.km, ubicacién de los nodos
Ly, seccién 2.2.2).

El cédigo ha sido escrito usando R-3.4.4 (plataforma: x86_64-pc-linux-gnu, 64-bit)
con versiones de los paquetes mgcv_1.8-23, nlme_3.1-131.1 y survival_2.41-3.
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Funcién de R 4.5: nodos.km: funciéon para calcular la ubicacion de los nodos usando
los pesos Kaplan-Meier

## - --——— -~ m - ————— -
## Nombre de la funcidén: nodos.km

## - --—-——7 T
## Descripcidén: Calcula un vector de nodos no uniformes

## con un espaciado entre los mismos elegido
## en funcidén de los pesos Kaplan-Meier

## - -- - -
## Librerias requeridas: survival

## - ---— -
## Uso: nodos.km(X, km, ndx)

##

## X: regresor

## km: pesos Kaplan-Meier

## ndx+1: numero de nodos

## - ----——7 -
## Valor: vector de nodos

## - --- - - - -

nodos .km <- function(X,km,ndx) {
x1 <- min(X)
xr <- max (X)
dx <- (xr-x1)/ndx
unix <- min(km[km'!=0])/1000
Xord <- sort(X)
kmord <- km[order (X)]
kmord [length (kmord)] <- kmord[length(kmord)]+unix
Xsc <- Xord[kmord!=0]
kmsc <- kmord[kmord!=0]
kma <- cumsum (kmsc)
c(seq(x1-3*dx, x1, length=4),
Xsc[cumsum(table(factor (findInterval (kma,
seq(min (kma), (max(kma)+unix),length=ndx+1)),
levels=1:ndx)))], seq(xr+1l*xdx, xr+3*dx, length=3))
} ## end of function nodos.km
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Funcién de R 4.6: pswc modificada: funcién para el calculo del estimador ckmPS

## - - -
## Nombre de la funcidén: pswc

## - - ——— -~~~
## Descripcidn: extensidén del método P-splines

H# de Eilers & Marx 1996 al caso de datos

H## censurados utilizando pesos Kaplan-Meier
## ---——— -7~ ———
## Librerias requeridas: survival, splines
e
## Uso: pswc(x, y, cen, grado.b, ndx, knots=F, lambda,

## gamma , pexp)

##

## X: regresor

## y: tiempo de seguimiento

#H# cen: indicador de estado,

## usualmente O/FALSE=vivo, 1/TRUE=fallecido

H## grado.b: grado del polinomio a trozos

## (3= splines cibicos)

## ndx+1: numero de nodos

## knots: knots=T, nodos no equidistantes creados
## usando los pesos Kaplan-Meier

## knots=F, nodos equidistantes

## lambda: pardmetro de suavizado

#H# gamma : multiplica los grados de libertad del

## modelo en el criterio GCVc

## pexp: exponente de los pesos Kaplan-Meier en
## el criterio GCVc

## - - - —— -~ ———
## Valor: estimacidén noparamétrica de la relacidn entre

## la variable respuesta (y) y el regresor (x)

## y valor del pardmetro 6ptimo de suavizado

## --- - - -

pswc <- function(x, y, cen, grado.b, ndx, knots=F, lambda,
gamma , pexp) {
require (survival)
require(splines)
# Calcula pesos Kaplan-Meier
Wkm <- kmw.cp(y, cen)

## Ordenado por X

x.0x <- x[order (x)]

y.ox <- ylorder(x)]

cen.ox <- cenlorder(x)]

ind.ox <- c(1l:length(x)) [order(x)]

## Ordenado por Y y por censura
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y.oy <- ylorder(y, !'cen)]

x.0y <- x[order(y, !cen)]

W.oy <- Wkm[order(y, !cen)]

ind.oy <- c(1:length(y))[order(y, !cen)]

## Base B-spline y Nodos
if (missing(grado.b)) {
grado.b <- 3

+

ifelse(knots==TRUE,

{

knots <- nodos.km(x,Wkm,ndx)

},

{

unix <- min(abs(x[x != 0]))/1000
x1l <- min(x) - unix

xr <- max(x) + unix
dx <- (xr - x1)/ndx

knots <- seq(xl - grado.b * dx, xr + grado.b * dx,
by = dx)

i

)

BBB.ox <- spline.des(knots, x.o0x,
grado.b + 1, 0 * x.ox)$design
# Orden inicial.
# Si las X’s estan ordfenadas, no hace nada
BBB.ini <- BBB.ox[order (ind.ox),]
BBB.oy <- BBB.inil[order(y, !cen), ]

## Matriz representacién del operador de diferencias
## (diferencias de orden 2)

D = diff (diff (diag(ncol(BBB.oy))))

DtD = t(D) %x% D

## Matriz con los pesos Kaplan-Meier
matW.oy <- diag(W.oy)
## Eleccioén del nivel de suavizado 6ptimo via GCVc
if (missing(lambda)) A
if (missing(gamma)) {
gamma <- 1

}

if (missing(pexp)) {
pexp <- 1

}

pswcGCVc <- function(lambda, BBB.oy, matW.oy, DtD,
y.oy, W.oy) {
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pena <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %x%
BBB.oy + (lambda * DtD)) ¥%*Y%
t(BBB.oy) %*x% matW.oy %*% y.oy

s <- sum(W.oy pexp * (y.oy - BBB.oy %*% pena) ~2)

hasterisco <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %%
t (BBB.oy) %*% matW.oy %*% BBB.oy

trazah <- sum(diag(hasterisco))
gcv <- s/(nrow(BBB.oy) - gamma * trazah) "2
return(gcv)

# Valor o6ptimo del parametro de suavizado lambda
lambda <- optimize(pswcGCVc, c(0, 10000),
tol = 1e-06, BBB.oy = BBB.oy,
matW.oy = matW.oy, DtD = DtD,
y.oy = y.oy, W.oy = W.oy)[[1]]

## Estimacidn
pena <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %xY%
t (BBB.oy) %*% matW.oy %*% y.oy
est.cnpl <- BBB.ini Y%x’% pena
return(list (estimacion= est.cnpl, landa= lambda))
} ## fin de la funcidn pswc
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Funcién de R 4.7: gamkm modificada: funcién para el calculo del estimador ckmGAM
con un regresor

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

##

Nombre de la funcién: gamkm

funcidén gam con pesos Kaplan-Meier y
seleccidén del parametro de suavizado
via GCVc: un regresor

Uso: gamkm(y, x, cen, kn, knots, kmw, base, gamma, pexp

tiempo de seguimiento
regresor

indicador de estado,

usualmente O/FALSE=vivo, 1/TRUE=fallecido

kn:

knots:

kmw :
base:

gamma :

pexp:

dimensidén de la base que representa el

término de suavizado (kn=ndx+3)
knots=T, nodos no equidistantes creados
usando los pesos Kaplan-Meier, que debe
coincidir con el valor kn suministrado
knots=F, nodos equidistantes

pesos Kaplan-Meier

cadena de dos letras que indica la base

de suavizado (penalizada) a utilizar
multiplica los grados de libertad del
modelo en el criterio GCVc
exponente de los pesos Kaplan-Meier en
el criterio GCVc

gamkm <- function(y, x, cen, kn, knots=F, kmw, base,
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ndx <-

kn-3

gamma , pexp) {

require (mgcv)

if (missing(kmw)) A
require(survival)

kmw <- kmw.cp(y, cen)

b

if (missing(gamma)) {

gamma <-

b

1

if (missing(pexp)) {
pexp <-

}

1
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ifelse (knots==TRUE,

{

knots <- nodos.km(x,kmw,ndx)

},

{

unix <- min(abs(x[x '= 0]))/1000
x1 <- min(x) - unix

xr <- max(x) + unix
dx <- (xr - x1)/ndx
knots <- seq(xl - 3 * dx, xr + 3 % dx, by = dx)

1 D)
gamkmGCVc <- function(lambda, y, x, kn, kmw, base,
knots) {
nobs <- length (y)
mod.gam <- gam(y ~ s(x, bs = base, k = kn,
m = c(2, 2)), sp = lambda,
weights = kmw, knots=list(x=knots))
rss <- sum(kmw”pexp * (y - fitted(mod.gam))~2)
trF <- sum(mod.gam$hat)
# GCVc
gcv <- nobs * rss/(nobs - gamma * trF)~2
return(gcv)
}

# Seleccidén del parametro de suavizado
lambdaopt <- optimize (gamkmGCVc, c(0, 10000),
tol = 1le-06, y =y, x = X,
kn = kn, kmw = kmw, base = base,
knots=1list (x=knots)) [[1]]
return(gam(y ~ s(x, bs = base, k = kn, m = c(2, 2)),
sp = lambdaopt, weights = kmw,
knots=1list (x=knots), gamma = 1))
} ## fin de la funcién gamkm
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4.3. Cddigo para el modelo semiparamétrico

En este apartado se muestra el cédigo de R de la extensién de la metodologia
de los P-splines al contexto de muestras con observaciones censuradas en un modelo
semiparamétrico (semipswe, seccién 2.3).

El c6digo ha sido escrito usando R-3.6.3 (plataforma: x86_64-pc-linux-gnu, 64-bit)
con versiones de los paquetes mgev_1.8-23, nlme_3.1-131.1 y survival 2.41-3.
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Funcién de R 4.8: semipswc: funcion para el calculo del estimador P-splines censu-
rado en un modelo semiparamétrico

##

## Nombre de la funcidén: semipswc

##
##
H##
H#
##
##
##
##
##
##
##
##
##
H##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
H#
H#
H##
##
##
##
##
##
##
##
##
H#
H##
##
##
##
##
##
##

Descripcién:

extensién del método P-splines

de Eilers & Marx 1996 al caso de datos
censurados utilizando pesos Kaplan-Meier
en un modelo semiparamétrico

Uso: semipswc(Z, x, y, cen, grado.b, ndx, knots=F,

lambda, gamma, pexp, toler=1e-05)

Z: matriz de regresores parte paramétrica
X: regresor componente no paramétrica
y: tiempo de seguimiento
cen: indicador de estado,
usualmente O/FALSE=vivo, 1/TRUE=fallecido
grado.b: grado del polinomio a trozos
(3= splines cibicos)
ndx+1: numero de nodos
knots: knots=T, nodos no equidistantes creados
usando los pesos Kaplan-Meier
knots=F, nodos equidistantes
lambda: parametro de suavizado
gamma : multiplica los grados de libertad del
modelo en el criterio GCVc
pexp: exponente de los pesos Kaplan-Meier en
el criterio GCVc
toler precisidén deseada
Valor
estnp estimacién componente no paramétrica
alfas estimacién parédmetros componente
paramétrica
sdnp estimacién desviacidén tipica componente
no paramétrica
sdalfas estimacién desviacidén tipica componente
paramétrica
landa: pardmetro de suavizado 6ptimo
sd: desviacidén tipica estimada del error
iter: nimero de iteraciones
gvc: valor del criterio GVCc
rdf grados de libertad efectivos

93




CAPITULO 4. CODIGO EN R

semipswc <- function(Z, x, y, cen, grado.b, ndx, knots=F,
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lambda, gamma, pexp, toler=1e-05) {

require (survival)
require(splines)

require (MASS)

# Calcula pesos Kaplan-Meier
Wkm <- kmw.cp(y, cen)

## Ordenado por X

x.0x <- x[order(x)]

y.ox <- ylorder(x)]

cen.ox <- cenlorder (x)]

ind.ox <- c(1l:1length(x)) [order(x)]

## Ordenado por Y y por censura

.oy <- ylorder(y, !cen)]

.oy <- x[order(y, !cen)]

.oy <- Wkm[order(y, !'cen)]

Regresores parte Paramétrica

.oy <- Z[order(y, !'cen),]

matZ.oy <- cbind(rep(1,length(y)),Z.oy)
ind.oy <- c(1:length(y)) [order(y, !cen)]

N # = X <

## Base B-spline y Nodos
if (missing(grado.b)) {
grado.b <- 3

+

ifelse(knots==TRUE,

{

knots <- nodos.km(x,Wkm,ndx)

+,

{

unix <- min(abs(x[x !'= 0]))/1000

xl <- min(x) - unix

xr <- max(x) + unix

dx <- (xr - x1)/ndx

knots <- seq(xl - grado.b * dx, xr + grado.b * dx,
by = dx)

BBB.ox <- spline.des(knots, x.o0x,
grado.b + 1, 0 * x.ox)$design
# Orden inicial.
# Si las X’s estan ordfenadas, no hace nada
BBB.ini <- BBB.ox[order (ind.ox),]
BBB.oy <- BBB.inil[order(y, !cen), ]
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## Matriz representacién del operador de diferencias
## (diferencias de orden 2)

D = diff (diff(diag(ncol (BBB.oy))))

DtD = t(D) %*% D

## Matriz con los pesos Kaplan-Meier
matW.oy <- diag(W.oy)

## Matriz de proyeccién: parte paramétrica

Hp.oy <- matZ.oy[,-1] %*% solve(t(matZ.oy[,-11) %x*x%
matW.oy %*% matZ.oyl[,-11) %x7%
t(matZ.oy[,-1]1) %*% matW.oy

## Matriz identidad
id.mat <- diag(rep(l,nrow(BBB.oy)))

## Funcidén para una iteracidén: semipswc.iter

## Paso 1

## Estimacién parte no paramétrica tras restar la
## estimacidén parte paramétrica

## Pardmetros iniciales iguales a cero (alfas=0)

semipswc.iter <- function(matZ.oy, BBB.oy, BBB.ini,
matW.oy, DtD, W.oy,
alphaold, y.oy, lambda,
gamma , pexp) {

# Inicio con alfas=0
ymenosalphaold.oy <- y.oy-(matZ.oy %*% alphaold)

# Eleccién del nivel de suavizado 6ptimo via GCVc
if (missing(lambda)) {
if (missing(gamma)) {
gamma <- 1

}

if (missing(pexp)) {
pexp <- 1

}

pswcGCVc <- function(lambda, BBB.oy, matW.oy,
DtD, y.oy, W.oy) {

pena <- solve(t(BBB.oy) %*’% matW.oy %x%
BBB.oy + (lambda * DtD)) ¥%*Y%
t (BBB.oy) %*% matW.oy %*% y.oy
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s <- sum(W.oy pexp * (y.oy - BBB.oy %*%
pena) ~2)

hasterisco <- solve(t(BBB.oy) %*%
matW.oy %*% BBB.oy +
(lambda * DtD)) Y%xY%
t (BBB.oy) %*%
matW.oy %% BBB.oy

trazah <- sum(diag(hasterisco))
gcv <- s/(nrow(BBB.oy) - gamma * trazah) 2
return(gcv)

# Valor 6ptimo del parédmetro de suavizado lambda
lambda <- optimize(pswcGCVc, c(0, 10000),
tol = 1e-06, BBB.oy = BBB.oy,
matW.oy = matW.oy, DtD = DtD,
y.oy = ymenosalphaold.oy,
W.oy = W.oy)[[1]]

# Estimacidn
pena <- solve(t(BBB.oy) ¥%*% matW.oy %*J% BBB.oy +
(lambda * DtD)) ¥Ux% t(BBB.oy) %*%
matW.oy %*% ymenosalphaold.oy
est.cnpl <- BBB.ini %% pena

# Paso 2: estimar los alfas

alphanew<- solve(t(matZ.oy) %*% matW.oy %*%
matZ.oy) %*% t(matZ.oy) U%x%
matW.oy %*%
(y.oy - (BBB.oy %% pena))

# GCV

s <- sum(W.oy pexp * (y.oy - BBB.oy %*% pena) ~2)

hasterisco <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %%
t(BBB.oy) %*% matW.oy %x%
BBB. oy

trazah <- sum(diag(hasterisco))

gcv <- s/(nrow(BBB.oy) - gamma * trazah) 2

return(list(solu = est.cnpl, landa = lambda,
solupar = alphanew, gcv = gcv))

}

## Fin funcidn para una iteracidén: semipswc.iter
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## Iteraciones
## Criterio de parada: diferencia entre GCVs

i <=0

not.converged <- TRUE

# Para evitar convergencia immediatamente
old.gcv <- -100

# Incorpora término independiente para mejorar

# la velocidad de convergencia (Marra & Wood 2012)
alphaold <- c(rep(0,ncol(matZ.oy)))

while (not.converged & i<=100) {

if (i == 100){warning("No converge en 100 it.")}
i <= i+1
print (i)

mod.iter <- semipswc.iter(matZ.oy=matZ.oy,
BBB.oy=BBB.oy, BBB.ini=BBB.ini,
matW.oy=matW.oy, DtD=DtD,
W.oy=W.oy, alphaold=alphaold,
y.oy=y.oy, lambda=lambda,
gamma=gamma , pexp=pexp)

alphaold <- mod.iter [[3]]

new.gcv <- mod.iter [[4]]

if (abs(new.gcv-old.gcv)<toler*new.gcv) {
not.converged <- FALSE
}

old.gcv <- new.gcv

# Resultado dltima iteracidn

mod.fin <- semipswc.iter(matZ.oy=matZ.oy[,-1],
BBB.oy=BBB.oy, BBB.ini=BBB.ini,
matW.oy=matW.oy, DtD=DtD,
W.oy=W.oy, alphaold=
alphaold [2:ncol(matZ.oy)],
y.oy=y.oy, lambda=lambda,
gamma=gamma , peXp=pexp)

## Pardametro de suavizado d6ptimo
lambda <- mod.fin[[2]]

## Estimaciones parte paramétrica
alpha.fin <- matrix(data=mod.fin[[3]],ncol=1)

## Residuos
res <- (y - ZY%*x%alpha.fin - mod.fin[[1]])
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## Hc: matriz suavizado
hasterisco <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %xY%
t(BBB.oy) %*% matW.oy %% BBB.oy
trazah <- sum(diag(hasterisco))

hc.oy <- BBB.oy %*% solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %%
BBB.oy + (lambda * DtD)) %*% t(BBB.oy) %% matW.oy

## Estimacidén sigma

s.vl <- sum((nrow(BBB.oy)*Wkm) * res~2)

Sest <- sqrt(s.vl/(nrow(BBB.oy) - trazah-2))
## Fin Estimacidén sigma

## Estimacién Desviacién Parte No Paramétrica
vargammainv <- solve(t(BBB.oy) %*% matW.oy %*%
(id.mat-Hp.oy) %%
BBB.oy + (lambda * DtD))
vargamma.pl <- vargammainv %*% t(BBB.oy) %*%
matW.oy %*x% (id.mat-Hp.oy)
vargamma .p2 <- t(vargamma.pl)
vargamma <- vargamma.pl*’vargamma.p?2
varnp.r.oy <- BBB.oy %*% vargamma %+’ t(BBB.oy)
sdnpv2.r.oy <- Sestx*sqrt(diag(varnp.r.oy))
sdnpv2.r <- sdnpv2.r.oyl[order (ind.oy)]

## Estimacidén Desviacidén Parte Paramétrica
varalfasinv <- ginv(t(matZ.oy) %*% matW.oy %*%
(id.mat-hc.oy) %*% matZ.oy)
varalfas.2.pl <- varalfasinvyx’t(matZ.oy) %*%
matW.oy %*% (id.mat-hc.oy)
varalfas.2.p2 <- t(id.mat-hc.oy) %*% matW.oy %%
matZ.oy %*% t(varalfasinv)
varalfas .2 <- varalfas.2.pl¥%x%varalfas.2.p2

sdalfas2 <- Sestx*sqrt(diag(
varalfas.2[2:ncol(matZ.oy) ,2:ncol(matZ.oy)]))

return(list (estnp = mod.fin[[1]], alfas = alpha.fin,
sdnp = sdnpv2.r, sdalfas = sdalfas2,
landa = mod.fin[[2]], sd Sest, iter = i,
gcv = mod.fin[[4]],
rdf (nrow(BBB.oy) - trazah-2)
)

} ## fin de la funcidén semipswc
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones caso univariante

En la primera parte de esta tesis, secciones 2.1 y 3.1, se ha presentado un método
sencillo y flexible de modelizacion no paramétrica en el contexto de datos censurados.
En concreto, se ha desarrollado una extensién del enfoque de splines penalizados
(Eilers and Marx, 1996) que constituye una novedad en este contexto, utilizando
los pesos Kaplan-Meier para tener en cuenta el efecto de la censura. Asimismo,
para elegir el valor 6ptimo del parametro de suavizado se ha adaptado el criterio de
validacién cruzada generalizada para el caso de muestras censuradas.

Esta propuesta no necesita asumir una distribucién de probabilidad especifica
para la variable respuesta, que en la practica es ain mas dificil de comprobar con
datos censurados, y permite estimar la relacion entre la variable de interés y el
regresor sin asumir una forma funcional paramétrica especifica. Por lo tanto, se
evitan problemas de mala especificaciéon del modelo que conducen a estimaciones
sesgadas y conclusiones erréneas. Su aplicacion en muestras con datos censurados es
util en contextos de analisis de supervivencia o duraciéon en los que las observaciones
censuradas son habituales.

Entre otras buenas propiedades (véase Eilers et al., 2015), este enfoque no pa-
ramétrico tiene la importante ventaja de que es mas apropiado que el enfoque de
splines de suavizado, smoothing splines, para muestras grandes ya que, a diferencia
de los smoothing splines, la dimension de la base no crece con el tamano de la mues-
tra. El uso de P-splines reduce considerablemente el problema de la dimensionalidad,
pasando del nimero de observaciones en la muestra al nimero de B-splines. Ademas,
dado que el uso de técnicas de validacion cruzada implica estimar las curvas varias
veces, es importante senalar que el enfoque de splines penalizados estima las curvas
en un tiempo significativamente menor que otros enfoques de suavizado.

Por dltimo, es muy facil de aplicar y de interpretar porque se modela directa-
mente el efecto de las variables explicativas sobre la supervivencia, por lo que la
interpretacion de los resultados es més clara y sencilla (en términos de efectos sobre
el tiempo medio de supervivencia, como en los modelos estadisticos cldsicos) que
en los modelos de riesgo, en los que el efecto de la covariable se modela sobre una
probabilidad condicional.

Los estudios de simulacién realizados ilustran el buen funcionamiento del método
propuesto y se puede comprobar que estima satisfactoriamente la verdadera forma
funcional de la relacion entre covariable y respuesta. Ademas, como era de esperar,
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la precision de las estimaciones mejora a medida que aumenta el tamano de muestra
y se reduce el porcentaje de censura. La aplicacion a un caso real sirve para ilustrar
las ventajas potenciales de su uso cuando no se conoce la verdadera forma funcional
de la relacién.

Ademas, se ha ampliado la propuesta introduciendo el uso de los pesos Kaplan-
Meier para corregir el efecto de la censura en el marco de los modelos aditivos
generalizados (GAM) de una forma sencilla, lo que permite estimar inmediatamente
modelos mas complejos. Los estudios de simulacién ilustran el buen rendimiento de
la extensién al marco de los modelos aditivos generalizados (GAM).

6.2. Conclusiones seleccién de parametros

En las secciones 2.2 y 3.2 se indican algunas pautas a tener en cuenta a la hora
de aplicar una metodologia de andlisis no paramétrico para el caso de datos censu-
rados, por ejemplo, al aplicar la propuesta presentada en la seccion 2.1.2. Para la
aplicacion de esta metodologia es necesario, al igual que en el caso no censurado,
elegir un pardmetro de suavizado y el namero y localizacion de los nodos. Este tema
solo ha sido estudiado previamente en la literatura para datos censurados en Aydin
and Yilmaz (2018), pero bajo un enfoque metodolégico diferente al de este trabajo
(utilizando datos sintéticos). En esta tesis se han propuesto diferentes alternativas
para elegir el nivel 6ptimo de suavizado y la ubicacion y el nimero de nodos en pre-
sencia de datos censurados. Mediante un amplio estudio de simulacién que considera
relaciones funcionales de diversos grados de complejidad entre la variable respuesta
censurada y un regresor, se ha analizado el comportamiento de las distintas pro-
puestas en situaciones con diferencias en la informacién disponible, en las que se
combinan tamanos de muestra y niveles de censura variados.

Para elegir el nivel 6ptimo de suavizado, esencial para obtener un buen ajuste, es
habitual en la practica en el contexto de datos no censurados utilizar el criterio de
validacién cruzada generalizada o la modificacién propuesta por Kim and Gu (2004)
para evitar el sobreajuste. En la seccion 2.2.1 se muestra que una aplicacién directa
de estos criterios al caso censurado conduce a estimaciones muy sesgadas. Para
corregir este problema se han adaptado los criterios anteriores utilizando los pesos
Kaplan-Meier para tener en cuenta el efecto de la censura, tanto en el denominador
del GCV, utilizando la matriz de proyeccién H,., como en el numerador, que se
pondera directamente utilizando los pesos Kaplan Meier (ecuacién 2.9). Junto a la
anterior propuesta, también se considera un criterio alternativo en el que los pesos
Kaplan-Meier aparecen al cuadrado. Del andlisis realizado en las simulaciones se
concluye que en lo que respecta a la eleccion del exponente de los pesos Kaplan-
Meier a la hora de corregir el GCV, si el nivel de censura es bajo ambos exponentes
funcionan de forma similar, pero con censura alta el exponente 1 (w;) funciona
claramente mejor que el exponente 2 (w?). Ademés, el criterio propuesto (GCV,)
presenta distintas versiones en funcién de los valores de ¢. En el estudio de simulacién
los posibles valores de este parametro que se utilizan son los que habitualmente se
encuentran en la literatura; un valor de 1 (como en el caso del GCV ordinario) o un
valor de 1,5. La conclusion obtenida es que un ¢ con valor 1,5 es mejor en casi todas
las situaciones, ya que evita el sobreajuste. Este resultado es analogo al encontrado
en la literatura para el caso no censurado (Kim and Gu, 2004; Wood, 2017). Es mas,
la mejora obtenida al utilizar el valor de ¢ = 1,5 es mayor a medida que aumenta el
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nivel de censura.

En cuanto a la elecciéon del ntimero y la ubicaciéon de los nodos, por un lado
se estudian las propuestas habituales en la literatura para el caso no censurado, es
decir nodos igualmente espaciados con un nimero de nodos calculado aplicando la
férmula presentada en Ruppert (2002). Por otro lado, también se analiza el compor-
tamiento de dos nuevas propuestas adaptadas al caso de datos censurados. Para el
nimero de nodos, una modificacion de la féormula de Ruppert para tener en cuenta
el porcentaje de observaciones censuradas (K., ecuacién 2.11). De los resultados de
las simulaciones se concluye que el nimero de nodos elegido con la expresion K.
siempre funciona mejor que el obtenido utilizando la propuesta de Ruppert. Con
un nivel bajo de censura la diferencia es pequena, pero a medida que aumenta el
nivel de censura la nueva propuesta funciona claramente mejor que la de Ruppert.
Para la localizaciéon de los nodos, se analizan no sélo nodos igualmente espaciados,
sino también vectores de nodos no uniformes con nodos espaciados en funcion de los
pesos de Kaplan-Meier (L, ). En general, los nodos igualmente espaciados obtienen
mejores resultados.

Una de las principales conclusiones que se obtiene del anélisis de simulacion es
que la adaptacion del criterio GC'V propuesta para el caso censurado, GCV,, elige
parametros de suavizado que conducen a buenas estimaciones en los distintos esce-
narios de cada ejemplo analizado. En general, se obtienen mejores resultados cuando
el numerador del GC'V,. se pondera con los pesos Kaplan-Meier y con un valor ¢ de
1,5. Si se utilizan K, nodos igualmente espaciados, donde K, es el nimero de nodos
resultantes de la férmula (2.11), la combinacién de pardmetros obtenida produce
generalmente los mejores resultados. Cuando el nivel de censura es pequeno no hay
grandes diferencias en las estimaciones con distintas combinaciones de parametros.
Cuando el nivel de censura aumenta, estas diferencias son mucho mayores, por lo
que la eleccion de los parametros adecuados adquiere una importancia atiin mayor.

Estos resultados no dependen del método de estimacion utilizado en las simu-
laciones. En general, los dos métodos de estimacion que utilizamos, P-splines cen-
surados (ckmPS) y GAMs corregidos (ckmGAM), se comportan de forma similar,
con muy buenos resultados para la combinacién de parametros propuesta. Como
era de esperar, a mayor tamano de muestra y menor nivel de censura se obtienen
estimaciones mas precisas. Por 1ltimo, los resultados son robustos a las diferencias
en la variabilidad o distribucion del término de error.

6.3. Conclusiones modelo semiparamétrico

En las secciones 2.3 y 3.3 se ha propuesto y probado un método de estimacion
en el contexto de los modelos semiparamétricos censurados basado en el enfoque P-
spline de Eilers and Marx (1996) utilizando pesos Kaplan-Meier para tener en cuenta
el efecto de la censura. La metodologia presentada extiende el método de estimacién
propuesto en la seccién 2.1 a un contexto con mas de una variable explicativa, muy
util desde un punto de vista practico. Ademas, se han desarrollado las herramientas
necesarias para realizar inferencias estadisticas en este marco general, proporcionan-
do, por ejemplo, intervalos de confianza tanto para el componente no paramétrico
como para los coeficientes asociados a los regresores del componente paramétrico.
Los estudios de simulacién realizados ilustran el buen funcionamiento del método de
estimacion, que estima satisfactoriamente tanto la componente no paramétrica como
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los coeficientes asociados a la parte paramétrica en los distintos ejemplos estudiados.
Como en el caso univariante, la precision de las estimaciones mejora a medida que
se reduce el nivel censurado y aumenta el tamano de la muestra. Se han calculado
en varios estudios de simulaciéon las probabilidades de cobertura de los intervalos de
confianza propuestos y se ha comprobado que la probabilidad de cobertura real se
aproxima bastante a la probabilidad de cobertura nominal en todos los escenarios
analizados.

Una aplicacion a datos reales sirve para ilustrar las ventajas potenciales de la
propuesta, que es comparable al método paramétrico AFT y al enfoque de Stute
cuando la forma funcional elegida es correcta. En caso contrario, hay que mencio-
nar que si la forma funcional o la distribuciéon de probabilidad se eligen de forma
errénea, se produciria un grave problema de especificacién incorrecta del modelo en
el AFT o el enfoque de Stute y, por tanto, de conclusiones incorrectas. Sin embargo,
el método propuesto seria més flexible y robusto, ya que no necesita imponer una
distribucién de probabilidad especifica para la variable de respuesta, ni asumir una
forma funcional para la relacién entre la variable de respuesta censurada y la covaria-
ble, que suelen ser desconocidas en la practica. Por tanto, su aplicacién en muestras
con datos censurados es especialmente 1til en contextos de analisis de supervivencia
o duracion en los que las observaciones censuradas son habituales.
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Abstract

In this paper, we consider the problem of nonparametric curve fitting in the specific
context of censored data. We propose an extension of the penalized splines approach
using Kaplan—Meier weights to take into account the effect of censorship and gen-
eralized cross-validation techniques to choose the smoothing parameter adapted to
the case of censored samples. Using various simulation studies, we analyze the effec-

tiveness of the censored penalized splines method proposed and show that the per-

Eusko Jaurlaritza, Grant/Award Number:
1T-642-13; Euskal Herriko Unibertsitatea,
Grant/Award Number: UFI 11/03; Ministerio
de Cienciae Innovacién, Grant/Award Num-
bers: EC0O2013-40935-P, EC0O2016-76884-P

formance is quite satisfactory. We have extended this proposal to a generalized addi-
tive models (GAM) framework introducing a correction of the censorship effect, thus
enabling more complex models to be estimated immediately. A real dataset from Stan-
ford Heart Transplant data is also used to illustrate the methodology proposed, which
is shown to be a good alternative when the probability distribution for the response

variable and the functional form are not known in censored regression models.
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1 I INTRODUCTION

In this paper, we consider the problem of nonparametric curve fitting in the specific context of censored data, that is when the
sample is not observed completely because some of the data values are censored. Thus, for some individuals instead of the actual
value of the variable of interest what is observed is a minimum value, and it is known that the actual value is larger than this
minimum value. This is known as a right censored data sample. This situation is very common in survival and duration analysis
when the relationship between the logarithm of survival time, denoted here as T, the variable of interest, and a relevant covariate
X is studied
t = f(x)+e¢ i=12,...,n

where ¢, is the error term and # is the sample size.

Frequently, the relationship between T and X is not known, and instead of assuming a particular parametric relationship f(-),
such as for example the usual linear regression specification, it is assumed only that f(:) is a smooth function of data. Thus,
we consider a nonparametric curve fitting approach avoiding an incorrect specification of functional form that would lead to a
biased estimate and to the wrong conclusions.

The problem of nonparametric curve fitting when the data available is complete, that is there is no censored data, has been
extensively analyzed and there are numerous studies in this area. Many methods using different approaches have been proposed.
There are methods based on kernel smoothers (Hirdle, 1990; Silverman, 1986) that obtain the estimate in each value x; as
a function, usually a weighted average of local observations values #,. Another approach is that of methods based on spline
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smoothers (Eubank, 1988; Green & Silverman, 1994; Wahba, 1990; Wood, 2017). Splines are polynomial function pieces fitted
together at points known as knots, where certain conditions or constraints concerning the continuity of the function and some
of its derivatives are fixed. Our proposal, for the case of a censored data sample, falls under the splines approach.

Splines depend on the degree of the polynomial and the number and location of the knots. The choice of these elements has
been widely studied (e.g. Friedman & Silverman, 1989; Ruppert, 2002). In the literature on spline smoothers various proposals
can be found, but two main approaches can be distinguished: smoothing splines and regression splines.

Smoothing splines could be presented as the solution to the introduction of the roughness penalty approach to curve estimation
(see Green & Silverman, 1994). The solution of the minimization problem is a natural cubic spline with as many knots as there
are different values of the variable X (see Green & Silverman, 1994; Reinsch, 1967). Large data samples require a large number
of parameters since there need to be as many knots as there are different values of the variable X . This approach may not therefore
be satisfactory because of the size of the data.

One possible solution to this issue is to reduce the dimensionality problem by using a set of g basis functions: By, ..., B,
so that f(-) can be rewritten as the basis expansion: f(x) = 27=1 7;B;(x) where y; is the coefficient associated with the j-th
basis function. In the literature on regression splines various alternative ways can be found of calculating these bases. This
proposal reduces the dimensionality problem but generates a new one: choosing the number and location of the knots. The idea
of penalized spline smoothing to avoid the problem of knot selection dates back to O'Sullivan (1986, 1988), but it was Eilers
and Marx (1996) who simplified and generalized it by introducing the combination of B-splines and difference penalties. This
proposal is known as the penalized splines (P-splines) approach (for further details see reference Eilers, Marx, & Durbén, 2015).

The bases covered so far are very useful for representing smoothing with one predictor variable. To smooth for more variables,
multidimensional smoothers seem more suitable, for example thin-plate splines (Duchon, 1977; Wood, 2003) or tensor product
smoothers (Currie, Durban, & Eilers, 2004; De Boor, 2001; Wood, 2006).

Our proposal falls under the P-splines approach of Eilers and Marx (1996) in the specific context of censored data. As already
mentioned, this type of data is very common in survival and duration analysis. Several methods have been proposed in this area.
Most of them can be classified into two main classes: hazard regression models and accelerated failure time (AFT) regression
models.

Under the first of these approaches researchers study the effect of the covariate on a conditional probability (i.e., the hazard
function); the most popular approach is Cox's proportional hazard regression model (Cox, 1972). P-spline smoothing approaches
in the context of hazard regression models have been suggested before, with early references given by Cai, Hyndman, & Wand
(2002) where a mixed model approach for baseline hazard smoothing in a Cox-type model is considered. Kauermann (2005)
uses P-splines for fitting nonproportional hazard models and Kauermann and Khomski (2006) extend this model to include
a nonparametric calendar time effect. Hennerfeind, Brezger, and Fahrmeir (2006) propose a geoadditive survival model with
Bayesian P-spline smoothing. These suggestions are extended by Kneib and Fahrmeir (2007) considering mixed model-based
penalized likelihood estimation incorporating nonparametric terms for the baseline hazard rate, time-varying coefficients and
nonlinear effects of continuous covariates, a spatial component, and additional cluster-specific frailties. All the aforementioned
approaches deal only with right censored survival times. Kneib (2006) extends these models to handle interval censored data.
Other contributions on modeling censored data using P-splines are reviewed in Ruppert, Wand, and Carroll (2009).

Under the accelerated failure time regression models approach, the direct effect that the covariate has on the response variable
T or some transformation of it is studied, in a way similar to that used in classical regression models (see, e.g. Kalbfleisch &
Prentice, 2002). Interestingly, there is little use of P-splines in the context of AFT-type models. Komarek, Lesaffre, and Hilton
(2005) propose a methodology that implementes maximum likelihood approach for an AFT using P-splines to smooth the
density of the error distribution. Lambert (2013) considers a nonparametric additive model for the location and dispersion of
a continuous response using P-splines. More recently, Konrath, Fahrmeir, and Kneib (2015) introduce an extension of AFT
regression allowing for joint statistical modeling of regularized linear effects, smooth nonlinear effects, and a flexible error
structure. They use a penalized Gaussian mixture for the error density specification that permits imputation of unobserved
durations and smoothing as in a complete data situation.

Our proposal is set in the context of AFT models, but it uses a different approach. We combine penalized splines with a
weighted least squares estimation method to directly smooth observed data. This proposal consists of an extension of the P-
splines method of Eilers and Marx (1996) to handle censored responses using Kaplan—-Meier weights following the idea in Stute
(1993). The proposed method, in addition to not assuming a functional form for the relation between the censored response vari-
able T and X, does not need to impose a specific probability distribution for the response variable, which is usually unknown in
practice. Moreover, the method is very easy to implement and considerably reduces the dimensionality of the problem compared
to the smoothing splines approach. Finally, focusing on survival models, note that we directly model the effect of the covariate
on the duration variable, which makes the results easier to interpret.
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The rest of the paper is organized as follows. The P-spline approach from Eilers and Marx (1996) is described in Section 2.
Section 3 shows how to extend the P-splines method when the sample has censored observations and proposes a censored version
of penalized splines. In Section 4, the methodology proposed is studied using simulation studies and is shown to perform well.
In Section 5, we extend our proposal to generalize additive models (GAM) framework. Section 6 presents an application of the
method to a real dataset and the paper concludes with a discussion in Section 7.

2 | PENALIZED SPLINES

We now briefly describe the penalized splines (P-splines) method presented in Eilers and Marx (1996) for the case of noncensored
data. Assume a sample of observations (¢;, x;) for i = 1, ..., n and consider the nonparametric simple regression

T=fX)+e

where ¢ is the error term that satisfies E(¢|X) = 0.

That is, no functional form of f(-) is assumed. A basis approach based on B-splines (De Boor, 2001; Dierckx, 1993) could be
a flexible proposal for modeling functions. Thus, using a set of g B-splines basis functions of degree d, B;(x), ..., B,(x), and
applying least squares, it is possible to estimate the function f(-), the fitted curve, as f(x) = Ej:] 7;B;(x) by minimizing this
expression:

p 2
t,— Y v;B;(x;) (1)
iPi
i=1

j=1
where B;(x;) denotes the value at x; of the B; B-spline for a grid of equidistant knots. Eilers and Marx (1996) provide a brief
but interesting review of B-splines, describing their characteristics and general properties and explaining how to compute them.
In order to reduce the problem of choosing the number and the position of the knots, O'Sullivan (1986, 1988) adds a penalty
term equivalent to the penalty term for smoothing spline literature (the integrated squared second derivative of the fitted func-
tion). Thus, the expression to be minimized is defined as

n q 2 Xmax q 2
D lt,——Zijj(xl-)] +/1/ l ij;f(x[)] dx
i=1 j=1 Xmin j=1

Eilers and Marx (1996) use a different penalized term and propose the P-spline estimator which, like the previous method,
can also be presented as a solution based on the usual B-spline estimation and the smoothing spline approach. The P-spline
estimator simplifies and generalizes the proposal of O*Sullivan by introducing a roughness penalty on the difference in adjacent
B-splines coefficients y;. Thus, an overall level of smoothness of the estimated function is taken into account by imposing that
adjacent B-splines coefficients must be similar. Therefore, the corresponding expression of penalized least squares is:

n q 2 q
> lt,-—Zy,B,(x,»)] +4 ) (Afy)? 2)

i=1 j=1 j=k+1

where Ay; denotes the difference between coefficients (y; — y;_;) and Ak v; is the difference of degree k. Thus, the more similar
the coefficients are, the less wiggly f(-) is. Eilers and Marx (1996) show that this penalty is a good approximation of the integral
of the square of the k-th derivative of the function. In addition, this method considerably reduces the dimensionality of the
problem by decreasing it from the number of different values of variable X with smoothing splines to the number of B-splines.
In addition, this type of penalty is more flexible since it is independent of the degree of the polynomial used to construct the B
splines.

As in other smoothing methods, the optimal amount of smoothing must be chosen. Specifically, in this approach the value of
parameter A must be chosen. These authors suggest using cross-validation or the Akaike information criterion (AIC) to choose
the value of A. Eilers and Marx (1996) give a summary of advantages of their P-splines proposal by comparing it with other
methodologies for smoothing.
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3 | CENSORED PENALIZED SPLINES

Up to this point we have considered a sample where the interest variable T is completely known. Sometimes this variable T’
is not completely known because its value would be censored for some individuals. This is a common situation in survival,
lifetime, and duration analyses, where T measures the time until the occurrence of an event. These times are known as lifetimes
or survival times when the event of interest is the death of an individual, as is usually the case in biomedical areas. In other
areas, for example economics or engineering, it is known as the duration or failure time of an individual or element. One of the
most important characteristics that generally appear with this kind of data is the existence of censored observations, and the
most common censorship pattern is right censoring, that is the fact that for some individuals the event of interest has not yet
occurred at the end of the study, so there are right censored observations. We know that their survival time T is greater than a
given value, but do not know its real value.

The aim of this study is to extend the P-spline approach of Eilers and Marx (1996) to handle censored responses following the
idea of Stute (1993), using Kaplan—-Meier weights. To present the proposal, assume that 7, ..., ¢, are independent observations
from an unknown probability distribution function F of the survival time T. These values may not all be observable due to
censoring times ¢, ..., ¢, for each of the individuals. Moreover, x4, ..., x,, are the values of the covariate X. Therefore, when
there is censored data, one observes (y;, x{,61), ..., (¥,. X,,, 6,,) a sample of size n where y; = min(t;, c;) is the observed survival
time, which is the minimum between the survival time #; and the censoring value c;. In addition, it is known which observations
are not censored, via the indicator variable 6; = I(t; < ¢;).

To illustrate the need for a proposal to take into account the effect of censored data we present a simulated sample in Fig-
ure 1. This figure shows two panels: on the left a sample with complete information and on the right a sample with censored
observations.

The left panel of Figure 1 shows the scatterplot of survival time versus the covariate (¢;, x;), the true function f(-), and the
fitted curve using the P-spline approach by Eilers and Marx (1996), where the noncensored situation is considered, that is all
the survival times are known exactly and a sample of n observations (¢;, x;) is used.

The right panel is constructed by adding the case of the censored sample to the left panel. That is, due to censoring not all
the survival times are known exactly and the sample of n observed survival times (y;, x;) must be used where y; = min(t;, c;),
represented in the panel as circle points. In this example 60% of the observations that coincide with the points in the chart on
the left (y; = t;) are uncensored. The other 40% are censored observations with values lower than their corresponding points in
the left panel (y; = ¢;).
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The left panel presents the estimation of the curve f(-) by the P-splines method for the sample without censored data (brown
dashed line) along with the true function. As can be seen, the estimation method captures the true functional form. This estimate
is only possible for the uncensored case, where complete information is available, that is the sample (¢, x;) is fully known.

But if the data is censored the above estimate cannot be obtained. That is, censoring means that not all the survival times are
known exactly and the sample of n observed survival times (y;, x;) must be used. The right panel shows the estimated curve
using P-splines for the case of the sample with censored observations (solid red line). As can be seen, the estimation in the right
panel has a major bias and therefore needs to be corrected by taking into account the effect of censoring. That is our main goal in
this study.We start by adapting the B-splines approach to censored data situations, that is censored B-splines. Based on Stute's
work (Stute, 1993), we use Kaplan—Meier weights to handle censored responses. Thus, the least squares minimizing expression
(1) is modified by the following next weighted least squares formula:

n q 2
Z wii) lym - Z Yij(xliJ)] €
i=1 =1

where y, ... , Y, are the ordered values of the observed survival time y; = min(t;, ¢;), x;; is the value of the covariate associated
to the i-th ordered observation y;), and wy; is the Kaplan-Meier weight assigned to y ;. The Kaplan-Meier weights can be
calculated as the contribution or jump of the Kaplan—Meier estimator (F,)) of the distribution function F of the variable T at
each value y(;) (Kaplan & Meier, 1958), that is:

501

“)

S i—1 _
N N [i] n—j
a=F ) —F . =
Wiy = Fae) = FOe-n) = S0y IFII [n —j+1

where §y;) is the value of the noncensored indicator variable associated with the i-th ordered observation y;.

The weighted least squares solution of the minimization problem in Equation (3) is f(x) = By, where B denotes the n X g
matrix with B;; = B;(x;) and 7 is a ¢ X 1 vector of coefficients 7, ..., 7,. In addition, = (B,WB)‘IB/ WY, where W is a
n X n diagonal matrix with the Kaplan—Meier weights and Y is the vector of observed survival times. As in the noncensored
case this censored B-splines approach has the problem of the selection of the knots. As mentioned above, one possible solution
is to choose a large number of knots and use a penalty term to control the smoothness. Thus, based on the proposal of Eilers and
Marx (1996), expression (2) is modified to take into account the presence of censored data and we propose what can be called
a censored P-spline approach by minimizing the following expression:

n q 2 q
Z Wri ly(i) - 2 Vij(x[iJ)] + 4 Z (Aij)2 )
i=1

j=1 j=k+1

Therefore, in the minimization problem (5) we consider several issues: the goodness of the fit with the weighted sum of
squared residuals, the smoothness of the function with the penalty term, and the presence of the censored data with Kaplan—
Meier weights. Expression (5) can be rewritten in matrix form as

(Y — By) W(Y — By) + 4y D, Dy (6)

where D, is the matrix representation of the difference operator A¥. The most common order of the difference in practice is
k = 2. In this case, the matrix representation of the difference operator is

Expression (6) is minimized by y = (B’WB + AD;{ D) B'WY. Therefore the fitted curve using the censored P-splines
methodology proposed is f(x) = Z?zl 7;B;(x). This approach was shown to be consistent in the pure parametric censored
linear regression model context (Stute, 1993) and for parametric censored nonlinear regression (Stute, 1999), provided that the
following identifiability conditions are met: (i) independence between the lifetimes and the censoring times; and (ii) given the

duration, the covariate does not provide any further information as to whether the observation is censored or not, a weaker
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assumption than the independence between the censoring times and the covariate (see Stute, 1993, 1999, for a discussion of
these assumptions). Under this approach in the censored context, as in the noncensored one, the location and number of the
knots are not fixed as they are with the smoothing splines approach. Therefore, the number and location of the knots need to be
chosen. There is a penalty term that controls the smoothness of the function, so the number of knots is not a crucial parameter;
the idea is to use a sufficiently large number of knots to fit the data. In this study, we consider equidistant knots whose number
can be chosen by applying the default formula presented in Ruppert (2002) based on Wand‘s default choice. That is, Ruppert
proposes choosing the following number of knots: K = min([m/4], 40), with [r] being the floor of r, that is the greatest integer
value equal to or less than r, and m is the number of different values of the variable X. Ruppert (2002) studies the performance
of this default rule in the penalized splines approach and concludes that the default chooses an effective number of knots in all
the cases studied. Therefore this recommendation seems reasonable.

In order to complete our new proposal, as in any smoothing technique, we must choose the optimal level of smoothing, that
is the value of parameter A in Equation (5). We use the generalized cross validation criterion to estimate this parameter. For the
noncensored case this is the value that minimizes the following expression:

o Z": (o) — 1)?
" A (n—tr(H,))?

where H,, = B(B'B + )»D;C D) B’ is the smoother matrix for the noncensored case. But for the censored data case this expres-
sion must be modified to take into account the effect of censoring, so we propose minimizing the following expression:

0o = I
GCV, = ’; (L) @)

where H, = B(BWB + AD;Dk)‘lBIW is the smoother matrix for the censored case. W is a diagonal matrix with the wy;
Kaplan-Meier weights associated with the corresponding y;, observed survival values.

Finally, we apply the methodology of censored P-splines proposed to the sample with censored data, that is Equation (5) is
minimized using B-splines of order 3 and a penalty term of order 2, the most common values in practice. The optimal value of
smoothing parameter A is obtained by minimizing the expression (7) and the number of knots using Ruppert's default. Figure 2
shows the true function f(-) together with the estimation results of the P-spline method for the noncensored and censored samples
and the results of the censored P-spline method proposed. From Figure 2 the good performance of the censored P-spline method
can be shown, as the estimated values are very close to the true function f(-) and the fitted curve of the noncensored case.
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FIGURE 3 Mean square errors in the censored P-splines method using different censoring levels and sample sizes (case 1)

In any event it must be remembered that this last fitted curve (corresponding to the noncensored case) cannot be estimated in
practice because the full sample is not known due to censoring. In addition, it can be appreciated that the bias of the estimation
of P-spline method for the censored data is corrected with the censored P-spline proposal.

4 | SIMULATION STUDY

In this section, the performance of our proposal is studied using a simulation study. To that end we consider two different
scenarios for the relationship between the logarithm of survival time, which we denote as T', and a relevant covariate X

t; = f(x;)+¢,

where the values of the variable T are not completely known because some observations are censored.

4.1 | Case 1: Sinusoidal function

For the first scenario, we consider the following model for the function f(-):
f(x;) =2+ exp(sin(x;))

where the covariate X takes values from a uniform variable in the interval (0,10), that is a f(-) function is used with two
local maximum values and one minimum. The error term e is generated as a normal variable N (0,0.5). In order to study
the effect of censoring, we consider a censoring variable C generated independently from a uniform distribution U (1, b). The
value of parameter b changes to consider three different levels of censored data: 10%, 25%, and 40%. Therefore, we observe
1>, x1560)s .., (¥, X,,, 6,) a sample of size n, where y; = min(t,, ¢;) is the observed survival time, that is the minimum between
the survival time ¢#; and the censoring value c;. In addition, it is known through the indicator variable §; = I(t; < ¢;) which
observations are not censored. We use three sample sizes: n = 200, n = 500, and n = 1,000. For each example we consider
1000 Monte Carlo replications.

We consider, as usual in practice, that the functional form of the relationship between the response variable and the covari-
ate is unknown and estimate the model using the censored P-spline method proposed in the previous section. The results are
summarized in Figures 3 and 4. Figure 3 gives the box plots (one for each censored level considered) with the results of the
estimated mean squared error (MSE) for each replication. The MSE is defined as follows:

L) = fx))?

n

MSE =

Figure 3a shows the result for the n = 200 sample, Figure 3b for n = 500, and Figure 3c for n = 1,000. Figure 4 shows the
mean, the pointwise 95% upper and lower oscillation limits of the values estimated using the censored P-spline method, and the
true function f(x) for each level of censoring and sample size.
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From these results the conclusion can be drawn that the performance of the censored P-splines method proposed is good in
all the cases considered: the estimated function f (x) recovers the true functional form. Figure 3 shows that the estimated mean
squared error decreases when the sample size increases for each censoring level considered. Figure 4 shows that the mean of the
estimated functions is very close to the true function for all the cases considered. In addition, as sample size increases the upper
and lower pointwise 95% limits become closer to the true function. The effect of the censoring level is as expected: the results
are more accurate with lower levels of censoring and the variability increases with the censoring level.

4.2 | Case 2: Quadratic function

Now we analyze a second example, where we consider a response variable generated following a quadratic relationship between
the response variable and the covariate. That is, we consider the following model for function f(-):

fGx) = By + Box; + fyx?

where f; =2, f, =4, and f; = —1. The covariate X takes values from a uniform variable in the interval of (0,4) and € is
generated as a normal variable N (0,0.5). The censoring variable C is generated independently from a uniform distribution
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FIGURE 5 Mean square errors in the censored P-splines method using different censoring levels and sample sizes (case 2)

U (2, b), changing the value of parameter b to consider three different levels of censored data: 10%, 25%, and 40%. As in the
previous study, the observed survival time y; is the minimum between the survival time ¢; and the censoring value c;.

Using the same sample sizes (n = 200, n = 500, and n = 1,000) and number of replications (1, 000) as in the first scenario,
the good performance of the censored P-splines method is shown in Figures 5 and 6. Figure 5a shows the estimated mean
squared error (MSE) for each replication for the case of n = 200, Figure 5b for n = 500, and Figure 5c for n = 1, 000. As can be
seen, the estimated mean squared error decreases as sample size increases. On the other hand, Figure 6a—c shows the effect of
increasing the sample size on the mean of the estimated functions and on the pointwise 95% upper and lower oscillation limits
of the estimated values of the true function for a 10% censoring level, Figure 6d—f does likewise for the 25% censoring level,
and Figure 6g—i for the 40% censoring level. These figures show the good fit of the mean of the estimated functions, and show
that as sample size increases the performance get better.

Finally, the simulations in this subsection and in Subsection 4.1 are obtained by minimizing expression (5) using B-splines of
degree 3 and a penalty of order 2, which are common values in practice. The smoothing parameter A is chosen by cross validation
using Equation (7). Moreover, the number of knots could be chosen by using the default in Ruppert (2002), but smoothing is
controlled by a penalty term so the choice of the number of knots is not crucial. In some cases of small samples and high
censoring levels this choice of the number of knots could cause problems in the estimation due to the lack of information in the
sample. We have modified this formula for choosing knots by multiplying by one minus the proportion of censored observations
in the sample (C). Therefore, the number of knots is equal to round(min(m/4,40) - (1 — C)). With low censoring levels or, more
importantly, with large sample sizes the results obtained would be similar to those obtained with the default in Ruppert (2002).

As suggested by the referees, we also conduct additional simulations for small sample size and consider nonnormal, asym-
metric error distributions such as the Weibull distribution. The new results obtained (not shown) confirm the good performance
of the proposed method and are consistent with those presented in this section.

S | EXTENSION TO GAM FRAMEWORK

The ideas that we have used to extend the P-splines methodology proposed by Eilers and Marx for the case of censored variable
response using the Kaplan— Meier weights could be extended to other types of model. Thus, following the valuable suggestion
of an anonymous reviewer, we have considered extending our proposal to a generalized additive models (GAM) framework. In
this section, we analyze the performance of this proposal for models with one and two regressors.

5.1 | One regressor

To illustrate the performance of the extension we use the same scenarios as in the simulations in the previous section: a sinusoidal
function (case 1) and a quadratic one (case 2). Figure 7 shows the mean of the estimated functions obtained following our
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FIGURE 6 Estimated function using censored P-spline proposal (case 2)

proposal (censored P-spline) and those based on the function gam from R package mgcv (R Core Team, 2015; Wood & Wood,
2015) for a sample size of 500, a censorship level of 25% and 1,000 replications. Figure 7a—c displays the results for case 1
and Figure 7d—f for case 2. Figure 7a and d shows estimates obtained using the gam function with zp (Wood, 2003, optimal low
rank approximation to thin plate spline) and ps (Eilers and Marx style P-splines) basis-penalty smoothers without correcting
the effect of censorship. As expected, the estimation has an substantial bias. Figure 7b and e presents the estimation using the
gam function but corrected by taking into account the effect of censoring with Kaplan—-Meier weights. As can be seen, the
estimation is considerably improved, with slight differences between the three estimators analyzed. In Figure 7c and f not only
is the censorship effect corrected with Kaplan—Meier weights but the smoothing parameter and the number of knots are chosen
using our proposal (smoothing parameter selected by GCV, and number of knots using a modified Ruppert's formula). As shown
in these last figures the curves are so similar as to be indistinguishable.
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5.2 | Two regressors

v

957

Now we present an illustration for a very simple model where the response variable depends linearly on two unknown smooth
functions of the regressors. We use the same functional forms with the same sample size and censorship level as the previous
case, but they are aggregated in the model in an additive manner:

SO x00) = f(x1) + f(x9;) + € =2+ exp(sin(xy;)) + 4xy; — x%i +€;

Figure 8 shows the mean of the estimated functions obtained using the gam function with ps (Eilers and Marx style P-
splines) basis-penalty smoother. For each regressor, this figure displays the mean of the estimated curve without correcting the
effect of censorship (GAM-ps, black line), and the estimated curve using the Kaplan—-Meier weights to take into account the
effect of censorship (GAM-ps-KM, blue line) where the smoothing parameter and the number of knots are chosen following
our proposal. The results obtained show that the method performs well. Similar exercises have been carried out using other
basis-penalty smoothers (thin plate regression splines or penalized cubic regression splines) with indistinguishable results (not

shown).



o8 | Biometrical Journal _ ORBE AND VIRTO

»

TABLE 1 Regression estimates and standard deviation for log survival time versus age and age squared at the time of transplant

Intercept Age Age?
Method A sdev(f)) b, sdev(f,) JiA sdev(f;)
AFT lognormal 4.3010 1.6529 0.1931 0.0903 —0.0032 0.0012
Stute 2.5574 1.7171 0.2013 0.0886 —0.0028 0.0011

To further check the performance of the method, additional simulations (not shown) have been conducted for three levels of
censoring (10%, 25%, and 40%) and three sample sizes (n = 200, n = 500, and n = 1,000) in the cases of both a single regressor
and two regressors. The results obtained are consistent with those presented in Section 4, that is, the estimation improves as
sample size increases and the effect of censoring level is as expected: the results are more accurate with lower levels of censoring
and the variability increases with the censoring level. The simulation studies illustrate the good performance of the extension
of our proposal to a generalized additive models (GAM) framework. We have incorporated a correction of the censorship effect
based on Kaplan—Meier weights into the GAM framework in a simple way, thus enabling more complex models to be estimated
immediately. However, our approach is extended to the multiple covariate case only for a very simple example. In general it
could be necessary to consider other types of basis that are more suitable for multivariate smoothing than the one considered in
this illustration.

6 | EMPIRICAL APPLICATION: STANFORD HEART TRANSPLANT DATA

The Stanford Heart Transplant dataset contains information about patients who have received a heart transplant. This transplan-
tation program began in October 1967 and the patients were followed until February 1980. These dataset have been previously
used, for example, in Miller and Halpern (1982) and Escobar and Meeker (1992), in parametric censored regression models.
The dataset provides information about the observed survival time from the date of transplant in days for 184 transplant cases,
their ages at first transplant in years and an indicator of patient status (dead or alive) in February 1980. As in Miller and Halpern
(1982) we restrict the sample to heart transplant patients who survive at least 10 days (176 patients). The dataset can be found
in Miller and Halpern (1982) and can also be downloaded from the R package survival (R Core Team, 2015; Therneau, 2015).

The studies by Miller and Halpern (1982) and Escobar and Meeker (1992) deal with the relationship between the age covariate
and the survival response variable. They conclude that a quadratic is a reasonable relationship between log survival time (T")
and Age:

T = B, + p,Age + f;Age” + ¢ 8)

Assuming that the above parametric specification is correct, two methodologies known and proposed in the literature on
survival analysis can be used to fit the model (8). These estimators can be used as a benchmark to evaluate the performance
of the censored P-spline method proposed. The first and more restrictive approach is the parametric Accelerated Failure Time
(AFT) methodology (Kalbfleisch & Prentice, 2002), based on the restricted assumption of knowing the probability distribution of
the response variable, that estimates the f coefficients of the model using the maximum likelihood estimator. Thus, considering
an AFT lognormal model, we estimate the § coefficients assuming a normal probability distribution. This can be considered as a
censored parametric method of estimation. The second methodology, proposed by Stute (1993), is less restrictive in that it does
not need the assumption of the probability distribution of the response variable, but it also trusts the functional form presented
in Equation (8). That is, it needs to know the form of the relationship between the response variable and the covariate. This can
be classed as a censored semiparametric method of estimation. The latter methodology estimates coefficients using weighted
least squares via Kaplan—Meier weights (Stute, 1993). The results for the AFT lognormal method and Stute's method applied
with the quadratic specification assumed above are presented in Table 1. The estimated coefficients of the linear and quadratic
effects are very similar for the two afore-mentioned estimation methods.

The validity for the estimation results for these two approaches is based on the confidence of the specified relationship (8).
If this relationship is not correct both approaches lead to wrong conclusions. As a robust solution to avoid this possibility of
incorrect specification we use our proposal of a censored P-spline method to estimate the relationship between survival and
the age covariate. Thus, the fitted curve is obtained from minimizing Equation (5) with cubic B-splines and a penalty term of
order two. This approach is more flexible than those mentioned above, as it does not assume any functional form for the true
relationship. It can be considered as a censored nonparametric method of estimation. We also estimate the relationship with the
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gam function incorporating the censorship correction with the smoothing parameter and the number of knots chosen using our
proposal with indistinguishable results (not shown). Figure 9 shows the estimations of these three approaches with the scatterplot
of observed log survival time versus age. Patients indicated by O are dead and those indicated by [X] are alive in February 1980;
that is, the dead patients have uncensored survival times and the live patients have censored survival times. Sixty-nine patients
are alive and one hundred seven dead in February 1980.

In conclusion, the AFT methodology and Stute's proposals can be applied only when the functional form of the effect of the
covariate X on the response variable is known exactly. In this application, it seems that the relationship between log survival and
age is quadratic, so both these methodologies perform reasonably well. However, the nonparametric censored P-spline approach
adequately estimates the quadratic relationship, obtaining very similar results to the previous ones. Nevertheless, it must be
mentioned that if the functional form or the probability distribution are wrongly chosen, these two methods lead to a serious
problem of incorrect specification of the model and therefore to incorrect conclusions. An important advantage of our approach
is that it does not need to assume any functional form and therefore it avoids this problem.

7 | CONCLUSION

In this paper, we introduce a simple, flexible method of nonparametric modeling in the context of censored data. Specifically,
we propose an extension of the penalized splines approach (Eilers & Marx, 1996) that constitutes a novelty in this context, using
Kaplan—Meier weights to take into account the effect of censorship. Moreover, for choosing the best value of the smoothing
parameter we have adapted the generalized cross validation criterion for the case of censored samples. Our proposal does not
need to assume a specific probability distribution for the response variable which in practice is more difficult to check in the
presence of censoring and enables the true functional form between the variable of interest and the regressor to be estimated
without assuming a specific parametric functional form. Therefore we avoid problems of model specification that lead to biased
estimations and erroneous conclusions, as may occur when a parametric censored regression model is specified wrongly. Its
application in samples with censored data is useful in contexts of survival or duration analysis where censored observations
are common. Among other good properties (see reference Filers et al., 2015), this nonparametric approach has the impor-
tant advantage that it is more appropriate than the smoothing splines approach for large samples. That is, for spline smooth-
ing the dimension of the corresponding spline basis grows with the sample size. Using P-splines reduces the dimensionality
problem considerably, from the number of observations in the sample to the number of B-splines. Moreover, since the use of
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cross-validation techniques entails estimating the curves several times it is important to note that the penalized splines approach
estimates the curves in a significantly shorter time than other smoothing approaches. Finally, it is very easy to implement and is
easy to interpret because it directly models the effect of explanatory variables on survival, so the interpretation of the results is
clearer and easier (in terms of effects on mean survival time, as in the classical statistical models) than in hazard models, where
the effect of the covariate is modeled on a conditional probability.

The simulation studies conducted illustrate the good performance of the method proposed and it can be verified that it estimates
the true functional form satisfactorily. Furthermore, as expected, the accuracy of estimates improves as the sample size increases
and the percentage of censorship is reduced. The application to real data serves to illustrate the potential advantages of its use
when the true functional form of the relationship is not known.

Furthermore, we have extended our proposal introducing the correction of the censorship effect based on Kaplan—Meier
weights into the generalized additive models (GAM) framework in a simple way, thus enabling more complex models to be
estimated immediately. However, our approach is extended to the multiple covariate case only for a very simple example. Another
possibility would be to extend the proposal to the context of partial linear models with two additive components: one linear that
normally covers discrete covariates or variables that are known to influence the response variable in a linear way and the other
component that is to be modeled in a nonparametric way using our methodology. To generalize our approach to the multivariate
smoothing case without assuming a probability distribution is no trivial matter. Moreover, it could be more appropriate to
consider another type of bases better suited to multivariate smoothing. Therefore, we believe that this interesting generalization
could be the subject of a new work for study in the future (see, e.g. Wood, 2006).

Finally, in this paper we have presented the estimation method and analyzed its performance in different scenarios. For
implementation of the method in a practical settings it would be an interesting topic for future study to consider the possibility
of making inferences, for example using bootstrap re-sampling techniques following the idea in Orbe and Nufiez (2013).
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sored data. To apply this methodology, it is necessary to choose the KEYWORDS
smoothing parameter and the number and location of the knots. Censored data; Kaplan-Meier
In this paper, we propose a new criterion for choosing the smooth- weights; nonparametric
ing parameter adapted to the case of uncensored data. In addition, estimation; penalized
alternatives to the methods used in the literature on uncensored splines; survival analysis
data are proposed for choosing the location and number of knots.

Using a simulation study we analyse the effectiveness of the various

alternatives proposed in situations with differences in the informa-

tion available and show that their performance is quite satisfactory.

A real dataset from Mayo Clinic Primary Biliary Cirrhosis data is also

used to illustrate the methodology proposed. Finally, we offer some

guidelines to help the user choose the parameters in the practical

application of the methodology.

1. Introduction

This paper analyses the problem of fitting a nonparametric curve in the specific context of
censored data. In this context, the sample is not fully observed because some of the data
values are only partially known, i.e. for some individuals, it is not the actual value of the
variable of interest but a lower value that is observed. This is known as a right-censored data
sample. This situation is very common in survival or duration analysis when studying the
relationship between survival time or the time until a certain event occurs T, the variable
of interest and a relevant covariable X:

T=f(X)+e

Frequently, the functional form between the two variables, f (-) is not known and instead of
a particular parametric relationship being assumed, it is assumed only that it is a smooth
function of the data. This is, therefore, considered a nonparametric approach to fit f(-) that
avoids any incorrect specification of the relationship that would lead to a biased estimation
and wrong conclusions. The problem of estimating nonparametric curves has been widely
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studied in cases where the data available are complete, i.e. not censored and there are many
papers in this area. Numerous methods have been proposed and analysed using different
approaches. For example, there are methods based on kernel smoothers [1,2] that obtain
the estimate at each covariable value as a weighted average of the local observations of
the variable of interest. We focus here on spline smoothers, a different approach based on
smoothing with splines [3-5].

Splines are pieces of polynomial functions joined at points known as knots, where cer-
tain conditions or constraints are set on the continuity of the function and some of its
derivatives. Splines depend on the degree of the polynomial and the number and location of
the knots. The choice of these elements has been widely studied (for example, [6-8]). There
are various proposals in the literature on spline smoothers, but two main approaches can be
distinguished: smoothing splines and regression splines. There is also a methodology that
combines the best of these two approaches: the splines with penalties. Under this approach,
O’Sullivan [9,10], seeking to avoid the problem of knot selection, proposes the use of alarge
number of knots and introduces a penalty of the second derivative of the function to be
estimated, analogous to smoothing splines. Eilers and Marx [11] simplify and generalize
O’Sullivan’s proposal by introducing a different penalty that considers the difference of the
adjacent B-spline coeflicients, the bases used in this regression. This proposal is known as
the penalized spline (P-splines) approach (for further details see reference [12]). It reduces
the size of the problem and the complexity of the calculations.

Orbe and Virto [13] propose an extension of the penalized spline approach using
Kaplan-Meier weights [14] to take into account censored response variables. They also
extend this proposal to the framework of generalized additive models, introducing some
modifications that take into account the effect of censoring in an analogous way, which
allows the possibility of estimating more complex models in the presence of censored
observations.

As in the uncensored framework, to apply the above proposals the optimal level of
smoothing must be determined. For the uncensored case, the generalized cross-validation
criterion (GCV) or the Akaike information criterion is usually used. It is also necessary
to choose the location and number of knots, which are not fixed as in smoothing splines.
Given that there is a penalty term that controls the smoothness of the function, the choice
of the number of knots is not a crucial issue as long as a number of knots that is large
enough to fit the data is chosen. It is common in the literature to select the number of
knots by applying the default formula presented in Ruppert [8].

When extending this methodology to the case of censored data, it is necessary to
adapt and study the proposals for choosing the smoothing parameter and the loca-
tion and number of knots. In the literature, this topic has been studied by Aydin and
Yilmaz [15] but they consider the transformed versions of the censored observations,
called synthetic data, proposed by Koul et al. [16]; see [17,18] for more details. In our
approach in this work, we do not need to generate a synthetic variable, instead we are
going to use the same censored variable that we observe in the sample without mod-
ifying it and using Kaplan-Meier weights to control the effect of the censorship. In
addition to taking into account the effect of censorship through a different approach, it
should be noted that we have two additional differences compared to the work of Aydin
and Yilmaz [15], since in the estimation criterion we use different bases and penalty
terms.
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In this paper, we propose various alternatives for choosing the optimal level of smooth-
ing and the location and number of knots for this context. These alternatives are analysed
and compared in five examples of functional forms of different complexity with differ-
ent sample information scenarios, where different sample sizes and levels of censoring are
combined. For the proposal to choose the optimal level of smoothing, we start from the
generalized cross-validation criterion (GCV) and the modification proposed by Kim and
Gu [19] to avoid the overfitting that usually arise when using that criterion. But if we apply
the GCV criterion normally used in the case of uncensored data it will lead us to choose a
smoothing parameter that would generate important biases in the estimation. Therefore,
we have formulated new criteria adapted to the censored case. Thus, in Section 3 different
alternatives to the GCV criterion are proposed using Kaplan-Meier weights to take into
account the effect of censoring.

For choosing the number of knots, a modification of Ruppert’s proposal Ruppert [8]
is adapted to the censored case. Finally, for locating the knots we propose and analyse an
adaptation, in addition to the case of equally spaced knots, to the case of censored data that
uses vectors of nonuniform knots with a location according to the Kaplan-Meier weights.
This issue of knot location has not been addressed previously in the literature for the cen-
sored case. Therefore, in Section 3 we propose not only criteria for the choice of the number
of knots but also for their location.

The performance of all these proposals is analysed by means of an extensive simulation
study and as a result, a number of guidelines are proposed for their implementation in
practice.

The next section describes the extensions of the estimation methodology for the cen-
sored case. Section 3 presents the proposals for choosing the smoothing parameter and the
number and location of the knots. Section 4 analyses and compares the different propos-
als in a wide range of scenarios and ends with a summary of the main results. Section 5
presents an application of the method to a real dataset and the paper concludes with a
discussion in Section 6.

2. Methodology

The penalized spline (P-splines) method presented in Eilers and Marx [11] for the case of
noncensored data assumes a sample of observations (¢, x;) for i = 1,...,n and consider
the nonparametric simple regression

T=f(X)+e

where T is the variable of interest, X a relevant covariate and € is the error term that satisfies
E(e | X) = 0.

Eilers and Marx [11] use a basis approach based on B-splines [20,21] for modelling the
function f(-) as f (x) = le ¥iBj(x). Thus, they use a set of g B-spline basis functions of
degree d, By (x), . .. , B4 (x), and add a penalty term to reduce the problem of choosing the
number and position of the knots. The penalty term used by Eilers and Marx [11] is not the
usual integrated squared second derivative of the fitted function proposed by O’Sullivan
[9,10]. They introduce a different roughness penalty based on the difference in adjacent
B-spline coefficients y;. Thus, Eilers and Marx [11] propose the P-spline estimator, which
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consists of applying penalized least squares to estimate the function f(-), the fitted curve,
by minimizing this expression:

n

q q
D= B +a Y (Afy)? (1)

i=1 j=1 j=k+1

where Ay; denotes the difference between B-spline coefficients (y; — yj—1), Akyj is the
difference of degree k and X is the smoothing parameter.

Orbe and Virto [13] extend the P-spline approach Eilers and Marx [11] to handle cen-
sored responses. Thus, this approach combines penalized splines with a weighted least
squares estimation method using Kaplan-Meier weights to smooth censored responses
following the idea of Stute [22]. To present the proposal, assume that t;,.. ., ¢, are inde-
pendent observations from an unknown probability distribution function F of the response
variable T. These values may not all be observable due to censoring times c;,. .., c, for
each of the individuals. Moreover, x;, . . ., x, are the values of the covariate X. Therefore,
when there is censored data, one observes (y1,x1,61), ..., (Vn, Xn, 8,) a sample of size n
where y; = min(#;, ¢;) is the observed response variable, which is the minimum between
the response variable #; and the censoring value ;. In addition, it is known which obser-
vations are not censored, via the indicator variable §; = I(t; < ¢;). Remember that this
situation is different from the uncensored case, where complete information is available,
i.e. the sample (t;, x;) fori = 1,...,nis fully known.

Thus, based on the proposal of Eilers and Marx [11], expression (1) is modified to take
into account the presence of censored data and we propose what can be called a ‘censored
P-spline approach’ by minimizing the following expression:

n q 1
> winlye — Y viBixiplP + 4 ) (aky)? (2)
i=1 j=1 j=k+1

where y(),...,yn) are the ordered values of the observed response variable y; =

min(t;, ¢;), x[;) is the value of the covariate associated with the ith ordered observation y;),
and wy;) is the Kaplan-Meier weight assigned to y(;). The Kaplan-Meier weights can be cal-
culated as the contribution or jump of the Kaplan-Meier estimator (F,) of the distribution
function F of the variable T at each value y(;) [14], that is,

A . S q[n=i ]V
Wil = Fay) — Fa(yi-1) = —— il [ ' ] Y
j=

where §[;) is the value of the noncensored indicator variable associated with the ith ordered
observation y(;.
Expression (2) can be rewritten in matrix form as

(Y — By)W(Y — By) + Ay'D| Dy (4)

where B denotes the n x g matrix with B;j = Bj(x;) and y is a g x 1 vector of coefficients
Y1s--+>¥q - W is an n X n diagonal matrix with the Kaplan-Meier weights and Y is the
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ordered vector of the observed response variable. In addition, Dy is the matrix representa-
tion of the difference operator A¥. The most common order of the difference in practice is
k = 2.In this case, the matrix representation of the difference operator is

Expression (4) is minimized by y = (BWB + AD;{Dk)_lB/ WY. Therefore, the fitted

curve using the censored P-spline methodology (ckmPS estimator) proposed is f (x) =
Z?:l ViBj(x).

The idea used to extend the P-spline methodology proposed by Eilers and Marx to the
case of censored variable response using the Kaplan-Meier weights could be extended to
other types of model. Orbe and Virto [13] extend this proposal to a generalized additive
model (GAM) framework. To take into account the presence of censored observations, the
same idea is taken as in the censored P-spline proposal and Kaplan—-Meier weights are used
to propose the estimator ckmGAM, where Kaplan-Meier weights are used to weight the
contribution of each observation to the log-likelihood.

3. Choosing the smoothing parameter and knots

As in the uncensored case, the estimation proposals presented in the previous section
require, on the one hand, the choice of the A smoothing parameter and, on the other hand,
the choice of the number and location of the knots. The choice of the smoothing parameter,
i.e. the value chosen for the weighting of the penalty term, is the most important decision.
The choice of knots is less important and it seems that once a number of knots large enough
to reflect the characteristics of the function to be estimated has been chosen, the possible
overfitting of the estimate is controlled by the penalty term present in the method, which
controls the smoothness of the function estimated.

3.1. Smoothing parameter

To illustrate the importance of the choice of the smoothing parameter, which has already
been highlighted as a fundamental choice for obtaining a good estimate of the curve or f(-)
function, as in any smoothing technique, we present Figure 1. This figure summarizes the
estimates of the censored P-spline method (ckmPS) that minimizes expression (2) for two
different choices for the smoothing parameter (A = 0.001 and A = 1).

For both cases, B-splines of order 3 and a penalty term of order 2 (the most common
values in practice) are used and 1000 Monte Carlo replications are considered. Figure 1(a)
shows the results for the A = 0.001 case, the mean and the pointwise 95% upper and lower
oscillation limits of the values estimated using the censored P-spline method, and the true
function f(x) for a scenario that considers a 25% censoring level and a sample size of
n = 500. Figure 1(b) shows the results for the same case but with » = 1.

As can be seen in Figure 1(b), choosing the wrong smoothing parameter A can lead to
an incorrect estimation of the function. Therefore, the optimal level of smoothing must be
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Figure 1. Estimation with two different X values. (a) . = 0.001, (b) A = 1.

chosen, i.e. the value of parameter A in equation (2). Note that there is no need to assume a
specific probability distribution for the response variable, so instead of using criteria such
as AIC or BIC based on deviance or likelihood we consider it more appropriate to build
on the idea of generalized cross-validation and adapt it to the censored case. Thus, the
GCYV criterion [5] can be used to choose this parameter. As a first approximation, a value
of X could be chosen that minimizes the usual expression for the GCV criterion, where the
smoothing matrix H of the uncensored case is replaced by that for the censored case H,:

n

B i — )?
(mv“_Z;GT?EEF (5)

where H. = B(B'WB + AD;{Dk)_lB’ W is the smoother matrix for the censored sample
case. W is a diagonal matrix with the Kaplan-Meier weights.

Figure 2(a) summarizes the estimates of the censored P-spline method which minimises
the expression (2) using the value that optimizes expression (5) as a smoothing parame-
ter L. Thus, Figure 2(a) shows the results for the mean and the pointwise 95% upper and
lower oscillation limits of the values estimated considering 1000 Monte Carlo replications.
As can be seen, the method provides a poor estimation, which becomes worse as the per-
centage of censored observations in the sample is increased (not shown). To correct this, it
seems necessary to take into account the effect of censoring on the numerator in addition
to the denominator of the expression (5) with the matrix H,. For this purpose, we propose
a modification of expression (5):

n

Wi 0o — i)’
GCV, = 6
’ ; (n— tr(H,))2 ©

This new expression now also takes into account the effect of censoring on the numerator of
the GCV expression, squaring the differences (y(;, — 7(;))* with the Kaplan-Meier weights
wyi). Figure 2(b) shows a better performance of the estimates when the expression GCV;
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Figure 2. Criteria for the choice of the A parameter, GCV; versus GCV;. (a) GCV1, (b) GCV,.

from formula (6) is used as a criterion for choosing the parameter A, compared to Figure
2(a) using the expression GCV from formula (5).

In addition, we have run a simulation study to see how GCV; and GCV, proposals work.
We selected a number of candidate values for parameter A, and for each candidate value
we computed the estimated mean square error (MSE) of each of the 1000 Monte Carlo
replications. The left panel of Figure 3 shows the MSE of estimating the model for each
specific value of the smoothing parameter in the grid of possible values for the parameter A
from 0.000001 to 4. The right panel of Figure 3 shows the MSE of estimating the model with
the value of the smoothing parameter chosen by means of the GCV; and GCV, criteria. It
can be seen that the proposed criterion GCV; works well.

As can be seen in the literature, GCV has a tendency to overfit, so it tends to do less well
than it could at actual prediction. One possible solution to this problem is to set a tuning
parameter ¥ > 1 in the expression GCV; that adds an extra penalty for model searching.
In this way, our final proposal would be

n

wi) (VG — J@)*
GCV. = 7
‘ ; (n =y tr(Ho))? )

For the uncensored case the ordinary CGV uses y = 1, but Wood [23] proposes correct-
ing the overfit problem by doing what is called double cross-validation and introducing a
value of y = 1.5. This value is derived in several ways in the literature (e.g. [19]). Section 4
presents an extensive simulation study where, among other aspects, we analyse the perfor-
mance of proposal (7) for choosing the optimal level of smoothing in censored samples,
and compare the results considering the values y = 1and y = 1.5. In addition, in this pro-
posal for adaptation to the censored case, two possible variations are also analysed when
controlling the effect of censoring: using the Kaplan-Meier weights (w[;}), as included in
the proposal presented, and their squares (wfi]) to weight the numerator of the criterion.
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Figure 3. Estimated MSE for A parameter in the grid 0.000001 to 4 and for Agcy, and Agcv,.

3.2. Knots

As already mentioned, the choice of knots is not fundamental, provided that at least enough
are chosen to fit features in the data, given that a penalty term is used to prevent possible
overfitting of the estimate. In any case, we also analyse here the effect on the estimation of
both the number of knots and their location. It is usual in the literature to use a large enough
number of knots, which can be chosen by applying the formula presented in Ruppert [8]
based on Wand's default choice. That is, Ruppert proposes choosing the following number
of knots:

K;p = round (min (%, 40)) (8)

where m is the number of different values of the regressor X.
For the censored case, we propose a modification that takes into account the sample
information available due to the existence of censored data. Thus, the number of knots (K)
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to be used can be selected automatically with the selection formula that we propose:
K. = round (min <%,40> -(1— C)) 9)

where C is the level of censoring.

Finally, to locate knots (L), in addition to equidistant knots (L.;) we propose and analyse
an adaptation to the case of censored data that uses nonuniform knot vectors with the
spacing of the knots as a function of the Kaplan—Meier weights (L,,). In a similar way to
the choice of nonuniform knots using the quantiles of variable X (see, for example, [24]) it
is proposed that knots be chosen in such a way that they divide the range of the variable X
into continuous intervals with equal sum of the Kaplan—-Meier weights. This ensures that
each interval has the same Kaplan-Meier weight.

All these proposals (Sections 3.1 and 3.2) are analysed and compared in the simulation
study presented in the following section for different situations.

4, Simulations

In this section, a simulation study is used to analyse the performance of the estimation
with different parameter choices for the estimation proposals presented in Section 2, i.e. the
ckmPS and ckmGAM estimators. To that end we consider five different examples (Table 1)
for the relationship between the response variable, which we denote as T, and a relevant
covariate X

ti = f(xi) + €,

where the values of the variable T are not completely known because some observations
are censored. This type of data is very common in survival and duration analyses, where T
measures the time (or usually its logarithm) until the occurrence of an event.

Table 1. Examples of functional form.

Example Xj f(x;) €

Quadratic  x; ~ UI[0,4] 2+ 4x — x? € ~ N(0,0.50)

Bump xj ~ U[0, 1] 2+ x; + 2 exp[—{16(x; — 0.5)}] €j ~ N(0,0.25)

1

Logit i ~ U[0,1 2 i ~ N(0,0.20
g X~ U0.1] T exp(—200x — 05)] ¢ ~ N(0,0.20)

Sine2 x; ~ U[0,10] 2 + exp{sin(xj)} €j ~ N(0,0.30)

Sine3 x; ~ U[0,10] 2 + exp{sin(1.6x,)} €i ~ N(0,0.30)

Table 2. Nine scenarios: three sample sizes for three levels of censoring.

Sample size (n) Censoring level (C) Scenario (s) Description
10% 1 n=200&C = 10%
200 25% 2 n=200&C = 25%
40% 3 n=200&C = 40%
10% 4 n=>5008&C = 10%
500 25% 5 n=>500&C = 25%
40% 6 n =500&C = 40%
10% 7 n =1000&C = 10%
1000 25% 8 n =1000&C = 25%
40% 9 n = 1000&C = 40%




2962 (&) J.ORBEAND J.VIRTO

Table 3. Results of the simulation study for the quadratic function.

(1000 - AMSE) in each scenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9

GCV, Knots 10% 25% 40% 10% 25% 40% 10%  25%  40%
Estimator y w®P L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg Ko 025 8.9 10 15.3 39 4.6 6.9 2.1 25 39
ckmGAM 15 1 Leg Ko 122 8.9 104 157 3.9 4.5 7.2 2.1 25 39
ckmGAM 1.5 1 Leg Kp 224 8.9 10 16.2 3.9 4.6 7.2 2.1 25 4.2
ckmPS 15 1 Leg Kp 233 8.9 10 16.1 3.9 4.6 7.3 2.1 25 4.2
ckmPS 15 2 Ll K 947 8.9 102 186 3.9 4.7 8.9 2.1 25 5
ckmGAM 15 2 Ly K. 1056 | 89 10.6 19 39 4.6 9 2.1 26 5
ckmPS 15 2 Lg Kp 1654 89 103 206 3.9 4.8 10.4 2.1 25 6
ckmGAM 15 2 Ly Kp 1678 |89 103 207 39 4.8 10.5 2.1 25 6
ckmPS 1.5 1 Lyn Ko 2862 148 156 207 5 55 7.8 24 28 43
ckmGAM 1.5 1 Lim Ko 31.10 15.4 16.4 19.9 5.1 54 7.9 26 29 42
ckmPS 1 1 Leg Ko 3643 9.9 13.8 26.9 44 6.2 1.1 2.3 3.2 6
ckmGAM 1 1 Leg Ko 36.61 10 14.4 26.7 4.2 5.8 11.5 23 33 6
ckmPS 1.5 2 Ly Ko 3768 149 16 234 5 5.7 9.5 24 29 53
ckmGAM 1.5 2 Lim  Kc  39.62 15.5 16.6 224 5.1 5.6 9.5 2.6 3 52
ckmGAM 1.5 1 Lim Kp 39.88 16.4 17.4 22.7 5.1 58 8.4 2.6 3.1 4.8
ckmPS 15 1 Lim  Kp 4011 15.6 17 245 5.1 59 8.9 2.5 3 49
ckmPS 1 2 Leg Ko 4985 9.9 14.3 316 44 6.6 13.5 2.3 34 7.3
ckmGAM 1 2 Ly Ko 5109 101 15 31.2 4.2 6.2 13.9 24 3.6 73
ckmGAM 1.5 2 Ly Kp 5244 165 177 262 5.2 6 11.2 26 3.1 6.3
ckmPS 15 2 Lim Kp 54.61 15.7 17.4 28.8 5.1 6 12 25 3.1 6.7
ckmGAM 1 T Lgm Ko 5697 153 185 282 5.1 6.4 11.7 27 3.6 6.1
ckmPS 1 T Lm Ko 626 152 196 31 54 7.1 11.8 26 3.6 6.2
ckmGAM 1 1 Leg Kp 63.63 10 14.5 40.8 44 6.5 15.9 2.3 34 8.4
ckmPS 1 1 Leg Kp 63.68 10 14.5 41.1 44 6.5 15.8 2.3 34 8.4
ckmGAM 1 2 Lgm Ko 6854 153 191 316 5.1 6.7 13.8 27 3.8 73
ckmPS 1 2 Lym Ko 7378 153 20 341 54 7.5 13.7 2.6 3.8 74
ckmGAM 1 T Lim Kp 8382 16 196  39.1 53 73 15.9 27 3.7 85
ckmPS 1 1 Lim Kp 9717 15.9 22.1 46.5 55 7.8 17 2.7 3.9 8.8
ckmPS 1 2 Leg Kp 98.06 10 15.3 62 44 7 20.8 23 3.7 1.1
ckmGAM 1 2 Lkm Kp 106.5 16.1 20.2 46.7 53 7.7 20.2 2.7 4 1
ckmPS 1 2 Lyn Kp 12093 159 229 545 5.5 83 214 27 42 11.4
ckmGAM 1 2 Lleg Kp 12409 10 15.2 98 44 7 20.8 23 3.7 11.1

In order to study the effect of censoring on estimation performance we consider a
censoring variable C generated independently from a uniform distribution U(1, b). The
value of parameter b changes to consider three different levels of censored data: 10%,
25% and 40%. Therefore, we observe (y1,x1,81), - . ., (¥n> Xn, 6,) @ sample of size n, where
y; = min(t, ¢;) is the observed survival time, i.e. the minimum between the survival time
t; and the censoring value ¢;. In addition, it is known through the indicator variable
8; = I(t; < ¢;) which observations are not censored. We use three sample sizes: n = 200,
n = 500 and n = 1000. For each of these nine scenarios (see Table 2), we consider 1000
Monte Carlo replications.

As usual in practice, we consider that the functional form of the relationship between
the response variable and the covariate is unknown and estimate the model using two dif-
ferent methods: the censored P-spline method (ckmPS) and generalized additive models,
but corrected by taking into account the effect of censoring with Kaplan-Meier weights
(ckmGAM). The optimal value of smoothing parameter A is obtained by minimizing
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Table 4. Results of the simulation study for the bump function.

(1000 - AMSE) in each scenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9

GCV, Knots 10% 25% 40% 10% 25% 40% 10%  25%  40%

Estimator y w®P L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg Ko 017 6.5 8.1 134 28 34 4.9 1.5 1.8 25
ckmGAM 15 1 Leg Ko 017 6.5 8.1 134 28 34 4.9 1.5 1.8 25
ckmGAM 1.5 1 Leg Kp 278 6.5 8.1 13.5 29 3.5 53 1.5 1.8 27
ckmPS 15 1 Leg Kp 352 6.5 8.1 13.5 29 3.5 53 1.6 1.8 2.7
ckmPS 15 2 Ll K 478 6.4 83 16 28 35 5.4 1.5 1.8 27
ckmGAM 15 2 Ly Ko 495 6.4 83 16.2 28 35 5.4 1.5 1.8 27
ckmPS 1 1 leg Ko 757 6.6 9.2 17.4 29 3.6 53 1.5 1.8 26
ckmGAM 1 1 leg K. 816 6.6 9.2 18.1 29 3.6 53 1.5 1.8 26
ckmPS 15 2 Leg Kp 1378 65 83 19.6 28 35 6.8 1.5 1.8 33
ckmGAM 15 2 Ly Kp 1467 65 83 204 28 35 6.9 1.5 1.8 33
ckmPS 1.5 1 Ly K 1610 75 9.2 14.5 35 4.2 5.6 1.8 2 28
ckmPS 15 2 Lim Ko 1743 7.4 9.1 15.4 35 4.2 5.8 1.8 2 29
ckmPS 1 2 Ly Ko 1752 6.6 10 24.1 29 3.8 5.8 1.5 1.9 28
ckmPS 1 T Lgm Ko 2042 75 10 16.7 35 43 5.8 1.8 2.1 28
ckmGAM 1 1 Lim  Kc  20.62 7.6 9.7 15.6 37 44 59 1.8 2.1 2.8
ckmPS 1.5 1 Lim Kp 2127 7.6 9.3 16.3 3.6 43 6.1 1.8 2.1 3
ckmGAM 1 2 Leg Ko 2183 6.6 10 29.3 29 3.8 58 1.5 1.9 2.8
ckmGAM 1 2 Lym Koo 2233 75 9.8 16.9 3.7 4.4 6 1.8 2.1 29
ckmPS 1 2 Lym Ko 2419 7.5 10.2 18.9 35 44 6 1.8 2.1 3
ckmGAM 1.5 2 Ly Ko 2614 8 9.5 15.5 43 4.6 6 2 2.1 29
ckmPS 15 2 Lim Kp 2723 75 9.3 19.3 35 43 7.1 1.8 2.1 34
ckmGAM 15 1 Ly Ko 284 8.1 9.7 154 44 4.8 6.1 2 22 29
ckmGAM 15 1 Ly Kp 3522 82 9.9 168 45 5.1 6.8 2.1 23 3.1
ckmGAM 15 2 Ly Kp 3571 8.1 9.7 188 44 4.8 7.1 2 22 34
ckmGAM 1 T Lim Kp 3725 76 107 246 38 4.6 7.1 1.9 22 34
ckmPS 1 T Lim Kp 3751 75 104 274 35 4.6 73 1.8 22 34
ckmGAM 1 2 Lym Kp 4812 76 105 334 3.8 47 8 1.8 22 39
ckmPS 1 1 Leg Kp 5095 6.7 12 54 29 39 7.2 1.5 1.9 33
ckmPS 1 2 Lim Kp 51.58 7.5 10.7 37.6 35 47 8.2 1.8 2.3 3.9
ckmGAM 1 1 Leg Kp 5277 6.7 12.6 55.2 29 3.9 7.2 1.5 1.9 33
ckmPS 1 2 Llg Kp 8639 67 126 849 29 4.1 9.1 1.6 2 39
ckmGAM 1 2 Ly Kp 10631 6.7 104 1123 29 4.1 9.2 1.6 2 39

the GVC, statistic (see expression (7)) for two different tuning parameter values (y =1
or y = 1.5) and using the Kaplan-Meier weights (w;) or their squares (W%) to take into
account the effect of censoring. Thus there are four different expressions of the GCV,
depending on the values chosen for y and w;. To choose the number of knots (K), we
apply the default formula presented in Ruppert [8] based on Wands default choice (K,
equation (8)) or the modification propose in Section 3.2 (K, equation (9)). Finally, with
regard to the location of the knots (L), we propose evenly spaced knots (L¢;) or nonuni-
form knot vectors with the spacing of the knots as a function of the Kaplan—-Meier weights
(L), Section 3.2.

As a result of all these possible choices (y, exponent of w;, number and location of
knots), there are sixteen possible outcomes for each of the two estimators. They are used
to calculate the corresponding estimation in each of the thousand dataset replications on
each of the nine scenarios (see Table 2) in each example (see Table 1).



2964 J. ORBE AND J. VIRTO

Table 5. Results of the simulation study for the logit function.

(1000 - AMSE) in each scenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9

GCV, Knots 10% 25% 40% 10% 25% 40% 10%  25%  40%
Estimator y w®P L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg K 0 1.8 22 33 0.8 1 13 0.4 0.5 0.7
ckmGAM 15 1 Leg K 0 1.8 22 33 0.8 1 13 0.4 0.5 0.7
ckmPS 1.5 1 Leg Kp 085 1.8 22 33 0.8 1 1.4 0.4 0.5 0.7
ckmGAM 1.5 1 leg Kp 085 1.8 22 33 0.8 1 1.4 0.4 0.5 0.7
ckmPS 15 2 Ll K 532 1.8 22 39 0.8 1 1.5 0.4 0.5 0.8
ckmGAM 1.5 2 Ly Ko 532 1.8 22 39 0.8 1 1.5 0.4 0.5 0.8
ckmPS 15 2 L Kp 617 1.8 22 39 0.8 1 1.6 0.4 0.5 0.8
ckmGAM 1.5 2 Ly Kp 617 1.8 22 39 0.8 1 1.6 0.4 0.5 0.8
ckmPS 15 1 Lim  Kc 17 2.1 25 34 1 1.2 1.5 0.5 0.6 0.8
ckmPS 15 1 Lim Kp 1938 21 25 36 1 1.2 1.7 0.5 0.6 0.8
ckmPS 15 2 Lgn Ko 1972 21 25 3.7 1 1.2 1.7 0.5 0.6 0.8
ckmGAM 15 1 Ly Ko 229 22 25 34 1.1 1.3 1.5 0.6 0.6 0.8
ckmPS 15 2 Lim Kp 24.36 2.1 25 4.1 1 1.2 1.9 0.5 0.6 0.9
ckmGAM 1.5 2 Lim  Ke  25.95 2.2 2.5 3.8 1.1 13 1.7 0.6 0.6 0.8
ckmGAM 1.5 1 Likm Kp 2684 2.2 2.6 35 1.2 13 1.7 0.6 0.6 0.8
ckmGAM 1.5 2 Lim Kp 3148 2.2 2.6 3.9 1.2 13 1.9 0.6 0.6 0.9
ckmPS 1 1 Leg Ko 3405 2 29 6.5 0.9 1.2 1.9 0.5 0.6 1
ckmGAM 1 1 leg K. 3438 2 29 6.6 0.9 1.2 1.9 0.5 0.6 1
ckmGAM 1 1T Lgm Ko 4036 22 3 5.4 1.1 1.4 2 0.5 0.7 1
ckmPS 1 1 Lim Ko 4114 2.2 3.1 57 1 14 2.1 0.5 0.7 1
ckmPS 1 2 Leg Ko 4825 2 3 8.6 0.9 13 2.1 0.5 0.7 1.1
ckmPS 1 2 Lim Ko 5211 2.2 3.2 7.5 1 15 23 0.5 0.7 1.1
ckmGAM 1 2 Lim  Ke 5271 2.2 3.1 8 1.1 14 2.2 0.5 0.7 1.1
ckmGAM 1 2 Ll K 56 2 3 10.9 0.9 1.3 2.1 0.5 0.7 1.1
ckmGAM 1 T Lkm Kp 5789 22 3.2 79 1.1 1.4 26 0.5 0.7 1.2
ckmPS 1 T Lim Kp 628 22 33 79 1.1 1.5 28 0.5 0.7 13
ckmPS 1 1 Leg Kyp 6724 2 3 12.5 0.9 13 2.6 0.5 0.7 1.2
ckmGAM 1 1 Leg Kp 69.26 2 3 13.1 0.9 13 2.6 0.5 0.7 1.2
ckmGAM 1 2 Lim Kp 7494 2.2 33 9.8 1.1 15 3.1 0.5 0.7 1.5
ckmPS 1 2 Lkm Kp 7896 2.2 34 9.6 1.1 1.6 3.2 0.5 0.8 1.5
ckmPS 1 2 Lleg Kp 10466 2 3.2 211 0.9 1.3 3.1 0.5 0.7 1.4
ckmGAM 1 2 Ly Kp 13967 2 3.2 315 0.9 1.3 3.1 0.5 0.7 1.4

As a measure of goodness-of-fit, the estimated mean squared error (MSE) is calcu-
lated for each dataset replication (j = 1,2,...,1000) for each of the nine scenarios (s =
1,2,...,9) in each example. The MSE is defined as follows:

Y (F () — fxi)?
MSEj = =

j=12,...,1000s=1,2,...,9
n

To summarize the performance of the estimator in each scenario the average of the mean
squared errors (AMSE) is calculated:
| looo
AMSE; = —— MSE; s=12,...,9
= Toop 2 M5B
j=1
To summarize the performance of the proposed estimators with the different parameter
choices (y, exponent of w;, number and location of knots), a relative overall measure of
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Table 6. Results of the simulation study for the sinusoidal function with two cycles.

(1000 - AMSE) in each scenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9

GCV, Knots 10% 25% 40% 10%  25% 40% 10% 25%  40%
Estimator y w® L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmGAM 1.5 1 Leg Kc 0 6.1 7.1 10 2.7 3.1 43 1.4 1.7 23
ckmPS 15 1 Leg Ko 038 6.2 7.1 10 2.7 3.1 43 1.4 1.7 23
ckmPS 15 2 Leg Ko 197 6.1 7.2 10.5 27 3.1 4.6 1.4 1.7 24
ckmGAM 1.5 2 Leg Ko 279 6.1 7.2 10.7 27 3.1 4.6 1.4 1.7 24
ckmPS 1.5 1 leg Kp 268 62 7.2 10.3 27 3.2 45 1.4 1.8 24
ckmGAM 15 1 leg Kp 268 6.2 7.2 10.3 27 3.2 45 1.4 1.8 24
ckmGAM 15 2 Ly Kp 658 6.1 7.2 11.5 27 3.2 5 1.4 1.8 27
ckmPS 15 2 Ll Kp 665 62 7.2 114 27 3.2 5 1.4 1.8 27
ckmPS 15 1 Lm K 691 6.9 7.8 10.7 28 33 45 1.5 1.8 24
ckmGAM 15 1 Ly Ko 7.61 6.7 7.7 10.5 28 33 45 1.6 1.9 24
ckmGAM 1.5 2 Lim Ko 8.66 6.7 7.7 10.9 2.8 33 4.8 1.6 1.8 25
ckmPS 15 2 Lim Ko 883 6.9 7.8 1.3 2.8 33 4.8 1.5 1.8 25
ckmGAM 1.5 1 Ly Kp 1238 69 8.2 11.5 29 34 438 1.6 1.9 26
ckmPS 15 1 Lim Kp 1338 7 8.2 12 29 34 49 1.6 1.9 26
ckmGAM 1.5 2 Likm Kp 1542 69 8.2 12.2 29 34 53 1.6 1.9 2.8
ckmPS 1 1 Leg Ko 1579 64 8.6 13.9 2.8 3.6 52 1.5 1.9 27
ckmGAM 1 1 Leg Ko 1623 6.4 8.6 14.3 2.8 3.6 52 1.5 1.9 27
ckmPS 15 2 Lgm Kp 1669 7 8.2 13 29 34 5.5 1.5 1.9 29
ckmPS 1 2 Ll Ko 1964 64 8.7 14.6 28 36 5.7 1.5 2 29
ckmGAM 1 T Lim Ko 198 69 9 13.9 29 3.7 53 1.6 2 27
ckmGAM 1 2 Leg Ko 1997 64 8.7 14.9 2.8 3.6 57 1.5 2 29
ckmPS 1 T Lgm Ko 2101 72 9.3 14 29 3.7 5.4 1.6 2 27
ckmGAM 1 2 Lim Ko 23.07 69 9.1 14.9 29 37 57 1.6 2 29
ckmPS 1 2 Lim Ko 2538 7.1 9.6 14.8 29 3.8 58 1.6 2.1 29
ckmPS 1 1 leg Kp 3458 65 9.3 21.2 28 38 7 1.5 2 34
ckmGAM 1 T Lm Kp 362 71 9.8 18.6 3 39 7 1.6 2.1 34
ckmGAM 1 1 Leg Kp 3869 65 9.3 249 2.8 38 7 1.5 2 34
ckmPS 1 1 Lim Kp 435 7.3 10.2 21.8 3 4 7.3 1.6 2.2 3.6
ckmGAM 1 2 Lim  Kip 46 7.1 9.9 22.1 3 4 7.9 1.6 2.2 3.9
ckmPS 1 2 Lkm Kp 5184 73 10.5 243 3 4.1 8.2 1.6 2.2 4.1
ckmPS 1 2 Ll Kp 5638 65 9.4 355 28 39 79 1.5 2.1 39
ckmGAM 1 2 Ll Kp 6771 65 9.4 45.7 28 39 79 1.5 2.1 39

accuracy is proposed that takes into account the joint behaviour of each estimator in the
nine scenarios. To that end, the AMSE of the proposed estimator is compared with the
optimal AMSE in each scenario (AMSE_pt) and the results of all scenarios are aggregated:

2 AMSE; — AMSE opt

=2 AMSEq opt

s=1

Tables 3-7 summarize the results for each example by presenting the different estimators
ranked from best to worst (from lowest to highest value of G). For example, the first row
of Table 3 gives the results for the ckmPS estimator with a GCV, criterion with a y value
of 1.5 and an exponent of Kaplan-Meier weights of 1 plus a number of knots equidistantly
distributed (L¢4) adding up to K. The last nine columns present the AMSE values (multi-
plied by 1000) of the estimator in the different scenarios. In eight of the scenarios, the value
obtained coincides with the optimum AMSE and in the remaining scenario, scenario five,
the value is very close to that minimum value. As an overall measure of the behaviour of
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Table 7. Results of the simulation study for the sinusoidal function with three cycles.

(1000 - AMSE) in each scenario

s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 s=8 s=9

GCV, Knots 10% 25% 40% 10% 25% 40% 10%  25%  40%
Estimator y w®P L K G n = 200 n = 500 n = 1000
ckmPS 1.5 1 Leg Ko 073 8.6 104 178 38 4.5 6.1 2.1 24 3.2
ckmGAM 15 1 leg K. 086 8.6 10.4 18 3.8 4.5 6.1 2.1 24 3.2
ckmPS 15 1 Leg Kp 253 8.6 10.5 16.7 3.9 4.6 6.5 2.1 2.5 34
ckmGAM 1.5 1 Leg Kp 253 8.6 10.5 16.7 3.9 4.6 6.5 2.1 2.5 34
ckmPS 15 2 Ll Ko 499 8.6 1.2 212 38 4.6 6.4 2.1 24 33
ckmGAM 15 2 Ly K. 5.06 8.6 12 213 38 4.6 6.4 2.1 24 33
ckmPS 1 1 leg Ko 1139 88 121 254 39 49 6.7 2.1 25 34
ckmPS 1.5 1 Ly K 1156 99 12 178 44 5.2 6.8 23 26 34
ckmGAM 1 1 leg K. 1179 88 121 26 3.9 4.9 6.7 2.1 25 34
ckmPS 15 2 Lg Kp 1255 | 86 1.2 268 38 4.6 73 2.1 25 38
ckmPS 15 2 Lyn K 1488 98 129 202 44 5.2 7.1 23 26 35
ckmGAM 15 2 Ly Kp 14838 |86 1.2 303 38 4.6 73 2.1 25 38
ckmGAM 1 1 Lim Ko 1577 9.9 12.8 19.9 45 54 7 23 2.7 35
ckmGAM 1.5 1 Lim K 16.72 10.6 12,5 17.9 4.9 54 6.9 2.5 2.7 34
ckmPS 1.5 1 Lim Kp 17.79 10 125 19.6 45 54 7.5 23 2.8 3.8
ckmGAM 1.5 2 Lim Ko 1811 10.5 13 19.3 4.8 54 6.9 25 2.7 35
ckmPS 1 T Lgm Ko 1837 99 133 22 4.4 55 7.2 23 27 36
ckmPS 1 2 Lleg Ko 1993 88 14 31.7 3.9 5 7.2 2.1 26 36
ckmGAM 1 2 Lygn Ko 2078 99 13.6 24 45 54 7.4 23 27 3.7
ckmGAM 1 2 Ll Ko 2104 88 156 308 3.9 5 7.2 2.1 26 36
ckmPS 15 2 Lim Kp 2267 10 132 226 45 54 8.1 23 28 4.1
ckmPS 1 2 Lgm Koo 2337 99 143 253 44 55 7.6 23 28 3.7
ckmGAM 15 1 Lim Kp 2396 1 133 194 5 5.8 7.6 25 29 38
ckmGAM 15 2 Ly Kp 2700 109 138 216 5 5.7 8 25 29 4
ckmGAM 1 T Lim Kp 3272 102 138 287 4.6 5.9 89 23 29 44
ckmPS 1 T Lim Kp 3416 101 144 294 45 5.9 9.2 23 3 45
ckmPS 1 1 leg Kp 3878 89 13 51.6 39 53 838 2.1 2.7 43
ckmGAM 1 2 Lim Kp 4238 10.2 14.8 37.6 4.6 6 9.8 23 29 4.8
ckmPS 1 2 Lim Kp 4364 101 15.6 36.7 4.5 6.1 10 2.3 3 4.9
ckmGAM 1 1 Leg Kp 49.05 8.9 12.9 67.2 3.9 53 8.8 2.1 2.7 43
ckmPS 1 2 Llg Kp 9014 89 141 1197 39 55 10 2.1 28 48
ckmGAM 1 2 Ly Kp 11909 89 141 1632 39 55 10 2.1 28 48

the estimator in the nine scenarios a value of G of 0.25 is obtained, very close to the G = 0
that would be obtained if it were the best estimator in all the scenarios.

Our analysis of the results shows that for the two estimators analysed (ckmPS and
ckmGAM estimators), the best choice of parameters is given by a GCV . with a value of y of
1.5 and an exponent of the Kaplan—Meier weights of 1 plus a number of knots equidistantly
distributed adding up to K,. The results for the ckmPS estimator with this choice of param-
eters are summarized in Figures 4-8 (the ckmGAM estimator obtains similar results, not
shown). Subfigure (a) in Figures 4-8 shows the mean, the pointwise 95% upper and lower
oscillation limits of the values estimated and the true function f (x) for a level of censoring
of 25% and a sample size of 500 observations (scenario 5) for each example.

It is clear that the proposed approach adequately estimates the relationship in all cases
and the associated pointwise 95% limits achieve a coverage which is close to the true func-
tion. This result is maintained in the rest of the scenarios (Figures 9-13). From these results,
it can be concluded that the performance of the method proposed is good in all the cases
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Figure 4. Results of simulation study for the ckmPS estimator for the quadratic function. (a) Scenario 5
(n = 500 & C = 25): GVC, withy = 1.5and W,.1 & K. equally spaced knots, (b) n = 200, (c) n = 500,
and (d) n = 1000.
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Figure 5. Results of simulation study for the ckmPS estimator for the bump function. (a) Scenario 5
(n = 500 & C = 25): GVC, with y = 1.5 and W,] & K. equally spaced knots, (b) n = 200, (c) n = 500,
and (d) n = 1000.
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Figure 6. Results of simulation study for the ckmPS estimator for the logit function. (a) Scenario 5
(n =500 & C = 25): GVC, withy = 1.5and W,] & K. equally spaced knots, (b) n = 200, (c) n = 500,
and (d) n = 1000.
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Figure 7. Results of simulation study for the ckmPS estimator for the sinusoidal function with two cycles.
(a) Scenario 5 (n = 500 & C = 25): GVC, with y = 1.5 and W,.1 & K. equally spaced knots, (b) n = 200,
(c)n = 500, and (d) n = 1000.
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Figure 8. Results of simulation study for the ckmPS estimator for the sinusoidal function with three
cycles. (a) Scenario 5 (n = 500 & C = 25): GVC, with y = 1.5 and W,] & K. equally spaced knots, (b)
n = 200, (c) n = 500, and (d) n = 1000.

considered: the estimated function recovers the true functional form. Subfigures (b)-(d) in
Figures 4-8 gives the box plots with the results of the estimated mean squared error (MSE)
for each scenario in each of the five examples. The estimated mean squared error decreases
when the sample size increases for each censoring level considered. The effect of the cen-
soring level is as expected: the results are more accurate with lower levels of censoring and
the variability increases with the censoring level.

In the 45 scenarios analysed (nine scenarios for five examples) there are only two where
the above combination (y = 1.5, wj, Leg, K¢) is not the best. The first exception is for
the bump function in the scenario with few data (n = 200) and a low censoring level
(C = 10%), where a GCV . with an exponent of two in the Kaplan-Meier weights presents
slightly better results. In some cases, when the percentage of censoring is small and the
sample is not very large, the censored observations accumulate in areas where the dura-
tion is high, resulting in a slight downward bias in those areas. An exponent of two for
Kaplan-Meier weights in the GCV, can help reduce the bias in these function peaks. The
second exception is for the sinusoidal function with three cycles in the scenario with few
data (n = 200) and a high censoring level (C = 40%), where the number of knots pro-
posed by Ruppert (K,,) performs a little better than the K. proposal. Given that the profile
of the function is quite complex, in a scenario with little information (few data and high
censoring) a larger number of knots is better suited to the situation.
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Figure 9. Estimated function using ckmPS estimator for the bump function: GVC, with y = 1.5and W,-1
& K. equally spaced knots. (a) C = 10and n = 200, (b) C = 10and n = 500,(c) C = 10and n = 1000,
(d)C = 25andn = 200, (e) C = 25andn = 500, (f) C = 25and n = 1000, (g) C = 40 and n = 200,
(h) C = 40andn = 500, and (i) C = 40 and n = 1000.

To analyse the importance of each of the choices, Figures 14-18 compare the AMSE of
each scenario (same information as in Tables 3-7) for each of the five examples as they
use the estimator ckmPS versus the ckmGAM (subfigure (a)), a value of y of 1 versus 1.5
(subfigure (b)), a weighting of the numerator of the criterion GGV, with the Kaplan-Meier
weights (w;) versus theirs squares (subfigure (c)), a number of knots K versus K, (sub-
figure (d)) and, finally, in subfigure (e), equidistant knots (L¢4) versus a nonuniform knots
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Figure 10. Estimated function using ckmPS estimator for the logit function: GVC, with y = 1.5and W,]
& K. equally spaced knots. (a) C = 10andn = 200, (b) C = 10andn = 500, (c) C = 10and n = 1000,
(d)C =25andn = 200, (e) C = 25and n = 500, (f) C = 25and n = 1000, (g) C = 40 and n = 200,
(h)C = 40and n = 500, and (i) C = 40 and n = 1000.

vector with the spacing of the knots as a function of the Kaplan-Meier weights (L,). It can
be observed that not all choices have the same relevance for obtaining a good estimate. The
selection of the estimation method does not seem too important: the two methods analysed
perform very similarly and give very similar results (see subfigures (a) in Figures 14-18).
On the other hand, the choice of the y parameter is of great importance, and its impor-
tance grows with censoring. Analogous to what has been found in the literature for the
uncensored case, the choice of y = 1.5 is better in almost all situations than y = 1.0, with
the difference increasing as the censoring increases (see subfigures (b) in Figures 14-18).
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Figure 11. Estimated function using ckmPS estimator for the logit function: GVC, with y = 1.5 and
W,] & K. equally spaced knots. (a) C = 10 and n = 200, (b) C=10and n=500, (c) C = 10 and n =
1000, (d) C=25and n=200, (e) C = 25 and n = 500, (f) C=25and n=1000, (g) C = 40 and n =
200, (h) C=40and n=500, and (i) C = 40and n = 1000.

As for the choice of the exponent in the Kaplan-Meier weights of the GCV. if the censor-
ing is not very large both exponents work similarly (see sub-figures (c) in Figures 14-18),
but when the censoring is large (C = 40%) exponent 1 (w}) is clearly better than 2 (wf).
The situation is similar with respect to the number of knots: it is not very important if the
censoring is small, but as the censoring increases the choice of K, is clearly better than K,
which is Ruppert’s proposal (see subfigures (c) in Figures 14-18). Finally, with regard to
knot location, equidistant knots (L¢y) clearly perform better, except in samples of small size
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Figure 12. Estimated function using ckmPS estimator for the sinusoidal function with three cycles: GVC,
with y = 1.5and W,] & K. equally spaced knots. (a) C = 10 and n = 200, (b) C = 10 and n = 500, (c)
C =10andn = 1000, (d) C = 25andn = 200, (e) C = 25and n = 500, (f) C = 25andn = 1000, (g)
C =40andn = 200, (h) C = 40and n = 500, and (i) C = 40and n = 1000.

(n = 200) with large censoring (C = 40%) where the spacing of the knots as a function of
the Kaplan-Meier weights (Lg,,) sometimes reduces the largest MSEs.

As a conclusion, we find that in the five examples studied, the choice of parameters that
generates the best estimate is that of y = 1.5, exponent 1 in the Kaplan-Meier weights of
the GCV, and K, equidistant knots. As the level of censoring increases, even with large
sample sizes, major differences also begin to be found between the results of the different
specifications. Therefore, if the censoring is large it is important to make good choices.
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Figure 13. Estimated function using ckmPS estimator for the sinusoidal function with three cycles: GVC,
with y = 1.5and W,] & K. equally spaced knots. (a) C = 10and n = 200, (b) C = 10and n = 500, (c)
C =10andn = 1000, (d) C = 25andn = 200, (e) C = 25andn = 500, (f) C = 25andn = 1000, (g)
C =40andn = 200, (h) C = 40and n = 500, and (i) C = 40and n = 1000.

With respect to the sample size, the greatest differences occur with n = 200. It is interest-
ing to note that the most important choices are y = 1.5 and equidistant knots, because
they give rise to estimators with a very good performance regardless of the choice of other
parameters, which is not so decisive. On the other hand, the worst combinations of param-
eters arise in general for values of y = 1.0 and the number of knots using Ruppert’s default,
usually proposed in the literature for uncensored data, independently of the choice of the
rest of the parameters.
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Figure 17. AMSE as a function of the different options for the sinusoidal function with two cycles. (a)
ckmPS vs ckmGAM, (b) y = 1vsy = 1.5, (c) w' vs w?, (d) K. vs Krp, and (d) Leg VS L.
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Figure 18. AMSE as a function of the different options for the sinusoidal function with three cycles. (a)
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These results are robust to differences in the variability or distribution of the error term.
We conduct additional simulations with a greater variance of the random disturbance and
consider nonnormal, asymmetric error distributions such as the Weibull distribution. The
new results obtained (not shown) confirm the good performance of the proposed frame-
work and are consistent with those presented in this section. If the variance is increased (by
lowering the signal-to-noise ratio by 50%) the previous results are maintained. The most
remarkable thing is that this increases the importance of the choice of parameters, as the
differences between the performance of the estimators increase, even with small censoring.
In addition, the number of combinations that give rise to a good estimator decreases, so the
right choice of parameters becomes even more important. If the distribution of the error is
changed from Normal to Weibull the general results are maintained, but exponent two for
Kaplan-Meier weights in the GCV . sometimes appears among the best options, especially
with low censoring percentages.

5. Empirical application: Mayo Clinic primary biliary cirrhosis data

The Mayo Clinic Primary Biliary Cirrhosis dataset contains information from 418 Mayo
Clinic patients with primary biliary cholangitis (PBC), previously called primary biliary
cirrhosis, an autoimmune disease of the liver. The first 312 cases in the dataset participated
in a Mayo Clinic trial in PBC conducted between 1974 and 1984. The additional cases are
from an independent set of 106 Mayo Clinic primary biliary cholangitis patients who were
eligible for the trial but declined to participate. This dataset has been previously used, for
example, in Dickson et al. [25], Therneau and Grambsch [26] and Fleming and Harrington
[27], in censored regression models. The dataset provides information about the observed
survival time from the date of registration in the trial, albumin values (a low albumin level,
a protein made by the liver, can be a sign of advanced liver disease) amid other explanatory
variables, and an indicator of patient status (dead or alive) in July 1986. The dataset can be
downloaded from the R package survival [28,29].

The studies by Therneau and Grambsch [26] and Fleming and Harrington [27] deal
with the relationship between the albumin covariate and the survival response variable.
They conclude that the relationship between patient survival (T) and albumin is likely to be
nonlinear. One option would be a quadratic relationship between the logarithm of survival
and albumin:

log(T) = B + B2 Albumin + B3 Albumin? + ¢ (10)

Assuming that the above parametric specification is correct, two methodologies known
and proposed in the literature on survival analysis can be used to fit the model (10). These
estimators can be used as a benchmark to evaluate the performance of the censored P-spline
method proposed. The first and more restrictive approach is the parametric Accelerated
Failure Time (AFT) methodology [30], based on the restricted assumption of knowing
the probability distribution of the response variable, that estimates the B coeflicients of
the model using the maximum likelihood estimator. Thus, considering an AFT lognormal
model, we estimate the B coefficients assuming a normal probability distribution. This can
be considered as a censored parametric method of estimation. The second methodology,
proposed by Stute [22], is less restrictive in that it does not need the assumption of the
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Figure 19. Estimated function using ckmPS estimator for the quadratic function: GVC, with y = 1.5
and W,] & K. equally spaced knots.

probability distribution of the response variable, but it also trusts the functional form pre-
sented in equation (10). That is, it needs to know the form of the relationship between
the response variable and the covariate. This can be classed as a censored semiparametric
method of estimation. The latter methodology estimates coefficients using weighted least
squares via Kaplan-Meier weights [22].

The validity for the estimation results for these two approaches is based on the confi-
dence of the specified relationship (10). If this relationship is not correct both approaches
lead to wrong conclusions. As a robust solution to avoid this possibility of incorrect spec-
ification, we use our proposal of a censored P-spline method to estimate the relationship
between survival and the albumin covariate. Thus, the fitted curve is obtained from mini-
mizing Equation (2) with cubic B-splines and a penalty term of order two. This approach
is more flexible than those mentioned above, as it does not assume any functional form
for the true relationship. It can be considered as a censored nonparametric method of esti-
mation. We estimate the relationship with the choice of parameters that generates the best
estimate in the simulations, i.e. that of y = 1.5, exponent 1 in the Kaplan-Meier weights of
the GCV, and K, equidistant knots.

Figure 19 shows the estimations of these three approaches with the scatterplot of
observed log survival time versus albumin. Patients indicated by ) are dead and those
indicated by X are alive in July 1986; that is, the dead patients have uncensored survival
times and the live patients have censored survival times.

In conclusion, the AFT methodology and Stute’s proposals can be applied only when
the functional form of the effect of the covariate X on the response variable is known
exactly. In this application, it seems that the relationship between log survival and albumin
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is quadratic, so both these methodologies perform reasonably well. However, the non-
parametric censored P-spline approach adequately estimates the quadratic relationship,
obtaining very similar results to the previous ones. Nevertheless, it must be mentioned
that if the functional form or the probability distribution are wrongly chosen, these two
methods lead to a serious problem of incorrect specification of the model and therefore to
incorrect conclusions. An important advantage of our approach is that it does not need to
assume any functional form and therefore it avoids this problem. We also apply the ckmPS
estimator with different parameter choices of y, exponent of w; and number and location
of knots (not shown). There are no major differences in the estimation when varying the
number and location of knots, but a value of y equal to one and/or an exponent equal to
two in the Kaplan-Meier weights of the GCV, produces estimates that are too wiggly, in
line with what would be expected from the results of the simulations.

6. Conclusions

In this paper, we present some guidelines to be taken into account when applying a non-
parametric analysis methodology for the case of censored data, specifically the proposal of
Orbe and Virto [13], which adapts P-splines using Kaplan-Meier weights to the censored
case. For the application of this methodology, it is necessary, as in the uncensored case, to
choose a smoothing parameter and the number and location of the knots. To the best of our
knowledge this topic has only been previously studied in the literature in Aydin and Yilmaz
[15] but under a different methodological approach than this paper (using synthetic data).
We propose different alternatives here for choosing the optimal level of smoothing and the
location and number of knots in the presence of censored data. Using a large simulation
study that considers functional relationships of various degrees of complexity between the
censored response variable and a regressor, we analyse the performance of the different
proposals in situations with differences in the information available, where varied sample
sizes and levels of censorship are combined.

To choose the optimal level of smoothing, which is essential to obtain a good fit,
it is usual in practice in the context of uncensored data to use the generalized cross-
validation criterion or the modification proposed by Kim and Gu [19] to avoid overfitting.
In Section 3, we report that a direct application of these criteria to the censored case leads
to highly biased estimates. To correct this problem, we adapt the previous criteria using
Kaplan-Meier weights to take into account the effect of censorship, both in the denomina-
tor of the formula, using the H, projection matrix, and in the numerator, which is directly
weighted using Kaplan—-Meier weights. In addition to the above proposal, in the simula-
tions an alternative criterion using square Kaplan-Meier weights is considered. From the
analysis, we conclude that in regard to choosing the exponent of the Kaplan-Meier weights
to correct the GCV, if the level of censoring is low both exponents perform similarly, but
with high censorship exponent 1 (w;) clearly performs better than exponent 2 (w?). In addi-
tion, the proposed criterion (GCV,) presents different versions according to the values of
y. In the simulation study, the possible values of this parameter that we use are those usu-
ally found in the literature; a value of 1 (as in the case of the ordinary GCV) or a value of
1.5. We conclude that a y with a value of 1.5 is better in almost all situations since it avoids
overfitting. This result is similar to that found in the literature for the uncensored case
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[19,23]. Furthermore, the improvement obtained by using the value of y = 1.5 becomes
greater as the level of censorship increases.

With regard to the choice of number and location of knots, on the one hand we study
the usual proposals in the literature for the uncensored case, i.e. equally spaced knots and
a number of knots calculated by applying the formula presented in Ruppert [8]. On the
other hand, we also analyse the performance of two new proposals adapted to the case of
censored data. For the number of knots, we modify Ruppert’s formula to take into account
the percentage of censored observations (K., equation 9). From the results of the simula-
tions, we conclude that the number of knots chosen with the K, expression always performs
better than that obtained using Ruppert’s proposal. With a low level of censorship the dif-
ference is small, but as the censorship level increases our proposal clearly performs better
than Ruppert’s. For knot location, we analyse not just equally spaced knots but also nonuni-
form knot vectors with knots spaced as a function of the Kaplan-Meier weights (L,). In
general, equally spaced knots perform better.

One of the main conclusions that we obtain from the simulation analysis is that the
adaptation of the GCV criterion proposed for the censored case, GCV ., chooses smooth-
ing parameters that lead to good estimates in the different scenarios for each example
analysed. In general, GCV, obtains the best results when its numerator is weighted with
the Kaplan-Meier weights and with a y value of 1.5. If K, equally spaced knots are used,
where K, is the number of knots resulting from our proposal, the combination of param-
eters obtained generally produces the best results. When the level of censorship is small,
there are no major differences in the estimates with different combinations of parameters.
When the level of censorship increases these differences become much larger, so choosing
the right parameters becomes even more important.

These results do not depend on what estimation method is used in the simulations. In
general, the two estimation methods that we use, censored P-splines (ckmPS) and corrected
GAMs (ckmGAM), perform similarly, with very good results for the proposed combi-
nation of parameters. As expected, the larger the sample size and the lower the level of
censorship, the more precise the estimates are. Finally, the results are robust to the dif-
ferences in the variability or distribution of the error term. The application to real data
serves to illustrate the potential advantages of its use when the true functional form of the
relationship is not known.
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Abstract

In this article we consider an extension of the penalized splines approach in the context
of censored semiparametric modelling using Kaplan-Meier weights to take into account
the effect of censorship. We proposed an estimation method and develop statistical in-
ferences in the model. Using various simulation studies we show that the performance
of the method is quite satisfactory. A real data set is used to illustrate that the proposed
method is comparable to parametric approaches when assuming a probability distribu-
tion of the response variable and/or the functional form. However, our proposal does not
need these assumptions since it avoids model specification problems.

MSC: 62N02.

Keywords: Censored data, Kaplan-Meier weights, P-splines, semiparametric models, survival
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1. Introduction

In this paper we present a proposal for estimating regression models where the variable
to be explained is censored. That is, our research context is a scenario where the values
of the explanatory variables are fully known but some observations of the variable to
be explained are not known because there is censored data. This problem is very com-
mon in survival or duration analyses, where the sample individuals analysed are tracked
over time until the specific event studied occurs (death, failure, breakdown, etc) or the
study ends. In practice, there are various types of censoring, but the most common is
right censoring. There is an a large body of literature on censored data, much of which
can be grouped into two main approaches: one comprising models that directly specify
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the effect of the explanatory variables on the variable to be explained (the most widely
used of which are those known as Accelerated Failure Times (AFT) see for example
Kalbfleisch and Prentice, 2002) and the other comprising hazard models, the best known
and most widely applied of which is Proportional Hazard (PH), proposed by Cox (1972).
In the former a regression model is specified between the logarithmic transformation of
the variable to be explained and the explanatory variables. The latter specifies a rela-
tionship between the hazard function of the variable to be explained and the explanatory
variables.

PH models have the advantage that the effects of the explanatory variables can be
estimated without having to assume a probability distribution for the variable to be ex-
plained which is usually unknown. However they also have the drawback that the as-
sumption of proportional hazard functions must be imposed. Another drawback of the
hazard functions approach is that the effect of the explanatory variables on the variable
to be explained is hard to interpret: the results obtained from Cox model fits are harder to
explain to non-statisticians and provide less information than AFT-type models, which
are more attractive because they can be interpreted simply and straightforwardly (Wei,
1992; Reid, 1994; Stare, Heinzl and Harrel, 2000; Swindell, 2009). Therefore, in terms
of interpretability of results the linear regression model is an attractive alternative to
models for hazard functions or hazard ratios. However, its main disadvantage is that the
usual estimation procedure for AFT-type models requires a probability distribution to be
assumed.

The proposal presented here seeks to make the modelling of this type of data more
flexible without imposing restrictions or assumptions that may prove restrictive or false
in practice. We also propose an approach for making inferences in this flexible model.
Our proposal can be classed as an AFT type model. Several papers using this particular
approach can be found in the literature which enable the regression model to be estimated
with no need to choose a specific probability distribution. They consider various least
squares approaches, and include the papers by Koul, Susarla and Van-Ryzin (1981) and
Leurgans (1987), who propose transforming the censored variable, and those by Miller
(1976), Buckley and James (1979) and Stute (1993), which present proposals with a
similar approach but without transforming the variable to be explained. There is also the
rank-based estimation methods approach (see for example Tsiatis, 1990; Lai and Ying,
1992; Jin et al., 2003).

These proposals represent considerable progress in the specification of the model,
avoiding the biases derived from wrong choices of probability distribution. But it is
possible to go even further in making these methodologies more flexible, since all these
proposals consider a known parametric relationship to specify the effect of the explana-
tory variables on the variable to be explained. In practice, it is quite common for the
functional relationship between regressor variables and outcome not to be known. One
way of avoiding errors likely to lead to biased conclusions in specifying these effects
is not to impose a specific parametric functional relationship between the variable to
be explained and the explanatory variable, but to assume only that that relationship is a
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smooth function, i.e. to consider a nonparametric estimation of that specific effect. The
estimation of nonparametric functional relationships involving non-censored data has
been widely studied and various proposals have been presented in the literature. They
can be grouped into two different approaches: methods based on kernel smoothers (Sil-
verman, 1986; Hirdle, 1990) and methods based on spline smoothers (Eubank, 1988;
Wahba, 1990; Green and Silverman, 1994, Eilers and Marx, 1996; Wood, 2017).

Applying these nonparametric estimation techniques is not straightforward in the
case of censored data, so the earlier studies must be adapted to take into account the ef-
fect of censoring in the estimation process. Our proposal falls under the spline smoothers
approach in the specific context of semiparametric regression models with censored data.
This semiparametric regression model has already been studied and discussed in regard
to samples without censored observations. It was initially analysed by Heckman (1986)
and Rice (1986) using an approach with spline smoothers and by Speckman (1988) us-
ing an approach with kernel smoothers. Several authors have investigated inference in
the semiparametric regression model when the response variable is subject to right cen-
soring. Orbe, Ferreira and Nufiez Antén (2003) use an approach based on smoothing
splines while Zou, Zhang and Qin (2011) and Chen et al. (2015) use penalized splines
and monotone B-splines, respectively. Aydin and Yilmaz (2018) apply the ideas pro-
posed by Koul et al. (1981) in the context of a partial linear regression model and De Ufa
Alvarez and Roca Pardifias (2009) consider the use of kernel smoothers in an additive
censored regression model.

A previous paper by Orbe and Virto (2018) proposes an extension of the P-splines
method of Eilers and Marx (1996), which has become very popular in applications and
in theoretical work and is an active area of research (Eilers, Marx and Durban, 2015),
to handle censored responses using Kaplan-Meier weights (Kaplan and Meier, 1958).
But the proposal by Orbe and Virto provides no tools to allow statistical inferences to be
made, and considers the case of a unique covariate. It is therefore of limited use in prac-
tice, where the response variable usually depends on a large set of explanatory variables
and it is of interest to draw inferences. Here we propose an extension of that previous
paper that enables the technique to be applied to more general problems where the effect
of other covariates is incorporated parametrically (parametric component) in addition to
the nonparametric component for modelling effects where the functional relationship is
not known, that is, a semiparametric regression model. Such extension is a well-studied
problem for case of uncensored data (see, for example, Heckman, 1986; Schimek, 2000;
Holland, 2017). We also develop variance estimators for both the parametric and non-
parametric components and provide the tools needed to develop statistical inferences in
this general framework and study performance by calculating coverage probabilities of
the confidence intervals for the true values of interest in several simulation studies.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 shows how to extend the
P-splines method when the sample has censored observations and proposes a censored
data version of penalized splines. Section 3 examines the methodology proposed using
simulation studies. Section 4 presents an application of the method to a real data set and
Section 5 concludes.
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2. Methodology

The existence of censored observations is very common in survival analysis or duration
analysis, where the aim is to analyse a variable that measures the duration of an event or
state or the time that elapses until a specific event occurs. In other words, we consider
a model that allows us to analyse the effect of certain explanatory variables on a vari-
able to be explained 7', the duration variable or usually its logarithmic transformation,
where some of its observations are censored. Furthermore, we separate the effects of
the explanatory variables of the model into two components: a component captures the
relationship between some explanatory variables (X) and the response variable assuming
a specific parametric functional form (parametric component) and the other component
captures the effects of other explanatory variables (Z) whose functional form is unknown
(nonparametric component) and which we leave unspecified, without assuming a partic-
ular parametric relationship. Therefore, we are considering a semiparametric regression
model but in a context where the variable to be explained in the model is right-censored:

=X a+f(Z)+e& i=1,...n (1)

where we assume that the values of the variable T: #1,...,t, are independent and gener-
ated with an unknown probability distribution function F. That is, we are not assuming
any probability distribution for the error term. In addition some observations of that vari-
able T are not known due to the problem known as right censoring. Therefore, what we
actually observe in the sample is the variable y; = min(#;, ¢;), where the values cy, ..., ¢,
are the values of the censoring variable C. For the censoring mechanism it will be as-
sume: a) the lifetimes and the censoring times are independent and, b) given the lifetime,
the covariates do not provide any further information as to whether censoring will take
place or not, i.e., P[T <C|X,Z,T| = P[T <C|T] (see Stute, 1993, 1999, for a discussion
of these assumptions).

We use the indicator &; = I(f; < ¢;) to show whether in particular the value #; is
observed, ie., it is not censored. In addition, X; is the (p x 1) vector that collects the
values of the p explanatory variables of the parametric component for the i-th individual,
o is the (p x 1) coefficients vector of the model associated with those regressor variables,
f(Z) represents the nonparametric component of the model, which captures the unknown
functional form of the effect of the regressor variable Z and € is the error term satisfying
E(€|X,Z) =0 and Var(e|X,Z) = o>.

2.1. Estimation method

Our proposal is based on the nonparametric estimation approach proposed by Eilers
and Marx (1996) together with the idea of using Kaplan-Meier weights, proposed by
Stute (1993), to control the effect of censoring in the estimation of the model. Thus
following this particular approach, if we want to estimate the nonparametric component
of the model without assuming a particular functional form f(-) to the unknown effect
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of the regressor variable Z, we will use an approximation that rewrites or represents
that effect by using a set of ¢ B-splines type basis functions: B;(z),...,B,(z) (see, for
example, Dierckx, 1993; De Boor, 2001). Thus we rewrite the unknown function as
f(2) =X, 7B;(2).

In order to solve the problem of choosing the number of the knots of the bases,
we use the proposal of Eilers and Marx (1996) which introduces a penalty term in the
estimation process of the model. This penalty term is based on the idea of previous
works by O’Sullivan (1986, 1988) that propose to use a penalty term that measures the
smoothness of the function through the integrated squared second derivative of the fitted
function. Eilers and Marx (1996) in their proposal of the P-splines methodology suggest
using, with the same idea, a different penalty term, which generalizes and simplifies the
previous proposal, introducing a penalty but on the difference of the y; coefficients of
the adjacent B-splines.

In order to account for the effect of censoring we follow the ideas of Orbe and Virto
(2018) who extend the possibility of applying the P-spline methodology to the context
of samples with censored observations in a simple model. Thus, to estimate the model
(1) we propose to minimize the following expression:

2
n q q
Y wi |vo) —xpo— Y Bz | A Y (A'y)? 2
=1 j=1 Jj=k+1
where y(1),...,y(,) are the ordered values of the observed variable y; = min(t;, ¢;), xh is

the (1 x p) vector with the values of the regressors of the parametric component for the
individual corresponding to the ordered observation y(;), wy; is the Kaplan-Meier weight
associated with that observation y(; and this weight is calculated using the estimator
(F,) (Kaplan and Meier, 1958) of the probability distribution function F of the variable
to be explained T

i

A A 5, n—j 1%
wii) = Fa(y(i)) = Fa (V1)) = n—z[']+1 H { } v
J

—1
1 n—j+1

without the need to assume a probability distribution for the error term, therefore a flex-
ible methodology is used regarding to parametric assumption of the error. Furthermore
Ay; denotes the difference between the coefficients of adjacent B-splines (y; — ¥;—1) and
AF ¥; indicates that this difference is of order k. This difference measures the smoothness
of the function f(z), the larger the difference between the coefficients of adjacent B-
splines the less smooth the function. Finally the parameter A is the smoothing parameter
that controls the degree of the smoothness of the estimated function in the estimation
process.
The expression to minimize (2) can be rewritten in matrix form as follows:

(Y —Xa—By)'W(Y —Xa—By)+ Ay DDyy 4)
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where X is the (n x p) design matrix for the variables of the parametric component.
Y is the vector of the observed variable to be explained. B is a (n X ¢) matrix where
Bij = Bj(z;)). W is a (n x n) diagonal matrix with Kaplan-Meier weights. Dy is the
matrix used to rewrite the A¥ term in matrix form.

2.2. Algorithm

The optimization process of the expression (4) leads to the following equations:

(X'WX) o =X"W(Y —By) (5)
(BWB+ADDy)y=B"W(Y —Xa) (6)

In practice, the estimations of & and 7y can be obtained by means of an iterative process
or backfitting algorithm that iteratively solves each set of equations (5) and (6) until the
convergence of the estimators is reached. We describe the algorithm process as follows:

 Step 1. In equation (6) give initial value of &(0) = 0 and estimate Y by
Vo) = [BWB+ADD] " B'WY.

* Step 2. Substitute y by ?(0) in equation (5) and estimate o by
any = [X'WX]"' X'W(Y —BY) = [X'WX] ' X"W(I - H,)Y
where H, = B (B'"WB+ ADDy) “'BTW is the smoothing matrix for the censored
case obtained from equation (6).

 Step 3. Substitute o by 66(1) in equation (6) and estimate y by
Ty = [BTWB+ADD] BW(Y — X3)).

 Step 4. Iterate step 2 and step 3 until convergence is achieved.

The algorithm is considered to have converged when the difference between the
GCV, (see equation 8) of two successive iterations is less than a really small threshold:
|GCV,(new) — GCV,(old)| < 0.00001 - GCV,(new).

2.3. Choice of smoothing parameter and knots

It should be noted that in this iterative process we need to make a number of choices,
such as the number of knots (K,) and the choice of the smoothing parameter A, in order
to estimate the components of the model. The use of a penalty term in the optimization
criterion makes the determination of the number of knots not a crucial decision as long as
a sufficient number of knots is chosen. To choose this number of knots in samples with
censored data we propose the following automatic choice criterion that takes into account
the sample information available due to the existence of censored data by multiplying
by one minus the proportion of censored observations:

K, = round (min (%,40> (1 PC)) )
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where m is the number of distinct values of the Z variable of the nonparametric compo-
nent and PC represents the level of censoring, measured as a percentage, existing in the
analysed sample. The expression (7) is a modification to the one proposed for the choice
of the number of knots in Ruppert (2002) that we propose for application in contexts
with censored data.

The choice of the smoothing parameter is a more relevant choice. To choose an
optimal smoothing level we propose to use the following version of the generalized
cross validation (GCV) criterion adapted for application in contexts with censored data:

_ v il — )’

0= X fa gl ®

where ¢ is a parameter that tries to correct for the overfitting problem that occurs when

using the ordinary GCV criterion. Wood (2017) proposes to use what he refers to as the

double cross validation and suggests using a value of ¢ = 1.5. This value is justified in

different ways in the literature, see for example Kim and Gu (2004) for the uncensored

case and Orbe and Virto (2021) for the censored case. The performance of proposal (8)

has been analysed using a simulation study and, as in the uncensored case, the choice of

¢ = 1.5 is better in almost all situations than ¢ = 1, with the difference increasing as the
censoring increases.

2.4. Variances estimation

In this section we develop the necessary tools to perform statistical inferences for the
parametric and nonparametric components.

In order to determine the variance of the parametric component, we first solve equa-
tion (6) getting y = (B'WB+ADLD;) ' B'W(Y — Xa). Therefore, substituting By =
H.(Y — X ) in equation (5) we get (X' WX)a =X"W[Y —H.(Y —Xa)]. Solving for o
we obtain & = [X"W (I — H.)X]”' X"W (I — H,)Y. Accordingly, the variance-covariance
matrix of this estimator can be expressed as:

Var(d) = 67 { (XTW(I—HC)X)’IXTW(I—Hc)(I—Hc)fWX
((XTW(I—HC)X)‘I)’} 9)

In a similar way, we solve equation (5) getting & = (X"WX) ™' X"W (Y — BY). Plug-
ging X=X (X'WX) ™' X"W(Y —By) = H,(Y — By), where H, = X (X"WX) ™' X"W, in
equation (6) we get (B'WB+AD;Dy)y=B'W [Y — H,(Y — By)]. Solving for y we get
Y= [B'"W(I—H,)B+ AD;Dy] - B'W(I —H,)Y. Accordingly, the variance-covariance
matrix of this estimator can be expressed as:

1

Var(y) = 62 { [B'W(I—H,)B+ADD] BW(I—H,)(I—H,)WB

([BTW(I—HP)BHLD;Dk]')[} (10)
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In order to calculate these estimated variances we need to estimate the 2 parameter.
We propose the estimator given by the following expression:

52— Y i (v — i)
n—tr(H.)—p

3. Simulation study

In this section the performance of the proposed methodology is studied using a simula-
tion study. In order to do that we consider the next semiparametric model:

T = oau X1+ Xoi + f(Zi) + & (11)

where for the parametric component of the model: the variable X; is generated from a
uniform distribution U(0,2), X, from a uniform distribution U(—1,3), being o; = —1
and ap = 1 the values of the coefficients. For the nonparametric component, we consider
three different cases for the relationship f(-) between T and a relevant covariate Z, see
Table 1 for the chosen functional forms and the probability distribution of the variable Z.
For the distribution of the error term (&) has been used the normal distribution N (0, 6?),
where the value of ¢2 parameter has been chosen to obtain a similar signal/noise (SN)
ratio in each example (see Table 1). In order to study the effect of censoring, we consider
a censoring variable C generated independently from a uniform distribution U(1,5).
The value of parameter b changes to consider three different levels of censored data:
10%, 25% and 40%. Therefore, we observe (y1,X11,%21,21,01), - -, (VnsX1n,X2n,2n,On) @
sample of size n, where y; = min(t;,c;) is the observed survival time, i.e., the minimum
between the survival time #; and the censoring value ¢;. In addition, it is known through
the indicator variable &; = I(; < ¢;) which observations are not censored. We use three
sample sizes: n = 200, n = 500 and n = 1000. For each of the nine scenarios, three
sample sizes for three levels of censorship, we consider 1000 Monte Carlo replications.

Table 1. Three Case Studies.

Name Zi f(z) c6?  SNratio

Case (i):

Quadratic | z ~ U[0,4] 244z -7 0.40 3.5
Case (ii):

Sinusoidal | z; ~ UJ0,10] 2+ exp{sin(z;)} 0.20 33
Case (iii): .

Logit i~ U[0,1 2 0.06 3.3

o8l . [0.1] A +exp{—20(z; —0.5)}

For each of the 27 cases analysed in this simulation study we have estimated model
(11) following the estimation proposal presented in the previous section, the censored P-
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spline estimator (CPS), where the choice of the smoothing parameter A and the number
of knots of B-splines have been chosen using formulas (8) and (7), respectively.

Tables 2, 3 and 4 present a general summary of the results obtained for each combi-
nation of censoring level and sample size in each of the three cases of functional forms
studied for model (11). That is, Table 2 summarizes the estimation of case (i), where
f(z) is a quadratic function. The first two rows of Table 2 present the estimated Mean
Square Error (MSE) of each coefficient (o) and o) of the parametric component:

1000

j=1

(,—0,,) p=1,2

and the third row the Averaged Mean Square Error (AMSE) of the nonparametric com-

ponent:
AMSE — 1°°°< ?_1<f<zi>—fj(z,~>)2>

1000 =~ n
=

Rows four to six of Table 2 present the empirical bias and rows seven to nine the
coverage probabilities of the 95% confidence intervals based on the resampling.

Tables 3 and 4 present the same information for the estimates of case (ii) and (iii),
where f(z) is a sinusoidal function and a logit function, respectively. Tables 2 to 4 show
the good performance of the proposed method in terms of MSE and AMSE, empirical
bias and coverage probabilities.

Furthermore, if we focus on the estimation of each component of model (11), we
have that for case (i), quadratic function: Figure 1(a) presents the MSE estimates for the
nonparametric component using different censoring levels and sample sizes, where, as
can be seen, the estimates of the nonparametric component improve as the sample size
increases and the level of censoring in the sample decreases. Figures 1(b) and (c) show
the estimates of the coefficients of the parametric component (¢; and o;), where it can
be seen that the coefficient estimates are good and that their accuracy also improves as
the sample size increases and the level of censoring in the sample decreases. In addition,
Figure 1(d) presents the mean value of the estimates of the quadratic form function
compared to the true functional form to be estimated. As can be seen, the proposal we
made works very well reflecting the true functional form of f(-). In this Figure 1(d), we
can also verify the good performance of the asymptotic confidence intervals generated
with the estimates of the variances proposed in the previous section. As can be seen, for a
confidence level of 95%, the proposed mean confidence interval (blue lines) is consistent
with the corresponding 95th percentile interval of the simulations (green lines). Finally,
the coverage probabilities of the confidence intervals presented in Table 2 show that the
actual coverage probability is quite close to the nominal coverage probability.

Similar results, where the good performance of our proposals can be appreciated, are
obtained for case (ii), sinusoidal function, see Figures 2(a)-(d), and for case (iii), logit
function, see Figures 3(a)-(d).

As suggested by the referees, we conduct additional simulations considering a nor-
mal distribution for the censoring variable and also additional simulations considering
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non-normal error distributions such as the Weibull distribution. The new results obtained
(not shown) confirm the good performance of the proposed method and are consistent
with those presented in this section.

Censored %

a
o

)

Censored %

Table 2. Results of simulation study for the quadratic function.

n =200 n =500 n = 1000
10% 25% 40% 10% 25% 40% 10% 25% 40%
MSE (&; and &) and AMSE (f) x103
3.090 3.741 5.965 1.324 1.440  2370| 0521 0.656  0.992
0.722  0.906 1.581 0275 0302 0.541 0.121 0.181 0.259
9.783 12.170 21.109| 4.126  5.056  8.730| 2.105 2.580  4.424
Empirical Bias
-0.00149 0.00099 0.01130|-0.00319 -0.00290 0.00042| 0.00214 0.00354 0.00575
0.00289 0.00206 -0.00257| 0.00049 0.00039 -0.00335| 0.00036 -0.00036 -0.00195
-0.00033 -0.00148 -0.01630| 0.00239 0.00272 0.00067{-0.00232 -0.00253 -0.00575
Coverage probabilities of the 95% confidence intervals
0938 0955 0947 0928 0950 0.947| 0946 0946  0.948
0945 0946 0934 0941 0960 0.943| 0960 0926  0.957
0938 0941 0.923] 0939 0939 0.925| 0946 0936  0.933
Table 3. Results of simulation study for the sinusoidal function.
n =200 n =500 n = 1000
10% 25% 40% 10% 25% 40% 10% 25% 40%
MSE (&; and &) and AMSE (f) x10°
0.806 1.060 1.521 0285 0362 0560 0.136  0.154  0.233
0.189 0266 0376 0.062 0.087 0.132] 0.035 0.044 0.064
4.088 5205 7970 1702 2.023  3.072| 0.870 1.047 1.545
Empirical Bias
-0.00543 -0.00202 0.00083| 0.00085 0.00098 0.00209| 0.00060 0.00016 0.00148
-0.00060 -0.00073 -0.00145| 0.00051 0.00058 -0.00093|-0.00016 -0.00017 -0.00136
0.00674 0.00311 -0.00152{-0.00116 -0.00167 -0.00324|-0.00021 0.00010 -0.00077
Coverage probabilities of the 95% confidence intervals
0944 0936  0.925 0956 0955 0944 0948 0956  0.940
0949 0930 0938 0952 0938 0.944| 0944 0943  0.962
0930 0927 0918 0932 0.941 0932 0942 0938 0941
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Figure 1. Results of simulation study for the quadratic function. (a) Mean square errors for the
nonparametric part using different censoring levels and sample sizes. (b) &,. (c) 0. (d) Mean

value of the estimates of the quadratic form function compared to the true functional form to be

estimated.



106 Penalized spline smoothing using Kaplan-Meier weights in semiparametric...

=z

n=200 n=500 n=1000
S ° 3 | 3
3 : g foo e
° 0.010 0.005 R
2 2 L owe . 9 H
g g oo . g oo i
| G i
S | 1

Estimated MSE

Estimated MSE
0.02
H

Estimated MSE
0.02

.
) i
o H i
3 i J
s — _
| : o —
s | i s | : < | e —
° — © i - © —
—— i _ i
° i o o i i
gl T — — g ] == — — s | — —
° T T T °© T T T °© T T T
10% 25% 40% 10% 25% 40% 10% 25% 40%
Censoring level Censoring level Censoring level
(b) n=200 n=500 n=1000
8 T 8 | 8 |
2 | 3 3
) s ? >
g g ; i 4 g .
o 7 <o 7 —4— o 3
> > —— ; , \
A8 A 8 —— A 8 r 1 1L ]
O - O - L 1 I T Oy T T T T
8 ] 0 T — —
e 4 < - <
5 T : B - T
2 . i 2 2
T . — T T
10% 25% 40% 10% 25% 40% 10% 25% 40%
Censoring level Censoring level Censoring level
(C) n=200 n=500 n=1000
© B © ©
E s £
=+ * < <
. . — - 3 5
- —_— - H H -
. - . .
8 8 —a —— 8 4 . N i
by g 11 by g b g
Op 8 Op 8 | T ] [ ] [ ] Op 8 4 ¢ 1+ i )
2 2  S——— 2  E—
] E— 3 2 — —_
S 21 P 37 R —
gl — 8 ' s
° 8 — s e
. I e 3
(=] ° =3 oS
10% 25% 40% 10% 25% 40% 10% 25% 40%
Censoring level Censoring level Censoring level
(d) C=25% and n=200 C=25% and n=500 C=25% and n=1000
T oo setmted ncion GPS T e et uncion GPS e esmaed ncion OPS
o 95% pointwise Cl. o | 95% pointwise Cl. o 95% pointwise Cl.
w0 —— Mean Cls 0 —— Mean Cls w —— MeanCls
J s s
w»
o a7 o
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X X

Figure 2. Results of simulation study for the sinusoidal function. (a) Mean square errors for the
nonparametric part using different censoring levels and sample sizes. (b) &,. (c) 0. (d) Mean
value of the estimates of the sinusoidal form function compared to the true functional form to be
estimated.
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Table 4. Results of simulation study for the logit function.
n =200 n =500 n = 1000

Censored % 10% 25% 40% 10% 25% 40% 10% 25% 40%

MSE (& and &) and AMSE (f) x10°

o 0.072  0.098 0.172| 0.024  0.036  0.064| 0.011 0.016  0.027

) 0.017  0.025 0.046] 0.006 0.008 0.019| 0.003 0.004 0.009

f 0309 0397 0.710] 0.128 0.164  0.311 0.065 0.085  0.169
Empirical Bias

oy 0.00012 0.00029 0.00101| 0.00042 0.00061 0.00035|-0.00029 -0.00022 -0.00011

) 0.00026 0.00015 -0.00008|-0.00015 -0.00026 -0.00002|-0.00002 -0.00003 -0.00014

f -0.00037 -0.00038 -0.00098 |-0.00022 -0.00029 -0.00040| 0.00035 0.00020 0.00014

Coverage probabilities of the 95% confidence intervals

o 0944 0955 0.933 0953 0944 0941 0946  0.941 0.948
) 0950 0930 0924] 0939 0947  0.938 0957 0938  0.956
f 0944 0939 0916] 0943 0938 0930, 0949 0.941 0.938

4. Empirical application: PBC data

The Mayo Clinic Primary Biliary Cirrhosis dataset contains information from 418 Mayo
Clinic patients with primary biliary cholangitis (PBC), previously called primary biliary
cirrhosis, an autoimmune disease of the liver. The first 312 cases in the dataset partici-
pated in a Mayo Clinic trial in PBC conducted between 1974 and 1984 comparing the
drug D-penicillamine (treatment) with a placebo. The dataset provides information about
the observed survival time from the date of registration in the trial and a large number
of clinical, biochemical, serologic and histologic variables such as patient’s age at first
diagnosis, severity of edema (0 no edema, 0.5 moderate and 1 for severe edema), blood
values related to liver function such as bilirubin, albumin, alkaline phosphotase and pro-
thrombin time amid other explanatory variables, and an indicator of patient status (dead
or alive) in July 1986. The dataset can be downloaded from the R package survival (Th-
erneau, 2021; R Core Team, 2018). The additional cases are from an independent set of
106 Mayo Clinic primary biliary cholangitis patients who were elegible for the trial but
declined to participate. This dataset has been previously used, for example, in Dickson
et al. (1989), Therneau and Grambsch (2000) and Fleming and Harrington (2005), in
censored regression models.

The studies by Therneau and Grambsch (2000) and Fleming and Harrington (2005)
deal with the relationship between the covariates and the survival response variable.
They conclude that age, edema score, bilirubin and albumin logarithms and prothrom-
bin time are the variables that best explain patient survival. In addition, these studies
analyse the need for transformations of the continuous variables in the proposed model
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Table 5. Estimate and standard deviation (SD) of estimated parameters for the Mayo Clinic
Primary Biliary Cirrhosis dataset from AFT, Stute and CPS methods.

age edema trt log(albumin)  log(bili)
AFT | -0.0246 -0.7692  -0.0627 1.4880 -0.5356
(0.0065) (0.2303) (0.1273) (0.5268) (0.0694)
Stute | -0.0166  -0.9249  -0.0950 1.6161 -0.3028
(0.0076) (0.3489) (0.1371) (0.6015) (0.0732)
CPS | -0.0168 -0.9163 -0.0991 1.6197 -0.3061
(0.0064) (0.1900) (0.1291) (0.4578) (0.0633)

concluding that the relationship between prothrombin time (protime) and patient survival
is likely to be non-linear.

In this application we incorporate the protime variable into the model in a flexible
way only assuming that prothrombin time enters in the model via some unknown smooth
function f(-):

log(T) = o + awage + azedema + autrt + aslog(albumin) + oglog(bili) + f(protime) + €
(12)

We estimated model (12) using the censored P-spline method proposed in section 2.
To evaluate the performance of the censored P-spline estimator, a quadratic relationship
between the logarithm of survival and the protime variable has been proposed as an alter-
native, i.e., f(protime) = o protime + ogprotime? in equation (12). Assuming that this
parametric specification is correct, two methodologies known and proposed in the litera-
ture on survival analysis can be used to fit the model (12). These estimators can be used
as a benchmark to evaluate the performance of the censored P-spline method proposed.
The first and more restrictive approach is the parametric Accelerated Failure Time (AFT)
methodology (Kalbfleisch and Prentice, 2002), based on the restricted assumptions of
knowing the probability distribution of the response variable and the functional form re-
lating the protime variable and patient survival, that estimates the o coefficients of the
model using the maximum likelihood estimator. Thus, considering an AFT lognormal
model, we estimate the o coefficients assuming a normal probability distribution. The
second methodology, proposed by Stute (1993), is less restrictive in that it does not need
the assumption of the probability distribution of the response variable, but it also trusts
the quadratic functional form. That is, it needs to know the form of the relationship be-
tween the response variable and the covariate. This methodology estimates coefficients
using weighted least squares via Kaplan-Meier weights (Stute, 1993).

Table 5 presents the estimates of the parametric components of the model (12) using
these three methods. It can be seen that all three methods generate similar estimates and
result in a biologically reasonable model estimate. As previously reported in the liter-
ature, all three methods agree that treatment with the drug D-penicillamine (treatment)
has no significant effect on patient survival.
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Figure 4. Estimated relationship using three methodologies: AFT lognormal, Stute’s approach
and CPS estimator

Figure 4 shows the estimates of the unknown function f(protime) for the three ap-
proaches with the scatterplot of observed log survival time versus prothrombin time.
Patients indicated by () are dead and those indicated by X are alive in July 1986; that
is, the dead patients have uncensored survival times and the live patients have censored
survival times.

In conclusion, the AFT methodology and Stute‘s proposals performance depends
on the correct specification of the relationship between the duration and the protime
variable. In this application it seems that the relationship between log survival and pro-
thrombin time is quadratic, so both these methodologies perform reasonably well. Our
proposal does not need to assume a specific parametric functional form and, however, it
adequately estimates the relationship obtaining very similar results to the previous ones.
However, if the functional form had been wrongly chosen these parametric methods
would have led to a serious problem of incorrect specification and therefore to wrong
conclusions. Therefore, we can see our approach as a robust solution to misspecification
of the model.



Jesus Orbe and Jorge Virto 111

5. Discussion and conclusion

In this paper, we have proposed an estimation method in the context of censored semi-
parametric models based on the P-spline approach of Eilers and Marx (1996) using
Kaplan-Meier weights to take into account the effect of censorship. We present an exten-
sion of the estimation methodology proposed by Orbe and Virto (2018) to a context with
more than one explanatory variable, which is very useful from a practical point of view.
Furthermore, we develop the necessary tools to perform statistical inferences in this gen-
eral framework, providing, for example, confidence intervals for both the nonparametric
component and the coefficients associated with the regressors of the parametric compo-
nent. The simulation studies conducted illustrate the good performance of the estimation
method which satisfactorily estimates both the nonparametric component and the coeffi-
cients associated with the parametric part in the various examples studied. Furthermore,
the accuracy of estimates improves as the censored level reduces and the sample size
is increased. The coverage probabilities of the confidence intervals proposed have been
calculated in several simulation studies and it has been found that the actual coverage
probability is quite close to the nominal coverage probability in all the scenarios anal-
ysed.

The application to real data serves to illustrate the potential advantages of our pro-
posal which is comparable with the parametric method AFT and Stute’s approach when
the functional form chosen is correct. Otherwise, it must be mentioned that if the func-
tional form or the probability distribution are wrongly chosen this would lead to a serious
problem of incorrect specification of the model and therefore to incorrect conclusions.
The proposed method would be more flexible and robust as it does not need to impose a
specific probability distribution for the response variable, nor assume a functional form
for the relationship between the censored response variable and the covariate, which are
usually unknown in practice. Therefore, its application in samples with censored data is
particularly useful in contexts of survival or duration analysis where censored observa-
tions are common.
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