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Introduccién

1. Introduccion

El sistema nervioso puede definirse de forma simple como el conjunto de células de un
ser vivo encargado tanto de recibir y procesar informacion sensorial como de controlar la
conducta de dicho individuo a través de senales que viajan por todo el organismo.

Una de las principales areas de interés en Neurociencia es el estudio estructural del
sistema nervioso y las interacciones entre las diferentes partes que lo componen. En el afio
1873 el neuropatdélogo italiano Camillo Golgi describi6 el sistema nervioso como una tnica
red continua conocida como reticulo, punto de vista que se recogia en la teoria reticular.
Sin embargo, unos anos mas tarde, el neuroanatomista espanol Santiago Ramén y Cajal,
usando una versiéon modificada de un método de tincion desarrollada por el propio Golgi,
determiné que el sistema nervioso estaba formado en realidad por células nerviosas indi-
viduales, las neuronas, en constante comunicacion. La teoria que recoge esta descripcion
se conoce como doctrina de la neurona y supone el punto de partida de la neurociencia
moderna [1]. Las neuronas por tanto constituyen el principio fundamental de procesa-
miento de informacién en el sistema nervioso; reciben senales, las integran y generan (o
no) nuevas sefales.

Los ultimos anos del siglo XIX también fueron bien aprovechados en el mundo de la
Fisica y las Matematicas en el d&mbito de los sistemas dindmicos. Se define un sistema
dindmico como el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen la evolucién tempo-
ral del estado del sistema. En este campo, el problema de los 3 cuerpos supuso durante
generaciones un quebradero de cabeza. No fue hasta 1892 cuando el mateméatico francés
Henri Poincaré publico el texto New Methods of Celestial Mechanics donde, con argu-
mentos geométricos, se centro en resolver el problema de los 3 cuerpos desde un punto de
vista mas cualitativo, impulsando el estudio de los sistemas dindmicos [2].

La motivacién de este trabajo reside en encontrar el denominador comtn de estas dos
materias aparentemente opuestas. En concreto, se busca entender cémo modelizar ma-
teméticamente una neurona y cémo analizar su comportamiento desde una perspectiva
dindmica.

Para ello, el trabajo se divide en tres partes. Primero estudiaremos los mecanismos
electrofisiologicos y caracteristicas biofisicas de la neurona responsables de generar las
senales nerviosas, llegando asi a un modelo matematico que describird el comportamiento
de la célula. En la siguiente seccion se conforma el marco tedrico de los sistemas dindmicos,
necesario para extraer informacién de las soluciones del modelo matemético ya mencio-
nado. Por tultimo, como complemento practico a la teoria presentada, se considera un
caso de estudio en el que se examinan las consecuencias fisiolégicas de un aumento en la
concentracion extracelular de potasio en una neurona.

Para el desarrollo de este trabajo se ha tomado como principal fuente de informacién
las referencias [3], [4], [5], [6], [7] v [8].
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Electrofisiologia neuronal basica

2. Electrofisiologia neuronal basica

2.1. Aspectos anatémicos de la neurona

Las neuronas pueden clasificarse siguiendo criterios diferentes (forma, polaridad, me-
diador quimico, etc.) y cada una tendrd una serie de caracteristicas concretas. Para el
desarrollo de este trabajo partimos de una neurona prototipo, centrandonos tinicamente
en aquellas estructuras anatémicas que nos permitan entender la electrofisiologia basica
de los procesos que estudiaremos mas adelante.

Vamos a describir primero las principales partes que se distinguen en el cuerpo de la
neurona (ver Fig. 2.1):

Botones sinapticos —

Soma Ax6n

Cono axoénico

Dendpritas

Figura 2.1: Estructuras anatéomicas de una neurona multipolar del sistema nervioso cen-
tral.

- Soma. Es el cuerpo celular de la neurona. En él podemos encontrar envueltas en el
citosol! diversas estructuras celulares, orgdnulos y el propio nicleo celular que man-
tienen funcionando a la neurona. Del soma surgen varias prolongaciones, o procesos
neuronales, que recogen y envian las senales nerviosas.

- Dendritas. Son los procesos neuronales encargados principalmente de recibir estimu-
los y conducirlos al soma para poder integrarlos en la respuesta neuronal. Se caracte-
rizan por el gran niimero de receptores postsinapticos y su alto grado de ramificacion.

- Ax6n. Es un proceso neuronal, de mayor longitud y menos ramificado que las den-
dritas, que conduce los impulsos nerviosos desde el soma hasta la célula o estructura

LCitosol, citoplasma (o axoplasma) y medio intracelular, aunque con ciertos matices, son conceptos
que definen el interior celular. En concreto, el citosol es simplemente el fluido acuoso dentro de la célula,
el citoplasma (o axoplasma) incluye los orgénulos y, por tltimo, el medio intracelular abarca también
al nicleo. Los objetivos de este trabajo no requieren la discriminaciéon entre estos términos pero por
comodidad nos limitaremos al uso de citosol.

Kevin Medina 2



Electrofisiologia neuronal basica

diana ad hoc. Su extension puede variar desde unos pocos milimetros hasta el metro
de longitud.

- Cono axédnico. Es el nombre que recibe la parte de uniéon del axén con el
soma. Esta region es una zona facilmente excitable y serda de donde surgen los
impulsos nerviosos.

- Vainas de mielina. Los oligodendrocitos son un tipo de célula glial, propios
del sistema nervioso central, que depositan sobre los axones de algunas neu-
ronas una envoltura laminada denominada mielina. Esta sustancia, aparte de
proporcionar soporte en el sistema nervioso, actuara como aislante.

- Nodos de Ranvier. Son interrupciones periddicas en la cobertura de mielina
a lo largo del axén. En estos puntos la membrana celular queda expuesta al
liquido extracelular permitiendo el intercambio de iones. Las vainas de mielina
junto con los nodos de Ranvier cambian las caracteristicas fisicas del axéon
permitiendo que el impulso nervioso se propague con mas rapidez.

- Botones sinapticos. Son tumefacciones a lo largo de un axén o en sus termi-
naciones distales donde se transmite el estimulo nervioso a otra neurona.

Una vez contextualizada la estructura general de la neurona podemos centrarnos en la
membrana que recubre el cuerpo celular (ver Fig. 2.2). Las caracteristicas de esta mem-
brana y los elementos en ella son los responsables de las propiedades fisicas involucradas
en la generacion y propagacion de los impulsos nerviosos.

Bicapa
lipidica

; |
Canal de K Bomba de Na™ / K+ Canal de Na™

Figura 2.2: Representacién de una seccién de membrana plasmatica y algunas de sus
estructuras funcionales.

Las dos estructuras de interés para nuestro estudio son las siguientes:

- Membrana plasmatica. Su estructura se basa en una bicapa lipidica que contiene
multiples biomoléculas y actia de barrera entre el medio intracelular y extracelular.
Es una membrana semipermeable, es decir, es capaz de regular las moléculas e iones
que entran y salen de la célula.

- Canal i6nico. Es un tipo de proteina de transporte que permite que iones determi-
nados se difundan a través de la membrana; le otorga una permeabilidad selectiva.
Diferenciaremos mas adelante canales iénicos independientes del voltaje, o pasivos,
y dependientes del voltaje, o activos.
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2.2. El potencial de reposo

La membrana plasmatica, aparte de delimitar la célula, le proporciona la habilidad de
controlar las sustancias que interaccionan con su interior. En concreto, la bicapa lipidica
impide el paso de iones (ver Fig. 2.3), resultando crucial que se incorpore en la membrana
algin tipo de mecanismo que regule su permeabilidad frente a estos. Este papel es des-
empenado principalmente por los canales ionicos selectivos, permitiendo que solo ciertos
iones se difundan a través de la membrana.

Moléculas Moléculas

Gases i {ofibicas pgg{jgggs polates  Tones
eHt e(Cl™

G @ Nat 0(Ca?"

COs

-5 0 ¥

02 Etanol Glucosa Aminoéacidos

................?.?
e AR RA AR AT
DElddPoeldeP@@dePeLee
Figura 2.3: Las caracteristicas fisicas y quimicas de la bicapa lipidica impiden que cier-
tas sustancias se difundan a través de ella. Moléculas no polares o gases seran capaces
de traspasar la membrana con facilidad. Moléculas polares lo suficientemente pequenas
también se difundiran al interior de la célula, aunque con mayor dificultad. Sin embargo,

moléculas de gran tamano o iones no podran traspasar la membrana y requeriran de cier-
tas proteinas para su transporte. Esquema basado en la referencia [3].

Generalmente, en el citosol existe un exceso de iones K+ mientras que en el exterior
predominan los iones Na™ y Cl~. Es importante ademds puntualizar la presencia de otros
aniones A~ tanto dentro como fuera de la célula que aseguran la electroneutralidad de
dicho citosol.

La difusion de iones va a dar lugar a un desequilibrio iénico y aparecerd una carga
eléctrica neta a ambos lados de la membrana. En consecuencia surge un potencial eléctrico
entre el interior y exterior de la neurona, conocido como potencial de membrana. En
esta seccion estudiaremos el potencial de reposo, nombre que recibe el potencial de
membrana cuando la neurona se encuentra en reposo fisiologico.

2.2.1. El potencial de Nernst

Para entender como se establece el potencial de reposo asumimos primero que la
membrana es permeable inicamente a una especie iénica, al potasio K por ejemplo (ver
Fig. 2.4).

Kevin Medina 4
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Figura 2.4: Proceso de creacion del potencial de equilibrio considerando que la membra-
na es unicamente permeable a los iones Kt (en azul). Los puntos negros representan los
aniones A~. En la generacién de dicho potencial van a intervenir dos mecanismos an-
tagonicos, la difusién y la fuerza electrostatica, hasta alcanzar una situacién de equilibrio
electroquimico. Esquema basado en las referencias [1],[3],[7].

Partimos de una situacién inicial tal que en el lado izquierdo de la membrana se ten-
ga una mayor concentracién de iones K™ que en el lado derecho. Hay que recordar que
inicialmente los medios intra y extracelulares son eléctricamente neutros por lo que no se
va a detectar una diferencia de potencial.

La diferencia en las concentraciones implica la aparicién de un gradiente de concen-
tracién que moverd a los iones de K+ a través de la membrana hacia el lado derecho. La
migracién continua de iones Kt genera un desequilibrio de carga que dard lugar a una
diferencia de potencial y, por tanto, a un campo eléctrico que generard una fuerza opuesta
a dicha migracion.

La difusion de iones persistira hasta que el gradiente de potencial sea tan grande que
contrarreste al gradiente de concentracion, alcanzando una situacion de equilibrio electro-
quimico. La diferencia de potencial detectada se conoce como potencial de equilibrio?.

Nos preguntamos ahora cémo podemos calcular el valor del potencial de equilibrio
para un determinado ion. Partimos de que el flujo de iones a través de la membrana viene
dado por la ley de Fick

J=-DVo¢, (2.2.1)

donde J es el flujo (mol m2 s7!), D es el coeficiente de difusion (m? s™') y ¢ es la con-
centracién de la sustancia considerada (mol m™3).

Asumimos ahora un modelo unidimensional, siendo x la coordenada espacial. Duran-
te el proceso entran en juego el gradiente de concentracion y el gradiente de potencial
eléctrico, por lo que podemos distinguir dos flujos diferentes

dn,
9

dx
2Potencial de equilibrio no es sinénimo de potencial de reposo. El primero hace referencia al caso
donde el movimiento a través de la membrana estd limitado a una tnica especie i6nica mientras que el

segundo involucra a varias especies idnicas. Veremos méas adelante que el potencial de equilibrio también
se denomina potencial de Nernst.

Jaif = —pkpT

(Difusién) (2.2.2)
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dVv
Jo = —pzeny (Campo eléctrico) (2.2.3)

x
donde p es la movilidad de los iones, n, es la concentraciéon de iones por unidad de vo-
lumen, kp es la constante de Boltzmann, T es la temperatura (en grados kelvin), z es la

valencia del ion y e es la carga del electrén.

La condicién de equilibrio nos dice que el flujo total de iones a través de la membrana
se anula

Jiot = Jait + Ja =0 . (2.2.4)
Podemos sustituir los flujos ya conocidos y despejar el gradiente de potencial eléctrico
kgT
Qv = - an, ,
zen,

e integramos

Vi nj
int k T int d " k T i
/ av = -2~ T S Vi = Ve = — 2 ln<nt>'

Vot ze Ty ze Next

Next

Como convenio, para el potencial de membrana siempre se coge como referencia el
medio extracelular, V., = 0, por lo que nos queda

k T i extracelular
V. = "B ln<[10n] tracelul ) : (2.2.5)

ze i

[IOH} intracelular

donde los corchetes indican las concentraciones del ion. Esta expresién recibe el nombre
de ecuacién de Nernst y nos permitira calcular el potencial de equilibrio (o potencial
de Nernst) buscado para el cual los movimientos iénicos generados por difusién y por
fuerzas electrostaticas se anulan. Este potencial serd exclusivo para cada especie i6nica y
lo denotaremos como Ei, = Vien.

Otra forma mas comun de expresar el potencial de Nernst es en funcién de la constante
de gases ideales R y de la constante de Faraday F'

RT [iOIl] extracelular
B In ( DORlextracelutar Y | 2.2.6
> 30l ( ( )

[iOl’l] intracelular

donde se han usado la relacion R = kgN4 y la definicién F' = eN4, siendo N4 el nimero
de Avogadro.

En principio, el comportamiento del potencial de Nernst dependera de la temperatura

y de las concentraciones i6nicas (el resto de términos son constantes). Para ver el efecto

de la temperatura consideramos la siguiente situacién. Supongamos que trasladamos una

neurona con una temperatura fisiolégica de 37°C a un frigorifico a 4°C. El cambio en el
potencial de Nernst sera

FEion(4°C)

——= =090 .
Eion(37°C)
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El potencial de Nernst solo varfa un 10 %. Por tanto, se puede asumir que en rangos
de temperatura cotidianos® los cambios son despreciables.

Respecto a las concentraciones ionicas es evidente que el potencial de Nernst va a de-
pender de las concentraciones relativas (la fraccién en el logaritmo neperiano nos elimina
la dependencia de los valores absolutos). Ademds, resulta que la fracciéon de iones que
necesitan difundirse a través de la membrana para alcanzar la situaciéon de equilibrio es
1/50000 (ver Apéndice A). Este nimero de iones es muy pequeno por lo que las concen-
traciones se consideran constantes.

En conclusion, el potencial de Nernst de una especie iénica permanece invariante en
condiciones fisiol6gicas normales. Esta propiedad tiene gran importancia ya que cada espe-
cie i6nica intentara acercar el potencial de membrana a su potencial de Nernst ajustando

la direccién en la que se mueve a través de la membrana*.

2.2.2. La ecuacion de Goldman—Hodgkin—Katz

El siguiente paso légico en nuestro estudio es incluir el movimiento de varias especies
i6nicas a través de la bicapa lipidica. La incorporacion de mas clases de iones fuerza la
necesidad de generalizar el concepto de potencial de Nernst, limitado al movimiento de
un solo tipo de ion, pudiendo hablar ya del potencial de reposo de la neurona.

Una diferencia crucial con el potencial de Nernst es que el potencial de reposo no re-
presenta una situacién de equilibrio; la difusién y la fuerza electrostatica de cada especie
i6nica no se contrarrestan. En cambio, la aportacién de todos los iones al potencial de
membrana hace que se llegue a una situacion estacionaria.

El potencial de reposo viene dado por la ecuacién de Goldman—Hodgkin—Katz
(GHK)

v RT 1 Zz pXZ.Jr [X;r]extracelular + Zj pyjf D/j_]intracelular
mem — —5 i1 —
¢ F Zz pXZJr [X;_]intracelular + Z]‘ py]* [YJ ]extracelular

: (2.2.7)

donde Xt e Y~ representan las especies iénicas positivas y negativas respectivamente. La
contribucion de cada ion al potencial de reposo dependeréd de la permeabilidad p de la
membrana a cada uno de ellos. Esta cantidad se mide en m/s °.

Notar que la ecuacién de GHK es consistente con lo explicado hasta ahora; si se limita
la permeabilidad de la membrana a una sola clase de ion se recupera la ecuacién de Nernst.

3La temperatura corporal en condiciones normales es de unos 37°C, oscilando en un rango de entre
los 35°C y los 40°C. Temperaturas que excedan estos limites se consideran hipotermia e hipertermia
respectivamente. [9]

4La diferencia entre el potencial de reposo v el potencial de Nernst de un ién dado se conoce como
fuerza impulsora y determina el flujo de iones a través de la membrana. A mayor fuerza impulsora
mayor capacidad tiene el i6n dado de modificar el potencial de membrana.

5Para una membrana de espesor Ar el coeficiente de difusién es D = pAr. Conocemos las unidades
de D y de Ar luego

[D] m?s7!

[p]zm m

=m/s .
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2.3. Propiedades pasivas de la membrana: la neurona como cir-
cuito eléctrico

Para entender bien el potencial de membrana es necesario analizar las propiedades
eléctricas del propio axén. Se suelen conocer como propiedades pasivas ya que son
completamente independientes de las corrientes idnicas, solo dependen de las caracteristi-
cas fisicas de la célula.

Teniendo en cuenta la fisiologia estudiada hasta el momento, vamos a tratar de cons-
truir un modelo eléctrico equivalente a la neurona. Nos imaginamos un flujo de iones a lo
largo del axén. Este flujo podra propagarse a lo largo del axén o difundirse a través de la
membrana. Ahora bien, tanto el citosol como la membrana opondran cierta resistencia al
paso de iones, por lo que el analogo eléctrico es directo con Rayia1 ¥ Rmem respectivamente.
Ademas, la acumulacién de cargas a ambos lados de la membrana recuerda inevitablemen-
te a un condensador al que asociaremos una capacitancia Cyen. El circuito equivalente
puede verse representado en la Fig. 2.5.

O o]
Imem 5
Extracelular
Ar l Che \:: : b= — %R
mem _‘ mem
/ 7] y
r Intracelular
o W W >0

Figura 2.5: Analogia entre una célula nerviosa y un circuito eléctrico. Una seccion de la
propia bicapa lipidica se sustituye por una resistencia Ryen v un condensador Chen, €n
paralelo. La oposicion del citosol a la corriente se representa con la resistencia Ray.. En
teoria deberia anadirse una resistencia R..; correspondiente al liquido extracelular pero
su bajo valor frente al resto de componentes supone que se desprecie directamente.

Para calcular las expresiones analiticas de las resistencias y la capacitancia vamos
a asemejar el axén con un conductor cilindrico de seccién uniforme, longitud = y cuya
membrana tiene un espesor Ar . Recordamos que la expresién de la resistencia para un

conductor es ’
R=p—,
s
donde p es la resistividad, S es la seccion transversal y £ es la longitud del segmento
considerado. Luego, las resistencias neuronales se definen tal que

x xr
Raxial = Paxial S— = Paxial W 5 (231)

axial

5En este caso suponemos un axén sin mielina y podemos asumir r > Ar, siendo r el radio del axén.
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Ar Ar

Rmem = Pmem &7 — Pmem 5 |- 2.3.2
P Smem p 2mrx ( )

A su vez, la capacitancia Cpep, se consigue asemejando la membrana a un condensador
plano - paralelo

Stnem 2rre

Cmem = €mem Ar = €mem F ) (233>

con €mem representando la permitividad eléctrica de la membrana.

Se puede analizar ahora cémo varia el conocido como flujo de corriente pasivo, cuya
propagacion solo se ve afectada por las caracteristicas eléctricas del axén. Una corriente
idnica que viaja por el citosol sufrira cierto decremento motivado por las pérdidas a través
de la membrana

Vx = ‘/0 eix/)\ )

donde V) es el voltaje en el lugar de excitacion y A es la constante de longitud del axon.
Esta ltima se define como la distancia a la que el potencial de membrana disminuye una
cantidad e~! = 0.37 de su valor inicial. La expresién analitica resulta

Pmem rAr

Paxial 2

(2.3.4)

Otro aspecto importante es la capacidad de respuesta de la membrana ante un cambio
en el potencial. Notar que dicha membrana se ha sustituido basicamente por un circuito
RC (ver Fig. 2.5) por lo que podemos partir desde un punto de vista puramente eléctrico.
El voltaje de un condensador en carga viene dado por la expresion

V(t) = Vo(1 — e /),

donde precisamente se define la constante de tiempo como 7 = RC'. Esta indica el
tiempo necesario para cargar el condensador hasta una cantidad (1 —e™') ~ 0.63 o,
en nuestro andlogo fisiolégico, el tiempo que le supone a la corriente idnica modificar el
potencial de membrana. La constante de tiempo en la neurona resulta entonces

7 = Ruem Crnem | - (2.3.5)

En vista de estos parametros resulta evidente que el sistema nervioso, con el fin de
propagar las senales eléctricas, intentard buscar formas en las que aumentar la constante

de longitud A y disminuir la constante de tiempo 7 7.

2.4. Propiedades activas de la membrana: el potencial de accién

En la mayoria de neuronas de mamiferos el potencial de reposo se sitia alrededor de
los —70 mV. Este valor proviene del alto nimero de canales iénicos pasivos de K™ que
residen en la membrana plasmédtica en comparacién con el de Nat. La bicapa lipidica sera
por tanto mds permeable a los iones KT y el potencial de reposo se acercard mas a su

"Los resultados buscados en este trabajo no precisan entender los mecanismos de propagacién por lo
que no se comentard nada mas al respecto. Aun asi, si bien la constante de longitud no tendrd mayor
relevancia, la constante de tiempo si tendra un papel importante mas adelante.
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potencial de Nernst, Fx+ = —89 mV.

Sin embargo, este estado de reposo se ve alterado en una neurona por el potencial de
accion, una fluctuacién repentina del potencial de membrana que se propaga por la lon-
gitud de los axones, constituyendo el estimulo eléctrico. El potencial de membrana se ve
desplazado hacia valores menos negativos, se despolariza, llegando a alcanzar alrededor
de los +55 mV en el pico (se acerca a En,+). El potencial de accién es un cambio stibito
(del orden de milisegundos) pero transitorio por lo que al pico de potencial le sigue una
hiperpolarizacion en la que el potencial de membrana adquiere valores més negativos.

El origen de este proceso estriba en la actuacion de canales idnicos dependientes
de voltaje, o canales idnicos activos. La importancia de estos esta en la posibilidad
de responder ante cambios del potencial de membrana y la rapidez, o cinética, de esta
respuesta. En esencia, los canales iénicos activos son capaces de modificar su conductancia
(a diferencia de los pasivos, cuya conductancia es constante), dejando o no pasar iones, en
funcion del valor del potencial. Esto permite cambiar rapidamente la permeabilidad local
de la membrana y que se genere el potencial de accion. A partir de ahora, y a no ser que
se indique lo contrario, con canales iénicos haremos referencia a aquellos dependientes de
voltaje.

En la generacion del potencial de accion los iones principalmente involucrados son el
Nat y el KT. Cabe destacar unas caracteristicas clave de sus canales i6nicos:

- Canal iénico de K*: Sus dos posibles estados son abierto y cerrado. Tiene una
cinética lenta por lo que le costard cambiar entre estados.

- Canal i6nico de Na™: Aparte de poder estar abierto o cerrado, el canal de Na™ puede
estar activado (deja pasar iones) o inactivado (no deja pasar iones). Ademas, tiene
una cinética méas rapida que los canales de K.

2.4.1. Fases del potencial de accién

En la Fig. 2.6 se representa el perfil caracteristico del potencial de accién de una
neurona prototipo. Las fases en las que se divide son las siguientes:

Vmem_

Figura 2.6: Fases caracteristicas de un potencial de accién arquetipo. El potencial de
membrana se mantiene en su valor de reposo hasta que un estimulo lo suficientemente
grande es capaz de alterarlo y generar un impulso nervioso.
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I) Inicio y estimulacién. Se parte del potencial de reposo de la neurona. Con valores
de potencial muy negativos tanto los canales de Na* como los de Kt permanecen
cerrados. Consideramos entonces que la neurona recibe cierto estimulo eléctrico lo
suficientemente grande como para superar el llamado potencial umbral® y generar
un potencial de accién. Los canales de Na™ son muy sensibles a cambios de voltaje
y su rapida apertura permite que estos cationes entren al medio intracelular.

IT) Fase ascendente o despolarizacién. Los iones de Na™t se precipitan al interior
de la célula provocando una despolarizacion brusca del potencial de membrana.
Durante este periodo los canales de K™ atin no se han abierto.

I11) Fase descendente o hiperpolarizacién. Cuando se alcanza el pico del potencial®
los canales de Na™ entran en el estado de inactivacién (periodo refractario abso-
luto'?) impidiendo el flujo de iones Na™ y los canales de K+ se abren suscitando la
salida de iones KT. Los canales de Na™ volveran a su estado en reposo, cerrandose
y activandose de nuevo, cuando el potencial haya disminuido lo suficiente.

IV) Periodo refractario y recuperacién. Durante la fase descendente es tal el flujo
saliente de iones KT que la membrana se hiperpolariza hasta valores mds negativos
que el potencial de reposo dando lugar a un periodo refractario relativo en el que
generar otro potencial de accién, aunque no imposible, requeriria de un estimulo muy
grande. Con el potencial de nuevo en valores negativos los canales de K™ empiezan a
cerrarse y se restablece el potencial de reposo con la actuacién de los canales idnicos
pasivos.

Los cambios de estado de cada canal i6nico durante el potencial de accion pueden
verse resumidos en la Tabla 1.

Tabla 1: Estado de los canales iénicos activos en cada fase del potencial de accién.

I 1T 111 v
Na™ Cerrado Abierto y activado Abierto e inactivado Cerrado
K+ Cerrado Cerrado Abierto Cerrado

2.5. El modelo unineuronal de Hodgkin-Huxley

En este ultimo apartado se tiene como objetivo la construcciéon de un modelo ma-
tematico que permita describir la generacién de potenciales de accion, teniendo en cuenta
la fisiologia involucrada en el proceso.

8Se define como el valor limite del potencial de membrana a partir del cual se genera un potencial
de accién. Este sutil concepto, aunque comodo para fines explicativos, puede resultar en cierto modo
perecedero al analizarlo dentro del marco de los sistemas dindmicos.

9La amplitud del potencial de accién es independiente de la magnitud del estimulo. Una consecuencia
de esta propiedad es que la informacién en el sistema nervioso no puede codificarse a través de la intensidad
de los impulsos sino que vendra determinada por la frecuencia de estos.

10En este intervalo los canales de Nat son inutilizables y la neurona serd incapaz de generar otro
potencial de acciéon nuevo, independientemente de la magnitud del estimulo.
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La deduccién de las ecuaciones diferenciales fue llevada a cabo por Alan L. Hodgkin y
Andrew F. Huxley mediante una serie de experimentos en el axéon gigante de calamar, una
neurona que por su gran didmetro (hasta los 1.5 mm) facilita el estudio de los mecanismos
idnicos subyacentes de los impulsos eléctricos. Esta investigacion resulté en la publicacion
en 1952 del articulo en el que Hodgkin y Huxley describieron el modelo matematico, tra-
bajo por el que 11 anos més tarde recibirian el premio Nobel de Fisiologia o Medicina [4].

A lo largo de este apartado seguiremos una linea de razonamiento basada en los con-
ceptos vistos anteriormente. Resulta pues intuitivo pensar en el andlogo eléctrico de la
membrana neuronal como término medio entre la fisiologia y las matematicas, tomandolo
como nuestro punto de partida. El modelo de Hodgkin-Huxley (HH) tiene en cuenta 3
corrientes ionicas:

- Corriente KT, Ik, dependiente de voltaje.
- Corriente Na™, Iy,, dependiente de voltaje.

- Corriente de fuga, I,. Esta pequena corriente surge del transporte de otros iones
menos predominantes, principalmente Cl~, a través de canales pasivos (el subindice
L viene del inglés leakage current).

Asi, en el circuito RC equivalente, la rama resistiva se representa como tres ramas
independientes para cada corriente iénica (ver Fig. 2.7).

T Extracelular
? I Ext
I Na I K I L T CmemV
v gNa gK gL L.
_ ENa p— EK pp— EL
- l Intracelular

Figura 2.7: Circuito equivalente a una secciéon de membrana plasmatica. La rama resistiva
de la Fig. 2.5 se divide en 3 ramas para dar cuenta de las distintas corrientes i6nicas. Las
baterias representan el potencial de Nernst para cada ion y la corriente de fuga. Cuando
V = FEio, la corriente [, correspondiente se ve anulada.

Por la ley de nodos de Kirchhoff se deduce la primera ecuacion diferencial del modelo
de HH

Tt = Ina + Ik + It + ConenV (2.5.1)
que despejando la variable dinamica queda
. 1
V= ——[lext — Ina — Ix — 1] . (2.5.2)

mem

Desarrollamos las corrientes ionicas. Para poner cada una de ellas en funcion del
potencial de membrana V' recurrimos simplemente a la ley de Ohm, luego

]ion - gion‘/ion - gion(v - Eion) y (253)
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donde Vi,, hace referencia a la diferencia de potencial de cada resistencia y gion es la
conductancia (inverso de la resistencia). Para una poblacién alta de canales, la corriente
neta generada es

Iion - gion P(V - Eion) ) (254)

con p siendo la proporcion de canales abiertos y gion la conductancia maxima de la po-
blacién. Teniendo en cuenta los posibles estados de activacién/inactivacién, Hodgkin y
Huxley describieron la proporcién p como

p=m'h’, 0<mh<l, (2.5.5)

donde m (h) es la variable de activacién (inactivacién) y a (b) es el nimero de puertas de
activacion (inactivacién) por canal iénico.

A través de datos experimentales Hodgkin y Huxley concluyeron que las corrientes
i6nicas se podfan modular tal que'!

]Na = gNam?’h(V - ENa) s (256)
Ix = gxn*(V — Ex) , (2.5.7)
I = gu(V — Ep) . (2.5.8)

Finalmente, la ecuacién diferencial para el potencial de membrana queda

L1
V= 5 [lest = nam’ WV = Ena) = gicn*(V = Ex) = gu(V = Ev)] - (2.5.9)

El modelo se completa con las ecuaciones que describen la dinamica de las variables
adimensionales de activacién/inactivacion

_ 200(V) — 2

=m,h 2.5.1
TZ<V) ? < m7 7n7 ( 5 0)

con z (V') la funcién estacionaria de activacién/inactivacion y 7, (V') la constante de tiem-
po. Estas dos funciones dependen de parametros experimentales y pueden aproximarse
por las distribuciones de Boltzmann y Gaussiana respectivamente (ver Fig. 2.8):

Moo (V)
0.5 -seeemsneesenes ,
0 L L4 |
2k V1/2 Vmax
(a) Distribucién de Boltzmann (b) Distribucién Gaussiana

Figura 2.8: Esquema de los pardmetros experimentales usados en el modelo de HH. Basado
en la referencia [5].

1T0s canales activos de Na™ tienen 3 puertas de activacién y 1 de inactivacién (p = m>h). A corrientes
con b # 0 se las conoce como transitorias. Por otro lado, los canales activos de K™ tienen 4 puertas de
activacién (p = n?, uséndose para KT la letra n) y estas corrientes reciben el nombre de persistentes.
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200(V) = ! (2.5.11)
> B 1+exp{(V1/2—V)/k} s
7.(V) = Chase + Camp exXp{ —(Vinax — V)?/0} (2.5.12)

Asi, el modelo de HH cuadrimensional que describe el potencial de membrana de
células excitables es

1
G
~ me(V) —m
Tm(V)
hoo (V) — h
(V)
Neo(V) —n

T T

V= Loy — gnam®h(V — Ena) — gen*(V — Ex) — gu(V — E))

(2.5.13)
h =
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3. Sistemas dinamicos bidimensionales

Si aspiramos a entender el comportamiento neuronal a través de las ecuaciones dife-
renciales (2.5.13) que describen a la neurona sera necesario primero establecer un marco
tedrico que permita analizar la dindmica de las soluciones, proporcionando informacién
tanto cualitativa como cuantitativa del sistema. Asi pues, en esta seccién del trabajo se
tratara de dar la base matematica necesaria para estudiar el modelo de HH desde el punto
de vista de los sistemas dindmicos. Nos limitaremos a estudiar sistemas dindmicos bidi-
mensionales'? no lineales, con especial enfoque en modelos neuronales.

Se define un sistema dinamico como el conjunto de ecuaciones diferenciales que
describen la evolucién temporal de sus variables dinamicas, siendo el tiempo ¢ la variable
independiente. Consideremos el conjunto de ecuaciones n-dimensional

LIZ’ZIF1<ZL'1,7IU”), z:l,,n (301)

Se conocera como sistema auténomo aquel en el que la variable independiente ¢ no
aparezca explicitamente. Para estos sistemas se puede definir facilmente el espacio de

fases como el espacio n-dimensional formado por las variables dependientes (x1, ..., z,).
Ademds, podemos representar el sistema (3.0.1) como un campo vectorial sobre el espa-
cio de fases, ya que asigna un vector (&1, ...,4,) = (F1,..., F,) a cada punto (x1, ..., x,).

Cada una de las soluciones z; = ¢;(t) serd representada por una curva, una trayectoria,
en el espacio de fases. Es més, como consecuencia directa de la existencia y unicidad de
las soluciones, las trayectorias no podran cruzarse.

Gran parte del interés de los sistemas dindamicos recae en el estudio del espacio de fases
ya que su representacién da inmediatamente informacién cualitativa del comportamiento
del sistema. El andlisis dindmico puede descomponerse en 2 pasos fundamentales:

1. Busqueda de equilibrios y estabilidad. El comportamiento del sistema viene condi-
cionado en gran medida por la existencia de puntos de equilibrio en el espacio de
fases y la forma en la que el campo vectorial se comporta alrededor de ellos.

2. Bifurcaciones. Cuando se hace variar un parametro puede que el sistema sufra una
bifurcacién; un cambio cualitativo del espacio de fases y, por tanto, un posible
cambio en la conducta del sistema.

3.1. Equilibrio y estabilidad

El primer paso es localizar y analizar los puntos de equilibrio del sistema dindmico.
Esbozaremos un proceso analitico con el que encontrar dichos puntos y poder clasificarlos
seguiin el comportamiento de las soluciones en sus proximidades. En nuestro analisis neu-
ronal el estudio de los puntos de equilibrio nos permitira conocer las condiciones para las
cuales la neurona se encontraria en reposo. Ademas, la representacion de los puntos de
equilibrio en el espacio de fases dara directamente informacion cualitativa sobre posibles
modos de conducta de la neurona.

12E] estudio de sistemas 2D frente a sistemas de mayor dimensién reduce considerablemente la comple-
jidad de los criterios matematicos a seguir. En la tltima seccién del trabajo se explicard cémo simplificar
el modelo de HH 4D original a un modelo 2D reducido.
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Sea un sistema bidimensional no lineal

&= F(z,y)
{y,: Clag) (3.1.1)

El conjunto de puntos (z*,y*) que cumple F(z*,y*) = 0 (equivalente a decir que
# = 0) se denomina isoclina cero de la variable z. Andlogamente, el conjunto de pun-
tos que cumple G(z*,y*) = 0 (o ¥ = 0) se conoce como isoclina cero de la variable
y. En esencia, las isoclinas cero representan el lugar geométrico en el que cada una de
las variables del sistema no evoluciona en el tiempo. Por tanto, los puntos de equili-
brio (z*,y*) del sistema seran los puntos de corte de todas las isoclinas cero® tal que

F(z*,y*) = G(z*,y*) =0,0 =y =0.

Antes de continuar con los puntos de equilibrio, atendemos el problema de la no
linealidad del sistema. Resulta que un sistema no lineal como (3.1.1) puede linealizarse
considerando el desarrollo de Taylor de las funciones F'y G cerca del equilibrio (z*, y*)

Flr,y)=F,-(x—a")+ F,- (y—vy*) +O%, (3.1.2)
Gla,y) =Ga-(w—a") + Gy (y—y") + 0%,

y despreciando términos de orden mayor. Las derivadas F; = OF(z*,y*)/0i, G; =
OG(z*,y*)/0t, con i = x,y, forman el jacobiano del sistema evaluado en el punto de
equilibrio

v % F, F
sa = (g &) (3.1.4)

y asi, el sistema linealizado vendré dado por

(Z) - (g gZ) (Z) ’ (3.1.5)

donde u = (x —2*) y v = (y — y*).

La determinacién de los valores propios A; (i = 1,2) de J(z*, y*) serd una herramienta
fundamental para estudiar los puntos de equilibrio. Respecto a la linealizacion, estos
pueden englobarse en 2 tipos de equilibrio:

- Hiperbdlico. Todos los valores propios de la linealizacién cumplen Re[)\;] # 0.

- No hiperbdlico: Alguno de los valores propios de la linealizacion se encuentra en
el eje imaginario, Re[\;] = 0.

En vista de esta clasificacion podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema de Hartman-Grobman: El espacio de fases de un sistema no
lineal cerca de un equilibrio hiperbdlico es topoldgicamente equivalente al de
su sistema linealizado.

I3Este constituye un cémodo método para obtener una primera aproximacién geométrica de los puntos
de equilibrio. En la dltima seccién se utilizard el método de Newton-Raphson para la resolucién numérica
del sistema de ecuaciones, tomando como primera aproximacién el corte de isoclinas cero.
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El concepto de equivalencia topoldgica indica simplemente la existencia de un ho-
meomorfismo'* entre el espacio de fases del sistema no lineal y el espacio de fases del
sistema linealizado. Es decir, el teorema de Hartman-Grobman serd la base de cualquier
célculo que se haga sobre el sistema lineal (3.1.5); nos asegura que el sistema no lineal y
el linealizado tienen el mismo comportamiento en las cercanias de los puntos de equilibrio.

Examinamos ahora la estabilidad de los puntos de equilibrio. Estos se dividen en esta-
bles (soluciones suficientemente cercanas convergen en el punto) o inestables (soluciones
suficientemente cercanas divergen del punto). El comportamiento del campo vectorial en
un punto de equilibrio (z*,y*) vendra determinado por los valores propios del jacobiano
evaluado en dicho punto. La ecuacién caracteristica de J(x*,y*) es

M—TA+A=0, (3.1.6)

donde 7 = F, + G, es la traza y A = F,G, — F,G, es el determinante. Esta ecuacién
dara lugar a dos valores propios

4 VIR L _T-V7-iA
2 ’ 2 9 '

Los valores de Ay, Ay discriminan 3 tipos de equilibrio:
- Nodo. A\, )\, reales y de mismo signo.

- A1, A2 < 0 = Nodo estable
- A1, A2 > 0 = Nodo inestable

- Punto de silla. A\, Ay reales y de signo contrario. El punto de silla siempre es
inestable debido a existencia de un valor propio positivo.

- Foco. A\, Ay complejos conjugados.

- Re[A] < 0 = Foco estable
- Re[A] > 0 = Foco inestable

Las partes imaginarias indican la frecuencia de rotacién de las soluciones alrededor
del foco.

Por ultimo, otra forma frecuente de clasificar los puntos de equilibrio es directamente
con los valores de 7 y A mediante el diagrama de Poincaré (ver Fig. 3.1).

3.2. Bifurcaciones

Una vez estudiados los equilibrios y la estabilidad, el siguiente paso logico en el es-
tudio dindmico es preguntarnos cémo afecta al sistema la variacién de un parametro
de bifurcacion b. Cuando la estructura del campo vectorial cambia ante variaciones de
dicho parametro b se dice que el sistema ha sufrido una bifurcacién, suscitando posibles
cambios en la dindmica del sistema. En nuestro caso supondra variaciones de la actividad

14Ge dice homeomorfismo a la funcién biyectiva continua y con inversa continua que conecta dos espacios
topoldgicos.
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| |

L /N | Nodo estable

Figura 3.1: Diagrama de Poincaré de estabilidad. El area sombreada indica la zona de
equilibrios estables. Junto a cada caso se representa el plano complejo con los valores pro-
pios correspondientes. Ademads, cada eje representara un tipo de bifurcacién (explicadas
en el siguiente apartado).

neuronal entre periodos de inactividad y periodos de continuo disparo de potenciales.

La definicién presentada de bifurcacién asume que solo se varia el valor de un tinico
parametro; la bifurcacion es de codimensién 1. Aunque la teoria de bifurcaciones tam-
bién engloba codimensiones superiores, durante este trabajo nos limitaremos al estudio
de bifurcaciones de codimension 1. Ademas, solo se enumeraran las bifurcaciones mas
recurrentes en este tipo de modelos neuronales.

Hasta ahora solo se han senalado los puntos de equilibrio como los elementos geométri-
cos caracteristicos de un sistema dindmico. Consideramos ahora también el caso donde
una solucién forma una trayectoria cerrada en el espacio de fases conocida como trayec-
toria periodica. En concreto, durante el trabajo seré recurrente el estudio de trayectorias
periddicas aisladas conocidas como ciclos limite. De manera andloga con los puntos de
equilibrio, existiran ciclos limite estables e inestables.

En lo que sigue estudiaremos primero aquellas bifurcaciones en las que participan
los puntos de equilibrio y después se explicardn las bifurcaciones cuyo resultado sea la
creacion o aniquilacion de ciclos limite.

3.2.1. Puntos de equilibrio

Las bifurcaciones que involucran a los puntos de equilibrio pueden ser estudiadas me-
diante un analisis local; el tipo de bifurcaciéon vendra marcada por el comportamiento de
los valores propios de cada punto. Para poder caracterizar cada tipo de bifurcacion sera
necesario que el punto de equilibrio cumpla 3 condiciones en el momento de la bifurcacion;
no hiperbolicidad, no degeneracién y transversalidad. Por simplicidad, obviaremos
el significado geométrico de cada condicion y nos centraremos en la ligadura matemati-
ca que imponen. Ademas, que las bifurcaciones estudiadas sean de codimension 1 supone
que solo una de estas tres condiciones contiene una igualdad estricta (la no hiperbolicidad).
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Este tipo de bifurcaciones esencialmente perturban (o estabilizan) el potencial de re-
poso de la neurona, siendo a veces el fin (u origen) de periodos de inactividad neuronal.

Antes de estudiar cada bifurcacién y con el objetivo del trabajo en mente, cabe intro-
ducir el sistema neuronal bidimensional

Ve L IV, 2)
P (3.2.1)
TZ(V)

Partiendo de esta estructura tipica de modelos neuronales los calculos se simplificaran
considerablemente a la hora de describir cada una de las bifurcaciones.

B Bifurcacién Silla - Nodo (SIN)

e e

Figura 3.2: Bifurcacién Silla - Nodo. El tridngulo indica que el punto de equilibrio esta
bifurcando. Esquema basado en la referencia [5].

La bifurcacién SN consiste en la colision de un punto de silla con un nodo y la con-
secuente aniquilacién de ambos puntos de equilibrio (ver Fig. 3.2). Justo en el momento
de bifurcacion, uno de los valores propios del punto de equilibrio remanente es nulo y el
restante es distinto de cero, es decir, el determinante del jacobiano evaluado en el pun-
to de equilibrio sera nulo. Esta es precisamente la condicién de no hiperbolicidad de la
bifurcacién SN para sistemas 2D. Las otras dos condiciones restantes, sin embargo, no
resultan tan intuitivas como esta primera.

Recurrimos entonces al sistema neuronal (3.2.1). Con un rapido estudio de sus isoclinas
cero vemos que la isoclina cero de la variable z sera simplemente la funcion estacionaria
de activacion z..(V),

2z =25(V) . (3.2.2)

Esto permite reducir el sistema bidimensional a uno unidimensional completamente

equivalente de la forma

1
Cmem
donde se ha sustituido la dependencia de z en I(V,z) con su isoclina cero (3.2.2), re-

sultando I (V). Ademas, por comodidad se define la funcién I(V,b), donde b indica la
dependencia con el pardametro de bifurcacion considerado.

V= It — Lo (V)] = I(V, D) . (3.2.3)

Podemos entonces enunciar las condiciones que caracterizan la bifurcacién SN en este
sistema 1D y aplicarlas en el sistema 2D, gracias a la equivalencia entre ambos:
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1. No hiperbolicidad. Sea V* un punto de equilibrio para un cierto valor b* del parame-
tro de bifurcacién tal que I(V*,b*) = 0. El punto de equilibrio serd no hiperbdlico
si se cumple

o1V, ") -0 (3.2.4)
v . : 2.
2. No degeneracion. El parametro
10%1(V,b*)
= - 0. 3.2.5
3. Transversalidad. El parametro
oI(V*,b)
= 0. 3.2.6
o= "5 (3.2.6)

B Bifurcacién de Hopf

(a) Bifurcacién de Hopf supercritica (b) Bifurcacién de Hopf subcritica

Figura 3.3: Bifurcaciéon de Hopf. Esquemas basados en la referencia [5].

Consideramos el sistema neuronal (3.2.1)

V =F(V,z0b) (3.2.7)
2=G((V,z0b) o
Se puede definir el cambio de variable
z=x
F.z = —Fyx —wy (3.2.8)
tal que resulte el sistema lineal
&= —wy+ f(z,y) (3.2.9)
y=wz+g(z,y)
donde
[l y) =F(V.2) +wy (3.2.10)

g(x,y) = =[FvF(V,2) + F.G(V, 2)]/Jw — wx

Los términos Fy y F, son los elementos de matriz del jacobiano de (3.2.7) evaluado
en el punto de bifurcacion.
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La bifurcacién de Hopf puede dividirse en dos tipos:

- Bifurcacién de Hopf supercritica. Un punto de equilibrio pierde su estabilidad
mediante la creacién de un ciclo limite estable (ver Fig. 3.3a).

- Bifurcacién de Hopf subcritica. Un punto de equilibrio pierde su estabilidad
como consecuencia de la contraccién de un ciclo limite inestable sobre él (ver Fig.

3.3b).
Una bifurcacion de Hopf implica las 3 condiciones siguientes:

1. No hiperbolicidad. El jacobiano 2 X 2 evaluado en el equilibrio (V*,b*) tendrd dos
valores propios imaginarios puros, A = + iw, con w # 0. Segun (3.1.7), es equivalente

a tener
7T=0,
A—w?>0. (3.2.11)
2. No degeneracion. El parametro
1
a = _G(fa:xz + fxyy + g;rxy + gyyy)
1
[fxy(fmx + fyy) gxy(gxa: + gyy) - f:m’ga:x + fyygyy] 7é 0 . (3212)

El signo de a determinara el tipo de bifurcacién de Hopf, con a < 0 para la su-
percritica y a > 0 para la subcritica.

3. Transversalidad. Sean A = ¢(b) &+ iw(b) los valores propios del sistema no lineal
(3.2.7), cerca del punto de bifurcacién b = b*. La condicién de transversalidad se
cumple cuando ¢ (b*) # 0.

3.2.2. Ciclos limite

Las bifurcaciones que involucran los ciclos limite no pueden ser estudiadas con argu-
mentos locales. Aun asi, normalmente son relativamente faciles de detectar analizando el
comportamiento del sistema. Este tipo de bifurcaciones resultan en la aparicion o desapa-
ricion de los ciclos limite, justificando la posible generacion continua de potenciales de
accion en una neurona.

B Bifurcacién Silla - Nodo de ciclos limite (SNCL)

Clclo hmlte silla-nodo

\
1
|
|
|
I

Figura 3.4: Bifurcacién SNCL. Esquema basado en la referencia [5].

Kevin Medina 21



Sistemas dinamicos bidimensionales

El concepto se basa en la bifurcacién SN ya vista; en este caso la colision sera entre
un ciclo limite estable y otro inestable. En el momento de bifurcacion se tendra un tinico
ciclo limite conocido como ciclo limite silla - nodo, siendo estable por el lado del (ya
inexistente) ciclo limite estable e inestable por el otro lado. Esta bifurcacién por tanto es
capaz de explicar la aparicién de dos ciclos limite, aparentemente de la nada (ver Fig. 3.4).

B Bifurcacién de 6rbita homoclinica en punto de silla (OHS)

Orbita homoclinica Orbita homoclinica
) al
4 P 2 4 Y
4 4 4 4 4
(a) Bifurcaciéon OHS supercritica (b) Bifurcacién OHS subcritica

Figura 3.5: Bifurcacién OHS. Esquemas basados en la referencia [5].

Una 6rbita homoclinica se define como aquella trayectoria que se origina y termina
en el mismo punto de equilibrio. Este tipo de trayectoria es muy poco comun y requiere
que el punto de equilibrio sea inestable. Un candidato razonable es el punto de silla, que
con valores propios A\; y Ag reales y de signos opuestos, hace posible que las trayectorias
principales (cuyas direcciones vienen marcadas por los vectores propios respectivos) coin-
cidan dando lugar a una trayectoria homoclinica.

En una bifurcacién OHS, segtn el parametro de bifurcacién varia, la apariciéon y des-
aparicion de esta 6rbita homoclinica puede dar lugar a un ciclo limite estable o inestable.
Segun el signo de la suma A; + Ay se pueden tener 2 tipos de bifurcacién OHS:

- Bifurcacién OHS supercritica (A; + Ay < 0). El cambio en el pardmetro de
bifurcacién implica la aparicién de un ciclo limite estable (ver Fig. 3.5a).

- Bifurcacién OHS subcritica (A\; + Ay > 0). El cambio en el pardmetro de bifur-
cacion implica la aparicién de un ciclo limite inestable (ver Fig. 3.5b).
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4. Caso de estudio: Aumento de [K'].; como motivo
de hiperexcitabilidad e hiperactividad neuronal

La base de un correcto funcionamiento del sistema nervioso es la excitabilidad de sus
células nerviosas, es decir, la capacidad de estas de abolir el potencial de reposo negativo
y dar paso a un potencial de accién positivo. En estados patoldgicos este proceso se puede
ver afectado dando lugar, entre otras cosas, a un aumento de la probabilidad de disparo
de impulsos nerviosos, conocido como hiperexcitabilidad neuronal.

Muiltiples trastornos neurolégicos se fundamentan en la hiperexcitabilidad neuronal, y
en la, a veces, consecuente hiperactividad neuronal (disparo continuado de potencia-
les de acci6én). Algunos ejemplos son el sindrome del cromosoma X fragil, el alzhéimer o
ciertos trastornos psiquiatricos ([10],[11],[12]). Quizéds una de las enfermedades que fécil-
mente se asocia a una hiperexcitabilidad /hiperactividad de las neuronas es la epilepsia,
provocando pérdida de consciencia, convulsiones involuntarias y demas sintomas. Sobre
esta tltima patologia en concreto existen numerosos estudios que senalan un aumento
en la concentracién extracelular de potasio como principal causa de la hiperexcitabilidad
([13],[14]), arrojando un poco de luz sobre los mecanismos intrinsecos de esta afeccion.

Asi pues, en esta tultima seccion del trabajo nos centraremos en estudiar los resultados
sujetos a un aumento de [Kﬂext en ausencia de estimulos externos. Partiendo del modelo
de HH para el axén gigante de calamar'®, realizaremos un primer andlisis dindmico de las
ecuaciones y finalmente se presentaran las consecuencias fisiolégicas derivadas del proceso.

Los resultados numéricos y todas las graficas de esta seccién (exceptuando la Fig.
4.2, la cual se ha hecho usando el software KaleidaGraph) se han generado usando el
lenguaje de programacion Fortran. En concreto, para la resolucién numérica del modelo
de Hodgkin-Huxley se ha empleado el algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden, con
un paso fijo At = 0.001 ms. En el material extra del trabajo puede encontrarse todo
el codigo necesario para la reproduccién de los resultados presentados méas adelante. La
ejecucion de los programas se ha pensado para que, con suerte, sea una experiencia de
usuario relativamente intuitiva.

4.1. Reduccién del modelo de Hodgkin-Huxley 4D a un modelo
2D

Para poder aplicar los argumentos matematicos bidimensionales propuestos en la sec-
cién anterior serd preciso simplificar el modelo original de HH 4D; reducir su nimero
de ecuaciones diferenciales hasta llegar a un sistema dinamico 2D que presente el mismo
comportamiento que el original. Recordamos el modelo de HH original (2.5.13):

. 1
Vmem - C— [Iext - gNam3h<Vmem - ENa) - gKn4(Vmem - EK) - gL(Vmem - EL)]
L moo(vmem) —m
B 7-m(‘/mem)

15Consideramos el axén gigante de calamar ya que gracias a la forma arquetipo de su potencial de
accién podemos estudiarlo con los conceptos expresados en este trabajo. Las condiciones estudiadas son
las del experimento original de Hodgkin y Huxley; T'= 6.7°C, [K+]ext =10 mM, [K+]int = 244 mM.
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hoo(vmem> - h
Th(vmem)
_ noo(vmem) —n

Tn ( Vmem )

Un primer argumento se basa en la dindmica de las variables de activacién / inactiva-
cion m, h y n. Recordamos que la capacidad de reaccién de cada puerta de voltaje ante
cambios en el potencial de membrana viene determinada por el valor de su constante de
tiempo 7(Viem); un valor bajo indica una cinética més rapida mientras que un valor alto
caracteriza una cinética lenta. Asi pues, basta con representar las constantes de tiempo en
funcién del potencial de membrana (ver Fig. 4.1) para ver que 7,,(Vinem) alcanza valores
despreciables frente a las otras variables. Esto muestra la rapida apertura de los canales
dependientes de voltaje de Na't, permitiéndonos asumir que su variable de activacién es
instantédnea; m = Moo (Vinem )-

h =

9 T T T T

(V) ——
8 (V) 1
V) — |

Constantes de tiempo (ms)

0 \ \
-100 -80 -60 -40 20 O 20 40 60 80

Vimem (MV)

Figura 4.1: Constantes de tiempo para cada variable de activacién/inactivacion.

Un segundo argumento en la reduccién del modelo de HH se establece a partir de la
relacién entre la inactivacién h(t) del canal de Na® y la activacién n(t) del canal de K*
durante el potencial de accidn; resulta que la representacién de h frente a n delata cierto
comportamiento lineal entre ambas variables (ver Fig. 4.2). Podemos entonces explotar
esta relacion y conseguir a través de una regresion lineal la siguiente expresion matematica:

h = 0.9088 — 1.0096n .

Juntando estas dos consideraciones se llega finalmente a un modelo reducido de HH
bidimensional

( 1

Vinem = Yo [Text — Gnam (Vinem) (0.9088 — 1.00967) (Vinem — Ena)
_gKn4(Vmem - EK) - gL(Vmem - EL)} (411)
. noo<Vmem) —n
L 7—n(vvmem)

Este modelo reducido preservard cualitativamente'® en sus soluciones las caracteristi-
cas dindmicas del modelo original de HH (ver Fig. 4.3) permitiéndonos llegar a conclusio-
nes consistentes con calculos mas simples.

16Pequefias diferencias entre amplitudes hacen que aparezcan ciertas disparidades cuantitativas entre
modelos que, por los objetivos del trabajo, no tendremos en cuenta.
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1 T T
y=m1+m2* Ml
Value Error
m1 | 0,90878| 0,00065189
m2 | -1,0096 0,0016584
Chisg| 0,97734 MNA

R| 099333 NA
06 \
N

N\

N

0 02 04 06 08 1
nit)

08

hif)

Figura 4.2: Regresion lineal entre la variable de inactivacién h(t) de Na't y la variable de
activacién n(t) de KT durante el potencial de accién.

80 T T T
Modelo HH 4D ——

60 - ModeloHH2D —— |

40
20

ot

Vimem (MV)

20 F

-40

Ll

-80
0 50 100 150 200
t (ms)

Figura 4.3: Comparacion del modelo de HH original 4D frente al modelo reducido 2D.

4.2. Analisis dinamico

Procedemos a estudiar el comportamiento del modelo de HH reducido (4.1.1) ante un
aumento de [K*].. Esta concentracién no aparece de forma explicita en las ecuaciones
diferenciales por lo que nos hard falta recurrir al potencial de Nernst del Kt para poder
modular en el sistema estos cambios de concentracién extracelulares:

RT [K+] extracelular )
B, — 20 (IS extraceiutar 42.1
K zF ( [K+]intracelular ( )

Por tanto, nuestro pardmetro de bifurcacién serd el potencial de Nernst del KT, Ey+,
pudiendo siempre recuperar el valor de interés [K*]ey a través de la ecuacién (4.2.1).

Antes de empezar con el estudio vamos a ver como se comporta el sistema en condicio-
nes fisiolégicas normales (Fx+ = —77 mV). Las caracteristicas de la neurona suponen que
su potencial de reposo se encuentre en V., & —64 mV. Su respuesta ante un estimulo
en forma de corriente de Iy = 10 pA/ cm? durante 1 ms serd disparar un potencial de
accién para luego volver a su estado en reposo (ver Fig. 4.4a).

El mecanismo intrinseco de la neurona queda quizas mas claro observando el espacio

de fases (ver Fig. 4.4b). El potencial de reposo resulta ser un foco estable por lo que, para
estimulos pequenos, el estado del sistema oscila brevemente en torno al punto de equilibrio
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y finalmente cae de nuevo en él mientras que, para estimulos mayores, el sistema sigue
una trayectoria mas amplia, dando forma al potencial de accién. Esta situacion constituye
nuestro punto de partida para el estudio del aumento de [K"]. en el modelo de HH
reducido.

80 T T T

60 [ 1

20 1

Vimem (MV)

.40 - i

o
n (Variable de activacion de K*)

-60 4

o~

-80 L L L

0 50 100 150 200
t(ms) Vimem (MV)
(a) Potencial de membrana (b) Espacio de fases

Figura 4.4: Respuesta del potencial de membrana ante un estimulo.

Para un valor dado de Fi+, los puntos de equilibrio existentes en el espacio de fases
gobiernan parte del comportamiento neuronal. Asi pues, un primer paso en el analisis
dinamico es la buisqueda de los puntos de equilibrio. Se usaran implementaciones propias
de los algoritmos de Newton-Raphson [15] y Gauss-Jordan para la resolucién numérica
del sistema de ecuaciones (4.1.1). Ademads, para determinar la estabilidad de los puntos
de equilibrio se utilizara la clasificacion dada en la Fig. 3.1.

Una vez determinada la metodologia para estudiar los puntos de equilibrio podemos
centrarnos en analizar los cambios de comportamiento de la neurona, reflejados en posi-
bles bifurcaciones del sistema al variar nuestro parametro de bifurcacion Ex+. Un primer
criterio para la busqueda de bifurcaciones se basa en utilizar la Unica igualdad estricta
(bifurcaciones de codimensién 1) encontrada en la condicién de no hiperbolicidad. Los
valores numéricos se conseguiran con el método de la biseccion.

Partimos examinando primero las bifurcaciones SN. Recordamos que podiamos definir
un sistema neuronal 1D reducido,

. 1
Vmem — C—[Iext - Ioo(v)] = I(Vmem7 EK*) )
mem
completamente equivalente al sistema bidimensional. Aprovechando la condicién necesa-
ria para el equilibrio, I(Viem, Fx+) = 0, llegamos a una expresién para Eg+ en funcién
de Vipem (ver Fig. 4.5).

Ahora bien, esta ecuacién Fy+(Viem) nos define una curva donde cualquier valor de
Vinem ¥ Ex+ especifica un punto de equilibrio del sistema. Nos interesa, sin embargo, el par
de valores (V% .., E.y ) para los cuales el sistema bifurca por lo que ademas nos debemos

acoger a la condicién de no hiperbolicidad

a[(‘/mem> I*(Jr)
anem V*

mein

=0,

Kevin Medina 26



Caso de estudio

-20

-30

-40

-50

-60 -

Ek(Vmem) (MV)

=70

Ek

-80

-90 -

-100 1 1 1 1 . 1 1
-80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 O

Vmem (MV)

Figura 4.5: Parametro de bifurcacién en funcién del potencial de membrana. Las bifurca-
ciones SN vienen senaladas con una X en el gréfico.

de donde se deduce que la bifurcacién ocurrird en los maximos y minimos locales de
Ex+(Vinem) (ver Fig. 4.5).

Podemos ver que el sistema sufre dos posibles bifurcaciones SN en el intervalo de Ey+
representado. Finalmente, para verificar que son bifurcaciones SN vélidas debemos ver
si se cumplen las condiciones de no degeneracién y transversalidad. Efectivamente, los
resultados numéricos son compatibles con las restricciones ligadas a las bifurcaciones SN
(ver Tabla 2).

Tabla 2: Resultados numéricos para las bifurcaciones SN.

E, (mV) No hiperbolicidad (= 0) No degeneracién (# 0) Transversalidad (# 0)

—172.6390 01 /OVipem = 0.0000 a = —4.0960 c = 6.6676
—68.6593 O0I/OVipem = 0.0000 a = —0.0082 c= 16371

Proseguimos el andlisis dindmico buscando ahora posibles bifurcaciones de Hopf. En
este caso la condicion de no hiperbolicidad supone que

Tr[J(Vigem, 7", Eer)] = 0.

mem’

Representando la traza para un intervalo de valores de Ex+ vemos que de nuevo se
tienen dos posibles bifurcaciones de Hopf (ver Fig. 4.6). Andlogo a la bifurcacién SN,
deberemos examinar las condiciones de no degeneracion y transversalidad para poder ase-
gurar de que se trata de una bifurcacién de Hopf.

Los parametros caracteristicos obtenidos de los calculos numéricos pueden verse en
la Tabla 3. Cabe destacar los valores conseguidos para la condiciéon de no degeneracion,
ya que su signo indica el tipo de bifurcacién de Hopf que se da. Asi pues, vemos que
la primera bifurcaciéon de Hopf se clasifica como subcritica (¢ > 0) y la segunda como
supercritica (a < 0). Para la transversalidad recordamos que implicaba ¢/ (b*) # 0, donde
A = ¢(b) £ 4w(b) son los valores propios del punto de equilibrio y b = Ex+. Esto es facil
de comprobar graficamente; a través del cdlculo de los valores propios por el método de
descomposicién QR [15], se puede verificar que la pendiente de la parte real ¢(b) en el
momento de bifurcacién no se anula (ver Fig. 4.7).
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o;,//x—//:

=77 -76 -75 -74 -73 -72 -71 -48 -47 -46 -45 -44 -43 -42

Ex (mV) Ek (mV)
(a) Bifurcacién de Hopf I (b) Bifurcacién de Hopf 11

Figura 4.6: Traza del punto de equilibrio en funcién del parametro de bifurcacién. Las
bifurcaciones de Hopf vienen senaladas con una X en los graficos.

0.6

c12 (Ex) 61 c1.2 (EK)
012 (Ex) —— w2 (Eg) ——
04 F = ol
02 . ol
O i e OF o]
0.2 g 2r
0.4 F 4r
6 |
-0.6 1 1 1 L L L L L L L
744 742 74 738 736 456  -454  -452  -45  -448
Ex (mV) Ek (mV)
(a) Bifurcacién de Hopf I (b) Bifurcacién de Hopf 11

Figura 4.7: Evolucién de los valores propios cerca de la bifurcacién. Los dos valores propios
obtenidos seran complejos conjugados; en rojo se representa la parte real y en azul las
partes imaginarias conjugadas. La bifurcacién se indica con una X en los gréficos.

Tabla 3: Resultados numéricos para las bifurcaciones de Hopf.

EY . (mV) No hiperbolicidad (= 0) No degeneracién (# 0) Transversalidad (# 0)

—173.9924 7 = 0.0000 a = 0.0229 ——
—45.2252 7 = 0.0000 a = —0.5279 ——

En este punto podemos dar por finalizada la btisqueda de bifurcaciones de los puntos
de equilibrio. Surge ahora la duda de dénde vienen los ciclos limite involucrados en las
bifurcaciones de Hopf. En esta situacion, un analisis rapido del comportamiento de la
neurona para los diferentes valores de FEy+ nos puede ayudar a aclarar qué ocurre en el
sistema. Es decir, mediante la simulacion numérica del potencial de membrana, observa-
mos si existen valores de Fy+ para los cuales la neurona dispara (o no) potenciales de
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accion espontaneamente.

Por un lado, gracias a que la primera bifurcacién de Hopf es subcritica, podemos ase-
gurar directamente la existencia de un ciclo limite inestable en el sistema antes de dicha
bifurcacion. Por otro lado, partimos de un estado inicial donde la neurona estd en reposo
pero una vez el sistema supera la primera bifurcacién de Hopf la neurona salta a un estado
de hiperactividad. Esta generacion continua de potenciales de accién sugiere la existencia
de un ciclo limite estable.

En consecuencia, cabe pensar en una bifurcacion SNCL como posible origen de los ci-
clos limite encontrados. El ciclo limite inestable existira para valores de Ey+ < —73.9924 mV
(desaparece tras la primera bifurcacién de Hopf) por lo que, partiendo de dicho valor de
Ex+, basta con disminuir nuestro parametro de bifurcacion y observar cémo se comportan
los ciclos limite. Tal y como era de esperar, ambas estructuras finalmente acaban colisio-
nando y aniquildandose mutuamente (ver Fig. 4.8). La bifurcacion SNCL ocurre para el
valor del parametro de bifurcacién

Y = —75.9494 mV .

1 T T T T

Ciclo limite estable
Ciclo limite inestable

o o o
EN ) ©
T T T
1 1 1

Amplitud ciclos limite (Nmax = Nmin)

o
)
T
1

0 M . . . . 1
-80 -75 -70 -65 -60 -55 -50 -45 -40

Ex (mV)

Figura 4.8: Evolucién de la amplitud de los ciclos limite en funciéon del parametro de
bifurcacién. La X marca el momento de colisién entre ambos ciclos limite (Bif. SNCL).

4.3. Resultados y consecuencias fisiologicas

En este ultimo apartado, una vez reconocidas las diferentes bifurcaciones en el modelo
de HH reducido, expondremos los resultados y las consecuentes propiedades fisioldgicas
del axon gigante de calamar. Cabe anadir que multiples estudios sefialan una variacion
pequeiia de [K*].,; durante la fase ictal'” en la epilepsia ([16],[17],[18]), reconociendo un
aumento maximo de unos 10 mM. Por tanto, en las siguientes paginas omitiremos del
andlisis valores de [K™]. que sobrepasen este limite por falta de significado fisiolégico.

Ante un aumento de Fy+, y el acorde aumento de [K']., nuestro modelo neuronal
sufre un total de 5 bifurcaciones en el intervalo Ex+ = [-77, —40] mV. La tltima bifur-
cacién supone un aumento de casi 30 mM respecto al valor inicial de [K™]e por lo que

1"Una crisis epiléptica puede dividirse en las fases ictal, postictal e interictal, siendo la fase ictal el
periodo de convulsiones per se.
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no se tendra en cuenta. En la Fig. 4.9 se sittia esquematicamente cada bifurcacién dentro
del intervalo y se dan los valores equivalentes de [K+]ext.

SRERSIECN o kg
95; 9‘) g{b @ fﬂ
/ﬂc') - > /,k /6%. /bf') EK* (HIV)
T/ TITff | 11T
+
s AL a» O [K"]ext (mM)
O ¥ 0@09% \D"{b 2

Figura 4.9: Bifurcaciones (en rojo) del sistema a lo largo del intervalo estudiado. Cada
etiqueta corresponde a un posible estado del sistema; I. Reposo, II. Hiperexcitabilidad,
ITI. Hiperactividad.

La variacion del parametro de bifurcacién Fyi+ supone la apariciéon de tres distintos
modos de comportamiento en el sistema dindmico; neurona en reposo, neurona hiper-
excitable o hiperactiva y neurona en hiperactividad. En tultima instancia, los elementos
geométricos presentes en el espacio de fases (ver Fig 4.10) determinarédn, en definitiva, en
cudl de estos tres modos se encuentra la neurona.
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Figura 4.10: Evolucién del sistema para diferentes valores de E+. Grafica principal: es-
pacio de fases, muestra la transformacién de los diferentes elementos geométricos. Gréfica
secundaria: potencial de membrana, muestra el comportamiento de la neurona en cada
momento (reposo/hiperactividad). Por comodidad, el material extra del trabajo incluye
un documento PDF con cada figura a pagina completa.
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Figura 4.10: (cont.) Evolucién del sistema para diferentes valores de Ey+. Grafica princi-
pal: espacio de fases, muestra la transformaciéon de los diferentes elementos geométricos.
Grafica secundaria: potencial de membrana, muestra el comportamiento de la neurona
en cada momento (reposo/hiperactividad). Por comodidad, el material extra del trabajo
incluye un documento PDF con cada figura a pagina completa.

B 1. Un tdnico equilibrio estable / Neurona en reposo (I)

En este intervalo, el tinico objeto geométrico en el espacio de fases es el foco estable.
La neurona por tanto disparara potenciales de accién ante estimulos adecuados y perma-
necera en reposo el resto del tiempo.

Una propiedad distintiva en estos casos es la existencia de oscilaciones subumbrales
del potencial de membrana tras una perturbacién de la misma'®. Asi, las neuronas pueden
clasificarse como resonadoras o integradoras, dependiendo de si presentan o no este
comportamiento. En concreto, las neuronas resonadoras seran mas propensas a disparar
potenciales de accién cuando la frecuencia del estimulo dado coincida con su frecuencia
natural.

Nuestro modelo neuronal presenta dichas oscilaciones subumbrales (recordar Fig. 4.4a),
cayendo en la categoria de neurona resonadora. Un proceso relativamente simple para

18Generalmente, la aparicién de este tipo de oscilaciones se debe a la presencia de una corriente persis-
tente de K (presente en el modelo de HH). En neuronas de mamiferos estas oscilaciones alcanzan hasta
los 200 Hz. [5]

Kevin Medina 31



Caso de estudio

buscar su frecuencia natural consiste en estimular la neurona con una corriente ZAP, una
funcion sinusoidal que aumenta gradualmente su frecuencia, y observar como responde el
potencial de membrana. Aplicamos un estimulo subumbral a nuestra neurona de la forma

I(t) = 0.2sin (at?) |

en unidades de pA/cm® y con o = 2-1077 y 3 = 3 [19]. Calculando la transformada dis-
creta de Fourier [20],[21] (DFT, Discrete Fourier Transform) del potencial de membrana
encontramos que su frecuencia natural se sitia en 66.4 Hz (ver Fig. 4.11).
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Figura 4.11: De arriba a abajo: Corriente ZAP subumbral aplicada, variacion de Viem
respecto a su posicién de reposo, impedancia de entrada Z(f) = DFT(Vipem) / DFT(1).

B 2. Sistema biestable / Hiperexcitabilidad e hiperactividad neuronal (I1/III)

En sistemas excitables, cuando en el espacio de fases coexisten dos objetos geométri-
cos estables se dice que el sistema es biestable. En nuestro modelo neuronal el intervalo
biestable estd acotado por la bifurcacion SNCL y la primera bifurcacién de Hopf y se
tiene un equilibrio estable (neurona en reposo) y un ciclo limite estable (constante dispa-
ro de potenciales de accién; hiperactividad neuronal). Asi, la neurona podra encontrarse
en cualquiera de estos dos estados, dependiendo de las condiciones iniciales y de posibles

estimulos aplicados.

La naturaleza subcritica de la bifurcacién de Hopf mencionada supone la existencia de
un ciclo limite adicional inestable que separa el espacio de fases en 2 regiones. Este ciclo
limite inestable juega un papel importante en el comportamiento de la neurona; traza la
frontera que discrimina entre estimulos pequenos y estimulos generadores de potenciales
de accion. Por tanto, esta configuracién del sistema permite definir una especie de po-
tencial umbral. Aun asi, es necesario puntualizar que este umbral no es un simple valor
limite del potencial de membrana, sino una variedad en el espacio de fases (una curva en
sistemas 2D) conocida en el marco de los sistemas dindmicos como separatriz.

Neuronas integradoras siempre tienen umbrales bien definidos gracias a la geometria
del espacio de fases y las bifurcaciones involucradas. Neuronas resonadoras, al contrario,
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no siempre tendran definido un umbral. Su existencia dependera de si el estado de reposo
pierde la estabilidad a través de una bifurcacién de Hopf subcritica, pudiéndose definir
una separatriz, o a través de otro tipo de bifurcacién, siendo imposible identificar un um-
bral.

La neurona de calamar estudiada, debido a que partimos del reposo, permanecera en
el punto de equilibrio estable durante todo el intervalo de biestabilidad pero en un estado
de hiperexcitabilidad. Esto se debe esencialmente a la rapida disminucion del ciclo limite
inestable con el aumento de E+, haciendo que el sistema pueda disparar potenciales de
acciéon con estimulos cada vez mas pequenos. Ademas, valores mas altos de Ey+ implican
una despolarizacion del potencial de membrana y, consecuentemente, del potencial de re-

poso'?, motivando atin més el estado de hiperexcitabilidad de la neurona.

B 3. Ciclo limite estable / Hiperactividad neuronal (III)

Ahora el tinico elemento geométrico estable en el espacio de fases es el ciclo limite re-
manente. En teoria, la neurona podria situarse en alguno de los estados correspondientes
a los puntos de equilibrio inestables que surgen de las bifurcaciones SN pero pequenas
perturbaciones forzarian al sistema a un estado de hiperactividad inevitable. Esto pone
de manifiesto un punto importante: una bifurcacion del sistema no siempre implica un
cambio en el comportamiento de la neurona.

En nuestro caso, teniendo en cuenta las condiciones iniciales, la hiperactividad neuro-
nal que se observa en estos rangos de [Kﬂext se explica con la existencia del ciclo limite
estable originado en la bifurcacién SNCL. Sin embargo, el salto del sistema de un estado
de reposo al régimen ténico observado tiene como origen la primera bifurcacion de Hopf,
donde se pierde la estabilidad del punto de reposo empujando al sistema al dominio de
atraccién del ciclo limite estable.

9En condiciones normales, Ex+ = —77 mV < Vieposo = —65 mV. Es decir, las corrientes i6nicas de
K" disminuyen la carga positiva dentro de la neurona e hiperpolarizan el potencial de membrana. Sin
embargo, en condiciones de [KT]ey; alto, la fuerza impulsora de Kt disminuye drésticamente afectando
a los mecanismos de hiperpolarizaciéon y provocando que la membrana se despolarice.
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5. Conclusiones

El sistema nervioso se encuentra sometido constantemente a estimulos eléctricos que
alteran su estado de reposo y fundamentan las conexiones neuronales. La tarea de inter-
pretar dichos estimulos recae en todas y cada una de las neuronas que lo componen. Por
tanto, entender los mecanismos celulares involucrados en esta red interconectada supone
un primer paso para construir una base robusta de conocimiento.

La generacién de potenciales de accién viene, ante todo, gobernada por la existencia
de un potencial de reposo, dotando a cada neurona con un valor base que poder conver-
tir en dicha senal nerviosa. En los medios intra y extracelular encontramos variedad de
especies i6nicas en diferentes concentraciones. Precisamente, sera el movimiento de estos
iones a través de la membrana plasmatica lo que generard cambios en el potencial de
membrana. Asi pues, es crucial capturar la esencia de estos movimientos si se aspira a
modelar matematicamente una célula nerviosa.

En dltima instancia, la conexion entre la electrofisiologia y las matematicas se esta-
blece gracias a las propiedades biofisicas de la membrana y del axén, resultando en un
circuito eléctrico equivalente a la neurona. La ecuacion diferencial del circuito junto con
la modelizacién experimental del resto de variables involucradas da lugar al modelo de
Hodgkin-Huxley, un conjunto de ecuaciones diferenciales que simulan el comportamiento
celular y definen finalmente el simil entre neurona y sistema dinamico.

Es en este punto donde la teoria en sistemas dinamicos toma las riendas del estudio.
El comportamiento de la neurona residird en qué elementos geométricos estan presentes
en el espacio de fases. Ademads, la busqueda de posibles bifurcaciones que sufre el sistema,
nos ayuda a entender como estos elementos geométricos se transforman, modificando la
conducta de la neurona.

Para exponer todos los conceptos presentados en este trabajo se propone el estudio
del axén gigante de calamar. Asi pues, con el marco tedrico de los sistemas dindmicos y el
apoyo de los métodos numéricos desarrollados se consigue demostrar la correlacion entre
un aumento de [K"]. v la hiperexcitabilidad e hiperactividad neuronal observadas en
episodios epilépticos.

El trabajo apenas llega a aranar la superficie de los conceptos tratados por lo que los
temas a desarrollar mas profundamente son practicamente infinitos. Puede ser interesante
estudiar el salto de una neurona con un comportamiento integrador a uno resonador y
viceversa; estas transiciones estan gobernadas por bifurcaciones de codimensiones mayo-
res (la bifurcacién de Bogdanov-Takens de codimensién 2, por ejemplo). Queda también
en el aire el analisis dindmico del modelo original de HH 4D asi como otros modelos
neuronales no considerados (Integrate-and-Fire, Morris-Lecar, etc.). El potencial de los
sistemas dinamicos en neurociencia es evidente y es un campo de estudio con un futuro
prometedor.
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A. Apéndice: Fracciéon de iones K™ necesarios para
establecer el potencial de equilibrio

Para una neurona de mamiferos tipica, a T' = 37°C, el potencial de equilibrio de

K* es Ex+ = —89 mV [5]. Primero necesitamos calcular la cantidad de carga que debe

acumularse en la membrana para generar esta diferencia de potencial. El andlogo eléctrico
de la membrana es el condensador luego la carga buscada cumple

Qmem - Canern : EK+ .

La capacitancia especifica (capacitancia por unidad de superficie) de una célula tipica
es Cmem = 0.9 pF /cm? [22] y, aproximando su morfologia a una esfera, el radio es r ~ 10 ym
[3]. De estos datos se puede deducir directamente la capacitancia

Cmem = Cmem * Smem =1.13- 10_11 F ,

luego la carga buscada es
Qumem = —1.01-10712 C .

Ahora bien, el signo negativo indica que cierta carga ha tenido que abandonar el
interior de la célula. En concreto, el ntimero AN de iones K+ perdidos es

’Qmem’

e

AN = = 6.28 - 10°% iones KT .

Por otro lado, los iones K™ iniciales eran
N = [Kintracetular * Na - Vedtula = 3.53 - 10! iones K™ iniciales |

donde [K™]intracetular = 140 mM [5] y Viguia es el volumen de la célula, teniendo en cuenta
el radio dado.

Luego, la fraccion de iones K+ necesarios para generar el potencial de equilibrio Ex+ =
—89 mV es

AN 628-10° [ 1
N 3.53-10" " | 50000
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