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Introduccion

La teoria de homologia surgié como una rama de la topologia, siendo Henri
Poincaré (1854-1912) el primero en introducir este concepto en su famoso
articulo Analysis Situs en 1895. Su gran intuicién le permitié introducir
conceptos como la homologia y otros objetos algebraicos como el grupo
fundamental, si bien su forma de hacerlo no tenia el rigor formal que hoy en
dia se utiliza.

Este trabajo tiene como finalidad la construccién de invariantes topoldgicos,
es decir, propiedades o estructuras asociadas a espacios topoldgicos que se
mantienen mediante homeomorfismos. Vamos a construir a partir de espacios
topoldgicos, familias numerables de grupos abelianos {H,(X): n > 1} de
tal manera que si dos espacios topolégicos son homeomorfos, sus respectivos
grupos asociados sean isomorfos en todas las dimensiones. Estos grupos, que
llamaremos grupos de homologia, explicados de manera intuitiva, mediran el
nimero de agujeros de dimensién n que tiene un espacio. Asi pues, la esfera
S! tendré como primer grupo de homologia a Z, mientras que el resto de sus
grupos seran isomorfos al grupo trivial, pues la esfera posee un agujero de
dimensién 1 y ninguno de dimensién superior. Mas en general, la n-esfera
S™ tendra como n-ésimo grupo de homologia a Z, mientras que el resto,
seran triviales, dando a entender que S™ tiene un agujero de dimensién n y
ninguno de otra dimensién. De manera similar, definiremos el grupo Hy(X),
el cual tendra que ver con la conexién por caminos del espacio.

Esto nos va permitir diferenciar de manera rigurosa estructuras como el toro,
T1 y la superficie compacta de género 2, Ts. Ya que estos son espacios que
intuitivamente entendemos que no son homeomorfos, porque observamos que
Ts tiene claramente un asa mas que T1.
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Figura 1: El toro, T; a la izquierda y Ty a la derecha.

P

Sin embargo, probar que no lo son con los invariantes més conocidos
puede resultar dificil, pues ambos son compactos, conexos por caminos, lo-
calmente conexos por caminos, no contractiles, metrizables y de dimensién
2. Para el final de este trabajo, seremos capaces de calcular sus grupos de
homologia y de diferenciarlos.

El orden que vamos a seguir serd el siguiente. En el primer capitulo
empezaremos construyendo los grupos de homologia singular y probaremos
varias propiedades bésicas de estos mismos. En segundo lugar, veremos que
H,, define un functor de la categoria de espacios topoldgicos en la de grupos
abelianos y como consecuencia, probaremos que los grupos de homologia
singular son invariantes topolégicos. En tercer lugar, definiremos un opera-
dor y lo usaremos para probar la invarianza por homotopia de los grupos
de homologia. Como resultado, probaremos que la homologia no es un in-
variante completo. Por tltimo, veremos la relacién entre el primer grupo de
homologia y el grupo fundamental mediante el Teorema de Hurewicz.

En el segundo capitulo nos centraremos méas en dar herramientas para
calcular grupos de homologia. En primer lugar, construiremos los grupos de
homologia relativa, que son una extensién de los grupos de homologia sin-
gular y probaremos unos resultados analogos a los vistos con la homologia
singular. En segundo lugar, veremos que H,, también es un functor a pares.
En tercer lugar, definiremos la sucesién larga de homologia y veremos su
exactitud. Usaremos esta sucesion para calcular el primer grupo de homo-
logia relativa del par (D", S"~1). En cuarto lugar, veremos unos operadores y
los usaremos para probar el teorema de excision. Con este teorema junto con
el primer grupo de homologia relativa del par (D", S*~!) podremos calcular
los grupos de homologia singular de S™. Por ltimo, veremos la sucesion
de Mayer-Vietoris y probaremos su exactitud. Usaremos esta sucesién para
calcular varios grupos homologia y finalmente dar un ejemplo de dos espa-
cios con grupos de homologia singular isomorfos, pero con distinto tipo de
homotopia. Esto nos probara que la homologia, desgraciadamente, no nos
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permite saber cuando dos espacios son homeomorfos o tienen el mismo tipo
de homotopia, solo nos permite saber cuando no lo son o tienen distinto tipo
de homotopia.






Capitulo 1

Teoria Singular

1.1. Grupos de homologia singular y propiedades
basicas

Vamos a comenzar con la construccién de un nuevo invariante topoldgico.
Para ello empezamos definiendo los conceptos sobre los que trabajaremos.

Definiciéon 1.1.1. Denotamos por e¢; € R™ con i € N a la n-tupla que
tiene un 1 en la ¢-ésima componente y 0 en el resto. Denotamos por eg a la
n-tupla formada por todo 0. Dado n € N, llamamos n-simplice geométrico
estandar a la envolvente convexa de {eg, €1, ..., e, }. Se denota por A,, y posee
la topologia inducida por la usual sobre R™.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio topolégico y n € Z+ = NU {0}. Un
n-simplice singular en X es una aplicaciéon continua o: A, — X.

A partir de ahora, si no hay lugar a confusién, usaremos las palabras n-
simplice y n-simplice singular de manera indistinta. La letra X la usaremos
para denotar espacios topoldgicos genéricos y la letra o, queda reservada
para denotar n-simplices en X. También usaremos la notaciéon pctx € X
para hacer referencia a todo elemento de X salvo una cantidad finita de
elementos de X.

Procedamos a definir una suma de manera puramente formal entre n-simpli-
ces singulares en X y asi crear un grupo con el que trabajar.

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio topoldgico y n € Z*. Sea S, (X) =
{3, 1o -0 | o esn-simplice singular en X, n, € Z, ny =0 pcto} el con-
junto de las n-cadenas singulares. Se define la operacién suma sobre Sy, (X)
de la siguiente manera:

Zna~0+2ma-022(no+ma)-a

Por construccién, (S, (X),+) es un grupo abeliano, en concreto, es el grupo
abeliano libre generado por los n-simplices singulares en X.
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El elemento neutro de (S,(X),+) es el cero o suma nula, y una n-cadena
singular es cero si y solo si todos sus coeficientes son cero.

Procedamos a ver varias definiciones que nos permitirdn construir un ho-
momorfismo de S, (X) en S,_1(X), el homomorfismo frontera o borde. Este
homomorfismo serd fundamental en la construccién de nuestro invariante
topoldgico.

Definicion 1.1.4. Sean € Ny 0 < ¢ < n. Llamamos i-ésima cara geométri-
ca de A, a la tnica aplicacién afin €!,: A,,_1 — A,, que verifica:

; €; si g <1

N — J
e,(ej) = o s
j+1 SLj =21t

Esta aplicacién lleva de manera homeomorfa y afin A,,_1 sobre la cara opues-
ta al vértice e; en A,, y nos permite definir la i-ésima cara de un n-simplice
singular.

Definicion 1.1.5. Sea X un espacio topolégico, n € N, 0 < ¢ <ny o un
n-simplice singular sobre X. Llamamos i-ésima cara de o a el (n-1)-simplice
singular definido por o o €!,. Lo denotaremos por old),

Estamos en situacién de definir la frontera de un n-simplice singular.

Definicion 1.1.6. Dado o un n-simplice singular sobre X, la frontera o
borde de o es la (n-1)-cadena singular 9,(0) = 31 ;(=1)" - 0@ € S,,_1(X).
Es la suma formal de las caras de o dotadas de signo.

Esta aplicacién se puede extender de forma lineal a un homomorfismo de
grupos abelianos, el homomorfismo frontera, de la siguiente manera:

On: Sp(X) — Sp—1(X)
Yoo 0 > 0D, Mo 0) =D, N 0p(0)

Observacién 1.1.1. En el caso de n = 0, no esta definido qué es dy. Defi-
nimos por tanto, la frontera de una 0-cadena singular como O.

Obtenemos asi el complejo de cadenas singulares {S,(X), Oy} pez+:

0 5, (X) B S (X) 5 Sa(X) - B s1(X) B sy(x) B {0y

Mis adelante veremos que en efecto 0,1 o 0, = 0. Estos homomorfismos
nos permiten construir dos subgrupos de S, (X): el Ker(0d,) y la Im(0p+1).
A partir de ahora, vamos a denotar por Z,(X) a Ker(d,) y por B,(X) a
Im(8n+1).

Definicién 1.1.7. Un n-ciclo es una n-cadena singular ¢, tal que 9, (c) = 0.
Por tanto, Z,(X) es el conjunto de n-ciclos.
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Definicion 1.1.8. Un n-borde es una n-cadena singular ¢, tal que existe
d € Spt1(X) tal que Op41(c’) = c. Por tanto, B,(X) es el conjunto de
n-bordes.

Nuestro objetivo ahora es probar que By, (X) esta contenido en Z,,(X). Para
ello nos vamos a ayudar de un lema.

SR ; i Jj _ J i—1
Lema 1.1.1. Si j <, se verifica €, 1 0€n =€, 06, .
Este lema se prueba con solo desarrollar ambas composiciones y ver que en
efecto, son la misma aplicacién. Este lema da lugar a la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.2. Para todo n > 0 se tiene que 0, 00,11 = 0 y por tanto,
B (X) C Zn(X).

Demostracion. Basta con probar que 0p,(9p+1(0)) = 0 para o, un (n + 1)-
simplice singular en X, ya que por la linealidad de la aplicacién frontera,
esta propiedad pasa a cadenas.

n+1 n+l n
. . w . P
On(Oi1(0)) = 3 (~1) - Bu(0 0 chsy) = DS (1) god 06, =
=0 =0 j=0
§ : i+j i J § i+j i J —
(_1) 'ern+1oen+ (_1> "00€py10€6, =
i€ {l,...,n+1} i€ {0,...,n}
j€{0,..,n} j€{o,..,n}
Jj<i i<j

Z (1)t goertl o€l + Z (~1)* .goe o€, =

r e {0,...,n} i€ {0,...,n}
j€{0,..,n} j€{0,..,n}
j<r+1 i<j

Z (_1)r+j+1 .gog£+1062—|— Z (_1)i+j .UO€Z+1O€£:O

O]

Podemos por tanto considerar el cociente de estos dos subgrupos de Sy, (X),
ya que son abelianos y uno estd contenido en el otro. Esto nos lleva a la
siguiente definicion:

Definicién 1.1.9. Dado n € Z* y X un espacio topolégico. Llamamos n-
ésimo grupo de homologia singular de X al cociente Z,(X)/Bn(X) y se
denota por H,(X). Ademsds, si ¢i,c2 € Z,(X) son dos cadenas tales que
c1+ Bn(X) = co + Bp(X) € Hp(X), diremos que son n-cadenas homélogas.

Se tiene entonces que dos cadenas ci, ¢y € Z,(X) son homdlogas si y solo si
existe ¢ € Sp41(X) tal que 9p41(¢) = ¢1 — ca.
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A partir de ahora, cuando no haya lugar a confusién, usaremos la notacién ¢,
para hacer referencia a la clase de equivalencia de la n-cadena ¢ en H,(X).
Sin embargo, cuando trabajemos con varios grupos cociente emplearemos
la notacién ¢ + B, (X) para dejar claro en que grupo estamos considerando
la coclase. También usaremos la notacion = para denotar isomorfismos de
grupos cuando hablemos de grupos y homeomorfismos cuando hablemos de

espacios topologicos.

Veamos varias propiedades de los grupos de homologia, que mas adelante
nos seran de utilidad:

Proposicién 1.1.3. Sea X un espacio topoldgico. Si X = {xo}, entonces:

vl Z si n=0
Hn(X):{O st n>1

Demostracion. Sea o : A, — {xp} un n-simplice singular en X. La tnica
aplicacién posible es la aplicacién constante, o(p) = o para todo p € A,,.
Denotamos por o, al tinico n-simplice en X.

Por consiguiente, se tiene que an’ = op0€ =0, 1 paratodon € Ny en
consecuencia:

n n . i}
an(o_n) _ Z(_l)z'gnfl _ U'nl‘%(_l)l _ { gn—l Sl n es par Vn € N
i=

, si n es impar
=0

y Oo(0p) = 0 por definicién de dy. De aqui se concluye que:

Zn(X) = {m-op € Sp(X),meZ | O(m-0,)=m-0n(0n,) =0}

0 si n es par
{ Sp(X) sinesimpar VneN
Zo(X) = {m-09 € So(X),m e Z | d(m-0ag)=m-0d(og) =0}
= So(X)

De igual manera, también se razona que:

Bo(X) = {ce Sy(X) | 3 € S1(X) tal que 91() =c}

= 0
Porque 0;(c) = 0 para todo ¢ € S1(X). Por dltimo:
Buy(X) = {ceSy(X) | A € Sp1(X) tal que 9p11(c) = ¢}
_ 0 si n es par
{ Sn(X) sin esimpar vneN

Ya que si n es par, ,+1(c) = 0 para todo ¢ € S, +1(X) y si n es impar, n+ 1
es par y por tanto, dado m - o, € S, (X), existe m - 0,41 € Sp+1(X) tal que
8n+1(m . O'n+1) = m:-op.

Asi concluimos que:
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1) Ho(X) = Zo(X)/Bo(X) = So(X)/0 = So(X)
i) Sin > 0es par, Ho(X) = Zn(X)/Ba(X) = 0/0 2 0
iii) Sin es impar, H,(X) = Z,(X)/Bn(X) = Sp(X)/Sn(X) =0

Finalmente, se comprueba que Sy(X) = Z viendo que la siguiente aplicacién
es un isomorfismo:
o So(X) — Z
m-09g ——> mMm

O

Veamos ahora que relacién existe entre los grupos de homologia de un espacio
topoldgico y los de sus componentes conexas por caminos.

Proposicién 1.1.4. Sea X un espacio topolégico y sea {X; C X|i € I} el
conjunto de las componentes conexas por caminos de X. Entonces:

Ho(X) = @ Hy(X;) Yn>0 (1.1)
el
Observacién 1.1.2. Si {G; | i € I} es una familia de grupos, ®;c;G; es

el subgrupo de IL;c;G; formado por aquellos elementos (g;);cs tales que solo
una familia finita de sus términos es no nula.

Demostracion. Dado o : A, — X un n-simplice singular sobre X, como
A, es convexo, es conexo por caminos, y como o es una funcién conti-
nua, o(A,) es conexo por caminos. Por tanto, existe un tnico ig € I tal
que o(A,) C Xj,. Asi pues, si ¢ = > mg -0 € S,(X) es una n-cadena,
podemos escribir ¢ = Zie 1 Ci, donde ¢; € Sn(X;) es la suma de los n-simpli-
ces que componen c tales que su imagen estd contenida en X;, es decir,

= >, my-o.
Im(o)CX;

Entonces podemos definir la siguiente aplicacion:

On: Sp(X) — 'EBISn(Xi)
1€
c — (Ci)ier

Esta aplicacién es un isomorfismo. Para ver que este isomorfismo se puede
restringir a un isomorfismo entre Z,(X) y @ierZ,(X;), vamos a ver que
dado ¢ € S,(X), ¢ es un n-ciclo si y solo si ¢; € S,(X;) es un n-ciclo para
todo i € I.

(i) Si para todo i € I, ¢; es un n-ciclo, tenemos que 9,(¢;) = 0. Luego
0="> icrOnl(ci) = 0n(> ;cr ci) = Onlc) y c es un n-ciclo.
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(ii) Partimos de que ¢ es un n-ciclo. Si ¢; € S,,(X;), se tiene que 9, (¢;) €
Sp_1(X;), pues Im(c®) = Im(c o €) C Im(s) C X; para todo
o € Sp(X;). Luego 0 = Op(c) = > ;e Onlci) y como ¢, 1 es un iso-
morfismo, (0)icr = n-1(0) = ©n-1(2e; Onlci)) = (On(ci))ier- Se
concluye que 9,(c;) = 0 para todo i € I y ¢; es un n-ciclo para todo
1€ 1.

Podemos por tanto restrigir ¢, a un isomorfismo de Z,(X) en @®;erZ,(X;)
y eso nos permite definir el siguiente homomorfismo:

on: Ho(X) — iEeBIHn(Xi)

c — (Gier

Veamos que estd bien definido. Sean ¢; = ) ;c;c1i, 2 = D72 € Zn(X)
dos n-cadenas homdlogas en X. Entonces existe ¢ = ), .;¢; € Sp11(X) tal
que dp11(c) = c1—ca. Luego Y . ;(cri—c2i) = Ong1(c) = > icr Ong1(ci) y co-
00 (o 5 isomorfismo, (cti—car)ier = n(Sres (C1i—3)) = on(Srer Out1 (c1))
= (On+1(¢i))ier, es decir, ¢1; — co; = Ont1(c;) para todo @ € I. De esto se
concluye que (¢1;)ier = (€2i)ier v @,, esta bien definido.

Finalmente, para ver que @, es un isomorfismo, basta con dar su inversa.
Definimos para ello:

On: 'EeBIHn(Xi) — Hp(X)
T
(Gi)ier — €= i1 Ci

Se comprueba de manera similar a ©,, que ¢, estd bien definida y es un
homomorfismo. Ademés queda claro que ¢, 0P, = 1y, (x) ¥ P © Pn =

iel

Lema 1.1.5. Sea n: Ay — [0,1] el homeomorfismo (1 — t)eg + te; — t.
Entonces existe una biyecion entre los caminos sobre X y los 1-simplices
singulares sobre X.

Demostracion. Sea o un camino sobre X, entonces o o7 es un 1-simplice
singular sobre X. Igualmente, si ¢ es 1-simplice singular sobre X, entonces
o on~! es un camino sobre X. Ademds, como 7 es un homeomorfismo, esta
correspondencia es uno a uno. [

Gracias a este lema, de ahora en adelante, trataremos los caminos sobre X
y los 1-simplices en X indistintamente para aligerar notacion.

Lema 1.1.6. Si X es un espacio topoldogico conexo por caminos, entonces

Hy(X) = 7.

Demostracion. Recordemos que por definicién, 0y es la aplicacién que envia
toda 0-cadena al 0, luego Zp(X) = Ker(dy) = So(X), es decir, toda 0-cadena
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es un O-ciclo. Una 0-cadena genérica se escribe de la forma ) .y m; -,
donde m; = 0 pct  y x, no solo es un punto de X, sino que denota el
0-simplice:
xX: AO — X
e H—— T

Podemos definir ahora la siguiente aplicacién:

@: Zy(X) — Z
DpexMa T > Do oy My

Es un homomorfismo de grupos sobreyectivo. Si probamos que Ker(p) =
By(X), aplicando el primer teorema de isomorfia tendriamos que Hy(X) =
Zo(X)/Bo(X) = Zp(X)/Ker(e) = Im(yp) = Z y habriamos acabado. Vea-
mos entonces que Ker(p) = {>  cxmz v € Zo(X) | Y cxma = 0} =
By(X) probando el doble contenido.

(i) Sea ¢ = Y m;-x; € Ker(p) un O-ciclo, es decir, >." ym; = 0.
Sea z € X un punto fijo. Como X es conexo por caminos, existe o,
un camino que une x con x; para todo i € {0,1,...,m}. Por el lema
anterior, podemos entender estos caminos sobre X como 1-simplices
singulares sobre X, luego Y ;" ; m;-0; es una cadena de S1(X). Ademsds,
como 01 (0;) = g;0 €} —0;0el = 0;(1) — 04(0) = z; — x, tenemos que

(Y igmi-oi) = gmi - 01(os) = D gmi - (z —x) = Y 0 gmy -
Ti—x- Yy omy =yt om;-x; —0 = ¢, es decir, ¢ € By(X).

(ii) Sea ¢ € By(X). Entonces existe > " m; - 0; € S1(X) tal que ¢ =
(X Zgmi - 0i) = 3% gmi - O1(0i) = YZgmi - (04(1) — 03(0)) =

Yoo micoi(1)+>-" o (—m;)-04(0). Luego la suma de los coeficientes del
0-borde ces > " ym;+ Y ;- (—m;) = 0y se concluye que ¢ € Ker(p).

O]

Corolario 1.1.7. Sea X un espacio topoldgico y sea {X; C X|i € I} el
conjunto de las componentes conezxas por caminos de X, entonces:

Hy(X) = 37 (1.2)

Ya conocemos por tanto, el 0-ésimo grupo de homologia de cualquier espacio
topoldgico.

1.2. El functor H,

A continuaciéon vamos a ver que H,, define un functor covariante de Top, la
categoria de espacios topoldgicos, en Ab, la categoria de grupos abelianos.
Esto tendra como consecuencia que los grupos de homologia son invariantes
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topolégicos.
Para ver que H,, es un functor, hay que definir primero como actiia sobre
funciones continuas.

Definiciéon 1.2.1. Sea f: X — Y una funcén continua y o: A, — X
con n € Z*, un n-simplice singular sobre X. Entonces (foo): A, — Y
es un n-simplice singular sobre Y. Extendiendo por linealidad se obtiene el
homomorfismo de grupos:

Sn(f): Sn(X) —  Sp(Y)
YeMo-0 — Y mMmg-(foo)

Con esta definicién se puede intuir como definiremos H,(f). Pero para ver
que es correcta, vamos a requerir de varios lemas previos:

Lema 1.2.1. Sea f: X — Y wuna funcion continua, entonces para todo
n € Z*t, se tiene que S,_1(f) 0 8:X = 0Y o S,(f), donde 87 denota la
aplicacion frontera de Sy (Z) en Sp—1(Z). Es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo:

Su(Y) 2% S, ()

A un homomorfismo que conmuta con el operador frontera se le llama ho-
momorfismo en cadenas.

Demostracion. Es suficiente probar que S,_1(f) 0 9;X(0) = 0Y o Sn(f)(0),
para o € S,(X), un n-simplice singular sobre X cualquiera. Sea ¢ un n-
simplice:

Sn1(H0 () = Su-1(f) (Z(—l)i(UOEZ)) =Y (-D(fo(ooe)

=0 =0

Lema 1.2.2. Sean X e Y dos espacios topolégicos y sea f: X — Y una
funcién continua, entonces para todo n € ™ se tiene:

Sn(f)(Zn(X)) € Zn(Y) y Su(f)(Bn(X)) S Ba(Y).
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Demostracion. Sea S,(f)(c) € Sn(f)(Zn(X)). Por tanto 9;X(c) = 0. Por el
lema anterior, 9Y (S, (f)(c)) = Sn_1(f)(0:X(c)) = Sn—1(f)(0) = 0, es decir,
Sn(f)(c) € Z,(Y), lo que nos da el primer contenido.

Sea Sp(f)(c) € Sn(f)(Bn(X)). Por tanto existe ¢ € Sp+1(X) tal que
9X.1(c) = c. Por el lema anterior, tenemos S, (f)(c) = Sn(f)(9:X1(c)) =
OY 1 (Sns1(f)(), es decir, Sy (f)(c) € Bn(Y) y hemos acabado. O

n

Ya estamos en situacién de definir H,(f), probar que estd bien definido y
de demostrar que H,, es un functor covariante.

Teorema 1.2.3. Para todon > 0, Hy,: Top — Ab es un functor covarian-
te.

Demostracion. Ya hemos definido como actia H,, sobre objetos de Top, a
cada espacio topoldgico X le asocia el grupo abeliano H,(X). Definamos
como actia sobre funciones continuas entre espacios topolégicos.

Sea f: X — Y una funcién continua. Definimos:

Hn(f): Hu(X) — Ha(Y)
¢ Salf)(e)

donde ¢ € Z,(X).

(i) Sic € Z,(X), por el lema anterior, S, (f)(c) € Z,(Y). Luego si ¢ €
H,(X), entonces S, (f)(c) € Hy(Y), y la aplicacién envia elementos
del grupo H,(X) en elementos del grupo H,(Y).

(ii) Hp(f) estd bien definida. Si tomamos c¢1,c2 € Z,(X) dos n-cadenas
homdlogas, entonces c;—c2 € By, (X). Por el lema anterior, Sy, (f)(Bn(X))
C By (Y) y por tanto Su(f)(e1) — Su(f)(c2) = Su(f)(c1 —3) € Ba(Y).
Luego Sn(f)(c1) = Su(f)(c2), es deciv, Hy(f)(1) = Hn(f)(2)-

Ademids, como S, (X) es un homomorfismo de grupos, H,(X) también lo
es. También se verifica que Hy(1x) = 1, (x), pues dado ¢ = 3" ym; - 0; €
Zn(X), Ho(1x)(@) = Sn(1x)(¢) = 2iZgmi- (Ix 0 03) = 32ilgmi-0i = ¢ =
L, (x)(©)-

Y por dltimo, Hy(g o f) = Hyp(g) o Hay(f). Sea ¢ = Y2 ym; - 05 € Zyp(X

7=

)
Hy(9)(Hn(f)(©) = Hn(9)(3iZomi- (fooi) = 3Zgmi-(go foo) =
H,(f o g)(¢). En definitiva, H,, es un functor covariante de Top en Ab. [

La principal consecuencia de esto, es que H,, es un invariante topolégico.

Corolario 1.2.4. Si X e Y son dos espacios topoldgicos homeomorfos, en-
tonces Hy(X) = H,(Y) para todo n € Z*.

Demostracion. Sea f: X — Y el homeomorfismo de X en Y. Como H,
es un functor, 1y, y) = Hn(ly) = Hu(f o f71) = Hu(f) o Ho(f7) vy
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Hy,(f) es sobreyectivo. Por otro lado, 1, (x) = Hu(lx) = H,(ftof
Ho(f~Y) o Hu(f) y Hu(f) es inyectivo. Luego H,(f): Hp(X) — H,(Y
un homomorfismo biyectivo, es decir, un isomorfismo, con inversa H,, (f~
Por tanto H,(X) = H,(Y). O

1

El reciproco, desgraciadamente, no es cierto, dos espacios con grupos de ho-
mologia isomorfos pueden no ser homeomorfos. Esto lo veremos mas adelante
cuando probemos nuestro siguiente objetivo, la invarianza por homotopia.
La homologia no es por tanto, un invariante completo.

1.3. El operador prisma

Nuestro objetivo en esta seccidon es construir un operador llamado prisma
y probar una propiedad que este verifica. Mas adelante, esta propiedad nos
serd 1util para probar la invarianza por homotopias de los grupos de homo-
logia. Para ello vamos a necesitar introducir la siguiente notacion.

Sean pg, - -- ,p, puntos de V, un espacio afin y sea f: R — V la tnica
aplicacién afin que lleva e; en p; para i € {0,...,n}. A partir de ahora,
vamos a denotar por (pg---pp) a f|a,. En particular, vamos a denotar por
dn a (ep---en) = 1a,, es decir, a la identidad en A,,. Por otro lado, vamos
a denotar por (ag---a;---ay,) a la aplicacién (ag---a;—1a;4+1---ap) y por
tanto, a partir de ahora, 5 = (eg---€;---en) parai € {0,1,...,n}.

Definicién 1.3.1. Dado n € Z*, denotamos para i € {0, ...,n} los puntos

a; = (€,0) y b = (e;,1) € A, x [0,1]. Definimos entonces la n-cadena
singular P27(6,) € Spy1(An x [0,1]) mediante:

PR (6n) = > (=1)'(ag- - abi---by) (1.3)

i=0
Asi podemos definir el operador prisma, como el homomorfismo de grupos
PX: 5,(X) — Spi1(X x [0,1]), que verifica:
PX(0) = Spy1(o x 1) © Py (8n) (14)
para todo o, n-simplice singular sobre X.

Cabe destacar que esta definicién es congruente consigo misma, ya que la
ecuacién (1.4) no contradice (1.3), pues si tomamos X = A, y o = §,, se tie-
ne que P27 (8,) = Spy1(6n X Ljpy) o A (5,). Esto se comprueba de manera
inmediata ya que: Sp41(dn X Ljg17) = Sn+1(1a, X 1jo,1)) = Snt1(1a, x[0,1]) =
LS (anxp1):

Intuitivamente, el operador prisma, tal y como es definido por la ecuaciéon
(1.4), lo que hace es particionar el prisma A,, x [0, 1] en n+1 (n+1)-simplices
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singulares sobre A,, x [0,1]. Si n = 1, lo que hace es separar el cuadrado
Aq x [0,1] en dos tridngulos. Si n = 2, separa el prisma de base triangular
Ay x [0, 1] en 3 tetraedros y asi sucesivamente. Se aprecia bien en el dibujo.

Veamos a continuacién dos propiedades importantes del operador prisma,
una de las cuales usaremos luego para probar la invarianza por homotopia.

Proposicion 1.3.1. Dados X e Y dos espacios topoldgicos y f: X — Y
una funcion continua, para todon > 0, el siguiente diagrama es conmutativo:

Su(X) B 5, (X % [0,1])

| |
Sn(f) Sn1(f x 1[0,1})
A \

S, (V) T 5 (v % [0,1))

Es decir, PY o S, (f) = Spi1(f x L)) © PX. A esta condicion se la conoce
como condicion de naturalidad del operador prisma.

Demostracion. Es suficiente con probarlo para un n-simplice o € S, (X).
Operando obtenemos que:

PY 0 Su(f)(0) = PY (foo) "= Sui((foo) x 1)) 0 PA7(5,) =

14
Snr1(f X 1jg1]) © Sny1(0 x Lig1)) © P (65) ) Snr1(f X 1jg17) 0 PX(0)

O]

Para la segunda propiedad necesitamos definir una aplicacién. Dado ¢ € [0, 1]
definimos la aplicacién continua A\;X : X — X x [0,1] como \¥(z) = (=, 1)
Entonces, Id : X x [0,1] — X x [0,1], donde Id(z,t) = \X(z) = (z,t), es
una homotopia entre )\5( y A

Proposicion 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico. El operador prisma veri-
fica la siguiente relacion:

o "o PX 4 PX 00X = S,(A) = S,(AY) Vn>0  (15)

A esta relacidon se la conoce como relacion prismdtica.
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Observacion 1.3.1. El operador prisma no esta definido para n negativos,
sin embargo, se hace el convenio, al igual que con el homomorfismo frontera,
y se define PX, = 0, la aplicacién nula.

Demostracion. Para probar la relacién (1.5) vamos a demostrar primero la
siguiente igualdad:

(@O o A 4 PR 0 958 (8,) = (Sa(AP) = S0 (AG™))(0n) Y >0

(1.6)
Tenemos que (Sn()\lA") - Sn()\OA”))(én) = AlA” o6y, — )\OA” 06d,. Como ademas
)\iA" o dy(ej) = )\iA"(e) = (ej,i) para todo j € {0,...,n}; se tiene que
)\OA” od0p(ej) = aj y AT" o dn(ej) = b; y por tantoA)\lA” oy — /\OA” 00, =
(bo-+-bn) = (ag - an). Asf pues, (Sp(AT") = Sn(A5"))(0n) = (bo---bn) —
(ag - - ay) y hemos calculado el término de la derecha de la igualdad (1.6).
Por otro lado, calculemos (Oﬁflx 0.1] PAn 4 P27 6 §27)(8,). En primer
lugar vamos a hacer el caso en el que n > 0.

P (05 (6,)) = Py (Z(—l)iéﬁli)) = pan, (Z(_1)i(60 N ..en)>

1=0

=) (1) P2 (e &5 ep) (L4)
=0
3 g 1 (1.3)
D (=1 Sul(eo- i+ en) X o) 0 By (8p1) =
=0
n n—1
S (1) Sul(eo+éivven) < L) | D (=1 a0 azhy - -bur) | =
=0 7=0
n ‘nfl
DD (=) Sul(eo- i en) X Lo a) (a0 -+ agbj -+ bu1)) =
=0 7=0
n n—1 o
=0 j=0

si

J <t

(aocn-al---a]_"_lb]_i_l-..bn) Si jZ/[:
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Y por tanto, tenemos que:

P (05 (6) = ZZ )™ (ag---ajbj---b;---by)

=0 j<i

+ ZZ 1) (a @i ajp1bipr o bn)

=0 7>1

=kl ZZ )™ (ag---ajbj---b;---by)

=0 j<1

ZZ D Yag - a; - apby - - by)

=0 k>i

+

Calculando el otro sumando, tenemos a su vez que:

Do P26, = oM S0 (=1 (a0 azhy -+ b)

j=0
= Z(_l)j 8?_:?[0,1] (ap---ajbj - by)
j=0
n n+1
- (=17 ) (=1)(ag - - azb; - - bp)@
j=0 i=0

Se calcula (ag - --a;b; - - - b))
(a0 a;b;

Y se concluye que:

A x[0,1 j+i P
Oy Mo PR, = 30D (1) a0 agby by b)
i=1 j<i
+ ZZ(—l)jH(aO’"di"‘ajbj"‘bn)
i=0 j>i
i=ht1 ZZ 1 (ag - aby - by by)
k=0 j<k
+ ZZ J+z Gy agbyc e by)
=0 j>1

Si calculamos los sumandos en los que j = k y j = ¢ obtenemos:

n

D (=1 (ag b +Z “rajoabycbn) =

J=0
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—(aob1 - - bn) — (agarba - bp) — - — (ag - - an_1bn) — (ao - - an)
+(bo---bp) + (aghy -+ - by) + (aparba - by) + -+ (ag - - - ap—1by) =

De donde finalmente obtenemos que:

87?+n1><[0’1] ° PnAn (6,) = Z Z J+k+1 eajb; - I;k < by)
k=0 j<k
+ ZZ J+l oG agbjcby)
=0 j>1

Asi se concluye que:
i ™t o PR (8,) + Py 0 02 (0) = (bo -+ bn) — (a0 -+ ax)
Hemos probado por tanto, la igualdad (1.6) si n > 0.

[ ) An
En segundo lugar esta el caso en el que n = 0. Es mas corto ya que P7}* =

y por tanto 8A°X[O U POAO(éo) + P o 8?0(50) = 81A°X[0’1] o POAO((SO) =

02O agy) = (agby)®  (agh) ) = (B) — (ag). Ast pues, qued demas

trada la igualdad (1.6).

La relacién prismatica (1.5) es consecuencia directa de esta igualdad. So-
lo hay que tomar un n-simplice o € S,,(X) y considerar el homomorfismo
Sn(o x 19 17). Si lo componemos por la izquierda en la igualdad (1.6), obte-
nemos:

(Sl x 1) 0 Or ™o P2 45, (0 x 1pg1)) 0 P27 0 057)(8,) =

(Sn(0 % 1jg17) © Sn(AL™) = Sn(o % 11g.17) © Sn(AG™)) (8n)-

Y realizando unos simples cdlculos, se comprueba que esta igualdad es en
realidad otra forma de escribir la relacién prismatica:

@101 o PX 1L PX 0 0X)(0) = (Su(AY) = Su(A))(0).
]

Intuitivamente, la relacién prisméatica nos dice que la frontera orientada,
8? +X[0 A o P2 (5,), del prisma particionado en n + 1 (n + 1)-simplices,
PAn (5 ), es la resta de las tapas superlor e inferior del prisma, (bg - - - b,) —
(ao -+ ap), salvo un factor corrector, P 005 (8,,), formado por las paredes

1aterales del prisma.
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1.4. Invarianza por homotopia

En este apartado vamos a probar la invarianza por homotopia de los grupos
de homologia. Con el trabajo previo realizado, estamos en situacién de pro-
bar el lema necesario para dicha prueba. El lema es consecuencia directa de
la relacién prismatica.

Lema 1.4.1. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, para todo n > 0,
Hn()‘é() = Hn(A{()

Demostracion. Seac € Z,(X),y por tanto, 9;X (c) = 0. Aplicando la relacién
prismatica obtenemos que:

(Sn(A) = SN = 07" o PX(e) + PX 00X (0)

n

— o N(PX () € Ba(X x [0,1])

Luego, Sn(A)(c) es homélogo a S,(A{)(c) para todo n > 0 y por tanto
H,(0) = Hy(A\). 0

A partir de este lema, el resto es inmediato.

Corolario 1.4.2. Sean X e Y dos espacios topologicos y f,g : X — Y
dos funciones continuas homdtopas. Entonces, para todo n > 0 se tiene que

Hu(f) = Hn(g)-

Demostracion. Sea H : X x [0,1] — Y la homotopia de aplicaciones que
verifica H(x,0) = f(x) y H(z,1) = g(z). La aplicacién H o \;X es continua
para todo t € [0, 1], por ser composicién de funciones continuas y ademads, se
verifica que H o A\X = f y Ho A\ = g. Como H,, es un functor, por el lema
anterior, H,(f) = Hy(H o A\{) = Hp(H) o Hy(A) = Hp(H) o Hy(AY) =
H,(H o \{) = H,(g) para todo n > 0. O

Corolario 1.4.3. Sean X e Y dos espacios topoldgicos con el mismo tipo de
homotopia, estonces H,(X) = H,(Y) para todo n > 0.

Demostracion. Como X e Y tienen el mismo tipo de homotopia, existen
funciones continuas f: X — Y y g: Y — X tales que g o f es homoétopa
a lx y fog es homoétopa a ly. Por el corolario anterior y por ser H,
functor, se verifica que Hy(f) o Hy(g9) = Hn(f 0 g) = Hn(ly) = 1y, (v)
y Hn(g) 0 Hn(f) = Hn(g © f) = Hn(lX) = 1H,L(X)- Luego Hn(f) €s un
homomorfismo biyectivo entre H,,(X) y Hy,(Y) con inversa H,(g), es decir,
H,(f) es un isomorfismo. O

Esta invarianza es de gran ayuda, ya que para calcular los grupos de homo-
logia de X, podemos recurrir a buscar espacios topolégicos conocidos, con
el mismo tipo de homotopia que X. Un ejemplo claro seria el caso de los
espacios contractiles, que como tienen el tipo de homotopia de un punto,
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conocemos sus grupos de homologia por la proposicién 1.1.3. Por tanto ya
tenemos un claro ejemplo de dos espacios no homeomorfos que tienen gru-
pos de homologia isomorfos, (R, 7,) y un punto {pg}. Mas adelante, cuando
tengamos las herramientas necesarias, también veremos dos espacios con
distinto tipo de homotopia, con grupos de homologia isomorfos.

1.5. Teorema de Hurewicz

En esta seccién demostraremos el teorema de Hurewicz, descubierto por Wi-
told Hurewicz. Es un teorema muy util a la hora de calcular el primer grupo
de homologia, H1(X), de un espacio conexo por caminos. Solamente requiere
de conocer el grupo fundamental de X. Introducimos notacién para ello.

A partir de ahora, cuando dos funciones f y ¢ sean homotopas lo denota-
remos por f ~ g. Cuando hablemos de dos caminos o1 y o2 basados en
un mismo punto, entonces o1 ~ oy denotara una homotopia de caminos.
Ademsds, emplearemos la notacion oy * oo para denotar el producto de ca-
minos y la notacién [o1] % [o2] = [02 * 01] para denotar el producto de clases
de homotopia de caminos.

Teorema 1.5.1. (Teorema de Hurewicz)

Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos y xg € X, entonces Hy(X)
es isomorfo al abelianizado de 111 (X, xg), el grupo fundamental de X basado
en .

Demostracion. Como X es conexo por caminos, el grupo fundamental de
X no depende del punto en el que estd basado, asi que vamos a probar el
isomorfismo para un xg € X genérico. Definimos para ello la aplicacién:

X: Hl(X,CCo) — Hl(X)

o] — 7 (1.7)

Usamos la notacién [o] para denotar la clase de homotopia del camino o
basado en zy y seguimos usando la notacion ¢ para denotar la clase de ho-
mologia del 1-simplice . Cabe destacar, que como ¢ es un camino, no es
correcto considerar su clase de homologia, pues no es un 1-simplice, pero
recordemos que por el lema 1.1.5, hay una correspondencia uno a uno entre
caminos y 1-simplices. Por tanto, al escribir @ hacemos referencia a la clase
de homologia del 1-simplice asociado al camino o, ¢ o 7. Recordemos que
ibamos a tratar 1-simplices y caminos de manera indistinta.

Para la demostracion vamos a ver que x es un homomorfismo de grupos so-
breyectivo con niicleo el subgrupo conmutador de II; (X, x¢). Entonces, por
el primer teorema de isomorfia habriamos acabado.
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En primer lugar, veamos que x estd bien definida. Sean o1 y 09 dos caminos
hométopos basados en xg y sea H : [0,1] %[0, 1] — X la homotopia entre o}
y o2. Por tanto, H(s,0) = o1(s), H(s,1) = oa(s) y H(0,t) = xo = H(1,t)
para todo t,s € [0,1]. Veamos que entonces o1 = 03, es decir, que existe
¢ € S5(X) tal que o1 — 09 = da(c).

Construimos para eso el 2-simplice o : A — X que manda cada punto
qg=(1—s)ep+s(1—t)er+stes € Ageno(q) = H(s,t) € X. Recordemos que
todo punto de Ay se puede escribir de la forma (1 — s)eg + s(1 —t)e; + st ea
con s,t € [0,1], ya que estas son todas las combinaciones convexas de los
puntos eg,e1 y ea ¥y Ao es la envolvente convexa de esos tres puntos.
Veamos su continuidad. Sea f: [0,1] x [0,1] — Ag la aplicacién continua
definida como f(s,t) = (1 — s)eg + s(1 — t)e; + st e2. Corresponde a la apli-
cacién cociente que manda {0} x [0, 1] a eg y es por tanto una identificacién.
Ademas, se tiene por la construcién de o que oo f = H. Usando la proposi-
cién del anexo A.3.3, como H es continua, o es continua y por tanto, es en
efecto, un 2-sfmplice.

Calculemos ahora su frontera. Tenemos que da(0) = 0@ — () + 52 y se
verifica que:

(i) 0@ = go0€) = 0o (er1e9) = x0, pues o o (erez)((1 — t)eg + te)) =

o(0eg + (1 —t)eg + tes) = H(1,t) = xo para todo t € [0,1]. Aqui
no solo es un punto de X, sino que también denota al 1-simplice que
manda todo punto de Ay a xg.

) =

= coes = 0o (egea) = o2, pues o o (ege2)((1 — t)eg + ter)
o((1—t)eg+ 0ey +tex) = H(t,1) = oo(t) para todo t € [0, 1].

ol

(

(iii) 0 = 0 o€l = oo (ege1) = o1, pues o o (eger)((1 — t)eg + tey) =
o((1 —t)eg +ter + 0eq) = H(t,0) = o1(t) para todo ¢ € [0, 1].

Luego tenemos que 0z(0) = xg— 02+ 01. Consideramos entonces el 2-simpli-
ce 04, definido como o4,(q) = xo para todo ¢ € Ay. Este simplice verifica
02(04y) = o — 20 + o = xo. Por tanto, 02(0c — 04y) =0 — 02+ 01 — 20 =
01 — 09, es decir, 61 = 03 y X esta bien definida.

En segundo lugar, vamos a ver que x es un homomorfismo de grupos. Para
ello tenemos que ver que dados dos caminos o1 y o2 basados en g, entonces
x([o1] % [02]) = x([02 % 01)) = x([o]) + x([02]), s decir, G5 %07 = o7 + 2.
Para ello, hay que encontrar una 2-cadena c tal que d2(c) = 01+02—(02%071).
Definimos para ello el la aplicacién o : Ay — X como

o(p) = o2 (t2 — to) st to <12
01(1+t2—t0) si tg > to

donde p = tgeg + t1e1 + toes € Ag con tg +1t1 +to =1 y t; > 0 para todo
i € {0,1,2}. El punto p es una combinacién convexa cualquiera de los puntos
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ep,e1 vy e2. La aplicacién o es continua porque o1 y o2 son continuas y en
to = to, 02(0) = 9 = 01(1), por tanto o es un 2-simplice.
Calculemos ahora 9y(0) = 0@ — (M) 4 (@) su frontera.

(i) o® =50 (e1e2) = o9 pues se verifica o o (eje2)((1 — t)ey + te;) =
o(0ep + (1 —t)ey + tea) = oa(t) para todo ¢ € [0, 1].

(ii) oM = 5o (egez) = a9 * 1 pues se verifica o o (ege2)((1 —t)eg +tey) =

o<<1—t>eo+o@1+teg>_{ o220 = 1) si £>1/2

o1 (2t) sit<1/2 o2 %01(t) para
todo ¢ € [0, 1].

(iii) 0 = o o (epe1) = o pues se verifica o o (epe)((1 — t)eg + te1) =
o((1 —t)eg + teq + 0ez) = o01(t) para todo ¢ € [0, 1].

Por tanto, 92(0) = o1+02—(02%01) y se concluye que x es un homomorfismo.

En tercer lugar, vamos a ver que y es una aplicacién sobreyectiva. Sea ¢ =
Yoionioi € Z1(X), es decir, 0 = 91(c) = Y1 ni(0i(1)—0i(0)). Se concluye
de la igualdad que si {1, ..., 2, } son los distintos representantes del conjunto
{0i(0),0:(1)| i € {0, ...,n}}, entonces

Z n; — Z n,=0 Vje{l, .. r}

oi(l)==; ai(0)=x;

Como X es conexo por caminos, denotamos por 7,,(0) ¥ 7s;(1) los caminos
que unen zg con 0;(0) y 0;(1) respectivamente. Elegimos los caminos de tal
manera que no dependan del indice, sino solo del punto ¢;(0) 6 0;(1), es decir,
si 0i(d) = 0;(d) con i # j, entonces 1,,(5) = 7,(5)- Entonces, reagrupando
los 74, (s) iguales tenemos:

n

Zni (nUi(l) - nai(O)) = Nz Z n; — Z n; | +---+

=0 0'1'(1)211 O'i(O)le

N Z ni — Z ng| =nNgy - 0+--+mn,-0=0
a’i(l):a?r oi(()):mr
Por tanto, si denotamos ahora por ; al 1-simplice 7, (o) +0i =7, (1), tenemos
que:

n n n n
anﬂz‘ = an (Nos(1) = Mo (0)) + anﬂz‘ = Zniai =c
i=0 i=0 i=0

1=0

Y finalmente, si denotamos por ; al camino basado en xg, 17;_1(1) * 0 % Mg, (0)5
tenemos:

X)) = X[, 0)]) + x([o3]) = x([n6, 1)) = Bi
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1=0

X ([H V?i]) =X (H[%]m) =Y nix(bi) =) nifi=¢
Se concluye que x es sobreyectiva.

Por dltimo, vamos a ver que Ker(x) = [II1(X,zo), I1(X, zg)], es el sub-
grupo conmutador de II; (X, zo). Un contenido se obtiene de que H;(X) es
abeliano, ya que eso implica que para cualesquiera o1, 09 € 11 (X, x¢) :

x([o1] * [o2]) = x([o1]) + x([o2]) = x([02]) + x([01]) = x([o2] * [01]) =

X([o1] * [o2] * [o1] " [o2] ) = x([01] * [o2] * ([02] % [01]) 1) =
x([o1] ¥ [o2]) — x([o2] * [01]) = 0 = [T (X, 20), 11 (X, 20)] € Ker(x)

El otro contenido lleva més trabajo. Sea ¢ un camino basado en xg tal que
x([o]) = 0, es decir, un elemento de Ker(x). Eso implica que & = 0 y existe
una 2-cadena ¢ = " n;o; tal que 0 = da(c) =D 1, ni(al@) —oM 4 01(2)).
Si denotamos por {o,7i,..., 7.} a los distintos 1-simplices del conjunto de

simplices {O'i(j)| i € {0,....,n},j € {0,1,2}}, la igualdad o = 02(c) implica

que:

O’,EO)ZO' 0'51):0 0'1(2):0'
Z n; — Z n; + Z n, =0 Vje{l,..,r}
O

Por otro lado, como X es conexo por caminos, tomamos ahora caminos

Mg, iy ¥ Mip que unen xqo con o;(eg), oi(e1) y o;(e2) respectivamente. Estos

caminos, al igual que en la etapa anterior, los tomamos de forma que solo

dependan de los extremos y no de los indices. Definimos con ellos los siguien-
. ) _ -1, _(0) _ -1, (1)

tes tres caminos basados en xq: 50§o) =M, *x0; %M, 50§1) =1, *x0; %M

(2)

y 50@ =1 1 x0," x17;,. Notese que By = ¢z * 0 * Cz, donde ¢, es el camino
1

constante que vale zy para todo t y por tanto [(,] = [o]. Definimos con estos
caminos a su vez, los caminos (§3; = /80_(2) * B’&) * ﬂa(o).
2 g, 2

0 (&)
/ \
o AN
—
e Bow (7 9714 )
ol ? Cm:-\—_\\‘,) Oile)
\'\__,___,.../
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By = (" w0 o) (g (00)) i) (! w0 ) =
_ 2 _ 1)\ — _ 0 _ 2 Dy— 0
77“1*01( )*771'0*771'01*(0'@( )) 1*771-2*771.21*05 )*772-1 ~ 77“1*01( )*(O'Z( )) Lig! )*77i1

(2)

%

(1))71 % J@)

Como ademds Ay es contractil, 0, * (o,

@ 4 (D)1 4 5O

-1 —1 —1 -1
Bi ~ M, *0; % (O'Z‘ ) *0; " kN ~ T ¥ Coyler) ¥ Miy ™~ T ¥ Mip ™~ Cag

~ Cg,(er) Y DOT ello

Luego [3;] = [ca,], es el elemento neutro de IT; (X, ) y por tanto [} [8;]™ =

[€a0]-

Ahora vamos a denotar por §; a la coclase de [Bi] en el abelianizado de
I, (X, x0), es decir, en C' = II1 (X, zg)/[I11 (X, z0), 11 (X, z0)]. Por la igual-
dad anterior tenemos que [[;" Bzm = ¢z, = le, es el elemento neutro. A
su vez, como el cociente es abeliano por ser el abelianizado de II; (X, zg),
podemos agrupar los Bgm iguales en el producto y obtenemos que:

i

n n
I([) ﬁz t= [([) ﬁg(g) * ngl)l * Bgzo)
i= i=

k3 (3

>oni— > omi+ Y, nyg >omi— > nit+ Y my
N\ ,O_ (1) _ (2)_ _\ 0 _ 1__ . (2)_
/B o, o a; o o, o o Tr a; Ty o, Tr
o

i
- D1,

BTN
Por tanto, 1¢ = &, = [[1-, BZ"Z = 7, es decir, [o] € [II1(X, z9), 1 (X, x0)] ¥
por tanto Ker(x) C [II;(X, zo), 11 (X, zo)]. O

Corolario 1.5.2. Si X es conexo por caminos, X es un isomorfismo si y
solo si I11(X) es abeliano.

Veamos varias aplicaciones del teorema:

Ejemplos. .
(i) Hi(SY) = Z =10 (SY) donde S! es la 1-esfera.

) Hi(T?) 2 Z @ Z = 11;(T?) donde T? es el toro.

(iii) Hy(RP?) = Z/27 = I1; (RP?) donde RP? es el plano proyectivo real.
)

Si X es simplemente conexo, Hij(X) = 0 = II;(X), en particular,
Hy(S™) = 0 para todo n > 1.

(v) Hi(oc0) =2 Z & Z porque II;(c0) = Z * Z. La figura del ocho o rosa de
dos pétalos, co = {(z,y) € R?|(zx — 1)? + 2 =1V (x + 1)2 + 92 = 1},
es un subespacio de (R?,7,).

(vi) H1(T,) = 7% pues 1 (Ty) = (a1, ..., ag, b1, ..., bglarbray "oyt - -agbgag_lbg_1>,
donde T, es la superficie copacta de género g.



Capitulo 2

Teoria Relativa

En este capitulo vamos a introducir una generalizacién de los grupos de
homologia singular, los grupos de homologia relativa. Estos nuevos grupos
van a depender de un par (X, A) de espacios topoldgicos, donde X serd el
espacio principal sobre el que trabajaremos y A serda un subespacio de X.
Esta generalizaciéon nos va a permitir desarrollar herramientas muy ttiles
para el calculo de grupos de homologia. Por ejemplo, el teorema de excision
y la sucesién de Mayer-Vietoris.

Como estos nuevos grupos van a ser un cociente de subgrupos de Sy, (X)/Sn(A),
sustituiremos la notacién ¢ por ¢ + B, (X), si la coclase se considera en
H,(X), 6 por c+ B, (X, A), si se considera en H, (X, A). Asi no habra lugar
a confusion sobre en qué grupo se estd trabajando.

2.1. Grupos de homologia relativa

Sea X un espacio topolégico y A C X un subconjunto. Definimos para
todo n > 0 el conjunto Sp(A) = {d ,ne -0 € Sp(X) | o(A,) C A}
Tiene estructura de subgrupo de S,(X) ya que dados 01,09 : A, — A,
entonces 01 — 03 € Sy, (A) por construccién de S, (A). Ademas, como S, (X)
es abeliano, podemos considerar el grupo cociente:

Sn(X)/Sn(A).

Por otro lado, el homomorfismo frontera 9, : Sp(X) — Sp—1(X) veri-
fica que O(Sp(A)) C Sp—1(A). Esto se debe a que dado o : A,, — A,
(o) = Y1 o(—=1)" o o€, donde oo €, (A,_1) C o(A,) C A. Por tanto,
el homomorfismo frontera induce un homomorfismo bien definido sobre los
cocientes:

c+ Sn(A) = Op(c) + Sp—1(A)

Si definimos II,, : Sp(X) — Sp(X)/Sn(A) como I, (c) = ¢+ Sp(X), la
aplicacién cociente, se comprueba que 0, verifica 9, o I1,,(¢) = II,,_1 0 9y (c).

21
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Ademds, de igual manera que 9,109, = 0, se tiene que On—1 0?71 es la apli-
cacién nula. En efecto, si ¢ € S,,(X), 0p—1 0 On(c+ Sp(A)) = 9n-1(0n(c) +
Sn_l(A)) = an_l o 8n(c) + Sn_Q(A) = Sn_g(A)

Asf, podemos considerar los siguientes dos subgrupos S, (X) /S, (A): el K er(0n)
y la Im(9,+1). Como hemos visto que 9,1 0 9, = 0, la Im(9y41) es sub-
grupo de Ker(d,). Esto nos permite considerar el cociente.

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Llamamos n-
ésimo grupo de homologia relativa de X mddulo A a:

Hn(Xa A) Ker( )/Im( n+1)

Sin embargo, trabajar en un cociente de cocientes, como lo son los grupos de
homologia relativa, es muy engorroso. Idealmente nos gustaria trabajar en un
grupo maés sencillo, isomorfo a Hy, (X, A). Definimos para ello los siguientes
subgrupos.

Definicion 2.1.2. Sea X un espacio topolégico y A C X. Definimos el
subgrupo de S, (X):
1

(X
Zo(X,A) = ILYKer(Dn) = {c€Su(X)[Tn(c+ Sn(A)) = Sp_1(A)}

= {c € 5,(X)|0n(c) € Sn—1(A)}.
Se le llama grupo de los n-ciclos relativos de X médulo A.

Definicién 2.1.3. Sea X un espacio topolégico y A C X. Definimos el
subgrupo de Sy, (X):
0 (Im (@)
{c € Sp(X) |, (c) € Im(Dni1)}
= {ce€ S, (X)|3é € Spy1(X) tal quec+ Sp(A) = 0nt1(E+ Sni1(A4))}
= {ce S,(X)|Fe € Spt1(X) tal que c + Sp(A) = 0n41(¢) + Sn(A)}

{c € Sp(X)|3¢ € Sp41(X)yca € Sp(A)tales quec+ cqa = Op41(6)}.

B, (X, A)

Se le llama grupo de los n-bordes relativos de X moédulo A.

Se puede comprobar con estas definiciones que en efecto S, (A) C B, (X, A) C
Zn(X,A). El primer contenido se debe a que toda n-cadena de A verifica
ca—ca = On41(0). El segundo contenido se debe a que si una n-cadena de X,
¢, pertenece a B, (X, A), entonces existe ¢ € Sp+1(X) y ca € Sp(A) tal que
¢ = cA+0n41(€). Por tanto 0y, (c) = On(ca+0n+1(€)) = On(ca)+0 € Sp—1(4),
es decir, c € Z,(X, A).

Por tanto, podemos considerar el cociente de Z, (X, A) y de B, (X, A).

Lema 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Entonces:
H,(X,A) = Z,(X,A)/B,(X, A)
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Demostracion. Tenemos por un lado que:

Zn(X,A)/Sp(A) =TI, (Ker(0,))/Sn(A) = Ker(0,)

By (X, A)/Sn(A) = T, (Im(9p41)) /Sn(A) = Im(Dn1)
Por tanto:

Hy(X, A) = Ker(,)/Tm(Bn1) = gn<X A)/Su(A)

Usando el tercer teorema de isomorfia para grupos, como son grupos abe-
lianos y S, (A) C Bp(X, A) C Z,(X, A), se tiene:

Zn(X, A)/Sn(A)

Bo(X, A)/S(4) -~ (XA BalX, A)

O

Gracias a este lema, podemos denotar cada elemento de H,(X,A) por
¢+ Bp(X,A), en vez de tener que usar la engorrosa notacién del doble

cociente: (¢ + Sp(A)) + Ker(On+1).

Si tomamos A = (), entonces S,,(A) = {0} para todo n > 0 y se comprue-
ba de manera inmediata que Hn(X,0) = H,(X). Por ello, los resultados
de homologia relativa generalizan y engloban los de homologfa singular. A
continuacién vamos a ver las generalizaciones a la homologia relativa de
resultados ya vistos para la homologia singular.

Proposicién 2.1.2. Si {X; C X|i € I} es el conjunto de las componentes
conexas por caminos de X y A; = AN X para todo i € I, entonces:

Hy (X, 4) 2 & Ho(Xi, A)) Y20
€

Demostracion. Es suficiente con adaptar la prueba de la proposicién 1.1.4,
teniendo en cuenta que A; no tiene que ser conexo por caminos. O

Proposicién 2.1.3. Si X es conexo por caminos y A # (), entonces Ho(X, A) =
0.

Demostracion. Sea a € Ay sea ¢ = > nzx € Sp(X). Denotamos por o,
al camino que une a y z. Entonces 01(> nyo,) = ¢ — > nga, es decir,
¢ € By(X, A). Luego Sp(X) = Byp(X,A) y Hy(X,A) =0. O
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2.2. El functor a pares H,

En esta seccién vamos a demostrar que H, es un functor de ParTop, la
categoria de pares de espacios topologicos, en Ab, la categoria de grupos
abelianos. Asigna a cada par (X, A) el grupo H,(X, A). Queda por definir
como actia sobre funciones continuas.

Sean X e Y dos espacios topoldgicos, A C X, BC Yy f:X —Y
una funcién continua tal que f(A) C B. Esta situacién la denotaremos por
f:(X,A) — (Y, B). En tal caso, el homomorfismo S,,(f) : Sp(X) — S,(Y)
verifica Sy, (f)(Sn(A)) C S, (B). En efecto, si o € S,,(A), es decir, o(4A,) C
A, entonces S, (f)(0)(An) = (foo)(Ayn) = f(c(Ay)) C f(A) C B, es decir,
Sn(f)(o) € S,(B). De este contenido se concluye que:

(i) Sn(f)(Zn(X,A)) € Zn(Y, B).
Seao € Z,(X, A), luego 9, (¢) € S,
Oy (Su(f)(0)) = Sn-1(£)(0 (0)) €
Sn—1(B). Por tanto, S,(f)(o) € Z

1(A). Entonces, por el lema 1.2.1,
Sn—1(B) porque Sp—1(f)(Sn-1(A))
(Y, B).

n

(i) Su(F)(Ba(X, 4)) C Bu(Y, B).

Sea o € Bn(X, A), luego existen ¢ € Sp41(X) y ca € Sp(A) tales que
oc=cy —1—3 (~) Entonces, usando otra vez el lema 1.2.1, S,,(f)(0) =
Su(f)(ca) + (( %( n+1( ) = Sn(f)(ca) + 8n+1(5n+1(f)(5)) donde

Su(F)lca) €
B, (Y, B).

Por tanto, podemos pasar al cociente y obtener un homomorfismo de grupos
bien definido:

Ho(f):  Hu(X,A) — Hy(Y,B)
¢+ Bo(X,A) s So(f)(c) + Ba(Y, B)

Este homomorfismo es functorial a pares, es decir:

(1) Hn(1x) = 1g, (x4

(ii) Hp(go f) = Hp(g) o Hn(f) donde g : (Y, B) — (Z,C) es otra funcién

continua.

2.3. Sucesion exacta larga de homologia

Habiendo definido como actta H,, sobre funciones continuas, casi tenemos
las herramientas necesarias para definir la sucesién exacta larga de ho-
mologia. Procedemos a definir las ltimas dos herramientas necesarias, el
término sucesién exacta y el homomorfismo de enlace.

-

porque Sy, (f)(Sn(A)) C S, (B). Enresumen, S, (f)(o) €
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Definicién 2.3.1. Sean {G;};cz+ una sucesién de grupos y {f;}ieny una
sucesion de homomorfismos que forman un complejo de cadenas:

fn+2

Gonn 28 G, I oG
Se dice que forman una sucesién exacta si Im(f,1+1) = Ker(f,) para todo
n > 1.

Definicién 2.3.2. Sea X un espacio topolégico y A C X. Para todon > 1
definimos el homomorfismo de enlace como:

bn:  Ho(X,A) — Hy 1(A)
¢+ Bo(X,A) s 9(c) + Bn_1(A)

La aplicacién d,, estd bien definida. En primer lugar, como ¢ € Z,(X, A),
On(c) € Sp—1(A). Luego 0,—1(0,(c)) = 0 y por tanto d,(c) € Z,-1(A), es
decir, 0,,(c) + Bp-1(A) € H,—1(A). En segundo lugar, si ¢; + B, (X, A) =
ca+ Bp(X, A), veamos que Op(c1) + Bn—1(A) = On(c2) + Bp—1(A). Partimos
de que ¢1 — ¢z € B, (X, A), es decir, existen cq € Sp(A) y ¢ € Sp+1(X) tales
que ¢1 — ¢ = cA + Op41(¢). Aplicando la funcién frontera 0y, (c1) — Op(c2) =
On(ca) + 0n(0n41(6)) = On(ca) € Sn—1(A) C B,—1(X, A). Por tanto J,, esta
bien definida. Por ultimo, d,, es homomorfismo porque 0, lo es. Por tanto,
ya podemos definir la sucesién larga de homologia.

Definicion 2.3.3. Sea X un espacio topolégico y A C X. Consideramos
las aplicaciones continuas de inclusiéon de A en X y la identidad en X;
ig:A— X ylx: (X,0) — (X, A) respectivamente. La sucesién larga
de homologia del par (X, A) es:

Hn(lX) 5n

Holi) oy M990 x4y 2y

on

“5 H,(A)
Teorema 2.3.1. Sea X un espacio topoldgico y A C X. La sucesion larga
de homologia del par (X,A) es ezacta.

Demostracion. Veamos primero que Im(Hy(ia)) = Ker(H,(1x)):

(i) Im(Hy,(ia)) € Ker(H,(1x))
Sea ¢ € Z,(A). Entonces tenemos H,(lx)(H,(ia)(c + Bn(4)))
H,(1x)(c+ Bn(X)) = ¢+ Bn(X,A) = B,(X,A) porque Z,(A)
51(4) C By(X, A).

(i) Ker(Ha(1x)) € Im(Hy(i4)
Sea ¢ € Zp(X) tal que Hy(1x)(c+ Bn(X)) = Bp(X,A). Entonces
¢+ Bp(X,A) = By(X,A) y ¢ € By(X,A). Luego existen cq4 € S,(A)
y ¢ € Spt1(X) tales que ¢ = ca + 8n+1(6) Aplicando el operador
frontera y como ¢ € Z,(X), 0 = 0,(c) = n(ca) + 0. Luego c4 €
Zn(A) y Hp(ia)(ca + Bp(A)) = ca + Bo(X) = ¢+ B,(X) porque
¢ —cqp = Ont1(6).

Nl
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Veamos ahora que Im(Hy(1x)) = Ker(d,):

(i) Im(H,(1x)) € Ker(6y,)
Sea ¢ € Z,(X). Entonces 6, (H. (1X)(c (X)) = n(c+By(X, A)) =
On(¢) + Bp—1(A) = Bp—1(A) pues 9,(c) = 0.

(ii) Ker(d,) C Im(H,(1x))
Seac € Z,(X, A) tal que 6,(c) = Bp—1(A). Entonces 0,,(c)+B—1(4) =
B,—1(A) y On(c) € By—1(A). Luego existe ¢ € S, (A) tal que 9,(¢) =
On(c), es decir, Op(c —¢) =0y ¢c— ¢ € Z,(X). Por tanto, tenemos
H,(1x)((c=¢) + Bn(X)) = (¢ — ¢) + By(X,A) = ¢+ By(X, A) pues
&€ Su(A) C By(X, A).

Veamos por tltimo que Im(d,) = Ker(Hy,—1(ia)):

(i) Im(0y,) C Ker(Hp,—1(i4))
Seac € Z,(X,A). Entonces Hy,,—1(i4)(0p(c+Bn(X, A))) = Hy—1(ia)(On(c)+
Bn-1(A4)) = 0n(c) + Bn-1(X) = Bn-1(X).

(i) Ker(Hp—1(ia)) C Im(oy)
Sea ¢ € Zp_1(A) tal que Hy,—1(ia)(c+Bp-1(A)) = Bp—1(X). Entonces
¢ € Bp—1(X), es decir, existe ¢ € S,(X) tal que 9, (5) =c€ Zn_1(A)
y ¢ € Zy(X,A). Por tanto 6,,(¢ + Bn(X,A)) = 0n(¢) + Br-1(A) =
c—+ Bn_l(A).

Aunque pareciera que hemos acabado, queda ver que la sucesién es exacta
a derecha, es decir, Im(Hy(1x)) = Ker(dy) = Ho(X, A).

Hoig) Ho(1x)

1
Ho(X) Ho(X,A) — {0}
Eso equivale a ver que Hp(lx) es un homomorfismo sobreyectivo. Sea ¢ €
Zo(X,A), luego ¢ € So(X) y dv(c) € S_1(A) = {0}. Entonces dy(c) = 0
y ¢ € Zp(X). Por tanto Hyo(1x)(c + Bo(X)) = ¢+ Bo(X,A) y Ho(lx) es
sobreyectivo. O

Entre sus muchos usos, esta sucesiéon nos sirve para calcular los grupos de
homologia relativa del par (D", S*~1), como veremos en el siguiente ejemplo.
Estos grupos nos seran de gran utilidad para calcular los de S™ en el futuro.

Ejemplo 2.3.1. Sea D" = {(z1,...,m,) € R[22 + .- .22 < 1} y S"! =
fr(D"), la frontera de D". Vamos a trabajar sobre el par (D", S"!) y su
sucesion larga de homologia.

El disco D™ es contréctil, luego tiene el tipo de homotopia de un punto y
por la invarianza por homotopia (Corolario 1.4.3), un punto y D™ tienen
grupos de homologia isomorfos. Como los grupos de homologia de un punto
ya los calculamos (Proposicién 1.1.3), sabemos que Hy(D") = 0 para to-
do ¢ > 1y Ho(D") = Z. Ademds, por la proposicién 2.1.3, sabemos que
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Ho(D",S"~1) = 0 para todo n > 1. Por tanto la sucesién queda:

Sig>1:
n 5 H, ‘n—
Hyy1 (D) Ho1(ipn) Hy (D7, S™ 1 25 H(S* 1) allgn1) H,(D")
~——— ——

{0} {0}

Y 8441 es un isomorfismo, Hyq1 (D", S"1) 2 H,(S"1) para todo g > 1.

Sig=0yn>1:

Ho(tan—
0 — mors-ly 2 gy ™ 7 gyor st
N — —_——
Z {0}

Como Hy(ign—1) es un homomorfismo sobreyectivo de Z en Z, es un isomor-
fismo. Luego Im(61) = Ker(Ho(ign-1)) = 0y 01 es la aplicacién nula. Como
también es inyectiva, Hy (D", S~ 1) = 0 para todo n > 1.

Sig=0yn=1:

{0y — H(D,SY) 2% Hy(sY) o) 7, Hy(D', 8%
S~—— ——
ZoZ {0}

Entendiendo como esta definida Hy(igo), se puede comprobar que es el ho-
momorfismo que verifica Ho(S%)((1,0)) = 1 = Ho(S")((0,1)). Tenemos por
tanto, que Ker(Ho(igo)) = {(a,b) € ZSZ | a+b = 0} = Z y por ello
Im(d1) = Z. Aplicando el primer teorema de isomorfia a §; obtenemos que
Hy(DY,SY) = Z.

En dltimo lugar, tenemos una proposicién que utilizaremos maés adelante
)

para probar la exactitud de la sucesién de Mayer-Vietoris, la cual definiremos

en un futuro.

Proposicion 2.3.2. Sea X un espacio topoldgico y A C X. La sucesion
larga de homologia es functorial en (X,A), es decir, si f : (X, A) — (Y, B)
es una funcion continua, los cuadrados del siguiente diagrama son conmu-
tativos.

§X i n X
o) T oo S g xa) 2
| | |

Ha(f14) Ha () H, ()

3 ) )
5Y i n Y
o) % gy ™Y mLve)

Demostracion. Se comprueba directamente que H,(f oia) = Hy(ip o f|a)
y Ho(f o1x) = Hy(ly o f), mientras que H,_1(f|a) 00X = Y o H,(f) es
consecuencia directa del lema 1.2.1. O
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2.4. Operadores Sd, y T,

En esta seccién vamos a construir dos operadores necesarios para la prueba
del teorema de excision, el operador subdivisién baricéntrica y el operador
T,. En primer lugar los definiremos para el caso simplicial y en segundo
lugar, extenderemos la definicién para un espacio topoldgico X cualquiera.

Definicién 2.4.1. Sea 0 = (ap---an) € Sn(Aq) y p € Ay. El cono de o
sobre p es po € Sp4+1(4,) definido por po = (pag---ay). Si 0 = 0, po se
define como 0. Este operador se puede extender de manera lineal sobre las
n-cadenas simpliciales como:

Sn(Ag) — Snt1(4y)
c=3).no; — pc=3 n;po;)

Ademsds, se puede comprobar facilmente con la definiciéon que si n = 0,
entonces 01 (pc) = ¢ — (D_n;)(p) y si n > 0, entonces Oy+1(pc) = ¢ — pdy(c).

Definicion 2.4.2. Definimos el operador subdivisién baricéntrica de manera
inductiva como el operador Sdy, : S,,(Aq) — Sp(4,) donde:

o st n=0

Seln (o) = { bo(Sdn_1(0n(0))) si n >0

y be € A4 denota el baricentro del simplice o = (ag - - - ap), es decir, b, =
r%H > i ai- Este operador se extiende de manera lineal sobre n-cadenas
para obtener un homomorfismo.

Intuitivamente, el operador Sd, divide un n-simplice singular sobre A,
on = (ap---ay), en n-simplices més pequenos. Si denotamos por o; a uno
de los i-simplices que componen la frontera de o;41, para i € {n,...,1},
obtenemos una cadena o, > op—1 > --- > o1, donde ;41 > o; indica
que o; pertenece a la frontera de ¢;41. Esto nos permite describir los n-
simplices mas pequenos que obtenemos de la subdivision baricéntrica. Son
los n-simplices que tienen como (n+ 1) vértices, los baricentros de los o; con
i€{l,..,n} yunajconj€ {0,..,n}. Por tanto, Sd,(o) es una suma con
signo de n-simplices de la forma (by, by, _, - - - by, a;). Vedmoslo en un dibujo.

= (b,a)-
o= (%9 54 Sd (o) = (b,0,) (b,a,)
A

7

Oe Oy [ ¥ b, O

n

n
[N
v

1

0= (G,010.)
a,
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Lema 2.4.1. FEl operador subdivision baricéntrica es una aplicacion en ca-
denas, es decir, hace el siguiente diagrama conmutativo:

Su(Ay) 2B 5.(Ay)

| |

On, On

\J )

Sdn—1
Sn-1(8g) = Sn-1(4y)

Demostracion. Basta con probar la conmutatividad sobre un n-simplice.
Procedemos con induccién sobre n para n > 1 y probamos el caso n = 0 por
separado. El caso n = 0 es directo. Por un lado, dy(Sdp(c)) = do(c) = 0
porque 0y es la aplicacién nula. Por otro lado, Sd_1(dy(c)) = Sd_1(0) =
0, haciendo el convenio de que Sd_; es la aplicacién nula. Pasando a la
induccién, n = 1, tenemos por un lado Sdy(01(c)) = do(o) y por el otro
lado, tenemos 01(Sdi(0)) = 01(bs(01(0))) = 01(0) — by + bs, de donde se
concluye la igualdad. Asumimos cierto para n — 1, entonces 0, (Sdy(0)) =
(b (Sdn-1(0n(0)))) =  Sdn-1(0n(0)) =  bs(In-1(5dn-1(0n(0)))) =
Sdn-1(0n(0)) = by (Sdn-1(0n—2(0n(0)))) = Sdn-1(0n(0)). O

Ya hemos construido el primer operador, Sd,. Ahora podemos definir el
segundo operador, T}, a partir del primero.

Definicién 2.4.3. Definimos el operador T, : Sp(Aq) — Spt1(4g) de
manera inductiva como T, (o) = by (Sdp(0) — 0 — Tp—1(0n(0))) sin > 0
y Ty = 0. Lo extendemos de manera lineal a n-cadenas para obtener un
homomorfismo de grupos.

Lema 2.4.2. El homomorfismo T;, es una homotopia en cadenas entre Sd,
Y 1s,(a,), €s decir, Oni1 0Ty +Tho1 00, = Sdy — 1gna,) para todo n > 0.

Demostracion. La demostracién es muy similar a la del lema 2.4.1. Se razona
por induccién los casos n > 1 y el caso n = 0 es directo. O

Por este ultimo lema, las aplicaciones Sdp y 1g,(a,) inducen aplicaciones
idénticas sobre los grupos de homologia, ya que si ¢ € Z,(4A,), entonces
Sdn(c) = 1spa,)(€) = Ont10Tn(c) + Tn-100n(c) = Op+1(Tn(c)) € Bu(An).

Ahora nos gustaria extender estos dos operadores definidos sobre el es-
pacio topoldgico A,, a un espacio topolégico X cualquiera pero sin per-
der las propiedades que hemos demostrado hasta ahora. Aprovechando que
o= Sn(0)(1a,) e intentando hacer que verifiquen la condicién de naturali-
dad, definimos:

SdX: Su(X) — Su(X)

o — Sn(g)(Sdn(lAn))
TX . Su(X) — S,1(X)

o — Spti(0)(Th(1a,))
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Con estas definiciones se puede comprobar que los operadores verifican las
siguientes propiedades:

(i) Si tomamos X = A, las nuevas definiciones coinciden con las vistas
anteriormente.

(ii) Verifican la condicién de naturalidad, es decir, S, (f) o SdX = SdY o
Su(f) y Su(f) o T:X =TY o S,(f) para toda f : X — Y continua.

(iii) Como consecuencia del lema 2.4.1, Sd:X es también una aplicacién en
cadenas, es decir, ;X o Sd;X = SdX 10 8X

(iv) Como consecuencia del lema 2.4.2, T:X es también una homotopia en
cadenas entre SdyY y 1g, (x), es decir, 05, o T + T 0 0;F = Sdyy —
Lon(x)-

Tenemos ya las principales herramientas de la prueba del teorema de exci-
siom.

2.5. Teorema de excision

En esta secciéon vamos finalmente a demostrar el teorema de excisién. El
teorema de excision facilita el calculo de grupos de homologia relativa de un
par (X, A). Impone unas condiciones bajo las cuales, un subconjunto U de
A, puede excindirse, es decir, ser eliminado del espacio topolégico sin afectar
a los grupos de homologl’a El teorema afirma que bajo ciertas condiciones,
H,(X -UA-U) = H,(X,A) para todo n > 0. Asi, en ciertas ocasiones,
podremos prescindir de trozos de un espacio topolégico que dificultan el
calculo de su homologia. Veamos varios resultados previos y definiciones de
conceptos necesarios.

Definicién 2.5.1. El didmetro de un n-simplice afin o € S,,(A) es didm(o) =
sup{|la —=b|| | a,b € o(A,)} donde || - || denota la norma euclidea.

Lema 2.5.1. Sea 0 € S, (4,), entonces, todo n-simplice afin o; que apa-
rece en la expresion de Sd, (o) =Y n;o; tiene didmetro menor o igual que

Sy didm(o).

Demostracion. Es consecuencia directa del siguiente resultado (A.3.1). Si
wy, ..., wr € R" ym < k < p—+ 1, entonces:

IEE I

Solo hay que tomar como w; los vértices de o y obtenemos el resultado. [J

< 7mawal wjl|
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Corolario 2.5.2. Sin < q, todo n-simplice afin o; que aparece en la expre-
sion de Sd%((eg---en)) = S nio; € Sp(A,) tiene didmetro menor o igual
que (}%)k - didm((eg - - - eq)) y esta cota converge a cero cuando k tiende a

infinito.

Hemos probado por tanto, que podemos hacer un n-simplice de un didmetro
tan pequeno como queramos, solo hay que aplicar el operador Sd,, un niimero
suficiente de veces. Definamos de manera rigurosa qué es que un simplice
sea ”pequeno” en homologia.

Definicién 2.5.2. Sea X un espacio topoldgico y U = {U;}icr un cubri-
miento por abiertos de X. Se dice que un n-simplice singular ¢ es pequeno
de orden U si o(A,,) estd contenido en algin U;. Se dice que una n-cadena,
¢ =) n;o;, es pequena de orden U si todos los n-simplices, o;, que aparecen
en su expresién son pequenos de orden U.

Corolario 2.5.3. Sea X un espacio topoldgico, U = {U,}icr un cubrimiento
por abiertos de X y o € S,(X). Entonces existe k € N tal que (SdX)*(o) es
pequeno de orden U.

Demostracion. Su demostracion es consecuencia directa del lema del niimero
de Lebesgue (A.3.2) aplicado a simplices y del corolario 2.5.2. O

Hemos obtenido una forma de convertir cadenas en cadenas pequenas de
orden U. Veamos ahora que al hacerlas pequenas, su clase de homologia
relativa se mantiene.

Teorema 2.5.4. Toda clase de homologia relativa de H,(X,A) puede re-
presentarse con un ciclo relativo pequeno de orden U.

Demostracion. Seac € Z,(X, A). Vamos a probar que (SdX )¥=1(c)—(SdX)*(c) €
B, (X, A) para todo k£ € N. Por la homotopia en cadenas sabemos que
(SAX VA (e)—(SaX V() = 0, oK (S (0)+TX 00 (S ¥ (0)).
Como ¢ € Z,(X, A), 09X (c) € Sp_1(A) y por tanto T:X | 00:X ((SdX)E~1(c)) =
TX | o (SdX_ )19 () € Sn(A) C By(X,A). Por tanto, como 9, ; o
TX((SdX)F(0)) € Ba(X, 4), (SEX)H(c) — (SdX)F1(¢) € Bu(X, 4). En-
tonces c—(Sd:X)F(c) = c—SdX (¢)+ -+ (SdX)F1(e)—(Sd¥ )k (c) € Bu(X, A)
y ¢+ Bn(X, A) = (SdX)*(c) + B,(X, A) para todo k € N. Por el corolario
2.5.3, existe kg € N tal que (SdX)*(c) es pequenio de orden . O

Por ultimo, veamos la definicion de excisién antes de empezar con el teorema
de excision.

Definiciéon 2.5.3. Sea U C A C X. Se dice que U puede excindirse o que
la inclusién j : H, (X —U, A—U) — (X, A) es una excisién, si j induce un
isomorfismo Hy,(j) : H,(X —U,A—-U) — H,(X, A) para todo n > 0.
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Para el enunciado del teorema de excisién introducimos la siguiente nota-
cién: la clausura de un conjunto U la denotaremos por U y su interior lo
denotaremos por U.

Teorema 2.5.5. (Teorema de excision)
Sea U C X tal que U C A, entonces U puede excindirse.

Demostracion. Sea ¢ € Z,(X,A) y U = {X — U, A} un cubrimiento por
abiertos de X. Por el teorema 2.5.4, existe z = Y i n,0; € Z,(X, A) tal que
c+ By (X,A) =2+ B,(X,A) y z es pequeno de orden U. Sea I = {ig, ..., im}
el conjunto de subindices tales que 0;(A,) € X —U y J = {imy1,...,0r} €l
conjunto de subindices tales que o5(A,) € A C A. Como S, (A) C B, (X, A),
Y icsnioi € Bp(X, A) y se tiene que z + B, (X, A) = > ..y nio; + Bp(X, A)
con » .;nio; € Zy(X — U, A —U). Por tanto hemos encontrado ¢ =
Yoicrnioi € Zp(X —U,A—U) tal que H,(j)(¢+ B,(X —U,A-U)) =
¢+ Bn(X,A) y Hy(j) es sobreyectiva.
Seace Zn(X—-U,A-U) tal que H,(j)(c+Bn(X —U,A-U)) = B,(X, A).
Entonces existen ¢ € S,11(X) y ca € Si(A) tal que ¢=cp+ Opt1(€). Por
el corolario 2.5.3, existe k € N tal que (Sdi,)*(¢) es pequeiio de orden
= {X — U, A}. Luego (SdX,1)k(@) = c1 + co, donde ¢1 € Spp(X —
U) y ¢ € Spi1(A). Entonces tenemos que (SdX)*(c) = (Sd¥)k(ca) +
(S )¥(0n41(€)) = (S )*(ca) +0n41((Sdy1)*(8) = (Sd)* (ca)+Onta(er)+
On+1(c2). Y por tanto:

(Sdy)*(¢) = Onri(cr) = (Sdy)"(ca) + Ons1(c2)

€ Sp(X -0) € Sn(A)
De ahi se concluye que (Sd:X)*(¢)—0,41(c1) € Sp(A— U) B, (X-U,A-U)
y como Onpy1(c1) € Bp(X — U, A —U), (S f)k(c) B, (X —UA-U).
En resumen, z + B,(X — U, A - U) = (SdX)*(c) + Bo(X —U,A—-U) =
0+ By(X —U,A—-"U) y por tanto Ker(H,(j)) = By(X —U,A—-"U), es
inyectiva. O

El problema del teorema de excision, es que en ocasiones, las hipdtesis pue-
den ser muy restrictivas. Para esas situaciones tenemos el siguiente teorema,
que amplia los casos en los que U puede excindirse.

Teorema 2.5.6. Sea V CU C AC X. S5i V puede excindirse y X — U es
un retracto por deformacion de X —V, entonces U puede excindirse.

Demostracion. Sea r : X —V — X — U la retracciéon. Por ser retracto
por deformacién, la aplicacién 1x_y es hométopa a la aplicacion ix_g o7,
dondeix_p: (X —U,A-U) — (X =V, A—V) es la aplicacion inclusién y
lx vy = roix_y. Por el corolario 1.4.2, 1y (x_ya-vy) = Ho(lx_v) =
Hy(ix_-y or) = Hyu(ix_vy) o Hy(r) y Hu(ix_y) es sobreyectiva. Como
ademas, 1y, (x—v,a—v)y = Hn(r) o Hp(ix_v), Hp(ix_y) es inyectiva y por
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tanto, un isomorfismo. Si denotamos por jy : (X —U, A —-U) — (X, A)
y por jy : (X —V,A—-V) — (X,A) a las inclusiones, tenemos que
H,(ju) = Hn(jv) o H,(ix—y) donde H,(jy) es isomorfismo porque V pue-
de excindirse y Hy,(ix_y) es isomorfismo por lo visto al principio de la
demostracién. Luego H,(jy) es un isomorfismo para todo n > 0y U puede
excindirse. O

Veamos una aplicacién del teorema. Este corolario nos serd de ayuda en el
calculo de la homologia de la n-esfera en la siguiente seccion.

Corolario 2.5.7. Sean E; = {(z1,...,7p41) € S"|2pt1 > 0} y B, =
{(z1, .., Tnt1) € SM|zpy1 < 0} las semiesferas cerradas de la esfera S™.

Entonces, la inclusion j : (E;f,S"1) — (S", E;)) es una excision.

Demostracion. Basta con aplicar el teorema 2.5.6 tomando X = S", A =
E ., U=E, yV = {(z1,...,;Tnt1) € S"|zpnt1 < %} Comprobemos las
hipétesis. Se tiene que V C U C A C X y ademés, X — U = ETJ[ es retracto
por deformacién de X — V, siendo la retraccién:

(X1, ey Tpt1) st (21, .y @py1) € EF

r((z1,...,x = 05,0 '
(@1, = { A R A o

Por 1tltimo, por el teorema de excisién, como V C /01, V puede excindirse,
luego, aplicando el teorema 2.5.6, obtenemos que U puede excindirse y por
tanto Hy(E,",S" 1) = H,(S", E;;) para todo ¢ > 0. O

2.6. Homologia de la n-esfera, S”

Con todo el trabajo realizado hasta ahora, estamos casi en situacién de
calcular los grupos de homologia de la n-esfera. Solamente nos queda una
dltima proposicion por demostrar:

Proposicién 2.6.1. Para todo ¢ > 2 y n > 1, se tiene que Hy(S") =
H,1(S"Y) y Hi(S", E;) = Hy(S™).

Demostracién. Consideremos el homeomorfismo P : (E;7,S"~1) — (D", S"1)
que consiste en proyectar las n primeras coordenadas: P((z1,...,Zpt1)) =
(x1,...,xy). Este induce un isomorfismo H,(P). Entonces tenemos que para
todon>1yq>2:

I 2,6,7 4 en—1 Hy(P) n cn—l Ejemplo 2.3.1 1
Hy(S", E) = Hy(E,,S") = Hy,(D",$"7) = Hya(S")
Como E,; es contractil, tiene el tipo de homotopia de un punto, pg, y apli-
cando el teorema de invarianza por homotopia de la homologia relativa
obtenemos que Hy(S", E, ) = Hy(S",po) = Hy(S™). Por tanto H,(S") =
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H,_1(S"!) paratodon > 1y ¢ > 2.
Para el otro isomorfismo, consideramos la sucesién exacta:

Hi(1gn) 01 H()(i 7)

{0} — Hi(S™)

n

Como conocemos los grupos de homologia Hy de un conexo por caminos y sa-
bemos como actia la aplicacién Ho(ip-), se puede comprobar que Ho(if-)
es un isomorfismo. De ello se concluye que Im(é1) = Ker(Ho(ip-)) = 0
y el homomorfismo d; es la aplicacién nula. Por tanto, Im(H;(1sn)) =
Ker(61) = Hi(S™, E,) y Hi(1sn) es sobreyectiva. Como también es inyecti-
va por la exactitud de la sucesién, Hj(1gn) es en concreto un isomorfismo y
Hl(Sn,E;) ng(Sn) ]

Finalmente, obtenemos como corolario, los grupos de homologia de la n-
esfera.

Corolario 2.6.2. Para todo ¢ > 1 yn > 1, se tiene:

_ Z si g=n
ny ~v n qn—1\ ~

He = Hn s = { T
Demostracion. Sin > q:

n 2}§J1 n—1 2}911 2}§J1 n—qg+1 2}9/'1 n—q+1 —
Hy(S") = Hya(S"7) = - = Hi(S ) = Hi(S B gi1)
2.5.7 H1(P) Ejemplo 231 (7 &in =
~ + - ~ —q+1 - o q
= H(B,_g, 877 = H D8 B { 0 sin>gq

Sin<gq
2.6.1 1, 261 2.6.1 oy 113y 114
Hq(Sn) = qul(Sn_) = - = qun =
O

2.7. La sucesiéon de Mayer-Vietoris

En esta seccion vamos a construir la sucesién de Mayer-Vietoris y a pro-
bar su exactitud. Esta sucesion relaciona los grupos de homologia de dos
subespacios X7 y X3 de X, con los grupos de homologia de X y con los
de X7 N X5. Mas adelante veremos varios ejemplos de como se puede em-
plear, calculando los grupos de homologia de la rosa de n pétalos y los de la
superficie compacta de género g. Empezamos definiendo un nuevo concepto.

Definicion 2.7.1. Sea X un espacio topoldgico y X1, Xo C X dos subes-
pacios. Se dice que la terna (X, Xj, Xs) es exacta si las inclusiones k; :
(Xl,Xl N XQ) — (X1 U XQ,XQ) y ko : (XQ,Xl N XQ) — (Xl U XQ,Xl)
son excisiones. En tal caso Hy, (k1) : Hy (X1, X1 N Xo) & H, (X1 U X9, Xo) ¥
Hn(k‘g) : Hn(XQ,Xl N XQ) = Hn(Xl U X2,X1) para todo n > 0.

Hi(S" E;) 2% Ho(E;) — Hy(S") — {0}
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Ejemplo 2.7.1. Si X = X; U X5 y X7 y Xo son abiertos, entonces la terna
(X, X1, X2) es exacta. Solo hay que tomar A = X; yU = X1 — (X1NXq)y
utilizar el teorema de excision. Como X — U = Xs, U es cerrado y entonces
U=UCX, = X1 A es decir, se verifican las hipdtesis del teorema de
excision y U puede excindirse. Andlogamente, si A = X5, Xo — (X7 N X3)
también puede excindirse.

Procedemos con el lema de Barratt-Whitehead, el cual necesitaremos para
la demostracién de la exactitud de la sucesiéon de Mayer-Vietoris.

Lema 2.7.1. (Lema de Barratt-Whitehead)
Dado un diagrama de grupos y homomorfismos como el siguiente:

h; i i i
| | \ | |
Vi1 Q; Bi i Qi1
4 4 4 { 4

A hit1 4 f; A A [y o
— Ciy1 — Ay — By —>CZ-—1> A, =
Si los cuadrados conmutan, las dos filas son sucesiones exactas y los v; son
isomorfismos, entonces existe una sucesion exacta larga:

o, - v, AT
- A, A, B, — B, —% A1 —

Donde:
(i) ®i(ai) = (; @ fi)(ai,a;) = (@i(ai), fi(a:))
(ii) v; (ala Z) = _fz(az) +Bz( z)

(ii)) Yi(bs) = hio ()L o gilbs)
A esta sucesion se la llama sucesion de Barratt-Whitehead asociada al dia-
grama.

Demostracion. Veamos en primer lugar que Im(¥;) = Ker(Y;):

(1) Sea W;(a;,b;) € Im(¢;), entonces se tiene que Y;(¥;(a, bz)) =T;(—fila;)+
Bi(bi)) = hio ()~ o gi(—filai) + Bi( z)) = hi o (7i)~" o gi o Bi(bs)
hi o gi(bi) = 0 porque g; o fi = 0, (vi) ' o giofi = giy hiogi =
Luego Im(¥;) C Ker(Y;).

(i) Sea b; € Ker(Y;). Luego hi o (i) Lo gi(bi) = 0y ()L o gi(b;) €
Ker(h;) = Im(g;). Por tanto existe b; € B; tal que g;(b;) = (%2_1 o
gz(bl) y se tiene que gz( ) ﬁz( z)) = gz(bz) - gz © /Bi(bz) gz(bz)
~i 0 gi(b;) = 0, es decir, b; — B;(b;) € Ker(g;) = Im(f;). De donde se
deduce que existe a; € fli tal que fi(di) =b; — Bi(b;). Reordenando los
términos, b; = fi(a;) + Bi(bi) = Ui(—ag, b)) y Im(¥;) D Ker ().
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Veamos en segundo lugar que Im(®;) = Ker(¥;):

(i) Sea ®;(a;) € Im(P;), entonces ¥; 0 ®;(a;) = Vi(a;(ai), fi(a;)) = —fi o
ai(a;)+B;o fi(a;) = 0 porque fioa; = Biof;. Luego Im(®;) C Ker(¥;).

(i) Sea (ai,b;) € Ker(¥;), es decir, fila;) = Bi(b;). Como §; o f; = 0,
0= giofi(a;) = gioBi(b;) = vi0gi(b;) y dado que ; es un isomorfismo,
9i(b;) = 0, es decir, b; € Ker(g;) = Im(f;). Luego existe a; € A; tal que
fi(ai) = b; y por tanto, B;(b;) = Bi(fi(a;)) = fi(ai(a;)). Se concluye
que fz(dz — ai(ai)) = fz(&z) — ﬁl(bl) =0y CALE — ai(ai) € Ker(fl) =
Im(hit1), es decir, existe ¢;11 € Ciy1 tal que hit1(igr1) = a; — ai(a;).
De nuevo, como ~;41 es un isomorfismo, exis:ce cit1 € Ciqq tal que
Yi+1(Ci+1) = Cip1 ¥y por tanto a; — @i(a;) = hit1(Vit1(ciy1)) = g o
hit1(ci), ie., G; = ai(a; + hit1(c;)). Finalmente, ®;(a; + hit1(ci)) =
(ai(ai + hivi(ci)), filai + hita(ci))) = (@i, fi(ai)) = (ai, b;) € Im(®;)
y Im(®;) D Ker(V;).

Veamos por dltimo que Im(Yit1) = Ker(®;):

~ ~

(i) Sea Ti+1(bi+1) AE Im(Ti_H), entonces (I)i(Ti+1(bi+1)) = (I)i(hi—i-l o
(Yir1) ™" 0 i1 (biv1)) = (@ 0 hi1 0 (1) " © Gir1(bivn), fi © higr 0
(Yir1) " 0 Gir1(bis1)) = (hiv10%ir10 (vir1) "' 0 g1 (bit1),0) = (hisr0
gi+1(bi+1),0) = (0,0) porque f; 0 hiy1 =0, ;0 hip1 = hit1 0741y
hi+1 o gi+1 = 0. Por tanto Im(Tl+1) - Ke’r((I)Z)

(ii) Sea a; € Ker(®;), es decir, a; € Ker(a;) N Ker(f;)) = Ker(a;) N
Im(hit1). Por tanto existe ¢;y1 € Ciy tz}l que hit1(cit1) = ai, y
entonces 0 = a;(a;) = a;(hit1(civ1)) = hiv1(vig1(citr)), es decir,
Yi+1(cit1) € Ker(hit1) = Im(gi+1). Luego existe b1 € B; tal que
Git1(biv1) = 7i+1(Cg+1)7 ie., (1i41) Lo giﬂ(biﬂ) = ¢;+1. Finalmente,
tenemos que Vi1 (bit1) = hiy10 (Yir1) ™ 0 Giv1(bir1) = hip1(ci+1) =
a; € Im(Tl+1) y Im(Terl) D) Ke’l“(q)@)

O]

La sucesién de Mayer-Vietoris es la sucesion de Barratt-Whitehead asociada
a un diagrama concreto. Veamos qué diagrama es.

Proposicién 2.7.2. Sea (X, X1, X2) una terna exacta donde X = X1UXs y
sea A = X1NXy. Si denotamos pori a las inclusiones, entonces el diagrama:
Hy(iy! Hn(1%,) (X1.,4)
2@ MY g T o) S
| | |
Hn(Z)A(Q) Hn(l§1) Hn(ZXl)
! \ \

Hy(iX) H,(1%2 (X, X2)
o Ho(Xo) —3  Hu(X) (17) Ho(X, Xo) T

Verifica las hipotesis del lema de Barratt-Whitehead.
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Demostracion. Ambas filas son exactas por el teorema 2.3.1, ya que son
las sucesiones largas de homologia de los pares (X1, A) y (X, X3). Ademaés,
H,(ix,) es un isomorfismo para todo n > 0 porque la terna (X, X1, X2) es
exacta y por tanto iy, : (X1, A) — (X, X3) es una excisién. Por dltimo, la
conmutatividad de los cuadrados es consecuencia directa de la proposicion
2.3.2. O

Definicién 2.7.2. Sea (X, X;, X5) una terna exacta. Se llama sucesién de
Mayer-Vietoris de la terna (X, X1, X2), a la sucesién de Barratt-Whitehead
asociada al diagrama de la proposicién 2.7.2. Esta seria:

o Ho(A) B H (X))@ HN(X2) B Ho(X) B H,1(4) —

Donde:
(1) ®n = Huli}") © Ha(i}?)
(ii) W, = —H,(iy,) + Hn(ix,)
(iif) T = 6 o (Hu(ix,)) ' o Ha(132)
Teorema 2.7.3. La sucesion de Mayer-Vietoris es exacta.

Demostracion. Es consecuencia directa del lema de Barratt-Whitehead, el
cual podemos aplicar por la proposicién 2.7.2. ]

Veamos finalmente como se puede aplicar esta sucesién al cdlculo de grupos
de homologia. Procedemos por tanto con dos ejemplos, la rosa de n pétalos
v la superficie compacta de género g.

2.8. Ejemplos

Definicion 2.8.1. La rosa de n pétalos la denotamos por G, y la definimos
de forma recursiva como:

(i) Gy =8t
i) G, =S'U, G,_1 donde G,,_1 N'S' = {p} para todo n > 2.
P
Es la suma topoldgica de n copias de S! identificadas a través de un punto
.
Proposicion 2.8.1. Sea n € N, entonces:
7 st q=0

Hy(Gn) =1 zZo @ B®Z siq=1
0 st q>1
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Demostracion. Vamos a calcular la sucesién de Mayer-Vietoris de la terna
(Gpn,Gn_1,S') con n > 2. Veamos que es una terna exacta, para ello vamos
a ver que si A = S!, entonces S! — {p} puede excindirse y que si A = G,,_1,
entonces G,—1 — {p} puede excindirse.

Empecemos con el primer caso: A =S! y U = S! — {p}. Vamos a aplicar el
teorema 2.5.6, tomando como V media esfera abierta de S' —{p}. En tal caso
V C U, X — U es retracto por deformaciéon de X — V' y V puede excindirse
por el teorema de excision (V C St — {p} = A) Por tanto, se puede aplicar
el teorema 2.5.6 y U puede excindirse.

El segundo caso es anédlogo al primero, solo hay que aplicar el teorema 2.5.6
tomando A = G,,—1, U =G,—1 —{p} yV =U — N, donde N es un entorno
pequeiio de {p}. Por tanto G,,_1 — {p} puede excindirse y (G, G,_1,S!) es
una terna exacta.

Ahora ya podemos considerar la sucesién de Mayer-Vietoris, y aprovechando
que ya conocemos los grupos de homologia de un punto {p} y de S! la
podemos calcular.

Sig>2:

S0} Y H(Ge) @ H.SY) Y H(G) 2 {0}

Luego, ¥, es un isomorfismo por la exactitud de la sucesiéon (Ker(¥,) =
Im(®,) = 0,Im(V,) = Ker(Y,) = Hy(Gy)), es decir, hemos probado que

para todo ¢ > 2, H,(Gn—1) ® Hy(SY) = H,(Gy).
Sig=1:

— {0} B mGeemES) B mG) Bz B zez

La aplicacién ® proviene de la inclusién de {p} en G,,_1 y S'. Denota-
mos por o al unico O-simplice en {p}, el cual verifica o(ep) = p. Entonces
®o(0 + Bo({p})) = (6 + Bo(Gn_1),0 + Bo(S')), es decir, @y manda el gene-
rador de Ho({p}) en la 2-tupla formada por los generadores de Ho(Gp—1) y
Hy(S!). Visto como un homomorfismo de Z en Z @ Z, es el homomorfismo
que verifica ®o(1) = (1,1). Por tanto, 0 = Ker(®9) = Im(Y1) y Y1 es la
aplicacién nula. De ahi se concluye que Im(¥;) = Ker(Y1) = Hi(G,) y
¥, es sobreyectiva. Como ademds Wy también es inyectiva por la exacti-
tud de la sucesién (Ker(¥;) = Im(®;) = 0), es un isomorfismo, es decir,
H,(Gn-1) ® Hy(SY) = H,(G,,) para todo g > 1.

Finalmente, razonando por inducciéon obtenemos los grupos de homologia:

-~ |z siq=0,1
Vi sig=0
= Hl(Gn_l)@Z sig=1
Hq(Gn_l) 0 sig>1

(G) = Y/ sig=20
TN Hy(Gre1) @ Hy(SY) sig>1
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Z sig=0
~ (n .
=\ Zb---PZ siqg=1
0 sig>1

O]

Otro ejemplo bonito seria el de la superficie compacta de género g, la cual
denotamos por Tj.

Proposicion 2.8.2. Sea g € N, entonces:

7z st n=0,2
Ho(Ty) =4 7o ¥ @z  sin=1
0 st n>38

Demostracion. Sea p € Ty. Definimos X; = Ty — N donde N es un entorno
cerrado pequenio de p y definimos Xo como un entorno abierto y contréctil
de p que contiene a N. Consideramos entonces la terna (Ty, X1, X2), la cual
es exacta por lo visto en el ejemplo 2.7.1. Podemos por tanto considerar su
sucesion de Mayer-Vietoris. Aprovechando que X tiene el mismo tipo de
homotopia que Gy, que X3 es contractil y que X; N Xz tiene el tipo de
homotopia de S!, podemos calcular sus grupos de homologia gracias a la
invarianza por homotopias. Esto nos simplifica la sucesion.
Sin > 3:
N4 T
- 000 =% H,(T,) =% 0 —
Se concluye entonces que H,(T,) = 0 para todo n > 3.
Sin=2:
)4 T
— 090 = Hy(Ty) =3 Z —

La aplicaciéon T es inyectiva por la exactitud de la sucesiéon. Aplicando el
primer teorema de isomorfia, Hy(Ty) es isomorfo a un subgrupo de (Z,+).
Los subgrupos de Z son el {0} y nZ = Z con n € N. Como T2 no es la
aplicacion nula, Ho(Ty) = Z.

Solo quedan por calcular Hyo(Ty) y H1(Tg4). Como T, es conexo por caminos,
Hy(Ty) = Z por el lema 1.1.6. Por otro lado, podemos aplicar el teorema de

~

Hurewicz para calcular H1(T,), ya que sabemos que Hy(T,) = Ab(II;(Ty)) =

76 % oz 0

Finalmente ya podemos dar el ejemplo de dos espacios topoldgicos, con
distinto tipo de homotopia, pero con grupos de homologia isomorfos. Defi-
nimos para ello el subespacio de R? con la topologia inducida por la usual,
AUBUC, donde A = {(z,y,2) € R3|z? +y? + 22 = 1}, B = {(2,y,0) €
R3|(z —2)2+9? =1} y C = {(z,y,0) € R3|(z — 4)? + y? = 1}. Vamos a ver
que tiene grupos de homologia isomorfos a los de la superficie compacta de
género 1, el toro.
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Proposicion 2.8.3. El espacio AU B UC y Ty tienen distinto tipo de
homotopia, sin embargo, tienen grupos de homologia isomorfos.

Demostracion. En primer lugar, ambos espacios tienen distinto tipo de ho-
motopia porque II; (AU BUC) = Z x Z, pero 111(Ty) = Z & Z. Es decir,
tienen grupos fundamentales no isomorfos siendo los grupos fundamentales
invariantes por homotopia. En segundo lugar, como ya conocemos los grupos
de homologia de Ty, basta con comprobar que:

Z sin=020,2
H,(AUBUC)=4 Z&Z sin=1
0 sin>3

Consideramos la terna (X, X, X9) donde X = AUBUC, X; = AUB —
{(3,0,0)} vy Xo = X — {(—1,0,0)}. Es exacta por el ejemplo 2.7.1, ya que
X1y Xo son abiertos en X y X = X;UX»s. Podemos por tanto considerar su
sucesion de Mayer-Vietoris. Como ademaés sabemos que X; tiene el tipo de
homotopia de S?, X tiene el de Go y A = X1 N X> es contréctil, la sucesién
queda:

Sin > 3:

T

S5 080 B Hy(X) o0 -

Se concluye entonces que T, es un isomorfismo y por tanto, H,(AUBUC) =
0 para todo n > 3.
Sin=2:

508 2008 LX) B3 o0 -

Se concluye de la exactitud de la sucesion que P2 es un isomorfismo y por
tanto, Ho(AUBUC) 2 Z.

Los tltimos dos grupos se calculan aparte. Como X es conexo por caminos,
Hy(AUBUC) 2 Z por el el lema 1.1.6 y aplicando el teorema de Hurewicz,
obtenemos Hi (AUBUC) =2 ANII;(AUBUCQ)) =Ab(Z+Z)=Z & Z. O

En definitiva, la homologia es una herramienta que nos ayuda a diferenciar
espacios topoldgicos no homeomorfos y con distinto tipo de homotopia, pero
no es capaz de decirnos cuando dos espacios si son homeomorfos o si tienen
el mismo tipo de homotopia. No es un invariante completo.



Apéndice A
Preliminares

Antes de empezar conviene dejar claros varios términos que vamos a emplear
a lo largo del trabajo. Vamos a resumirlos en estos preliminares para que su
uso en un futuro no desconcierte.

A.1. Categorias y functores

Definicion A.1.1. Una categoria C' esta formada por:
(i) Una clase de objetos, Obj(C).

(ii) A cada par ordenado de objetos (X,Y) le corresponde un conjunto
de morfismos homc(X,Y). Dos familias de morfismos homo(X,Y) y
home (X', Y') son disjuntas si los pares (X,Y) y (X', Y”) son distintos.
Un elemento f € homa(X,Y) lo denotamos por f: X — Y.

(iii) Dada una terna de objetos (X,Y, Z), se define una aplicacién
o:homg(X,Y) x home(Y,Z) — home(X, Z)

llamada composicién que verifica:

a) Asociatividad: ho(go f) = (hog)o f.
b) Identidad: Existe 1x € homc(X, X), el morfismo identidad.

Definicion A.1.2. Un functor covariante 7', de una categoria C; en una
categoria Cy, denotado por 1" : Ch7 — (5, consiste en:

(i) Una funcién T que asocia a cada objeto, X, de C un objeto, T'(X),
de 02.

(ii) Una funcién, denotada también T', que asocia a cada morfismo f €
home, (X,Y), un morfismo T'(f) € home,(T(X),T(Y)). Esta funcién
verifica:

41
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a) T(1x) = 1px)-
b) T(go f)=T(g)oT(f).

A.2. Preliminares afines

Definicién A.2.1. Un espacio afin (A, V, f), es un conjunto A junto con
un K-espacio vectorial V' y una aplicacién

fi AxA — V
(a,b) —> fla,b) =ab

que verifica:
i) Para cada p € A la aplicacién f,: A — V con f,(q) = pg es biyectiva.
ii) Vp,q,r € A se verifica pg + g = pr.

Dados p,q € A, se suele denotar por ¢ — p al vector pg y dados p € A y
v € V, se denota por p + v al inico punto g € A tal que ¢ — p = v.

Definicién A.2.2. Sea A un espacio afin. Un conjunto de puntos {py, ..., pn} C
A se dicen afinmente independientes si los n vectores p; — pg, ..., P — Po son
linealmente independientes. La independencia no depende de la ordenacién
de los puntos.

Definicion A.2.3. Sea A un espacio afin sobre un R-espacio vectorial. Da-
dos po,p1,...,pn € Ay ag,ai,...,a, € R tales que > " ja; = 1, se defi-
ne el punto s = Y I ja;p; € A como el dnico punto en A que verifica
VpeA s—p=ap-(po—p)+-+an-(Pn—p).

Observaciones 1. Nétese que dado p € A, siempre va a existir s € A tal

n . .z .
que fp(s) =s—p=> " a;-(p; —p) pues la aplicacién f, es sobreyectiva.
Ademéds, dados pi,p2, 51,52 € A tales que sy —p1 = Y ;" gai- (pi—p1) y
Sy —pa = > gai- (p;i — p2), se tiene que:

n n

st—p2=(s1—p)+(p1—p2)=> ai-(pi—p1)+(p1—p2)- Y a
i=0 i=0

= ai-((pi—p)+(p1—p2) =) ai-(pi—p2) =s2—p2
=0 =0

Luego s1 —p2 = sa —po2, y por tanto s; = so. En resumen, el punto Z?:o a;p;
esta bien definido y no depende de p.

Definicién A.2.4. Sea A un espacio afin sobre un R-espacio vectorial y
p,q € A dos puntos distintos de A. Se llama segmento entre p y ¢ al conjunto
de puntos {tp+ (1 —¢)q: 0 <t <1} C A.
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Definicion A.2.5. Sea A un espacio afin sobre un R-espacio vectorial y
B C A un subconjunto de A. Se dice que B es convexo si dados x,y € B dos
puntos distintos cualesquiera en B, el segmento entre x e y estd contenido
en B.

Teorema A.2.1. Sea A un espacion afin sobre un R-espacio vectorial y
{Bi}ier una familia de subconjuntos de A convexos. Entonces B = (;c; Bi
es COMVero.

Demostracion. Dados x,y € B, se tiene que x,y € B; Vi € I. Como B; es
convexo Vi € I, el segmento entre x e y estd contenido en B; Vi € I. Es
decir, el segmento entre = e y estd contenido en la interseccion de los B; y
por tanto B es convexo. ]

Definicién A.2.6. Sea A un espacio afin sobre un R-espacio vectorial y
B C A. Por el teorema A.2.1, podemos definir el subconjunto convexo ge-
nerado por B como la interseccién de todos los subconjuntos convexos de
A que contienen a B. Esta interseccién es no vacia porque A es convexo y
contiene a B. A este subconjunto se le llama la envolvente convexa de B y
se denota por [B].

Dados pg,...,pm € A, m+1 puntos linealmente independientes de A, se
llama m-simplice afin de vértices {po,...,pm} a la envolvente convexa de

{po, ..., Pm}, es decir, a [po, ..., Pm].
Ejemplo A.2.1. En el espacio afin (R",R", f(u,v) = v—u) con n € N defi-
. ; ; . i 1 si 1=3

nimos e; = (4}, ...,0%) con i € {0,1,2,...,n} donde §] = { 0 s l%j . Se
tiene que ey, ..., e, son puntos linealmente independientes pues los vectores
{e1 —eq,...,en —eo} = {€1, ..., €, } son linealmente independientes, por tan-
to tenemos que |ep, ..., €,] es un n-simplice afin. A este simplice se le llama
simplice geométrico estdndar y se le denota por A,, =[eo, ..., e,]. Consiste de
todas las combinaciones lineales convexas tgeg+- - - +tne, con tog+---+t, = 1
y t; > 0 para todo i € {0,...,n}.

Definicién A.2.7. Dados (A1, Vi, f1) v (A2, Va, f2) dos espacios afines. Una
aplicaciéon afin entre ellos consta de un par de aplicaciones (f,g) donde
f:A1 — Ay y g: Vi — V5 satisfacen:

i) g es lineal
ii) g(¢ —p) = f(a) — f(p) Vp,g€ A
iii) f(p+v)=f(p)+gv) Vpe A,YveW

A la restriccién de una aplicacién afin a un simplice afin también se la llama
aplicacién afin.
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Teorema A.2.2. Sea [po, ..., pm| un m-simplice, [qo, ..., ¢n] un n-simplice y
f +Apo, -, Pm} — [q1, .-, qn] una aplicacion. Entonces existe una tunica
aplicacion afin T : [po, ..., pm] — [q1s -y qn] tal que T'(p;) = f(pi) para todo
i€{0,...,m}.

Proposicion A.2.3. Toda aplicacion afin de R™ en R™ es continua.

A.3. Varios Resultados

Proposicion A.3.1. Si wy,...,wy € R® ym <k <p+ 1, entonces:

1< 1 &
i=1 i=1

Demostracion. Como 7 es una funcién creciente y m < k < p + 1, basta
con probar:

4 .
< — R .
1max\|wz wJH

k—1
< ey —

1< 1 &
L S T
k:; ! mlz; !

. Haciendo varios calculos:

1 & 1 1 1 & 1<
LD SIS SUU( S [E SIEE) SIS it |
=1 =1 =1 =1 i=m-+1
k k
k—m i 1 k—m |1 1
Cr St 3wl = e S w
mk o k i=m+1 k mia k—m i=m—+1
Pero los puntos % S wiy ﬁ Zf:m 41 w; estan en la envolvente convexa
de los puntos {wq, ..., wg}, luego la expresién anterior:
k—m k—1
< i o — ] < "o —

O

Lema A.3.2. (Lema del nimero de Lebesgue)

Sea (X,d) un espacio métrico y compacto. Sea U = {U; }ier un cubrimiento
por abiertos de X. Entonces existe un € > 0, llamado numero de Lebesque,
tal que para todo A C X con digmetro menor que €, existe U;_ tal que
ACU,,.

Proposicién A.3.3. Sea f : (X,7x) — (Y, 7y) una identificacion y g :
(Y, 7v) — (Z,7z) una aplicacion. Entonces g es continua si go f lo es.
Demostracion. SeaV € 1z. Como gof es continua, (gof) (V) = f~ (g7} (V)) €

Tx v por ser f identificacién, f=1(g71(V)) € 7x si y solo si g H(V) € 7v.
Luego g~ (V) € 17y y g es continua. O
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