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Capitulo ]

INTRODUCCION

Los primeros trabajos sobre la generacion de patrones combinatorios comenzaron
cuando la civilizacion misma estaba tomando forma. La historia es bastante fascinante
y abarca muchas culturas en muchas partes del mundo, con vinculos con la poesia y
la musica. Vamos a discutir en esta introduccion solo los aspectos mas destacados, los
cuales serviran de motivacion para profundizar en las raices del tema.

Desde la antigiliedad, los eruditos indios han mostrado interés en organizar cosas en
orden regular, aplicando técnicas de ordenacion a varios tipos de elementos y conceptos
y teorizar sobre dichos arreglos matematicamente. Este interés se manifesté en reglas
para permutaciones, combinaciones y enumeracion.

Muchos de los primeros textos sanscritos consideran varias posibilidades para
seleccionar y ordenar elementos de un conjunto determinado de elementos. Ya en
el periodo védico tardio en el primer milenio antes de Cristo, los textos conocidos
como pratisakhyas prescribian formas sistematicas de reordenar las silabas de las
invocaciones védicas. Dado que recitar perfectamente las palabras de los himnos
sagrados se consideraba crucial para el éxito de la sacrificios que los acompafnaban, los
sacerdotes védicos los memorizaban, no solo en su forma adecuada, si no también con sus
silabas invertidas o reordenadas de otro modo para servir como control de una posible
corrupcion de la tradicién oral.

En la literatura sanscrita se llevdo mucho mas tiempo incorporar plenamente en

su propio campo el discurso matematico y las reglas relacionadas con combinaciones
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y permutaciones. Inicialmente, parece que este crédito se manifesté simplemente
mediante la adaptacion de féormulas combinatorias y ejemplos de otras disciplinas,
fusionandolos con diversas reglas y temas. Un ejemplo temprano de este enfoque se
encuentra en el texto de astronomia matematica llamado Brahmasphutasiddhanta,
escrito por Brahmagupta en el afio 628. Este texto combina un tratamiento bastante
sistematico de los calculos astronomicos con una seleccion mas dispersa de capitulos
sobre diversos temas relacionados, que abarcan desde aritmética y algebra general hasta
instrumentos astronémicos ( [28], pags. 357-358) y [51]], pag. 230).

Las practicas combinatorias en China se remontan a la antigiiedad, cuando las
técnicas adivinatorias dependian de configuraciones de lineas rotas e intactas. El Yijing
o I Ching (Libro de Cambios), compilado durante la dinastia Zhou, ha transmitido estas
practicas hasta el presente y ha sido una fuente ampliamente comentada y leida. Sin
embargo, las practicas combinatorias en China no se limitaron a la adivinacion y los
cuadrados magicos: numerosas fuentes tempranas también describieron juegos como
Go y ajedrez, asi como juegos con cartas, dominé y dados, que muestran un interés
combinatorio desde un punto de vista mas matematico. La fuente mas temprana que
discute sistematicamente permutaciones y combinaciones es un manuscrito del siglo
XVIII. Aunque para entonces las matematicas ya se habian introducido desde Europa,
el manuscrito se basa claramente en conceptos matematicos tradicionales y modos
algoritmicos.

Durante la dinastia Song (960-1279), los juegos surgieron como otro campo de
practica combinatoria en relaciéon con la escritura matematica. Shen Gua (1031-95), un
polimata y funcionario estatal, discutié explicitamente las posibles configuraciones en el
juego de Go, con una cuadricula de 19 x 19 lineas, donde cada posicién podia estar vacia
o contener una piedra negra o una piedra blanca. Ademas, textos de finales del siglo XVI,
generalmente referidos por los historiadores como “Riyong leishu” (Enciclopedias para el
Uso Diario), describen el juego de “azulejos de marfil” (yapai).

Los cuadrados magicos también han sido una referencia frecuentemente citada para
las teorias combinatorias en la antigua China. Sin embargo, como sefiala Cammann [15],
solo dos diagramas, el Hetu (Diagrama del Rio Amarillo) y el Luoshu (Escritura del Rio

Luo), que se atribuyen legendaria y mitolégicamente a dos figuras semidivinas de los
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milenios 3 a.C. y 2 a.C., aparecen en los textos matematicos y otros textos sobrevivientes
antes de la dinastia Song.

Muchos eruditos judios desde los primeros afios de nuestra era estaban interesados
en calcular permutaciones y combinaciones. Entre los problemas que llevaron al estudio
de estas nociones estaban encontrar el nimero de palabras que podian formarse con
las letras del alfabeto hebreo y determinar el nimero de conjunciones de los planetas.
Fue Levi ben Gerson en el siglo XIV quien logré formalizar estas nociones y derivar
rigurosamente las formulas para los nimeros de permutaciones y combinaciones.

El pensamiento combinatorio en el Renacimiento tuvo raices filosodficas, religiosas
y teéricas de juegos. El concepto de Llullismo, en el cual todo conocimiento se deriva
combinando un nimero finito de atributos, se originé en el siglo XIII y se extendié por
toda Europa; en el mismo siglo encontramos estudios combinatorios relacionados con
juegos de dados. A partir del siglo XVI, los jesuitas, cistercienses y miembros de otras
ordenes religiosas desempefiaron un papel crucial en el desarrollo de la combinatoria.
Las operaciones combinatorias basicas se explicaron e ilustraron con ejemplos de la
vida cotidiana y tablas, normalmente sin demostracion: la teoria de nimeros y la teoria
musical fueron los campos matematicos de aplicacién mas importantes. En el siglo XVII,
los autores insertaban con frecuencia secciones sobre combinatoria en sus tratados de
aritmética o algebra.

En 1654, Fermat y Pascal utilizaron medios combinatorios y de otro tipo para resolver
cuestiones tedéricas que surgian de los juegos de azar. El tratado de Pascal sobre el
triangulo aritmético podria considerarse el primer tratado moderno de combinatoria.
Leibniz también estaba profundamente interesado en este tema, pero casi todas
sus contribuciones a funciones simétricas, particiones y determinantes permanecieron
inéditas hasta hace poco. También se publicaron las aportaciones de Frénicle de Bessy a
la combinatoria después de su fallecimiento. Ars Conjectandi, publicado p6stumamente
por Jacob Bernoulli ( [6]) presenté un tratamiento exhaustivo de la combinatoria
moderna temprana. Después de la muerte de Bernoulli, Pierre Rémond de Montmort
y Abraham de Moivre analizaron matematicamente los juegos de cartas y de dados en
términos de desarreglos. Las contribuciones de James Stirling a la combinatoria fueron

motivadas por estudios algebraicos.
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El triangulo aritmético es el mas famoso de todos los patrones numeéricos. Siendo
aparentemente una simple lista de los coeficientes binomiales, contiene los ntmeros
triangulares y piramidales de la antigua Grecia, los numeros combinatorios que
surgieron en los estudios hindues de arreglos y selecciones, y (apenas disimulados)
los nimeros de Fibonacci de la Italia medieval. Revela patrones que deleitan la vista,
plantea preguntas que desafian a los tedricos de nimeros y, entre los coeficientes, “Hay
tantas relaciones presentes que cuando alguien encuentra una nueva identidad, no hay
muchas personas que se entusiasmen, jexcepto el descubridor!”( [74]). Para quien esté
interesado en conocer mas sobre la historia de la combinatoria, se sugiere consultar la
referencia [118].

Esta tesis se enfoca en el estudio de grupos de automorfismos que actian de manera
regular y semirregular sobre diversas estructuras combinatorias, como grafos dirigidos
fuertemente regulares, arreglos ortogonales y cuasi arreglos ortogonales.

El trabajo se inicia con una perspectiva diferente sobre la investigacion realizada en
mi trabajo de fin de master, que se centra en la construcciéon de una nueva familia de
grafos dirigidos fuertemente regulares con grupos de automorfismos semirregulares.

Esta investigacion se expande mas alla al revisar y ampliar los contenidos
presentes en el articulo [38]], incorporando ademas material presentado en el “9th PhD
Summer School in Discrete Mathematics” celebrado en Rogla, Eslovenia, en 2019. Esta
ampliacion se presenta como una continuacion directa de los desarrollos presentados en
el trabajo de fin de master.

Otro aspecto importante de la investigacion se refiere a la construcciéon de conjuntos
de diferencias parciales utilizando cilotomia estandar uniforme sobre el producto de dos
cuerpos finitos iguales. Este segmento del estudio fue presentado en el “IV Encuentro
Matematico del Caribe” en Cartagena de Indias, Colombia, en 2022.

Asimismo, se aborda la tematica de cuasi matrices de diferencias ciclicas en la
construccion de arreglos ortogonales. En esta tesis, se desarrolla y amplia lo expuesto en
el articulo [90], que fue colaborativamente elaborado con Luis Martinez y Maria Merino.

Dada la dificultad en obtener arreglos ortogonales en muchas situaciones, se propone
la construccion de cuasi arreglos ortogonales. Este aspecto del trabajo es resultado de
una colaboracion con Luis Martinez, Maria Merino y Josué Tonelli que esta proximo a

ser sometido a publicacion en una revista cientifica indexada.
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Finalmente, la tesis inicia la exploracion del estudio de arreglos ortogonales infinitos,
dejando este aspecto como trabajo futuro. En conjunto, el trabajo aborda una variedad
de problemas en el campo de las estructuras combinatorias, presentando contribuciones
originales y ampliaciones significativas de investigaciones previas.

En general, una estructura combinatoria es un objeto matematico que se puede
construir a partir de un conjunto finito, como un grafo, una matriz, un disefio de bloques
o un codigo. El grupo de automorfismos de una estructura combinatoria es el conjunto de
todas las biyecciones del conjunto subyacente que preservan la estructura en cuestion.

Una accion de un grupo es una manera de “mover” los elementos de un conjunto

utilizando las operaciones del grupo. Formalmente, se tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 1.1. Una accién de grupo de un grupo G sobre un conjunto X es una
funcion que asigna a cada par ordenado (g, ) de G x X un elemento g-x de X, de manera

que se cumplen las siguientes propiedades:

» La identidad del grupo actiia como la identidad en el conjunto, es decir, si ¢ es el
elemento neutro de G, e - x = x para todo x en X.
» La accion es compatible con la multiplicacion del grupo, es decir, (gh) -z = g- (h-x)

para todos g,hen Gy xen X.

Esta accion se dice que es semirregular si no hay elementos no triviales del
grupo que fijan los elementos del conjunto. Formalmente, la accién es semirregular
si g-r = x para algin z € X, implica que ¢ = e. Las acciones semirregulares
son utilizadas en la clasificacion de grupos finitos simples ( [41], Capitulo 12).
De hecho, algunos de los grupos finitos simples se definen precisamente como
grupos que actiuan semirregularmente en ciertos conjuntos. También son tutiles en
la teoria de representacion de grupos finitos, ya que por ejemplo, si un grupo actua
semirregularmente en un conjunto, entonces la dimensién de cualquier representacion
irreducible de ese grupo es un divisor del orden del grupo ( [41], Capitulo 12).

Por otro lado, una accion de un grupo G sobre un conjunto X se dice que es transitiva
si para cada par de elementos z, y del conjunto X, existe un elemento g del grupo G que
lleva = a y, es decir, g - © = y. En otras palabras, una acciéon es transitiva si la 6rbita
de cualquier elemento del conjunto X bajo la accién del grupo G es todo el conjunto X.
La nocién de accion transitiva es importante en la teoria de grupos y se utiliza en la

clasificacion de grupos finitos simples, ya que la transitividad de una accion a menudo
7



Capitulo 1.

implica ciertas propiedades del grupo en cuestion. Por ejemplo, si un grupo finito G actua
transitivamente en un conjunto X, entonces el grupo G tiene orden divisible por |X|
(Teorema de Lagrange).

Se dice que una acciéon de un grupo sobre un conjunto es regular si es semirregular y
transitiva. Las acciones regulares de un grupo en un conjunto tienen varias aplicaciones
importantes en la teoria de grupos. Un ejemplo comtun de una estructura combinatoria
con una accion regular de un grupo de automorfismos es un grafo de Cayley.

Los origenes de la teoria de grafos son humildes, incluso frivolos. Mientras que
muchas ramas de las matematicas fueron motivadas por problemas fundamentales de
calculo, movimiento y medicién, los problemas que llevaron al desarrollo de la teoria de
grafos eran a menudo poco mas que acertijos, disennados para poner a prueba la astucia y
estimular la imaginacion. Pero a pesar del enfoque mas lidico en términos matematicos
que aparentan tener tales acertijos, éstos capturaron el interés de los matematicos, con
el resultado de que la teoria de grafos se ha convertido en un tema rico en resultados
tedricos de una variedad y profundidad sorprendentes.

El primer articulo cientifico relativo a grafos fue escrito por el matematico suizo
Leonhard Euler en 1741 ( [30]). En dicho articulo, Euler se basé en el problema de
los puentes de Konigsberg. La ciudad de Kaliningrado, originalmente Konigsberg, era
famosa por sus siete puentes que unian ambos margenes del rio Pregel con dos de sus
islas. Dos de los puentes unen la isla mayor con el margen oriental y otros dos con el
margen occidental. La isla menor estda conectada a cada margen por un puente y el
séptimo puente une ambas islas. El problema planteaba lo siguiente: jes posible dar
un paseo comenzando desde cualquiera de estas regiones, pasando por todos los puentes,
recorriendo solo una vez cada uno y regresando al mismo punto de partida? La Figura
muestra un mapa de la antigua ciudad de Konigsberg. Dicha figura junto con todas

las demas figuras de esta tesis son de dominio publico y se pueden hallar en la web [59].
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KONINGSBERGA

FIGURA 1.1. Mapa de Konigsberg del siglo 17

Para lo que interesa estudiar en dicho problema, no son importantes ni las
edificaciones de cada region, ni las dimensiones de las regiones, ni la longitud de los
puentes, ni las dimensiones del rio; es por esto por lo que Euler hizo el siguiente esquema

de la region de Konigsberg (Figura|1.2):

c’

FIGURA 1.2. Esquema de Konigsberg dado por Euler en

Finalmente, Euler identificé cada region por un punto y cada puente por una linea,
para asi obtener el diagrama del primer grafo existente. Dichos puntos recibirian
posteriormente el nombre de vértices y las lineas se llamarian aristas. Euler consigui6
demostrar, utilizando un argumento de paridad sobre los grados de los vértices, que
el problema asociado al grafo de los puentes de Konigsberg no tiene solucién, es decir,
no es posible regresar al vértice de partida sin pasar por alguna arista dos veces. A

continuacién vemos en la Figura 1.3/ un grafo isomorfo al construido por Euler:
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FIGURA 1.3. Grafo de Konigsberg

Como anécdota, cabe destacar que dos de los siete puentes fueron destruidos por
el bombardero de Konigsberg durante la Segunda Guerra Mundial. Otros dos fueron
posteriormente demolidos y reemplazados por carreteras modernas. Los tres puentes
restantes ain permanecen en pie aunque solo dos de ellos desde la época de Euler, ya
que uno de ellos fue reconstruido en 1935.

A partir de las ideas introducidas por Euler, se puede definir el concepto de grafo, el
cual contiene elementos sobre los que se define una relacion de vecindad o adyacencia.
Un vértice puede relacionarse con cualquier otro vértice y establecer cualquier niimero
de relaciones.

En 1809, el matematico francés Louis Poinsot escribié una memoria sobre poligonos
y poliedros [100] en la que describié los cuatro poliedros regulares no convexos y plante6
varios problemas geométricos, incluido el siguiente:

“Dado algunos puntos situados al azar en el espacio, se requiere organizar un hilo
flexible tinico que los una de dos en dos de todas las formas posibles, de modo que
finalmente los dos extremos del hilo se unan vy la longitud total sea igual a la suma de
todas las distancias mutuas.”

Poinsot senalé que una solucién es posible solo para un nimero impar de puntos y

proporcion6 un método ingenioso para unir los puntos en cada uno de estos casos.
10
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De hecho, hay millones de soluciones, como observé mas tarde M. Reiss [103] en el
contexto de determinar la cantidad de formas en que se pueden colocar todas las fichas
de dominé en un anillo.

Un tipo de problema de grafos que es similar a los problemas eulerianos ya descritos
es el de encontrar un ciclo que pase solo una vez por cada vértice, en lugar de solo una
vez a lo largo de cada arista. Por ejemplo, si se nos da el grafo del cubo, entonces es
imposible cubrir cada arista solo una vez porque hay ocho vértices de grado 3, pero
podemos encontrar un ciclo que pase por cada vértice solo una vez. Estos grafos ahora se
llaman grafos hamiltonianos, y los ciclos correspondientes son ciclos hamiltonianos.

Un ejemplo de un problema de ciclo hamiltoniano es el célebre problema del recorrido
del caballo. El problema consiste en encontrar una sucesion de movimientos del caballo
en un tablero de ajedrez que visite cada una de las sesenta y cuatro casillas solo una vez
y regrese al punto de partida. La conexion con los grafos hamiltonianos se puede ver al
considerar las casillas como vértices de un grafo y unir dos casillas siempre que estén
conectadas por un solo movimiento del caballo.

Las soluciones al problema del recorrido del caballo han sido conocidas durante
muchos cientos de anos, incluidas soluciones propuestas por de Montmort y de Moivre
en el siglo XVII. Sin embargo, no fue hasta mediados del siglo XVIII que el problema
fue sometido a un analisis matematico sistematico, realizado por Leonhard Euler [29].
Euler mostré en particular que no es posible encontrar una soluciéon para el problema
analogo en un tablero de ajedrez con un numero impar de casillas. Poco después,
A.T. Vandermonde [110] analizé el problema, refiriéndose a la solucién de Euler de la
siguiente manera:

“mientras que ese gran geometra presupone que uno tiene un tablero de ajedrez a
mano, yo he reducido el problema a una simple aritmética”.

Muchos matematicos han intentado generalizar el problema a otros tipos de tablero
o encontrar soluciones que satisfagan condiciones adicionales. Por ejemplo, Major Carl
von Jaenisch [64] escribi6 un relato de tres volimenes sobre el problema del recorrido del
caballo e incluy6 una solucion ingeniosa en la que la numeracion sucesiva de las casillas
en un recorrido del caballo produce un cuadrado semimagico en el que las entradas en

cada fila o columna suman 260.

11
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Otro problema clasico referente a la teoria de grafos es el famoso teorema de los
cuatro colores.

La referencia mas antigua conocida al problema de los cuatro colores sobre la
coloraciéon de mapas se encuentra en una carta fechada el 23 de octubre de 1852, de
Augustus De Morgan a Sir William Rowan Hamilton. En esta carta ( [117]), De Morgan
describi6 como uno de sus estudiantes le habia preguntado si cada mapa se puede
colorear con solo cuatro colores.

El estudiante fue identificado mas tarde como Frederick Guthrie, quien afirmé que el
problema se debia a su hermano Francis; este tultimo lo formul6é mientras coloreaba los
condados de un mapa de Inglaterra. En su carta, De Morgan observé que se necesitan
cuatro colores para algunos mapas; por ejemplo, si hay cuatro paises vecinos, entonces

cada pais debe tener un color diferente al de sus vecinos, como es mostrado en la Figura

L4

FIGURA 1.4. Un mapa que necesita cuatro colores

De Morgan se interesé rapidamente por el problema y lo comunicé a varios otros
matematicos, por lo que pronto se convirtié6 en parte de la tradicion matematica. En
1860, lo menciond, en términos bastante oscuros, en una resefia de libros sin firmar [21]
en el Athenaeum, una revista cientifica y literaria. Durante muchos afios, se crey6 que
esta era la primera referencia impresa al problema, pero una referencia anterior en el
Athenaeum, fechada en 1854 y firmada por “F.G.”, fue encontrada recientemente por
Brendan McKay [92]. La resefia de De Morgan fue leida en los Estados Unidos por el
logico y filosofo C. S. Peirce, quien posteriormente presenté un intento de demostracion

ante una sociedad matematica en la Universidad de Harvard.
12
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No fue hasta después de la muerte de De Morgan en 1871 que se lograron avances en
la resolucion del problema de los cuatro colores. El 13 de junio de 1878, en una reunion
de la London Mathematical Society, Cayley pregunté si el problema se habia resuelto
y poco después escribié un breve articulo [17] para la Royal Geographical Society en
el que intentaba explicar de manera sencilla dénde radicaban las dificultades. También
demostré que se puede hacer la suposicion simplificadora de que exactamente tres paises
se encuentran en cada punto, es decir, que el mapa es cubico.

En 1879 aparecié una de las demostraciones fallidas mas famosas en matematicas.
Su autor fue Alfred Bray Kempe, un abogado de Londres que habia estudiado con
Cayley en Cambridge. Kempe habia asistido a la reuniéon de la London Mathematical
Society y se habia hecho conocido por su trabajo en mecanismos. Al enterarse de esta
demostraciéon, Cayley sugirié que Kempe la enviara al American Journal of Mathematics,
recién fundado y editado por Sylvester.

Aunque el articulo de Kempe [71] contenia un defecto fatal, incluia algunas ideas
importantes que aparecerian en muchos intentos posteriores de resolver el problema.

En 1890, Percy Heawood, quien habia conocido el problema mientras estudiaba en la
Universidad de Oxford, publicé un articulo [52] que sefialaba el error de Kempe.

Heawood logré rescatar lo suficiente del argumento de Kempe como para demostrar
que cada mapa puede ser coloreado con cinco colores (lo cual es en si mismo un resultado
notable), pero no pudo cerrar la brecha ( [117], Capitulo 14).

En su articulo de 1879, Kempe habia demostrado que cada mapa necesariamente
contiene un digono, un triangulo, un cuadrilatero o un pentagono. Dado que al menos una
de estas configuraciones debe aparecer, llamamos a dicho conjunto de configuraciones un
conjunto inevitable. También demostré que si un mapa contiene un digono, un triangulo
o un cuadrilatero, entonces cualquier coloracion del resto del mapa se puede extender
para incluir esta configuracion. Cualquier configuracion de paises para la cual esto sea
cierto se llama reducible. Néotese que ninguna configuraciéon reducible puede aparecer en
un contraejemplo minimo al teorema de los cuatro colores.

Donde fallé la prueba de Kempe es que no logré demostrar que un pentagono
es reducible, y comenzo la busqueda de configuraciones que pudieran reemplazar al
pentagono en el conjunto inevitable. En 1904, Paul Wernicke [115] demostré que se

puede reemplazar por un par de pentagonos adyacentes y un pentagono adyacente a

13
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un hexagono, obteniendo asi un conjunto inevitable mas complicado que luego se podria
probar que es reducible. Mas tarde, en 1922, Philip Franklin [35] demostré que todo
mapa cubico que no contiene digonos, triangulos ni cuadrilateros debe tener al menos

doce pentagonos y debe incluir al menos uno de los siguientes:

= un pentagono adyacente a otros dos pentagonos;
= un pentagono adyacente a un pentagono y a un hexagono;

= un pentagono adyacente a dos hexagonos.

Usando este conjunto inevitable, demostré el teorema de los cuatro colores para
mapas con hasta veinticinco paises. También se proporcionaron conjuntos inevitables
por C. N. Reynolds, Henri Lebesgue (principalmente conocido por su trabajo en el calculo
integral) y otros, y a lo largo de los afios, el teorema de los cuatro colores se demostro
para mapas cada vez mas grandes.

Alrededor de 1970, Heinrich Heesch [54] presenté argumentos que indicaban que
existia un conjunto finito de configuraciones reducibles inevitables y que el nimero
de tales configuraciones no superaria las 9000. Ademas, desarroll6 una técnica para
construir conjuntos inevitables, posteriormente llamada método de descarga, y noté que
hay ciertas caracteristicas de un mapa que parecen evitar que una configuraciéon sea
reducible.

Estas ideas fueron desarrolladas por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, quienes
pasaron varios anos disefiando programas de computadora que ayudarian en la
busqueda de configuraciones inevitables y asistirian en la prueba de su irreducibilidad.
A diferencia de otros investigadores, que crearon grandes cantidades de configuraciones
reducibles y luego intentaron empaquetarlas en conjuntos inevitables, el enfoque de
Appel y Haken fue construir conjuntos inevitables de configuraciones “probablemente
reducibles” y luego verificar su reducibilidad, modificando el conjunto segin fuera
necesario. Este enfoque ahorré mucho tiempo y esfuerzo. Después de alrededor de 1200
horas de tiempo de computadora, finalmente produjeron un conjunto inevitable de 1936
configuraciones reducibles (posteriormente reducido a 1482), completando asi la prueba
del teorema de los cuatro colores. Para obtener mas detalles sobre su prueba, consulte
[117].

Desde entonces, los detalles técnicos de la prueba se han simplificado en cierta

medida, principalmente por Robertson, Sanders, Seymour y Thomas (consulte [104]
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y [109]), y las configuraciones se han verificado en otras computadoras, pero atin no
se ha encontrado una prueba facilmente verificable. Debido a esto, y porque el trabajo
de Appel y Haken plante6 interesantes preguntas filoséficas sobre la naturaleza de la
prueba matematica, el mundo matematico fue lento en aclamar su magnifico logro (ver
Capitulo 11 de [117]]).

Desde sus inicios, la teoria de grafos ha tenido un gran desarrollo, tanto a nivel
tedrico como en sus aplicaciones. Hay muchas situaciones practicas en las que lo mas
conveniente es modelar los datos de una aplicacién a través de grafos, por ejemplo
la representacion de una red de carreteras, calles, telecomunicaciones, electrificacion,

internet, planificacion de tareas, etapas de un proceso industrial, etc ( [36], [69], [98]).

DEFINICION 1.2. Un grafo dirigido (o digrafo) G consiste de un conjunto no vacio
y finito V de elementos llamados vértices y un conjunto finito A de pares ordenados de
vértices distintos llamados arcos. A menudo se suele escribir el digrafo como G = (V, A),
lo que significa que V y A son el conjunto de vértices y el conjunto de arcos de G,
respectivamente. El orden de G es el nimero de vértices en G y el tamario de G es el

numero de arcos en G. El orden de G se denota por |G)|.

Graficamente, los digrafos tienen una representaciéon donde los vértices se represen-
tan por puntos y un arco (u,v) se representa mediante una flecha que comienza en u y
termina en v. Las flechas en ambas direcciones se suelen reemplazar simplemente por
lineas entre los dos puntos.

Por ejemplo, el grafo dirigido G en la Figura tiene orden 6 y tamarno 9.
El conjunto de vértices es V = {1,2,3,4,5,6} y el conjunto de arcos es A =
{(1,3),(1,5),(2,1),(2,4),(3,4),(3,6),(5,1),(6,3), (6,5)}.

Veamos algunas definiciones importantes relativas a digrafos:

DEFINICION 1.3. Sea G = (V, A) un digrafo.

» Para un arco (u,v) de G, el primer vértice u es su origen (o cola) y el segundo
vértice v es su destino (o cabeza). También decimos que el arco (u,v) sale de u y
entra en v.

» La cabeza y la cola de un arco son sus vértices finales.

» Si (u,v) es un arco, también decimos que u domina a v (o v es dominado por w).

También se dice que u es adyacente a v.
15
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FIGURA 1.5. Ejemplo de grafo dirigido

» Decimos que un vértice u es incidente a un arco a si u es la cabeza o la cola de a.
A menudo, se representa un arco (u,v) como uv.

» El grado (o valencia) de entrada de un vértice v de G es el niimero de aristas
con cabeza v. El grado (o valencia) de salida de un vértice u de G es el nimero
de arcos con cola u.

= (G es k-regular si para todo u € V, u domina a k vértices y es dominado por k
vértices. Si se entiende por el contexto (o no es importante), se puede eliminar el
pardmetro k y decir simplemente que G es regular.

» El complemento de G es el digrafo G = (V, A') donde A’ contiene todos los posible
arcos que no estdn en A.

» Un ecamino desde un vértice u hasta un vértice v es cualquier secuencia de
vértices vy,vs,...,v, de tal forma que v = u, v, = vy (v;,vi1) € A para todo
i=1,2...,p—1

e Un camino simple esun camino en el que no hay vértices repetidos en la
secuencia, salvo quizds, el primero y el ultimo, que pueden coincidir. Un ciclo
es un camino simple donde el vértice inicial y el final son el mismo.

e La longitud de un camino es el niumero de arcos que forman el camino.

e G es fuertemente conexo si existe como minimo un camino desde cualquier
vértice hasta cualquier otro vértices.

= (G es conexo si para todos u,v € V existe un camino de ua vy/ode v a u. Es decir,

st nos olvidamos de las direcciones, existe un camino entre todo par de vértices.
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DEFINICION 1.4. Un grafo no dirigido (o simplemente grafo) G = (V, E) consta de
un conjunto no vacio y finito V de elementos llamados vértices y un conjunto finito E de

subconjuntos de V con cardinalidad 2 llamados aristas.

Los grafos no dirigidos se pueden entender como casos particulares de los digrafos. En
un digrafo, las aristas se representan como pares ordenados (u,v), mientras que en un
grafo, las aristas son conjuntos de cardinalidad 2 {u, v}. Si para cualquier par de vértices
u, v en el digrafo se cumple la propiedad de que (u,v) es un arco siy solo si (v, ) también
es un arco, entonces el digrafo se transforma naturalmente en un grafo no dirigido.
Ambos enfoques, aunque utilizan representaciones distintas, son formas equivalentes
de modelizar la misma idea, facilitando la transicion de un formalismo a otro.

Noétese que, en las definiciones y no permitimos bucles (pares que consisten
del mismo vértice) ni aristas paralelas (multiples pares con los mismos vértices finales).

Veamos algunos conceptos basicos, pero importantes, acerca de grafos no dirigidos.

DEFINICION 1.5. Sea G = (V, E) un grafo.

» Si{z,y} € E, decimos que los vértices x e y son adyacentes.

= Si e es una arista entre dos vértices x y y decimos que x e y son incidentes a e.

» El complemento G de un grafo G es el grafo con el conjunto de vértices V en el
cual dos vértices distintos son adyacentes si 'y solo si no son adyacentes en G.

» El orden de G es el niumero de vértices de G.

» El grado (o valencia) de un vértice x € V es el niimero de vértices adyacentes a
x.

» (G es regular si todos los vértices tienen el mismo grado.

Graficamente, los vértices de un grafo los representamos por puntos y una arista
{z,y} por una linea que conecta a los vértices representados por = e y. La Figura
muestra la representacion grafica de un grafo.

A lo largo de esta tesis proporcionamos construcciones de estructuras combinatorias
usando sus grupos de automorfismos. Para el caso de los grafos y digrafos, intuitivamen-
te, un automorfismo de un grafo se puede pensar como una proyecciéon de un grafo en si
mismo de manera que preserve la conexion entre vértices y aristas. Estos automorfismos,

bajo la composicion, forman el grupo de automorfismos. Veamos la definiciéon formal:
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F1GURA 1.6. Ejemplo de grafo no dirigido

DEFINICION 1.6. » Sea G = (V,A) un digrafo. Un automorfismo de G es
una permutacion o del conjunto de vértices V tal que (u,v) € A si y solo si
(o(u),o(v)) € A

» Sea G = (V,E) un grafo. Un automorfismo de G es una permutacion o del
conjunto de vértices V tal que {x,y} € F sty solo si {o(x),0(y)} € E.

» Si G es un digrafo (o grafo) la composicion de dos automorfismos es otro
automorfismo y el conjunto de automorfismos de G bajo la operacién de
composicion forma un grupo, llamado el grupo completo de automorfismos
del digrafo (o grafo), denotado por. Aut(G). Cada subgrupo de Aut(G) se denomina
grupo de automorfismo de G.

En el trabajo de Bose ( [7]), se presentaron los grafos fuertemente regulares de
parametros v, k, 1, A\ como grafos regulares no dirigidos, en los cuales, dados dos vértices
distintos x e y, el nimero de caminos de longitud 2 de x a y depende unicamente de
si {z,y} es una arista o no. Aqui, v es el nimero de vértices del grafo, i es el grado (o
valencia) de cada vértice, 1 es el nimero de caminos de longitud 2 entre cada par de
vértices no adyacentes y )\ es el numero de caminos de longitud 2 entre cada par de
vértices adyacentes.

Estos grafos desempenan un papel crucial en la teoria de grafos y, ademas de su
interés intrinseco en la combinatoria pura, también tienen relevancia en diversas areas
de las matematicas. Por ejemplo, se descubri6é que uno de los grupos esporadicos simples
es un subgrupo de indice 2 en el grupo de automorfismos de un grafo fuertemente regular
de orden 100 ( [56]). Ademas, los grafos fuertemente regulares son herramientas utiles
en aplicaciones mas practicas de las matematicas, como en criptografia ( [5]) o teoria de

codificacién ( [48]).
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En el afio 1988, A. Duval ( [26]), generaliz6 este concepto para grafos dirigidos de la

siguiente manera:

DEFINICION 1.7. Un grafo dirigido de orden v se dice que es un grafo dirigido
fuertemente regular con parametros v, k, i, \, t (para abreviar escribimos (v, k, i, \, t)
- GDFR) si se cumple:

1) Cada vértice tiene grado de entrada y salida k.

i) El nimero de caminos de longitud 2 de un vértice x a si mismo es t. Podemos
interpretar también este pardmetro como el niimero de aristas no dirigidas del
grafo incidentes con un vértice cualquiera.

i1i1) El numero de caminos de longitud 2 de un vértice = a otro vértice distinto y es A
si existe una arista dirigida que empieza en vy termina en y, ¥ i SL no existe tal

arista.

EJEMPLO 1.8. Considérese el siguiente digrafo.

FiGUura 1.7. Un GDFR

Podemos notar que este digrafo tiene 6 vértices (luego v = 6), de cada vértice salen 2
aristas y ademds a cada vértice entran 2 aristas (luego k = 2), de cada vértice, sale una
unica arista no dirigida (luego t = 1), existe un tinico camino de longitud dos entre dos
vértices no adyacentes (luego ;. = 1) y no existe ningtiin camino de longitud dos entre cada
par de vértices adyacentes (luego A = ).

Por lo tanto, este digrafo es un (6,2,1,0,1) — GDFR.
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Se han escrito numerosos articulos sobre grafos dirigidos fuertemente regulares,
como se evidencia en obras como [27], [33], [46], [47], [57], [65], [66]], [67], [73] o [93]. En
particular, se ha dedicado considerable atencion al estudio de las simetrias en grafos
fuertemente regulares, tanto dirigidos como no dirigidos. Se han analizado grafos y
digrafos cuyo grupo completo de automorfismos presenta subgrupos con propiedades
especiales relacionadas con la estructura de los estabilizadores y el namero de érbitas.

Gran parte de la investigacion se ha centrado en grafos fuertemente regulares que
admiten grupos de automorfismos semirregulares con dos orbitas ( [79], [91], [22]) y
con tres oOrbitas ( [77]]). En el afio 2010, Martinez y Araluze ( [89]) ampliaron este
estudio a grafos dirigidos fuertemente regulares y, como caso particular, también a grafos
fuertemente regulares no dirigidos que admiten un grupo de automorfismos (que no es
necesariamente el grupo completo de automorfismos) actuando de manera semirregular
en el conjunto de vértices, con un numero arbitrario de o6rbitas. Presentaron las
denominadas familias de sumas parciales en el contexto general y las cuadruplas de
sumas parciales para digrafos que admiten grupos de automorfismos semirregulares
con dos orbitas. Estas familias de sumas parciales fueron posteriormente objeto de
estudio en [2], [3] y [88]. Asimismo, se estudiaron en [62] y [76] grafos fuertemente
regulares que poseen un grupo de automorfismos que fija un vértice y que actua
semirregularmente sobre el resto de los vértices.

En el articulo [2] se logré caracterizar a los grafos dirigidos fuertemente regulares
que admiten la presencia de un grupo de automorfismos ciclico semirregular con dos
6rbitas. Como resultado de esta investigacion, se identificaron ocho series infinitas de
posibles parametros que describen estos grafos dirigidos fuertemente regulares.

Los grafos fuertemente regulares tienen diversas aplicaciones en diferentes campos,

entre ellas se pueden mencionar:

e Teoria de codigos y criptografia: los grafos fuertemente regulares tienen una
estrecha relacion con la teoria de codigos y criptografia; en particular, se utilizan
en la construccion de cédigos correctores de errores y esquemas criptograficos
( [40D).

e Teoria de la informacion: los grafos fuertemente regulares se utilizan en el estudio

de la informacion y la codificacion de datos ( [37]]).

Vamos a introducir algunas nociones.
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DEFINICION 1.9. Un automorfismo (distinto de la identidad) de un digrafo es
semirregular, en particular (m,n)—semirregular, si tiene m ciclos de igual longitud n

en su descomposicion de ciclos.

DEFINICION 1.10. Un digrafo es n-bicirculante (bicirculante, para abreviar) si admite

un automorfismo (2,n)-semirregular.

DEFINICION 1.11. Sean G = (V, A) un digrafo que admite un automorfismo (m,n)-
semirregular y H un grupo de automorfismo de G. Sean Uy, Uy, ...,U,,_1 las m orbitas de
longitud nde H. Si u;, € Uy para todo k =0, ..., m — 1, una familia de subconjuntos {S;;}

de H,con i,j € {0,...,m — 1}, se denomina simbolo de G relativo a (H;uy,. .., Uy, 1), con
Sij={p € H : (ui,pluy)) € A}

La existencia de un automorfismo (2, n)-semirregular en un bicirculante nos permite
etiquetar su conjunto de vértices y conjunto de aristas de la siguiente manera. Sea GG
un digrafo n—bicirculante conexo. Entonces existe un automorfismo (2, n)-semirregular
p v los vértices de G se pueden etiquetar con x; y y; con i = 0,1,...,n — 1, tal que
p = (rox1 ... Tpn1)(Yoy1 ... Yn_1). Ademas, el conjunto de arcos A se puede dividir en

los cuatro subconjuntos

n—1 n—1
U{<xi7mi+s) D s€ SOO}? U{<xi7yi+8) D s€ SOl}7
i=0 i=0
n—1 n—1
Ui zis) = se Sy, (J{wiyis) s €5u}.
i=0 i=0

Denotaremos a este digrafo por BC,,[Suo, So1, S10, S11] ¥ por q y r las cardinalidades de
S10 Y Soo, respectivamente (se ha introducido una notaciéon similar en [75] para grafos
bicirculantes).

Si ordenamos los elementos del grupo H de la manera natural, sea H, el elemento en

la posicién ¢ de H. La matriz de adyacencia de BC,,[Sng, So1, S10, S11] €S

(1.1 A=

donde Ag,; = (ax,) con
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0 si1 Hl ¢ Sij
a1 = . )
1 s1 H € Sz‘j
ysik>1,
Ag—1,n si (=1
ag, =

Ag—1,1—1 si [>1

EJEMPLO 1.12. Consideremos el grupo 7Zs. La matriz de adyacencia del grafo
BC5[So0, So1, S0, S11], donde Spo = {T, 2, Z}, So1 = {67 5}, S0 = {T, Z} ySu = {Z 3, ‘_l} es

0110110100
1011001010
0101100101
1010110010
1101001001
01 001001T171
101001O0O0T11
0101011001
001011110¢0
1001001110

Uno de los temas centrales de esta tesis es el estudio de arreglos ortogonales, los
cuales tienen una muy estrecha relacion con los grafos fuertemente regulares.

Los arreglos ortogonales provienen de los cuadrados latinos.

Un cuadrado latino de orden n es un arreglo n x n con entradas de un conjunto de
n simbolos, dispuestos de tal manera que cada simbolo aparece exactamente una vez
en cada fila y exactamente una vez en cada columna. A partir de este punto de partida
simple, la teoria de los cuadrados latinos se ha desarrollado en una disciplina interesante
por derecho propio, asi como una herramienta importante en la teoria de disefios en
general.

Las primeras apariciones conocidas de cuadrados latinos parecen haber sido en su
uso en amuletos y rituales en ciertas comunidades arabes e indias desde quizas el ano
1000; la naturaleza de las fuentes dificulta la datacion. La mayoria de los amuletos

similares contienen no un cuadrado latino, sino un cuadrado magico, un arreglo n x n
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lleno con los simbolos 1,2,...,n?%, para el cual la suma de los nimeros en cualquier fila,
columna o diagonales (principal y secundaria) es la misma. Los amuletos de cuadrado
latino, al igual que los de cuadrado magico, se llevaban para combatir a los espiritus
malignos, mostrar reverencia por los dioses, celebrar el sol y los planetas, etc.; en los
libros medievales sobre magia y cuadrados latinos, a menudo estan enmarcados por
estructuras ornamentales caprichosas ( [83]]).

Los cuadrados latinos fueron introducidos en la comunidad matematica por Leonhard
Euler. Euler les dio su nombre y parece haber sido el primero en definirlos utilizando
terminologia matematica, asi como en investigar sus propiedades matematicamente.
Aunque ya los conocia y habia hecho uso de ellos un poco antes, Euler publicé por primera
vez sobre los cuadrados latinos en un articulo que comenzé con su famoso “problema de
los treinta y seis oficiales” (una traduccion del articulo se puede en encontrar en [31]),
presentado a la Academia de Ciencias de San Petersburgo en 1779 y publicado en 1782.
Con esto, Euler introdujo un concepto mas complicado: los cuadrados latinos ortogonales.

Se dice que dos cuadrados latinos del mismo orden son ortogonales si tienen la
propiedad de que cuando dos lugares tienen la misma entrada en un cuadrado, entonces
tienen entradas distintas en el otro; se sigue que si los dos cuadrados se superponen, las
n? celdas contienen cada posible combinacién de un simbolo del primer cuadrado y uno
del segundo. Asi, el problema de los oficiales pide dos cuadrados latinos ortogonales de
orden 6.

Leonhard Euler observé que un par de cuadrados latinos ortogonales de orden n se
puede describir mediante una lista de n? cuadruplas, cada una consistente en un niimero
de fila, un nimero de columna, el nimero en esta posiciéon en el primer cuadrado y el
numero en la misma posicion en el segundo cuadrado; esto anticip6 la nocién posterior
de un arreglo ortogonal. Euler se dio cuenta de que el significado de las posiciones
en las cuadruplas es intercambiable, de modo que dada una pareja de cuadrados latinos
ortogonales de un orden dado, podria haber veinticuatro tales parejas, aunque sabia que
éstas no podrian ser todas distintas. También afirmé que consideraba el problema de

enumerar cuadrados latinos como muy importante pero también muy dificil.

DEFINICION 1.13. Una matriz A de tamafio N x k con entradas en {0,1,...,s — 1}
se dice que es un arreglo ortogonal con s niveles (o simbolos), fuerza t (0 < t < k) e

indice )\ si cada submatriz de A de tamario N X t contiene cada t-tupla de elementos en
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{0,1,...,s — 1} exactamente ) veces en una fila. N es el nimero de ejecuciones y k es el

niimero de factores.

Denotaremos dicho arreglo ortogonal por OA(N, k, s, t). Los parametros de un arreglo
ortogonal satisfacen la igualdad N = \s'.

En [11], vemos que un arreglo ortogonal OA(n? m,n,2) (en este caso se suele denotar
simplemente por OA(m,n)) induce un grafo fuertemente regular de parametros v = n?,
k=m(n—-1),u=m(n—1), A = (m—1)(m—2)+n—2 (no confundir este A como parametro
del grafo fuertemente regular con el indice \ del arreglo ortogonal, que en este caso es
1). El grafo fuertemente regular asociado a un OA(m,n) se construye de la siguiente

manera:

= Se colocan tantos vértices como filas tiene el arreglo ortogonal.

= Se etiquetan los vértices del grafo con las m-tuplas que aparecen en cada fila del
arreglo ortogonal.

= Hay una arista entre dos vértices dados si las m-tuplas correspondientes a los dos

vértices coinciden en al menos una componente (respetando la posicién).

Este procedimiento se ve ilustrado en el Ejemplo

Un problema importante en el estudio de arreglos ortogonales es el de determinar el
numero minimo de ejecuciones N que se necesitan para garantizar la existencia de un
OA(N, k,s,t), para valores dados de k, s y t.

Un problema relacionado, que aborda la cuestion de la existencia de arreglos
ortogonales de una manera ligeramente diferente, puede formularse de la siguiente
manera. Eliminando factores de un OA(N, k, s,t) podemos obtener un OA(N, k', s,t) para
t < k' < k. Entonces para valores fijos de N, s y t, el problema de determinar todos los
valores de £k para los que existe un OA(N, k, s,t) puede resolverse si se sabe el nimero
maximo de factores k en cualquier OA(N, k, s, t).

Para obtener una descripcion general de los arreglos ortogonales, remitimos al lector
interesado a 8], [11], [24] y [53].

Permutar los niveles de un factor en un OA(m,n) se llama hacer una permutacién de
niveles. Dos OA(m,n)s se llaman isomorfos si uno puede obtenerse del otro permutando
sus columnas, filas y aplicando permutaciones de niveles en sus factores. OA(mq,n1) y
OA(mg,ny) son arreglos ortogonales isomorfos si y solo si el grafo fuertemente regular

de OA(my,n,) y el grafo fuertemente regular de OA(ms,ny) son grafos isomorfos. En
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particular, un automorfismo de arreglos ortogonales es un isomorfismo de un arreglo

ortogonal en si mismo.

EJEMPLO 1.14. Consideremos el arreglo ortogonal OA(2,3) siguiente:

Col1|Col2
Fila 1 0 0
Fila2| 0 1
Fila3| 0 2
Fila4| 1 0
Fila 5 1 1
Fila6| 1 2
Fila7| 2 0
Fila8| 2 1
Fila9| 2 2

TABLA 1.1. OA(2,3)

Hagamos las siguientes permutaciones:

= Permutacion de niveles (nivel 0 con nivel 1) en cada factor del arreglo ortogonal.

Asi, el arreglo ortogonal obtenido es

Col 1| Col 2
Filal| 1 1
Fila2| 1 0
Fila3| 1 2
Fila4| O 1
Fila5| O 0
Fila6| 0 2
Fila7| 2 1
Fila8 | 2 0
Fila9| 2 2

= Permutacion de fila 1 con fila 5; fila 2 con fila 4; fila 3 con fila 6; y fila 7 con fila 8.

Asi, el arreglo ortogonal obtenido es

Obtenemos de esta manera un automorfismo del arreglo ortogonal O A(2, 3) inicial, dado
por [(0,1)[(1,5)(2,4)(3,6)(7,8)], donde la primera componente representa la permutacién
de niveles y la segunda componente representa las permutaciones de filas.

Ademas, el grafo fuertemente regular de este arreglo ortogonal tiene parametros

v=9 k=4 A=1 p=2,
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Col 1| Col 2
Filal| O 0
Fila2| 0 1
Fila 3 0 2
Fila4| 1 0
Fila 5 1 1
Fila6| 1 2
Fila7| 2 0
Fila 8 2 1
Fila 9 2 2

el cual representa el grafo de Hamming H (2, 3), como vemos en la Figura

T e N

F1GURA 1.8. Grafo de Hamming

Los arreglos ortogonales tienen una amplia variedad de aplicaciones en diversos

campos. Algunas de las aplicaciones mas comunes incluyen:

e Diseno de experimentos: Los arreglos ortogonales se utilizan cominmente en
el diseno de experimentos para estudiar la relaciéon entre maultiples factores
que pueden afectar un proceso o sistema. Por ejemplo, se pueden utilizar para
determinar la mejor combinacién de ingredientes en una receta de cocina o para
determinar la configuracion 6ptima de un proceso de fabricacion ( [23], [119]).

e Pruebas de software: Los arreglos ortogonales también se utilizan en el desarrollo
de software para probar la funcionalidad de un programa en diferentes entornos.
Se pueden utilizar para probar la interaccion de diferentes opciones de software y
hardware, y para evaluar como un programa funciona bajo diferentes condiciones

( [95D).
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e Investigacion de mercado: En la investigacion de mercado, los arreglos ortogo-
nales se utilizan para evaluar la preferencia del consumidor por diferentes pro-
ductos y para determinar qué caracteristicas son las mas importantes para los
consumidores. También se pueden utilizar para realizar pruebas de concepto y
evaluar la efectividad de diferentes estrategias de marketing ( [42], [49]).

e Psicologia: Los arreglos ortogonales se utilizan en psicologia para estudiar
la interaccion de diferentes variables en el comportamiento humano, como la
relacion entre diferentes tipos de estimulos y la respuesta emocional o cognitiva
de los sujetos. También se pueden utilizar para estudiar la efectividad de
diferentes terapias y tratamientos en pacientes con trastornos mentales ( [43],
[94]).

Hay una conocida relacién entre los arreglos ortogonales del tipo OA(n+1,n) y los planos
proyectivos de orden n. Un plano proyectivo de orden n es un conjunto A de n?> +n + 1
puntos y un conjunto B de n?+n+ 1 subconjuntos de A, llamados lineas, con una relacién

de incidencia entre puntos y lineas con las siguientes propiedades:

Cada linea contiene exactamente n + 1 puntos.

Cada punto esta contenido en exactamente n + 1 lineas.

Dos lineas diferentes se intersectan en exactamente un punto.

Dos puntos diferentes estan conectados por exactamente una linea.

Hay planos proyectivos especialmente interesantes, que son los que cumplen la
configuracion de Desargues. En esta configuracion, se encuentran dispuestos diez puntos
y diez lineas de manera especifica: cada linea contiene tres de los puntos, y, a su vez,
por cada punto pasan tres de las lineas. Esta configuracion lleva el nombre del ilustre
geometra francés Girard Desargues (1591-1661).

La configuracion de Desargues puede ser elaborada en dos dimensiones, a partir
de los puntos y lineas involucrados en la definicién del teorema de Desargues, el cual
establece que dos triangulos son proyectivos desde un punto si y solo si son proyectivos
desde una linea. También es factible construirla en tres dimensiones, mediante cinco
planos en posicién general, o incluso en cuatro dimensiones, empleando un pentacoron,
que es el simplex regular de cuatro dimensiones. Esta configuraciéon exhibe un extenso
conjunto de simetrias, posibilitando la transformacién de cualquier punto en cualquier

otro punto y de cualquier linea en cualquier otra linea. Asimismo, presenta la propiedad
27



Capitulo 1.

de autodualidad, lo que implica que si los puntos son sustituidos por linea, y viceversa,
mediante el concepto de dualidad, se obtiene la misma configuracién. La Figura

ilustra la configuracion desarguesiana.

F1GURA 1.9. Configuraciéon Desarguesiana

Estos planos proyectivos se llaman planos proyectivos desarguesianos.

Un plano proyectivo desarguesiano se puede definir mediante un conjunto de rectas
que pasan por el origen de un espacio vectorial de dimension 3 sobre un cuerpo K.
Podemos suponer, sin perder generalidad, que dicho espacio vectorial es K3.

Se define una relacién de equivalencia ~ sobre los elementos no nulos de K como
(x,y,2) ~ (2,9, 2') siy solo si existe un elemento r de K tal que (z,y,z) = r(2/,y/,2'). El
caso que mas nos interesa es aquel en el que K es finito, ya que queremos relacionarlo
con los arreglos ortogonales, los cuales son matrices finitas.

Sea £ el conjunto de clases de equivalencia de K?3. Nétese que una clase de
equivalencia, o punto proyectivo, esta formada por algunos de los vectores no nulos
y todos sus multiplos por escalares diferentes de cero. La clase de equivalencia que
contiene a un vector (p,q,r) se suele denotar por (p,q,r); los escalares p, ¢ y r se
denominan coordenadas homogéneas del punto (no son dnicas). Claramente, una
clase de equivalencia consiste de todos los puntos no nulos que contiene alguna linea que

pasa por el origen de K3.
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Sea el conjunto de puntos proyectivos (p, ¢, r) que satisfacen una ecuacion homogénea
de la forma

ar +by +cz=0

con (a,b,c) # (0,0,0). Recuérdese que ax + by + cz = 0 es la ecuaciéon de un plano que
pasa por (0,0,0) en K3. Dados dos puntos proyectivos, se puede, resolviendo ecuaciones
simultaneas, obtener una unica (salvo multiplicacion por un escalar distinto de cero)

ecuacion homogénea que las satisface. Del mismo modo, dadas ecuaciones homogéneas

ar +by+cz=0

dr+ey+ fz=0

de tal forma que una no es maultiplo escalar de la otra, existe un dnico punto proyectivo
en el cual las dos ecuaciones se intersectan.

En resumen, el plano proyectivo desarguesiano se construye como el conjunto de to-
das las rectas que pasan por el origen del espacio vectorial tridimensional, representadas
mediante vectores de coordenadas homogéneas. Esta construccion permite representar
puntos y lineas en el plano proyectivo y establecer relaciones proyectivas entre ellos.

En este sentido, los puntos del plano proyectivo son los subespacios de dimension 1
del espacio tridimensional y las lineas son los subespacios de dimension 2.

Uno de los ejemplos mas famosos es el Plano de Fano, el cual es un plano proyectivo

de orden 2 y se suele representar graficamente como sigue:

FIGURA 1.10. Plano de Fano
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Los planos proyectivos (desarguesianos o no) de orden superior, como los de orden
3,4,5,7,8,9, 11, 13, etc, siguen las mismas propiedades basicas pero con un nimero
mayor de puntos y lineas. ;Por qué no se menciona a los planos proyectivos de orden
6, 10, 12, etc?. Veblen y Bussey ( [111]) demostraron que existen planos proyectivos
finitos de orden p™ con p un ndmero primo y m un entero positivo. Por tanto, existen
planos proyectivos de érdenes 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, etc. Se conjetura que los tnicos
ordenes para los que existe un plano proyectivo de orden n son los nimeros primos
elevados a alguna potencias entera positiva. Euler conjeturé que no existe un plano
proyectivo de orden n = 2 mdd 4. Esta es la famosa conjetura de Euler. Tarry alrededor
del afio 1900 ( [107]) comprobé mediante una enumeracion sistematica que la conjetura
de Euler se cumple para n = 6. Sin embargo, hay algo desagradable en una enumeracion
manual sistematica: es confusa y propensa a errores. Los matematicos encontraron
una mejor explicacién en el célebre teorema de Bruck-Ryser ( [12]), publicado en 1949.
Bruck y Ryser lograron demostrar que no existe un plano proyectivo de orden n, si n
es congruente con 1 mdéd 4 o 2 méd 4, y n no puede escribirse como la suma de dos
cuadrados. Este resultado demostré que n no puede ser 6, 14, 21, 22, etc.

Los planos proyectivos son casos particulares de una clase de objetos combinatorios
llamados disenos de bloques simétricos. No vamos a discutir disenos de bloques, excepto
mencionar que Chowla y Ryser han generalizado el teorema de Bruck-Ryser a disefios
de bloques simétricos ( [18]), que ahora se conoce como teorema de Bruck-Ryser-Chowla.
Aqui nuevamente existe una demostraciéon parcial, lo que da mas credibilidad a la
esperanza de que las condiciones del teorema de Bruck-Ryser-Chowla sean necesarias
y suficientes. Esta esperanza ahora se ve destrozada por la inexistencia del plano
proyectivo finito de orden 10.

Ahora que tenemos una buena explicacion de la inexistencia de un plano de orden 6,
;cual es el siguiente caso desconocido? Es n = 10. Dado que 10 = 12 + 32, existiria un
plano de orden 10 si la condicién necesaria del teorema de Bruck-Ryser también fuera
suficiente. Por otro lado, 10 = 2 mdd 4, por lo que, si uno cree en la conjetura de Euler,
entonces no existe.

Primero, se demostroé que la conjetura de Euler era falsa. En 1959, Bose y Shrikhande
([9]) construyeron un par de cuadrados latinos ortogonales de orden 22. Luego Parker

( [96], [97]) construyé un par de cuadrados latinos ortogonales de orden 10. Juntos
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demostraron que la conjetura de Euler es falsa para todos los 6rdenes mayores de seis
([10]). Esto generoé esperanzas de la existencia de un plano de orden 10.

La historia indicé que se lograron avances significativos cuando se demostré que una
rama de las matematicas estaba relacionada con otra rama diferente. No es sorprendente
que el fin del plano de orden 10 se produjera cuando la gente empezé a estudiar el cédigo
binario de correccién de errores asociado a él [[78].

Actualmente, el orden mas bajo para el cual no se ha demostrado la conjetura es 12.

Existe una conexion conocida entre los arreglos ortogonales del tipo OA(n + 1,n) y
los planos proyectivos de orden n. Para construir un OA(n + 1,n) a partir de un plano

proyectivo de orden n se sigue el siguiente procedimiento:

Se selecciona una linea cualquiera L del plano proyectivo y se etiquetan por Py,
Py,...,P, los n + 1 puntos que contiene la linea L.

Se etiquetan por Q1, Qs,. ..,Q,2 los n? puntos restantes (los que no estan en L).

Para todo j = 1,2,...,n+ 1, se toma un etiquetado con 1, ...,n de todas las lineas

incidentes en P;_;, pero distintas de L.

Se construye la matriz
A=(a;) i=12,...,n% j=12..n+1,

donde «;; es la etiqueta que se le puso a la linea que contiene a (); y a P;_;

Esta matriz A resulta ser un OA(n + 1,n).
Reciprocamente, si A es un OA(n + 1,n), se puede construir un plano proyectivo de

orden n de la siguiente manera:

= Se construye una linea L que contenga n + 1 puntos, los cuales llevaran las
etiquetas Py, P, ..., P,.

» Cada fila del arreglo ortogonal determina un punto no incidente a L. Estos puntos
los etiquetamos Q1, Qo, ..., Q2.

» La columna j-ésima del arreglo ortogonal la asociamos con el punto P;_;.

» Por P;_; pasan tantas lineas (distintas de L) como elementos tenga el conjunto
de simbolos del arreglo ortogonal (es decir, n). Estas lineas llevaran las etiquetas

sacadas del conjunto de simbolos del arreglo ortogonal.
31



Capitulo 1.

= Si el elemento i; del arreglo ortogonal es, por ejemplo, k (elemento del conjunto de
simbolos) se tiene que la k-ésima linea (distinta de L) que incide en P,_; contiene

al punto Q;.

EJEMPLO 1.15. El arreglo ortogonal asociado al plano de Fano es el OA(3,?2)

_— = O O

0
1
0
1

O =) = O

Esta conexion es utilizada en algunos estudios para analizar disefios de experimentos
utilizando propiedades geométricas de los planos proyectivos, o para explorar estructu-
ras de planos proyectivos utilizando propiedades de los arreglos ortogonales.

Es importante destacar que esta relacion esta limitada a los arreglos ortogonales del
tipo OA(n + 1,n) y los planos proyectivos de orden n. Otros tipos de arreglos ortogonales
o planos proyectivos de diferentes ordenes pueden no estar relacionados de la misma
manera.

Otra estructura combinatoria que analizamos en esta tesis son los conjuntos de
diferencias parciales obtenidos a partir de la ciclotomia estandar uniforme sobre un
producto de dos cuerpos finitos iguales. Describimos las é6rbitas correspondientes a esta
ciclotomia y usamos el software computacional GAP ( [61]) para describir el grupo
completo de automorfismos de los conjuntos de diferencias parciales dados por dicha
ciclotomia.

Ante la dificultad, en la mayoria de los casos, de obtener arreglos ortogonales, nos
vemos en la necesidad de relajar este concepto permitiendo una discrepancia en la
cantidad de veces que aparecen cada combinacion en tuplas de columnas. Es decir, unos
arreglos que no cumplen la propiedad de ortogonalidad de un arreglo ortogonal, pero se
acercan a ella. Estos arreglos se denominan cuasi arreglos ortogonales. En un cuasi
arreglo ortogonal, cada columna sigue representando un factor y cada fila representa una
combinacién unica de valores para esos factores. La principal diferencia entre un cuasi
arreglo ortogonal y un arreglo ortogonal es que en un arreglo ortogonal cada combinacion
de tuplas tiene una misma cantidad predefinida de coincidencias. En cambio, en un

cuasi arreglo ortogonal, las tuplas pueden tener algunas coincidencias limitadas. Esta
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diferencia significa que los cuasi arreglos ortogonales pueden ser mas flexibles y utiles,
en algunos casos, que los arreglos ortogonales.

Los cuasi arreglos ortogonales son una herramienta til para la optimizacion y el
diseno de sistemas en una amplia variedad de campos, como la ingenieria, la ciencia de

materiales, la medicina, la biologia, la quimica y la psicologia, entre otros.
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UNA NUEVA FAMILIA DE GRAFOS DIRIGIDOS
FUERTEMENTE REGULARES CON GRUPOS DE
AUTOMORFISMOS SEMIRREGULARES

Los grafos dirigidos fuertemente regulares son versiones dirigidas de grafos fuerte-
mente regulares y fueron definido originalmente por Duval [26]].

Muchos resultados para grafos fuertemente regulares tienen analogos para la version
dirigida. Los grafos fuertemente regulares son un tema interesante a trata debido a
su estructura bien definida, sus aplicaciones en disefio experimental y sus propiedades
algebraicas y combinatorias que iremos viendo mas adelante.

En este capitulo, los simbolos (como en la definicion de esta tesis) con los que
trabajaremos seran subconjuntos de un grupo finito H, que los indentificaremos con
elementos del anillo de grupo Z[H], por lo que las operaciones internas entre estos
conjuntos son las operaciones en el anillo de grupo. Esto es, si Ay B son subconjuntos de

Z|H]y a € N:

= A+ B es el multiconjunto que esta compuesto tanto por los elementos de A como
por los elementos de B, admitiendo todas las repeticiones si aplica.

= AB es el multiconjunto formado por todas las sumas posibles (entiéndase esta
suma como la suma en H) de elementos de A con elementos de B, admitiendo
repeticiones.

= oA es el multiconjunto que contiene todos los elementos de A una cantidad « de

veces.
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Adicionalmente a esto, decimos que A = B si cada elemento de A aparece la misma
cantidad de veces en B y viceversa.
En este capitulo se intruduce un tipo de simbolo, el cual esta directamente

relacionado con los GDFRs.

DEFINICION 2.1. Sea H un grupo de orden n y m un nimero entero tal que m > 1.
Una familia & = {5, ;}, con 0 < i,7 < m — 1, de subconjuntos de H es una (m,n,k, i, A, t)-
familia de sumas parciales (para abreviar, (m,n, k, u, A\, t)-FSP, o simplemente FSP) si

satisface lo siguiente:

i) Para cada i, se cumple que e¢ ¢ S;,;, donde ¢ es la identidad de H.

m—1 m—1
it) Para todo i, se cumple que Z |Si;] = Z |S;.i] = k.
=0

Jj=0
m—1

ii1) Para todos iy j, se cumple Z 51,81 = 0ijv{e} + BS;; + uH, donde 6, j es la delta
1=0
de Kronecker, vy =t —puy =\ — L.

EJEMPLO 2.2. Sea H = Zg el grupo de clases residuales médulo 6 y m = 2. Los

conjuntos
Soo = {2,3,5}
Sox = {0,3}
Sio = {0,3}
Sip o= {1,3,4}

forman una (2,6,5,2,2,3)-FSP. En efecto, 0 ¢ Sy U Si1, por lo que la condicion i) se
cumple.
Por otro lado,

[So,0l + [So,1| = [So0| + [S10l =5 ¥
[S10l + 1511 = [Soa| + [S14] = 5,

luego k = 5.

Por tltimo, analicemos todas las sumas que proporciona la condicién iii):

u SO,OSO,O+Sl,OSO,1 - {47 57 17 57 07 27 17 27 4}+{07 37 37 O} = {47 57 17 57 07 27 17 27 47 07 37 37 0} =
1{0} + 0S5y 0 + 2Zs.
u SO,ISO,O + SI,ISO,I - {27 57 37 07 57 2} + {17 37 47 47 07 ]-} - {27 57 37 07 57 27 ]-7 37 47 47 07 ]-} =

0S0.1 + 2Z.
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» So0S10 + S10511 = {2,5,3,0,5,2} + {1,3,4,4,0,1} = {2,5,3,0,5,2,1,3,4,4,0,1} =
0510 + 2Zs.

» So1510+511511 ={0,3,3,0}+{2,4,5,4,0,1,5,1,2} = {0,3,3,0,2,4,5,4,0,1,5,1,2} =
0{0} + BS11 + 2Zs.

de donde se tieneque =2, =A—pu=XAX—2=0,estoes, \=2,yy=t—pu=t—2=1,
de donde t = 3.

Si H es ciclico (respectivamente, abeliano), se dice que la FSP es circulante
(respectivamente, abeliana).
En el articulo [2] se presenté sin demostracion el siguiente resultado, por lo que en

esta tesis se presenta una demostracion de la misma.

PROPOSICION 2.3. La familia & = {S,,} es una (m,n,k,u, \,t)-FSP si y solo si el
digrafo asociado al simbolo S; j es un (mn, k, u, \,t)-GDFR (que admite H como un grupo

de automorfismos (m,n)-semirregular).

DEMOSTRACION. Sea & = {S,;} una (m,n, k, u, A, t)-FSP. Ya vimos en la introduccién
de esta tesis la manera de construir el grafo asociado a dicho simbolo. El hecho de que
e ¢ S;;, implica que la diagonal de la matriz de adyacencia no contiene ningun 1, por lo
que el grafo no tiene bucles. La condicion ii) implica que el nimero de 1s en cada fila y
cada columna es k, es decir, el grado de entrada y salida de cada vértice es k. Finalmente,
la condicioén iii) implica que el nimero de caminos de longitud 2 de un vértice a si mismo
es t, que el nimero de caminos de longitud 2 de un vértice a otro distinto es \ si existe
una arista dirigida entre los dos vértices y i si no existe tal arista. Por tanto, esta matriz
es la matriz de adyacencia de un (mn, k, u, A, t)-GDFR.

El reciproco sigue un razonamiento similar, pudiéndose etiquetar las orbitas
asociadas al grupo de automorfismos por los elementos de H, de forma que el
digrafo quede caracterizado por su correspondiente simbolo. Ahora, las condiciones
combinatorias de ser fuertemente regular se traducen en las condiciones algebraicas

que aparecen en el enunciado. |
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EJEMPLO 2.4. La matriz de adyacencia del digrafo asociado a la (2,6,5,2,2,3)-FSP
del ejemplo2.2)es

0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 O
10 060 1.1 00 1 0 0 1 O
01 00 1 1 0 0 1 0 0 1
101 0 0 1 1 0 O 1 0 O
11 0 1.0 0 0O 1 0 0 1 O
A= 01 1 0 1 0 0 O 1 0 0 1
10 0 1. 0 00 1 01 1 0
01 00 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 100 1 1 00 1 0 1
10 060 1. 00 1 1 0 0 1 O
01 o0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 O

Para demostrar que este digrafo es un GDFR utilizamos el siguiente conocido resultado:

“Un digrafo G es un (v, k, u, \,t)-GDFR si y solo si la matriz de adyacencia A satisface

las siguientes dos condiciones:

m Al =JA=kJ
w A2 =tI+ XA+ p(J —1-A),

donde I denota la matriz identidad y J la matriz con todo unos.”

Se tiene que

AJ =JA=

ot ot Ut v Ot Ut Ot Ot Ut Ut ot Ot
ot Ot Ut Ov Ot Ut O Ot Ut Ut Ot Ot
or Ot Ut QOu Ot Ut Ot Ut Ut Ut Ot Ot
g ot ot Ot Ot Ot Ut Ot Ot Ut ot Ot
o ot ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ut ot Ut
o ot ot ot Ot Ut ot Ot Ut Ut ot Ot
ot ot Ut ot Ot Ut Ot Ot Ut Ut ot Ot
ot Ot Ut O Ot Ut Ot Ot Ut Ut Ot Ot
or Ot U Ov Ot Ut Ot Ot Ut Ut Ot Ot
g ot ot Ot Ot ot Ot Ot Ot Ut ot Ot
o ot ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut ot Ut
o ot ot ot Ot Ut Ot Ot Ut Ut ot Ut

I

&

y que
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AZ

=3I +2A+2(J—1—A)

NONON NN NN NN NN W
NONON NN N NN NN W N
NONON NN N NN N W NN
NN N NN N NN WD NN
NONNNNN N W NN NN
NONON NN N W N NN NN
NONON NN W NN NN NN
NN N N W N NN NN NN
NN N W NN NN NN NN
NN W NN N NN NN NN
NW N NNN N NN N NN
W NN NNN NN NN NN

Asi, el digrafo con matriz de adyacencia A es un (12,5,2,2,3)-GDFR.

DEFINICION 2.5. Cuando m = 2, llamaremos a una FSP una cudadrupla de sumas
parciales (para abreviar, CSP). En este caso omitiremos el término m en la lista de
pardmetros y diremos que es una (n, k, i1, A\, t)-cuddrupla de sumas parciales. En este caso,
denotaremos a los elementos del simbolo por () := Sio, R :== Spo, S := Sty T := Sor.
De ahora en adelante denotaremos por q, r, s y t a las cardinalidades de ), R, Sy T,
respectivamente, y el grupo H serd abeliano. Para las CSPs, las igualdades en la parte iii)

de la Definicién [2.1|tienen la siguiente forma.:

2.1) R*+ QT = ~v{e} + BR + pH
(2.2) T(R+S) =BT + uH
(2.3) QR+ S) =p8Q+ unH
(2.4) S+ QT = ~v{e} + BS + nH

El siguiente teorema permite clasificar los parametros de las CSPs.

TEOREMA 2.6. ([2], Theorem 4.1) Sea & una CSP no trivial sobre un grupo ciclico H.
Entonces los pardmetros de & tienen alguna de las siguiente formas, donde U = k —ty

g, [ son enteros positivos:

PDn=g2f+1),a=gf,r=gfk=29f,n=gf, A=9g(f—1),t=gf.

W) n=g2f+1),a=g(f+1),r=gf,k=92f+1),u=9g(f+1), \=gf t=9g(f +1).
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i) n=49,q=2g,r=29— 1, k=49—1,u=9,A=39g—2,t =39 — 1.
wn=2¢>+2g+1+2U0,q=¢*+Ur=¢*+9g+Uk=2¢*+g+2U, u=g>+ U\ =
P —1+Ut=2¢>+g+U.
v)n=2¢+2U0,q=¢*+Ur=g*+g+Uk=2¢*+g+2U,
p=g*+g+UN=g>+g+Ut=2¢>+ g+ U, donde 2g|(g* + U).
vi) n=2¢>+2U,q=g*+Ur=¢g*>— g+ Uk =2¢>— g —2U,
u=g*—g+UN=g*—g+Ut=2¢>— g+ U, donde 2g|(g* + U).
vii) n=2¢*>+2U,q=¢*+ g+ Ur=g¢*+ Uk =2¢g*+ g+ 2U,
p=g>+g+UN=g*+ g+ Ut =2¢>+ g+ U, donde g|U.
viii) n = 4¢%,q = 2¢>+2g,r =29+ g,k = 4¢* £3g,u = (9 1)(29 £ 1), A = (g £ 1)(2g 1),
t=g?+ (g 1)(29 £ 1).

A continuacién, daremos algunos resultados sobre la existencia de CSPs sobre grupos
ciclicos para las familias de parametros presentadas en el Teorema [2.6

En relacion a las familias i), ii) y iii), las CSPs circulantes con esos parametros
siempre existen segun las Proposiciones 3.7, 3.8 y 4.14 en [2].

En lo que respecta a la familia iv), los autores de [89] hallaron ejemplos de GDFRs
para (g,U) € {(1,5), (1,6), (2,2)}.

Para la familia v), los autores de [2] identificaron un ejemplo con valores repetidos en
Ry S para g = 2, U = 2. Este caso puede interpretarse como multidigrafos fuertemente

regulares. El ejemplo encontrado es el siguiente:

Q=1{2,3,4,8,910}, R={1,23,6,6,7,8,09},
S ={3,4,5,6,6,9,10,11}, T ={2,3,4,8,9,10}.

En relacién con la familia vi), Leung y Ma proporcionaron un ejemplo en [79] para g = 2,
U = 0 (el caso no dirigido). Aparte de esta CSP, los tinicos ejemplos identificados son
aquellos en los que ¢ = 1 y U puede tomar cualquier valor arbitrario. En estos casos, los
parametros de los GDFRs coinciden con la misma forma que se describe en el Teorema 1
del articulo [[65] de Jgrgensen.

Con respecto a la familia vii), Leung y Ma presentaron en [79] un ejemplo para g = 2,
U = 0 (el caso no dirigido). Para el signo mas, los autores de [89] descubrieron una FSP
cuyo complemento proporciona un ejemplo para ¢ = 2, U = 6. Para el signo menos, los

autores de [2] identificaron los siguientes ejemplos:
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ng=1U=2:Q=1{0,3},R=1{23,5},5={1,3,4},T = {0,3}.

ng=1U=4:Q=1{0,1,506}, R=1{1,4,56,9},5={23,5728}T={1,3,6,8}.

mg=1U=6:Q=1{0,4,6,7,11,13}, R = {1,3,6,7,8,10,13}, 5 = {2,4,5,7,9, 11, 12},
T ={1,4,6,8,11,13}.

En lo que respecta a la familia viii), se han descubierto ejemplos de CSPs en [89] para
g = 2 con el signo negativo, asi como el complemento para ¢ = 2 con el signo positivo.
Sin embargo, es importante destacar que estos ejemplos no eran circulantes. Hasta el
momento, no se han encontrado ejemplos circulantes dentro de esta familia.

El objetivo principal en este capitulo es completar el trabajo realizado por los autores
de [2] obteniendo CSPs con parametros con la forma de la familia vii), con el signo menos,
g = 1y U un nimero par.

A continuacién daremos una construccion de CSPs con parametros con la forma de la
familia vii) del Teorema [2.6|con el signo menos, para ¢ = 1 y U un niumero par arbitrario.
Este resultado es producto de la investigacion realizada en el trabajo de fin de master de

mi autoria.

TEOREMA 2.7. Sea U > 4 un numero par (digamos U = 2r, con r > 2 un entero).
Entonces (Q, R, S,T) es una cuddrupla de sumas parciales, donde
Q = {0,1,r+3,r+4,..,2r,2r+1,2r+2,3r +4,3r +5,.....4r + 1},
R = {1,2,..r2r+1,2r+2,..,3r+ 1},
S = {r+1,.,2r,2r+1,3r +2,....,4r + 1},
T = {0,1,2,....,r —2,2r,2r + 1,....3r — 1,4r + 1}.

DEMOSTRACION. Noétese que en este caso 3 = 0, v = 1y p = 2r. Entonces debemos
probar que
1) R?+ QT = {e} + 2rH,
2) T(R+S)=2rH,
3) QR+ S) =2rH,
4) S?+ QT = {e} +2rH,
donde H = (Z,,+) es el grupo ciclico de orden n = 4r + 2 y e es el elemento identidad
de H. Durante toda la prueba, los calculos se haran médulo 4r + 2, pero se omitira en la
notacion para simplificar la escritura.
Para probar esto, necesitamos hacer una descripcion de e + 2rH y 2rH; esto implica

saber cuantas veces aparece cada namero entre 0 y 4r + 1 en e + 2rH y 2rH. Podemos
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observar que 2rH contiene 2r veces cada elemento entre 0 y 4r + 1. De la misma manera,
e + 2rH contiene 2r + 1 veces el elemento 0 y 2r veces cada elemento entre 1y 4r + 1.

Por lo tanto, en 1) debemos probar que en R? + QT, 0 aparece 2r + 1 veces, y cada
elemento entre 1 y 4r + 1 aparece 2r veces. En 2) debemos probar que cada elemento
entre 0 y 4r + 1 aparece 2r veces en T (R + S) (o sea, en TR + T'S). En 3) debemos probar
que cada elemento entre 0 y 4r + 1 aparece 2r veces en Q(R + S) (o sea, en QR + Q5).
Finalmente en 4) debemos demostrar que en S? + QT, 0 aparece 2r + 1 veces, y cada
elemento entre 1 y 4r + 1 aparece 2r veces.

Veamos 1):

En este item analizamos R? y QT por separado para finalmente analizar R? + Q7.

Noétese que
3
R* ={a+1,a+2,..;a+r,a+2r+1l,a+2r+2,...,a+3r+1 : aGR}:URi,
i=1

donde

e Rk es la parte de R? donde a varia entre 1 y r.
e 13, es la parte de R? donde a = 2r + 1.
e 5 esla parte de R? donde @ varia entre 2r +2y 3r + 1.

Noétese que, reorganizando los elementos, podemos escribir R; como

r veces r—1 veces
7\

Ri= {2,3,34,4,4,5555,..r+1,r+1,..r+1,r+2 ....r—+2,

T veces

gy 2r — 1, 2r — 1,20, 2r +2,2r+3,2r +3,....3r+ 1,3r+1,....3r + 1,

r veces r—1 veces

A\ A

3r + 2,...,3r+ 5, 3 + 3,...,3r + 3, v dr dr dr + 1

Para R, y 3 obtenemos una expresion similar

Ry= {2r+2,2r+3,..,3r+1,0,1,2,...,r}.

r veces r—1 veces
o\

Ry= <{1,2,2,3,3,3,..,7ir . r+1r+1,..r+1,r+2, .. r+2..,2r—1,

T veces

T VECES

or —1,2r2r +3,2r +4,2r +4,..,3r +2,3r +2, ..., 3r + 2,

r—1 veces
7N\

3r+3,...,3r+3, ..., 4r,4r, 4r + 1
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TABLA 2.1. Numero de elementos en R;, Ry y R3

Elementos | Veces en R; Elementos | Veces en R;
0,1 0 0 0
2 1 1 1
3 2 . .

: : r r
r+1 r r+1 r
r+2 r—1 r+2 r—1
r+3 r—2 r+3 r—2

2r 1 2r 1
2r+1 0 2r+1,2r + 2 0
2r 42 1 2r+3 1

. . 2r +4 2
3r+1 r : :
3r+ 2 r 3r 42 r
3r+3 r—1 3r+3 r—1
3r+4 r—2 3r+4 r—2
4r + 1 1 4r +1 1

Elementos Veces en R,

0,1,...,r

r+1,r+2,..,2r+1

2r+2,2r+3,...,3r+1
3r+2,3r+3,..,4r+1

SO OH

En la Tabla [2.1| podemos observar la cantidad de veces que aparece cada elemento en
R;,coni=1,2,3.

Ahora analicemos el conjunto Q7. Nétese que
4
QT = {a,a+1,..;a+r—2a+2ra+2r+1,.,a+3r—1lLa+4r+1:acQ}= UQTZ-,
i=1
donde

e T eslapartede QT donde a =0y a=1.
e ()T, es la parte de Q7T donde a varia entre r + 3 y 2r.
e ()73 eslapartede Q7T dondea =2r+1ya=2r+2.

e ()T, es la parte de Q7T donde a varia entre 3r + 4y 4r + 1.
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Nosete que, reorganizando los elementos, podemos escribir QT}, QT5, QT3 y QT4 como

QT = {0,0,1,1,2,2,3,3,....m —2,r — 2,7 — 1,2r,2r + 1,2r + 1,2r + 2,2r + 2, ...,
3r—1,3r —1,3r,4r + 1}.

r—2 veces r—3 veces r—2 veces
—— A
QT = 0,0,...,0, 1,..,1,..,r—4r—4r—-3r+2,r+3,r+3,...,2r—1,...,2r — 1,
r—2 times r—2 times r—3 veces
/_/H 7 - ~N -
2r, . 2r2r+ 1, 2r + 1, 2r + 2, .., 2r +2,...,3r — 3,3r — 3,3r — 2,3r + 3,
r—2 veces r—2 veces

A

/_M o ™~
3r+4,3r+4, .. 4r, . Ardr+ 1, 4r + 1

QT?): {07071a172727~--7r_2,r_Q,T_1,2T,2T+1,2T+172T+272T+2,...,
3r— 1,37 — 1,3, 4r + 1).

r—2 veces r—3 veces r—2 veces
—— 7 -
QT = 0,0,...,0,1,1,...1,...r—4,r—4r—3r+2,r+3,r+3,...,2r—1,....2r — 1,
r—2 veces r—2 veces r—3 veces r—4 veces
/_/A % ~\ % N % N
2r . 2r 2r+1, .., 2r +1,2r 4+ 2, ..., 2r + 2. 2r 4+ 3,...,2r+ 3,...,3r — 3,
r—2 veces r—2 veces

N

—_——N— ™~
3r—3,3r—2,3r+3,3r +4,3r +4, ... 4r, .. A4Ar,dr 4+ 1, .. 4r 4+ 1

En la Tabla podemos observar el nimero de veces que aparece cada elemento de
Lyrio en QT;, coni = 1,2, 3,4.

Sumando los valores de las Tablas[2.1]y podemos ver en la Tabla[2.3|1a cantidad
de veces que aparece cada elemento en Q7T y en R?.

Finalmente, uniendo los resultados obtenidos para R* y QT, obtenemos que en
R? + QT, 0 aparece 2r + 1 veces y todos los elementos entre 1 y 4r + 1 aparecen 2r veces,
lo que demuestra que se cumple la condicién 1).

Ahora, veamos la condiciéon 2).

En este item primero analizamos R + S para finalmente analizar T'(R + 5).

Noétese que
R+S={1,2,...,r,2r+1,2r+2,...,3r+1,r+1,..,2r2r+1,3r+2,...,4r + 1}.
Reorganizando los elementos, tenemos

R+S={1,2,...2r,2r+1,2r+1,2r +2,...,4r + 1}.
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TABLA 2.2. Numero de elementos en Q17, QTs, QT3 y QT

Elementos Veces en QT Elementos Veces en QT3
0,1,..,r—2 2 0,1,..,r—2 2
r—1 1 r—1 1
r,r+1,...,2r—1 0 r,r+1,...,2r—1 0
2r 1 2r 1
2r+1,2r+2...,3r—1 2 2r+1,2r+2,...,3r—1 2
3r 1 3r 1
3r+1,3r+2,...,4r 0 3r+1,3r+2,...,4r 0
4r 4+ 1 1 4r +1 1
Elementos Veces en QT Elementos Veces en QT
0 r—2 0 r—2
1 r—3 1 r—3
r—3 1 r—3 1
r—2,r—1..,p+1 0 r—2,r—1..,r+1 0
r4 2 1 r—+2 1
r+3 2 r+3 2
2r —1 r—2 2r — 1 r—2
2r, 2r +1 r—2 2r, 2r +1 r—2
2r +2 r—3 2r 4+ 2 r—3
3r—2 1 3r — 2 1
3r—1,3r,...,3r+2 0 3r—1,3r,...,3r+2 0
3r+3 1 3r+3 1
3r+4 2 3r+4 2
dr, 4r 4+ 1 r—2 dr, 4r + 1 r—2

Entonces, obtenemos que en R + S nunca aparece 0, todo elemento entre 1 y 2r y todo

elemento entre 2r + 2 y 4r + 1 aparece una vez y 2r + 1 aparece dos veces.

Ahora, nétese que

4
T(R+S)={a+1,a+2,....a+2r,a+2r+1,a+2r+1,a+2r+2,...,a+4r+1 : a €T} = L_JT,—7
i=1

donde

e T; es la parte de T'(R + S) cuando a varia entre 0y r — 2.
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TABLA 2.3. Numero de elementos en R*y QT

p)
Elem(;e ntos VeceslenR Elementos | Veces en QT
1 9 0 2r
9 4 1 2r — 2

2 2r — 4
r 2r :
T 0
r+1 2r
r+9 % — 9 Ti; (2)
r—+3 2r — 4 "

' ) r+3 4
5 9 : :
27“—71:1 0 o +1 o
9 49 9 2r + 2 2r — 2
o +3 4 2r +3 2r — 4
3+ 1 o 3r+1 0

3r+2 0
3r+ 2 2r

3r+3 2
3r—+3 2r — 2 3+ 4 4
3r+4 2r —4 T.
4r:+1 2 4r +1 2 — 2

e 1) es la parte de T'(R + S) cuando a = 2r.
e T3 es la parte de T'(R + S) cuando a varia entre 2r + 1y 3r — 1.
e T, es la parte de T(R + S) cuando a = 4r + 1.

Noétese que, reorganizando los elementos, se pueden escribir 7}, 15, T5 y T, como

r—2 veces r—2 veces r—2 veces r—1 veces r—1 veces r—1 veces r veces
—_—— — A ~ - A -~ A —_—— A
T = 0,.,0,1,.,1,....r—2,..r—2r—1,..,r—1, 7 ..., ... .,2r, ... 2r 2r+1,...,2r + 1,

T veces T veces r—1 veces r—1 veces r—1 veces
7\ 7\ 7\ 7\

- - -~ —N— ™~ ™~
2r+2,...,2r+2,...,3r—1,...,3r =1, 3r,....3r,3r+1,....3r+ 1, ..., 4r+1, ... 4r+1

Ty= {0,1,.,2r —1,2r +1,2r +2,....dr, dr + 1,4r + 1}.

r veces r veces r veces r—1 veces r—1 veces r—1 veces r—2 veces
—N— —— - 7\ ~ - o —— - ~
T3 = 0,0,...,0,1,1,..,1,....r—=2,..or—2r—1,..,r—1, 7 ..,r,...2r, .. 2r,2r+1,..,2r 4+ 1,
r—2 veces r—2 veces r—1 veces r—1 veces r—1 veces

A\ A A A

~ ™~ -~ ——— ™~ - ™~
2r+2,...,2r+2,...,3r—1,...3r—1,3r,....3r,3r+1,...3r+ 1, ... 4r+1, .. 4r+1

Ty= {0,1,..,2r —1,2r,2r,2r + 1,...,4r}.
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En la Tabla podemos observar las veces que aparece cada elemento en 7;, con
i = 1,2,3,4. Juntando estos cuatro casos, concluimos que todo elemento entre 0 y 4r + 1

aparece 2r veces en T (R + 5), lo que prueba que se cumple la condicién 2).

TABLA 2.4. Numero de elementos en 17,75, T35y T,

Elementos Veces en T, Elementos Veces en T3
0,1,...,r—2 r—2 0,1,..,r—2 r
r—1,r, ..., 2r r—1 r—1,r,..., 2r r—1
2r+1,...,3r—1 r 2r+1,...,3r—1 r—2
3r, .., 4r+1 r—1 3r, .., 4r+1 r—1
Elementos | Veces en T» Elementos | Veces en T,
0,1,...,2r—1 1 0,1,...,2r—1 1
2r 0 2r 2
2r+1, ..., 4r 1 2r+1, ..., 4r 1
dr +1 2 dr +1 0

Veamos la condicion 3):
Como en la condicién 2) ya obtuvimos R + 5, solo tenemos que analizar directamente
QR+ S).

Noétese que podemos escribir Q(R + .S) como
1
Q(R+S)={a+1,a+2,...,a+2r,a+2r+1,a+2r+1,a+2r+2,...,a+4r+1 : a € Q} = UQ“
i=1

donde

e ), eslapartede Q(R+ S)cuandoa=0ya=1.
e (), es la parte Q(R + S) cuando a varia entre r + 3 y 2r.
e ();eslapartede Q(R+ S)cuandoa =2r+1ya=2r+2.

e (), es la parte de Q(R + S5) cuando a varia entre 3r + 4 y 4r + 1.
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Noétese que, reorganizando los elementos, se pueden escribir (), 2, Q3 y Q4 como

Q1= {0,1,2,2,3,3,...,2r,2r,2r + 1,2r + 1,2r + 1,2r + 2,2r + 2,2r + 2, 2r + 3,
2r +3,2r +4,2r+4, .., 4r+ 1,4r + 1}.

r—2 times r—2 veces r—2 veces r—3 veces r—3 veces
/_M /_M la - 7 - N 7~ - N
Q= <0,0,...,0,1,1,..,0,...;r+2,..r+2r+3, .. ,r+3,r+4,...,r+4, ..,
r—3 veces r—2 veces r—2 veces r—2 veces
/_/R % N % ~ Vs % N
2r . 2r 2r+1, .., 2r +1,2r 4+ 2, ..., 2r + 2, ...,3r 4+ 3, ..., 3r + 3,
r—1 veces r—1 veces r—1 veces

3r+4,...,3r+4,3r+5,...,3r+5,..4r+1,...,4r+1

Qs = {0,0,0,1,1,1,2,2,3,3,..,2r,2r, 2 + 1,27 + 2,21 + 3,21 + 3,2 + 4,
2r +4, .. 4r+1,4r + 1},

r—2 veces r—2 veces r—2 veces r—1 veces r—1 veces
/_/A /_M - % N % ~\ 7~ N\ N
Q4 = 0,0,....,0,1,1,....1,....,r+2,..,r+2,r+3,...,r+ 3, r+4,....r+4, ..,
r—1 veces r—2 veces r—2 veces r—2 veces
/_/H 7 -\ N - N - N\
2r, . 2r2r+ 1, 2r + 1,20 4+ 2, . 2r 42, .., 3r 4+ 3, ..., 3r + 3,
r—3 veces r—3 veces r—3 veces
7\ N\ 7\

3r + 4,...,3r + ZI,f’)r +5,...,3r + 5, ...,er +1,..,4r+1

En la Tabla podemos observar las veces que aparece cada elemento en (;, siendo
i = 1,2,3,4. Juntando estos cuatro casos, concluimos que todo elemento entre 0 y 4r + 1

aparece 2r veces en Q(R + 5), lo que prueba que se cumple la condicién 3).

TABLA 2.5. Numero de elementos en 01, Q2,3 y Q4

Elementos Veces en Q, Elementos Veces en Q3
0,1 1 0,1 3
2,3,...,2r 2 2,3,...,2r 2
2r +1,2r +2 3 2r+1,2r + 2 1
2r+3, ..., 4r+1 2 2r+3, ..., 4r+1 2

Elementos Veces en Q, Elementos Veces en Q4

0,1,..,r+2 r—2 0,1,..,r+2 r—2
r+3,r+4,...,2r r—3 r+3,r+4,...,2r r—1
2r+1,..,3r+3 r—2 2r+1,..,3r+3 r—2
3r+4,..,4r+1 r—1 3r+4,...,4r+1 r—3

Finalmente, verifiquemos la condicion 4).

47



Capitulo 2.

Ya que en la condicién 1) hicimos R? + QT y en este caso debemos hacer S? + QT,
sabiendo que se debe cumplir R? + QT = S? + QT basta con calcular S? y ver que todos
los elementos aparecen el mismo nimero de veces en S? y en R2.

Noétese que

3
S?={a+r+la+r+2,..,a+2r,a+2r+1,a+3r+2,...,a+4r+1 : aES}:USZ-
i=1

donde

e S es la parte de S? cuando a varia entre r + 1y 2r.
e S, es la parte de S? cuando a = 2r + 1.

e 53 es la parte de S? cuando a varia entre 3r + 2y 4r + 1.

Notese que, reorganizando los elementos, se pueden escribir Si, S, y S3 como

r veces rflxeces erXeces
Si= <1,2,2,3,33, .. Fonr+1, . r+1,r+2, . r+2,..,2r—22r—2,
T veces T veces
o —1,2r+2,2r+3,2r +3,...,3r+1,...,3r+1,3r + 2, ...,3r + 2,
r—1 veces r—2 veces

A A\

3r + 3,...,3r + §,§r +4,..,3r+ ZI, L dr dr dr + 1

So= {0,r+1,7+2..,2r,3r+2,3r+3,..,4r + 1}

r veces T veces r—lj\reces T—QXeces
Ss= <1,2,2,3,3,3,...F...nr+1,. .. r+1,7+2 ...r+27r+3,...,r+3, ..,
r veces r—1 veces
2 —1,2r —1,2r,2r +2,2r +3,2r +3,...3r+1,....3r + 1,3r + 2, ..., 3r + 2,

r—2 veces

A\

3r+3,..,3r+3,...,4r —1,4r — 1,4r

En la Tabla podemos observar las veces que aparece cada elemento en S;, con
i=1,2,3.
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TABLA 2.6. Numero de elementos en S;, S, y S5

Elementos Veces en S; || Elementos | Veces en S;
0 0 0 0
1 1 1 1
T T r T
r+1 r—1 r+1 r
r+2 r—2 r+2 r—1
2r — 1 1 2r 1
2r, 2r + 1 0 2r+1 0
2r 42 1 2r 42 1
2r+3 2 2r+3 2
3r+1 r 3r+1 r
3r 4+ 2 r 3r 4+ 2 r—1
3r+3 r—1 3r+3 r—2
3r+4,3r+5,...,4r r—2 4r 1
dr + 1 1 4r 4+ 1 0
Elementos Veces en S,
0 1
1,2,...,r 0
r+1,r+2,...,2r 1
2r+1,2r+2,...,3r+1 0
3r+2,3r+3,...,4r+1 1

Juntando estos tres casos, tenemos que todos los elementos aparecen el mismo
numero de veces en S? y en R?, por tanto, en S? + QT, 0 aparece 2r + 1 veces y todos
los elementos entre 1 y 4r + 1 aparecen 2r veces, lo que concluye la demostracion del

teorema. [ |

La siguiente tabla muestra algunas cuadruplas de sumas parciales de diferentes
tamarios, que obtendremos usando el Teorema Usando el software GAP ( [61]),
calculamos el grupo de automorfismos del digrafo asociado a cada CSP. A partir de esto,
se conjeturé en mi Trabajo de Fin de Master una forma general para deducir cuantos
elementos son necesarios para generar el grupo y el orden del grupo. Dicha conjetura se
trabajo posteriormente y finalmente se demostré. Esto se vera reflejado en el siguiente

capitulo de esta tesis.
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En la Tabla |G| es el orden del grupo de automorfismos asociados a la CSP y |¢|

es el numero de generadores del grupo.

TABLA 2.7. Cuadruplas de sumas parciales construidas
U Simbolo (Q,R,S,T) lg| |G|
6 ({0,1,6,7,8,13},{1,2,3,7,8,9,10}, 15 | 14 x 21
{4,5,6,7,11,12,13},{0,1,6,7,8,13})
8 |({0,1,7,8,9,10,16,17},{1,2,3,4,9,10,11,12,13},| 19 | 18 x 2'®
{5,6,7,8,9,14,15,16,17},{0,1,2,8,9,10,11,17})
10 ({0,1,8,9,10,11,12,19,20,21}, 23 [ 22 x 2%
{1,2,3,4,5,11,12,13,14,15,16},
{6,7,8,9,10,11,17,18,19,20,21},
{0,1,2,3,10,11,12,13,14,21})
12 ({0,1,9,10,11,12,13,14,22,23,24,25}, 27 | 26 x 2%
{1,2,3,4,5,6,13,14,15,16,17,18,19},
{7,8,9,10,11,12,13,20,21,22,23,24,25},
{0,1,2,3,4,12,13,14,15,16,17,25})

Con base en los ejemplos de la Tabla obtenidos del Teorema podemos intuir
que el grupo de automorfimos asociado a cada familia es de orden (4r + 2) x 22 y que
ademas, este grupo tiene 4r + 3 generadores. Este es un resultado que se demostrara
con todo detalle en el siguiente capitulo de esta tesis, y que fue objeto de estudié de un
articulo posterior ( [38]]).

A modo de ilustracién construyamos la matriz de adyacencia del grafo obtenido para
el caso U = 6 en la Tabla[2.7]

El bloque correspondiente a R = {1,2,3,7,8,9,10} se construye de la siguiente
manera:

De acuerdo con la expresion (1.1)), si indexamos cada columna con 0,1,2,...,13, se
tiene que en la primera fila, la entrada sera 1 en las posiciones 1, 2, 3, 7, 8, 9 y 10. En el
resto de posiciones la entrada sera 0.

Las demas filas se construyen de forma recursiva donde el elemento ¢ de la fila sera
el elemento (i — 1) mdd 14 de la fila anterior.

Se tiene entonces que dicho bloque es
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De forma similar, se tiene que el bloque correspondiente a
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el bloque correspondiente a 7' = {0,1,6,7,8,13} es
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Por lo tanto, la matriz de adyacencia del grafo construido es
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Capitulo 3

{UNA NUEVA CONSTRUCCION DE GRAFOS DIRIGIDOS
FUERTEMENTE REGULARES VERTICE-TRANSITIVOS

Un grafo (o digrafo) G se dice que es vértice-transitivo si para cualesquiera dos
vértices v, y v, de GG, existe un automorfismo del grafo que envia v; a vs.

Por ejemplo, el grafo de Petersen

FIGURA 3.1. Grafo de Petersen
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es vértice-transitivo. El grafo de Petersen, como se observa en la Figura [3.1, es un
grafo no dirigido con 10 vértices y 15 aristas. Se trata de un grafo fuertemente regular
de parametros v =10, k=5, u =0, A = 1.

En la Figura podemos observar que los vértices 1, 2, 3, 4, 5 son en cierto sentido
equivalentes: estan en el mismo “pentagono”. De igual forma los vértices 6, 7, 8, 9, 10
cumplen esta propiedad con el pentagono interior. El grupo completo de automorfismos
del grafo de Petersen es el grupo simétrico S5 ( [58]]).

En este capitulo se construye una familia infinita de grupos de permutaciones, a
partir de la cual se obtienen dos familias infinitas de grafos dirigidos fuertemente
regulares que seran bicirculantes y vértice-transitivos (véanse los Teoremas y [3.5).

Sea p =3 mdbd 4 un nimero primo.

Considérese el siguiente grupo de permutaciones sobre el conjunto V,, = < U {z;j|i¢€ Zp}> U
JEZL2

vii | i€ Z,} |, donde los x; ;,y; ; son expresiones formales para todo (i, j) € Z, X Zs:
)] p 5] )] p

JEZL2

Gp = <Oé,5,70,0771,0, <o Yp—1,0,70,1, V1,15 - - - ,Wp—1,1>,

donde

a = (xo,oxl,o <o Lp-1,0L0,1L1,1 - - -xp—1,1>(y0,0y1,0 -+ Yp—1,0Y0,1Y1,1 - - ~Z/p—1,1);

p—1 p—1

p= (ZEo,oyo,o)(ﬂfo,lyog) H Ti0Y—-in H Ti1Y— zo

=1 i=1

Yi0 = (331‘,0%',1) Yy 7vii1= (yi,Oyi,l) paratodo i =0,...,p— 1.

Ahora, si § es una raiz primitiva médulo p, consideramos el grupo
Gy = (G, 9)
sobre V,, donde

0= ($170£L’92’01L'94’0 N l‘gp—370)<l'9701‘93701‘9570 ce $9p7270)
(1171"1792’12794’1 e 5E9p7371)(l'9711‘93711‘9571 c. I9p7271)
(Y1,0Y62,0Y64,0 - - - Yor—3,0) (Y0,0Y6%,0Y65,0 - - - Yor—2,0)

(91,1992,1994,1 .. -yapf3,1)(y9,1ye3,1ye5,1 . 'yer72,1)~
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Cuando elegimos la accion de G, sobre V,, x V,,, podemos obtener el conjunto de orbitas
Orb(Gy) de pares en V,, x V,,. Ahora bien, si elegimos la accién de G, sobre cada 6rbita de
Orb(G) podemos obtener el conjunto de érbitas Oﬁ@) de pares en V, x V,,, es decir, el

conjunto de 6rbitas de la accion del grupo G, en V, xV,. Para todo u, v € V,,, denotamos por

(u,v) la 6rbita en Oﬁ@;) representada por (u,v). Ahora, consideraremos las siguientes

dos familias de digrafos con conjunto de vértices V,:

1. El digrafo X; cuyo conjunto de arcos es la union de 6rbitas

(U (%,0,%’,0)) U (U (%,m%,o)) .
i€Q ieQ

2. El digrafo )N(]’,’ cuyo conjunto de érbitas es la unién de orbitas

(U (1?0,0,%‘,0)) U {(x0,0,20,1)} U (U (0,0, yz’,O)) :

i€eQ 1€Q
Donde () es el conjunto de cuadrados distintos de cero en Z,, esto es, ) =
{1,0%,0%,..., 0073}

Por construccion, el grupo G, es un grupo de automorfismo tanto de X, como de X.

EJEMPLO 3.1. Sea el cuerpo Z3 y un conjunto de vértices

Vs = {xo,o,l‘l,o, 22,0,20,1,%1,1, 22,1, Y0,0, Y1,0, Y2,0, Yo0,1, Y1,1, y2,1}-

Tomamos el grupo de permutaciones sobre Vs :

Gy = <Oéa B, (370,0%,1), ($1,o$1,1), (372,0$2,1)7 (yo,oyo,l), (y1,0y1,1), (y2,oy2,1)>,
donde

a = (330,0951,0932,0960,15U1715172,1)(yo,0y1,0y2,0y0,1y171y2,1),
g = (ﬂfo,oyo,o)(ﬂfo,l,yo,l)(331,0y2,1)(33270y1,1)(3?1,192,0)(552,1?41,0)-

En este ejemplo, podemos ver que 0 = 2 es la raiz primitiva médulo 3 y ¢ seria la
permutacion identidad, por lo que G = Gs.

Para ver el conjunto de arcos de )?g, debemos hallar las orbitas de la accion de G;
sobre Vs x Vs. En particular, el conjunto de arcos es la union entre la érbita (zog, 1) y

(20,0, y1,0). Se tiene que las orbitas son:
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(xo,o, 1‘1,0) = {(%,07 5171,0), ($1,0, I2,0)7 (?Jo,m 92,1)7 (%,1, $1,0)7 ($0,0, $1,1), ($2,0, $0,1), (y2,1, yl,l)a
(961,1, $2,0), ($1,0, 902,1)7 (?/1,07 ?/0,0)7 (yo,h y2,1), (?/0,07 Z/Q,o), (%,1, 901,1)7 (y1,1, yo,1),

(5172,07 $0,0)> (332,1, 930,1), (92,17 91,0)7 (yz,o, y171), (1U1,1> 552,1)7 (y270, yl,o), (152,1, 150,0),

(

Y1,0, yO,l)a (y1,1, yo,o), (yo,l, 92,0)}-

(iCo,O, 3/1,0) = {(56'0,07 y1,0>7 (331,0a 3/2,0)7 (90,07 372,1)7 (1’0,1, 3/1,0)7 (»’170,07 yl,l)a (952,0> 3/0,1), (y2,1, 551,1),
(I1,1, y2,0), (901,07 y271), (311,07 $0,0)7 (yo,h $2,1), (yo,o, $2,0)7 (130,1, y1,1)7 (y1,1, l’o,1),

($2,07 yo,o), (%,1; yo,l), (y2,17 $1,0), (y2,0, 951,1), ($1,1, yz,l), (yzo, I1,0)7 ($2,1, yo,o),

( ( (

y1,0,$0,1)7 yl,lax0,0)a 3/0,1@2,0)}-

El conjunto de arcos serd entonces (o, x10) U (20,0, Y1,0)-

Tenemos que el digrafo X’g es aquel cuya matriz de adyacencia es

01 0010O01O0O0T10¢0
001 0O01O0O0T1QO0TGO0T1
10010O01O0O0T1QO0O0
01001001O0O0T10
0010010O01O0CO0T1
A 1001001O0O01O0O0
001 0O01O0O0T1QO0TO0T1
1001001O0O01O0O0
01001001O0O0T10
001 001O0O0T1O0TO0T71
100100100100
010010O01O0O0T1F¢0

Podemos ver que )Af:’,, es un grafo dirigido fuertemente regular. Para ello se puede observar

que
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4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 44
4 4 4 4 4 4 4 44 4 44
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 44 4 44444 44
4 4 44 4 444 4 4 44
AJ:JA:444444444444:4J
4 4 44 4 4 4 4 4 4 44
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 44 4 44444 44
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 44
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 44
y que
20220220220 2
2202202202220
0220220222022
2022022022202
2202202202220
g2 0220222022202 2 T 0A (] — T — A)
220220220220
0220220222022
2022022022202
2202202202220
022022202202 2
20220220220 2

Asi, X } es un grafo dirigido fuertemente regular con pardmetros
v=12, k=4, p=2 A=0, t=2.
Otra propiedad que podemos ver de este grafo es que es un bicirculante. Para analizar

esto lo tomamos sobre Z3 x {0,1} = {(0,0), (1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(2,1)}.

58



Capitulo 3.

Sean Sy = {(17 0), (1’ 1)}) Sor = {(17 0)7 (17 1>}’ S1o = {(27 0)7 (27 1)} Yy o = {(27 0)7 (2’ 1)}
Podemos notar que )Afé es un BCg[Soo, So1, S10, S11]-
Para construir el digrafo X!, ademds de las érbitas halladas para X!, también

necesitamos la orbita (xop,zo1), la cual es

(330,0, 900,1) = {(l’o,o, 350,1)7 (951,0, 1’1,1), (?Jo,o; y071), (1’0,1, 1’0,0)7 (532,07 $2,1), (y2,17 y2,0)> ($1,17 fEl,o),

(y1,07 3/1,1)7 (?Jo,l, 2/0,0)7 (3/1,1, 3/1,0), (y2,17 172,0), (3/2,0, 3/2,1)}-

El conjunto de arcos de )?g es (0,0, 21,0)U(Z0,0, Z01)U(Z0,0, Y1,0)- AsE, la matriz de adyacencia

de X/ es

010110010010
001011O0O0T1QO0O0°1
100101100100
110010010010
01 1001O00O01O0O0T1
B 101 1001O0O01O0O0
0010010O011O0T1
100100100110
01001001O0O0T171
001 0O011O01O0O0T1
100100110100
010010011010

Veamos que este grafo también es un grafo dirigido fuertemente regular. Se tiene que
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BJ=JB = =5J.

[ & & S L S S L G L S L L G e
[ N & L S L S S L S L S L L S e
gt ot ot Ot Ot Ut Ut Ut gt Ut Ot Ot
gt ot ot Ot Ot Ut Ut Ut Ut Ut Ot Ot
g ot ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ut Ot Ot
gt ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ut Ot Ot
gt ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ut Ot Ot
gt Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ut Ut Ot
ot ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ot
gt Ot Ot ot Ot Ot Ot Ut Ot Ut Ut Ot
[ & & S S S L G L S L L S e
[ R O L S L S S L S L S L L S N e

Ademads,

—31+2B+2(J—1I— B).

RO DNDNNNNNDNNDNNNNNND N W
RO DN NNNNNDNDNN NN W N
RO DN NN NN NNWND N
R DN NN NN WY NN
R DN NN NN WD NN
D DN NN NN W NN NN
R DN NN W NN NN N
R DN N NDW NN NN NN NN
R DN D W NN NN NN NN
R N W NNNNDNNDNNDNNDNDND N
O W NDNNNDNDNNNNND NN
W NN NDNDNNNDDND NN NN

Por lo tanto, )?g es un grafo dirigido fuertemente regular de pardmetros
v=12, k=5, pn=2 A=2, t=3.

También se puede analizar que este digrafo es bicirculante. Nuevamente, tomdndolo sobre
Zs3 x {0, 1}, se tiene que si Soy = {(1,0),(0,1),(1,1)}, So1 = {(1,0),(1,1)}, S10o ={(2,0),(2,1)}
y St ={(2,0),(0,1),(2,1)} entonces )?;’3’ es un BCg[Soo0, So1, S10, S11]-
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Estas propiedades estudiadas en este ejemplo son propiedades que se van a cumplir

en general y que demostraremos a continuacion.

TEOREMA 3.2. El digrafo )N(I’, es el bicirculante BCy)[S,S,—S,—5], donde S = (Q x
{0Hu(@x{1})y Q ={1,60%,...,0°3}. Es vértice-transitivo y su grupo de automorfismos

*
es Gp.

DEMOSTRACION. En esta prueba y de aqui en adelante, denotaremos Q, := Q x {0},
Q1 =@ x {1}. Ademas, —Qo = (—Q) x {0} y —Q1 = (—Q) x {0}, luego -5 = —Qp U —Q1.

R

En lo anterior, y en lo que resta de capitulo, el simbolo “—” no representa la diferencia
conjuntista usual. Una expresién de la forma A — B esel conjunto {a—b : a € A, b € B}.
De forma similar, una expresién de la forma A+ B sera el conjunto {a+b : a € A, b € B}.
Para indicar la diferencia conjuntista usual entre los conjuntos A y B escribiremos A\ B.

Es obvio que Sopg = S, Sg1 = S, Sip = =Sy Si1 = —85, esto es, )N(I’, = B(Cy[S, S, -5, —9].
Primero veamos que )~(}’7 es un digrafo vértice-transitivo.

Podemos ver facilmente que (o, 5) es un subgrupo transitivo de Aut()?lg) isomorfo al

grupo diédrico D,,. A continuacién, podemos notar que
D= (y ¢ (6,4) €{0,1,...,p— 1} x {0,1}) 2 Z".
Si B; = {0, 2prio} Y Bi = {¥i0, Yprio}, entonces la particién
B={B; :ic{0,1,....,p—1}}u{B; : i€{0,1,...,p—1}}

es una particion invariante del conjunto de vértices de )~(]’), dado que tanto los pares de
vértices en B; como los pares de vértices en B; se caracterizan por el hecho de que estos
vértices son exactamente los pares de vértices con los mismos conjuntos de vecinos. El
nucleo de la accién de Aut()?}’,) en esta particion es claramente igual al subgrupo I'. Se
sigue que I" es normal en Aut()N(I’,).

Ahora, consideremos la accién del grupo cociente Aut()N(Z’)) /T sobre el sistema de
bloques 5. Afirmamos que la accién es regular e isomorfa a (a, ) = D,,. Para probar esto
basta mostrar que un automorfismo dado « que fija el bloque By, = {z0,z,0} también
fija todos los otros bloques en B, es decir, pertenece a I'. Primero observamos que los
vecinos salientes de B, son By,...,By_1)2 ¥ By, ... ,E(p_l)/g. Supongamos que la accion
de « sobre los vecinos salientes de B, tienen un ciclo de longitud mayor o igual a 2. Dado

que las aristas entre B, y B; son dirigidas y las aristas entre B, y B; son no dirigidas,
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los bloques en este ciclo de o pertenecen todos al conjunto {B; : i € {1,...,(p — 1)/2}}
o todos pertenecen al conjunto {B; : i € {1,...,(p — 1)/2}}. Supongamos que lo primero
se cumple y que B; es el bloque con el indice mas pequeno i contenido en el ciclo de
«. Entonces, todos los bloques dentro de este ciclo de o son vecinos salientes de B;,
lo que contradice la condicién de que « preserva la orientaciéon de las aristas. Ahora,
supongamos que se cumple lo segundo y que B; es el bloque con el indice mas pequeiio
i contenido en el ciclo de a. Entonces, todos los bloques dentro de este ciclo de o son
vecinos entrantes de B; y esto contradice nuevamente el hecho de que o preserva
la orientacion de las aristas. Asi hemos probado que o fija todos los elementos en
{B1,...,Bp-1)2} U{Bi1,...,Bp-1)2}. Usando el mismo argumento comenzando con un
Bi, con i € {1,...,(p — 1)/2}, demostramos que « fijja también todos los elementos en
{Bpi1)/2: s Bp-1)} U{Bp+1)2, - - - » Bpp—1)}. Como « es biyectiva, también debe fijar a B.
Por tanto, la accion de «a sobre B es la identidad. Esto implica que o € I'. En consecuencia,

Aut()N(l’?) /T es regular e isomorfo a D, lo que implica que
Aut(X)) =T x (a, 8) 2 Zy1 D,
|

TEOREMA 3.3. El digrafo 5(,; es un grafo dirigido fuertemente regular con pardmetros
v=4p, k=2p—2, t=p—1, A\=p—3, p=p— 1.

DEMOSTRACION. Es evidente que el digrafo )N(; es de orden 4p y de grado k = 2|S| =
2p — 2. Como SN —S = (), también tenemos ¢t = p — 1. Para probar que X, es un grafo
dirigido fuertemente regular, basta con considerar el nimero de caminos de longitud 2

desde un vértice u hasta un vértice w para los siguientes pares:

(% U) € {(960,0, l’s,i), (iUo,oa ys,i>7 (950,0, xfs,i)a (9170,0, 1’0,1)7 (560,07 yfs,i)a (950,0, yo,l), (xo,O, yo,o)}

donde s € Q yi € {0,1}.

a) Caminos de longitud 2 de z(, a = .
Noétese que, en caso de existir un camino de longitud 2 de z(o a z,;, debe
ocurrir una de las siguientes afirmaciones:
i. Existe k € Z, tal que (20, zx0) ¥ (21,0, Z5,;) son arcos de )Z'I’j

ii. Existe k& € Z, tal que (zo0, k1) ¥ (25,1, zs;) son arcos de )N(;,
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iii. Existe k € Z, tal que (200, Yx0) ¥ (Yx,0, Ts,:) son arcos de )~(1’7.
iv. Existe k € Z, tal que (200, Yr1) ¥ (yx1,Ts,i) son arcos de )Af;.

Si ocurre la afirmacién i, como (zg9,2r0) €S un arco, existe s* € S tal que
(0,0) + s* = (k,0), entonces (k,0) € S; y como (xy,%s;) €S un arco, existe s € S tal
que (k,0) + § = (s,1), luego (k,0) € (s,i) — S.

Si ocurre la afirmacion ii, como (x, 1) es un arco, existe s* € S tal que
(0,0)+s* = (k,1), luego (k,1) € S; y como (x1,x,;) es un arco, existe s € S tal que
(k,1) + 5 = (s,i), y entonces (k,1) € (s,i) — S. Por lo tanto, debemos contar todos
los elementos en comun entre Sy (s,i) — S.

Si ocurre la afirmacién iii, como (z¢0,yx0) €S un arco, existe s* € S tal que
(0,0) + s* = (k,0), y entonces (k,0) € S;y como (yx, zs;) €s un arco, existe s € —S
tal que (k,0) + s = (s,1), y entonces (k,0) € (s,i) + S.

Si ocurre la afirmacién iv, como (zp, Y1) €s un arco, existe s* € S tal que
(0,0) + s* = (k,1), luego (k,1) € S; y como (yx1,2s;) es un arco, existe § € —S tal
que (k,1)+5 = (s,4), luego (k,1) € (s,i) +.S. Por lo tanto, debemos contar todos los
elementos en comun entre Sy s + S.

Por lo tanto, el nimero de caminos de longitud 2 desde z, hasta =, es
1SN (s,3) =S|+ [5SN(s,1)+ 5.

Denotaremos por Q' al conjunto {6,62,...,6P~2}. Se tiene que —S = (Q' x {0}) U
(@ x {1}).

En efecto, supongamos que —1 € (), es decir, existe a € Z tal que 1 + 6%¢ = 0
méd p. Por el Pequefio Teorema de Fermat , 67~ + 6% = 0 mdd p. Como p — 1 es
un nimero par, existe m € Z tal que p — 1 = 2m, y entonces 6™ + 6% = 0 méd p.
Si suponemos que m > a, entonces existe k € Z tal que 6%*(6*™~% + 1) = kp. Como
p no divide 6%, p divide #**~% + 1. Por lo tanto, ™ % + 1 =0 méd p. De nuestra
hipétesis, #2™~% = 6?* méd p y por lo tanto m = 2a. Como m = p%l, tenemos
que p — 1 = 4a. Esto es una contradiccion porque p = 3 mdd 4. Obtenemos un
resultado similar si suponemos que a > m. Asi, —1 € )'. De ahi, existe m € Z tal
que —1 = 6™+ y por lo tanto, para todo ¢t € Z, —§* = §¥H1+2t = gAm+O)+l ¢

Podemos concluir que —Q) = )’ y por lo tanto

—S=-QoU-Q1 =@ x{0tuQ x {1} =QyU Q.
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Sea s; := (s, 1), por calculo directo tenemos

1SNsi =S| = [(QoUQ1)N((QyUQY) + s4)
= [(QoUQ1)N((Qy+ s U(Qy + s5)
= Qo N(Qy+ s:)| + Qo N (Q7 + 5:)
+|Q1 N (Qp + s:)| + Q1 N (Q) + )]
= 2[Qo N (Qp + 5:)| +2[Qo N (@] + )]
= 2|Qo N (Q; + i)
= 2[QN(Q +5s)|.

De la misma manera obtenemos que

1ISNs;+S5| = [(QoUQr)N((QoU Q1)+ s;)l
= [(QoUQ1)N((Qo+ s UQr+ s)l
= 2|Qo N (Qo+ si)| +2[Qo N (Q1 + s4)|
= 2|QoN Qi+ sy)|
= 2lQN(Q+s)l.
Asi,
1SN si = S[+[SNsi+5]=2/(QNA+s5)U(QNEQ +5)].

Observemos que

RNR+s5)U(QNQ +5)=Q\ {s}

En efecto,siz € (QNQ+s)U(QNEQ +s), entonces es obvioque z € Qy x # s,
porque 0 ¢ Q U @Q'. Por lo tanto, (Q NQ +s)U(QNQ" +s) CQ\{s}.

Por otro lado, si = € Q\ {s}, consideramos w = z—s mdd py entonces z = w+s
méd p. Como Z, = QU Q' U {0}, tenemos que w € Q o w € ()’ (claramente w # 0), y
entonces r € QNQ+so0x € QN +s; por lo tanto, (QNQ+s)U(QNQ +s) = Q\{s}.

A partir de ahi, podemos concluir que
ISNs; =S|+ 1SNs; +5=2(Q|—1) =p—3.

b) Caminos de longitud 2 de z, a v .
De una formar similar al item a), el nimero de caminos de longitud 2 de z(, a
Ys,i €8
SNs;+S|+|SNs;—S|=p—3.
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c) Caminos de longitud 2 de zppa z_;.

El namero de caminos de longitud 2 de =y a z_;; es
|ISN—s; — S|+ [SN—s; + 5|, donde s; = (s,7), i € {0,1}.

Como en el item i), denotaremos por @' al conjunto {6,63, ..., 6°~2}. Tenemos

entonces que —S5 = Q) U @', por tanto

SN =s; =8| = [(QUQ1)N((QUQY) —si)| = [(QoU Q1) N(Qy — 5 UQy —s5)|
= [QoNQ)—si| +[QoNQ) — 5| +[Q1NQ — s +|Q1 N QY — si
= 2(|QoNQ — si| + Qo N Q7 — si)
= 20QNQ;—si| =21QNQ —s|.

Del mismo modo

1SN =5, +5] = [(QUQ)N((QoUQRL) —s;)| =[(QoUQ1)N(Qo— 5 UQr— ;)|
= |QoNQo—s5]+|QoNQ1— s +|Q1NQo—si| +[Q1NQ1 — s
= 2[QNQ —s|

Asi,
1SN —s; =S|+ [SN—s5+5=2/(QNQ —s5)U(QNQ" —s)|.
Podemos observar que
(R@NQ-s5)U(@NEQ —s)=Q.

En efecto, siz € (QNQ —s) U(Q NQ — s) entonces es obvio que = € Q. Por lo
tanto, (QNQ +s) U (QNEQ" +s) C Q. Por otro lado, si z € @, existe w € Z, tal que
w=x+s mdbd p. Claramente, w # 0, porque QN Q' = (), y entonces w € QU Q’. Si
weEQR,reER—sysivwe,re@Q —s.Asi,z € (QNQ —q)U(QNQ —q). A partir

de ahi, podemos concluir que
SN —s; =S|+ |SN—s;+5|=2|Q|=p—1.

d) Caminos de longitud 2 de 2, a z;.

El nimero de caminos de longitud 2 de 29y a 2 es

1ISN{O0, 1)} =S|+ |SNn{0,1)}+ 9]
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Tenemos que

1SN{0, D)} =5 = [(QUQ)N((QUEY) + {0, )} = [(QoU Q) N(Q,U Q)|
= |QoN Q| + Qo NI+ |@ NG| + Q1 N QY[ =0,

1SN0, D} + 5] = [(QUQ1)N((QoUQ1)+{(0,)}H] =1(QoU Q1) N (Q1U Qo)
= [QUi|=[S|=p—1.
e) Caminos de longitud 2 de z,pa y_, ;.
De forma similar al item c), el nimero de caminos de longitud 2 de z¢y a y_s;
es

SN —s; =S|+ |SN—=s;+S|=p—1.

f) Caminos de longitud 2 de z(, a y ;.
De forma similar al item d), el nimero de caminos de longitud 2 de z¢ a yo
es
1SN{0,1)} =S| +1[5N(0,1)+S|=p—1

g) Caminos de longitud 2 de 2, a y .

El nimero de caminos de longitud 2 de 20 a yo es
ISN=S|+|SNnS|=|S]=p— 1.

Como para cada s € ) los pares ordenados (x,zs;) ¥ (%00,Ys:), con i € {0,1}, son
arcos en X;g Y (20,0, T—s4), (T0,0,T0,1), (Z0,0,Y=s)s (T0,0,%0,1) ¥ (T0,0,Y0,0) NO Son arcos en X;/)
podemos concluir que )?1’9 es un grafo dirigido fuertemente regular con A = |S| -2 =p—3

yp=I[5=p—1 u

TEOREMA 3.4. El digrafo )?I’D’ es el bicirculante BCy,[S U {(0,1)},S,—5,—S U{(0,1)}],
donde S = QuUQ,y Q = {1,0%,...,0P3}. Es vértice transitivo y su grupo de automorfismos

*
es Gp

DEMOSTRACION. Es evidente que Sop = SU {p}, So1 = S, S1o = =5, Si1 = -SU{p}y
por tanto
X! = BCy,[SU {p},S,~S,—S U {p}].

El digrafo 551/0/ puede construirse a partir del bicirculante BC5,[S, S, —S, —S] considerado
en el Teorema |3.2, anadiendo aristas no dirigidas entre los dos vértices en cada uno de

los bloques B; = {0, Tprio} ¥ Bi = {¥i0,Yprio} coni € {0,1,...,p — 1}. Agregar aristas
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dentro de bloques de tamario 2 significa que todos los bloques inducen el grafo completo
K> en lugar del grafo vacio 2K. Esto claramente no tiene consecuencias en el grupo
completo de automorfismos del digrafo. En particular, sigue siendo valida la prueba del
Teorema

]

TEOREMA 3.5. El digrafo )N(Z’g’ es un grafo dirigido fuertemente regular con pardmetros
v=Ap, k=2p—-1, t=p, A=p—-1, p=p—-1

DEMOSTRACION. Es evidente que el digrafo )?1’7’ es de orden 4p y de grado k =
2|15+ 1 =2p—1. Como SN —S = (), también tenemos que ¢ = p. Para probar que X,
es un grafo dirigido fuertemente regular, basta con considerar el nimero de caminos de

longitud 2 desde un vértice u hasta un vértice w para los siguientes pares:

(% U) € {(1’0,07 Jis,z‘), (%,07 ys,i)a (l‘o,o; 9575,0), ($0,07 Io,l), (360,0, yfs,i>> (130,0, y071), <x0,07 ?Jo,o)}

donde s € S.
a) Caminos de longitud 2 de 2, a = ;.
Note que si existe un camino de longitud 2 de 2y, a z,;, debe ocurrir una de las

siguientes afirmaciones:

i. Existe k € Z,, tal que (zo0, 1) ¥ (2, €5 ;) son arcos de )N(I’)’.

ii. Existe k € Z,, tal que (200, ki) ¥ (Yxi, ©s;) son arcos de )~(1’)’.

Si ocurre la afirmacién i, como (zo, ;) es un arco, entonces k;, € S U {(0,1)}, con
k; = (k,i); y como (zx,,zs;) es un arco, entonces k; € s; — (S U {(0,1)}). Por lo tanto,
debemos contar todos los elementos en comun entre S U {(0,1)} y s; — (SU{(0,1)}).

Si ocurre la afirmacién ii, como (x¢, ¥ ;) €s un arco, entonces k; € S; y como (y;, Ts;)
es un arco, entonces k; € s; + 5. Por lo tanto, debemos contar todos los elementos en
comun entre Sy s; + 5.

Por lo tanto, el nimero de caminos de longitud 2 de ¢ a z,; es

[(SUL0,D)}) s = (SULO,DPI+[SNsi + 5.
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Tenemos que

[(SU{0,1)}) s = (SULO, )N +ISNsi+ 5] =[SNsi — 5]+ |5Ns; — {(0,)}H+
+H{0, 1)} nsi = ST+ {0, 1)} nsi = {(0, 1)}
+HSNs+ S| =|SNs;—S|+14+14+0+|SNs; + 5]

Del item a) del Teorema (3.3|
((SU{0,DHNs=(SU{O D[+ [SNs;+S[=p—1.

b) Caminos de longitud 2 de 2, a y; .

El nimero de caminos de longitud 2 de z¢, a ys, es
(SU{(0,1)}) Ns; =S|+ |SNs; + (SU{(0,1)})].

Tenemos que

[(SUL(0,1)}) Nsi = (SU{(0,1)})

+HS s+ S|+ S Ns +{(0,1)}
=|SNs; —S|+1+|SNs+ S|+ 1.

Del caso anterior,
[(SU{O, D} Nsi =S+ [SNs; + (SU{(0, )} =p—1.

c) Caminos de longitud 2 de z,y a z_;.

El nimero de caminos de longitud 2 de =y a z_, es
((SU{0,D)}) N =s = (SU{O, DP| + [S N —=si + 5.
Tenemos que

[(SU{(0, D} N=s; = (SU{O,D}] +[SN—=si+5|=|SN—s; = S[+]SN—s; —{(0, 1) }+
+H{0, D} N =si =S+ {0, 1)} N —s; = {(0, 1) }+
+HSN—s;+ S| =[SN—s;—S|+|SN—s;+ 5|

Del item c) del Teorema
(SU{(0, D} N=s; = (SU{O, D} +[SN—=s;+S|=p—1.
d) Caminos de longitud 2 de z, a ;.
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El nimero de caminos de longitud 2 de z( a x¢; es
1SN {0,1)} =S|+ 1SN {(0,1)} + 5.
Tenemos que
ISN{O, D} =S|+ |SNn{O0,1)}+S5|=0+|5]=p—1.

e) Caminos de longitud 2 de z,pa y_, ;.

El nimero de caminos de longitud 2 de 290 a y_;; es
[(SU{0, D N=s; = (SU{O, P+ [SN—s; + 5]
Tenemos que

[(SU{0, D) N=si =S|+ [SN=s; + (SU{(0, D} =[N —s; =S+ [{(0, 1)} N —s; = 5]
+|SN =5+ S| +[5N—s; +{(0,1)}|
=|SN—s;—=S|+|SN—s;+S|=p—1.

f) Caminos de longitud 2 de z(, a y ;.

El nimero de caminos de longitud 2 de z¢y a o1 es
[(SUL0,1)}) {0, 1)} = S[+[5N{(0,1)} + 5|.

Tenemos que

[SU{0,D}{0, 1)} =S+ [Sn{(0,1)} +(SU{(0,1)})]
= |5n{0,1} = S[+ [{(0,1)} n{(0,1)} — 5|
+[SN{0,1} + S|+ |SN{(0,1)} +{(0,1)}
=[SN{0,1)} = S|+0
+SN{0,1)} +S|+0=p—1.

g) Caminos de longitud 2 de z(, a y .

El numero de caminos de longitud 2 de = a yo es

ISULO,D)}n=S|+ 1SN (SU{(0,1)})].
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Tenemos que

[SULO,D}n=Sl+ SN SU{0,D}] =[SNn=S]+[{(0,1)} NS5
HSNS|+ISN{0, 1)} =S| =p—1.

Como para todo s; € S los pares ordenados (zop,zs;) ¥ (z00,¥s:;) SOn arcos en )N(Z’,
Y (200, %—s1)s (T00,%01), (Z00,Y—s0)s (Zoo,Y01) ¥ (Too,Y00) NO son arcos en )?]’J podemos
concluir que )?IQ es un grafo dirigido fuertemente regular con A = |S| -2 = p -3y
p=15=p—1L u
TEOREMA 3.6. La permutacion § es un automorfismo de )N(,’) y )N(z’,’.
DEMOSTRACION. Para probar que § es un automorfismos de )~(l’,, debemos probar que
para todos i € Q y k € Z,, existe j € @ tal que 6(zo0, i) = (To0,Zjk), 0(T00,Yik) =

(IO,anj,k), 5(yo,o,$i,k) = (y0,07 Ij,k) y 5<y0,07yi,k) = (yo,o7 yjk)
Sea # una raiz primitiva médulo p. Si i € Q, existe n € Z tal que i = 6°". De la

definicion de ¢ se tiene que para todo k € Zo,

5(950707%‘,19) = ($O,07m02(”+1)’k)7 §(w0,0, Yik) = (xO,anGQ(""'l),k)’ 5(yo,o»$z‘,k) = (?/0,0>$92<n+1>,k)

y
5(190,0, yi,kz) = (?/0,07 y92<n+1>,k)-
Por tanto, § es un automorfismo del digrafo )N(I’).
Como (¢, z0,1) es un punto fijo de §, se puede observar que J es un automorfismo del
digrafo )?Tf,’. [

PROPOSICION 3.7. Si p es un niimero primo, p = 3 méd 4, la permutacién § no es una

permutacion del grupo G,,.

DEMOSTRACION. Suponemos que § es una permutacién de G,. Del Teorema de
Lagrange, el orden de ¢ divide al orden de G,. Dado que el orden de G, es 2p - 2% ([38]) y

el orden de ¢ es, por construccion, pT, tenemos que existe k € Z tal que
k(p—1) =p-2%*2

De esto, concluimos que p divide a k. Por lo tanto, existe m € Z tal que k = mp, entonces

tenemos 2% = m(p — 1). Como p = 3 mdd 4, existe r € Z tal que p — 3 = 4r. Asi,

2212 — m(2 + 4r),
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de donde se obtiene finalmente que
2% = m(1 + 2r).
Esto es una contradiccién porque 1 + 2r es un nimero impar. |

En el articulo [38] presentamos una familia infinita de grupos de permutaciones, los
cuales resultan ser los grupos completos de automorfismos de dos familias diferentes de
grafos dirigidos fuertemente regulares. En ambas familias, identificamos un subgrupo
ciclico del grupo de permutaciones que actiia de manera semirregular en el conjunto
de vértices del grafo dirigido y genera dos drbitas. De particular interés, una de las
dos series revela una cantidad infinita de grafos dirigidos fuertemente regulares que
admiten un grupo de automorfismos semirregular ciclico, acompanado de una estructura
del simbolo. Este hallazgo representa una expansion significativa, ya que no es necesario
un numero primo para construir un namero infinito de grafos dirigidos fuertemente
regulares con un grupo de automorfismos del cual solo se conocian tres ejemplos
esporadicos anteriormente. Este resultado amplia considerablemente la comprension de
las propiedades estructurales de los grafos dirigidos fuertemente regulares y sus grupos
asociados de automorfismos.

Sea p € N un numero impar y

Gp - <a767707"'772p1>

un grupo de permutaciones definido sobre el conjunto V,, = {zo, z1,...,Z2p-1,Y0, Y1, - - Y2p—1}>
donde
p—1
o = (Zonl e $2p_1>(y0y1 . y2p—1>> 5 = H(xzy_,)
i=0
y

B (zixps1) paratodoi=0,...,p—1;
A (yi—py;) paratodoi=p,...2p— 1.
Se demuestra que G, es un grupo de orden 2% - 2p y es isomorfo a Z, ! Ds, (producto
corona).
Cuando elegimos la accion de G, sobre V, x V,, podemos generar las orbitas de
pares en V, x V,. Para cualquier par de vértices u y v en V,, representamos la orbita

correspondiente como (u,v). Ahora, centrémonos en las siguientes dos familias de grafos

dirigidos con un conjunto de vértices dado por V,;:
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1. El digrafo X, cuyo conjunto de arcos es la unién de orbitas

(20, 21) U (20, 22) U ... U (20, Z(p-1)/2) U (T0, ¥1) U (T, Y2) U ... U (20, Yp—1)/2)-

2. El digrafo X cuyo conjunto de arcos es la union de 6rbitas

(29, 21) U (20, 22) U ... U (20, I(p—1)/2) U (20, 2p) U (20, y1) U (0, 42) U . .. U (0, y(p—l)/2)'

Por construccion, el grupo G, es un grupo de automorfismos tanto para X, como X.
Ademas, ambos son bicirculantes, ya que « es (2, 2p)-semirregular.

Respecto a estos dos digrafos, se obtuvieron los siguientes resultados, cuyas
demostraciones son andlogas a las hechas en esta tesis para los Teoremas y

3.5|, respectivamente.

TEOREMA 3.8. El digrafo X es el bicirculante BCy[S, S, —S, -S|, donde S = QUQ +p
yQ=A{1,2,...,(¢ — 1)/2}. Es vértice-transitivo y su grupo de automorfismo es G,,.

TEOREMA 3.9. El digrafo bicirculante BCy,[S,S,—S,—S5], donde S = QU Q +py
Q={1,2,...,(¢—1)/2},esun (4p,2p —2,p—1,p — 3,p — 1)-GDFR.

TEOREMA 3.10. El digrafo X, es el bicirculante BC,,[S U {p}, S, —S,—S U {p}], donde
S=QUQ+pyQ={1,2,...,(¢—1)/2}. Es vértice-transitivo y su grupo de automorfismo

es G).

TEOREMA 3.11. El digrafo bicirculante BCy,[S U {p},S,—S,—S U {p}], donde S =
QUQ+py Q - {1a27"->(q_ 1)/2}’ esun (4p72p_ 17p_ 17p_ 17p)'GDFR

Se puede notar que los parametros presentes en el Teorema(3.8|coinciden con aquellos
en ( [2], Proposicién 3.7), tomando ¢ = 2, s = 2y f = (p — 1)/2. Dicha proposicién
establece que para todos e, sy f existe una (e, s(ef+1), sef,sf,s(f—1), sf)-FSP circulante.
Asimismo, se observa que los parametros en el Teorema |3.11| son idénticos a los del
complemento en ( [2], Proposicién 3.8), con s = 2y f = (p — 1)/2. Esta propociéon
establece que para todos f y s existe una (2,s(2f + 1),s(2f + 1),s(f + 1),sf,s(f + 1))-
FSP circulante. No obstante, a pesar de estas similitudes, los calculos realizados
mediante GAP sugieren que los grafos resultantes no son isomorfos y que los grupos
de automorfismos correspondientes son méas extensos en los Teoremas y en

comparacion con las proposiciones mencionadas.
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CONJUNTOS DE DIFERENCIAS PARCIALES

OBTENIDOS USANDO CICLOTOMIA ESTANDAR
UNIFORME SOBRE UN PRODUCTO DE DOS CUERPOS
FINITOS IGUALES

En el estudio de las extensiones de cuerpos finitos, la teoria de la ciclotomia
desempena un papel fundamental al proporcionar herramientas para comprender la
estructura y las propiedades de estas extensiones. La ciclotomia se enfoca en el estudio
de las raices de la unidad en cuerpos finitos y establece conexiones profundas entre la
teoria de numeros y la teoria de cuerpos.

La teoria de la ciclotomia se remonta a Gauss y tiene una serie de aplicaciones en
la teoria de numeros. Recientemente, se ha demostrado su utilidad en campos mas
aplicados, como la teoria de la codificacion y la criptografia. El campo de la combinatoria
también se ha beneficiado del uso de la ciclotomia, que se puede aplicar, por ejemplo,
para la construccion de conjuntos de diferencias ( [50], [106]).

En el articulo [32], G.A. Fernandez Alcober, R. Kwashira y L. Martinez introdujeron
un nuevo tipo de ciclotomia en productos de cuerpos finitos, que llamaron ciclotomia
estdndar, y la usaron para obtener conjuntos de diferencias parciales, conjuntos de
diferencias divisibles, conjuntos de diferencias relativas y esquemas de asociacién de
tres clases. Usaremos un caso particular de esta ciclotomia para enlazar la ciclotomia

estandar uniforme sobre productos de dos cuerpos finitos iguales con los construcciones
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de partial spread de conjuntos de diferencias parciales y analizar algunos de sus grupos
de automorfismos, y demostraremos que son mayores que los obtenidos cuando se toma
un partial spread elegido al azar, por lo que el uso de esta ciclotomia estandar uniforme
produce conjuntos de diferencias parciales que son mas simétricos que los obtenidos

cuando se utiliza un partial spread aleatorio.

DEFINICION 4.1. Sean v, k,\ y u enteros positivos tales que 2 < k < v y sea (G,+)
un grupo con elemento neutro 0. Un conjunto D C G es un (v,k, )\, u)-Conjunto de
diferencias parciales (o simplemente Conjunto de diferencias parciales) en (G,+)
si |G| = v, |D| = k, y el multiconjunto de diferencias {v —y : z,y € Dy x # y} contiene
exactamente )\ veces los elementos que no son el neutro de D y exactamente i veces los

elementos que no son el neutro de G — D.
EJEMPLO 4.2. Consideremos el grupo (G, +) (con elementro neutro 0) dado por
G={a,b:a+a=b+b=0,a+b=>b+a}.

Este grupo contiene cuatro elementos: G = {0,a,b,a+b}. Sea D = {a,b} y consideremos la

tabla de diferencias:

a b
a b—a=b+a=a+b
bla—b=a+b

Ast, el multiconjunto de diferencias es

{Jf—y : x,yEDyx;éy}:{a—l—b,b—i—a}

Los elementos que no son el neutro de D son {a,b}, los cuales aparencen \ = 0 veces en el
multiconjunto y los elementos que no son el neutro de G — D son {a + b}, el cual aparece
1 = 2 veces en el multiconjunto.

Asi, Desun (4,2,0,2)-conjunto de diferencias parciales.

DEFINICION 4.3. Un partial spread de un conjunto A sobre un espacio vectorial
V' es una coleccion {S;,5s,...,5,} de subespacios de dimension finita “préximos a ser”
disjuntos dos a dos (en el sentido de que las intersecciones dos a dos tienen como tinico
elemento el neutro) de tal forma que A = (S U Sy U...US,) \ {e}, donde ¢ es el elemento

neutrode V.
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EJEMPLO 4.4. Considemos el espacio vectorial R? y el conjunto

A={(z,9,2) €R® : (y=0A2=0)V(z=0A2z=0)V(z=0Ay=0)}\{(0,0,0)}

Definamos los tres subespacios de R3:
= 51 =((1,0,0))
= S, =((0,1,0))
L] Sg = <(0,0, 1))

El tinico elemento en comun de estos tres espacios es el elemento neutro (0,0,0) y ademds,
(S1US,US;3)\ {(0,0,0)} = A.

Por tanto, {S;, Ss, S5} constituye un partial spread de A sobre R3.

Inicialmente, la ciclotomia se desarrollé sobre cuerpos de orden primo, pero la misma

teoria también se aplica a cuerpos finitos en general, como veremos a continuacion.

DEFINICION 4.5. Sea F un cuerpo finito con q elementos. Entonces cada eleccién de
una raiz primitiva 0 de F y un divisor e de ¢ — 1 define una ciclotomia sobre F, cuyo
objetivo es obtener los valores de los llamados numeros ciclotémicos (i, j) para todo
0<1i,j<e—18if=%L% el nimero ciclotémico (i, ) es el nimero de soluciones (z,y) de
la ecuacion 1+ x =y, donde v = 0"7*¢ para algin s =0,1,..., f — 1y y = 0’7 para algtin

t=0,1,....,f— L

Introduciremos ahora la ciclotomia estandar antes mencionada.

Sea R = F, x ... xF,, donde ¢,...,q, son potencias de un primo. Para todo
k = 1,...,n, sea 0, una raiz primitiva de F,, y e un divisor de todos los ¢, — 1 para
k=1,...,n. Asi, podemos escribir ¢, — 1 = e - f;.. Se puede verificar que el conjunto

H:{(egl,...,egy) : Y =0 méde}
k=1

es un subgrupo del grupo multiplicativo de las unidades de R.

En efecto, nétese que si (67*,...,0/),(07",...,0:") € H entonces

O, 0 (03, 05 = (0705, ..., 0 05) = (07 L i)
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y Z (ri + sk) = Z T + Z s = 0 mdd e. Es decir, H es cerrado bajo la multiplicacion.
k=1 k=1
Por otro lado, véamos que también es cerrado bajo inversos. Notese que
o = gt = 1,

luego es suficiente con demostrar que Z(Qk —1—74) =0 mdd e.
k=1

n

Z(C.Zk_l_rk):ZQk_l Zrk Ze'fk_ZTkEO mod e.
k=1 k=1 k=1

k=1
Las orbitas de R bajo la accién de H son los siguientes conjuntos:
n Oy ={(07",...,0/") + >} _ 1y =1 méd e} paratodo:=0,1,...,e—1.
» Fs = {(21,...,2,) €R : x, #0parak € Syx, =0parak ¢ S}, para todo S C
{1,...,n}.

Las orbitas del tipo C; se llaman clases ciclotémicas.

DEFINICION 4.6.

e Sea R=F, x...xF,. Sedefine la ciclotomia estandar de orden e con respecto
a las raices primitivas 6., . .., 0, como la particion de R en las orbitas de la accién
de H.

e Dada una ciclotomia estandar de orden e sobre R =F, x ... xF, definida por las
raices primitivas 601, ...,0,, se define su inverso ciclotomico como la ciclotomia
de orden e definida por 6%, ... 0.

e Sean dos ciclotomias estdndar de orden e sobre dos anillos R = F, x ... x F,,
y R =TFy x ... xFy, definidas por las raices primitivas, 0y,...,0,y 0,...,0,,
respectivamente. Entonces el producto ciclotomico de las dos ciclotomias es la

ciclotomia sobre R x R' de orden e y raices primitivas 0y, ...,0,,6,,...,0.,

EJEMPLO 4.7. La ciclotomia estdndar de orden 2 sobre F5 x Fs5 con respecto al par

(0,071), donde 6 = 2 (por ende, 6~ = 3) viene dada por:

" Co={(2%3") : atb=0 mdéd 2} = {(1,1),(1,4),(2,2),(2,3).(3.3), (3,2), (4,4), (4, 1)}
« O ={(23) : atb=1 méd 2} = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,4),(3,1), (3,4), (4,3), (4,2)}
" Fs, = (F5 — {0}) x {0} = {(1,0),(2,0),(3,0), (4,0)}.
" Fs, = {0} x (F5 — {0}) = {(0,1),(0,2),(0,3), (0,4)}
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» 0= {(Gv())}

DEFINICION 4.8. Dado q una potencia de primo, y un divisor e de q — 1, consideramos
una ciclotomia estindar de orden e sobre F, x F, con respecto al par (0,6"), donde 0 es
una raiz primitiva del cuerpo F,. Dicha ciclotomia la llamamos ciclotomia estandar

uniforme.

TEOREMA 4.9. Dada una ciclotomia estdndar uniforme, cualquier union D de orbitas

que no contenga a (0,0) es un conjunto de diferencias parciales.

DEMOSTRACION. El Corolario 3.10 en [32] establece que si ¢ es una potencia de un
primo y e es un divisor de ¢ — 1, entonces, el producto ciclotémico entre una ciclotomia
de orden e sobre F, y su inverso ciclotémico es uniforme. El Colorario 2.4 del mismo
articulo establece que si A es una de las érbitas de una unién de 6rbitas D y v € F,,
entonces uA = {ur : x € A} es otra de las o6rbitas. En particular, si (z,y) € D entonces

(—z,—y) € D. ]

Podemos ver una demostraciéon alternativa:

Si0 < i < e— 1 entonces la i-ésima orbita ciclotomica C; es una unién disjunta de
conjuntos de la forma V;; — {(0,0)}, donde V;; son subespacios de dimensién 1, pues si
(z,y) € C; entonces z/y pertenece al conjunto {#i**¢ : 0 < k < f — 1}, y obviamente,
lo mismo ocurre para (Az, \y) para todo A € F, — {0}. El apartado (3) en la pagina 78
del articulo [82] establece que G es un espacio vectorial de dimensién 2s sobre un cuerpo
finito F, y N1, N, ..., N, son n subespacios de dimensién s préximos a ser disjuntos dos
a dos (el unico elemento en comun es el neutro), entonces D = (N UN, U...UN,) \ {e}
es un conjunto de diferencias parciales. Esto demuestra que el resultado del teorema se

cumple.

EJEMPLO 4.10. En el ejemplo consideremos el conjunto
D:OOU01UF51UFSZ.

D es un conjunto de diferencias parciales. En efecto, consideremos el multiconjunto de

diferencias L
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el cual hemos generado en GAP con el codigo

3

Ce:=[[1,1],[1,4],[2,2],[2,3],[3,3],[3,2],[4,4],[4,1]]

3

=[[1,2],11,3],12,1],12,4]1,[3,1]1,[3,41,[4,3],[4,2]]

=[[1,e],[2,e],[3,e],[4,@]]
=[[E,1], [EJE]J [813]1 [El‘ﬂ']]

C1
F1
F2

2

3

3

(C@,C1,F1,F2)

=Union

2

=[]

L

(D)] do

1Ze

[1..S

in

i
J

for
for
if

3

(D)] do
Add(L, (D[1]-D[§]) mod 5)

in [1..5ize
<» 1 then

j

3
2
2

fi

od
od

78



Capitulo 4.

Usando el codigo

M:=[1;

for i in [1..5ize(D)] do
Add (N, Number(L,x->x=D[1]));
od;

Obtenemos que cada elemento no nulo aparece 23 veces en el multiconjunto, como vemos

a continuacion

Asi, D se trata de un conjunto de diferencias parciales.

Por lo tanto, las construcciones en el teorema anterior estan en la frontera de
construcciones ciclotomicas y de “partial spread” de conjuntos de diferencias parciales.

En base a esto, nos podriamos preguntar si estos conjuntos de diferencias parciales
tienen una estructura mas rica con respecto a sus grupos de automorfismos.

Resulta que los conjuntos de diferencias parciales obtenidos con las construcciones del
teorema anterior tienen un grupo de automorfismos mucho mas grande que los grupos de
automorfismos prescritos obtenidos de la accion multiplicativa del grupo H que origina
la ciclotomia sobre el grupo aditivo de F, x F,.

Se han realizado algunos calculos numéricos utilizando el paquete matematico GAP
([61]) y, para ¢ = 3, ¢ = 2 el grupo de automorfismos esperado en general de la ciclotomia
estandar es el producto G = G;G,, donde G; es el grupo de orden 9 derivado de la
accion regular del grupo aditivo de F3 x F3, G5 es el grupo de orden 2 derivado del grupo
H asociado a la ciclotomia. El producto es de orden 18, pero los grupos completos de
automorfismos tienen érden 72, 1296 y 362880 dependiendo de las 6rbitas que se unen.

A pesar de solo exponer aqui un caso particular bastante pequeno, con casos mas
grandes los resutados arrojados por el paquete GAP excedian la memoria del mismo, por
lo que se obtenian grupos completos de automorfismos de 6rdenes muy superiores a los
esperados.

Atn asi, en la siguiente tabla veremos, para los casos e =2, ¢ =5ye=2,¢q=7,la
cantidad de generadores de los grupos de automorfismos diferentes que se obtienen al

unir de diversas maneras las orbitas
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TABLA 4.1. Grupos de automorfismos obtenidos a partir de uniones de
orbitas ciclotomicas

‘ q ‘ Orbitas Unidas \ Numero de generadores \
5 [] 24
[Co] 5
[C1] 5
[(F5\ {0}) x {0}] 20
{0} > (5 \ {0})] 4
[Co, C] 7
[Co, (F5 \ {0}) x {0}] 3
[Co, {0} x (5 \ {0})] 4
[Ch, (F5\ {0}) x {0}] 3
[C1, {0} x (5 \ {0})] 4
[(F5\ {0}) > {0}, {0} x (F5\ {0})] 8
[Co, C1, (F5\ {0}) x {0}] 24
[Co, C1, {0} x (F5 \ {0})] 20
[Co, (F5 \ {0}) > {0}, {0} > (F5 \ {0})] 5
[C1, (F5\ {0}) x {0}, {0} x (IF5 \ {0})] 5
[Co, Cy, (F5 )\ {0}) x {0}, {0} x (F5 \ {0})] 24
7 [] 48
Co) 4
1) 4
[(F7 \ {0}) x {0}] 42
[{0} x (F7 \ {0})] 48
[Co, C] 11
[Co, (F7 \ {0}) x {0}] 3
[Co {0} (F7\ {0})] 4
[Cy, (F \{0}) {0}] 3
[01 {0} x (F7\ {0})] 4
[(F7 \ {0}) x {0}, {0} x (7 \ {0})] 12
[Co, C1, (F7 \ {0}) x {0}] 48
[C(): Cla {O} (F7 \ {O})] 42
[Co, (F7 \ {0}) < {0}, {0} x (F7 \ {0})] 4
[C1, (F7 \ {0}) x {0}, {0} x (F7 \ {0})] 4
[Co, €1, (F7\ {0}) x {0}, {0} x (F7 \ {0})] 48
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CUASI MATRICES DE DIFERENCIAS CICLICAS

En este capitulo se abordaran y ampliaran los temas trabajados en el articulo [90].

En dicho articulo analizamos algunas ventajas practicas de las cuasi matrices de
diferencias sobre las matrices de diferencias para obtener arreglos ortogonales con
parametros dados. También analizamos la existencia de cuasi matrices de diferencias
sobre grupos ciclicos que originan arreglos ortogonales con ¢ = 2 y A = 1, demostrando
su existencia para algunos parametros dados. Ademas, presentamos un modelo de
programacion entera para encontrar tales cuasi matrices de diferencias y también un
algoritmo de busqueda local bimodal para obtenerlos.

Damos una conjetura relacionada con las distribuciones de diferencias a lo largo de
las filas y columnas de matrices cuadradas arbitrarias con entradas en un grupo ciclico
en posiciones fuera de la diagonal principal que muestra una simetria especial, y la
demostramos cuando la matriz es una cuasi matriz de diferencias.

La simetria es util cuando se trata de resolver ciertos problemas matematicos dificiles
( [25], [105]]). En el caso de arreglos ortogonales sus simetrias son permutaciones
de simbolos o columnas (o combinaciones de ambos) que conservan su estructura,
y constituyen sus grupos completos de automorfismos (mas generalmente, estamos
interesados en subgrupos de estos grupos completos de automorfismos, que llamamos
grupos de automorfismos).

El estudio de los grupos de automorfismos de diferentes clases de estructuras combi-

natorias permite determinar ciertas propiedades y facilita el hallazgo de construcciones
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para ciertos conjuntos de parametros. Los casos en que la accion del grupo de automorfis-
mos es regular o, mas generalmente, semirregular, son especialmente interesantes. Esto
es lo que sucede, por ejemplo, en el caso de disenios combinatorios ( [14], [20], [116]),
grafos no dirigidos fuertemente regulares ( [77]], [79]), o grafos dirigidos fuertemente
regulares ( [2], [3]).

En particular, Bose y Bush estudiaron en [8] los OAs que admiten un grupo de
automorfismos de simbolos abeliano que actua regularmente sobre el conjunto de
simbolos. Estos tipos de OAs son generados por los llamados esquemas de diferencias.
Se formalizan con mas generalidad para grupos arbitrarios con el concepto de matriz
de diferencias [19]. Usamos ambos términos indistintamente ya que solo consideramos
grupos abelianos en este capitulo. Como se describe en [53], una matriz r x ¢ con entradas
en un grupo abeliano G de orden s se llama un esquema de diferencias basado en G si
para todos iy jcon 1 < 4,57 < cy i # j el vector de diferencias entre las columnas
i-ésima y j-ésima de la matriz contiene todos los elementos de G el mismo nimero de
veces. Si usamos )\ para denotar este numero de veces, entonces r = \s, y en este caso
decimos que el esquema de diferencias es un D(r, ¢, s). Obviamente, un D(r, ¢, s) genera
un OA(rs,c,s,2), tomando las traslaciones de las filas obtenidas al afiadir el mismo
elemento = de G a todas sus coordenadas para x € . Cuando el grupo en el que esta
basado un esquema de diferencia es ciclico, se dice que éste es ciclico. Cuando \ = 1,
escribiremos D(c, s) para denotar a un D(s, ¢, s).

Los arreglos ortogonales que admiten un grupo de automorfismos de simbolos que
fijan uno de los simbolos y actuan regularmente sobre los otros han sido estudiados en
la literatura. Se pueden determinar por casos especiales de cuasi matrices de diferencias

( [1]1, [19], [114]).

DEFINICION 5.1. [19] Dado un grupo abeliano G de orden n, una (n, k; \, ji; u)-cuasi
matriz de diferencias es una matriz () = (g;;) con k filas y A\(n — 1 + 2u) + p columnas con
entradas ya sean vacias (generalmente denotadas por —) o un elemento en G, de modo que
cada fila contiene exactamente \u entradas vacias, cada columna contiene como mdximo

una entrada vacia, y para cada 1 < i < j < k el multiconjunto
{ga—qj : 1 <1< Xn—1+2u)+p, con ¢;y q; no vacios}

contiene cada elemento de G distinto de 0 exactamente )\ veces y 0 exactamente ji veces.
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EJEMPLO 5.2. Consideremos el grupo abeliano 7Zs;. La siguiente matriz es una

(3,3;1,1;1)-cuasi matriz de diferencias.

000 0 —
01 2 — 0
21 - 0 1

En efecto, podemos ver que dicha matriz tiene entradas o bien vacias, o bien elementos de
Zs. La matriz tiene k = 3 filasy A(n — 1+ 2u) + u = 5 columnas. También podemos ver que
cada fila contiene exactamente \u = 1 entrada vacia y cada columna tiene a lo mucho una
entrada vacia. Finalmente, no es dificil ver que los multiconjuntos de diferencias entre dos
pares cualesquiera de filas (excluyendo aquellos elementos vacios) serd el conjunto {0, 1,2}
y podemos ver que el elemento 0 aparece exactamente ;1 = 1 veces y los elementos distintos

de 0 aparecen \ = 1 veces.

Las cuasi matrices de diferencias que vamos a analizar en este capitulo son las que
originan OAs de fuerza 2 e indice unidad, que son los que tienen una relacién directa
con los grafos fuertemente regulares. También nos interesa el caso en que el grupo G
es ciclico, porque es lo suficientemente potente como para garantizar la existencia de
OAs para muchos de los parametros actualmente conocidos a pesar de la sencillez de la
estructura del grupo. Nos referiremos a tales matrices como cuasi matrices ciclicas de

diferencias.

DEFINICION 5.3. Decimos que un arreglo ortogonal de fuerza 2 e indice unitario es un
arreglo ortogonal cuasi ciclico si admite un grupo de automorfismos ciclico que fija uno

de los simbolos y actiia regularmente en los otros.

Este tipo de acciones que fijan un elemento y actuan regularmente (y, mas
generalmente, semirregularmente) en los otros elementos ha sido considerado en la
literatura para otros tipos de estructuras combinatorias (normalmente se denominan
1-rotacionales), como por ejemplo en [76] para grafos fuertemente regulares y en [14]
para disenios combinatorios.

A continuaciéon daremos un ejemplo sencillo. Siguiendo la notacién en los articulos
antes mencionados [14] y [76]. Usaremos oo para denotar el simbolo fijado por el grupo

y los otros simbolos por 0,...,n — 2.
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EJEMPLO 5.4. El arreglo

0 0 oo 1
0 1 1 o0
0 co 0 O
1 0 0 o0
1 1 oo 0
1 oo 1 1
oo 0 1 0
o 1 0 1

es un OA(4,3) que admite el automorfismo que fija el simbolo oo y permuta ciclicamente
los simbolos 0 y 1. Por supuesto es suficiente dar un solo representante para cada orbita
de la accion del grupo en el conjunto de filas para determinarlo, y luego podemos ordenar

lexicogrdficamente las filas con respecto al orden en que 0 < 1 < oo, obteniendo el

subarreglo
0 0 oo 1
0 1 1 oo
0 co 0 O
co 0 1 0

[0 CINNC CHENC CRNNC ¢
Si eliminamos la tltima fila (la que tiene todas sus entradas iguales a o), calculamos la
transpuesta de la matriz y luego reemplazamos los infinitos con el simbolo “—” obtenemos

la siguiente (2,4;1,1;1)-cuasi matriz de diferencias:

0 0 0 —
01 — 0
- 1 0 1
1 — 0 O

De forma mas general, las matrices que estamos considerando son (n — 1,m;1,1;1)-
cuasi matrices ciclicas de diferencias. Denotaremos a tal matriz como CMCD(m,n).
Cuando se utilizado el citado orden lexicografico diremos que la cuasi matriz de

diferencias esta en forma canénica.
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Un problema importante en el estudio de arreglos ortogonales consiste en determinar
el nimero minimo de ejecuciones N en cualquier OA(N, k, s,t), para valores dados de £,
sy t. Denotamos este valor minimo por F'(k, s, t).

Un problema relacionado, que aborda la cuestion de la existencia de arreglos
ortogonales de una manera ligeramente diferente, se puede formular de la siguiente
manera. Podemos observar que si eliminamos factores de un OA(N,k,s,t) podemos
obtener un OA(N, k', s,t) para cualquier £’ con t < k' < k. Entonces, para valores fijos
de N, s y t se puede resolver el problema de determinar todos los valores de k para los
cuales existe un OA(N, k, s,t) siempre que conozcamos el nimero maximo de factores k
en cualquier OA(N, k, s,t). Denotamos este valor maximo por f(N,s,t).

Podemos ver claramente que

F(k,s,t) = min{N : f(N,s,t) >k},
f(N,s,t) < méx{k : F(k,s,t) <N}

Por tanto, Los valores de f(N,s,t) determinan completamente los de F(k, s, t), aunque
lo contrario no es cierto. Los valores de F(k, s,t) solo proporcionan cotas superiores en
los valores de f(N, s,t), por lo que determinar f(N, s,t) es un problema mas dificil que el
problema de determinar F(k, s, t).

Uno de las primeras cotas superiores en el nimero maximo de factores en un arreglo
ortogonal fue obtenido por Rao [102]]. Las cotas para el numero de factores aparecen
implicitamente. El resultado para ¢ = 2 ya se conocia por el trabajo de Plackett y
Burman [99]].

TEOREMA 5.5 (Desigualdad de Rao). [ [63] Theorem 2.1] Los pardmetros de un
OA(N, k, s,t) satisfacen las siguientes desigualdades:

N > E (.)(s—l)l,sit:2u,
i
=0

N > (%)(s—l)i—f—(k_1>(s—1)“+1,sit:2u+1,
0

7 u

7=

para u > 0.

El siguiente teorema fue probado por Jungnickel en [68], pero yo hice una

demostracion alternativa que presentaré a continuacion:

TEOREMA 5.6. Si existe un D(r,c, s) entonces ¢ < r.
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DEMOSTRACION. Es suficiente con probar que no existe un arreglo ortogonal A =
OA(n+ 1,n) tal que el ciclo (0,1,...,n — 1) es un automorfismo de A.

Por la desigualdad de Rao, un arreglo ortogonal O A(m, n) satisface que m < n+1. Sea
A = (a;;) un arreglo ortogonal, con a;; € {0,1,...,n — 1} para todo (i,j) € {1,...,n*} x
{1,...,n + 1}, el cual satisface que el ciclo v = (0,...,n — 1) es un automorfismo de A.

Podemos escribir el arreglo ortogonal como A = (B;)co,...n—1}, CON

-----

0 0
0 1

&
I
Q

y Berl:’Y(Bz) COniE{O,l,...,n—Q},
0 n—2
0 n—1

donde C' es una submatriz de A de tamafio n x (n — 1). Debemos probar que no existe una

tal matriz C.

En caso de existir, tendria la forma

€0,0 Co,1 T Co,n—2
C1,0 C1,1 T Cln—2
C =
Ch—-10 Cpn-12 - Cpn—1n—2

Podemos observar que, como v es un automorfismo de A, la siguiente matriz H es una

submatriz de A:

0 0 0,0 Co,1 aE Co,n—2
1 1 ’Y(Co,o) ’Y(Co,l) e 7(60,n72>
o n—1 n—-1 ~"Yco) " Heon) 0 " Hcom—2)
0 n—1 Cn—1,0 Cpn—1,1 s Cn—1n—2
1 0 Y(en-1,0) v(en—11) - Y(Cn-1,n-2)
n—1 n—=2 y""Hep10) Y Hen11) 0 V" Henm1n2)

En general, co; € {co-1,7(cn-1;)s- -7 H(ca1,)} paraj € {0....,n —2}.
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Noétese que cog # 10 Y o0 # Y(cn—10); asi, cop tiene n — 2 posibilidades (¢ €
{7?(en-10)s-- 7" (en-10)}). Por otro lado, podemos observar que cy; # ¢,-11, Co1 #
Y(en-11) ¥, €OMO o9 = V*(c,_10) para algin k € {2,...,n — 1}, entonces cy; tiene n — 3
posibilidades (cp; € {v*(cn_1.1)s- -, Heno10)} \ {7V (cn11) D).

Siguiendo este procedimiento llegamos a que ¢, ,,_» tiene 0 posibilidades, esto es, C' no

existe. [ |

Una consecuencia del teorema anterior es que la cota de Rao nunca se alcanza para
los arreglos ortogonales derivados de esquemas de diferencias, porque la cota de Rao
establece que m < n + 1 para un OA(m,n). La situacién es diferente para las CMCD ya
que, por ejemplo, el ejemplo dado anteriormente muestra que existe una CMCD(4,3).
Asi, la simetria en los esquemas de diferencias se gana a costa de perder factores, es
decir, el nimero de factores es menor que el maximo valor permitido por la cota de Rao,
pero con una CMCD todavia tenemos un grupo de simetria con una accién cerca de ser
regular y al mismo tiempo se alcanza el nimero maximo de factores que aparecen en la
cota de Rao.

Aunque el siguiente teorema fue probado, usando otra notacién, por Ge en [39],
Lemma 3.1; al igual que con el teorema anterior, yo hice de forma independiente una

demostracion alternativa que presentaré a continuacion:

TEOREMA 5.7. Si n es un nimero par, no existe un esquema de diferencias ciclico

A = D(m,n) para todo niimero entero m > 3.

DEMOSTRACION. Es suficiente con probar que no existe un esquema de diferencias
ciclico A = D(3,n) para todo n par.

Consideremos un arreglo ortogonal A = (a;;) donde a;; € {0,1,...,n — 1} para todo
(i,7) € {1,...,n*}x{1,2,3} de tal forma que el cicloy = (0, 1,...,n—1) es un automorfismo

.....

tiene la forma

0 0
0 1
Bi=1: ¢ C|, Bix=vB),
0 n—2
0 n—1
donde C = (¢;)icqo,...n—1} €S unamatrizn x 1 con¢; € {0,...,n—1} y ¢; # c; para todo i # j.
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Noétese que podemos escribir cada fila de A como

a a+b médn v (cp)

para todos a,b € {0,...n — 1}.
Podemos observar que para todor € {1,...,n—1}, existeun k, € {1,...,n— 1} tal que

co = 7*(c,). Por tanto, algunas filas de A son de la forma

0 0 Co
k. (k, +7r) mdd n Co

donde, para todo r € {1,...,n — 1}, k, satisface

1. k; # k; para todo i # j.
ii. k; +1# (kj +j) méd n para todo i # j.
iil. k; +7# 0 mod n paratodoi € {1,...,n—1}.

Como {k;}jcq,. .n-1y = {1,...,n — 1}, se tiene que

.....

n—1

-1
kj = M mod n.
: 2
j=1
Noétese que
n—1 n—1 n—1
, . nn—=1) n(n-1) _ ,
‘ (/@4—])22/@—%2]2 5 T3 =nn—1)=0 mdod n.
Jj=1 Jj=1 j=1
Ademas, como {(k; + j) méd n}jeq,. n1y = {1,...,n — 1}, se tiene que
n—1
, n(n —1
S+ ="
j=1
C ) n(n —1) )
Esto es una contradicciéon, pues si n es par entonces T — Z= (0 méd n. |

Como consecuencia del teorema, no existe un D(3,4). No obstante, el siguiente

ejemplo muestra la existencia de una CMCD(5,4).
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EJEMPLO 5.8. El arreglo

0 0 0 — 2
0o 1 2 1 -
0 2 — 0 O
0O — 1 2 1
- 0 2 2 0

es una CMCD(5,4).

Observemos que no podemos eliminar de las hipétesis del teorema la condicién de
que el arreglo ortogonal asociado sea de indice unitario. Por ejemplo, el arreglo ortogonal
obtenido del siguiente esquema de diferencias tiene 4 simbolos, 3 factores y A\ = 2, y

admite al grupo ciclico C; como un grupo de automorfismos:

_ O N = W N W O

o O O O o o o o
W W NN R, R, O O

A continuacién, vamos a introducir algunas construcciones de C' M CDs, y en particular
proporcionamos un modelo de programaciéon entera para encontrar CMCDs y un
Algoritmo de busqueda local bimodal que nos permite obtener ciertas CMC Ds.
Primero, demostremos que para cualquier n y m = 3, existe una CMCD. En las
siguientes dos proposiciones considereamos las CMCDs en forma candnica, es decir, si

@ = (¢:;) es la matriz, entonces

0, si 1<j<n+1

q1,; = . ] )
—, 8l J=n+1
j—1, st 1<j5<n

Q25 =4 —, si j=n

0, si j=n+1
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(asociando, por supuesto, la coclase correspondiente en el grupo ciclico Z/(n — 1)Z a un

numero natural). Por lo tanto, para obtener una C M CD con m = 3 necesitamos dar solo

los valores ¢; ;. Para ello, damos las siguientes dos proposiciones.

PROPOSICION 5.9. Si n es par, entonces la matriz Q) = (q;;) con

q37.7 =

es una CMCD(3,n).

DEMOSTRACION. Si escribimos () de forma matricial obtenemos

n—3 n—4 ... 1 0 —

;

\

n—j7j—2, st 1<j<n-—2
-, St j=n-—1
n— 2, St j=n
0, Si j=n+1

0

n—2 0

Lo primero que vemos claramente es que la matriz () tiene k = 3 filas y n+ 1 columnas

(AMn — 24 2u) + p, donde A = 1, u = 1y = 1). Cada fila tiene exactamente v = 1 entrada

vacia —. Vemos que las columnas n — 1, n y n + 1 contienen un dnico elemento vacio y

las demas columnas no contienen elementos vacios. Esto es, cada columna contiene como

mucho un elemento vacio.

Finalmente, para todos 1 < i < j < 3, el multiconjunto

{Qil — g5 -

es, denotado por extension:

1 <l<n+1con gy gy no vacios}

mi=1j=2:{0,n—2,...,3,21}
mi=1,j=3:{23,...,n—2,0}
mi=2j=3:{24,...,n—21,3,...n—5n—3,0}.

Podemos ver claramente que en cualquiera de los tres multiconjuntos, cada elemento de

Z/(n — 1)Z esta exactamente una vez (A = pu = 1).
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PROPOSICION 5.10. Si n es impar, entonces la matriz Q) = (q;;) con

(

2(j-25Y) — 1, si < j<n-
435 =94 — st j=n-—1
n— 2, St j=n
| 2, Si j=n+1

es una CMCD(3,n).

DEMOSTRACION. Si escribimos () de forma matricial obtenemos

00 ... 0 0o 0 ... 0 0 0 —
Q= o1 ... e e ... m—3 n—2 — 0
02 ... n—3 1 3 ... n—4 — n—2 ol

Lo primero que vemos claramente es que la matriz () tiene k& = 3 filas y n + 1 columnas
(AMn — 24 2u) + p, donde A = 1, u = 1y = 1). Cada fila tiene exactamente v = 1 entrada
vacia —. Vemos que las columnas n — 1, n y n + 1 contienen un tnico elemento vacio y
las demas columnas no contienen elementos vacios. Esto es, cada columna contiene como
mucho un elemento vacio.

Finalmente, para todos 1 < i < j < 3, el multiconjunto
{ga—qj : 1<1<n+1con gy qyno vacios}

es, denotado por extension:

ni=1,j=2:{0,n—2,...,3,2 1)
mi=1,7=3:{0,n—-3,n—1...,2n—2n—4,...,53,1}.

. i:2,j:3:{O,n—2,n—3,...,"7+1,"7_3,”7_5,...,2,1,”7_1}.

Podemos ver claramente que en cualquiera de los tres multiconjuntos, cada elemento de

Z](n — 1)Z esta exactamente una vez (A = o = 1). |

A continuacion mostraremos ejemplos de construcciones obtenidas con las dos

proposiciones anteriores:
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EJEMPLO 5.11. Para n = 10y n = 12, obtenemos de la Proposicién [5.9|las CMC Ds

0000O0OO0O0OO0OTO0 0 —
0123456728 — 0
76 543210 - 80

Yy
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0O 0 —
01 2345678910 — 0],
9876543210 - 820
respectivamente.

Por otro lado, para n = 11 y n = 13 obtenemos de la Proposicion [5.10|las CMC Ds
0000O0OO0OO0OO0OO0OT 00 —
0123456789 — 0
024681357 —- 95

y
00000 O0OOO0OOOUO 0 0 —
0123456 789 101 - 0|,
024638 101357 — 19 5
respectivamente.

Ahora mostraremos que, si n es una potencia de un primo, siempre podemos encontrar

una CMCD.

TEOREMA 5.12. Si n = p" con p un numero primo y r € N entonces existe una

CMCD(n+ 1,n).

DEMOSTRACION. Sea T, el cuerpo de Galois de orden n, y sea F* el conjunto de
elementos no nulos de F,. Consideramos el plano proyectivo PG(n,2) cuyo conjunto
de puntos es el conjunto X de subespacios unidimensionales de F> y cuyas rectas son
los subespacios bidimensionales. Para cualquier s € [, la funciéon f, : X — X
con fi(< v >) =< sv > es un automorfismo del plano, y el grupo de automorfismos
G = {fs : s € F:} es isomorfo al grupo multiplicativo de los elementos no nulos de
F, y, por lo tanto, es ciclico. Ahora tenemos que, bajo la bien conocida biyeccion entre

planos proyectivos de orden n y arreglos ortogonales de OA(n + 1,n) mencionada en
92



Capitulo 5.

la introduccién de esta tesis, el OA(n + 1,n) asociado al PG(n,2) admite un grupo de
automorfismos isomorfo a G que fija el 0 y actia regularmente sobre los elementos no

nulos de F,,. u

Se debe tener en cuenta que la cota de Rao se alcanza en los arreglos ortogonales
asociados a las C'MC Ds del teorema anterior, y este es el inico caso en que esto podria
suceder si la Conjetura de la Potencia de Primo para planos proyectivos resulta cierta.

A continuaciéon presentamos un modelo de Programaciéon Entera que nos permite
obtener C'M C Ds arbitrarios, y en particular, podemos considerar valores de n que no son
potencias de primos.

Vamos a introducir el modelo matematico cuya solucién 6ptima es un OA(m,n) con
N = n? ejecuciones, m factores, n niveles, fuerza t = 2 e indice A = 1, que se puede
reformular como una CMCD(m,n). Sin pérdida de generalidad, supongamos que el
arreglo contiene las n? combinaciones en las primeras dos columnas de forma ordenada.
Ahora, si denotamos por [n] al conjunto {0,1,...,n — 1}, definamos las siguientes
variables, donde i denota la ejecucién (o fila), i € [N]; o(i), la siguiente fila a la i-
ésima fila, relacionada con el automorfismo que fija el simbolo 1 y permuta ciclicamente
(alfabéticamente) los simbolos en [n] \ {1}; s, el nivel (o simbolo), s € [n]; I, la posicién
de la combinacion (xy,15), I € [|S?]]; J, el factor (o columna) y (j;, j») un par de columnas,

JyJ1,J2 € {3,...,m} tales que 3 < j; < jo < m:

1 siel elemento de la fila i y la columna j vale s

0 en otro caso

. 1 siel par dela fila i y el par de columnas (ji, j2) contiene la [-ésima combinacion
1,71,J2
0 en otro caso

Entonces, el modelo matematico para CMC D, con O(m?n?) variables, es como sigue:
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fo] =n, Vi,s  (la)
fovj = 1, Vl,] (1b)
s -
>.oa=1, Vgenljs  (le)
i=(g—1)n+1
> a=1 Vgenljs  (1d)
:i=q mbd n
Tij = Toy o Vi,j  (le)
w5 =il Vi, j,Vs € [n]\{1,n}  (1f)
Ty = x?r(z’),j’ Vi,j  (lg)
Zl le'vjlij =n Z sxij + Z S x5, — N, Vi, ji,j2  (1h)
l s s
Zzg,jl,jg = 17 Vi,jl,jz (12)
I
Zigir = 1, Vs (1))
xf,j? Zzl',jg,jz € {071}7 Vi7j7j17j27l78' <1k)

Las restricciones (1a) garantizan que cada nivel aparece una vez a lo largo de todas
las ejecuciones para cada columna. Las restricciones (1b) aseguran que cada celda
tenga exactamente un nivel asociado. Las restricciones (1c) y (1d) imponen que el par
de columnas (1,5) y (2,7), respectivamente, contienen todas las n' combinaciones. Las
restricciones (le)—(1g) garantizan que la aplicaciéon que fija el simbolo 1 y permuta
ciclicamente (alfabéticamente) los simbolos [n] \ {1}, donde los simbolos {1,2,...,n} se
pueden volver a etiquetar como {—,0,...,n — 2}, es un automorfismo. Las restricciones
(1h) determinan que, para cada fila, cualquier par de columnas (j;,j>) se corresponde
con una combinacién de elementos de S!. Las restricciones (1i) establecen que para cada
ejecucion, hay exactamente una combinacion asociada a cada par de columnas (ji, o).
Las restricciones (1j) aseguran que para cada par de columnas (ji,j2), cada posible
combinacién aparece exactamente una vez. Y (1k) son las restricciones de integralidad.

Notese que una vez resuelto el modelo de Programacion Entera, la celda (i,7) de la
CMCD contiene el simbolo determinado por la variable no nula del vector (z;;, ..., %),
es decir, a;; = ) sz;; . Ademads, si la funcion objetivo es nula, el resultado es una

CMCD(m,n); de lo contrario, no existe una CMCD con esos parametros.
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También implementamos un algoritmo de busqueda local bimodal para encontrar
una CMCD(m,n) para valores dados de m y n. Tomamos como espacio de busqueda el
conjunto X de matrices A = (a; ;) de tamafio m x (n+1) con entradas en C,,_; U{—} donde

C,_1 es el grupo ciclico de orden n — 1, que satisface las siguientes condiciones:

(i) a;; = —, paratodoi € {1,...,m}
(ii) a;; € C,—1, paratodoi e {1,... ,m}, 7€ {l,....,n+ 1} coni #j
(lll) CL271 = O

(iv) a;; =0, para todo j € {2,...,n+ 1}.

Consideramos la siguiente funcién de desadecuacion U a minimizar: Si A € X, entonces

m m

UA)=>"> > (fke{l,..on+ 13\ {i,j} + ajp — aix = a}| — 1)

i=1 j=i+1a€Cpn_1

Primero consideramos una matriz aleatoria en X y realizamos el primer modo de
busqueda local, probando todas las modificaciones en uno de sus elementos. Cuando el
valor de U se reduce estrictamente, el candidato se reemplaza por el modificado. Una vez
realizadas todas las modificaciones probadas sin que se haya conseguido una reduccion,
se realiza una busqueda local del segundo modo, probando todas las modificaciones en
dos elementos arbitrarios. Cuando se obtiene una reduccién en U, el algoritmo vuelve a
entrar en una busqueda local de primer modo. Si no ocurre ninguna reducciéon, entonces
se genera un nuevo candidato inicial y se repite todo el proceso, hasta que se alcance
un tiempo de umbral prefijado. Cuando obtenemos un valor de U igual a 0, entonces el
candidato es una verdadera CMCD(m,n) y si esto sucede el algoritmo termina.

Después de encontrar una solucion, la convertimos a forma canénica.

Por supuesto, una version alternativa del algoritmo podria ser tomar matrices en las
que las dos primeras filas estén en la forma candnica como matrices candidatas en el
espacio de busqueda, y donde las posibles posiciones para el simbolo — y los simbolos en
C,_1 se modifican durante el proceso. Probamos también esta variacion, pero la eficiencia
del algoritmo fue similar, y no obtuvimos solucion para los parametros no encontrados
con el algoritmo de la forma anterior. Ademas, la forma anteriormente descrita de las
matrices encaja mejor con el enunciado de la conjetura que trataremos posteriormente.

Hemos obtenido ciertas C' M CDs con n que no es una potencia de un primo usando
los dos métodos computacionales descritos anteriormente. El algoritmo de busqueda

local bimodal no pudo encontrar soluciones para n > 15 en menos de 48 horas, pero
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el algoritmo de programacion entera tuvo éxito en esta tarea. No obstante, mantenemos
la exposicion de lo anterior para ofrecer una comparacion entre los dos algoritmos y
también porque establece la base en el enunciado de la conjetura que trataremos mas
adelante. A continuacién mostramos las C'MC Ds obtenidos con el algoritmo de bisqueda
local bimodal para n < 15 y usando el modelo de programaciéon entera para n > 18.
Los resultados se han obtenido implementando el modelo de programacion entera con
el software de optimizacion IBM ILOG CPLEX v20.1 usando hasta 8 hilos [63]. Los
experimentos computacionales se llevaron a cabo en el clister computacional ARINA de
SGI/IZO-SGIker en la UPV/EHU [4]:

Paran = 10, m = 4:

000O0O0OO0OO0OTO0OTO0OTO0O —
0123 456 78 —0
6 2 07 485 — 135
4728 — 35106 2
Paran =12, m = 4:
0O 0 0ooo0oo0OO0OO0OOTUO0OD 0 0 -
01 23 45678 9 10 — 0
3106 9 14872 5 — 0 1
9 6 5 — 4180 3 10 7 2 10
Paran =14, m = 4:
o 0 0OoooooO0O0O OO0OO0O 0O 0 0 -
0 1 2 3456 7 8 910 11 12 — 0
8 11 5 70 3 6 — 10 2 9 12 14 1 7
1 8 — 96 2 7 10 4 0 5 3 12 1 12
Paran =15, m = 4:
o 0o 0o o 0oo0O0O0OOOTO0O O0 0 0 -
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 — 0
1 13 0 8 12 5 10 6 1 4 2 — 13 9 7 3
2 1 1311 7 6 — 0 12 4 8 10 3 5 9 10
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Paran =18, m = 4:

o 0o 0ooo o0 o0 o o0 o0 o o o o o0 o0 o o0 -

o 1 2 34 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16 — O

10 — 8 07 13 1 16 2 5 11 9 12 15 4 14 3 6 5

10 4 16 7 2 0 15 1 13 11 9 12 8 3 14 6 — 5 6

Para n = 20, m = 4:

o o oo o0 o o0 o0 o o0 o0 o o0 oo o0 o o0 o0 0 -
o 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 — O
16 15 4 7 5 13 12 17 6 — 2 10 8 1 14 9 0O 3 11 18 9
16 12 5 3 13 0 7 15 18 11 — 17 10 6 & 1 4 2 14 9 18

Comparamos la estructura de los grafos fuertemente regulares correspondientes a los
arreglos ortogonales asociados a las CMCDs obtenidos con el algoritmo de busqueda
local bimodal y el modelo de programacion entera con los correspondientes a los arreglos
ortogonales con los mismos parametros obtenidos con el paquete ‘Orthogonal Arrays’
en el software matematico SageMath ( [108]), y encontramos que no son isomorfos. De
hecho, en todos los casos, incluso los grupos de automorfismos de los grafos no eran
isomorfos.

Sea n > 3. Si definimos

a(n) == max{m € N : existe un OA(m,n)}

B(n) :=max{m € N : existe una CMCD(m,n)},

entonces podemos preguntarnos cuando «(n) y 5(n) son iguales. Deducimos de la
Proposicion el Teorema y las CMC Ds obtenidas con el algoritmo de busqueda
local bimodal que «(n) = B(n) para n hasta 9. Aunque el valor «(10) no se conoce, se
sabe que a(10) > 4. La CMCD(10,4) obtenida anteriormente abre la posibilidad, hasta
el estado actual de conocimiento sobre las cotas de «(10), de que «(10) = 5(10). Ademas,
el Teorema muestra que a(n) = 5(n) cuando n es una potencia de un primo.

En lo que sigue, dada una matriz cuadrada de orden n con entradas en el grupo ciclico
C., y definida excepto en la diagonal principal, U(A) denotara la funcion de desadecuacion

definida previamente.
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TEOREMA 5.13. Si A es una cuasi matriz ciclica de diferenciasy Al es su transpuesta,

entonces se tiene que U(A) = U(A") = 0.

DEMOSTRACION. Bajo la biyeccién ya mencionada entre el conjunto de arreglos
OA(n + 1,n) y los planos proyectivos de orden n, la forma de construir el plano afin
del correspondiente conjunto de cuadrados latinos mutuamente ortogonales es simétrica
con respecto a la operacion de transponer los cuadrados latinos asociados. Por lo tanto, si
A es una cuasi matriz ciclica de diferencias, obtenemos el mismo plano proyectivo cuando

repetimos formalmente la construccion con su transpuesta A°. |

A pesar de la sencillez del argumento anterior, llama la atencién que la igualdad
U(A) = U(A") parece cumplirse para matrices arbitrarias en las que no tenemos
estructura combinatoria o algebraica, aunque, por supuesto, este valor comuin no

necesariamente es 0.

EJEMPLO 5.14. Sea

- 2 1 1

1 — 0 2
A=

2 1 — 1

2 2 0 —

Para calcular U(A), debemos analizar las frecuencias de las diferencias a lo largo de las

filas:

m Filas1y2:1—-0=1 méd 3,1 —2 =2 mdd 3. El 0 aparece cero veces, el 1 aparece
una vez y el 2 aparece una vez.

s Filas 1y 3:2—1=1 méd 3,1 —1=0 mdd 3. El 0 aparece una vez, el 1 aparece
una vez y el 2 aparece cero veces.

m Filas 1y4:2—2=0 méd 3,1 —0=1 méd 3. El 0 aparece una vez, el 1 aparece
una vez y el 2 aparece cero veces.

m Filas2y3:1-2=2 méd 3,2—1=1 mdd 3. El 0 aparece cero veces, el 1 aparece
una vez y el 2 aparece una vez.

m Filas2y4:1—-2=2 méd 3,0 —0=0 mdd 3. El 0 aparece una vez, el 1 aparece
cero veces y el 2 aparece una vez.

m Filas 3y 4:2—-2=0 méd 3, 1 —2 =2 mdd 3. El 0 aparece una vez, el 1 aparece

cero veces y el 2 aparece una vez.
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Por tanto, la cantidad de veces que hay un elemento que aparece cero veces es 6, la
cantidad de veces que hay un elemento que aparece una vez es 12 y la cantidad de vecez

que hay un elemento que aparece dos veces es 0. Por tanto
U(A)=6-1>4+12-0*+0-1> = 6.

De manera similar, podemos calcular U(A') haciendo el mismo andlisis pero por

columnas:

» Columnas 1 y2:2—1=1 méd 3, 2 —2 = 2 mdbd 3. El 0 aparece una vez, el 1

aparece una vez y el 2 aparece cero veces.

= Columnas 1 y3:1—0=1 méd 3, 2—-0 =2 mébd 3. El 0 aparece cero veces, el 1

aparece una vez y el 2 aparece una vez.

» Columnas 1 y4:1—-2=2 méd 3,2—1=1 méd 3. El 0 aparece cero veces, el 1

aparece una vez 'y el 2 aparece una vez.

= Columnas2y 3:2—-1=1 méd 3, 2 -0 =2 mdbd 3. El 0 aparece cero veces, el 1

aparece una vez y el 2 aparece una vez.

= Columnas 2y 4:2—-1=1 méd 3, 1 —1 =0 méd 3. El 0 aparece una vez, el 1

aparece una vez y el 2 aparece cero veces.

s Columnas 3y 4:1 -1 =0 méd 3, 0 —2 =1 mdd 3. El 0 aparece una vez, el 1

aparece una vez y el 2 aparece cero veces.

Por tanto, la cantidad de veces que hay un elemento que aparece cero veces es 6, la
cantidad de veces que hay un elemento que aparece una vez es 12 y la cantidad de vecez

que hay un elemento que aparece dos veces es 0. Por tanto
UA)=6-12+12-02+0-1% = 6.

Conjeturamos que la igualdad U(A) = U(A") siempre se cumple. Hay evidencias
numéricas muy fuertes a favor de la conjetura. Tenemos demostrado mediante la
realizacion de un analisis numérico exhaustivo que es cierta para todas las matrices
de 6rdenes hasta 5, y hemos generado aleatoriamente 10° matrices para cada orden de 6
a 15, y la conjetura se cumple en todos estos casos.

Curiosamente, si cambiamos el exponente 2, el resultado no es cierto.
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Por ejemplo, si

-4 2 4 3 1 2
0O — 0 1 1 1 0
4 1 2 3 0 3
A=13 1 4 — 2 1 4],
2 3 2 1 — 0 3
3 3 4 3 0 — 3

4 4 1 2 3 2 -—
entonces la distribucion de frecuencias de las diferencias a lo largo de las filas para
los valores 0, 1, 2, 3, 4 y 5 es: 31, 49, 19, 6, 0 y 0, respectivamente, y por lo tanto
UA) =31-12+49-02+19-12+6-224+0-32+0-42 = 74,

De manera similar, la distribucion de frecuencias de las diferencias a lo largo de las
columnas para los valores 0, 1, 2, 3, 4 y 5 es: 32, 46, 22, 5, 0 y 0, respectivamente, y
UAN) =32-12+4+46-0>+22-124+5-22+0-32+0-42 = 74,

Pero ahora, si por ejemplo tomamos el exponente 4 en este ejemplo dado el valor
para la matriz A es 31 -1* +49-0* +19-1* +6-2* +0-3* + 0 - 4* = 146, y para A’ es
32-1'446-0*4+22-1*+5-2*+0-3* +0-4* = 134.
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Capitulo 6

CUASI ARREGLOS ORTOGONALES CON UNA
TOLERANCIA DADA'Y UN GRUPO DE
AUTOMORFISMOS

En este capitulo mencionamos lo dificil que es obtener arreglos ortogonales y la
necesidad de relajar la definicion. Algunos ejemplos de esto los vemos en [80] para fMRI
(imagen por resonancia magnética funcional).

En las referencias [84] - [87] se demostré que todas las clases de isomorfia de arreglos
ortogonales son equivalentes a encontrar todas las clases de isomorfia de soluciones
enteras no negativas de un sistema de ecuaciones lineales bajo el grupo de simetria
del sistema de ecuaciones. En [16]] se utiliza un problema de programacién entera
que involucra conos convexos racionales para generar todos los arreglos ortogonales
de 2 niveles de dimensién y fuerza dadas. En [13], se muestra una clasificaciéon de
arreglos ortogonales mediante programaciéon entera. En [113], se describe un método
de programacién entera mixta, que es util para construir disefios ortogonales, o mejorar
los existentes.

Los principales conceptos que estaremos tratando en el capitulo son los siguientes:
Primero, presentamos las simetrias y automorfismos de un arreglo; segundo, tratamos
arreglos ortogonales y consideramos algunos ejemplos donde hay simetrias; tercero,
introducimos la nocién de cuasi arreglos ortogonales con simetrias y consideramos sus
simetrias como en el caso de arreglos ortogonales; y cuarto y ultimo, introducimos el

problema de minimizaciéon que vamos a considerar.
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Se puede observar que en el estudio de arreglos ortogonales, no estamos interesados
en el orden de las filas de la matriz. En nuestro caso, se trata del mismo arreglo si se

hace permutaciones de sus filas. Esto sugiere la siguiente definicion.

DEFINICION 6.1. Dados dos arreglos A, A € SN** con entradas en S, decimos que A’y

A son equivalentes, A ~ A, si hay una permutacion de filas P tal que
A= PA.
En otras palabras, A = A siy solo si los multiconjuntos de sus filas son iguales.
El siguiente ejemplo muestro dos arreglos equivalentes.

EJEMPLO 6.2. Los arreglos

0000 0000
0111 0111
02 2 2 2.0 2 1
101 2 101 2
A=]11120 y A=|11120
120 1 1201
2.0 2 1 02 2 2
210 2 210 2
2210 2210

son equivalentes, pues al permutar la tercera fila de A con la séptima fila se obtiene el

arreglo A.
Sea
Y(S, k) :=%(S) x X

el producto del grupo de permutaciones de S, 3(5), y el grupo de permutaciones de

[k] :=={1,...,k}, ¥x. Denotaremos sus elementos por
(6.1) l9lo]

donde ¢ € X(S) y 0 € X;. De esta forma, escribiremos una expresién como
[(1,2,3)](1,2)(3,4)] en lugar de ((1,2,3),(1,2)(3,4)) para un elemento de ¥({1,2,3},4).

Ahora, %(S, k) actda naturalmente sobre SV** de la siguiente manera: dado [g|o] €
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Y(S, k) y Ae SNxE
(6.2) [glo]A = (gAi,o(j))iE[N] )
JE[K]
esto es, g permuta los simbolos del arreglo y ¢ permuta las columnas.
Una vez introducida la equivalencia de arreglos y la accién de grupo sobre arreglos,

estamos listos para definir lo que es un automorfismo (o simetria) de un arreglo.

DEFINICION 6.3. Dado un arreglo A € SV** con entradas en S, un automorfismo (o

simetria) de A es un elemento [g|o] € 3(S, k) tal que
lglo]A = A.
El grupo de automorfismos de A, Aut(A), es el conjunto
(6.3) Aut(A) .= {[g|o] € (S, k) : [g|lo]A = A}.

Notese que un grupo de automorfismos de A significa un subgrupo de Aut(A). Por lo
tanto, debe quedar claro que cuando decimos que A tiene a G < ¥(S, k) como un grupo de

automorfismos, queremos decir que G < Aut(A) permite que la inclusién sea estricta.

EJEMPLO 6.4. Consideremos los arreglos

a b ¢

a b c a
A=1|b ¢ aly B=

b a b a

c a b

Con respecto a A, podemos ver que tanto [(a,b,c)|id] como [id|(1,2,3)] son automorfismos
de A. En efecto,

[(a,b,c)|id]A =

o
Q
SH
14
g

c a b

b ¢

S
1%
AN

[id|(1,2,3)]A =

S

c a

Sin embargo, nétese que hay mds automorfismos, como [(a,b)|(1, 2)], aunque ni [(a, b)|id]
ni [id|(1,2)] son ast.
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Con respecto a B, podemos demostrar que Aut(B) = [id|id], por lo que B no tiene
simetrias no triviales. Esto es claro, ya que en caso de haber alguna permutacion no
trivial de simbolos, tendria que haber al menos dos simbolos que estuvieran la misma
cantidad de veces en el arreglo y vemos claramente que el simbolo a aparece cuatro
veces, el simbolo b aparece tres veces y el simbolo c aparece una vez. Si hubiese alguna
permutacion de simbolos, esta frecuencia se veria alterada. Por otro lado, en caso de
haber una permutaciéon de columnas, no podria involucrar la tercera columna, ya que
no habria ninguna fila cuya tercera componente fuese c. Por lo que la permutacion es un
ciclo de tamario dos, tres o un producto de dos ciclos de longitud 2. Si fuese un ciclo de

tamario tres, seria (1,2,4) o (1,4,2). Al aplicarle el ciclo (1,2,4), obtenemos el arreglo

a a c¢c b

a b b a

y al aplicarle el ciclo (1,4,2) obtenemos el arreglo

b a ¢ a

a a b b

los cuales vemos claramente que no son equivalentes a B. Los posibles ciclos de tamario

dos serian (1,2), (1,4) y (2,4), las cuales darian los arreglos

b a ¢ a a b ¢ a a a ¢ b

; y
a b b a a a b b b a b a

respectivamente. Vemos también que ninguno es equivalente a B.
Finalmente, los productos de ciclos posibles son (1,2)(3,4), (1,3)(2,4)y (1,4)(2,3), los

cuales darian los arreglos

b a a c c a a b a ¢ b a

; y
a b a b b a b a a b b a

Y

respectivamente. Vemos que, en este caso, también se tiene que ninguno es equivalente a

B.

Antes de pasar a los arreglos ortogonales, podemos definir de una manera mas

sencilla el concepto de arreglo ortogonal utilizando una notacion mas simple.
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DEFINICION 6.5. Un arreglo ortogonal de fuerza t sobre S es un arreglo A € SN**
con entradas en S tal que siempre que eliminemos k — t columnas de A, cada t-tupla
con entradas en S aparece el mismo ntimero de veces, N/s'. El indice de dicho arreglo
ortogonal, denotado por \(A) o simplemente ), es este tiltimo nimero.

Diremos que A es un OA(N, k, s,t) si para algtin conjunto S de tamafio s, A € SV*¥ es

un arreglo ortogonal de fuerza t sobre S.

Ahora, presentaremos un enfoque mas formal que sera util para nuestra generaliza-
cién a cuasi arreglos ortogonales.

Primero, indicamos una forma de seleccionar ¢ columnas de un arreglo de tamaro
N x k, que es lo mismo que eliminar k — t columnas. Para ello, sean ¢,k € N,cont < k, y

consideramos el conjunto
(6.4) Tk :={01,..,j0) €[k - 1<q <...<ji <k}
k
Noétese que T esta en biyeccién con <[t])’ el conjunto de subconjuntos de tamario ¢ de

. k
[k]. Por tanto, se tiene que #71;; = (t) .
En segundo lugar, presentamos las funciones de conteo, que cuentan cuantas veces
aparece una fila en el subarreglo de tamano N x ¢ seleccionado. Para un arreglo A de

tamafio N x k con entradasen S, j € T, y « € S, definimos
(6.5) n(A,x,5) = |{i € [N] : Vr € [t], ai;, = . }|.

En otras palabras, n(A, z, j) cuenta el nimero de veces que aparece cada t-tupla z como

una fila en el subarreglo

A o A,
A[jl?"'ajt] = : ) :
Anj, - Any
de A, obtenido tras seleccionar las columnas j, ..., j; de A.

Se tiene la siguiente proposicion.

PROPOSICION 6.6. Para un arreglo A € SN**¥ con entradas en un conjunto S de
cardinal s, A es un arreglo ortogonal con fuerza t si y solo si para todo © € S*y todo
J €Ty,

n(A,z,j) = N/s".
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DEMOSTRACION. Sean A € SV** un arreglo ortogonal con fuerza t, v = (zy,...,2;) €

Sty j=(j1,...,Jt) € Trx. Tenemos que ver cudntas veces aparece x como una fila en
Ay o Ay
A[jla"'7jt]: : ' :
Anj - Any,
Noétese que Aljy, ..., J:| es una submatriz de A que se obtiene eliminando £ — ¢ columnas

de A. Como A es un arreglo ortogonal con fuerza ¢, por definicion se tiene que cada t-tupla
con entradas en S (en particular = es una de ellas) aparece exactamente N/s' veces en
dicha submatriz, lo que demuestra que n(A, x,j) = N/s'.

Reciprocamente, supongamos que n(A,z,j) = N/s'. Esto implica que la t-tapla =
aparece N/s' veces en un subarreglo de A obtenido al eliminar & — ¢ columnas. Por tanto,

A es un arreglo ortogonal con fuerza t. |

Con respecto a las simetrias, podemos ver que para A € SV* z € S, j € Ty, y

lglo] € X(S, k),

(6.6) n(lglo]A, x,j) = n(A, g7 'z, 07))

donde g7'x := (¢7'zy1,...,9 ') y 075 es igual a (07'j,...,07'j;) salvo un reordena-

miento de las entradas (la permutacién podria no dar una tupla en 7;,). En efecto,
n([glo]A, z,j) cuenta el nimero de veces que aparece cada ¢-tipla x como una fila en
el subarreglo

[g|J]A1,j1 e [glg]Al,jt

l9lo]Anj -+ lglolAny,

donde [g|c]A; ;, indica el elemento A, ; después de haber aplicado la permutacién [g|c].
Es claro que este subarreglo tiene N filas, cada entrada es un elemento de S y ademas
lglc]A = A, luego [g|o]A es un arreglo ortogonal con fuerza t. Asi, por la Proposicién
n(lglolA, z,j) = N/s".

Por otro lado, esta claro que g 'z € S*y 07'j € T} ;. Por tanto, por la Proposicién
n(A,g 'z, 07j) = N/st.

Concluimos entonces que n([g|o]A, z,j) = n(A, g 'z, 07 17).
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Por lo anterior, tenemos que la accién de (S, k) sobre SV** conserva los arreglos

ortogonales, por lo que tiene sentido hablar de los automorfismos de un arreglo ortogonal.

EJEMPLO 6.7. Considérese el siguiente arreglo ortogonal de fuerza 2 sobre {0, 1}

_ = O O
_ O = O

Noétese que el automorfismo [(0,1)|(1,4)(2, 3)] es una simetria no trivial de A. Ademas,
es el generador del grupo de automorfismos de A.

No siempre podemos obtener un OA(N, k, s, t). Por lo tanto, podriamos contentarnos
con un arreglo en la que cada ¢-tupla con entradas en S aparezca “mas o menos” el mismo
numero de veces. (A qué nos referimos con “mas o menos” ? Definimos el “desequilibrio”

para medir esto.

DEFINICION 6.8. Sea A € SV** un arreglo. Dado p € [1,00), el p-desequilibrio de

fuerza t de Aes

(6.7) Upa(A) = > > |n(A,z,j) — N/s'PP,

zeSt jET 1

y la tolerancia de fuerza t de A es
(6.8) Tol;(A) := méx {|n(A,z,j) — N/s'| : z € 5", j € T,x}.
Cuando p y/o t se sobreentiendan por el contexto, los omitiremos de la notacion.

En el caso especial en el que A esun OA(N, k, s,t), podemos ver que U, ;(A) = Tol(A) =
0, ya que para todos x € S'y j € T, se tiene n(A,x,j) = N/s'. Ahora, para un arreglo
arbitrario A € SV**, este no es el caso, ya que no todos los n(A, z,j) son iguales. Por lo
tanto, considerar diferentes desequilibrios significa considerar diferentes sentidos en los
que un arreglo es casi ortogonal.

Ahora, una desventaja de la definicion anterior de desequilibrio es que no permite
comparaciones entre arreglos de diferentes tamanos y diferentes valores de p. Nétese
que Uy, es lineal y Uy, es cuadratico. Para resolver este problema, presentamos versiones

normalizadas.
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DEFINICION 6.9. Sea A € SV** un arreglo. Para p € [l1,00], el p-desequilibrio

normalizado de fuerza t de A es

hSA

s—t(’“>_l > In(Ax,§) =N/ L sipe[l,00)

z€St, jeT, i,

6.9 U, (4):=

4 A x,7) — N/s' |}, SL p = oo.
xeSI{}?thyk{ln( x,j) — N/s'|} p=00

Cuando p y/o t estén claros por el contexto, los omitiremos de la notacion.

Sabemos de (6.7) que
> In(Aw,5) = N/s' = Uy,
xeStjeTy 1
y por se tiene que
3} A x,j) — N/s'|} = Tol,(A
i {In(A) = N/} = Tol(4),

por lo que podemos deducir que

Tol,(A), sip = oo.

Se tiene la siguiente proposicion.

PROPOSICION 6.10. Sea A € S¥** un arreglo y p,q € [1,00] tales que p < q. Entonces

1
(st(5) ™

En particular, si p < g < oo,

Uge(A) < Upo(A) < Uyi(A).

Uq,t<A) < Up,t(A)% <

(st(5)" ™

TOlt(A)p S Upﬂg(A) S St(

DEMOSTRACION. Supongamos que p < g < 00.
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Analicemos la desigualdad de la izquierda. Se tiene que

k g 1 1 1
(}) " Unl)t = — U}

st (b))

Esta ultima desigualdad se sigue de que U, ; es mondtona decreciente respecto a p.

—

Utilizando el hecho conocido de que la p-norma cumple la desigualdad
|zl < nvallzllg

siempre que p < ¢, donde n es el numero de sumandos de la definicion de la p-norma,

podemos ver que la desigualdad de la derecha satisface

(D))"
Supongamos ahora que p < ¢ = oc.

Se tiene que

1 ~ 1 1 1
U, (A) =11 TOlt(A) =

)= () (%))’ (+(5)*

Dicha desigualdad se tiene debido a que la norma infinito es menor o igual que la

p-norma.

Por otro lado,

Esta desigualdad se obtiene por la conocida relacién entre la norma infinito y la p-
norma:

1
zllp < nP ]zl

donde n es el numero de sumandos de la p-norma. [ |
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Usando la notacion de tolerancia, definimos el concepto de cuasi arreglo ortogonal.

DEFINICION 6.11. Un AOA(N, k,s,t,€) es un arreglo A € My..(S) que satisface que
TOlt(A> S €.

AOA(N,k,s,t, e) significa “almost-orthogonal array”, el cual traduciremos como
“cuasi arreglo ortogonal” con N ejecuciones, k factores, s niveles, fuerza ¢ y tolerancia
¢, donde, por abuso de lenguaje, decimos “con tolerancia ¢” para indicar que la tolerancia,
Tol;(A), es como mucho ¢. Como Tol;(A) es una medida de como de lejos esta A de ser un
OA(N,k,s,t), es razonable este abuso ya que estamos interesados en medir errores desde

arriba.

EJEMPLO 6.12. El arreglo

N NN R =R =R OO O
N R O N R O NN RO
NN O = O = N =N O
N = OO N == O N
N R O N =R O N~ O

esun AOA(9,5,3,2,2).

La definicién anterior esta muy relacionada con la de OA(n,k,s,t,b) dada por Lin,
Phao y Kao en [80], aunque ellos impusieron la condicién adicional de que el arreglo sea
circulante y no pidieron que el nimero de apariciones de las ¢t-tuplas = estuvieran en un
intervalo centrado en un valor dado )\, y en consecuencia no requirieron que el nimero de
ejecuciones fuera \s'. No obstante, mantenemos la terminologia “cuasi arreglo ortogonal”
utilizada en este capitulo.

Cada arreglo con \s' filas y k£ columnas con entradas en S es un AOA(N,k,s,t,¢)
siempre que la tolerancia sea lo suficientemente alta; por ejemplo, este es el caso cuando
e = A(s' —1). Lo interesante y dificil es obtener cuasi arreglos ortogonales para los cuales

¢ sea lo mas bajo posible. Esto nos lleva a la siguiente definicion.
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DEFINICION 6.13. Diremos que un AOA(N,k, s,t,¢) es ajustado si no existe un
AOA(N, k,s,t,€')con € <e.

EJEMPLO 6.14. El arreglo

[N R N i o T eo B en B )
N R O N RO N RO
N = O = NN DO DD =N
N = O O O == O =
NO R R O N O N

esun AOA(9,5,3,2,1) ajustado.

Sin embargo, no estamos interesados en minimizar necesariamente la tolerancia.
Queremos encontrar arreglos con un desequilibrio minimo después de fijar un grupo
de automorfismos (que no tiene que ser el grupo completo de automorfismos) y una
tolerancia maxima.

Formulemos entonces el siguiente problema de optimizacién:

Problema del minimo desequilibrio (PMD): Fijamos un conjunto S de cardinal s.
Dado un grupo G C %(S, k) y una tolerancia ¢, encontrar el AOA(N, k, s,t,¢) con minimo

U, tal que A esté fijado por G. En otras palabras,
min{U,;(A4) : Ae U}
donde
U={Aec SV . Aesun AOA(N,k,s,t,e)y G C Aut(A)}.

Teniendo en cuenta este problema de optimizacion, tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION 6.15. Diremos que un AOA(N,k,s,t,€) es (G, e¢)-6ptimo si satisface el
PMD.

Notacion: El desequilibrio de un cuasi arreglo ortogonal (G, €)-6ptimo lo denotamos
por u(N, k,t,p, G, e€).

Se tiene la siguiente proposicion trivial:
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PROPOSICION 6.16. Si ¢; < ¢, entonces u(N, k,t,p,G,e1) > u(N,k,t,p, G, e).
Se deduce de la proposicién anterior que existe ¢; € N tal que para todo ¢ > ¢,
u(N,k,t,p,G,e) =u(N,k,t,p,G, €). Si e — oo, denotaremos a u(N, k, t, p, G, €) por
u(N,k,t,p,G).

EJEMPLO 6.17. Consideremos el grupo trivial G = {[id|id]}. En la Figura

dibujamos u(25,7,2,1,G, €) con respecto a ¢. Podemos ver que
u(25,7,2,1,G,1) = 180 > u(25,7,2,1,G,2) = 80 > u(25,7,2,1,G,3) = 70 > u(25,7,2,1,G, €) = 40

para € > 4. Por lo tanto, u(25,7,2,1,G) = 40.

Desequilibrio

Tolerancia

FIGURA 6.1. u(25,7,2,1,G,¢) y G = {[id|id]}

En general, el problema de optimizacion planteado en PMD es muy dificil de resolver,
por lo que es conveniente introducir un nuevo tipo de AOAs que siguen estando muy
cerca del concepto de arreglos ortogonales y también pueden usarse en aplicaciones de

estadistica cuando no existe un OA:

DEFINICION 6.18. Llamaremos cuasi arreglo ortogonal semi-extremo a un AOA(N, k,s,t,1)

en el que las primeras k — 1 columnas forman un arreglo ortogonal.
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EJEMPLO 6.19. El arreglo

00 00O
01111
022 2 2
1 01 2 2
11201
12010
20211
210 2 2
2 210 2

es un AOA(9,5,3,2,1) semi-extremo, ya que las primeras 4 columnas forman un

OA(9,4,3,2).

Dado un nimero impar ¢ potencia de un primo, denotamos por Ry N R a los conjuntos
de cuadrados y no cuadrados en el cuerpo finito F,. Esto es, R = {z? : x € F,\ {0}} y
NR=F,\ (RU{0}).

TEOREMA 6.20. Sea F, un cuerpo finito de orden impar. Tomamos un elemento = que
estard en R si ¢ = 3 mdd 4 o estard en NR si ¢ = 1 mdd 4 y sean a,b dos elementos
distintos que no estdn en F,. Considérese la matriz Al4* = (aEZ:f)]7k) € Mpy(gr9)(Fy), cuyas
filas estdn indexadas por elementos en Iﬁ‘g y cuyas filas estdn indexadas por elementos de
F,U{a,b}, donde

ik + 7, si kel,
ol =1 —i, si k=a
(j—i)+x-4%, si k=b

Entonces Al%") es un cuasi arreglo ortogonal semi-extremo, y para todo p,

Up,t<A) = (QQ —1)q.

DEMOSTRACION. En primer lugar, consideremos cualesquiera dos columnas indexa-
das por ki, ky € F, y sea (u,v) € Fg Veamos que existe una tunica fila indexada por (i, j)
que tiene a los elementos u y v en las columnas k; y k,, respectivamente. Para obtener i
y j, nétese que

u=1tki+7 'y v=iky+ ],
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de donde obtenemos que u — v = i(k; — ko), esto es

u—v

Tk — ke

i

Por otro lado, podemos multiplicar u por k, (obteniendo kyu = ikiky + jko), v por ky
(obteniendo kv = ikiky + jki) y restamos las dos expresiones obtenidas para obtener

que kv — kou = j(k1 — ko), esto es,

,_kﬂ)—kQU
T

En segundo lugar, consideremos una columna indexada por £ € F, y la columna
indexada por a (1a columna (g+1)-ésima). Sea (u,v) € F. Veamos que existe una tinica fila
indexada por (i, j) que tiene a los elementos u y v en las columnas k y a, respectivamente.

Para obtener i y j, nétese que
u=tk+j5 y v=—i.
Se tiene entonces que
1= —0

y, despejando j de la expresion para u, se tiene que j = u — ik, esto es,
Jj=u-+vk.

Ahora, tomemos una columna indexada por £ € F, y la columna indexada por b (la
columna (q + 2)-ésima). Sea (u,v) € F.. Una tnica fila indexada por (i, j) que tiene a

los elementos u y v en las columnas k y b satisface que
u=ik+j y v=(j—19)?+ i’
Trivialmente, se tiene que
j=u—1ik.
Vamos a desarrollar la expresion para v:

v o= j%—2ji+ i+ i
= (u—1ik)* —2(u —ik)i +i* + x4*
= u? — 2uik + i?k? — 2ui + 20%k + i + wi?
= (K*+2k+1+2)i® — 2u(k + 1)i + v
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De aqui se obtiene la ecuacién cuadratica ((k + 1)? + z)i* — 2u(k + 1)i + u* — v = 0, cuya

solucién en F, es

(k4 Du++/(k+1)2v +z(v — u?)
(k+1)2+z
Noétese que la manera de escoger a = garantiza que el denominador sea distinto de

7 =

cero. Para ver esto, consideremos la ecuacion (k + 1) +z = 0, esto es, z = —(k + 1)* =
(—=1)(k + 1)2. Demostremos que —1 € Rsig=1 méd 4y —1 € NRsiq=3 mdd 4.

Sea # una raiz primitiva de F,, entonces 1 = ¢!, lo cual implica que —1 = §@~1)/2,
Si ¢ =1 méd 4 entonces existe r € Z tal que ¢ = 4r + 1. Por tanto, —1 = 6%, es decir,
—1 € R. Por otro lado, si ¢ =3 mdd 4 entonces existe r € Z tal que ¢ = 4r + 3. Por tanto,
—1=0*"*! es decir, —1 € NR.

Por lo tanto, si ¢ =1 méd 4, x € R, lo cual contradice la eleccion de x para este caso.
De igual forma, si ¢ =3 mdd 4, x € NR y se obtiene la misma contradiccion.

El nimero de filas que contienen a uy a v es 2, 1 0 0, dependiendo de si (k + 1)%v +
z(v —u?) estd en R, es 0 0 estd en NR.

Finalmente, tomemos la columna indexada por a y la columna indexada por b. Sea
(u,v) € Iﬁ‘g Una tnica fila indexada por (i,7) que tiene a los elementos u y v en las

columnas a y b satisface que
u=—i y v=(j—1i)*+ i’

Trivialmente, se tiene que

y veamos el desarrollo de v :
v o= (j+u)?+zu?
= 24 2ju+u?® + zu?,
de donde se tiene la ecuacion ;2 + 2uj + u® + zu? — v = 0, la cual tiene por solucién

Jj=—u+ Vv —zu?

y por tanto el numero de filas que contienen a uy v es 2, 1 o 0 dependiendo de si v — zu?

estd en R, es 0 0 estd en NR. Asi, Al%*! es un cuasi arreglo ortogonal semi-extremo. Nos

queda solo calcular el p-desequilibrio. Como A se trata de un cuasi arreglo ortogonal
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semi-extremo, las primeras ¢ + 1 columnas tienen un desequilibrio nulo, por lo que solo
hay que hacer el calculo de la tltima columna con cada una de las demas.

Sabemos que la columna (g + 2)-ésima (que es la etiquetada por b) esta dada por
ol = —i) i

Por el andlisis anterior, cada par (i,7) € IE‘?] aparece en el par de columnas (h,b), con
h € F, U {a}, ninguna vez, una vez o dos veces dependiendo de si ciertas expresiones
pertenecen a R, son nulas o pertenecen a N R. El caso en el que (i, j) aparece una vez no
lo tenemos en cuenta, ya que este término no suma nada en el calculo del desequilibrio.
Sabemos que Ry NR tienen (¢ — 1)/2 elementos, por lo que hay (¢ — 1)/2 parejas que no
aparecen ninguna vez, y hay (¢—1)/2 parejas que aparecen dos veces. Las parejas que no
aparecen y las que aparecen dos veces, suman un 1 en el calculo del desequilibrio. Como
hay ¢ bloques de ¢ filas en el arreglo, y hay ¢ + 1 columnas (distintas de la indexada por

b), se tiene que U,,+(A) = (¢ —1)q(q + 1) = (¢° — 1)q u

EJEMPLO 6.21. Para q=3yz =1,

N
I
NN N R R e O O O

= o N oD =N = O
S = NN OO == NN O
N R O N RO N = O
NN =N = =N NN O

esun AOA(9,5,3,1,1) semi-extremoy U,5(A) =

|
DO
>

En efecto, si indexamos las tres primeras columnas por los elementos de Z3, que por
simplicidad podemos denotarlos por 0, 1, 2, la cuarta columna por 3 y la quinta columna
por 4; y también denotamos cada fila por los elementos de Z; x Z3; se tiene del Teorema
el arreglo dado. El desequilibrio debe ser U,, = (32 — 1) - 3 = 24.

De forma similar podemos construir el siguiente cuasi arreglo ortogonal
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EJEMPLO 6.22. Para q =5y z =2,

W N = O RN RO R W EO OREWNDN O WY REWWwNY = O

N N S S O B W & R o S L & B N R N R N N S e B e B e B e N )
N O W = ke RN O WO W R RN RN W W e D O
— W O N RO N AW R R WO D WD Y N =W o
S = N W ke RO FE, N W W RO N NDNDW R R ND W e O
= W NN = O R WD R DO kWY RO REWNYD RO WY o
OO DD = W W R = R = R W W R R NN RN R WY NN Ww o

esun AOA(25,7,5,1,1) semi-extremoy U, 5(A) =

|

—_
DO
«

PROPOSICION 6.23. Sea p € [1,00), N,k,t € Ncont < k, A € R, S un conjunto finito
de tamario s y k el numero natural mds grande para el que existe un OA(N,k —1,s,t) con

N = \s! ejecuciones y fuerza t = 2. Se cumple la siguiente desigualdad:

(6.10) W(N,k,t,p) < sN[(s—=1)P+(s—1)]=U
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DEMOSTRACION. Sea B un OA(N,k —1,s,t) y A el AOA(N,k,s,t) generado con las
primeras k—1 columnas B y cuya ultima columna es cualquier columna de B. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que la columna k-ésima de A coincide con la primera
columna de A.

Tenemos entonces que

uw(N, k,t,p) = ZZ\nAa:j |p<ZZ]nij )\’erZ Zln(A,a:,j)—)\]p

xSt jET i xeSt jET i xeSt JET i
Tr1=x2 T1#x2

<sIAs = AP +s(s =10 = AP =s|A(s = 1)|P +s(s—1)| = A]P

— s\[(s — )" + (s — 1)]

Noétese que la tolerancia satisface que ¢ < A\(s — 1)

Podemos observar que para A = 1 la cota superior U = 2s(s — 1) parap = 1y
U = s?(s—1) para p = 2 se alcanza para s igual a una potencia de un primo. Sin embargo,
para \ = 2 la cota superior U = 4s(s — 1) parap = 1 y U = 4s*(s — 1) para p = 2 no se

alcanza para s = 2. Esto lo podemos resumir en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 6.24. Sea q una potencia de un primoy A un AOA(¢* q+ 2,q,2,¢), con
€ > 1. Entonces, U,2(A) > q((¢—1)*+(¢—1))parap=1yp=2.

A continuacion, se daran los principales resultados de los calculos computacionales
obtenidos al resolver el problema del minimo desesequilibrio. Veremos primero los
resultados para el minimo desequilibrio, y después los resultados para la minima
tolerancia.

Para la busqueda de cuasi arreglos ortogonales se implentaron los siguientes

algoritmos.
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En

Algoritmo 1: Modelo de Programacion Entera.

primer lugar se introdujo un modelo de programacion entera del Problema

del Minimo Desequilibrio (PMD), cuya solucion 6ptima es un cuasi arreglo ortogonal

AOA(N,k,s,t,e) con N = \s' ejecuciones, k factores, s niveles, fuerza ¢t = 2, indice \ y

tolerancia e. Sin pérdida de generalidad, consideramos que el arreglo contiene las \s

combinaciones ordenadas en las primeras ¢ columnas. Definamos los siguientes indices

y conjuntos:

?:7
75
C’
m’

L,

denota la ejecucion (o fila), dondei € Z = {1..., N};
denota el factor (o columna), donde j € 7 ={t+1,...,k};

denota la columna t-tupla, donde c € C = {1,..., (*,") };

denota el nivel (o simbolo), donde m € M = {1,...,s};

denota la posicién lexicografica de la combinacién (z,...,z;), donde | € £ =
{1,...,s"}.

Ahora, considérese las siguientes variables:

m

Lij

61,m

2,m
5m, 7j

3,m
5m/7-j

es una variable binaria, que toma el valor 1 si el elemento de la la fila i y columna
j toma el valor m;

es una variable binaria, que toma el valor 1 si la fila i y la ¢-tupla de columnas ¢
contienen la combinacion [-ésima;

es una variable entera, tal que la ¢-tupla de columnas ¢ contiene la combinacién
l-ésima exactamente \ + 0°! veces. En otras palabras, es la diferencia (positiva o
negativa) entre la frecuencia de la combinacion /-ésima y el indice \. Por ejemplo,
cuando el indice ) es 1 y la tolerancia ¢ es 1, entonces, 6% = —1 si la t-tupla ¢ no
contienen la combinacion /-ésima, 62 = 0 si la t-tupla c contiene exactamente una
vez la combinacion [-ésima y 62 = 1 si la t-tupla c contiene exactamente el doble
de la combinacién /-ésima.

es una variable entera, que toma un valor no nulo si se relaja la condicion de que
cada nivel aparezca \s veces a lo largo de las ejecuciones.

es una variable entera, que toma un valor no nulo si se relaja la condicién de que
cada par de columnas (1, j) contenga todas las s’ combinaciones ) veces.

es una variable entera, que toma un valor no nulo si se relaja la condicion de que

cada par de columnas (2, j) contenga todas las s’ combinaciones ) veces.
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Con estas notaciones, el modelo matematico del PMD es el siguiente:

(6.11a) min Yy OV D1+ Y S+ [
ceC,lel meM m,m/'eM,jET
(6.11b) sa. Y afi=X\s, VjeT\{T[}, meM
€T
(6.11c) doally=As+8"", VmeM
€L
(6.11d) dali=1, VieI jeJ
meM
A (I-1)s24+m's
(6.11e) > wls=A+00", Ve d, mom e M
=1 i=(1—1)s2+(m'—1)s+1
A
(6.11f) > > al =N+ 00", Vi€ T, mm e M
=1 i€T:i=(1-1)s?+m’/ (mdd s)
(6.11g) Zl Zic =3 Z m ) + Z maxls, —s, Vi€, c=(ji,j2) €C
lel meM meM
(6.11h) Y A.=1, VieI cecC
lel
(6.11i) Z.=A+060, VleL ceC
i€
(6.11j) o, 2. €{0,1}, VieI jeJ, ceC lel, meM
(6.11k) gt onr ot € {=A....€e}, Vi€J, ceC, lEL, mm €M
(6.111) S e {=As, ..., A8t — As},  ¥Ym € M.

La funcién objetivo (6.11a) minimiza el p-desequilibrio de A, donde

Upa(A) = 3 (00 ST [0z e+ o5,

ceC,lel mym/eM,jET

Podemos observar que 6%, 572nf"] y 0,,"; corresponden a n(A, r,c) — A, donde z es la [-ésima
combinacién y c es la t-tupla, para ¢ = (j1,7j2), ¢ = (1,72) ¥ ¢ = (2, j2), respectivamente,
J1,j2 € J. Las restricciones garantizan que, para toda columna, cada nivel
aparece \s veces a lo largo de todas las ejecuciones, salvo quizas, para la dltima
columna, cuya condicién se relaja como se indica en (6.11c), donde cada nivel puede

aparecer \s-+4d"" veces. Las restricciones (6.11d) aseguran que cada celda tenga asociado

exactamente un nivel. Las restricciones (6.11¢e) y (6.111) obligan a que el par de columnas
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(1,7) y (2, ) contengan las s’ combinaciones )\+6T27;7:‘j 0 )\+53;’7fj veces, respectivamente, con
j € J.Lasrestricciones determinan que para cada fila, cualquier par de columnas
(j1,j2) corresponde a una combinacién de S*. Las restricciones establecen que
para cada ejecucion, hay exactamente una combinacién asociada a cada par de columnas
(71, 7J2)- Las restricciones aseguran que para cada par de columnas (ji, j»), cada
posible combinacién puede aparecer ninguna vez, una, dos, ..., 0 COmo maximo ¢+ \ veces.
contiene las restricciones 0-1 y (6.11k)-(6.11]) las restricciones de integralidad.

Podemos adaptar el modelo anterior (6.11) para introducir simetrias en la matriz
resultante de la manera que describiremos a continuacién. Las restricciones (6.12al)-
aseguran la existencia del automorfismo [(r,...,s)|id] que fija los simbolos
{1,...,r — 1} y permuta ciclicamente los simbolos {r,...,s}, donde r € [s]. Para cada
ejecucion ¢ € [N], 0,.(i) es la siguiente fila correspondiente, que prefija los automorfismos
siguientes.

Noétese que para r = 1, se considera el ciclo mas largo; para r = 2, se puede obtener
una matriz de diferencias ( [90]); para r = s—1, se considera el ciclo mas pequefio; y para

r = s, no se considera simetria.

(6.12a) T =T 6 g Vi,j, Yme{l,...,r—1}
(6.12b) =2l s Vi, g, Yme {r... s —1}

Adicionalmente, para los casos con mas de tres factores, k& > 4, podemos considerar,
simultaneamente o no, el automorfismo [id|(1,2)(3,4)], esto es, la simetria que permuta

el par de columnas (1,2) y (3,4). Las restricciones (6.13a)-(6.13b) aseguran la existencia

de esa simetria. Para cada ejecuciéon i € [N], 0y(i) es la siguiente fila correspondiente,

que sigue de la simetria anterior.

(6133) fL’ZLg = fo)(i)A’ VZ, m
(6.13b) Ty = Tooi) a0 Vi, m
(6.13¢) T = Too iy ko Vi,m, Vk > 4
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Noétese que una vez que resolvemos el PMD, la posicién (i, j) de A contiene el simbolo
determinado por la variable no nula del vector (xz{j, el xf ;), esdecir,a;; = ma — 1.
Ademas, si la funcién objetivo es igual a 0, el PMD obtiene un OA; de lo contrario, puede
obtener un AOA cuando el problema se resuelve hasta la optimizacion o, por el contrario,
una cota superior en el valor de u(As? k,2,p).

Se puede observar que el PMD es un problema de Programacion Lineal Entera (PLE)
para p = 1y es un problema de Programacion Cuadratica Entera (PCE) para p = 2.

Los siguientes arreglos fueron obtenidos con el modelo de programacién entera lineal

y cuadratica respectivamente.

EJEMPLO 6.25. El arreglo

00 2 2 2
01 010
02101
10100
112 21
1201 2
20011
2110 2
222 20

esun AOA con s = 3, k =5, A\ = 1. Su desequilibrio para p = 1 es u = 12 y su tolerancia es

€= 2.

EJEMPLO 6.26. El arreglo

00111
01 200
020 2 2
100 20
11112
12201
2020 2
21021
22110
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es un AOA con s = 3, k =5, A\ = 1. Su desequilibrio para p = 2 es u = 18 y su tolerancia es

€= 2.

Algoritmo 2: Modelos Heuristicos.

Dado un grupo de automorfismos G que fijamos, utilizamos dos tipos de algoritmos de
busqueda metaheuristica para obtener soluciones subdéptimas del problema del minimo
desequilibrio: busqueda local y busqueda local bimodal, respectivamente. Lo resolvimos
como un problema de optimizacién multiobjetivo en el que, si U, ;(A) y Tol;(A) son como
en la Definicién los pares (U, :(A), Tol;(A)) forman el conjunto de soluciones factibles,
y un par (U,;(A), Tol;(A)) domina a otro par (U,;(A’), Tol;(A")) si U, (A) < U,(A") y
Tol;(A) < Tol,(A) o U,(A) < U, (A") y Tol,(A) < Tol,(A’). Los algoritmos buscan
aproximaciones al frente de Pareto correspondiente. Cuando terminan los algoritmos,
tomamos como soluciéon subéptima del PMD para G y € el arreglo A con (U,:(A'),¢) en la
aproximacion del frente de Pareto en caso de que exista dicha matriz A.

Construimos AOAs con dos diferentes tipos de grupos de automorfismos prescritos
que se describiran mas adelante. En todos los casos los AOAs pueden describirse a
partir de un arreglo menor 7" cuyas filas corresponden a los representantes de las 6rbitas
de la accién determinada por el grupo de automorfismos. Llamaremos a este arreglo la
plantilla de todo el AOA A cuyas filas son las 6rbitas correspondientes, y diremos que
A = D(T) es el desarrollo de T'.

Tanto en la bisqueda local como en la busqueda local bimodal, tomamos el conjunto
% de todas las plantillas posibles como espacio de busqueda.

En el algoritmo de busqueda local, primero tomamos una plantilla aleatoria
T € Ty evaluamos el desequilibrio U, ,(D(T)) y la tolerancia Tol;(D(T")) de su desarrollo.
Tomamos P = {(U,.(D(T)), Toly(D(T")))} como estimacién inicial del frente de Pareto y
20 = {D(T)} como el conjunto de matrices asociadas a los elementos de la estimacién
del frente de Pareto. Luego probamos secuencialmente todas las plantillas obtenidas de
T cambiando una de sus entradas. Si para uno de los cambios obtenemos una nueva
plantilla 77 € T tal que el par asociado no esta dominado por ningin par en ‘g, entonces
agregamos (U,;(D(T1")), Tol,(D(T"))) a B y sumamos D(7") a 2, y eliminamos (si los hay)
los pares dominados por (U, .(D(7")), Tol;,(D(1"))) y sus desarrollos asociados de L y 2,
respectivamente. A continuacién, reemplazamos 7 por 7’ y comenzamos el proceso de

cambios nuevamente. Si, por el contrario ningdn cambio mejora la estimacion del frente
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de Pareto, entonces elegimos una nueva plantilla aleatoria y volvemos a repetir todo el
proceso. Esto lo hacemos por un periodo de tiempo limitado a 72 horas, y finalmente
fusionamos de la forma obvia los conjuntos ¥ y 2 obtenidos en cada repeticion del
proceso, eliminando los pares dominados y sus correspondientes desarrollos.

En el algoritmo de busqueda local bi-modal, como en el anterior, comenzamos
eligiendo aleatoriamente una plantilla y evaluando su desequilibrio y tolerancia, y
tomando el par como estimacion inicial del frente de Pareto e iniciando con la plantilla
el conjunto de arreglos asociado. A diferencia del algoritmo anterior, en este caso existen
dos modos de funcionamiento para la busqueda. En el primer modo, al que se ingresa
inicialmente, las modificaciones son como en el algoritmo anterior, es decir, se intentan
secuencialmente todos los cambios posibles en las entradas de una plantilla, y en caso
de encontrar un par no dominado se siguen los mismos pasos que en el algoritmo de
buasqueda local. Si ninguno de los cambios produce una mejora del frente de Pareto
entonces, a diferencia de lo que se hizo en el algoritmo de busqueda local, se ingresa a un
segundo modo de operacion y se realiza una busqueda mas fina haciendo modificaciones
simultaneamente en dos posiciones de la plantilla. Al igual que en la busqueda local, si
obtenemos con alguna de las dobles modificaciones una plantilla no dominada, entonces
sumamos el par (desequilibrio, tolerancia) a 8 y la nueva plantilla a 2 y eliminamos
los posibles pares dominados y los arreglos asociados y volvemos a repetir el proceso,
comenzando con la nueva plantilla en el primer modo. Al igual que en el algoritmo de
busqueda local, cuando no se alcanza ninguna mejora en el frente de Pareto se repite
todo el proceso con una nueva plantilla aleatoria, y esto se hace por un tiempo limite de
72 horas, haciendo finalmente una fusion de las estimaciones del frente de Pareto.

Diremos que un AOA es bi-ciclico si para algin entero positivo r con r|s y r < k
existe un automorfismo que permuta ciclicamente los primeros r simbolos y las primeras
r columnas. Si etiquetamos los simbolos con 0,1,...s — 1 y las columnas con 1,2, ..., k,
entonces la permutacién es [(0,1,...,r —1)[(1,2,...,r)]. En los algoritmos hemos tomado
r como el mayor divisor de s que satisface r < k.

Todas las dorbitas en un cuasi arreglo ortogonal bi-ciclico tienen tamano r y por lo
tanto para determinarlo es suficiente dar AT”Z k-tuplas. Llamaremos plantilla del AOA a
tal familia de AT”Q representantes de las orbitas, y dispondremos estos representantes en

~ 2
un arreglo de tamario A% x k.
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EJEMPLO 6.27. El arreglo
111 21

01 2 0 2
21 010
es una plantilla de un AOA bi-ciclico con s = 3,k = 5y A\ = 1. El AOA que se origina,

ordenado con respecto a las dos primeras columnas, es

00020
0120 2
02011
1 011 2
11121
12210
20201
21010
2 21 2 2

Su desequilibrio para p = 2 es u = 20, y su tolerancia es ¢ = 1.

Se ha implementado tanto una busqueda local simple como una busqueda local de dos
etapas de AOAs bi-ciclicos. Denotamos por BLBC y DEBC a los algoritmos de bisqueda

local y de busqueda local de dos etapas, respectivamente.

DEFINICION 6.28. Diremos que un AOA con conjunto de simbolos 0,1, ...,s—1es cuasi
ciclico si existe un automorfismo que fija el simbolo 0 y permuta ciclicamente los otros s—1

simbolos.

Una de las érbitas es de tamano 1 y es la k-tipla de todo ceros, y todas las demas
orbitas tienen tamano s — 1. Las plantillas, en este caso, estan formadas por A(s+1) filas,
que representan a las orbitas no triviales, y el desarrollo de una plantilla tiene ) filas de
ceros y las otras A\(s + 1)(s — 1) son las érbitas completas representadas por las A(s + 1)
filas en la plantilla.

Los siguientes ejemplos muestran AOAs obtenidos con el algoritmo de busqueda local

de dos etapas.
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EJEMPLO 6.29. El arreglo

1 01 2 2
21 2 2 2
020 2 2

es una plantilla de un AOA bi-ciclico con s = 3, k = 5y A\ = 1. El AOA que origina,

ordenado con respecto a las primeras dos columnas, es

0
0
0
1
1
1
2
2
2

Su desequilibrio para p = 1 es u = 12, y su tolerancia es ¢ = 2.

EJEMPLO 6.30. El arreglo

N = O N OO N = O

N O N OO RO =N

1

i Ve R e R U NI e B

=l \C A es B an B VN Ve

1010 2
2121 2
020 2 2

es una plantilla de un AOA bi-ciclico con s = 3, k = 5y A = 1. El AOA que origina,

ordenado con respecto a las primeras dos columnas, es

0
0
0
1
1
1
2
2
2

N = O N O N =R O

_ NN O NN = O =N

=N RO OO N

_— NN O O = NN O
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Su desequilibrio para p = 2 es u = 18, y su tolerancia es ¢ = 1.

Se ha implementado, de la misma manera que antes, una busqueda local simple y
una busqueda local en dos etapas de AOAs cuasi ciclicos. Denotamos BLCC y DECC a

los algoritmos de busqueda local y busqueda local en dos etapas, respectivamente.

EJEMPLO 6.31. El arreglo

S w o o =
w o = O O
S O DWW N

3
1
0
0
2

S N Ww = O
o w o o =

es una plantilla de un AOA cuasi ciclicocon s = 4, k =6y A\ = 1. El AOA que origina,

ordenado con respecto a las primeras dos columnas, es

003110
012030
021320
030200
102 301
113221
120131
131011
2012 3 2
210312
22300 2
2 3 21 2 2
3000 23
31110 3
32 2 2 1 3
333 3 3 3

Su desequilibrio para p = 1 es u = 24, y su tolerancia es ¢ = 3.
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EJEMPLO 6.32. El arreglo

=N =W N
DW= NN =

2
1
3
1
2

2
2
0
0
3

W N NN O

NN O O W

es una plantilla de un AOA cuasi ciclico con s = 4, k = 6y A = 1. El AOA que origina,

ordenado con respecto a las primeras dos columnas, es

00 3
011
020
0 3 2
1 01
113
1 2 2
1 30
200
21 2
2 2 3
2 31
3 0 2
310
3 21
3 3 3

Su desequilibrio para p = 2 es u = 48, y su tolerancia es ¢ = 3.

Soluciones optimales y suboptimales del problema del minimo

desequilibrio.

W NN R, O O NN WD WwW oo RO W N

W N OO N OO DO W E WD =W

W O NN WO DO WD W N

A continuacién se mostraran los principales resultados de los experimentos computacio-

nales al resolver el problema de minimo desequilibrio, segiin la metodologia explicada
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anteriormente. Las Tablas de la ala muestran los resultados para el desequili-
brio minimo, mientras que las Tablas de la a la|6.6| muestran los resultados para la
tolerancia minima.

Los resultados numéricos se detallan para arreglos con hasta s = 10 simbolos, &
factores, fuerza t = 2, indice A € {1,2}, p € {1,2}, N = As’ ejecuciones y tolerancia
e < 10. Notese que k es el siguiente namero de factores con respecto al arreglo ortogonal
mas grande conocido ( [19]], Capitulo 6, III). La metodologia M P ha sido ejecutada bajo el
software de optimizacion IBM ILOG CPLEX v20.1 ( [63]) utilizando hasta 8 subprocesos.
Los experimentos computacionales se realizaron en el clister computacional ARINA de
SGI/TZO-SGIker en la UPV/EHU ( [4]).

La Tabla muestra los resultados del 1-desequilibrio para el indice A\ = 1, la
Tabla muestra los resultados del 2-desequilibrio para el indice A = 1, la Tabla
muestra los resultados del 1-desequilibrio para el indice A = 2 y la Tabla muestra
los resultados del 2-desequilibrio para el indice A\ = 2. La primera columna indica
los parametros del caso, la segunda columna indica la cota superior U, las siguientes
cuatro columnas muestran los resultados de la programaciéon entera y las ultimas
cuatro columnas para el heuristico. Los encabezados son los siguientes: (s, k), nimero
de simbolos y factores; U, cota superior para el valor del desequilibrio, ver férmula en
(6.10); u, valor de desequilibrio obtenido; estado, estado de resolucién, donde OP significa
que se ha encontrado la solucién 6ptima, M L significa que se ha excedido el limite de
memoria de 100 Gb y T'L que se ha superado el limite de tiempo de 3 dias, ¢ significa que
se ha considerado como entrada un arreglo ortogonal con menos de k factores, el disefio
se ha obtenido con el paquete DoE.base ( [45]) del software R ( [101]); /, significa que se
ha considerado, total o parcialmente, la solucion para la alternativa p; ¢, la tolerancia; G,
la simetria utilizada, donde [(k...s)|(1,2)(3,4)] denota el automorfismo relacionado con
la permutacién de simbolos (k,...,s) , donde k € [s] (ver modelo en ecuaciones (6.12))
y la permutacion de la primera y segunda columnas y la tercera y cuarta columnas
(ver modelo en ecuaciones ), y por ultimo, met., la metodologia utilizada para la

obtencion de los resultados.
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TABLA 6.1. Resultados del desequilibrio para A=1yp=1

Caso Cota Programacion Entera Heuristicos

(s, k) U u estado « G u e G met.
(2,4) 4 4 OP 1 [id|(1,2)(3,4)] 4 1 DEBC
(3,5) 12 12 OoP 2 [id|(1,2)(3,4)] 12 2 DEBC
(4,6) 24 24 OoP 3 [id|(1,2)(3,4)] 24 3 DECC
(5,7) 40 40 OP 4 [(1,...,4)]«d] 40 4 DEBC
6,4 60 4 OP 1 [(2,...,5)id 12 1  DEBC
(7,9) 84 84 TL 6 [(1,...,6)]id] 84 6 DECC
(8,10) 112 112  OP 7 [(1,...,7)]id 112 7  DECC
(9,11) 144 144 OP’ 8 [id|id] 976 8 DECC
(10,5) 180 36 TL 1 [(1,...,9)](1,2)(3,4)] 36 1 DECC

TABLA 6.2. Resultados del desequilibrio para A=1yp =2

Caso Cota Programacién Entera Heuristicos
(s, k) U u estado e G u ¢ G  met.
(2,4) 4 4 OP 1 [id|(1,2)(3,4)] 4 1 DEBC
(3,5) 18 18 OP 2 [id|(1,2)(3,4)] 18 1 DEBC
(4,6) 48 48 OP 3 (1,2, 3)]id] 48 3 DECC
(5,7) 100 100 OP 4 [1,...,4)]id] 100 1 DEBC
(6,4) 180 4 OP 1 [(2,...,5)]d] 12 1 DEBC
(7,9) 294 294 OP’ 6 [(1,...,6)]id 294 6 DECC
(8,10) 448 448 opP/ 7 [(1,...,7)]id] 448 7 DECC
(9,11) 648 648 ML: 4 lid|id] 1144 8 DECC
(10,5) 900 36 OP' 1 [(1,...,9)](1,2)(3,4)] 36 1 DECC

TABLA 6.3. Resultados del desequilibrio para A =2yp=1

Caso Cota Programacion Entera Heuristicos
(s, k) U u estado ¢ G u e G met.
(2,8) 8 8 OP 2 [id|(1,2)(3,4)] 24 2 DEBC
(3,8) 24 18 OP 1 [zd|zd] 24 4 DEBC
(4,10) 48 32 orP' 2 lid|id] 156 3 DECC
(5,12) 80 60 or: 3 lid|id] 472 8 DECC
(6,8) 120 48 oprP/ 1 lid|id] 140 5 DECC
(7,16) 168 140 ML 5 lid|id] 2232 6 DECC
(8,18) 224 192 TL' 6 lid|id] 4102 7 DECC
(9,20) 288 1244 TL' 10 lid|id] 6896 8 DECC
(10,11) 360 3564 TLY 9 [(1,...,9)](1,2)(3,4)] 1386 2 DECC
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TABLA 6.4. Resultado del desequilibrio para A = 2 and p = 2
Caso Cota Programacién Entera Heuristicos

(s, k) U u estado G u e G met.

[

(2,8) 16 16 OP 1 [id|id] 48 1 DEBC

(3,8) 72 18 TL 1 [id|id] 54 2 DEBC
(4,10) 192 64 TL! 2 lid|id] 208 2 DEBC
(5,12) 400 150 ML’ 3 lid|id] 640 1 DEBC
(6,8) 720 48  TLi 1 idiid 144 1  DEBC
(7,16) 1176 490 OP’ 5 lid|id] 2958 6 DECC
(8,18) 1792 768 OP’ 6 lid|id] 5362 17 DECC
(9,20) 2592 2456 TL! 6 lid|id] 9072 8 DECC
(10,11) 3600 7920 OP/ 9 [(1,...,9)](1,2)(3,4)] 1458 1 DECC

A continuacion, veamos los resultados para la tolerancia minima ¢ = 1 en la

Tabla para el indice A = 1 y en la Tabla para el indice A = 2. La primera
columna denota el caso; las columnas segunda a cuarta corresponden a la solucién
MP y denotan el desequilibrio, el estado final de la implementaciéon y la simetria
utilizada, respectivamente; las columnas quinta a séptima corresponden a las soluciones

heuristicas y denotan el desequilibrio, la simetria y la metodologia, respectivamente.

TABLA 6.5. Resultados del desequilibrio para A = 1 y minima tolerancia

(e=1)
Caso Programacién Entera Heuristicos
(s, k) u estado G u  met.
(2,4) 4 OP  [id|(1,2)(3,4)] 4 DEBC
(3,5) 18 OP  [id|id] 18 DEBC
(4,6) 48 TL  [id|id] 60 DECC
(5,7) 128 TL  [id|id] 100 DEBC
(6,4) 4 OP [(2,...,5)|id] 12 DEBC
(7,9) 576 TL  [(1,...,6)]d] 336 DECC
(8,10) 1022 TL  [(1,...,7)]d] 504 DECC
(9,11) 2272 TL  [(1,...,8)]d] 1216 DECC
(10,5) 36 TL  [(1,...,9)](1,2)(3,4)] 36 DECC
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TABLA 6.6. Resultados del desequilibrio para A = 2 y tolerancia minima

Caso Programacion entera Heuristicos
(s, k) u estado ¢ G met. u € G met.
(2,8) 16 OP 1 [id|id] MP 48 1 [(0,1)[(1,2)] DEBC
(3,8) 18 OP 1 [zd|zd] MP 66 1 [(0,1,2)|(1,2,3)] DEBC
(4,10) 410 TL 1 [(0,...,3)lid] MP 224 1 [(0,...,3)|(1,...,4)] DEBC
(5,12) - TL 1 [(0,...,4)lid] MP 640 1 [(0,...,4)|(1,...,5)] DEBC
(6,8) 48 TL 1 [zd|zd] MP 144 1 [(0,...,5)|(1,...,6)] DEBC
(7,16) - TL 1 [id|id] MP 2716 2 [(0,...,6)|(1,...,7)] DEBC
(8,18) - TL 1 [id|id] MP 4864 2 [(0,...,7)|(1,...,8)] DEBC
(9,20) - TL 1 [id|id] MP 8226 2 [(0,...,8)|(1,...,9)] DEBC
(10,11) - TL 1 [id|id] MP 1458 1 [(1,...,9):d] DECC

En la Tabla vemos que hay algunos casos de la programacién entera que aparece
“.” y algunos casos de heuristicos con ¢ = 2. Esto es debido a que los algoritmos no fueron
capaces de encontrar un AOA con tolerancia ¢ = 1.

A continuacién introducimos algunas comparaciones con los resultados publicados en
la literatura cientifica. Por un lado, en la Tabla mostramos la comparacion de los
nuevos resultados para los arreglos AOA(36,7,6,2,¢) en [81] y AOA(9,8,3,2,¢) en [70].
Por otra parte, en la Tabla para n? ejecuciones y en la Tabla para 2n? ejecuciones,
comparamos todos los resultados comunes presentados en las tablas anteriores para el
desequilibrio minimo con los disefios uniformes disponibles en [72]. Hemos considerado
D, =u/(%) con p € {1,2} como en [81]. La medida de discrepancia centrada de L, (DC),
la medida de discrepancia envolvente de L, (DE), [?,55] y la medida de discrepancia de

mezcla de L, (DM) [120] se calcula con el paquete DiceDesign [34] del software R [101],

donde se ha aplicado la funcién

fo{0,1,...,s—1} — (0,1)

2z41

X — %
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TABLA 6.7. Comparacion de los resultados para los casos en [81] y [70]

s k A P U € Uy € D1 D2 DC DE DM OA(l) Met.

3 811 68 2 72 2 24286 25714 0.2242 1.5638 4.2253 0 Ke [70]
3 811 66 2 72 2 23571 25714 0.2351 1.5638 4.2667 0 DC [55]
3 811 66 2 72 2 23571 25714 0.2351 1.5638 4.2667 0 DE [55]
3 8 1 1 48 2 72 2 1.7143 25714 0.2443 1.5638 4.2936 0 DECC
3 811 72 1 72 1 25714 25714 0.2392 1.5638 4.2908 0 PE

3 8 1 1 48 2 72 2 1.7143 25714 0.2266 1.5638 4.2282 0 PE

6 7 1 1 140 2 144 2 6.6667 6.8571 0.0419 0.2206 0.4674 0 Ma [81]
6 7 1 1 276 2 286 2 13.1429 13.6190 0.0359 0.2247 0.4548 0 DC [55]]
6 71 1 100 1 100 1 4.7619 4.7619 0.0402 0.2209 0.4612 0 DECC
6 71 1 100 1 100 1 4.7619 4.7619 0.0391 0.2154 0.4507 0 PE

Para el caso (s,k) = (6,7), tanto con el PE como con los heuristicos, se obtiene un
desequilibrio de u = 100 para p = 1,2 con la minima tolerancia ¢ = 1. La matriz del PE
se ha obtenido con el automorfismo [(2,...,5)|id] y la matriz del heuristico DECC, con el
automorfismo [(1,...,5)[id].

Para el caso (s,k) = (3,8) tanto con el PE como con los heuristicos se obtiene un
desequilibrio de u = 48 para p = 1,2 con la tolerancia ¢ = 2. Ambas matrices se han
obtenido con el automorfismo [(1,2)|id]. Ademas, la matriz del PE obtuvo la tolerancia

minima con u = 72 y sin simetrias.

TABLA 6.8. Comparaciéon de los resultados para la web de disefios
uniformes [55]y A = 1

s k p u; € Uy € D1 D2 DC DE DM OA(l) Met.
3 511 201 20 1 2.0000 2.0000 0.0773 0.3412 0.5246 0 DC
35611 16 2 18 2 1.6000 1.8000 0.0841 0.3386 0.5323 0 DE
35611 18 1 18 1 1.8000 1.8000 0.0814 0.3386 0.5298 0 PE
3 5611 12 2 18 2 1.2000 1.8000 0.0817 0.3386 0.5316 0 PE
4 6 1 1 48 1 48 1 3.2000 3.2000 0.0603 0.3243 0.5439 0 DC
4 6 1 1 48 1 48 1 3.2000 3.2000 0.0652 0.3021 0.5371 0 DE
4 6 1 1 48 1 48 1 3.2000 3.2000 0.0703 0.3129 0.5599 0 PE
4 6 11 24 3 48 3 1.6000 3.2000 0.0697 0.3145 0.5602 0 PE
5 7 1 1 180 2 186 2 85714 8.8571 0.0516 0.3293 0.6845 0 DC
5 7 1 1 128 1 128 1 6.0952 6.0952 0.0703 0.3605 0.8546 8 PE
5 7 1 1 40 4 100 4 1.9048 4.7619 0.0583 0.3217 0.6952 0 PE
6 411 16 1 16 1 2.6667 2.6667 0.0124 0.0454 0.0567 0 DC
6 4 11 4 1 4 1 0.6667 0.6667 0.0135 0.0452 0.0571 0 PE
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TABLA 6.9. Comparacion de los resultados para la web de disenos
uniformes [55] y A = 2

S kA p u; € Us € D1 D2 DC DE DM OA(].) Met.
3 8 21 16 2 18 2 0.5714 0.6429 0.1492 1.2517 3.3878 0 DC
3 8 21 16 2 18 2 0.5714 0.6429 0.1522 1.2517 3.3936 0 DE
3 8 21 18 1 18 1 0.6429 0.6429 0.1545 1.2517 3.4052 0 PE
3 8 21 24 2 26 2 0.8571 0.9286 0.1537 1.2580 3.4088 0 PE
4 10 2 1 272 2 310 2 6.0444 6.8889 0.1588 1.7177 5.8851 0 DC
4 10 2 1 206 2 210 2 4.5778 4.6667 0.1693 1.6747 5.8821 0 DE
4 10 2 1 410 1 410 1 9.1111 9.1111 0.1907 1.7750 6.3064 0 PE
4 10 2 1 424 2 520 2 9.4222 11.5556 0.1936 1.8202 6.4585 0 PE
5 12 2 1 944 3 1166 3 14.3030 17.6667 0.1516 2.5771 12.6809 0 DC
5 12 2 1 60 3 150 3 0.9091 2.2727 0.1621 2.3661 12.1654 0 PE
7 16 2 1 4268 4 5786 4 35.5667 48.2167 0.2008 6.7195 62.7258 0 DC
7 16 2 1 140 5 490 5 1.1667 4.0833 0.2433 6.1279 59.9444 0 PE

El enfoque del PE explicado en este capitulo supera notablemente los resultados del
desequilibrio. Segun la medida DC, como se esperaba, es ligeramente mejor para las
matrices DC que para las matrices PE, pero ligeramente peor para las matrices DE que
para las matrices PE. Ademas, las medidas DE y DM son ligeramente mejores para las
matrices PE.

En la comparativa de las Tablas |6.146.6, podemos observar que hay 16 casos en
los que ambos criterios coinciden, es decir, se obtiene el minimo desequilibrio para la
minima tolerancia ¢ = 1. Resumiendo, el enfoque de programacion entera obtuvo mejores
resultados en mas casos que el que el enfoque heuristico para el desequilibrio minimo,
mientras que el heuristico se comporta mejor para la tolerancia minima. Se obtuvieron
empates entre ambas metodologias en un tercio de los casos, ver Tabla con el
numero de mejores desequilibrios encontrados por metodologia y objetivo. En cambio,
la construccion algebraica obtuvo peor desequilibrio para s = 3, igual para s € {5,7} y
mejor desequilibrio para s = 9. Por lo tanto, consideramos que la construccion algebraica

es una construccion prometedora para una cantidad de simbolos grande.
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TABLA 6.10. Comparacioén en términos del nimero de mejores desequili-
brios por objetivo y algoritmo

Objetivo PE Empates Heuristico
minimo desequilibrio 20 14 2
minima tolerancia 5 3 10

En la Figura mostramos los mejores resultados obtenidos con la programacion

entera o con los heuristicos para el desequilibrio normalizado parap = 1 en rojoy p = 2

en azul, cuando A = 1 a la izquierda y A\ = 2 a la derecha. Podemos observar que el mejor

desquilibrio normalizado se obtiene para p = 1 en ambos casos.

Desequilibrio normalizado

0.4

3
.

0.4
-

..
-
Desequilibrio normalizado
-

LY
"

LY

T T T T 1 r T T T 1
2 4 & ] 10 2 4 & B 10

FIGURA 6.2. Mejores resultados para el desequilibrio normalizado cuando
A =1 (izquierda) y A = 2 (derecha)
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TRABAJO A FUTURO: ARREGLOS ORTOGONALES
INFINITOS

Como trabajo a futuro, pretendemos generalizar el concepto de arreglo ortogonal al
caso en que el namero de simbolos sea infinito (numerable), y estudiamos la existencia
de tales arreglos ortogonales infinitos que admiten al grupo 7Z como un grupo de
automorfismos que actiia regularmente sobre el conjunto de simbolos y también cuando
fija un simbolo y actia regularmente sobre los demas.

Vamos a centrarnos en el caso de fuerza 2 e indice unidad, aunque puede ampliarse
facilmente a diferentes valores de la fuerza y del indice.

Analogamente al caso finito, si S es un alfabeto infinito de cardinalidad numerable y
m € N, un OA(m, co) serd un arreglo con sus filas indexadas por 5% y con m columnas, con
entradas en S, en el que cada subarreglo con todas las filas y dos columnas diferentes
contiene cada par de S? exactamente una vez en una fila. De forma mas general, si
la matriz tiene una cantidad numerable de columnas diremos que es un OA(co, o). Por
supuesto, en esta situacion, si tomamos las primera m columnas con m € N, obtendremos
un OA(m, o).

Los automorfismos de arreglos ortogonales infinitos dados por permutaciones de
simbolos y permutaciones de columnas se pueden definir de manera analoga al caso
finito. En capitulos anteriores se analizaron los arreglos ortogonales que admiten grupos
ciclicos finitos que fijan un simbolo y actiian regularmente sobre los otros. En la teoria de

grupos, hay dos clases de grupos ciclicos: los finitos y los infinitos, siendo estos dltimos
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isomorfos al grupo aditivo de los nameros enteros. Por lo tanto, es natural considerar una
generalizacion de los conceptos de matrices de diferencias y cuasi matrices de diferencias

al caso infinito en el que el grupo es Z.

DEFINICION 7.1. Si m € N, una matriz de diferencias ciclica infinita M DCI(m) es
una matriz Q = (¢;;) con i € {1,...,m} y j € N, con entradas en Z*, donde Z* denota el

conjunto de enteros no negativos, tal que para cada 1 < i < j < m el multiconjunto
{qu — g - L€ Z+}
contiene todos los niimeros enteros exactamente una vez.

DEFINICION 7.2. Una matriz de diferencias ciclica infinita M DCI(c0) es una matriz
Q = (qij) con i,j € N, con entradas en Z*, donde Z* denota el conjunto de enteros no

negativos, tal que para cada i, j € N el multiconjunto
{qu — g -l € Z+}
contiene todos los niimeros enteros exactamente una vez.

Claramente, para todo m € N, las primeras m columnas de una M DCI(c0) es una
MDCI(m).

DEFINICION 7.3. Si m € N, una cuasi matriz de diferencias ciclica infinita
MCDCI(m) es una matriz Q = (g;;) coni € {1,....,m}y j € N, con entradas en Z* U {—},
tal que cada fila contiene exactamente una entrada vacia (es decir, —), cada columna

contiene como mdximo una entrada vacia, y para cada 1 < i < j < m el multiconjunto
{90 — qji : 1 €Z", con giy q; no vacios}

contiene todos los niimeros enteros exactamente una vez.

DEFINICION 7.4. Una cuasi matriz de diferencias ciclica infinita MCDCI(c0) es una
matriz Q = (g;;) con i,j € N, con entradas en Z* U {—}, tal que cada fila contiene
exactamente una entrada vacia, cada columna contiene como mdximo una entrada vacia,

y para cada 1 < i < j < m el multiconjunto
{9q — qji : 1 €Z", con qiy q; no vacios}

contiene todos los niimeros enteros exactamente una vez.
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Tenemos de nuevo que para cualquier m € N las primeras m columnas de una
MCDCI(x) es una MCDCI(m).
Daremos una construccién, que conjeturamos que es una M DCI(m) para cualquier

m € N. Primero introduciremos alguna notaciéon. Si m € N y, para todo n € N,

QM = (¢ € Myun(Z), diremos que la sucesién {Q™"},cy es una sucesién de
matrices compatible si q[m ml q,[T'; 2] siempre que n; < noyl <r < m,1 < s < ny.

En este caso llamaremos ", _ Q™" a la matriz Q" = (QIY) con m filas y un niimero
infinito de columnas indexadas por N con Q'Y = QI wr € {1,...,m},Vs € N.

Ahora daremos un algoritmo codicioso que, para cualesquiera m,n € N, produce una
matriz Q™" tal que la sucesién {Q!™"},cy es compatible y su suma es la M DCI(m)

conjeturada deseada.

Algoritmo 1
Entrada: n,m € N
Salida Q™" € M, (7Z)
Para i € {0,...,m} hacer lo siguiente
Para j € {1,...,n} hacer lo siguiente
D= {q[m” +ql[m"] ql[’zn] 10<l<i,1<k<j}
ql["; " = mi{Z* — D}

Eliminar la fila correspondiente a : = 0

Veamos un ejemplo para m = 3,n = 4. Obviamente, D = () cuando i = 0 y también
cuando j = 1.
Mostraremos a continuacion D en los demas casos:
i/ 2 3 4
1 {0} {0,1} {0,1,2}
2| {0,1} {0,2,3} {0,1,2,3,4}
3 ({0,1,2} {0,1,2,3,4} {0,3,5,6,9}

Por lo tanto, la matriz extendida es

0000
01 2 3
0215 |
0351
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y cuando ignoramos la primera fila obtenemos

01 23
Q=102 1 5
0351

CONJETURA 7.5. Si m € N, entonces Q" =" Q" es una MDCI(m).

Es importante en el Algoritmo 1 eliminar al final la primera fila de la matriz, porque
si no hacemos esto no obtenemos un arreglo de diferencias infinito, porque entonces la
diferencia entre una fila y la primera fila no tomaria valores negativos.

La suma vertical de Q™! en el siguiente corolario se toma de la manera obvia similar
a lo que hicimos antes para las sumas horizontales. En el caso de que la conjetura fuera

cierta obtendriamos lo siguiente:
COROLARIO 7.6. Q =Y Q™ es una MDCI(c0).

Una consecuencia del Corolario anterior es que existe una matriz de diferencias
ciclica infinita MDCI(c0).

A continuacion mostraremos la primera matriz cuadrada de orden 20 obtenida a
partir de (). Agregaremos nuevamente la primera fila de ceros para mantener la simetria

de la matriz:
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1

Notese que la tercera fila corresponde a la sucesion A002251 en la enciclopedia online de

sucesiones enteras de Sloane ( [[60]), y que sumando 1 a todos sus términos se obtiene la

sucesion A019444 de la misma enciclopedia online.

Ahora daremos, de manera similar, una construccion de una cuasi matriz de

diferencias ciclica infinita.
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Algoritmo 2
Entrada: n,m € N
Salida: Q™" € M,,..(7Z)
Para i € {0,...,m} hacer lo siguiente
Para j € {1,...,n} hacer lo siguiente
Si j =i+ 1 entonces
g7 =~
En caso contrario
D={q" +q7" — g 0<l<il<k<jhk#i+1,j#I+1k#1+1}
ql[?’n} =min{Z" — D}
Terminar condicional.

Eliminar la fila correspondiente a i = 0

CONJETURA 7.7. Si m € N, entonces Q™ =" _ Q™" es una MCDCI(m).
De nuevo, en el caso en que esta conjetura fuera cierta, se tiene el siguiente corolario
COROLARIO 7.8. Q =Y, Q" esuna MCDCI(c0).

Agregando la fila correspondiente a i = 0 para mantener la simetria, tenemos la

siguiente matriz de orden 20 obtenida con el Algoritmo 2:
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-0 0 0 0 0 O 0 O O 0 O
o - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o 0 - 2 1 5 7 3 10 4 13 15
o 1 2 — 0 7 3 6 14 10 4 20
o 2 1 0 — 9 6 10 3 5 16 4
o 3 5 79 —-— 0 2 1 8 11 21
o 4 7 3 6 0 — 14 12 1 21 2
0O 5 3 6 10 2 14 — 4 16 0 11
0 6 10 14 3 1 12 4 — 21 17 O
o 7 4 10 5 8 1 16 21 — 3 29
0 8 13 4 16 11 21 0 17 3 — 1
0 9 15 20 4 21 2 11 0 29 1 —
0 10 6 15 20 19 5 24 27 31 38 7
0O 11 18 5 14 4 9 8 26 2 30 23
0 12 20 9 25 14 8 1 15 0 36 3
0 13 8 19 17 27 30 7 2 36 18 42
0 14 23 21 7 12 33 38 9 46 26 55
0 15 9 24 30 6 37 22 41 11 2 40
0 16 26 8 23 35 15 28 44 50 6 39
0

17 28 12 8 30 22 36 11 6 48 13

10 11 12 13 14 15 16 17
6 18 20 8 23 9 26 28
15 5 9 19 21 24 8 12
20 14 25 17 7 30 23 8
19 4 14 27 12 6 35 30
5 9 8 30 33 37 15 22
24 8 1 7 38 22 28 36
27 26 15 2 9 41 44 11
31 2 0 36 46 11 50 6
38 30 36 18 26 2 6 48
7T 23 3 42 55 40 39 13
- 0 17 1 18 55 11 2
0 — 40 43 1 57 62 60
17 40 — 11 54 28 52 63
1 43 11 — 66 5 0 3
18 1 54 66 — 0 41 31
55 57 28 5 0 — 12 27
11 62 52 0 41 12 — 77
2 60 63 3 31 27 77 —

Noétese que la parte de la tercera fila que omite el primer 0 y el simbolo — es la sucesion

A002251 en [60].

Vamos a analizar el caso m = 2. En la siguiente proposicién, | | denota la parte entera.

PROPOSICION 7.9. Q®? es una MDCI(2).

Probaremos que, si j € Z", entonces
J

0, si
(7.1) Q=1 |gn|+1, si
L(p—1)n), si

DEMOSTRACION. Sea Q% = Q?J] Es obvio que QE]J =0Vj € Z* y que Q[f]] =jVjeZr.

n =
neA
nenB
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donde ¢ = %g es la proporcién aurea, A = {1,3,4,6,8,9,---} = {|¢n| : n € N} es el
conjunto correspondiente a la secuencia de Wythoffinferior,y B = {2,5,7,10,13,15,--- } =

{l¢?n] : n € N} es el conjunto correspondiente a la secuencia superior de Wythoff. La

igualdad (7.1) es una consecuencia directa del hecho de que tanto la sucesién Q[QQ]] +1

como la sucesién a; + 1, donde a; es el numero en el lado derecho en (7.1) satisface la
recurrencia establecida en [[112] para la sucesion que estamos estudiando.
La identidad

(7.2) lo|lek|] +1—|pk| =kVEkeN

se puede deducir del caso j = 0 en el Corolario 2 en ( [44]) (de hecho, el corolario
mencionado se establece para j € N, pero la demostracion se puede adaptar para cubrir
también el caso j = 0).

De manera similar, es facil probar la siguiente identidad:

(7.3) (o —1)|¢%k]] — |¢?k] = —k Vk €N
Asi, el resultado se cumple de (7.2) y (7.3). |

Conjeturamos que las filas de la matriz () descrita en el Corolario se distribuyen
asintéticamente cerca de un conjunto finito de filas. Consideraremos también las filas
0-ésimas con todas sus entradas 0 que se omitieron en la salida del algoritmo 1.

Mostraremos los graficos de las primeras cinco sucesiones, lo que da soporte numeérico

a la conjetura, en la que el namero de lineases 1, 1, 2, 3, 5, 8:

143



Capitulo 7.

4000 -

2000

1000 -

1000 2000 2000 4000

Figura 7.1. Fila 0

8000

5000

4000

2000

2000

1000

1
1000 2000 3000 4000

FIGURA 7.2. Fila 1

L 1 L L " L " L I
1000 2000 2000 4000

FIGURA 7.3. Fila 2
144



Capitulo 7.

8000

2000

4000

2000

1000 2000 2000 4000

FIGURA 7.4. Fila 3

4000

8000

2000

FIGURA 7.5. Fila 4

10000
Bﬂﬂﬂ_
000
4300-

2000

1000 2000 2000 4000

FIGURA 7.6. Fila 5
145



LISTA DE FIGURAS

(1.1 Mapa de Konigsberg del siglo 17| 9
(1.2 Esquema de Konigsberg dado por Euler en [30]| 9
(1.3 Grafo de Konigsberg] 10
[1.4Un mapa que necesita cuatro colores| 12
[1.5Ejemplo de grafo dirigido| 16
(1.6 Ejemplo de grafo no dirigido| 18
[1.70n GDFR] 19
(1.8 Grafo de Hamming] 26
(1.9 Configuracion Desarguesianal 28
(L.1®lano de Fanol 29
13.1Grafo de Petersenl 54
6.11(25,7,2,1,G,¢) y G = {|id|id]}| 112
(6.2 Mejores resultados para el desequilibrio normalizado cuando A = 1 (izquierda) y [
[ A =2(derecha) 135
[71Fila 144
[7.2Fila 1| 144
[7.3Fila 2 144
7.4F1la 3 145
[7.5Fila 4 145

146



Capitulo 7.

[7.6Fila 5| 145

147



LISTA DE TABLAS

1.10A(2,3), 25
[2.1 Numero de elementos en R, R; y R3 | 42
[2.2 Numero de elementos en Q77, Q15, Q13 y Q1) 44
[2.3 Numero de elementos en R*y Q7] 45
[2.4 Numero de elementos en 77,75, T3 y T 46
[2.5 Numero de elementos en ()1, >, O3 v Q4 47
[2.6 Numero de elementos en 51,5, y .55 49
[2.7Cuadruplas de sumas parciales construidas| 50

4.1 Grupos de automorfismos obtenidos a partir de uniones de orbitas ciclotomicas| 80

(6.1 Resultados del desequilibrio para A =1y p = 1| 130
(6.2 Resultados del desequilibrio para A =1y p = 2| 130
[6.3 Resultados del desequilibrio para A =2y p = 1| 130
[6.4Resultado del desequilibrio para A =2 and p = 2| 131
[6.5Resultados del desequilibrio para A = 1 y minima tolerancia (¢ = 1)| 131
[6.6 Resultados del desequilibrio para A = 2 y tolerancia minimal 132
[6.7 Comparacion de los resultados para los casos en [81] y [70]| 133
[6.8 Comparacion de los resultados para la web de disenos uniformes [85] y A = 1| 133
(6.9 Comparacion de los resultados para la web de disenos uniformes [55] y \ = 2| 134

148



Capitulo 7.

[6.1@omparacién en términos del nimero de mejores desequilibrios por objetivo y

[ algoritmo] 135

149



BIBLIOGRAFIA

[1] Abel, R. J. R. (2008). Some V (12, t) vectors and designs from difference and quasi-difference matrices.
AUSTRALASIAN JOURNAL OF COMBINATORICS, 40, 69.

[2] Araluze, A., Kovacs, 1., Kutnar, K., Martinez, L., & Marusi¢, D. (2012). Partial sum quadruples and
bi-Abelian digraphs. Journal of Combinatorial Theory, Series A, 119(8), 1811-1831.

[3] Araluze, A., Kutnar, K., Martinez, L., & Marusic, D. (2011). Edge connectivity in difference graphs and
some new constructions of partial sum families. European Journal of Combinatorics, 32(3), 352-360.

[4] ARINA. Computational cluster from 1Z0O-SGI, SGlker, UPV/EHU. 2021,
http://www.ehu.eus/sgi/recursos/cluster-arina.

[5] Bernasconi, A., Codenottl, B., & Vanderkam, J. M. (2001). A characterization of bent functions in terms
of strongly regular graphs. IEEE Transactions on Computers, 50(9), 984-985.

[6] Bernoulli, J. (1713). Ars conjectandi, opus posthumum: accedit tractatus de seriebus infinitis, et
epistola Gallice scripta de ludo pilee reticularis. Impensis Thurnisiorum Fratrum.

[7] Bose, R. C. (1963). Strongly regular graphs, partial geometries and partially balanced designs.

[8] Bose, R. C., & Bush, K. A. (1952). Orthogonal arrays of strength two and three. The Annals of
Mathematical Statistics, 508-524.

[9] Bose, R. C., & Shrikhande, S. S. (1959). On the falsity of Euler’s conjecture about the non-existence
of two orthogonal Latin squares of order 4t+ 2. Proceedings of the National Academy of Sciences, 45(5),
734-7317.

[10] Bose, R. C., Shrikhande, S. S., & Parker, E. T. (1960). Further results on the construction of mutually
orthogonal Latin squares and the falsity of Euler’s conjecture. Canadian Journal of Mathematics, 12,
189-203.

[11] Brouwer, A. E., & Haemers, W. H. (2011). Spectra of graphs. Springer Science & Business Media.

[12] Bruck, R. H., & Ryser, H. J. (1949). The nonexistence of certain finite projective planes. Canadian
Journal of Mathematics, 1(1), 88-93.

[13] Bulutoglu, D. A., & Margot, F. (2008). Classification of orthogonal arrays by integer programming.
Journal of Statistical Planning and Inference, 138(3), 654-666.

150



Capitulo 7.

[14] Buratti, M. (1999). Old and new designs via difference multisets and strong difference families.
Journal of Combinatorial Designs, 7(6), 406-425.

[15] Cammann, S. (1960). The evolution of magic squares in China. Journal of the American Oriental
Society, 80(2), 116-124.

[16] Carlini, E., & Pistone, G. (2007). Hilbert bases for orthogonal arrays. Journal of Statistical Theory
and practice, 1, 299-309.

[17] Cayley, P. (1879, April). On the colouring of maps. In Proceedings of the Royal Geographical
Society and monthly record of geography (Vol. 1, No. 4, pp. 259-261). Blackwell Publishing; The Royal
Geographical Society (with the Institute of British Geographers).

[18] Chowla, S., & Ryser, H. J. (1950). Combinatorial problems. Canadian Journal of Mathematics, 2,
93-99.

[19] Colbourn, C. J. (2010). CRC handbook of combinatorial designs. CRC press.

[20] Davis, J. A., Martinez, L., & Sodupe, M. J. (2016). Bi-Cayley normal uniform multiplicative designs.
Discrete Mathematics, 339(9), 2224-2230.

[21] De Morgan, A. (1860). Review of the philosophy of discovery. The Athenaeum, 1694, 501-503.

[22] De Resmini, M. J., & Jungnickel, D. (1992). Strongly regular semi-Cayley graphs. Journal of Algebraic
Combinatorics, 1, 171-195.

[23] Dean, A., & Voss, D. (Eds.). (1999). Design and analysis of experiments. New York, NY: Springer New
York..

[24] Dey, A., & Mukerjee, R. (2009). Fractional factorial plans (Vol. 496). John Wiley & Sons.

[25] Dukanovic, I., & Rendl, F. (2007). Semidefinite programming relaxations for graph coloring and
maximal clique problems. Mathematical Programming, 109(2), 345-365.

[26] Duval, A. M. (1988). A directed graph version of strongly regular graphs. Journal of Combinatorial
Theory, Series A, 47(1), 71-100.

[27] Duval, A. M., & Iourinski, D. (2003). Semidirect product constructions of directed strongly regular
graphs. Journal of Combinatorial Theory, Series A, 104(1), 157-167.

[28] Dvivedi, S., Prakash, S., & Sharma, R. S. (1966). Brahmasphutasiddhantah. 1966.

[29] Euler, L. (1766). Solution d’'une question curieuse que ne paroit soumise a aucune analyse. Mémoires
de 'académie des sciences de Berlin, 310-337.

[30] Euler, L. (1741). Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis. Commentarii academiae
scientiarum Petropolitanae, 128-140.

[31] Euler, L. (1782). Recherches sur une nouvelles espéce de quarrés magiques. Verhandelin-
gen uitgegeven door het zeeuwsch Genootschap der Wetenschappen te Vlissingen 9. 85-239
= Opera Omnia: Ser. 1, Vol. 7, pp. 291-392. Translation by Andie Ho and Dominic Klyve:
http://eulerarchive.maa.org/docs/translations/E530.pdf

[32] Fernandez-Alcober, G. A., Kwashira, R., & Martinez, L. (2010). Cyclotomy over products of finite fields

and combinatorial applications. European Journal of Combinatorics, 31(6), 1520-1538.

151



Capitulo 7.

[33] Fiedler, F., Klin, M., & Muzychuk, M. H. (2002). Small vertex-transitive directed strongly regular
graphs. Discrete mathematics, 255(1-3), 87-115.

[34] Franco, J., Dupuy, D., Roustant, O., Kiener, P., Damblin, G., Iooss, B., & Helbert, M. C. (2015). Package
‘DiceDesign’.

[35] Franklin, P. (1922). The four color problem. American Journal of Mathematics, 44(3), 225-236.

[36] Gadelha Filho, T., Silvia, C., Aleksandar, D., Massimo, B., & Marco, M. (2021). Rural electrification
planning based on graph theory and geospatial data: A realistic topology oriented approach. Sustainable
Energy, Grids and Networks, 28, 100525.

[37] Gallager, R. G. (1968). Information theory and reliable communication (Vol. 588). New York: Wiley.

[38] Garcia, M. A., Kutnar, K., Malnic, A., Martinez, L., Marusi¢, D., & Montoya, J. M. (2019). Construction
of infinite families of vertex-transitive directed strongly regular graphs. Acta Mathematica Universitatis
Comenianae, 88(2), 319-327.

[39] Ge, G. (2005). On (g, 4; 1)-difference matrices. Discrete mathematics, 301(2-3), 164-174.

[40] Godsil, C., & Royle, G. (2001). Algebraic graph theory (Vol. 207). Springer.

[41] Graham, R.L., Grotschel, M., & Lovasz, L. (1995). Handbook of Combinatorics (Vol. 1). Elsevier.

[42] Green, P. E., & Srinivasan, V. (1990). Conjoint analysis in marketing: New developments with
implications for research and practice. Journal of Marketing, 54(4), 3-19.

[43] Greenaway, K. H., Wright, R. G., Willingham, J., Reynolds, K. J., & Haslam, S. A. (2015). Shared
identity is key to effective communication. Personality and Social Psychology Bulletin, 41(2), 171-182.

[44] Griffiths, M. (2015). On a Matrix Arising from a Family of Iterated Self-Compositions. J. Integer Seq.,
18(11), 15-11.

[45] Gromping, U. (2018). R package DoE. base for factorial experiments. Journal of Statistical Software,
85, 1-41.

[46] Gytrki, S. (2016). Infinite families of directed strongly regular graphs using equitable partitions.
Discrete Mathematics, 339(12), 2970-2986.

[47] Gyiirki, S., & Klin, M. (2014, September). Sporadic examples of directed strongly regular graphs
obtained by computer algebra experimentation. In International Workshop on Computer Algebra in
Scientific Computing (pp. 155-170). Cham: Springer International Publishing.

[48] Haemers, W. H., Peeters, R., & Van Rijckevorsel, J. M. (1999). Binary codes of strongly regular graphs.
Designs, Codes and Cryptography, 17(1-3), 187-209.

[49] Hainmueller, J., Hopkins, D. J., & Yamamoto, T. (2014). Causal inference in conjoint analysis:
Understanding multidimensional choices via stated preference experiments. Political Analysis, 22(1),
1-30.

[50] Hall, M. (1998). Combinatorial theory (Vol. 71). John Wiley & Sons.

[51] Hayashi, T. (2008). Combinatorics in Indian Mathematics. Encyclopaedia of the History of Science,
Technology and Medecine in Non-Western Cultures.

[562] Heawood, P. J. (1890). Map colour theorem’, Quart. d. J. Math.

152



Capitulo 7.

[63] Hedayat, A. S., Sloane, N. J. A., & Stufken, J. (2012). Orthogonal arrays: theory and applications.
Springer Science & Business Media.

[54] Heesch, H. (1969). Untersuchungen zum Vierfarbenproblem. B. I. Hochschulscripten, 810/810a/810b.

[65] Hickernell, F. (1998). A generalized discrepancy and quadrature error bound. Mathematics of
computation, 67(221), 299-322.

[566] Higman, D. G., & Sims, C. C. (1968). A simple group of order 44,352,000.

[67] Hobart, S. A., & Justin Shaw, T. (1999). A note on a family of directed strongly regular graphs.
European Journal of Combinatorics, 20(8), 819-820.

[58] Holton, D. A., & Sheehan, J. (1993). The petersen graph (Vol. 7). Cambridge University Press.

[59] https:/commons.wikimedia.org/wiki/Main_Page

[60] https://oeis.org/

[61] https:/www.gap-system.org/

[62] Hujdurovic, A. (2013). Quasi m-Cayley circulants. Ars mathematica contemporanea, 6(1), 147-154.

[63] IBM ILOG Cplex. V12. 1: User’s manual for CPLEX. Int Bus Mach Corp 2009;46(53):157.

[64] Jaenisch, C. F. (1862). Traité des applications de ’analyse mathématique au jeu des échecs: précédé
d’une introduction a I'usage des lecteurs soit étrangers aux échecs, soit peu versés dans I'analyse (Vol. 1).
Londres.

[65] Jegrgensen, L. K. (2001). Directed strongly regular graphs with p = \. Discrete Mathematics, 231(1-3),
289-293.

[66] Jgrgensen, L. K. (2003). Non-existence of directed strongly regular graphs. Discrete Mathematics,
264(1-3), 111-126.

[67] Jergensen, L. K. (2005). Rank of adjacency matrices of directed (strongly) regular graphs. Linear
algebra and its applications, 407, 233-241.

[68] Jungnickel, D. (1979). On difference matrices, resolvable transversal designs and generalized
Hadamard matrices. Mathematische Zeitschrift, 167(1), 49-60.

[69] Kan, X., Thayer, T. C., Carpin, S., & Karydis, K. (2021). Task planning on stochastic aisle graphs for
precision agriculture. IEEE Robotics and Automation Letters, 6(2), 3287-3294.

[70] Ke, X., Zhang, R., & Ye, H. J. (2015). Two-and three-level lower bounds for mixture L2-discrepancy
and construction of uniform designs by threshold accepting. Journal of Complexity, 31(5), 741-753.

[71] Kempe, A. B. (1879). On the geographical problem of the four colours. American journal of
mathematics, 2(3), 193-200.

[72] Kenny, Y. The Uniform Design. 2004-10-14 [2019-12-10]. http://www. math. hkbu. edu.
hk/UniformDesign.

[73] Klin, M., Munemasa, A., Muzychuk, M., & Zieschang, P. H. (2004). Directed strongly regular graphs
obtained from coherent algebras. Linear algebra and its applications, 377, 83-109.

[74] Knuth, D. E. (1978). The art of computer programming. Vol. 1: Fundamental algorithms. Reading.

[75] Kovacs, I., Kuzman, B., Malni¢, A., & Wilson, S. (2012). Characterization of edge-transitive 4-valent
bicirculants. Journal of Graph Theory, 69(4), 441-463.

153



Capitulo 7.

[76] Kutnar, K., Malnic, A., Martinez, L., & Marusic, D. (2013). Quasi m-Cayley strongly regular graphs.
Journal of the Korean Mathematical Society, 50(6), 1199-1211.

[77] Kutnar, K., Marusi¢, D., Miklavi¢, S., & Sparl, P. (2009). Strongly regular tri-Cayley graphs. European
Journal of Combinatorics, 30(4), 822-832.

[78] Lam, C. W., Thiel, L., & Swiercz, S. (1989). The non-existence of finite projective planes of order 10.
Canadian journal of mathematics, 41(6), 1117-1123.

[79] Leung, K. H., & Ma, S. L. (1993). Partial difference triples. Journal of Algebraic Combinatorics, 2,
397-409.

[80] Lin, Y. L., Phoa, F. K. H., & Kao, M. H. (2017). Optimal design of fMRI experiments using circulant
(almost-) orthogonal arrays.

[81] Ma, C. X., Fang, K. T., & Liski, E. (2000). A new approach in constructing orthogonal and nearly
orthogonal arrays. Metrika, 50, 255-268.

[82] Ma, S. L. (1984). Partial difference sets. Discrete Mathematics, 52(1), 75-89.

[83] Macdonald, D. B. (1912). Description of a silver amulet. Zeitschrift fiir Assyriologie und Vorderasia-
tische Archéologie, 26(1-3), 267-269.

[84] Margot, F. (2002). Pruning by isomorphism in branch-and-cut. Mathematical Programming, 94, 71-
90.

[85] Margot, F. (2003). Exploiting orbits in symmetric ILP. Mathematical Programming, 98, 3-21.

[86] Margot, F. (2003). Small covering designs by branch-and-cut. Mathematical Programming, 94, 207-
220.

[87] Margot, F. (2007). Symmetric ILP: Coloring and small integers. Discrete Optimization, 4(1), 40-62.

[88] Martinez, L. (2014). Strongly regular m-Cayley circulant graphs and digraphs. ARS MATHEMATICA
CONTEMPORANEA, 8(1).

[89] Martinez, L., & Araluze, A. (2010). New tools for the construction of directed strongly regular graphs:
Difference digraphs and partial sum families. Journal of Combinatorial Theory, Series B, 100(6), 720-728.

[90] Martinez, L., Merino, M., & Montoya, J. M. (2023). An integer programming model for obtaining cyclic
quasi-difference matrices. Operations Research Perspectives, 10, 100260.

[91] Marusic, D. (1987). Strongly regular bicirculants and tricirculants.

[92] McKay, B. D. (2013). A Note on the History of the Four-Colour Conjecture. Journal of Graph Theory,
72(3), 361-363.

[93] Michel, J. (2017). A note on directed strongly regular graphs. Graphs and Combinatorics, 33, 171-179.

[94] Mohr, D. C., Cuijpers, P., & Lehman, K. (2011). Supportive accountability: A model for providing
human support to enhance adherence to eHealth interventions. Journal of Medical Internet Research,
13(1), e30.

[95] Nie, C., & Leung, H. (2011). A survey of combinatorial testing. ACM Computing Surveys (CSUR),
43(2), 1-29.

[96] Parker, E. T. (1959). Construction of some sets of mutually orthogonal Latin squares. Proceedings of

the American Mathematical Society, 10(6), 946-949.

154



Capitulo 7.

[97] Parker, E. T. (1959). Orthogonal latin squares. Proceedings of the National Academy of Sciences,
45(6), 859-862.

[98] Péteri, R., & Ranchin, T. (2003, June). Multiresolution snakes for urban road extraction from ikonos
and quickbird images. In 23nd EARSeL. Annual Symposium” Remote Sensing in Transition (pp. 141-147).
Ghent, Belgium.

[99] Plackett, R. L., & Burman, J. P. (1946). The design of optimum multifactorial experiments.
Biometrika, 33(4), 305-325.

[100] Poinsot, L. (1809). Sur les polygones et les polyedres, J. Ecole Polytech. 4 (Cah. 10) 16—48.

[101] R Core Team, R. (2013). R: A language and environment for statistical computing.

[102] Rao, C. R. (1947). Factorial experiments derivable from combinatorial arrangements of arrays.
Supplement to the Journal of the Royal Statistical Society, 9(1), 128-139.

[103] Reiss, M. (1871). Evaluation du nombre de combinaisons desquelles les 28 dés d’'un jeu du domino
sont susceptibles d’apres la regle de ce jeu. Annali di Matematica Pura ed Applicata (1867-1897), 5, 63-
120.

[104] Robertson, N., Sanders, D., Seymour, P., Thomas, R. (1997). The four-colour theorem. journal of
combinatorial theory, Series B, 70(1), 2-44.

[105] Seeger, A., & Torki, M. (2014). Centers of sets with symmetry or cyclicity properties. Top, 22(2),
716-738.

[106] Storer, T. (1967). Cyclotomy and difference sets. Lectures in Advanced Mathematics.

[107] Tarry, G. (1900). Le probleme des 36 officiers. Secrétariat de I’Association francaise pour
l’'avancement des sciences.

[108] The Sage Developers, Stein William, Joyner David, Kohel David, Cremona John, Erécal Burgin.
SageMath, version 9.0. 2020, http:/www.sagemath.org.

[109] Thomas, R. (1998). An update on the four-color theorem. Notices of the AMS, 45(7), 848-859.

[110] Vandermonde, A. T. (1771). Remarques sur les problemes de situation. Mémoires de I’Académie
Royale des Sciences (Paris), 2, 566-574.

[111] Veblen, O., & Bussey, W. H. (1906). Finite projective geometries. Transactions of the American
mathematical society, 7(2), 241-259.

[112] Venkatachala, B. J. (2009). A Curious Bijection on Natural Numbers. Journal of Integer Sequences,
12(2), 3.

[113] Vieira Jr, H., Sanchez, S., Kienitz, K. H., & Belderrain, M. C. N. (2011). Generating and improving
orthogonal designs by using mixed integer programming. European Journal of Operational Research,
215(3), 629-638.

[114] Wang, K., & Chen, K. (2018). A short disproof of Euler’s conjecture based on quasi-difference
matrices and difference matrices. Discrete Mathematics, 341(4), 1114-1119.

[115] Whitney, H. (1932). The coloring of graphs. Annals of Mathematics, 688-718.

[116] Wilson, R. M. (1972). Cyclotomy and difference families in elementary abelian groups. Journal of
Number Theory, 4(1), 17-47.

155



Capitulo 7.

[117] Wilson, R., & Nash, C. (2003). Four colours suffice: How the map problem was solved. The
Mathematical Intelligencer, 25(4), 80-83.

[118] Wilson, R., & Watkins, J. J. (Eds.). (2013). Combinatorics: ancient & modern. OUP Oxford.

[119] Wu, C. F. J.,, & Hamada, M. (2011). Experiments: Planning, analysis, and parameter design
optimization (2a ed.). Wiley.

[120] Zhou, Y. D., Fang, K. T., & Ning, J. H. (2013). Mixture discrepancy for quasi-random point sets.
Journal of Complexity, 29(3-4), 283-301.

156



	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Una nueva familia de grafos dirigidos fuertemente regulares con grupos de automorfismos semirregulares
	Capítulo 3. Una nueva construcción de grafos dirigidos fuertemente regulares vértice-transitivos
	Capítulo 4. Conjuntos de diferencias parciales obtenidos usando ciclotomía estándar uniforme sobre un producto de dos cuerpos finitos iguales
	Capítulo 5. Cuasi matrices de diferencias cíclicas
	Capítulo 6. Cuasi arreglos ortogonales con una tolerancia dada y un grupo de automorfismos
	Capítulo 7. Trabajo a futuro: arreglos ortogonales infinitos
	Lista de Figuras
	Lista de Tablas

