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Preambulo

Las notas que se desarrollan a continuacién no tienen mas ambicién que servir como apoyo al
proceso de aprendizaje de los estudiantes de la asignatura Fstadistica Actuarial: Regresion de
la Licenciatura en Ciencias Actuariales y Financieras.

El contenido de la asignatura, de una dificultad media-alta esta estructurado en cuatro capitulos.
El primero de ellos introduce el concepto de Econometria y define algunos de los términos mas
habituales. En los capitulos dos y tres se desarrolla el grueso del contenido. En el capitulo dos
se especifica y estima el Modelo de Regresién Lineal General. Se desarrolla el estimador Minimo
Cuadratico Ordinario, sus propiedades y se muestra como hacer inferencia con él. Se revisa su
comportamiento bajo mala especificacion del modelo y las consecuencias de disponer de una
muestra de variables altamente correlacionadas. En el capitulo tres se muestra como utilizar
variables ficticias. En el cuarto y tultimo capitulo se introduce al alumno en las técnicas de
validacion del modelo. Al final de las notas aparece la bibliografia completa.

Como decia anteriormente, estas notas sirven de apoyo al estudio y sobre todo permiten agilidad
en las clases presenciales, en ningun caso deben utilizarse como sustituto de los libros incluidos
en la bibliografia. De igual manera recomiendo la realizacion de ejercicios tanto los recomendados
en clase como los que aparecen en la bibliografia. La unién del estudio de los conceptos y la
utilizacién de los mismos en los ejercicios permite adquirir la agilidad necesaria para el dominio
de la asignatura.
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Tema 1

Introduccion

1.1. Modelo econémico y modelo econométrico

Definicion: Econometria en sentido estricto significa medida de la economia. La Econometria
se ocupa de formular, cuantificar y valorar las relaciones entre variables econémicas, para ello
necesita de otras materias como son la Teoria Econémica, la Estadistica y las Matematicas.

Definicion: La Econometria se ocupa del estudio de estructuras que permitan analizar carac-
teristicas o propiedades de una variable econémica utilizando como causas explicativas otras
variables econémicas. (Novales, 1993)

Como es sabido la Teoria Econémica se ocupa del andlisis de la economia, como consecuencia
del mismo formula las relaciones existentes entre las variables econémicas objeto de estudio. Sin
embargo la teoria Econdémica no se ocupa de cuantificarlas, éste es un cometido especifico de
la Econometria, que si tiene como objetivo cuantificar las relaciones entre variables. Unido a
este objetivo aparece un pilar clave para la Econometria que es la disponibilidad de informacion
cuantificada sobre las variables que son objeto de estudio, en definitiva lo que llamamos datos.
Las Matematicas nos servirdan para escribir en términos de ecuaciones las teorias econdmicas
objeto de estudio y la Estadistica nos proporciona instrumentos para el tratamiento de datos que
nos permiten cuantificar las relaciones y valorar los resultados de acuerdo a criterios establecidos.
En ocasiones nos encontraremos con problemas especificos para los que la estadistica no tiene
solucion y por ello necesitaremos desarrollar los instrumentos y métodos apropiados para llevar
a cabo los objetivos.

Resumiendo podriamos decir que los objetivos de la Econometria son: verificacion de una
teoria, estudio del pasado, descripcién del presente, predicciéon del futuro y orientacién de la
accién politica.

1.2. Etapas en la elaboracion de un modelo econométrico

En la construccién de un modelo econométrico podemos distinguir segin el ejemplo anterior, las
siguientes etapas:

a) Especificacién: En esta fase hay que dar forma al problema inicial en términos de un
modelo. Determinar la variable a explicar y las variables explicativas, la forma funcional
del modelo y la distribucién probabilistica de la perturbacion aleatoria.
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b) Estimacién: Utilizando los datos disponibles y mediante métodos estadisticos adecuados
se obtendran valores para los parametros desconocidos del modelo.

c) Valoracién del modelo o contraste de hipétesis: En esta fase se debe valorar si
el modelo propuesto y los resultados obtenidos en la fase de estimacion son adecuados
a solucionar el problema objetivo de partida. Para ello se utilizan métodos de inferencia
estadistica que permitiran rechazar o aceptar hipotesis de comportamiento sobre el modelo.

El resultado de la validacién del modelo puede ser que el modelo es adecuado a nuestros
propdsitos y nos sirve para tomar decisiones. En caso contrario, es decir que el modelo
no es util, habra que repasar todas las fases y corregir los errores que pudiéramos haber
llevado a cabo, lo que puede incluir una reformulacién inicial. Es decir, este proceso de en
principio tres fases puede ser en realidad un proceso iterativo.

d) Prediccién:
Finalmente un modelo correctamente especificado y estimado ha de ser utilizado para
predecir. Este concepto implica tanto determinar los valores futuros de la variable endégena
como contestar a preguntas del tipo "qué pasaria si...7, en definitiva debe servirnos para
dar consejos de politica econémica.

1.3. Tipologia de datos y variables en Econometria

El modelo econométrico genérico completamente especificado tiene la siguiente forma:
=01+ X+ B Xt + ...+ B Xxe +upy t=1,2,....T (1.1)

Donde Y es la variable a explicar o variable enddgena, Xo, X3, ..., Xx  son las variables
explicativas, o regresores, del modelo, el subindice que las acompana indica el niimero de varia-
bles explicativas del modelo, el modelo anterior tiene K-variables explicativas. Los coeficientes
Br k =1,2,...,K son los pardmetros a estimar, que se suponen constantes. Ademds es de
interés notar que el parametro 1 acompana a la variable explicativa X; constante e igual a la
unidad en todo momento del tiempo. El subindice ¢ hace referencia al tiempo y por tanto T
indica el tamano de la muestra de observaciones disponible.

La diferencia entre un modelo econémico y un modelo econométrico es la perturbacién aleatoria
que incluimos en el modelo econométrico. A partir de este elemento en el modelo econométrico
podemos distinguir dos partes la parte sistematica del modelo y la parte aleatoria. La pri-
mera corresponde al comportamiento medio o estable de la relacién y la segunda se corresponde
con la perturbacion aleatoria, ;.

El objetivo sobre el modelo genérico representado por la ecuacién (1.1) es conocer los valores de
los parametros desconocidos B, k= 1,2,..., K. Para llevar a cabo este objetivo utilizaremos
métodos estadisticos. Para ello al modelo especificado deberemos de anadir hipétesis sobre el
comportamiento probabilistico de la perturbacién aleatoria que caractericen su distribucién. En
general, supondremos que dicha perturbacién tiene una distribucién centrada en cero, o sea
media cero, lo que implica que el comportamiento medio de la variable a explicar esta recogido
en su totalidad por la parte sistematica del modelo:

E(Y:) = 61+ foXot + B3 X3t + ... + B Xkt t=1,2,...,T (1.2)

Ademsds de la media debemos caracterizar también la varianza, covarianzas y distribucién de la
perturbacién.
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1.3.1. Conceptos basicos

En los puntos anteriores han surgido algunos conceptos que deberian quedar claros para poder
referirnos a ellos con propiedad. Revisaremos algunos de ellos.

¢ Poblacion y muestra:
Poblacién son todos los posibles valores que toma la variable objeto de estudio. Muestra
seria la parte de la poblacién que vamos a utilizar en el estudio para extraer conclusio-
nes. Por tanto la muestra esta contenida en la poblacién y nosotros la utilizaremos para
establecer conclusiones que puedan extrapolarse a la poblacién.

e Datos:
Los datos son los valores numéricos que toman tanto la variable a explicar como las varia-
bles explicativas. Generalmente los obtenemos de series estadisticas cuyas fuentes pueden
ser oficiales o privadas. La importancia de los datos estd determinada por la unidad de
medida. Los podemos clasificar en:

a) Datos de serie temporal: Reflejan la evolucién de una variable a lo largo del tiempo,
segin esto la variable estard ordenada cronolégicamente con un orden légico. Las
variables medidas en series temporales se denotan con el subindice t y este puede
referirse a observaciones temporales mensuales, trimestrales, diarias cuatrimestrales,
anuales, etc. Ejemplo: el Producto Nacional Bruto (PNB) de 1965-2000. En este caso
la poblacién serian todos los posibles valores del PNB a lo largo del tiempo y la
muestra el perfodo que vamos a estudiar, de 1965 al 2000.

b) Datos de seccién cruzada o corte transversal: Son datos atemporales dado que miden
el comportamiento de una variable en diferentes unidades y en el mismo momento
del tiempo. Ejemplo: ventas de las empresas metalirgicas en el Pais Vasco en el ano
1999. Esta seria la muestra a utilizar y la poblacién estaria constituida por todas las
unidades.

c) Datos de panel: es la unién de datos de serie temporal y datos de seccién cruzada.
Estan fuera del objetivo del curso de Introduccién a la Econometria y también del de
Econometria.

e Variables:
Una variable es un ente econémico que toma diferentes valores. Podemos distinguir entre
variables exdgenas, aquellas que inciden en el modelo desde el exterior y variables enddge-
nas, aquellas que queremos explicar con el modelo. A las variables exdgenas también se
las denomina variables explicativas o independientes y a la variable endégena también se
le puede denominar como variable a explicar o dependiente. Ademéas debemos tener en
cuenta que podemos encontrarnos con relaciones simultdneas como:

Yi=a+8Y 1 +u

0 como
C’t:a—l—bY}—i-ut Y;:Ct—i‘ft
donde las variables cambian su papel segin miremos a una ecuacién u otra. Podemos
distinguir los siguientes tipos de variables:
a) - Fijas: aquellas que toman valores que el investigador puede controlar.
- Estocésticas: aquellas cuyo valor cambia segiin una ley de probabilidad.

b) - Cuantitativas: aquellas que podemos valorar numéricamente.

3
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- Cualitativas : aquellas que miden cualidades y que por lo tanto no se miden con un
valor numérico y sera el investigador el que se lo asigne segin un criterio.

e Los parametros:
Los parametros son los valores que permanecen desconocidos del modelo. En un modelo
econométrico podemos distinguir dos tipos de pardmetros:

a)

b)

Los parametros de la relaciéon econémica: Son las ponderaciones que aplicadas a las
variables exégenas nos permiten calcular la endégena. En el modelo siguiente son a

y b:
Ci=a+bY:+wu (1.3)
Los parametros de la estructura probabilistica: son los parametros que determinan

la estructura de la parte aleatoria del modelo, media y varianza de la perturbacién
aleatoria y de la variable endégena.

e Modelo:
Hemos visto que un modelo no es mas que un conjunto de relaciones entre variables
econdémicas y que representamos mediante relaciones matematicas. Clasificacién de los
modelos:

a)

d)

- Modelos exactos: aquellos que determinan exactamente el valor de una variable
conocido el valor de otra-s.:
Y =a+bX

- Modelos estocasticos: aquellos que incluyen alguna variable aleatoria:
Yi=a+bX; +u u ~ (m(u),var(u))
- Modelos uniecuacionales: aquellos que se componen de una tnica ecuacién:
Cy=a+bY; +uy

- Modelos multiecuacionales: aquellos que se componen de més de una ecuacion. Por
ejemplo cuando una variable influye en otra-s y a la vez es influida por éstas:

Ct:a+ng+ut }/t:Ct'i‘It

- Modelos estéticos: Cuando el tiempo no aparece de forma explicita en la ecuacion
y todas las variables se miden en el mismo momento.

- Modelos dindmicos: Aquellos que tienen variables definidas en diferentes momentos
del tiempo o el tiempo aparece como variable explicita en la ecuacién. Un ejemplo de
los primeros seria:

Ct :a+bY%+CCt_1+Ut

mientras que un ejemplo de los segundos seria el siguiente modelo no explicitamente
dindmico, generalmente llamado estatico histérico

Cy=a+bY; +ct+uy

donde el parametros c recoge la tendencia de la variable endogena a lo largo del
tiempo.

- Modelos basados en series temporales: pueden ser dindmicos u estaticos.

4
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- Modelos basado en datos de corte transversal: son siempre estaticos.

Parametro, estimador y estimacién:
En el modelo:
Yi=a+[8X: +us t=12,...,T

tenemos diferentes pardmetros desconocidos. En la parte aleatoria aparecerian los que
caracterizan a la distribucion probabilistica de la perturbacién aleatoria y en la parte sis-
tematica aparecen « y 3. Todos son parametros desconocidos. Los llamaremos parametros
poblacionales ya que lo que nosotros hemos especificado es un modelo general que deberia
recoger el comportamiento medio de las variables en la poblacién. Para obtener resultados
del modelo anterior nosotros lo aplicamos a la muestra, de tamano T. Nuestro objeti-
vo es determinar el valor de estos parametros poblacionales desconocidos de la muestra.
Para aproximarnos a ese valor utilizamos técnicas estadisticas, en concreto estimadores.
Un estimador no es més que una férmula que nos dice como debemos obtener los valores
numéricos de o« y § mediante la muestra. Al valor finalmente obtenido en la muestra le
llamamos estimacién. En concreto la notacion matemaética para estos conceptos, aplicada
al pardmetro 3 seria:

G pardametro poblacional

B estimador

0,5 estimacién

donde por ejemplo:
o T = V)X = X)
> (X — X)?
Los estimadores van a ser variables aleatorias con distribucién a determinar ya los que
exigiremos ciertas propiedades que van a determinar esta distribucion.

=0,5

Estructura:

Cuando estudiamos la relacién entre las variables econdémicas especificamos un modelo
econométrico. En la especificacion elegimos la forma funcional del modelo y las variables
explicativas a incluir asi como las propiedades de la perturbaciéon. Una vez que el modelo
esta totalmente especificado le estimaremos y tendremos unos valores para los parametros.
A la relacién resultante le llamamos estructura. Un modelo especificado seria:

}/t:()[+ﬁXt+Ut t:1,2,...,T
mientras que una estructura para ese modelo dada una muestra de tamano T podria ser:
Vi =20 + 5X;

Notar que un modelo puede tener diferentes estructuras segun los valores que las variables
exégena y enddégena tomen en la muestra.

Tratamiento de la informacion con Gretl: inclusion de datos
en Gretl y analisis descriptivo basico

Gretl es un programa que permite obtener de manera sencilla mediante ventana resultados
estadisticos y econométricos. Empezaremos viendo como leer datos y obtener sus principales
estadisticos. Una vez ejecutado el programa Gretl en la ventana principal aparece un menu de
ventanas que nos permite diferentes posibilidades. En primer lugar necesitaremos leer los datos
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con los que trabajar. Dependiendo del origen de éstos si estdn en una archivo de muestra incluido
en Gretl, si estan disponibles en papel, en la web o en un archivo propio procederemos de una
manera u otra.

e Para leer datos incluidos en la base del programa Gretl:

Pinchar Archivo — Abrir datos — Archivo de muestra — Aqui seleccionamos la base de datos
que necesitemos, por ejemplo FTM — y ahora seleccionamos el archivo, por ejemplo monthly-
crsp.gdt

Apareceran las variables de la muestra y en la barra superior diferentes etiquetas, por ejemplo en
Datos podremos ver las observaciones y sus caracteristicas. Algunas de las opciones que contiene
la etiqueta Datos son las siguientes:

Mostrar valores

Editar valores

Leer informacion

Ver descripcion

Estructura del conjunto de datos

Para obtener lo que necesitamos sélo tenemos que pinchar la etiqueta correspondiente y la va-
riable o variables a estudiar. Por ejemplo para ver la estructura del conjunto de datos pinchamos
en esta etiqueta y obtendremos una pantalla en la que aparecera seleccionado el tipo de datos
con el que estamos trabajando, en este caso Serie temporal. Pinchamos aceptar y veremos la
frecuencia, mensual, y el inicio y final de la muestra 1968:1 a 1998:12. La etiqueta estructura
del conjunto de datos es muy 1til cuando necesitamos cambiar alguno de ellos por ejemplo si
anadimos nuevas observaciones.

La misma informacién contenida en la estructura del conjunto de datos podemos encontrarla
en la etiqueta: Ver descripcién, que describe el conjunto de datos junto con cada una de las
variables que lo componen.

En el ment inicial aparece también la etiqueta Ver en la cual podemos obtener graficos de las
variables y sus estadisticos principales entre otros.

e Para hacer Graficos:
Por ejemplo para hacer el grifico de serie temporal de la serie CRSP.

Pinchar Ver — Grdficos — Grdficos de series temporales.

Para guardar el grafico: situar el ratén sobre el grafico y pinchar con el botén derecho. Elegir
opcién. Podemos guardarlos en posteript (.eps) o .png, etc. En la ventana que aparece para
guardarlo escribir a:\ y poner un nombre por ejemplo CRSPVW.

e Para obtener los Estadisticos principales de las variables de la muestra:
Pinchar en Ver — FEstadisticos principales.

La ventana de output mostrara la media, moda, valor maximo y minimo de la serie, desviacion
tipica, coeficiente de variacion, curtosis y asimetria. Podemos obtener los estadisticos para una
Unica serie o para el conjunto de ellas selecciondndolo previamente.

Si queremos guardar el output pinchamos en el icono del diskette arriba a la izquierda y se-
leccionamos cémo queremos que lo guarde, texto plano, Word o Latex y en la ventana damos
el nombre que deseemos al fichero de resultados, por ejemplo estad VW para la serie CRSP o
estadmuestra para el conjunto.

En el ment inicial también aparece la etiqueta Variable para trabajar con una tunica serie de la

6



SARRIKO-ON 3/08

muestra. Algunas de las opciones que incluye esta etiqueta son:

Buscar

Mostrar valores

Estadisticos principales

Distribucion de frecuencias

Gréfico de frecuencias (simple, contra la normal, contra la gamma)
Grafico de series temporales

Editar atributos

etc

e Obtener datos que estan en el servidor:
Queremos estudiar una serie que se encuentra en el servidor, Crédito mds de 5 anios a hogares.
Esta serie aparece publicada en la base de datos del Banco de Espana con el cédigo BE182704.

Pinchar Archivo — Abrir datos — Bases de datos — sobre servidor

En el listado de bases de datos que aparece vamos a

bde18 Banco de Esparia (Tipo de interés)

y pinchamos en Obtener listado de series comprobando que contienen la serie que queremos y
representarla graficamente:

Series — Mostrar
Series — Representar

Para importar los datos a Gretl situamos el cursor sobre la serie de interés, BE182704, y vamos
a

Series — Importar

Ademsds tenemos opcién de hacer lo siguiente:

e Anadir o cambiar informacién sobre la variable: en ment Variable — Editar atributos. En
esta ventana podremos cambiar también el nombre de la serie utilizado en los gréaficos.

e Anadir notas explicativas: en meni Datos — Editar informacion

e Consultar las notas informativas: en ment Datos — Leer informacion o en Datos —
Descripcion

e Para crear un conjunto de datos:

Pinchar Archivo — Nuevo conjunto de datos y completar la informacion que pide sobre: niumero
de observaciones

estructura del conjunto de datos (serie temporal o seccion cruzada

frecuencia

Observacion inicial

A la pregunta sDesea empezar a introducir los valores de los datos usando la hoja de cdlculo de
Gretl? contestar S7

e Introducir el nombre de la variable. El maximo de caracteres que acepta es 15, no usar
acentos ni la letra 7. Pinchar Aceptar
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e En la hoja de calculo situarnos en la primera celda y teclear la observacion correspondiente,
a continuacién pintar intro. Si nos saltamos alguna observacién podemos insertar una fila
en el lugar correspondiente con solo situarnos en la celda posterior e ir a observacion —
insertar obs. Una vez introducidas todas las variables pinchar Aplicar.

e Para guardar los datos: en mend Archivo — Guardar datos. Dar nombre al conjunto de
datos, por ejemplo Azary se grabara automaticamente con la extension gdt.

Si en otro momento queremos usar este conjunto de datos solo habra que clickear en él dos
veces para que se active.

e Si queremos anadir variables en menu: Anadir — tenemos las siguientes posibilidades:

Logaritmos de las variables seleccionadas

Cuadrados de las variables seleccionadas

Retardos de las variables seleccionadas

Primeras diferencias de las variables seleccionadas
Diferencias del logaritmo las variables seleccionadas
Diferencias estacionales de las variables seleccionadas
Variable indice

Tendencia temporal

Variable aleatoria (uniforme, normal, chi cuadrado y t-Student) Por ejemplo para
crear una variable normal de media 0 y desviacién 1 haremos nombre de la variable
01

Variables ficticias, etc.

Definir una nueva variable. Esta opciéon podemos utilizarla para crear combinaciones

de variables por ejemplo Z; = 4 + ¢ €t ~ N(0,1). Permite los operadores,
+ - * /, ~

b s’ b

(suma, resta, producto, potencia) entre otros.



Tema 2

Modelo de Regresion Lineal General

2.1. Especificaciéon del Modelo de Regresién Lineal General (MRLG):
supuestos basicos

Vamos a estudiar la relacién existente entre una variable Y, y un conjunto de K wvariables,
X1, Xo,..., Xk, todas ellas cuantitativas, mediante la especificaciéon de un modelo lineal.

Supondremos, por tanto, el siguiente modelo lineal

Yi = 51 X1+ BoXop + ...+ b Xk +up t=1,2,...,T

donde estamos considerando K-variables explicativas pero habitualmente X1; = 1 V¢, de forma
que (1 es un término independiente y el Modelo de Regresiéon Lineal General (MRLG) queda
especificado como,

Yi=01+4BeXot+ ...+ B Xkt + t=1,2,...,T.

Nuestro objetivo serd estimar lo mejor posible esta funcién de regresiéon poblacional, para ello es-
timaremos los parametros desconocidos (31, (o, . .., Ok a partir de una muestra dada. La muestra
disponible se compone de T-datos u observaciones de cada una de las variables Y, X1, Xo, ..., Xk.
Por tanto, la muestra disponible es de tamano 7', y T es el nimero de observaciones disponibles
sobre cada una de las variables. Los elementos del modelo y su notacién son:

Y; = observacién t-ésima de Y
Xy = observacion t-ésima de X Vk=1,...,K
donde Xj; es una observacion de las disponibles en la muestra t =1,2,...,T.

Elementos del MRLG

e Y es la variable a explicar o variable endégena o regresando.
e X k=1,...,K son las K variables explicativas o variables exégenas o regresores.

e O k=1,..., K son los coeficientes o parametros (desconocidos).

9
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e u es la perturbacion aleatoria.
La perturbacién aleatoria u; es una variable aleatoria no observable que pretende recoger:

e Variables no incluidas en el modelo.
e Comportamiento aleatorio de los agentes econdémicos.

e FErrores de medida.

Notar que dado que u; es una variable aleatoria también lo es Y;.
Representacion del MRLG en forma matricial
En el modelo

Yi=014 (e Xo+ ...+ OB Xkt + w t=12,...,T (2.1)

el tiempo es un elemento importante, dado que el tiempo variadet =1,2,...,T el modelo puede
escribirse para todas las observaciones disponibles como el siguiente sistema de T ecuaciones:

Yi =01+ B2 Xo1 + B3X31 + ... + Bk XK1 + w1 t=1
Yo =51 + B2 Xoo + B3 X302 + ... + B X K2 + uo t=2
Y = 61+ BaXot + B3 X3t + ... + B Xkt + us t=t1
Yr =01+ BeXor + B3 X3r + ... + B XkT + ur t=T

En forma matricial se escribe:

Y = X 8 + u
(T'x 1) (T'xK)(Kx1) (T'x1)

donde:

Y(7x1): Contiene las observaciones de la variable endégena.

X(rxx): Contiene las observaciones de las variables exdgenas.

Bk x1): Contiene los parametros desconocidos o coeficientes del modelo.
u(Tx1): contiene las perturbaciones aleatorias.

Y; [ 1 Xo1 Xz1 -+ Xk |
Yo 1 X9 X3z2 -+ Xgo
. x = : :
(T X 1) }/% (T X K) 1 X2t X?)t e XKt
| Y7 | L 1 Xor Xapr -+ Xk7 |
]
: :
2
3 =| B u =
(K x 1) : (T x 1) Ut
Bk
L ur |

10
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Hipétesis basicas.

a) Hipdtesis sobre la perturbacién aleatoria

f(u)

e La perturbacion u; tiene media cero para todo t, E(u;) = 0 Vt. La perturbacién mide

las diferencias con respecto a un promedio, uy = Y; — E(Y};) y a priori no tenemos
razones para suponer que todas las desviaciones estdn por encima o por debajo de
ese promedio, por ello parece légico pensar que en media las desviaciones son cero.
Para la perturbacién en t lo escribimos como E(u;) = 0 V¢, cuando miramos al
modelo en forma matricial escribimos esta hipétesis como E(u) = 0:

up E(uy) 0
E(u) —E U _ E(UQ) _ 0 _ 6
wr | [ By | |0

E(u?) = 02Vt es decir la varianza de la perturbacién es desconocida e igual a o>

en todo momento del tiempo. Estamos suponiendo igual dispersién o variabilidad. A
esta hipétesis se le conoce con el nombre de Homocedasticidad:

Var(u) = E(us — E(ug))? = E(u?) = o

E(d) = B(u}) = B(ud) = ... = B(u}) = o’

El caso contrario, cuando la dispersiéon varia a lo largo de la muestra se denomina
heterocedasticidad (FE(u?) = o?). El Grafico 2.1 ilustra ambas situaciones:

X1 @ +pX6 Xt aspX6

X6 X X8 X

Gréfico 2.1: Perturbaciones homocedéasticas versus heterocedésticas

Hay que notar que generalmente o2 serd desconocida y por tanto en el modelo ten-

dremos que estimar (k + 1) incognitas, los k-coeficientes poblacionales desconocidos

més la varianza poblacional de la perturbacién o2.

E(ugus) =0 Vt,s t# s. La covarianza entre perturbaciones de distinto momento
del tiempo es cero.

Cov(ut,us) = E(us — E(ug))(us — Eus)) = E(urus) =0 Vt,s t#s
E(ujug) = E(ujus) = E(uqugg) =0

A esta hipétesis también se la llama hipdtesis de No Autocorrelacion.

11
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Definimos la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbaciéon como:

E(uwu') = o*Ip

U1 wiuy  uguh ... ugud
/ / /
ug / / / uuU uU oo U2
Blud) =B ™ | [y wy oo || P
ur wul  wgubh ... upulp
_ g uguf  wd oo wguh || B(ugw))  E(ud) ... El(uguf) |
o2 0 0 0 1 0 0
2
o o 0 0 |_ [0 1 0 0| _ g
0 0 0 ... o2 0 0 0 ... 1

En la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién asi definida se incluyen
las dos hipdtesis, homocedasticidad y la hipdtesis de no autocorrelacién.

A la hipdtesis que reconoce que las varianzas de la perturbacién no son constantes en
el tiempo (o los individuos) se le conoce como hipétesis de Heterocedasticidad. A la
hipétesis que reconoce que las covarianzas entre perturbaciones de distinto momento
del tiempo, o entre distintos individuos, son distintas de cero se le conoce con el
nombre de Autocorrelacion.

e Las perturbaciones siguen una distribucién normal. Si definimos la perturbacion alea-
toria como la suma de errores independientes entre si, a través del Teorema Central
del Limite podremos suponer una distribuciéon normal y escribir esta hipétesis junto
con las anteriores como:

u~ NID(0,0°Ir)

donde decimos que las perturbaciones siguen una distribucién normal, idéntica e
independientemente distribuidas, de media cero y varianza constante igual a o2. Son
independientes dado que su covarianza es cero y dado que todas tienen igual varianza
y covarianza su distribucion es idéntica, por ello para una perturbacién en t escribimos
su distribucién como  u; ~ N(0,02).

Estas propiedades pueden también escribirse conjuntamente como
ug ~ NID(0,02) Vt=1,...,T
6 en forma matricial,

w ~N( Op , oilp)
(T x1) (Tx1) (T'xT)

b) Hip6tesis sobre las variables exdgenas X.

12
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e Las variables explicativas son variables no aleatorias (no estocésticas o fijas). Esto
quiere decir que cuando digamos que cambiamos la muestra los valores de las varia-
bles ex6genas no cambian y sélo cambian los valores de la variable endégena Y;.
Como consecuencia de que las variables exdgenas sean fijas tendremos que son in-
correlacionadas con las perturbaciones:

E(X'u) = X'E(u) =0

e La matriz X es de rango completo e igual a K con K < T, rg(X) = K, es
decir no hay ninguna combinacién lineal exacta entre las columnas de X, son todas
linealmente independientes con lo que el rango de la matriz es igual al nimero de
coeficientes desconocido ya que en X tenemos una columna por parametro. A esta
hipdtesis se le conoce con el nombre de No Multicolinealidad. El que ademas exijamos
que K < T es porque necesitamos tener mas observaciones que coeficientes a estimar
en el modelo.

c) Hip6tesis de caracter general:

e Los coeficientes permanecen constantes a lo largo de toda la muestra.
e Sobre la forma funcional suponemos:

e Linealidad en los coeficientes.

e El modelo estd correctamente especificado. Esto quiere decir que todas las varia-
bles X1, Xs,..., Xk explican Y y no hay ninguna otra de fuera del modelo que
explique a Y. Es decir no falta ninguna ni sobra ninguna.

Observacion:
U1
u2
E(uw') = o%Ir E(W'u) =F |[ujuz ... up]
ur

2.2. Forma funcional. Interpretacion de los coeficientes.

Dados los supuestos bésicos del MRLG el valor esperado de la variable endégena lo encontramos
como,

E(Y;) = E(B1+ foXor+ ...+ Brx Xkt + us)
= 51+52X2t+...+ﬂKXKt+E(ut):
=0

= b1+ o Xo+ ...+ B Xkt

Llamamos Funcién de Regresién Poblacional (FRP) a E(Y}). Los coeficientes, (31, B2, . . ., Ok
se interpretan del siguiente modo:

13
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e 01 = E(Y| X9 = ... = X = 0). Valor esperado de Y; cuando las variables explicativas
son todas cero.

o [ = 65)83) = AAE)EZ) Vk = 2,..., K. Incremento (o decremento) en el valor esperado

de Y; cuando la variable explicativa X} se incrementa en una unidad, manteniéndose
constantes el resto de las variables.

Cuando decimos que el MRLG es un modelo lineal queremos decir que Y o alguna transformacion
de Y es lineal en las X o en alguna transformacion lineal de las X. Hay dos tipos de linealidad,
linealidad en variables y linealidad en parametros. Nosotros estamos interesados en la linealidad
en parametros: es decir las derivadas con respecto a los coeficientes desconocidos son una funcion
lineal sélo de las X.

_ 9BV

; = =2,1,... K
51 aXlt ? ) )

El modelo lineal mas sencillo es el Modelo de Regresion Lineal Simple donde la variable endégena
Y queda explicada por una tnica variable exégena X

n:ﬁl+ﬁ2Xt+ut t:172a"'7T

De igual forma es lineal el Modelo de Regresion Lineal General donde la variable endégena Y
se explica con un conjunto de k-variables explicativas (Xi¢, Xo, ..., Xkt)

Yi =01+ 32X + 83Xzt + ...+ BpXpw +ur t=1,2,...,T

dado que estamos interesados sélo en la linealidad en pardmetros también seran considerados
lineales los siguientes modelos:

1
Yt:a—i—ﬁf—i—ut 6 Yi=a+pXP+u
t

que son lineales en parametros segin lo dicho anteriormente aunque no lo sean en variables.
Ahora bien, existen otras relaciones que aunque en principio no son lineales pueden transformarse
en lineales y por tanto son perfectamente estimables en nuestros términos. Por ejemplo:

a) Sea el siguiente modelo:
Xt = ABY%U,:

podemos transformar el modelo en lineal en pardmetros tomado logaritmos y obtener:
Y, = a+ BLnX; +w (2.2)

donde 3= (LnB)™! y a=( %) a esta transformacion se le llama semilogaritmica.

b) Sea el modelo:
Y, = AXPu, — LnY; = a + BLnX,; + u (2.3)
donde o = LnA, a esta transformacion se le llama doblemente logaritmica.
c¢) Otro ejemplo es la funcién Cobb-Douglas:
Qi = AL K®uy — LnQ; = B1 + foaLnLy + BsLnK; + u (2.4)
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siendo 31 = LnA. Una ventaja de este tipo de modelos como el recogido en la ecuacién
(2.4), en los que todas las variables estdn medidas en logaritmos, es que los pardmetros de
pendiente adema&s de recibir la interpretacién habitual pueden interpretarse en términos
de elasticidades:

P2 = oLnL, 0Ly Q
By = OE(LnQy) _ 6E(Qt)&
*T TOInK, 0K, Q

Es decir 5; i = 2,3, miden el cambio porcentual (o elasticidad) generado en la variable
enddégena como consecuencia de un cambio porcentual (un 1 por ciento) en la variable
exogena correspondiente, ceteris paribus. En el ejemplo anterior By y (3 representan las
elasticidades de la funcion de produccion con respecto a los factores de produccién trabajo
y capital respectivamente.

Es importante notar que para la ecuacién (2.2) estd interpretacién no es posible ya que:

_9EM) _ 0E(Y)
N 8LnXt N 6Xt

g Xy

2.3. Estimacién por Minimos Cuadrados Ordinarios

e Nuestro objetivo es estimar los parametros desconocidos (1, 39, ..., Bk del modelo
Yi=01+ 0oXot + ...+ O XKkt + uy t=12,....T<Y=XG+u

Denotamos los parametros estimados como Bk y el modelo estimado o Funcion de Regresion
Muestral (FRM) se escribe:

YA;?:Bl_FBQXQt"'---‘{'BKXKt t:172""7T

Y=X ﬁ en forma matricial,

e Dada la Funciéon de Regresién Poblacional las perturbaciones pueden expresarse asi:
’U,t:YZ—E(Y%) tZl,Q,...,T

u=Y — X en forma matricial.

e Dada la Funcion de Regresién Muestral definimos los residuos como:
=Y~ Y=Y, — B — foaXor — ... — Bx Xkt

t=1,2,....T
i=Y-Y=Y-X B en forma matricial.

Los residuos son a la FRM lo que las perturbaciones a la FRP pero no tienen las mismas
propiedades.

15
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e Representacién grafica: Cuando K = 2,
Y =61+ BeXor +

el modelo suele escribirse
Y=o+ 08X+ w

y se denomina Modelo de Regresién Lineal Simple (MRLS). Entonces, la relacién entre la FRM,
FRP, residuos y perturbaciones puede visualizarse en el Grafico 2.2

v
BE(Y) = a-+ BX

E(Y)

Y =& + BX

Grafico 2.2: FRM, FRP, residuos y perturbaciones en un MRLS.

2.3.1. Método de estimacién de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

El objetivo es estimar los parametros 6 coeficientes 31, ..., Bk, para el cual buscamos K estima-
dores respectivamente. A los pardametros estimados los denotamos como i, ..., 8k. En forma
matricial el vector de pardmetros estimados es (g 1) A ambos los denotamos (3.

El criterio de estimacién que vamos a estudiar este curso es el criterio minimo cuadratico ordi-
nario (MCO) que consiste en minimizar el sumatorio de los residuos al cuadrado:

ming Sy af = ming Y1 (Y, — V7)?

El resultado de aplicar el criterio MCO al modelo de regresion lineal general proporciona los
K-estimadores, la aplicacion de los estimadores a una muestra nos devuelve K-estimaciones,
una para cada parametro desconocido.

e Estimador MCO del MRLG

El problema es:
. T A . T o
ming, g Y= @G =ming 5 5 (Y- Y)? =

ming . SV = By — BoXor — ... — B Xk)? (2.5)

Para encontrar los K estimadores tomamos derivadas con respecto a los elementos desconocidos
o lo que es lo mismo buscamos las Condiciones de Primer Orden (C.P.O.) de minimo:

O 4
op
16



SARRIKO-ON 3/08

0N _
00>

0% _
0p3

0% _
Bk

de las cuales obtenemos las siguientes K-ecuaciones normales:
T A A A~
=23 (Y, =B — BoXoy — ... — BxXKi) = O
t=1

(Y — By — foaXot — ... — B Xk1)Xot = 0

E

-2

-
Il

1

23 (Vi — By — BoXot — ... — B Xkt) Xkt = 0

M=

t=1

que podemos escribir como

ZYt: Th + 2> Xot + .+ B . Xk
ZX2th = b ZXQt-l-[;zZXth+--~+BKZX2tXKt

ZXKth = b ZXKt+B2ZXKtX2t+~H+BKZX}2{t

Matricialmente,

y el criterio puede escribirse

mingi't = ming(Y — XB)' (Y = XB3) = miny (Y'Y —20'X'Y + ' X'Xj).

Las K Condiciones de Primer Orden (C.P.O.) de minimo son

/\//\
OUL _ o _ox'(y — XB) =0,
op

Despejando, obtenemos las ecuaciones normales en forma matricial
XY = X'XBuco.

y la expresién matricial del estimador MCO es:
Buco = (X'X)7'X'Y

17
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donde (X'X) es una matriz de orden K x K, X'Y un vector de orden K x 1y 3 un vector de
orden K x 1, tales que

T > Xoy > X3t e Xk
> Xot > X3, Yo X0t Xz o D Xy Xk
X'X = | XXz DXz Xo SX3 o S Xa Xk
(K X K) N . : :
S Xkt Y XkiXor Y XXz o0 L XE,
> Y [ ﬂ:1 ]
> XorY; @2
X'y = | XXz g =1 B
(K x1) : (K x1) .
ZXKtY;t i BK |

Ademsds se cumplen también las condiciones de segundo orden de minimo.

e Estimador MCO con datos centrados (o desviaciones a la media)

Existe una manera alternativa de calcular el estimador MCO (2.7): centrando previamente las
variables. Al estimador calculado de esta manera lo llamamos estimador de MCO con datos
centrados o desviaciones a la media.

A partir de las ecuaciones normales, si se despeja Bl de la primera ecuacién normal
SV = THh+BY Xu+...+ P8k Xk
= = Y_BQX2_---_BKXK
y es sustituido en la segunda,
S XY= (Y = foXo— ... — B XK) Y Xor+ B2 X5, + ...+ Br Y Xor Xkt
y se agrupan términos en torno a los coeficientes [y,
> XoVi =YY Xoy =5 X5 - X2 ) Xo)+ ..+ 8D Xoe Xur — Xie D Xo).
Multiplicando y dividiendo por T a > Xo,
S XaYi = TY Xy = 3o(Y X5, - TX3) +
oot BK(Z Xt X — TXkXo).

Se denota:

2t = X — Xk, Vk a la variable K-ésima centrada o en desviaciones a la media.

1y = Y; — Y a la variable enddgena centrada o en desviaciones a la media.

Ademids se cumple que la suma del producto cruzado entre dos variables centradas, por ejemplo
L2t Y T3t, €8

D sy =Y (Xoy — Xo) (X3 — X3) = Y Xoy Xy — TXp X3

18
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y, por tanto, la segunda ecuacién normal anterior puede escribirse como

> oy = Ba doam .+ B > zurke

Si se sustituye la primera ecuaciéon normal, en las restantes K — 1 ecuaciones se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones normales con datos centrados

Z Tyt = Bz Z «’Egt + B3 Z T2tZT3t + ...+ BK Z T2TKt
Z T3yt = [;’2 Z T3tTot + 33 Z xﬁt +...+ BK Z T3tTKt

Z TKtYt = 52 Z TKtT2t + Bs Z TKtT3t + ...+ ﬁx Z :cfrm

que puede escribirse, en forma matricial,

x/y _ QSI.CCB*

Aqui, B* es un vector (K — 1) x 1 que incluye sélo a los coeficientes BQ, ooy 0K

Por lo tanto, una forma alternativa de obtener el estimador MCO (2.7) de los coeficientes del
modelo es

gt = (@'z) 'y

donde

Z x%t Z T2tT3t Z T TKt
Z T3tT2t Z 55:251: s Z T3tTKt

r T =

SN wrima Y TKiTze Y Tky

meyt ﬁ:z

> w3ty . B3

z'y = . Bruco = .

(K —1) x 1) : (K =1)x1) :
Z:cmyt BK

y finalmente, se estima el término independiente (a partir de la primera ecuacién normal) como

Bl =Y - 325(2 — = BKXK-

Interpretaciéon de los coeficientes estimados por MCO

o B =E(Y)| X =0,Vk=2,... K).

Valor esperado estimado de Y; cuando las variables explicativas son todas cero.

A _ OE(W) _ AE(W:
o Bp=2000 = 880U wp =9 K.

Incremento esperado estimado (6 decremento esperado estimado) en Y; cuando la varia-
ble X}, se incrementa en una unidad, manteniéndose constantes el resto de las variables
explicativas.
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Algunas equivalencias de notacion

Yi=01+ 03Xt + ...+ Bx Xkt +uwp t=1,2,...,T
SY=X0+u

E(Y}):ﬂl-l-ﬂgXQt-f—...—l-ﬂKXKt t=1,2,...,T
@E(Y):Xﬁ

z:BI—FﬁAQth-F.--—FﬁKXKE t=1,2,...,T
&Y =X0

2.3.2. Propiedades de la Funcion de Regresion Muestral, FRM

a) La FRM pasa por el vector de medias:
Y =51+ B2 X+ ...+ Bk Xk. Por la primera ecuacién normal tenemos:

SYi=Th+Mh> Xu+...+ 0> Xkt
1 5 s 1 |
TZYt =0 +52TZX2t+-~+5KTZXKt
YV =01+ 6Xo+...+ Bx Xk
Por tanto esta propiedad se cumple sélo si el modelo tiene término independiente ya que

si no no existe la primera ecuacién normal.

b) La suma de los residuos es cero:
23;1 at == O
T T . T . . .
Yo=Y (Vi =Y) =Y (Vi =P+ PoXos + ...+ B Xki) =0
t=1 =

t=1 t=1

por la primera ecuaciéon normal. Por tanto de nuevo sélo es cierto si el modelo tiene término
independiente ya que si no no existe la primera ecuacién normal.

c¢) La media muestral de Y es igual a la media muestral de las estimaciones de Y: Y = e

=YY, =Y, = Yi+iy
YYo= Y V>
=0

YV = LY Mi=v=Y
d) Los residuos son ortogonales a las variables explicativas: X'a =0 (¢'X = 0).
X4 = X'(Y-Y)=X'(Y =X()=0
por las ecuaciones normales. Notar que:
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Z1T Uy 0
1 Xopily 0 T
X'i=0 | Xf Xatir | = |0 =Y =0
. . t=1
ST Xty 0

¢) Los residuos son ortogonales a las estimaciones de la variable endégena: Y'i = 0 ('Y = 0).

Yii=(X3)u=0FX"4=0
=0

Las propiedades 1, 2, y 3 se cumplen sélo si el modelo tiene un término independiente mientras
que las propiedades 4 y 5 se cumplen siempre.

2.3.3. Medidas de bondad del ajuste:

Consideramos ahora la bondad del ajuste de la recta de regresiéon a la muestra. Definimos la
variacion de la variable Y como la distancia de los valores observados de la variable a su media
muestral. La suma de esas variaciones al cuadrado es la variacion de la variable endégena que
se quiere explicar con la variacién de las variables explicativas. Se le denota como:

S (YV; —Y)? = SCT — Suma de Cuadrados Total

Cuando el modelo tenga término independiente podremos dividir la variacién total en dos par-
tes, variacién explicada y variacién sin explicar.

Y-V = Y-V 4+ >
—_—— ——
Variaciéon Total Variacion Explicada  Variacion sin Explicar

Dado que Y = Y + i, tenemos:

Y'Y = (Y+a)(V +a)=
O 150 Orl o~ ~ 1Y NP
= YY+Y:+UY+uU—
= Y'YV +da

Restando en ambos lados TY?,
YV -TY? = Y'YV -TY*+ i
Si el modelo tiene término independiente, Y = }:/ de donde,
2 Yaa) 52 .
Y'Y -TY* = Y'Y -TY +4d4
_ A =2
NYP-TY? = Y YE-TY +> 4
SW-Y? = Y-V dd
SCT = SCE+ SCR
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donde!:

SCT: Suma de Cuadrados Total, mide la variacion total.
SCE: Suma de Cuadrados Explicada, mide la variacion explicada.

SCR: Suma de Cuadrados Residual, mide la variacién sin explicar.

SCT=) V—Y)?=> y;=YY-TY?

SCE=Y(Vi-YV)? =@ =YV -1V’

SCR=Y =YY Y'YV =YY - XY
Coeficiente de determinacién, R?

El coeficiente de determinacién o R? mide la proporcién de la variacién de Y que explicamos
con la regresién:

SCE _ ¥y (Y, —Y)?

SCT Y (Yi—Y)?

_SCR_,  Yap
SCT S (Y —Y)?

R =

= 1

e Caracteristicas:

e 0 < R? <1 si existe término independiente en el modelo.
e Si no existe término independiente el R? no tiene sentido.

e El R? depende del ntimero de variables explicativas que introduzcamos en el modelo de
regresién porque la inclusion de nuevas variables exdgenas hara que el porcentaje de varia-
cién explicada sea por lo menos igual o mayor, es decir el R? nunca serd menor. Siempre
que incluyamos variables explicativas en un modelo el R? va a aumentar aunque estas
no sean significativas. Anadir variables explicativas aunque mejora el ajuste anade otro
problema que es que tenemos que estimar més pardmetros, con lo que perdemos grados
de libertad. Por ello buscamos otro coeficiente que mida la bondad del ajuste y tenga en
cuenta el efecto que hay al incluir nuevas variables en el modelo. Este coeficiente es el
coeficiente de determinacién corregido, R? que no es més que una ponderacién del R? por
sus grados de libertad.

Coeficiente de determinacién corregido, R?.

_,_ 0K _ ,_(I—1) SCR
B a5 B (T — K)SCT
(-1 2
e

e Cualquiera que sea el nimero de variables incluidas en un modelo la SCT sera constante
y por tanto si incluimos una nueva variable la SCR sera menor y la SCE serd mayor.

'En el anexo 1 aparecen distintas expresiones de la SCT, SCE y SCR que pueden resultar ttiles
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e Este coeficiente, penaliza la inclusién de nuevas variables explicativas. Si la nueva variable
incluida explica a la variable enddégena compensando la pérdida de grados de libertad el
R? aumenta. Sin embargo si la nueva variable incluida no explica a la variable endégena
compensando la pérdida de grados de libertad el R? disminuye.

e Si K=1, R? = R%

e Si K >1, R? < R%

Coeficientes de correlacion

El coeficiente de correlacién lineal simple mide el grado de asociacién lineal entre dos variables,
para X e Y se define

P (X =X)(vi—Y) S weye
T

Xy = —T =
\/Z(xt_xy\/z(yt—w? \/er\/zyﬁ
T T T T

En el MRLG tendremos una matriz de coeficientes de correlacién habitualmente denotada por
R:

ademas —1<rxy <1

11 T12 "MK

21 22 K
R =

Tkl TK2 ... TKK

La matriz de correlacién R se define como aquella matriz cuyos elementos son el coeficiente de
correlacién simple entre dos variables i y j, siendo:

e 71} representa la correlacion entre Y y X k=12,...K
e i, = 1, los elementos de la diagonal principal son todos unos.

e Ademads es una matriz simétrica.

En el modelo lineal general la correlacién entre Y y X5 no estd adecuadamente recogida por
el coeficiente de correlacion simple ya que parte de la variacion de Y sera debida al resto de
variables exdgenas. Serd necesario descontar este efecto tanto de Y como de Xs. Por ejemplo,
en el modelo

Y = 1+ B2 Xor + B3 X3 + wy

para estudiar la influencia de X5 en Y utilizaremos el coeficiente de correlacién parcial entre Y
y Xo que mide la correlacién que queda entre estas dos variables después de eliminar el efecto
de X3 sobre Y y sobre Xo.

T12 — 713723

r12:3 =
2 2
\/1 7“13\/1 33

2.4. Propiedades de los estimadores MCO

El método de MCO es s6lo uno de los posibles métodos de estimacién, la pregunta es ; Como po-
demos elegir entre estimadores? obviamente en base a sus propiedades sobre su comportamiento
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en muestras repetidas. Estas propiedades son insesgadez, varianza pequena y error cuadratico
medio.

e Insesgadez
Un estimador es insesgado si su valor esperado coincide con el verdadero valor del parametro.
Sea # un estimador del pardmetro 6, serd insesgado si £(0) = 6.

e Varianza minima
Desearemos que la varianza de un estimador sea lo mas pequena posible ya que cuanto menor
sea la varianza muestral mayor es la precision del estimador.

Si estamos comparando dos estimadores insesgados elegiremos aquel que tenga la menor varianza.
Pero si estamos comparando dos estimadores sesgados o un estimador sesgado y uno insesgado
este criterio no nos sirve y debemos introducir uno nuevo, el concepto de error cuadratico medio.

e Error cuadritico Medio (ECM)

ECM(0) = E(0 — 0)? = V() + sesgo(0)?

donde Sesgo(f) = E() — 6. En base a este criterio elegimos el estimador con menor ECM.

2.4.1. Propiedades de los estimadores MCO
Sea el modelo de regresién lineal general
Y=X0+u
donde se cumplen todas las hipdtesis basicas. El estimador MCO de los coeficientes
g=(X'X)"'XY
tiene las siguientes propiedades:

e Es lineal en las perturbaciones.
e Es insesgado.

e Tiene varianza minima entre todos los estimadores lineales e insesgados

Demostracién:

e Linealidad. Como las variables explicativas son no aleatorias, el estimador MCO es una
combinacién lineal de las perturbaciones.

= (X'X)'X'Y =
= (X'X)'X'(XB+u) =
= B+ (X'X) X'y

24



SARRIKO-ON 3/08

e Insesgadez. Dado que: E(u) = 0 y la matriz X es no aleatoria, ﬁMco es insesgado, es
decir, su valor esperado es igual al vector de coeficientes del modelo.

EB) = E@B+XX)"'X'u)=
= EB)+ X'X)'X'E(u) =
~——

=0

e Varianza minima. Dado que: E(u) = 0 E(uv/) = 0?Ir y la matriz X es no aleatoria,

Esta matriz
Markov.

Var(B) = [(ﬁ: E(ﬂ))(ﬁ E(f))] =
= E[(B-B)(B-8)]=
- EH( 'X) " X" } [(X’X)_lX’uH -
(
= (X )IX’E[ 1X(xX'x)"!
=2l
= (X'X)"'X'PIpX(X'X)! =
= Z(X'X)IX'X(X'X)l =
= o}(X'X)7!

de varianzas y covarianzas es minima y nos lo garantiza el Teorema de Gauss-

V(B)
(K x K)
VarA(BAlA) Cov(Bllﬁg) Cov(ﬁil,[?g) Cov(ﬁil,ﬁix)
Cov(@z,@) VGTA(BQA) CO’U(ﬁQiﬁg) Cov(@z,@K)
Cov(Bs,51)  Cov(Bs, B2) Var(Bs) -+ Cov(fBs,0k) | =
COU(éKﬁl) COU(éKyﬁz) COU(éKyﬂAs) VaT'(ﬁAK)
a1 a2 a3 - A1K
a1 Q22 Q23 - Q2K
—o?| @1 ax ax o WK | =gX(X'X)7!
aK1 QK2 QK3 - OGKK

Como toda matriz de varianzas y covarianzas, es simétrica.

Teorema de Gauss-Markov: Dados los supuestos basicos del modelo de regresién lineal gene-
ral, “dentro de la clase de estimadores lineales e insesgados, (§ es el estimador eficiente, es decir,
( tiene minima varianza’.

2.4.2. Consecuencias del incumplimiento de algunos supuestos: colinealidad

A la hora de estimar un modelo econémico, los datos disponibles sobre las variables explicativas
o regresores pueden presentar un alto grado de correlacién, especialmente en un contexto de

series temporales y con series macroeconomicas.
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Cuando dos o mads variables explicativas en un modelo estan altamente correlacionadas en la
muestra, es muy dificil separar el efecto parcial de cada una de estas variables sobre la variable
dependiente. La informacion muestral que incorpora una de estas variables es casi la misma que
el resto de las correlacionadas con ella. En este tema analizaremos las implicaciones que tiene
en la estimacién por el método de Minimos Cuadrados Ordinarios este fenémeno muestral.

e El problema de multicolinealidad es un problema relacionado con la matriz de variables
exogenas X .

e Se refiere no tanto a si existe o no relacién lineal entre las variables exdgenas del modelo de
regresion, que existird, como al grado de correlacion lineal entre las variables explicativas
del modelo de regresion lineal.

e En todo momento nosotros vamos a suponer que tenemos un modelo correctamente espe-
cificado y que al estimarlo detectamos los problemas en la matriz de datos X. Asi, estamos
enfocando el problema como un problema muestral.

e Podemos distinguir dos casos:

e Multicolinealidad exacta: se produce cuando existe una relacién lineal exacta.

e Alta colinealidad: cuando la correlacién entre las variables exdgenas es muy alta pero
no exacta.

Para verlo més claramente vamos a seguir un ejemplo. Para el modelo:

Y = B1 + BoXor + B3 X3 + s t=1,...,T (2.8)

Sea la siguiente secuencia de posibles correlaciones entre las variables Xy y X3.

(2'z) (2'z)~1 |2 x|

10 10 1
01 01

1 0,9 9,26 —4,74
(oo &) | (5% ) | oo

1 0,99 50,25 —49,74
<0,99 1 ) <—49,74 50,25) 0,0199
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Multicolinealidad exacta

e Los efectos directos de la correlacion exacta entre regresores es que el valor del determinante
|X’X| =0, por tanto no podemos encontrar (X’X)~! y por tanto, no podemos estimar el
modelo por MCO ya que el estimador se define como Byco = (X'X)71X'Y.

e En este caso lo que ocurre es que tenemos combinaciones lineales en las columnas de la
matriz X con lo que rg(X) # k por lo que (X’'X) es una matriz singular.

e Relajamos la hipdtesis basica:

rg(X) #k

e Cuando la correlacién entre regresores es perfecta el problema de multicolinealidad exacta
se convierte en un problema de especificacién ya que no podemos estimar todos los
parametros del modelo de forma individual. Vamos a probar este resultado con el
siguiente ejemplo:

Sea el modelo :

Y, = 51+ BoXor + B3 X3t + ut t=1,...,T (2.9)

donde th = aXQt.

e Si nosotros estimamos el modelo por MCO aplicamos el estimador Byco = (¢/2) "1 (2'y)

donde:
2 2
I > Ty YTy _ 2 1 «
<”>—(az:czt a22x3t>—zx%(a a2>

donde |2'x| = 0 y no podemos encontrar la expresién Syrco.

e Si intentamos resolver el problema utilizando las ecuaciones normales tendremos que estas

~

se definen como: (z'z)3 = (2'y) y son:

> x%t s x%t @AQ _ > T2ty
ay w3y o’y ay, B3 ) Tty

es decir las dos ecuaciones normales del sistema serian:

Z 22,(By + affs) = Z T2yt
a Z 22,3+ afs) = o Z ZatYt

siendo la segunda ecuacién normal redundante y lo inico que seriamos capaces de estimar
en el modelo seria la combinacién lineal:

> Tt

By + afs =
> x%t
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pero no cada uno de sus parametros de forma individual. Ademds no importa la solucién
arbitraria de las ecuaciones normales, esta combinacién lineal tiene siempre un tnico valor
y siempre el mismo. Por ejemplo si x5 = 2x9; y disponemos de la siguiente informacion

muestral:
/v [ 10 20 'y 5
(”>_<20 40) (”)_<10>

las ecuaciones normales serian:
10835 + 2083 = 5

2035 + 4035 = 10
de donde al ser redundante la segunda ecuacién normal tendriamos:
26, + 403 = 1

o lo que es igual:
2(82 +203) =1

B+ 203 = 0,5
Conclusiones:

e Si existe multicolinealidad exacta:
rg(X)#k=|X'X|=0=AX'X)""!
Por tanto, no podemos estimar de forma individual todos los parametros del modelo.
e Podremos estimar:

e individualmente: aquellos pardmetros cuyas variables exégenas no est,n afectadas de
correlacion exacta con otras variables exdgenas del modelo y

e combinaciones lineales de los parametros cuyas variables exdgenas est,n implicadas
en las relaciones lineales exactas.

e Deteccién: basta con ver que | X'X| = 0.

e Prediccién: Desde el punto de vista de la prediccién la multicolinealidad exacta no plantea
problemas ya que en el periodo de prediccion el modelo se definird como:

Yri1 = 61+ BeXor1 + B3 X3, 741 + urs1 (2.10)

y se mantendra la relaciéon X3 741 = aXo 741 de donde:

E(Yr41) = b1+ (B2 + afs) Xa 141 (2.11)

v el estimador por punto de la variable endégena seria:
Vi1 = B+ (B2 + afs) Xari (2.12)
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Alta colinealidad

e En este caso el valor del | X'X]| estd muy préximo a cero, pero serd distinto de cero, por
tanto I(X’X)~! y podremos calcular los estimadores MCO. Ademéds estos estimadores
seran lineales, insesgados y de varianza minima.

Sin embargo la existencia de alta colinealidad entre variables produce efectos importantes
que deben ser tenidos en cuenta y que son los siguientes:

e Varianzas y covarianzas cuantitativamente muy grandes:
Dado que (X'X) es casi singular, el valor de | X' X | ser4 muy pequeno, por lo que, (X'X)
tendrd elementos muy grandes. Asi, encontraremos varianzas y covarianzas muy grandes,
pero estos valores seran los més pequenos que podemos encontrar en estas circunstan-
cias. Cualquier otro estimador tendrd varianza mayor y por tanto el estimador MCO
seguird siendo de varianza minima. Aunque como consecuencia del tamafio de (X’X)~!
las estimaciones sean muy imprecisas.

-1

e El mayor tamano de las varianzas hard que aumente la probabilidad de no rechazar la
hipétesis nula de significatividad individual, cuando en realidad la variable sea significativa,
sélo que los datos no permiten detectar esta significatividad.

Esto se debe a que cuando contrastamos: H, : §; = 0 utilizamos como estadistico de
contraste:

b,
des(B) Y

a mayor varianza, menor valor del estadistico t calculado y por tanto, mayor probabilidad
de no rechazar la hipétesis nula, ya que son los valores pequenos del estadistico los que
nos llevan a no rechazar y los grandes a rechazar.

e Como consecuencia de lo anterior, podremos encontrar R? grandes, que indican que las
variables exdégenas son conjuntamente significativas, unidos a variables explicativas no
significativas a nivel individual.

e Pequenos cambios en los datos producen cambios importantes en las estimaciones de los
parametros. Volvamos al ejemplo inicial, suponiendo que > 2oy = 2,8 y > a3ty = 2,9
tendremos los siguientes estimadores en los casos 1 a 3.

En los casos dos y tres vemos que un cambio en la covarianza entre Xo y X3 de 0,9 a 0,99
ha producido fuertes cambios en las estimaciones de los parametros.

De todas formas, si nos fijamos en la combinacién lineal ﬁg + 53 en el segundo caso
/82 + 53 3 mientras que en el segundo caso Ba + 3 = 2,9, por lo que parece que la
suma de los coeficientes se ha estimado de forma precisa, pero este resultado depende de
la covarianza entre [3s y 33. Teniamos varianzas muy grandes, si la colinealidad es (+) la
covarianza serd (—) con lo que habrd una compensacion, pero si la colinealidad es (—), la
covarianza serd (+) y la Var(3s + 33 explotaria.
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(z'x) (z/z)~? |2/ x| BMCO
10 10 . b= ;’S
0 1 01 Ps =2,
B2+ B3 =057

1 0,9 5,26 —4,74 g2 =1
0,19 By =2

0,9 1 4,74 5,26 3= 2

B2+ pP3=3

By = —3,567
1 0,99 50,25 —49,74 2
< ) < 49,74 50,95 ) 0,0199 | B3 = 6,432

Bo+ 3 =29

(. Como podemos analizar si existe un problema de alta colinealidad?

e Una primera aproximacion consiste en obtener los coeficientes de correlacion muestral
simples para cada par de variables explicativas y ver si el grado de correlaciéon entre estas
variables es alto.

e El valor del determinante decrece cuando aumenta la colinealidad, tendiendo a cero cuando
esta se hace exacta. Este hecho podemos interpretarlo como un aviso pero no tenemos una
medida que nos permita afirmar cuando es grave o muy grave.

e Valores altos del R? unidos a coeficientes individualmente no significativos estarfan indi-
cando la posible existencia de colinealidad alta.

e Otra forma de detectar la multicolinealidad consiste en realizar la regresion de cada
una de las variables explicativas sobre el resto? y analizar los coeficientes de determinacién
de cada regresién. Si alguno o algunos de estos coeficientes de determinacion (R?) son
altos, estaria senalando la posible existencia de un problema de multicolinealidad.

e Belsley, Kuh y Welsch (1980) consideran una serie de indicadores para analizar el grado
de multicolinealidad entre los regresores de un modelo, como por ejemplo los llamados
Tolerancia (TOL) y Factor de Inflacién de la Varianza (VIF) que se definen:

1
2
(1-R?)
siendo RJZ el coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar de la variable X; sobre
el resto de las variables explicativas y 1 < VIF; < oo.

1

IF; = =
V1E VIF;

oL,

2En cada regresién se incluye el término constante como regresor pero no como variable dependiente.
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La varianza de cada uno de los coeficientes de la regresion MCO (Bj) de un modelo de
regresion lineal general se puede expresar como:

var(f;) = o’ ! = o’ VIF;
T @i-x) (1-R) TXu-Xx) T

donde f3;, es el coeficiente que acompana a la variable X; y RJZ es el coeficiente de deter-
minacién de la regresién auxiliar de la variable X; en funcién del resto de las variables
explicativas. Como vemos existe una relaciéon inmediata entre el valor VIF; y la varianza
del coeficiente estimado. Cuanto més se acerque RJZ a la unidad, es decir, cuanto mayor
sea la colinealidad de la variable X; con el resto, mayor es el valor de VIF; y mayor es
la varianza del coeficiente estimado, porque tal y como hemos dicho, la multicolineali-
dad “infla” la varianza. Segun estos autores, si VIF; > 10, entonces concluiremos que la
colinealidad de X con las demds variables es alta.

La utilizacién de los coeficientes TOL y V I F para detectar la presencia de la multicolineali-
dad ha recibido multiples criticas, porque la conclusién obtenida con estos valores no siem-
pre recoge adecuadamente la informacion y problema de los datos. Tal y como hemos visto
anteriormente, las varianzas de los estimadores depende del VIF}, oy (Xji — X j)2, por

lo que un alto VIF; no es condicién suficiente ni necesaria para que dichas varianzas sean

2

elevadas ya que es posible que 0* sea pequenio o Y (Xj; — X j)z grande y se compensen.

En la literatura se han propuesto muchas soluciones al posible problema de alta colinealidad y
ninguna de ellas es totalmente satisfactoria por ello parece sensato aprender a convivir con el
problema y tener cuidado de no omitir aquellas variables que esconden su significatividad bajo
un problema de colinealidad y no incurrir asi en un problema de mala especificacién. Aunque
no es facil, se pueden considerar las siguientes “soluciones” para intentar resolver el problema:

e Sirealmente es un problema muestral, una posibilidad es cambiar de muestra porque puede
ser que con nuevos datos el problema se resuelva, aunque esto no siempre ocurre. La idea
consiste en conseguir datos menos correlacionados que los anteriores, bien cambiando toda
la muestra o simplemente incorporando mas datos en la muestra inicial. De todas formas,
no siempre resulta facil obtener mejores datos por lo que muy probablemente debamos
convivir con el problema teniendo cuidado con la inferencia realizada y las conclusiones de
la misma.

e En ocasiones, si se incorpora informacién a priori sobre los coeficientes del modelo desapa-
rece el problema. Atun asi, seria conveniente tener en cuenta dicha informacién antes de la
deteccién del problema de multicolinealidad y no posteriormente, ya que asi estimaremos
el modelo mas eficientemente.

2.4.3. Consecuencias del incumplimiento de algunos supuestos: omision de
variables relevantes e inclusién de variables irrelevantes

Dentro de las hipdtesis basicas hemos supuesto que el modelo estaba correctamente especificado,
esto en ocasiones no es asi bien porque faltan variables (omisién de variables relevantes) o porque
hay més de las necesarias (inclusién de variables irrelevantes). Estas situaciones influyen en las
propiedades del estimador MCO y es necesario tenerlo en cuenta.
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Omision de variables relevantes

Suponemos que el correctamente especificado es:

A

e +u=X1014+ Xo0 +u (2.13)

Y=XB4+u=[X; XQ][

donde X; es una submatriz de orden (7' x Kj) y X2 es una submatriz de orden (7" x K3) y
por tanto 1 es un subvector de orden (K x 1) y (B2 es un subvector de orden (K3 x 1). Pero
nosotros estimamos el siguiente modelo incorrectamente especificado:

Y=X61+v donde v=Xoflo+u (2.14)

El modelo (2.14) incurre en un error de especificacién ya que se omiten las variables relevantes
recogidas en X5. Esto es lo mismo que imponer la restriccién vectorial G2 = 0 cuando no es
cierta.

El estimador MCO de 1 es 31 = (X} X1)"'X|Y,y © =Y — X1 /3;. Consecuencias:

e En general los estimadores son sesgados:

E(f) = E(X1X1) 7' X1Y) = B + (X X1) 7 X[ Xo

Sesgo[31] = (X} X1)"1X| X3 y se anulara si X} Xo = 0, es decir, si las variables omitidas
son ortogonales a las no omitidas. Notar que el sesgo se anula también para B3 = 0 pero
esta es una solucién trivial dado que al ser X5 regresores relevantes necesariamente 35 # 0

o V(B)=o(X{X))™!

e El estimador de la varianza de la perturbacion es sesgado, y lo es siempre incluso cuando
los regresores son ortogonales:

e Inferencia no vélida ya que al ser 62 sesgada los estadisticos de contraste habituales t y F

no siguen las distribuciones t-Student y F-Snedecor habituales.
Inclusién de variables irrelevantes
Este caso formalmente es justo el inverso del anterior. El modelo correctamente especificado es:

Y =X18+u  u~ N(0,0°I) (2.15)

y el modelo estimado es:
Y = X161 + Xof2 +v (2.16)

donde aparecen las variables irrelevantes en la matriz Xo de orden T x K5 con unos coeficientes,
Bs, de orden Ky x 1, que son cero, poblacionalmente. Es decir, no aplicamos la restriccién 85 = 0
cuando es cierta. Consecuencias:
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e Los estimadores de los coeficientes son insesgados. Podemos escribir el modelo a estimar
como:

b

+u—Y=X"F"4u
2

Y=X101+X2624+u—Y =[X; X2][

A1 [xix xix, 7' [ xiy
By || XbX1 X)Xo Xy
B* _ (X*’X*)—lX*’Y _ (X*,X*)_lX*,(Xﬁ + U)

B(F) = (X X)X X5 = [ i ] g

e[ 3]-[1o[1)- [

Por lo tanto, el estimador de (2.16) sigue siendo insesgado.
e Las matriz de varianzas y covarianzas:
Var(f) = o?(X'X) ™!
e El estimador de la varianza de las perturbaciones del modelo (2.16),

A A

~2 '

G2 = -
T — (Kl + KQ)
es un estimador insesgado de o2.

e La inferencia es atun vélida para los estadisticos de contraste de hipdtesis basados en iy,
- e
P2y 6°.

2.5. Distribucion del estimador MCO. Estimacion por intervalo

2.5.1. Distribucién del estimador de MCO bajo Normalidad

Si Y = X3+ u, donde u ~ N(0,0?I7), el estimador MCO, dado que es lineal en las perturba-
ciones, también seguird una distribucién Normal Multivariante, con vector de medias

E(B) =0
y matriz de varianzas y covarianzas

V(5) = o (X'x)!
Es decir,
B~ N(B,o* (X' X))

Para el k-ésimo coeficiente, R
Ok ~ N(Br, 0% arr)
donde ayy, es el elemento (k, k) de la matriz (X'X)~1.
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2.5.2. Estimacién de la varianza de las perturbaciones

En la matriz de varianzas y covarianzas del estimador MCO aparece la varianza de las perturba-
ciones, que si es desconocida ha de ser estimada. Habitualmente se utiliza el siguiente estimador
insesgado® de o2:

., @4 SCR  Ya?
T TT_K T-K T-K

Y por tanto podremos utilizarlo como el estimador apropiado de la varianza de la perturbacion.
Para trabajar con él es ttil escribirlo en términos de las variables observables Y, X, asi:

5 ' Y'Y - XY Y'Y -BX'XE yy— ¥y
o = = = =
T-K T-K T-K T-K

Bajo las hipétesis bésicas, un estimador insesgado de la matriz de varianzas y covarianzas, de

Buco es .
V(Baco) = 64(X'X) ™1

2.5.3. Estimaciéon por intervalo

Hemos visto que bajo las hipdtesis béasicas:
B~ N(B,o*(X'X)™)
Para el k-ésimo coeficiente,

Br. ~ N (B, % ar)

donde ayi es el elemento (k,k) de la matriz (X’X)~!. Una vez estimada la varianza de la
perturbacién con el estimador insesgado 62 se puede demostrar que:

Br

0+/Qkk

~(r-K)

donde {(7p_f) denota la distribucién t-Student con (T — K) grados de libertad, y &./agy es la
desviacion estimada del coeficiente estimado. (Notacién &/aky = 65, ).

El intervalo de confianza asociado es:

Pr [Bk — t%(T_K)&Bk < B < Bk + t%(T_K)%J =1-«a

Con lo que podemos escribir el intervalo de confianza del (1 — «) por ciento para un coeficiente
cualquiera (3 como:

IC(Br)1-a = (5k +ta(r-K) %k)
Este es un estimador por intervalo porque en los extremos inferior y superior del intervalo
aparecen O y &Bk, que son estimadores. Este intervalo es aleatorio, porque para cada muestra

se obtiene un valor numérico distinto de Gy y &Bk. Cuando usamos una muestra para obtener
las estimaciones, tendremos [un nimero < f < otro nimero| y se denomina estimacién por

3En el Anexo 2 aparece la demostracién.
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intervalo de () ¢ intervalo de confianza (1 — «) para k. Un intervalo de confianza nos dice que,
con probabilidad (1 — «) se estima que el pardmetro (5 estard dentro de ese rango de valores.

Las propiedades de la variable aleatoria IC(8)) se basan en la nocién del muestreo repetido:
si obtuviéramos infinitas muestras de tamano T de una misma poblacién, y para cada una de
ellas construyésemos el intervalo, entonces (1 — ) x 100 % de todos los intervalos construidos
contendrian el verdadero valor (desconocido) de fy.

JPara qué sirven las estimaciones por intervalo? La respuesta es que nos dan una informacién
muy valiosa sobre la precision de las estimaciones por punto, esto es, nos dicen hasta qué punto
nos podemos fiar de ellas. Si un intervalo de confianza es ancho (debido a una VaT(Bk) grande)
nos estd diciendo que no hay mucha informacién en la muestra sobre 8. Ademds, como veremos
mas adelante, los intervalos sirven para realizar contraste de hipétesis.

2.6. Contraste de hipoétesis sobre los coeficientes de la regresion

Un problema fundamental de la econometria es aportar un conocimiento descriptivo de una eco-
nomia real, los economistas desarrollan teorias sobre el comportamiento econémico y las evalian.
Los contrastes de hipétesis son los procedimientos que se usan para evaluar estas teorfas?. Para
ello vamos a utilizar el modelo Y = X3 4+ u donde consideramos que se cumplen las hipdtesis
bésicas y en especial las siguientes:

Linealidad en u.

X no estocastica.

- B(rx1) constante en el periodo muestral.

Normalidad de la perturbacion.

Las tres primeras hipétesis las hemos utilizado para determinar las propiedades del estimador
de Minimos Cuadrados Ordinarios. La normalidad no es necesaria para estimar por MCO ni
para determinar las propiedades del estimador pero si lo es para realizar inferencia dado que al
ser BMCO lineal en u tendra su misma distribucién y podremos derivar estadisticos de contraste
basdndonos en ella. Por ejemplo, dado que

ug ~ N(0,02) — B; ~ N(Bi, 02as;)

si conocemos todos los elementos incluido o2 podriamos contrastar hipétesis de la forma H :
B; = ¢ con el siguiente estadistico:

AN,
o./a;;

Si 02 es desconocida habria de ser estimada y derivar el correspondiente estadistico de contraste,
que seria:

Bz ;
alau Hot i simplifi Pi—c Hot
7A22 ~ (T*K) S1 S1mplircamos 6‘ T ~ (T*K)
Zut /o i
S T-K

En general nosotros lo que queremos es contrastar conjuntos lineales de hipé6tesis por ello nos
resulta comodo derivar una tinica expresién general para hacer inferencias que sélo sea necesario

4En el anexo 3 aparece un recordatorio estadistico sobre el contraste de hipétesis
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adaptarla al caso particular. Antes de derivar esta expresién general vamos a recordar o derivar
las distribuciones de los estadisticos basicos mas importantes que hemos visto®.

e Distribuciones que nos interesan

e Distribucién de la variable endégena o regresando:
Y=X0+u
EY)=Xp
Var(Y) = E[(Y — E(Y))(Y — E(Y))] = E(uwu') = o?Ir

Dado
u~ N(0,0%I7) — Y ~ N(XB,0%I7)

° ]?istribucic')n del vector de estimadores MCO:
B=X'X)'XY =0+ (X'X) ' X"u
E@B)=p
Var(B) = c?(X'X)~!

Dado

un~N(0,02I7) — B~ N(B XX X))
— Bi ~ N(B;,0%as)

e Distribucién de los residuos:
u = Mu
E(t)=E(Mu)=ME(u)=0
Var(t) = Elud'] = E(Muu'M'] = ME(uu')M = oM
Dado
u~ N(0,0%Ir) — @ ~ N(0,02M)

e Distribucién de la SCR:
SCR =4'0=uMu
Utilizando el resultado 3 del Anexo 4 dado

WMu '

u~ N(0,0%Ir) —
o
ya que: 4 ~ N(0,02M)  tenemos

WM~ u’MM*IMu_u/Mu

2
o2 o2 o2 X(T-k)

2.6.1. Expresion general para contrastar restricciones lineales

Nosotros queremos contrastar conjuntos lineales de hipdtesis, para ello vamos a expresar la
hipétesis nula como:

Hy: R - [ = r
(gx K) (Kx1) (gx1)

Esto significa que estamos contrastando g hipétesis y:

5En el Anexo 4 se recoge un recordatorio de distribuciones asociadas a la normal que puede ser de utilidad.
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e ¢ es el nimero de restricciones que impone la hipétesis nula
e R es una matriz de constantes conocidas.

e 7 es un vector de constantes conocidas.

B es el vector de orden (K x 1) de pardmetros desconocidos.

SARRIKO-ON 3/08

Las constantes de R y de r dependen de cual sea la hipdtesis nula en concreto que se desee

contrastar. Vamos a repasar diferentes ejemplos:

a) Contrastes individuales:
e Ejemplo 1: Contraste de significatividad individual:

Hy:5;,=0 en este caso ¢ =1

Definimos:
R=[0 ...0 10 .. 0]
C B
B2
f=1 5 Y T‘[O}
| Bk |
por tanto expresarlo como Hy: RG=r
R
B2
0 ... 0 10...0} 5 | =
| Bk |

o]

e Ejemplo 2: Si la hipétesis nula es Hy : §; = ¢, cambia el valor de la constante en la

matriz r
r=lc]
b) Contrastes de combinaciones lineales:

e Ejemplo 1:
Ho: B2+ B3=1

En este caso ¢ = 1, la forma Hy : R = r corresponde a

- ,81 -
B2
0} /83

(0110 5 | =0

| i |
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e Ejemplo 2:
Hy: B2 = D3

En este caso ¢ = 1, la forma Hy : R3 = r corresponde a

F g
2
01 -1 0 0 s =0
_ e ﬂ4 — [ ]
L Bk |
donde lo que hemos hecho es escribir la hip6tesis nula como:
Hy: B2 —B3=0
e Ejemplo 3:

) 282+3B3=5
HO'{ Pr—284=3

En este caso g =2

C 8]
B2

23 0 - 0]P ] |5
00 —2 -~ 0 Bs | | 3

| i |

1
]

c) Contraste de significatividad de la regresién o contraste de significatividad conjunta:

Hy: pBo=p3=-=Pxk=0 —qg=K-1
H, : alguna igualdad no se da

la hipdtesis nula en forma vectorial es:

B2 0
B3 _ 0
B 0

asi que la matriz R de orden (K — 1) x K es:

010 -+ 00
001 -0 0

R=|000 ---00]|=[0 Ix_
000 0 1

y la matriz r es un vector de ceros de orden (K — 1) x 1

Ahora ya sabemos cémo formular cualquier hipétesis nula de una o varias restricciones lineales.
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El estadistico general que usaremos para realizar los contrastes para el caso en que o? sea

desconocida es el siguiente:

~ ! , 1 /—1 A_T
(R6—r) (R(x'X)'R) (RB-7)/q Wro (217

%)

1
Rechazaremos la hipétesis nula para valores grandes del estadistico, ya que si Hy no es cierta,
la diferencia R —r serd grande y el estadistico calculado (al que llamaremos F') tomard valores
altos. El criterio de contraste es por tanto el de rechazar Hy con un nivel de significacion «
cuando

Ré—+) (R(X'X)'R) " (RB—7+)/
R (O N R,

y no rechazarla en caso contrario®.

Cuando tengamos los datos en desviaciones a la media podemos escribir:

(R@* — r)l {R (x’:v)_l R’] - (RB* — 7") /q Hy
Wa)T — K ~ Far-r)

Hay que darse cuenta de que ahora el vector §* y la matriz R tienen un elemento menos y una
columna menos respectivamente, porque con variables centradas no aparece de manera explicita
el término independiente.

2.6.2. Aplicacion del procedimiento general
Vamos a aplicar el estadistico general a los ejemplos anteriores.

e Contraste de significatividad individual

Hy:p; =0
Hg : 3 7é 0
En este caso ¢ = 1. La distribucién del pardmetro estimado [32 es la siguiente:
Bi ~ N (B, 0%ai)
La expresion RB=res:

P

fa

0 ...0 10 ...0 5":1 = [0]

K (A
Bit1

| x|

5En el Anexo 5 se muestra cémo obtener la distribucién del estadistico general cuando o2 es conocida y cuando
es desconocida.
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Asf, R3 —r = f3;. La expresién R(X'X)~'R’ corresponde a

0

Por tanto,

(R —+) (R(x'x)™! R’)_l (R ) /g

52
Bi(ain) "B Ho
&2 (¢,T—K)
5 m e
52a;; (¢,T—K)

Utilizando el resultado 8 del Anexo 4 podemos derivar el siguiente estadistico de contraste:

~

/Bz' Hyp ¢
p ~ UT-K)
04/ Q44
O lo que es lo mismo:
7@ R
desv(5;) (=5

Si el estadistico calculado para la muestra es mayor que el estadistico en tablas, para un
a dado, se rechaza la hipétesis nula. En este caso 3; # 0 y la variable explicativa asociada
X es significativa para explicar el comportamiento de la variable endégena. Por tanto este
contraste sirve para decidir si la variable X; debe mantenerse en el modelo.

En secciones anteriores hablamos de la estimacién por intervalo y se mencioné que tam-
bién podiamos realizar inferencia con intervalos de confianza. Pues bien si recordamos el
intervalo de confianza asociado a (;:

~

Pr [ﬁi —la(r—K)0p, < i < Bi+ tg(T_K)%J =1l-«

IC(Bi)1-a (Bz tier-K)0p )

%

y la regla de decision es que si la constante ¢ (en este caso ¢ = 0) pertenece al intervalo, no
rechazamos Hy con un nivel de significacién « y si no pertenece al intervalo, rechazamos
Hy con un nivel de significacion «. Claramente, con esta manera de hacer los contrastes
individuales se obtienen exactamente los mismos resultados que con el enfoque del con-
traste de significacién.

e Contraste de significatividad conjunto

Ho: Po=p3=--=0r=0 —qg=K-1
H, : alguna igualdad no se da
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Donde ¢ = K — 1. En este caso

R:[o IK_l} r

LLamamos: )
B =
Asi _
8=
de donde
R —1r= A; — (=
y

El estadistico de contraste es:

@1
IV
B
3o
Bx
1
:

B8 (a'2) B3/ K — 1 m,
~2 ~ Flg1-K)
g
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Ay ~ AL 1. s .
dado que (% (2'z)B5 = 5 2’y podemos escribir el estadistico anterior como:

R’/K —1

1-R/T-K

H
,\9 F(qufK)

Si el estadistico calculado para la muestra es mayor que el estadistico en tablas, para un
« dado, se rechaza la hipétesis nula. Las variables son conjuntamente significativas para
explicar el comportamiento de la variable endégena.

Contraste de combinaciones lineales
Parael ejemplo 1, para la hipétesis

Hy:B2+63=1

Ho: B+ 0 #1

g = 1 por lo que podemos aplicar el resultado 8 del Anexo 4

F(1,9)

= 2

(T—K)" Renom-

brando RB = w y r = c¢ se puede expresar el estadistico de contraste como:

W — C Hy
— ~ Yr-K)
O

t =

Aplicacién:
Hy: B2+ p3=1

Hy: By + B3 # 1

41
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b—c = RB—-r=[0 110 - 0] B |-[1l=h+sk-1

Buscamos la distribucién del estadistico w:

W =2+ fs

dado que By ~ N(B2,0%a22) B3 ~ N(B3,0%as3)

E(B2 + B3) = B2 + B3

Elw — B(w)]?

E[(B2 + 33) — (B2 + B3)]

Var(ﬁg) + VCLT‘(Bg) + 2001}(@2, 33)
= o?(az + asz + 2a23)

=
&
I

Var(

§;
[

Por tanto
B+ B3 ~ N(Ba + f3,0%(ase + azs + 2as3))

y el estadistico de contraste es:

Bo+ 03 —1 Hy
/a2 + asz + 2asz3

{r-K)

Con la regla de decisién habitual. En el resto de ejemplo de combinaciones lineales se
procedera igual.

2.6.3. Estimacion minimo cuadratica sujeta a restricciones

Un aspecto basico de la inferencia estadistica que se lleva a cabo en Economia es que el inves-
tigador sélo contrasta hipdtesis en cuya validez estd dispuesto a creer a priori, de modo que
si su contraste no las rechaza, entonces pasa a imponerlas en la representacién estructural que
estd considerando. Si la hipdtesis nula no se rechaza, entonces seria muy interesante disponer
de un procedimiento para estimar de nuevo el modelo, pero esta vez imponiendo ese conjun-
to de hipdtesis que hemos contrastado y no rechazado. La idea de eficiencia esta ligada a la
utilizacién 6ptima de toda la informacién disponible. Si se cree que los coeficientes del modelo
satisfacen ciertas restricciones, entonces se ganaria eficiencia introduciendo dichas restricciones
en el proceso de informacion.

En este caso vamos a encontrar el estimador que minimice la suma de cuadrados de los residuos,
pero esta vez imponiendo las restricciones R3 = r, es decir, se trata esta vez de resolver un
problema de optimizacién sujeto a restricciones lineales. Nuestro problema a resolver es:

Min(Y — XB) (Y — XJ3)
s.a. RB =r
El lagrangiano de tal problema sera:

L= -XB3)(Y —-XB)—2XN(R3 )
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donde A es un vector de dimensién (¢ x 1) de multiplicadores de Lagrange (tantos como restric-
ciones). Tomando derivadas parciales de este lagrangiano con respecto a /', as{ como respecto a
A, se tiene:

L .
ZB = 2X'Y +2X'X - 2R'N (K derivadas)

oL 5 ,
T —2(RB—71) (q derivadas)

Igualando a cero estas derivadas parciales y resolviendo el sistema de K + ¢ ecuaciones que asi se
obtienen resulta:

(X' X)B, — X'Y — R'A =0y (2.18)

~

RpB, —r =0, (2.19)
y las soluciones a este sistema de ecuaciones, Br, son el estimador de Minimos Cuadrados

Restringidos (MCR) y el vector de precios sombra (multiplicadores de Lagrange) de las q
restricciones. La expresién del estimador restringido es la siguiente:

~ ~ —1 ~
B, = Buco + (X'X)' R (R(X'X)™'R')  (r - RB)

donde Barco es el estimador Minimo Cuadratico Ordinario sin restringir.
La matriz de varianzas y covarianzas de este estimador es:

V(B,) = o> ((X’X)1 —(X'X)'R (R(X’X)*lR’)*1 R(X’X)l)
Resultados:

a) O, es lineal en u.
b) Si las restricciones que hemos impuesto son ciertas el estimador 3, es insesgado.

¢) Comparando las matrices de varianzas y covarianzas de los estimadores de minimos cua-
drados ordinarios y minimos cuadrados restringidos se puede demostrar que

V(B) = V(B

es una matriz semidefinida positiva aunque la restriccién no se cumpla.

V(B) - V(B) = UQ(X/X)_IR/ (R(X/X)—1R/>_1 R(X/X)—l

Si la restriccion no se cumple el estimador restringido serd sesgado, por lo tanto para
comparar los estimadores MCR y MCO habra, en general, que utilizar el criterio del error
cuadratico medio.
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Analisis de residuos:

Los residuos del modelo estimado por MCR se definen:
Gy =Y — XB, (2.20)
tal que:
i =Y - XB-XB +XB=1i-X(B —B)
de donde podemos definir la suma residual de cuadrados del modelo restringido como:
i, = (a-X(G-p) (a- X6 —5) =
U
(

de donde:
Wi, — /0= (R —r) (RX'X)R) " (RE—1)

con lo que el estadistico general para el contraste de hipotesis de la forma RE = r:

(RBuco —r) (ROX'X) ' R) " (RBuco —1)/a 1y

6-2

(¢,T - K)

también puede escribirse de la forma:

f%F@T—@ (2.21)
siendo:

- )4, la suma residual de cuadrados del modelo restringido.

- 4/0 la suma residual del modelo no restringido.

y por tanto la ecuacién (2.21) define un estadistico vélido para contrastar cualquier hipdtesis
lineal con tal de definir y estimar correctamente el modelo restringido. Generalmente se le conoce
con el nombre de estadistico de diferencias en las sumas residuales de cuadrados.

2.6.4. Contrastes basados en sumas de cuadrados de residuos

Hemos visto como se puede contrastar cualquier hipétesis nula escrita de la forma
Hy : RG = r mediante el estadistico F'. Una expresién equivalente de este estadistico es el
estadistico de diferencias en las sumas residuales de cuadrados visto en la seccién anterior.

(Uplp —W'a)/q Hy
F= ala/T K ~ f(qu*K)

Para su aplicacién sélo es necesario obtener la SCR del modelo restringido y no restringido. Hay
dos formas equivalentes de obtener la SCR. del modelo restringido:
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a partir del vector completo 3 como Wiy = (Y — XBr) (Y — XBg).
(K x1)
Precaucién: djpup #Y'Y — XY

Estimando el modelo restringido y a continuacién calculando su suma residual de cuadra-
dos. Esta forma es la mas habitual de trabajar y vamos a estudiarla en detalle.

Estimacion del modelo restringido y cdlculo de la SCRp
El modelo restringido es aquel que cumple la hipétesis nula. Por ejemplo sea el MRLG

Y = B1 + BoXop + B3 X3 + BaXur + up

donde queremos contrastar la hipétesis nula Hy : B2 + 83 = 1 sustituyendo la restricciéon
en el modelo encontramos el modelo restringido:

MR: Y, = 61+ BoXor + (1 — B2) X3t + upe

Y, — X3t = 1 + B2(Xor — X3¢) + ury
——— ———
=Yy =X7
La aplicacion de MCO en el modelo resultante son los estimadores de MCR. Los demas
BR se obtienen con las restricciones. En el ejemplo en el modelo restringido se calculan Bf%
y Bf y finalmente se calcula ﬁ§ =1- BA?
En este modelo restringido estimado por MCO se calcula la SCR = a’Ra R. Si escribimos
el MR en términos matriciales
Y* — X*,B* _|_ u*

entonces

ﬁ/RﬁR —V¥Yy*r B;%/X*/Y*

donde Y™*y X™* son las variables que quedan en el modelo restringido.

Ejemplo: Contraste de significatividad conjunta: Hy : B2 = 83 = ... = g = 0. Para esta
hipétesis el modelo restringido es
Yi=01+w

si estimamos el MR por MCO obtenemos:

ming Y43 = ming S (Y; — B1)?

o 12 R « _
LU NV, - ) =0 B =V
0
de donde
iptin = Y (Vi —Y)* =
= > (V- 3?2 = Y (v, -Y)=5CT
Asi
i, —@'t)qg  SCT — SCR

wua/(T —k) SCR/T - K
dividiendo el numerador y el denominador de entre SCT = 1’y obtenemos.

(Wpap —4'a)/q  R*/K—1 &,

- Y FK-1,T-K
wa)T — K (1I-RJT-K ( ’ )

estadistico que coincide con el obtenido para el contraste de significatividad conjunta.
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2.7. Prediccion

Aunque pueda considerarse que la obtencién de un buen conjunto de estimaciones es el obje-
tivo principal de la Econometria, a menudo también tiene gran importancia el logro de unas
predicciones precisas.

Supongamos que con 1" observaciones se ha estimado el modelo:

Y = 01+ BoXot + ... + B Xkt + us.

Dada una nueva observacién de las variables explicativas,
Xp=[1 Xop o Xiy | pe{1,2,...,7)

se puede utilizar el modelo estimado por MCO para predecir el valor que tendra la variable
endégena (desconocido en ese momento).

Dado el modelo de regresién, la ecuacién para Y), es:
}/ZD :Bl+62X2p+-~+ﬁKXKp+up
Para abreviar, utilizaremos la expresiéon vectorial:
Y, = X;/oﬁ +up

Dada la informacién muestral disponible (no conocemos 3 ni u,) la prediccién por punto de
Y, es:
Y, = X, Buco
O lo que es lo mismo: R ) A )
Y, =01+ B Xop + ...+ B Xkp.

Hay cuatro fuentes potenciales de error al realizar una prediccién:

a) El error de especificacién. El modelo de regresiéon en que nos basamos puede ser incorrecto:
pueden faltar variables explicativas que afectan de manera clave a Y, puede que la forma
funcional propuesta no sea correcta, puede que se incumpla alguna hipdtesis bésica, etc.

b) Error en los valores de X,,. La prediccién se hace para unos valores dados de X,,, pero
estos pueden ser desconocidos en el momento en que se hace la prediccion.

c¢) El error muestral. No hay més remedio que usar (3 en vez de los valores verdaderos (3 para
hacer la prediccién.

d) El error aleatorio. Y, dependerd de u,, la perturbacién aleatoria (desconocida) correspon-
diente a esa observacion. Cuanto més diferente sea de cero, mayor sera este error.

Dadas todas estas fuentes de incertidumbre a la hora de predecir Y, es muy recomendable que
la prediccién puntual de Y se acompaifie con una medida de lo precisa que esperamos que sea
esa prediccién. En esto consiste la prediccion por intervalo.
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e Prediccion por intervalo del valor de la variable endégena

Es muy dificil que el valor predicho para Y, Y}, coincida con el valor real. Si la prediccién
por punto se hace para el mes siguiente, o para el afo siguiente, llegard un momento en que
conoceremos el error cometido. Este error se denomina error de prediccion y es igual a

ep=Yp,—Y)

En el momento en que hacemos la prediccién, tenemos cierta informacién sobre e,, ya que es
una variable aleatoria con una distribucién conocida. En concreto,

ep ~ N(0,02(1+ X, (X'X) ' X,))

DEMOSTRACION:

ep = Y- Y, =X, B+u,— X, 0=
= u,— X, (B-0) (2.22)

Buscamos su distribucién. Si u, es normal el estimador MCO dado que es lineal en la perturba-
cién también lo serd y por tanto el error de prediccién también lo es. En cuanto a su media y
varianza:

Bley) = B [uy — X; (B-B) | =0— X}, (3 3) =0
Var(ep) = Elep— E(ep)]lep — E(ep)) =

= E(epep) =

- E [(up - X, (3-8) ) (up - X, (B—ﬂ))/} =

= E|uyu| + B |X, (3-8) (3-5) X,] -
—2X; B [ (B—B)uy] =

= E(ud)+ X, B[ (3-5) (3-9)] X, -
—2X) B [(X'X) 7 X wwy| =

= 2+ X, (X'X) ' X, 0=

= 2 (1+X,(X'X)7'X,)

Por tanto:

ep ~ N(0,0% (14 X, (X'X) 7' X, ))

Tipificando el error de prediccién queda:
e, —0

o/ 1+ X, (X'X)7' X,

~ N(0,1)

El problema es que o2 es desconocida. Utilizando que epy &2 son variables aleatorias indepen-
dientes, y el Resultado 6 del Anexo 4 obtenemos:

€p
o/ 1+ X (X'X) X,

AT —K) 1
o7 T_k K
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Simplificando:

p
6/ 1+ X, (X'X)7'X,

~ UT-K)

De hecho el denominador final es 6., (la desviacién estimada del error de prediccién). Tras
sustituir e, = Y, — Y}, , se puede utilizar dicha distribucién para obtener el siguiente intervalo de
prediccién para la variable endégena:

Y, =Y,

Pr|—tem_i < <tap_ =1-
r[ S(T-K) = 56,, = be(T K)‘| «

Pr {Yp_ t%(TfK) ’a'ep SYp Syp‘i‘ tQ(TfK) 'O'ep} =1—-«

2.8. Estimacion del MRLG con GRETL: principales resultados,
forma funcional, prediccion.

e Instrucciones para realizar una estimacién MCO:
Una vez abierto el fichero de datos con el que vamos a trabajar, vamos a

Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios
Aparecera una ventana para especificar la parte sistematica del modelo donde debemos:

Seleccionar la variable dependiente pinchando a la izquierda sobre ella y a continuacién pinchar
en la derecha FElegir

Seleccionar las variables independientes pinchando a la izquierda sobre ella-s y a continuacién
pinchar en la derecha Anadir

Para obtener los resultados de la estimaciéon MCO pinchar en Aceptar

En esta ventana apareceran los resultados bésicos de la estimacion del modelo. Los resultados
que Gretl nos devuelve muestran entre otros estadisticos la estimacion de los parametros de la
recta de ajuste, sus desviaciones tipicas y estadisticos de significatividad individual. Ademads po-
demos hacer contraste de restricciones lineales en la pestana correspondiente, guardar variables
como los residuos, las estimaciones de la variable endégena etc y realizar graficos.

Los resultados los podemos guardar como texto plano de la manera habitual o como icono con
Archivo — Guardar como icono

En la pantalla de resultados de la estimacién aparecen en la barra de ment otros estadisticos o
resultados que pueden ser de interés, por ejemplo:

e Podemos hacer gréficos de interés: En la opciéon Grdficos podemos hacer graficos que nos
ayudan a interpretar los resultados de la estimacién, por ejemplo

Grdficos — Grdfico de la variable estimada y observada

Gradficos — Grdfico de residuos — contra alguna de las variables explicativas del modelo
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e Guardar variables asociadas a la regresion: Podemos ver y guardar los valores de Y, @ y
otros resultados de utilidad para ello:

- Ver los valores: Pinchar en Andlisis — Mostrar variable y seleccionar observada,
estimada o residuos segiin nuestro interés.

- Guardar los valores: Pinchar en Guardar — seleccionar la variable de interés.

Gretl utiliza por defecto la denominacion yhat, uhat para designar a la variable endégena
estimada y a los residuos, respectivamente y en la descripcién de la variable indicard por
ejemplo para uhat: residuos del modelo 1, lo cual resulta muy 1til pues en general traba-
jaremos con varios modelos a la vez y hay que distinguir claramente las variables de cada
uno.

e en Analisis encontramos la Matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes estimados,
podemos hacer Predicciones u obtener Intervalos de confianza para los coeficientes

e en Contrastes podemos Omitir u anadir variables, contrastar combinaciones lineales o
restricciones lineales ademas podremos realizar contrastes sobre los residuos, de los cuales
nos ocuparemos en el ultimo tema del curso.

49



SARRIKO-ON 3/08

2.9. Anexos

ANEXO 1.- Distintas expresiones de SCT, SCE y SCR

SCT = > yi=yy=
- Z(yt_f/)?:
= Y VP-TY’=Y'Y - TY?

SCE = Y=Y (hi-V)=

SCR = ) d;=t'a=

= (Y-Y)(Y-Y)=(Y -XB)(Y - Xp) =

= Y'Y -BXY-Y'XB+BXXB=

= YY-YVXX'X)' XY -
Y'X(X'X)7'X'Y +
YVX(X'X) ' X'X(X'X) XY =

= YV -V XX'X)'XY =

= Y'Y -BX'X3=

= Y'Y -3XY=

= yy— 32’y
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ANEXO 2. Demostracién de la insesgadez de 42

1. Propiedades de los residuos MCO

Los residuos MCO se pueden escribir en funcién de las perturbaciones:

u = Y-Y=
—X[;’—
X(X

X)Xy =

[I7 — X(X'X)™ 1X]Y_

[y = X(X'X) T XNXB +u) =
XB-X(X'X)'X'XB+ It — X(X'X) ' X'|u =
= [Ir - X(X'X)"'X'|u = Mu

=M

Las caracteristicas de la matriz M son:

o Es simétrica: M = M’

M = [Ir-XX'X)'Xx7
= I - (XXX XY
= Ir - (XY[(X'X)7X’
= Ir—-XX'X)"'x
= M

e Es idempotente: MM = M
MM = [Ir - X(X'X) ' X'|[Ir - X(X'X)"'X] =
= Ir—-XX'X)'X - X(X'X)"'X' +
X (X'X)"'X'X(X'X)'X' =
N————
=l

= Ir—-XX'X)'X' =M

o rg(M)=te(M)=T — K

tr(M) = tr[Ir — X(X'X)'X]
= tr(Ip) — tr[X(X'X)71X]
= tr(Ip) — tr[(X'X) 1 X'X]
= tr(Iy) —tr(Ig)
= T-K

e M es ortogonal a X: M X =0

MX = [Ir-XX'X)'XXx
= X-XX'X)'X'X=0
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2. Demostracién: E(6?) = o2

Como

E(Wd) = E(u'Mu)=

E(tr(u'Mu)) = E(tr(Muu'))
tr(BE(Muu')) = tr(ME(uu')) =
tr(Mo?Ir) =

= o’tr(M) =o*(T — K)

2

se puede demostrar facilmente que 6° es un estimador insesgado:

E(6?) — E< ' >:E(a'a) oX(T-K)

T-K) T-k 1T-K ¢

Y por tanto podremos utilizarlo como el estimador apropiado de la varianza de la perturbacion.

52



SARRIKO-ON 3/08

ANEXO 3. Recordatorio estadistico: contrastes de hipo6tesis

Una hipdétesis es una determinada afirmacion o conjetura sobre algunos parametros de la funcion
de densidad de una variable aleatoria. Por ejemplo, en el Tema 2 se ha visto que en el modelo
de regresién lineal simple, la distribucién del estimador MCO de la pendiente es:

~ 0‘2
BN (8 sy
’ DX — X)?
Un ejemplo de hipétesis seria decir que § —que es desconocido— es igual a 0,8.

La realizacién de los contrastes de hipdtesis tiene tres fases:

a) Formular dos hipétesis excluyentes.
b) Obtener un estadistico de contraste e identificar su distribucién muestral.

c¢) Fijar una regla de decisién y elegir una de las dos hipétesis.

Siguiendo nuestro ejemplo, las dos hipédtesis excluyentes serian la hipdétesis nula, Hy : § =
0,8, que es una afirmacion concreta sobre la funciéon de densidad, y la hipdtesis alternativa,
Hy : 8 # 0,8, que en Econometria sera casi siempre la complementaria de la hipdtesis nula.

2

Si suponemos que o es conocida, la fase dos se consigue simplemente tipificando la distribucién

de (3:

e P20 N

o2
Do (Xi=X)?
A la izquierda estd el estadistico de contraste, z, y a la derecha su distribucién muestral.
La regla de decisién divide todos los valores que puede tomar el estadistico de contraste en dos

regiones:

e Regidn critica: es el conjunto de valores del estadistico para los cuales el mecanismo de
contraste recomienda que se rechace la Hy.

e Regién de aceptacion: es el conjunto de valores del estadistico para los cuales el meca-
nismo de contraste recomienda que no se rechace la Hy.

En el ejemplo, si Hy : § = 0,8 es cierta, el estadistico z queda:

2= P08 N

0-2
\/ 2 (Xi—X)?

y los valores cercanos a cero son los que con mayor probabilidad tomara z. En cambio, si Hy
es falsa, la media de z no serd cero, y los valores de z cercanos a cero son menos probables.
Consecuentemente, consideraremos que:

e los valores cercanos a cero son evidencia en favor de la Hy, asi que estaran en la region de
aceptacién.

e los valores alejados de cero son evidencia en favor de la H 4, asi que estardan en la regién
critica.
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Dependiendo del valor que tome z, nos decidiremos por la Hy o por la H 4.

Errores de contraste
El contraste puede llevarnos a tomar una decisiéon correcta, o a caer en un error, que puede ser
de dos tipos:

e error de Tipo I: rechazar Hy cuando es verdadera.

e error de Tipo II: no rechazar Hy cuando es falsa.

El nivel de significaciéon o tamano del contraste es la probabilidad méxima de cometer
error de tipo I.

Ejemplo: en un juicio, las dos hipétesis excluyentes pueden ser:
Hy — el defensor: el acusado es inocente.
H,4 — el fiscal: el acusado es culpable.

Error de Tipo I: probabilidad de condenar a un inocente; viene dada por el nivel de significacion.

Error de Tipo II: probabilidad de absolver a un culpable. En la contrastacion estadistica se
desconoce la probabilidad exacta de este tipo de error. Depende de cual sea en realidad el valor
de (.

La funciéon de potencia del contraste es la probabilidad de rechazar la Hy cuando sea falsa.
O sea, es 1 — Pr(Error de tipo II).
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ANEXO 4: Recordatorio de Distribuciones asociadas a la Normal

e Resultado 1:
Sea X una variable aleatoria tal que X ~ N(0,1) entonces X2 ~ X%1)

e Resultado 2:
Sea X v.a. n-multivariante tal que X ~ N(0,T) entonces X'X ~ X%n) ya que es la suma
de n-variables independientes tipificadas al cuadrado.

e Resultado 3:

Sea X ~ N(0,0%I), las variables son independientes, con igual varianza o2, entonces

X2 x2 X'x

o2

e Resultado 4:
Sea X ~ N(0,3") donde las variables no son independientes, entonces, X'(37)"!X ~ X%n)

e Resultado 5:

Sean Z y W dos v.a. independientes tal que Z ~ X%’m) yW ~ X?n) entonces Z+W ~ x?

(m+n)

e Resultado 6: Definicién de la t de Student
Sean X y Z dos v.a. independientes al que X ~ N(0,1)y Z ~ X%m)’ entonces, % ~ t(m)

Z
m

e Resultado 7: Definicion de la F de Snedecor

Sean Z y W dos v.a. independientes tal que Z ~ X%m) yW ~ X%n)’ entonces % ~ Flmn)

e Resultado 8:
Si F' ~ F{4 ) entonces 2 ~ F1,n) 0 1o que es igual VF ~ t(n)

e Lema 1:
Sea A una matriz idempotente, entonces rg(A) = tr(A)

e Lema 2:
Sea X ~ NI(0,I)y A una matriz idempotente con rg(A) = m, entonces X’ AX ~ X%’m)

e Lema 3:

Sea Z ~ N(0,0%Ir), y sea A una matriz idempotente y simétrica de orden (T x T') tal que

rg(A) = m, entonces X;‘;‘X ~ X%m)

e Lema 4:
Sean X ~ NI(0,I), A una matriz simétrica e idempotente de orden (T'xT) con rg(A) = m,
B una matriz simétrica e idempotente de orden (7' x T') con rg(B) = n, entonces

X'AX ~ X
/ 2
Y si AB=0, X’AX y X'BX son independientes.
e Lema 5:
Sean.

X ~ NI(0,I), A una matriz simétrica e idempotente de rango m, B una matriz simétrica
e idempotente de rango n, AB = 0 entonces se verifica que:

X'AX/m 7
X'BX/n " mn)
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ANEXO 5. Estadistico general para hacer inferencia. Obtenciéon de la distribucién
El siguiente paso sera hallar un estadistico que nos permita contrastar cualquiera de estas hipéte-
sis frente a

H,:RG#r

Queremos utilizar la expresion R3 = r para hacer inferencia, por lo tanto necesitamos conocer
la distribucion de:
R3=r

que seguird una distribuciéon normal dado que:

B~ NG (X'X)™

Buscamos la media y matriz de varianzas y covarianzas de la forma R

Var(RB) = E|[R3— E(RB)| [RS — E(RB)|
= B[R}~ Rp| [R5 - Rﬁ}'
= E[R(3 - 5)| |[R(3 - 5)]
=B |[R(B - B)(5 — Y R|
—~REB-p)B-5) R

=Var(f)=c2(X'X)"}
=o?R(X'X) 'R

Puesto que  es normal multivariante y R es una matriz de constantes conocidas,

RB ~ N (R3,0°R(X'X)"' R)

e Estadistico de contraste general (o2 conocida)

Restando su media a la variable aleatoria RB se obtiene:
RB—RB~N (0, PR(X'X)! R’)
Si la hipdtesis nula es cierta, R3 es igual a r, y haciendo esta sustitucién en la expresién anterior:

(R3—r) 2 N (0,0°R(X'X) ' R)
(g x1)

La matriz de varianzas y covarianzas es definida positiva, asi que aplicando la generalizacién del
resultado 4 del Anexo 4 obtenemos que:

(RS- r)' (R (X'X) " R o (RB-7) %, (2.23)
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En el caso (nada realista) de que o2 sea conocida, se puede utilizar este estadistico para contrastar

cualquier hipétesis nula planteada de la forma general.

La idea principal es que, dado que la hipdtesis nula afirma que RS y r son iguales, esperaremos
que la diferencia RB — r sea pequena si la hipdtesis nula es cierta y al contrario, esperaremos
que RB — r sea grande (en valor absoluto) si la hipdtesis nula es falsa. Por esta razén, valores
del estadistico préximos a 0 formardn la regiéon de aceptacién, y valores grandes del estadistico
formaran la regién critica.

Ademds cuanto mayor sea la Var(3), mayor serd la Var(Rf3) y més facil serd que la diferencia
RB — r sea grande aunque Hj sea cierta; por ello se pondera el estadistico con la matriz de
varianzas y covarianzas.

El criterio de contraste es rechazar Hy con un nivel de significacién « cuando
~ / _ -1 ~
(RB—7) [*R(X'X) ] (RB-7) > X2

vy no rechazarla en caso contrario.

e Estadistico de contraste general(o? desconocida)

El problema para la aplicacién del contraste descrito en el apartado anterior es que habitualmente

no conocemos o2. En este caso, se debe sustituir esta varianza en el estadistico anterior por un
. . A~ 4 . .7 . . . .7 .
estimador suyo, por ejemplo 62 = 75+ Pero esta sustitucién cambia la distribuciéon que sigue

el estadistico, que pasard a ser una F-Snedecor. Vamos a derivar este estadistico a continuacion.
Recordamos la definicién de F-Snedecor:

X(n)/n

AT R
X(m)/ m ()
donde necesitamos independencia entre numerador y denominador.

Disponemos de:

(RB - r)' [UQR (x'x)"! R’} - (RB - 7“) ~x2,

y de:
'u 9
o2 "~ X(Tk)
o lo que es igual
~2
a*(T — k) 9
o2 ~ X(T-K)

Ambas expresiones son independientes por lo que podemos construir el siguiente estadistico:
(Demostracién en el Anexo 4).

(RB— r)l [02R(X/X)—1 R/}—l (Rﬁ—r> /4 g, -
&Q(T—K)/(T —K) ~ e T-K)

o2

Simplificando obtenemos el siguiente estadistico, que usaremos en los contrastes para el caso en

que o? sea desconocida, y que llamaremos F:

(RB—r) (ROX'X)' R (RE-7) /g "

6-2

Flar—K) (2.24)
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Este ser4 el estadistico general que utilizaremos para contrastar hipétesis lineales cuando o2 sea
desconocida. La idea del contraste es la misma que la anterior; rechazaremos la hipdtesis nula
para valores grandes del estadistico, ya que si Hy no es cierta, la diferencia Rﬁ — r serd grande
y F' tomara valores altos. El criterio de contraste es por tanto el de rechazar Hy con un nivel de
significaciéon o cuando

Ri—+) (R(X'X)'R) ™ (RB—7+)/
o o)

vy no rechazarla en caso contrario.

e Demostracién de que 8 y 62 son independientes

BNN(ﬂ,UQ(X’X)‘l)

Aplicando el Resultado 2 del Anexo 4 se llega a una y2:

-1

(B=BY (o> (X'X))  (B=8) ~x{x)

Ai /X/X Ai

El resultado de independencia entre dos estadisticos que siguen una x? es el Resultado 4. Para
poder aplicarlo,

o?(T — K)

~ Y2 2.2
o2 X(T-K) (2.26)

y (2.25) han de expresarse como formas cuadraticas de un mismo vector, u. Para (2.26), la
u' Mu 2

forma cuadratica era o7~ X(1r—K)- Lo mismo se consigue para (2.25), sin mas que sustituir
(B—ﬂ) =(X'X )71 X'u en el estadistico anterior:
(B-8)'X'X (B-5)

2

g
WX (X'X)TPX'X (X' X)) X
o? -
u’[X(X’X)_lX’}u W (I—M)u )

g (o2

I — M es simétrica porque M es simétrica. I — M es idempotente porque M es idempotente y
entonces ([ —M)(I —M)=I-M-M+M=1-M.

Ademés, rg(I — M) =tr(I — M) =tr(Ip) —tr(M)=T—- (T - K) =K.

Con todo esto, ya estamos en condiciones de usar el Resultado 4: como M (I — M) = 0, las
formas cuadraticas (2.26) y (2.25) son independientes.

Las tinicas variables aleatorias en (2.26) y (2.25) son 62 y [ respectivamente, asf que son inde-
pendientes. Por lo tanto, cualquier componente del vector 3 es independiente de 2.
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Tema 3

Variables explicativas cualitativas

3.1. Variables Ficticias: definicién y utilizacion en el MRLG

A lo largo del curso tnicamente se han especificado modelos con variables de naturaleza cuan-
titativa, es decir, aquéllas que toman valores numéricos. Sin embargo, las variables también
pueden ser cualitativas, es decir, pueden tomar valores no numéricos como categorias, clases o
atributos. Por ejemplo, son variables cualitativas el género de las personas, el estado civil, la
raza, el pertenecer a diferentes zonas geograficas, momentos histéricos, estaciones del ano, etc.
De esta forma, el salario de los trabajadores puede depender del género de los mismos; la tasa
de criminalidad puede venir determinada por la zona geografica de residencia de los individuos;
el PIB de los paises puede estar influenciado por determinados acontecimientos histéricos como
las guerras; las ventas de un determinado producto pueden ser significativamente distintas en
funcién de la época del ano, etc.

En este tema, aunque seguimos manteniendo que la variable dependiente es cuantitativa, vamos
a considerar que ésta puede venir explicada por variables cualitativas y/o cuantitativas.

Dado que las categorias de las variables no son directamente cuantificables, las vamos a cuan-
tificar construyendo unas variables artificiales llamadas ficticias, binarias o dummies, que son
numéricas. Estas variables toman arbitrariamente el valor 1 si la categoria estd presente en el

individuo y 0 en caso contrario!.

D, — 1 si la categoria esta presente
] 0 en otro caso

Por ejemplo si queremos estudiar la dependencia del salario (W;) con respecto al sexo del indi-
viduo definiremos dos variables ficticias:

1 siel individuo i es hombre
S =
0 en otro caso

1 si el individuo i es mujer
Soi =
0 en otro caso

1Las variables ficticias pueden tomar dos valores cualesquiera, sin embargo, la interpretacién de los coeficientes
es mas sencilla si se consideran los valores 0 y 1.
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la variable sexo tiene dos categorias o estados de la naturaleza: hombre y mujer, para recogerlos
utilizamos dos variables ficticias que dividen la muestra en dos clases hombres y mujeres, y
asignamos un valor arbitrario a cada clase. Elegir los valores (0,1) es muy c6modo pero podriamos
elegir otros por ejemplo

1 siel individuo i es hombre
S1i =
0 en otro caso

s 2 si el individuo i es mujer
2 = .
¢ 0 en caso contrario

Especificaremos la funcién de salario e interpretaremos la funciéon y sus parametros con un
unico conjunto de variables ficticias: Sexo. Después incluiremos otro nuevo conjunto: Nivel de
educacién y repetiremos el estudio.

3.1.1. Modelo que recoge sdélo efectos cualitativos: comparando medias. Sélo
un conjunto de variables ficticias.

Supongamos que tenemos datos de salarios entre hombres y mujeres y creemos que, en media,

existen diferencias salariales entre estos dos grupos. Para contrastar que esto es cierto podemos
recoger el efecto cualitativo sexo sobre el salario utilizando las variables ficticias:

1 si el individuo i es hombre
S1i =
0 en otro caso

1 si el individuo i es mujer
Sai =
0 en otro caso

y podemos especificar el siguiente modelo:
W; = a151; + a9S9; + u; 1=1,...,Ng+ Ny (3.1)

siendo Ny el nimero de individuos varones y Njs el nimero de mujeres.

El modelo o funcién de salarios para cada grupo seria

W =a1 + u; i=1,...,Ng para los hombres

W = as + u; i=1,..., Ny para las mujeres
de donde suponiendo u; ~ NID(0,0?)

ay = E(W;/hombre)
ag = E(W; /mujer)

por tanto estos coeficientes recogen el salario medio dentro del grupo. Graficamente:

60



SARRIKO-ON 3/08

a2

ay

La hipétesis de que no existe discriminacién salarial por sexo es:
Hy: a1 = a9 = Hy:a1—as=0

que podemos contrastar con el estadistico F' habitual, siendo RG = r:

alternativamente podemos especificar el modelo (3.1) como.
Wi:a’{—I—a;SQi—kui i=1,...,Ng+ Ny (32)
en este caso

o] = E(W;/hombre)
al + a3 = E(W;/mujer)

y por tanto aj recoge el diferencial en el salario medio entre hombres y mujeres. Graficamente:

w

o] + a5

Si en este modelo queremos contrastar la existencia de discriminacién salarial por sexo contras-
tarfamos una unica hipétesis Hy : o5 = 0 con el estadistico t-habitual:

d; Hy "

N ~ Ng+N -2

deS(Oé;) ( H 1\4)
Este contraste y el anterior son equivalentes, ya que a; = o] y ag = o + a5. No cabe duda que
la estimacién del modelo (3.2) facilita el contraste de discriminacién salarial por sexo lo cual

deberia ser tenido en cuenta a la hora de proponer una especificacién adecuada.
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Lo que no debemos hacer es especificar el modelo:
Wi = ag + a1.51; + @259 + u; t1=1,....,Ng+ Ny (3.3)

ya que en este caso existe multicolinealidad exacta y no podriamos estimar separadamente «yg, aq
y ag, notar que en (3.3):

E(W;/hombre) = ag + oy
E(W;/mujer) = ap + a2

e Estimacion del modelo (3.1):

Wi = o151 + aaS2; + u; i1=1,...,Ng+ Ny

FABERIE

Buco = (X'X)7'X'Y

BIRIEEA A NERA AR

+ uH]iY:Xﬂ—l—u

Umpm

| Ng 0 - Wi | | XWn/Ng _-WH
o 0 NM EWM o ZWM/NM N

Wi = 4151; 4+ GoS9; = WSy + WarSa;

Notacién utilizada: Wy, Wi, son vectores columna que recogen los salarios de hombres y mujeres,
por tanto de orden Ny x 1 y Ny x 1, respectivamente. ig, i3, son vectores de unos de tamaifio
Ng x 1y Ny x 1 respectivamente.

Los mismos resultados se obtendrian si hubiésemos estimados las ecuaciones por separado en las
dos ecuaciones a que da lugar el modelo (3.1):

Wi=a1+u; 1=1,...,Nyg y Wi=as+u;, 1=1,...,Ng

ya que E(u?) =02 Viy la muestra de hombres es independiente de la muestra de mujeres.

e Estimacion del modelo (3.2):

Wi:a’lk—l—a;SQi—i—ui i=1,...,Ng+ Ny
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arl ([, a4, 1w o N [¢y o] [we]
as | Tl o iy || i in 0 iy || W | T
:[NH‘f’NM NM]_llZWH-FZWM]:[WH ]

NM NM EWM WM—WH

que seria el equivalente a estimar cada ecuacion por separado, en las dos ecuaciones a las que
da lugar el modelo (3.2):

Wi=aj+u; i=1,...,Ng y Wi=ai+a5+u; i=1,...,Ny
Una forma alternativa de contrastar la existencia de discriminacién salarial por sexo en los
modelos (3.1) y (3.2) serfa utilizar el estadistico:

ﬁ;,ﬁr —a't/q Hy I
@t/Ny + Ny — K (¢;Ng+Nyp—K)

donde el modelo restringido en cualquiera de las dos especificaciones es W; = u + u; del cual
obtendriamos SCR, = 4.4, y @'t la obtendriamos de realizar dos regresiones separadas, para
hombres y para mujeres: @'t = @yuy + );Un que serfa la que obtendriamos de estimar (3.1).

3.1.2. Dos o mas conjuntos de variables ficticias

Supongamos que pensamos que en el nivel de salarios influye ademds del sexo el nivel de edu-
cacion. Para recoger estos efectos podemos definir dos conjuntos de variables ficticias, sexo y
educacién, la primera con dos categorias o estados de la naturaleza y la segunda con tres, y
recoger cada categoria o estado de la naturaleza con un variable ficticia. Asi, definimos:

g 1 si el individuo i es hombre > 1 sii tiene hasta estudios primarios
¢ 0 en otro caso ¢ 0 en otro caso
1 si el individuo i es mujer 1 sii tiene hasta estudios secundarios
S = By =
0 en otro caso 0 en otro caso
B 1 sii tiene hasta estudios universitarios
3 =
¢ 0 en otro caso

siendo Fj; sucesos excluyentes. La especificacién correspondiente es:
Wi = pu+ aS2% + BoFEo + B3Es3i +uwi  i=1,....,Ny+ Ny (3.4)

donde para evitar problemas de multicolinealidad exacta hemos excluido una categoria de cada
factor cualitativo. Podemos interpretar los parametros de la forma siguiente:

E(W,;/hombre hasta estudios primarios) = p
E(W;/hombre hasta estudios secundarios) = p + (32
E(W;/hombre hasta estudios universitarios) = u + 33
E(W;/mujer hasta estudios primarios) = u + as
E(W;/mujer hasta estudios secundarios) = u + ag + 32
E(W;/mujer hasta estudios universitarios) = p + ag + (3
Esta informacién podemos resumirla en la siguiente tabla:
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EW:) | Euy By, Es;
S1i o w32 p+ B3
So; ptas ptar+fBe pt+az+fs

y podemos interpretar los pardmetros como sigue:

7
a2

B2

B3

base de comparacion.

efecto diferencial en el salario medio debido al factor sexo. Por tanto es el diferencial en
el salario medio entre hombres y mujeres independientemente de su nivel de educacion.
Efecto diferencial en el salario medio debido a tener un nivel de estudios secundarios.
Por tanto es el diferencial en el salario medio, para hombres y mujeres, entre tener un
nivel de estudios primarios y tener secundaria.

Efecto diferencial en el salario medio debido a tener un nivel de estudios universitarios.
Por tanto es el diferencial en el salario medio, para hombres y mujeres, entre tener un
nivel de estudios primarios y tener universidad.

En el modelo anterior se pueden realizar los siguientes contrastes:

a)

FEn media, no hay discriminacion salarial por sexo, Hy : ag = 0, mediante un contraste de
significatividad individual.

En media, no hay discriminacion salarial por razones de estudios: Hy : B2 = (33 = 0.

En media, no hay diferencias salariales entre el grupo de individuos con estudios primarios
y secundarios: Hy : B2 =0

FEn media, no hay diferencias salariales entre el grupo de individuos con estudios primarios
y universitarios: Hy: B3 =0

FEn media, no hay diferencias salariales entre el grupo de individuos con estudios secunda-
rios y universitarios: Hy : o = 83 < Hy: B2 — B3 =0

En los casos 1, 3 y 4 ¢ = 1 y podemos realizar el contraste con el estadistico t-habitual. En el
caso 5 ocurre lo mismo g = 1 y construimos el estadistico t para la combinacién lineal (82 — 33).
En el caso 2 ¢ = 2 y utilizamos la forma R3 = r con el estadistico F-habitual.

La matriz de regresores del modelo seria:

invy O 0 O
iny, 0 iy, O
¥ — ing O 0 TN

N, ing O 0
INg tNs Ing O
iNG iNG iNe Z'Ne. i

donde iy; es un vector de unos de tamano el nimero de individuos que cumplen las condiciones,
por ejemplo iy, es un vector de unos de tamano el nimero de mujeres con estudios universitarios.

Cuando existen dos o mas conjuntos de variables ficticias lo que no debemos hacer es incluir todas
las variables ficticias y un término independiente. En el caso anterior tenemos dos conjuntos con
dos y tres estados de la naturaleza respectivamente, si proponemos la especificacion:

W; = p* 4+ a1 S1i + a5S2 + B Evi + 85 E9; + B3E3; + u; t=1,...,Ng + Ny

64



SARRIKO-ON 3/08

existirfa multicolinealidad exacta en la matriz de regresores y no podriamos estimar separada-
mente ninguno de los coeficientes. La matriz de regresores es:

La matriz de regresores del modelo seria:

in, N, O in, O 0
iN, in, O 0 in, O
iNg Ny O 0 0 TN

X=1in 0 iny im0 0 | TTIX)<K
ine 0 ing O iy O
| ing O ing O 0 INg |

3.1.3. Inclusién de variables cuantitativas

En cualquiera de los modelos anteriores puede incluirse una-s variable-s cuantitativas, por ejem-
plo si creemos que el salario depende no solo de sexo sino también del nimero de horas traba-
jadas, variable que denotamos como X; propondremos:

W; = a151; + agSs; + BX; + u; i=1,...,Ng+ Ny (3.5)
Donde el coeficiente 3 se interpreta de la forma habitual, § = Ea(i)v(vz) En forma matricial el

modelo seria:

. a1
Wg | _|imw 0 Xg ug _
)=l ]| L]y

que da lugar a las siguientes ecuaciones:

Wg=a1+06Xyg+uyg i=1,...,Ngy y Wy =as+ 08Xy +uy t=1,...,Ny

La especificacion alternativa correspondiente seria:
Wi:OéT—i-Oé;SQi—i-ﬁXi—Fuz‘ t1=1,...,Ng+ Ny (3.6)

Donde el coeficiente 3 se interpreta de la forma habitual. En forma matricial el modelo seria:
W i 0 X o1 u
H | _ | ®H H ¥ H _
[WM]_[W inr XM] 2‘2 +[UM‘|$Y_X6+U

que da lugar a las siguientes ecuaciones:

Wp=ao]+08Xg+ug i=1,...,Ng y Wy=aol+a5+0Xy+uy i=1,...,Ny

Gréaficamente:
af + a5 + fX

af + BXn

aj +aj
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3.2. Comportamiento estacional

Las variables ficticias permiten recoger facilmente comportamientos estacionales. Por ejemplo
que las ventas de una empresa sean sistematicamente superiores en alguno de los trimestres
del afo y que ese comportamiento se repita sistematicamente ano tras ano es un clasico patron
de comportamiento sistematico estacional. Este comportamiento se produce en datos de series
temporales de periodo inferior al anual y puede ser estudiado facilmente mediante variables
ficticias.

Por ejemplo para recoger el comportamiento estacional de una variable Y; muestreada trimes-
tralmente podemos proponer el modelo:

Y = viWie + v2War + v3War + vaWar + €

donde t es el tiempo y W; son las variables ficticias estacionales que toman valor uno en el
trimestre i-ésimo y cero en el resto. La especificacién alternativa seria:

Yi=a+%Wo +7v3Wa + v Wi + ¢

3.3. Efectos de interaccion

3.3.1. Entre factores cualitativos y cuantitativos

En las ecuaciones (3.5) y (3.6) se recogen cambios en ordenada pero no en pendiente, sin embargo
podemos pensar que el nimero de horas trabajadas cambia segin el sexo del individuo con lo cual
debemos recoger cambios en pendiente. Este efecto podemos analizarlo asociando las variables
ficticias a la variable cuantitativa. Asi proponemos el siguiente modelo:

Wi = a151; + a8 + B1(S1: x X;) + Bo(S2 x X;) + w; i=1,...,Ng+ Ny (3.7)
E(Wl/hombre) =a1 + 5 X;
E(W;/mujere) = ag + (32X

donde (3 y [ recogen el incremento en el salario medio ante un aumento unitario en las horas
trabajadas, para los hombres y para las mujeres respectivamente.

La especificacién alternativa seria:

Wi:a’f—kcy;Sgi—l—ﬁ’in—l—ﬁ;(Sgi><Xi)—|—ui i=1,...,Ng+ Ny (3.8)

siendo 35 el incremento en el salario medio de una mujer con respecto a un hombre ante un
aumento de una hora en el nimero de horas trabajado. Graficamente:

%%
of + a3+ (67 + 63) X
af + 31 Xy
af + af
o
X
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3.3.2. Entre factores cualitativos

En el modelo (3.4) se supone que el efecto de cada factor es constante para todos los niveles de
los demés factores. Sin embargo si suponemos que el efecto diferencial del sexo variase con el
nivel de educacién existiria un efecto interaccion entre las variables ficticias sexo y educacion,
que podemos recoger asi:

Wi =+ a9So; + BaF2 + B3E3; + v2(S2; X Ea;) + v3(S2; X Es;) + i=1,...,Ng+ Nn3.9)

donde la tabla que resume el comportamiento de la recta de regresién poblacional seria:

EW;) | Fu By, Es;
S14 M w+ B2 [y B3
Soi pt+ar ptas+pPo+y pt+as+ B3+

y podemos interpretar los pardmetros como sigue:

7 base de comparacion.

B Efecto diferencial en el salario medio debido a tener un nivel de estudios secundarios,
con respecto a tener estudios primarios, para los hombres.

O3 Efecto diferencial en el salario medio debido a tener un nivel de estudios universitarios,
con respecto a tener estudios primarios, para los hombres.

a9 Efecto diferencial en el salario medio entre los hombres y las mujeres para un nivel de

educacién primaria.

ag + v Efecto diferencial en el salario medio, entre hombres y mujeres, para un nivel de educa-
cién secundaria.

ag +v3  Efecto diferencial en el salario medio, entre hombres y mujeres, para un nivel de educa-
cién universitaria.

B2 4+ 9  Efecto diferencial en el salario medio debido a tener un nivel de estudios secundarios,
con respecto a tener estudios primarios, para las mujeres.

B3 +v3 Efecto diferencial en el salario medio debido a tener un nivel de estudios universitarios,
con respecto a tener estudios primarios, para las mujeres.

3.4. Tratamiento de las variables ficticias en Gretl.

Gretl permite trabajar tanto con variables ficticias cuantitativas como cualitativas y su tra-
tamiento no difiere, solo debemos de ocuparnos de especificar correctamente el modelo. En el
caso de que la variable ficticia no esté construida Gretl permite hacerlo. En la pantalla inicial en
Anadir podemos anadir Variables ficticias periddicas que se ajustaran légicamente a la periodici-
dad muestral del conjunto de datos, Variables ficticias para las variables discretas seleccionadas
donde por ejemplo si tenemos una variable que toma valores 1, 2 y 3 podremos construir tres
variables ficticias tal como

si la variable toma valor 1
en otro caso

S
I

si la variable toma valor 2
en otro caso

si la variable toma valor 3
en otro caso

S
Il
O = O = O =

>
[\
I
— N
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Por supuesto también podremos introducirlas con el editor tal y como se aprendié en el Tema
1.

Veamos un ejemplo aplicado. Abrimos el fichero de datos data7-3 de Ramanathan, que contie-
ne datos para 14 viviendas sobre el precio de venta de la vivienda (PRICE), pies cuadrados
habitables (SQFT), nimero de habitaciones (BEDRMS) y ntimero de banos (BATHS), y una
variable ficticia que toma el valor 1 si la vivienda tiene piscina y 0 en caso contrario (POOL),
una variable ficticia que toma el valor 1 si la vivienda tiene sala de estar y 0 en caso contrario
(FAMROOM) y una variable ficticia que toma el valor 1 si la vivienda tiene chimenea y 0 en
caso contrario (FIREPL). Seleccionamos las variables PRICE y POOL y observamos los valores
de estas dos variables:

Obs price pool
1 199,9 1
2 228,0 0
3 235,0 1
4 285,0 0
5 239,0 0
6 293,0 0
7 285,0 0
8 365,0 1
9 295,0 0

10 290,0 0
11 385,0 1
12 505,0 1
13 425,0 0
14 415,0 0

Por ejemplo, la primera vivienda de la muestra tiene un precio de 199.900 délares y tiene piscina
(ya que la variable POOL toma el valor 1), mientras que la segunda no tiene piscina (la variable
POOL toma el valor 0) y su precio de venta es de 228.000 ddlares, etc.

Con los datos anteriores podemos obtener facilmente que el precio medio de la vivienda es
317.493 délares:

Estadisticos principales, usando las observaciones 1 - 14
para la variable price (14 observaciones validas)

Media Mediana  Minimo Maximo

317,49 291,50 199, 90 505, 00

Desv. Tip. C.V. Asimetria Exc. de curtosis
88,498 0,27874 0,65346 —0, 52983

Sin embargo, también es posible obtener el precio medio para las viviendas que tienen piscina,
por un lado, y para las que no la tienen, por otro. Para ello, en primer, lugar se selecciona el precio
para aquellas viviendas con piscina. Para ello, seleccionamos la variable PRICE, pinchamos en
Muestra — Definir a partir de v. ficticia..., seleccionamos la variable POOL y aceptamos. De esta
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forma hemos seleccionado el precio para aquellas viviendas que tienen piscina®. A continuacién,
se obtienen los estadisticos principales:

Estadisticos principales, usando las observaciones 1 - 5
para la variable price (5 observaciones validas)

Media Mediana  Minimo Méximo

337,98 365,00 199,90 505,00

Desv. Tip. C.V. Asimetria  Exc. de curtosis
122,99  0,36390 0, 15896 —1,2798

Para seleccionar el precio de las viviendas que no tienen piscina, pinchamos en Muestra — Res-
tringir a partir de criterio, introducimos la condicion POOL = 0 y aceptamos. Los estadisticos
principales son los siguientes:

Estadisticos principales, usando las observaciones 1 - 9
para la variable price (9 observaciones vélidas)

Media Mediana Minimo Maximo

306, 11 290, 00 228,00 425,00

Desv. Tip. C.V. Asimetria Exc. de curtosis
68,959 0,225275 0,87575 —0,52255

Por tanto, el precio medio de las viviendas con piscina es de 337.980 délares frente a los 306.111
de las viviendas sin piscina. Dado el modelo una vivienda con piscina es en promedio 31.869
délares mas cara que la que no tiene piscina. Notar que no se estan teniendo en cuenta otros
factores que pueden afectar al precio de la vivienda (nimero de pies cuadrados habitables,
numero de habitaciones, etc.).

El sencillo anédlisis anterior podemos realizarlo mediante un analisis de regresién. Podemos es-
pecificar un modelo econométrico utilizando la variable ficticia POOL como regresor, estimarlo,
hacer inferencia e ir incorporando otras caracteristicas que pueden afectar a los precios de las
viviendas. Para comenzar, consideramos el siguiente modelo:

PRICE; = a1 + asPOOL; + u; 1=1,...,14 (310)
donde

e «7: precio medio de una vivienda sin piscina.
e a7 + ag: precio medio de una vivienda con piscina.

e «: diferencia en el precio medio de una vivienda con piscina con respecto a una que no la
tiene.

Los resultados de estimar el modelo por Minimos Cuadrados Ordinarios utilizando Gretl son los
siguientes:

2Para restablecer el tamafio muestral inicial pinchar en Muestra — Recuperar el rango completo.
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Modelo 1: estimaciones MCO utilizando las 14 observaciones 1-14
Variable dependiente: price

Variable Coeficiente Desyv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 306,111 30,2077 10,1335 0,0000
pool 31,8689 50,5471 0,6305 0,5402

Media de la var. dependiente 317,493

D.T. de la variable dependiente 88,4982

Suma de cuadrados de los residuos 98550,5

Desviacion tipica de los residuos () 90,6231

R? 0,0320632

R? corregido —0,0485982

Grados de libertad 12

Log-verosimilitud —81,880

Criterio de informacién de Akaike 167,760

Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz 169,038

PRICE; = 306,111 + 31,869 POOL;  i=1,...,14
(10,13) (0,63)

Para contrastar en el modelo (3.10) si hay diferencias significativas en el precio medio de la
vivienda entre aquéllas que tienen piscina y las que no, la hipdtesis de contraste es Hy : § = 0.
Este contraste se puede realizar utilizando el estadistico ¢ habitual cuyo p-valor es 0,5405, por lo
que no se rechaza la hipdtesis nula para un nivel de significacién del 5 %, es decir, el precio medio
de la vivienda no es significativamente diferente por el hecho de tener piscina. Alternativamente,
se puede realizar el contraste utilizando el estadistico F' basado en las sumas de cuadrados de
los residuos siendo en este caso el modelo (3.10) el modelo no restringido mientras que el modelo
restringido es PRICE; = a1 +v; 1=1,...,14.

Supongamos que ampliamos el modelo (3.10) incorporando regresores que podrian explicar el
precio de la vivienda como: el hecho de que la vivienda tenga sala de estar o no, el hecho que
tenga chimenea o no, el nimero de habitaciones y el niimero de banos. Las dos primeras son
variables ficticias que pueden definirse asi:

1 sila vivienda i-ésima tiene chimenea
0 en otro caso

FIREPL; = {

1 sila vivienda i-ésima tiene sala de estar
0 en otro caso

FAMROOM,; = {

Mientras que el ntimero de banos y el nimero de habitaciones se definen como en los temas
anteriores:

BEDRMS numero de habitaciones de la vivienda i-ésima
BATHS ntmero de cuartos de bano de la vivienda i-ésima

Con todas ellas podemos definir el siguiente modelo para explicar el precio de la vivienda:
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Donde lo primero a notar es que en el modelo (3.11), afectando a la ordenada, conviven tres
conjuntos de variables ficticias con dos categorias cada una, el hecho de tener o no piscina, el
hecho de tener o no chimenea y el hecho de tener o no sala de estar, de las cuales sélo se incluye
una de cada conjunto y se mantiene el término independiente. Esta forma de definir el modelo es
muy comoda ya que sigue manteniendo los resultados de los modelos con término independiente
y permite una facil interpretacion de los coeficientes que acompanan a las variables ficticias. Asi,
v © = 2,3,4 recogen el diferencial en el valor esperado de una vivienda por el hecho de poseer
la caracteristica correspondiente manteniéndose constante el resto de variables. El resultado de
la estimacion es:

Modelo 1: estimaciones MCO utilizando las 14 observaciones 1-14
Variable dependiente: price

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 39,0571 89,5397 0,4362 0,6758
pool 53,1958 22,0635 2,4110 0,0467
famroom —21,344 42,8734 —0,4979 0,6338
firepl 26,1880 53,8454 0,4864 0,6416
sqft 0,146551 0,0301014 4,8686 0,0018
bedrms —17,0455 28,7363 —0,2452 0,8134
baths —0,263691 41,4547 —0,0064 0,9951

Media de la var. dependiente 317,493

D.T. de la variable dependiente 88,4982

Suma de cuadrados de los residuos 9010,24

Desviacién tipica de los residuos () 35,8773

R? 0,911504

R? corregido 0,835650

F(6,7) 12,0166

valor p para F'() 0,00221290

Log-verosimilitud —65,134

Criterio de informacién de Akaike 144,269

Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz 148,743

La interpretacién de los coeficientes estimados es la siguiente:

e 41 = 39,057: el precio medio estimado de las viviendas sin piscina, banos, habitaciones,
sala de estar ni chimenea y con 0 pies cuadrados habitables es de 39.057 délares.

e o = 53,1958: la diferencia estimada en el precio medio de las viviendas con piscina con
respecto a las que no la tienen, siendo iguales en el resto de caracteristicas (pies cuadrados
habitables, habitaciones, banos, sala de estar y chimenea) es de 53.196 délares.

e Y3 = —21,34: el precio medio estimado de una vivienda con sala de estar es 21.340 délares
inferior al de una sin sala de estar, siendo idénticas en el resto de caracteristicas. Esto se
debe a que, al mantener constante el niimero de pies cuadrados de la vivienda y el niimero
de habitaciones y bafos, incluir una sala de estar hara que el resto de habitaciones o banos
sean de menor tamano.

e 44 = 26,188: el precio medio estimado de una vivienda con chimenea es 26.188 ddlares
mas caro que el de una sin chimenea, siendo idénticas en el resto de caracteristicas.
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° Bl = 0, 147: el precio medio estimado de una vivienda se incrementa en 147.000 délares al
aumentar en 1 pie cuadrado habitable su superficie, permaneciendo constantes el niimero
de banos y habitaciones.

° BQ = —7,046: el precio medio estimado de una vivienda disminuye en 7.046 doélares al
aumentar en 1 el nimero de habitaciones, permaneciendo constantes el niimero de banos
y los pies cuadrados habitaciones. Esto se debe a que las habitaciones serdn de menor
tamano.

e (33 = —0,264: el precio medio estimado de una vivienda disminuye en 264 ddlares al
aumentar en 1 el nimero de bafios, permaneciendo constantes el nimero de habitaciones
y los pies cuadrados habitables. De nuevo, las habitaciones serdn de menor tamaio.

Contraste de hipétesis

Para contrastar, por ejemplo, que no existen diferencias significativas en el precio medio de la
vivienda por el hecho de tener chimenea, se realiza un contraste de significatividad individual
de la variable FIREPL. En este caso, observando el p-valor correspondiente, 0,6416, se puede
concluir que a un nivel de significacién del 5%, no existen diferencias significativas en el precio
medio de una vivienda por el hecho de tener chimenea.

Si comparamos los modelos (3.10) y (3.11), ninguna de las variables anadidas en el ltimo
es significativa individualmente®. Ademas, el R? es inferior. El contraste de significatividad
conjunta para las variables anadidas se puede realizar con el estadistico F' basado en las sumas de
cuadrados residuales de los modelos restringido (modelo (3.10)) y no restringido (modelo (3.11)).
En este caso, el resultado es:

Contraste de omision de variables —

Hipédtesis nula: los parametros son cero para las variables
bedrms
baths
famroom
firepl

Estadistico de contraste: F'(4,7) = 0,0864517

con valor p = P(F(4,7) > 0,0864517) = 0,983881

por lo que no se rechaza la hipétesis nula de que las variables anadidas al modelo (??) son
conjuntamente no significativas. Al omitir dichas variables el modelo mejora en cuanto a la
significacién de sus coeficientes y el R%. Por tanto, manteniendo las variables POOL y SQFT, la
inclusién del resto (FIREPL, FAMROOM, BATHS, BEDRMS) no anade capacidad explicativa
al modelo.

3Un problema afiadido es que tenemos un bajo tamafio muestral, T=14, y hemos aumentado significativamente
el nimero de pardametros a estimar, K=7, por lo que tenemos muy pocos grados de libertad.
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Tema 4

Validacion del Modelo de Regresion

4.1. Sobre constancia de los coeficientes: contraste de cambio
estructural

En ocasiones puede ocurrir que la relacion entre la variable dependiente y los regresores cambie
a lo largo del periodo muestral, es decir, puede que exista un cambio estructural. Por ejemplo,
si estamos analizando el consumo de tabaco y durante el periodo muestral se ha producido una
campana de salud publica informando sobre los peligros que conlleva el consumo de tabaco,
podemos pensar que tras dicha campana el comportamiento de la demanda de tabaco haya
cambiado, reduciéndose significativamente. Si esto ocurre no podemos especificar una tnica
funcién de demanda para todo el periodo muestral si no que deberiamos especificar dos funciones,
una hasta la campana antitabaco y otra para el periodo siguiente. Por tanto ante sospechas de
que exista un cambio estructural debemos de contrastar la estabilidad de los parametros de
nuestra relacion.

El contraste de cambio estructural, llamado habitualmente contraste de Chow puede realizarse
de manera sencilla mediante el estadistico de sumas de cuadrados de los residuos sin mas que
especificar adecuadamente el modelo restringido y el no restringido. También podemos llevarlo a
cabo utilizando variables ficticias. Veamos un ejemplo para repasar las posibilidades. Hay cambio
estructural cuando el modelo

Yi=a1+ 51X +u t=1,2,...,t1 <T (41)
y el modelo
Y = ag + B Xt + uy t=1t1,ta,..., T (4.2)

se verifica sélo desde el momento ¢; hasta T.

En este caso no podemos escribir una tinica ecuacién del tipo:
Y}:a+ﬂXt—|—ut t:1,2,...,T (43)

ya que no se verifica durante todo el periodo muestral y nuestro modelo estaria formado por las
ecuaciones (4.1) y (4.2).

Si existe cambio estructural rechazariamos Hy : a3 = aw, 81 = B2 donde ¢ = 2.

Este contraste podemos llevarlo a cabo utilizando el estadistico F' basado en las sumas de
cuadrados de los residuos siendo en este caso el modelo restringido el recogido en la ecuaciéon
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(4.3) mientras que el modelo no restringido estd constituido por las ecuaciones (4.1) y (4.2).
Matricialmente:

aq
- Yi|_[u X1 00 61 Uy N Y,
Modelo no restringido < l Yy ] = l 00 iy X ] s + s = Wi = Uyt + Uyl
Ba
o i|_|ua X a uy o
Modelo restringido < [ Yy ] = [ i Xo ] [ 3 + Uy ] = U, Uy

bajo el supuesto u; ~ N(0,0%),us ~ N(0,03) el estadistico de contraste y distribucién es:

ﬁ;ﬁr — ﬁ/ﬁ/Q Hy r
ﬁ/ﬂ/Tl +Ty—4 (2,T1+T>—4)

Notar que para la validez del contraste ademaés de suponer normalidad en las perturbaciones se

supone también que oF = 3.

4.2. Sobre las perturbaciones: contrastes de homocedasticidad
y ausencia de correlacion temporal

4.2.1. Contraste de homocedasticidad

Hasta el momento uno de los supuestos basicos del modelo de regresion lineal es que la varianza
de cada término de perturbacién u; condicionada a los valores de las variables explicativas,
es constante e igual a o?. Llamabamos a este supuesto homocedasticidad y lo denotdbamos:
Var(u;) = 0% 6 lo que es igual E(u?) = 0% Vt. La varianza o2 es una medida de dispersiéon
de u; alrededor de su media , E(u;) = 0, o equivalentemente, una medida de dispersién de la
variable dependiente Y; alrededor de su media 31 + B2 X9t + . .. + B Xp:. Asi, homocedasticidad

significa que la dispersién es la misma a través de todas las observaciones.

Supongamos que disponemos de observaciones sobre consumo y renta para un conjunto de
familias, en un ano determinado. Las familias con rentas bajas no tienen mucha flexibilidad en
sus gastos, en general el grueso de la misma se gastard en cosas basicas, por ello la forma de
consumo entre familias de renta baja no variard demasiado. Sin embargo, las familias de rentas
altas tienen mas posibilidades de consumo, ser grandes consumidores o ahorradores o llevar un
gasto equilibrado. En cualquier caso su consumo puede ser muy distinto entre si por lo que
pueden tener una gran dispersién alrededor de su consumo medio mientras que las familias con
rentas bajas no. En esta situacién suponer que existe homocedasticidad no es sensato, deberiamos
suponer que existe heterocedasticidad.

Llamamos heterocedasticidad al caso en que la varianza del término de error varia a través
del tiempo si miramos a series temporales, Var(u;) = o2, o cambia de un individuo a otro si
miramos datos de seccién cruzada, (familias, pafses, etc.), Var(u;) = o7. Seguimos suponiendo
que no existe autocorrelacion entre perturbaciones de distinto momento del tiempo, es decir,
E(ugus) =0 Vt,s t# s por lo que sélo consideramos la existencia de heterocedasticidad.

En el Gréfico 4.2.1 se puede apreciar la diferencia entre el comportamiento de las perturbaciones
homocedasticas, a la izquierda) y heterocedésticas, a la derecha. En la figura de la izquierda se
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x1 a+pX6 X1 a+pX6
X2 X2

X6 X X6 X

Gréfico 4.1: Perturbaciones homocedéasticas versus heterocedésticas

puede observar que la varianza condicional de Y; a las X; permanece igual sin importar los valores

que tome la variable X. Recordar que la varianza condicional de Y; es la misma que la de u;, por

tanto, en el grafico estamos observando cémo la varianza de la perturbacion permanece constante

independientemente del valor que tome el regresor. En la figura de la derecha se puede observar
que la varianza de Y; aumenta a medida que X; aumenta y por tanto hay heterocedasticidad:

E(uf) = of

Hay diversas razones por las cuales las varianzas de u; pueden no ser constantes:

Modelos que tengan en cuenta expectativas: una expectativa no es mds que una medida
de lo que un agente espera que ocurra, la formacién de esa medida conlleva un proceso
de aprendizaje. Es de esperar que los agentes aprendan de sus errores y segin avance el
tiempo se confundan menos, en este caso 01-2 se reducira.

Si estamos analizando la relacién entre consumo y renta podemos esperar que a medida
que aumente la renta aumente 2. Una familia con mayor renta tiene mayores posibilidades
de consumo, no sélo consumir mas variedad de productos, sino que aumentara el valor del
consumo real. Si la renta es suficientemente grande, podra diferir consumo entre periodos
y podra ahorrar.

Por razonamientos parecidos a los anteriores las empresas con mayores beneficios podran
presentar mayor variabilidad en sus politicas de dividendos. Si las ganancias son muy bajas
simplemente no podran repartir dividendos.

En ocasiones es el investigador el que causa la heterocedasticidad. Por ejemplo, si el inves-
tigador trabaja con medias muestrales de las observaciones dentro de un grupo el modelo
a estimar serfa Y; = o + 3X; + @; donde Var(a;) = 02/n; siendo n; el niimero de obser-
vaciones dentro del grupo. Si el niimero de observaciones de cada grupo varia, la varianza
de la perturbacién del modelo seria heterocedastica.

Otra causa de heterocedasticidad puede encontrarse en la mala especificacién de un mo-
delo. Si en un modelo se ha omitido una variable relevante su exclusiéon puede llevar a
pensar que existe heterocedasticidad en las perturbaciones del modelo. Por ejemplo, si
consideramos la funcién de demanda de un producto y excluimos los precios de los bienes
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complementarios a él o de sus competidores, los estimadores MCO seran sesgados y el
estudio de los residuos minimo cuadraticos del modelo puede dar la impresién de que la
varianza de la perturbacién no es constante. Si incluimos la variable o variables omitidas
la impresién puede desaparecer. En este caso la solucién al problema pasa por especificar
correctamente el modelo.

Consecuencias de ignorar la heterocedasticidad

Vamos a analizar las consecuencias de utilizar el estimador MCO en presencia de heterocedas-
ticidad:

e En las propiedades del estimador MCO: El estimador MCO bajo heterocedasticidad
sigue siendo una combinacién lineal de las perturbaciones. También sigue siendo insesgado
ya que la media de la perturbacién es cero. Sin embargo, no va a ser de varianza minima
ya que la matriz de varianza y covarianzas o2(X’X)~! obtenida en el tema 2 es minima
bajo las hipétesis basicas. Ahora, sin embargo, éstas no se cumplen: estamos considerando
el supuesto de heterocedasticidad por tanto E(u?) # o2, el Teorema de Gauss-Markov
no se cumple y el estimador no es de varianza minima. Ahora la matriz de varianzas y
covarianzas de los coeficientes obtenida bajo este supuesto no vendra dada por la expresion
o?(X'X)~! y por tanto no serd minima. El estimador no es eficiente.

e En los contrastes de hipdtesis y la prediccién: Una forma sencilla de pensar en las
consecuencias sobre los contrastes de hipotesis es pensar que dado que el estimador no es
el mejor de los posibles la inferencia realizada con el mismo no sera fiable.

Formalmente lo que estd ocurriendo es que el estimador de o2 propuesto en el tema 2
ahora no es insesgado por lo que los estadisticos de contraste habituales no tendran las
distribuciones t y F' habituales. Por tanto, los contrastes no son vélidos.

Siguiendo el razonamiento anterior, la prediccién realizada con un estimador ineficiente no
serd eficiente.

La existencia de heterocedasticidad en wu; tiene consecuencias en los estimadores MCO, en con-
creto ya no son los estimadores de menor varianza entre los estimadores lineales e insesgados.
Existe otro estimador, el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados que es el de menor
varianza entre los lineales e insesgados y para el cual la inferencia y prediccién son validas.
Las consecuencias y soluciones del problema no forman parte del contenido de este curso. Sin
embargo, en la siguiente seccién vamos a aprender a detectar la existencia de heterocedasticidad
con un estadistico de contraste sencillo y que aparece por defecto en los resultados de estimacion
MCO. En cursos més avanzados aprenderéis a solucionar el problema.

Detecciéon de la heterocedasticidad

Sabemos que en presencia de heterocedasticidad el estimador MCO es ineficiente, y los contras-
tes de hipétesis no son validos por ello es importante detectar la posible existencia de heteroce-
dasticidad. La determinacién de la existencia de heterocedasticidad sélo podremos conseguirla
aplicando un test de contraste para heterocedasticidad, sin embargo podemos aproximarnos
graficamente al problema realizando un estudio visual de los residuos del modelo. Los residuos
MCO son un estimador insesgado de u; aun en presencia de heterocedasticidad. Usaremos el
residuo al cuadrado como aproximacién al comportamiento de la varianza de la perturbacion.
Para ver si puede existir un problema de heterocedasticidad podemos empezar por dibujar el
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Gréfico 4.2: Perturbaciones homocedéasticas versus heterocedésticas

cuadrado de los residuos MCO contra la variable de la cual sospechamos que depende o2, es
decir, que sospechamos causa la heterocedasticidad

Por ejemplo si en el modelo:
Yi=0+3Xi+BsZi +u; i=1,2,....N (4.4)

donde F(u;) =0 Vi y E(uuj) =0 Vi,j i#j
sospechamos que u; es heterocedéstica debido a la variable X;, por ejemplo, su varianza es
creciente con X;. La forma correcta de proceder para detectar la existencia de heterocedasticidad
en las perturbaciones del modelo seria estimar éste por MCO y estudiar el grafico de los residuos
MCO, (upco,i), frente a X;. Si el gréfico es como el de la derecha de el Gréfico 4.2.1 pensaremos
que los residuos iarco,; se incrementan con X; y que el incremento es proporcional. Como hemos
vamos a usar el cuadrado de los residuos como estimador de la varianza de la perturbacién
propondremos, por ejemplo:
V(u) = E(u?) = 0% X;
Si el grafico de los residuos tyrco,; y X; fuera como en la derecha de el Grafico 4.2.1 supondriamos
que el aumento en la varianza de u; es lineal a X; y propondriamos:
E(u?) = a+bX;
En el caso de que no conozcamos cudl de las variables exdgenas genera heterocedasticidad ten-
dremos que estudiar los gréficos de los residuos de MCO, contraponiéndolos a cada una de las
variables exdégenas restantes. Asi, si la grafica entre @ysco,; y X; resultara como la izquierda de
el Grafico 4.2.1, en la que no se aprecia ningin patrén de comportamiento y parece que hay una
distribucién aleatoria de los pares (X;,%?), procederiamos a analizar los residuos frente a Z;. Si
suponemos que la dependencia es de un conjunto de regresores podemos dibujarlos contra Y;.

En el Grafico 4.2.1 podemos observar otros patrones de comportamiento en los residuos que
pueden indicar la existencia de heterocedasticidad en las perturbaciones.

Sin embargo el estudio grafico de los residuos no es determinativo. Para determinar si existe o
no heterocedasticidad tendremos que realizar un contraste de existencia de heterocedasticidad
con un estadistico adecuado. Estadisticos de contraste de existencia de heterocedasticidad hay
muchos y unos se adeciian mds a unas situaciones que otros y en general necesitan suponer
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X

Gréafico 4.3: Perturbaciones heterocedéasticas

una forma funcional para o?. El andlisis grafico no es una pérdida de tiempo ya que la relacién
entre X; v Upco,; nos indicard una posible forma funcional (de heterocedasticidad) para la
varianza de la perturbaciéon y puede indicarnos cuél es el test de contraste mas adecuado. En
este tema vamos a estudiar un unico test de heterocedasticidad que tiene caracter general y no
exige supuestos sobre el comportamiento de 0. Ademas Gretl lo proporciona directamente.

4.2.2. Contraste de White

El contraste de heterocedasticidad propuesto por White en 1980 es un contraste paramétrico,
de caracter general, que no precisa especificar la forma que puede adoptar la heterocedasticidad.
En este sentido puede calificarse de robusto. Antes de aplicar el contraste con Gretl vamos a
desarrollar paso a paso el contraste para entender su mecanismo. Para la ilustracién vamos a
suponer que queremos contrastar la existencia de heterocedasticidad en el modelo:

Y = B1 + B2 Xor + B3 X3 + us (4.5)

Se procede de la forma siguiente:

a) Estimamos por MCO el modelo original y calculamos los residuos de MCO, @pco.i-

b) Estimamos la regresién auxiliar: el cuadrado de los residuos minimo-cuadraticos de la
regresién anterior, sobre una constante, los regresores del modelo original, sus cuadrados
y productos cruzados de segundo orden, evitando los redundantes:

fL% =1 + O[2X2t + Oéngt + CE4X22t + OZ5X§t + aﬁXZtX?)t + wi (46)

Contrastar la hipdtesis nula de homocedasticidad es equivalente a contrastar que todos los
coeficientes de esta regresién, exceptuando el término independiente son cero. Es decir:

H():OQ:CM?,:...:CMG:O

c) El estadistico de contraste es A = NR? donde R? es el coeficiente de determinacién de la
regresién auxiliar (4.6). Rechazamos Hy si NR? > x,(p) siendo p el nimero de coeficientes
en la regresién auxiliar sin incluir el término independiente, en el ejemplo p = 5.
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Observaciones:

a) Este contraste es muy flexible ya que no especifica la forma funcional de heterocedasticidad,
pero por otro lado, si se rechaza la hipdtesis nula de homocedasticidad no indica cudl puede
ser la direccién a seguir.

b) A la hora de incluir los regresores de la regresion auxiliar debemos ser muy cuidadosos para
no incurrir en multicolinealidad exacta, por ejemplo en el caso de las variables ficticias con
valores 0 y 1, en este caso el cuadrado de la variable coincide con ella misma.

¢) También pueden surgir problemas en modelos con un alto nimero de regresores que puede
conllevar que en la regresion auxiliar el niimero de variables sea tal que no supere al niimero
de observaciones y nos quedemos sin grados de libertad. Si éste es el caso podemos optar
por regresar el cuadrado de los residuos MCO sobre Y, y Y;Q ya que Y; es el ajuste de Y;
usando el estimador MCO con todos los regresores originales.

d) El contraste de White puede recoger otro tipo de problemas de mala especificacién de
la parte sistemaética, omisién de variables relevantes, mala forma funcional etc. Esto es
positivo si se identifica cudl es el problema, en caso contrario, la solucion que se tome
puede estar equivocada. Si la deteccién de heterocedasticidad se debe a un problema de
mala especificacién la solucion pasa por especificar correctamente el modelo y no pro
proponer un estimador alternativo insesgado y de varianza minima.

4.2.3. Contraste de ausencia de correlacién temporal

En el modelo de regresién, el término de perturbacién engloba aquellos factores que determinan-
do la variable endégena, no estan recogidos en la parte sistemética del modelo. Estos factores
pueden ser innovaciones, errores de medida en la variable endégena, variables omitidas, etc. Has-
ta el momento uno de los supuestos basicos del modelo de regresion lineal es que la covarianza
entre perturbaciones de distintos periodos es cero. Sin embargo, si estos factores estan correla-
cionados en el tiempo o en el espacio, entonces no se satisface la hipétesis de NO autocorrelacion
que escribfamos como E(uius) = 0 Vit,s t # s. Este fenémeno se conoce con el nombre de
autocorrelacion: correlacion serial, en el caso de series temporales y correlacion espacial en el
caso de datos de seccién cruzada.

Concepto de autocorrelacion:

Existe autocorrelacién cuando el término de error de un modelo econométrico esté correlacionado
consigo mismo. Es decir, la covarianza entre las perturbaciones es distinta de cero para diferentes
momentos del tiempo (o entre distintos individuos)® :

E(uus) #0 Vt,s t#s

Esta dinamica, aunque no sea relevante en media, refleja un patrén sistematico que tenemos que
considerar a la hora de estimar el modelo.

La existencia de autocorrelacion supone el incumplimiento de una de las hipétesis basicas sobre
la perturbacién de forma similar a la existencia de heterocedasticidad. Esta afecta a las varianzas
mientras que la autocorrelacién afecta a las covarianzas. En cualquier caso, las consecuencias

No es preciso que u; esté correlacionada consigo misma en cada dos instantes distintos del tiempo, sino que
basta que la correlacion se extienda a algunos periodos.
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sobre el estimador MCO son las mismas: el estimador no es de varianza minima, aunque sigue
siendo lineal e insesgado. Los contrastes de hipdtesis no son vélidos por las mismas razones
que en el supuesto de heterocedasticidad y la prediccién no es eficiente. Si sospechamos que en
un modelo la perturbacion estd autocorrelada, primero deberiamos cerciorarnos realizando un
contraste y en el caso de que ésta exista es importante estimar el modelo bajo estos nuevos
supuestos con un estimador alternativo a MCO que sea de varianza minima y vélido para hacer
inferencia. Este estimador queda fuera del contenido de este tema, sin embargo, aprenderemos
a detectar el problema mediante un contraste y estudiaremos un proceso sencillo para recoger
el comportamiento de la perturbacién bajo autocorrelacién: el proceso autorregresivo de primer
orden.

Causas de autocorrelacion

Como deciamos al iniciar este capitulo el término de perturbaciéon de un modelo engloba aquellos
factores que, determinando la variable endégena, no estan recogidos en la parte sistematica del
modelo. Factores como variables omitidas, mala especificaciéon de la forma funcional o errores
de medida, entre otros, son causa de autocorrelacion. Repasaremos algunos de ellos:

e Shocks aleatorios prolongados
Sea el modelo:
Ry =01+ oRM; +uy t=1,2,...,T

donde R; es la rentabilidad de un activo en el periodo t y RM; es la rentabilidad del
mercado en dicho periodo . Si en un momento dado se produce una caida del mercado,
la rentabilidad del activo se vera afectada a la baja y como consecuencia la rentabilidad
obtenida serd menor que la esperada. Este efecto se prolongard en el tiempo hasta que
poco a poco los inversores recuperen la confianza y el mercado vuelva a estabilizarse. El
shock se recogerd en el término de perturbacién. Si por ejemplo, la caida se produce en
(t — 1), lo que estamos diciendo es que la perturbacién en t dependera de lo ocurrido en
(t—1) via ug_;.

e Existencia de ciclos y tendencias
Si estamos analizando un modelo econométrico cuya variable endégena presenta ciclos y/o
tendencias que no se explican a través de las variables exdgenas, la perturbacién recoge
dichas estructuras, presentando un comportamiento de autocorrelacién. En este caso, los
residuos presentan rachas de desviaciones por encima del promedio (en la parte alta del
ciclo) y rachas de desviaciones por debajo del promedio (parte baja del ciclo).

¢ Relaciones no lineales
Supongamos que la verdadera relacién entre los tipos de interés, 4, y el stock de Deuda
Publica, Dy, es cuadratica:

rt:ﬁ1+ﬁth+ﬁ3Df+ut t=1,2,...,T ,82>0,,33<0

Este modelo implica que los tipos de interés aumentan al crecer el stock de deuda publica,
aunque menos que proporcionalmente, puesto que se tiene:

87}

oD, B2 + 283Dy < B2

tanto menor cuanto mayor es D;. Pero sin embargo se especifica y se estima un modelo
lineal:
re =01+ Dy +u t=1,2,....T

80



SARRIKO-ON 3/08

En este caso la curvatura de la parte sistemédtica pasa a ser recogida por la perturbacién.
Los residuos presentaran una racha de residuos negativos seguida de otra racha de residuos
positivos para seguir con otra negativa.

e Variables omitidas relevantes correlacionadas
Si el modelo realmente se especifica como:

Yi = b1+ BaXo + B3 X3 + uy t=1,2,...,T
up = Yy — 1 — BaXo — B3 X3
U = Y, — p1— BaXo — B3 X3

Pero estimamos:

Y; = 01+ PoXor + vy t=1,2,...,T

v = Yi— 1 — BoXo = uw + B3 X3

b = Yi— 1 — oXo =t — (B — B1) — (B2 — Bo) Xt + Ps Xz
FEn este contexto de omisién recordemos que los estimadores MCO son sesgados en general.
En consecuencia, tras un analisis de los residuos 9; tanto grafico como mediante tests, es
muy probable que si la variable omitida estd correlacionada o presenta ciclos o tendencias el

investigador llegue a la conclusién de que: Cov(vg, vs) # 0. De todas formas hay que tener
en cuenta que no siempre que se omite una variable relevante se causa autocorrelacion.

Proceso autorregresivo de primer orden, AR(1)

Existen numerosos procesos capaces de reproducir estructuras de autocorrelacién en la pertur-
bacién, sin embargo el proceso autorregresivo de primer orden es el proceso de autocorrelacion
mas sencillo y uno de los que mejor se suele ajustar a datos econémicos®. Se especifica como:

Ut = PUL—1 T €¢ t=1,2,....,T

de forma que la perturbacién en el periodo ¢ depende de la perturbacion del periodo anterior
(t — 1) méas un término aleatorio (o innovacién) € cuyas caracteristicas son:

E(Et) =0 VWVt
E(e) =02 Wt e ~ iid(0, 0?)
E(etes) =0 Vt,s t#s

y que habitualmente se le llama ruido blanco®. La especificacién completa del MRLG cuando la
perturbaciones presentan autocorrelacion es:

Y = 61+ B2 Xot + B3 X3t + ... + B Xkt +us t=1,2,...,T

Ut = pur—1 + € e ~ iid(0, 0?) lp| <1

2El proceso autorregresivo de orden uno no es el tinico proceso que recoge dindmica en la perturbacién. El
proceso autorregresivo més general de todos es el proceso autorregresivo de orden p, AR(p):

Ut = P1Ut—1 + PaUs—2 + ... + PplUt—p + €

Ademas existen otros procesos alternativos a los autorregresivos.
3Si nos fijamos, €, cumple las hipétesis basicas sobre la perturbacién, es por tanto homoceddstica y no auto-
correlada.
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Grafico 4.4: Proceso autorregresivo de orden uno

El coeficiente p mide la correlacién entre u; y uy—1 y debe cumplir que |p| < 1 para que el proceso
no sea explosivo. Se le denomina coeficiente de autocorrelacién de orden uno (o primer orden)
ya que uno es el nimero de periodos entre u; y us_1:

_ Cov(ug, ug—1)
VVar(ug)y/Var(u—q)

Si la covarianza es positiva se le denomina correlacién positiva y si es negativa, correlacién
negativa. Dado que u; = Y; — B(Y;/{X#}X,) la perturbacién representa la diferencia entre
el comportamiento observado y el comportamiento promedio. Dados los posibles valores de p
tenemos que:

P -1l<p<l1

i) Si p > 0 entonces un valor elevado de u; genera un valor de Y; por encima del promedio y
tendra mayor probabilidad de ir seguido por un valor elevado de w41 y asi sucesivamente.

ii) Si p < 0 un valor alto de u; ird seguido por un valor bajo de w41 y éste por uno alto de
U2 v asi sucesivamente.

La relacion entre la perturbacién u; y la innovacién €; se recoge en el diagrama siguiente:

Ut—2 — Ut—1 — Ut — U+l

T T T T

€1—2 €1—1 €t €t+1

por lo que cada innovacion influye sobre la perturbacion en el mismo periodo o periodos pos-
teriores, pero nunca sobre los valores anteriores, es decir: E(e;us—s) =0 s > 0. Ademds en el
diagrama se puede observar que u; no depende directamente de u;_o pero si lo hace a través de
us_1, por tanto u; estd correlado con todos las perturbaciones pasadas.

En la figura de la izquierda del Grafico 4.2.3 se observa un proceso autorregresivo de primer orden
con parametro p positivo. En ella podemos observar una racha de residuos positivos seguidos
de una racha de residuos negativos y asi sucesivamente. En cambio, cuando el parametro del
proceso autorregresivo es negativo, los signos de los residuos se alternan como podemos ver en
la figura de la derecha del mismo gréfico.
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Gréfico 4.5: Perturbaciones AR(1) positivo versus AR(1) negativo

Deteccién de la autocorrelaciéon

En la préactica no se conoce a priori si existe autocorrelacion ni cudl es el proceso més adecuado
para modelarla. Para determinar su existencia es necesario contrastar dicha hipétesis mediante
un estadistico de contraste.

Si embargo, ningtin contraste de autocorrelacién debe excluir un examen riguroso de los residuos
generados en la estimacién del modelo. El grafico de los mismos puede indicarnos la existencia
de autocorrelacién. Dado que los residuos son una aproximacién a la perturbacion, la existencia
de patrones o comportamientos sistematicos en los mismos indicaria la posible existencia de
autocorrelacién en u;. Por ejemplo, podemos esperar que el grafico de la evolucién temporal de
U mco se comporte de forma similar a lo mostrado por el Grafico 4.2.3. Sin embargo, también
podemos dibujar la evolucién temporal de i prco contra la de s pyco para s = ¢t — 1. Si
encontramos que la mayoria de los puntos en dicho grafico se hallan en el primer o tercer
cuadrante, izquierda del Grafico 4.2.3, ello es un indicio de autocorrelacién positiva. Si se hallan
en el segundo y cuarto cuadrante, derecha del Grafico 4.2.3, indicard autocorrelacién negativa.
Tras el analisis grafico, si sospechamos que existe autocorrelaciéon debemos contrastarla con un
estadistico de contraste. Existen varios estadisticos de contraste pero en este tema vamos a
estudiar sélo uno, el estadistico de Durbin Watson, especifico para contrastar la existencia de
un proceso autorregresivo de primer orden.

Contraste de Durbin Watson

Durbin y Watson propusieron en 1951 un estadistico para contrastar la existencia de un proceso
AR(1) en el término de perturbacién. La hipétesis nula es la no existencia de autocorrelacion:

Hy:p=0
frente a la alternativa
Hy:p#0 en wy=pu1+e e~ (0,02)
y se contrasta mediante el estadistico:

Yooty — dy1)?
Y a7
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donde w; son los residuos minimo-cuadraticos ordinarios de estimar el modelo original sin tener
en cuenta la existencia de autocorrelacién en las perturbaciones. Gretl proporciona el valor de
este estadistico entre los resultados de la estimaciéon MCO. Sin embargo antes de utilizarlo vamos
a estudiar su interpretacién y manejo sin recurrir a Gretl.

o Interpretacion del estadistico DW:
Si el tamafio muestral es suficientemente grande podemos emplear las aproximaciones

T T T
L2 L2 .2
Uy = p U1 = Zut
=2 t=2 t=1
con lo que
T 22 T & T oo
DWW ~ 22t=2 Ui — 20 g U1 o o2 imp Uali—1 201 — p)
= ST 42 - ST a2 P
t=1 Ut t=2 Ut
donde p es el estimador de p por MCO en el modelo u; = pus_1 + €, empleando como aproxi-
> gty

macién de u; el residuo MCO, es decir, 4 = ptiz—1 + €&y p = Sz,
t—1

En base a la relaciéon DW ~ 2(1 — p) podemos establecer el siguiente comportamiento en los
residuos:

e Si existe autocorrelacion positiva de primer orden, valores positivos del término de error u,
tiendan a ir seguidos de valores positivos y asimismo, valores negativos tiendan a ir seguidos
de valores negativos. Dado que la aproximacién a la perturbacién es el residuo, los patrones
en la perturbacién serdn detectados en el residuo. Asi, observaremos rachas de residuos
positivos seguidas de rachas de residuos negativos. En estas circunstancias, generalmente
Gy — tg—1| < || = (6 — Gy—1)?® < @7 y el numerador del estadistico “serd pequeiio” en
relacién al denominador, con lo que el estadistico “serd pequeno”. En consecuencia cuanto
mas cercano esté el parametro p a la unidad méas proximo a cero estard el DW. En el
extremo positivo tenemos que p — 1 = DW — Q.

e Si existe autocorrelaciéon negativa de primer orden, valores positivos de 4 tienden a ir
seguidos de valores negativos, en este caso |ty — ty_1| > |G| = (Gy — 1y_1)? > 47 con lo
que el estadistico DW tenderd a tomar valores grandes. En el extremo negativo tenemos
que p— -1 = DW — 4.

A partir de la relacion DW ~ 2(1 — p) se puede establecer el rango de valores que puede tomar
el estadistico DW.

0<p<l DWe(0,2)

p=0 DW ~2

—1<p<0 DWe(24)
La distribucién del estadistico DW bajo Hy depende de la matriz de regresores X por lo que los
valores criticos del contraste también seran diferentes para cada posible X. Durbin y Watson
tabularon los valores maximo (dy7) y minimo (dr) que puede tomar el estadistico independien-
temente de cudl sea X, y tal que d < DW < dy. La distribucién de dy y dy depende del
tamano de la muestra, T, y de K’ que denota el nimero de variables explicativas del modelo
exceptuando el término independiente.

e Contraste de existencia de autocorrelacién positiva:
H() Lp= 0
Hy:p>0 en w=pu1+e |p| <1 ¢ ~iid(0,0?)
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Si DW < dj, se rechaza la Hy para un nivel de significatividad o« dado, por tanto existe
autocorrelacién positiva.

Si DW > di no se rechaza la Hy para un nivel de significatividad o dado, por tanto no
existe autocorrelaciéon positiva.

Si dp, < DW < dy estamos en una zona de incertidumbre y no podemos concluir si existe
o no autocorrelacién positiva de primer orden.

e Contraste de existencia de autocorrelacién negativa:
H() Lp= 0
Hy:p<0 en w=pu1+e |p| <1 e ~iid(0,0?)

a)

Si DW < 4 — dy no se rechaza la Hy para un nivel de significatividad o dado, por tanto
no existe autocorrelacién negativa.

Si DW > 4 —dj, se rechaza la Hy para un nivel de significatividad a dado, por tanto existe
autocorrelacion negativa.

Sid—dy < DW < 4 — dj, estamos en una zona de incertidumbre y como en el caso
anterior, no podemos concluir si existe o no autocorrelacién negativa de primer orden.

Gréficamente:
H,:p=0
Autocorrelacién positiva Autocorrelacién negativa
— - ———-H,:p>0—-———— — ———— — — — H,:p<0———— —
| | | | |
Rechazar | |  Aceptar p=0 | | Rechazar
p=0 | Duda | | | Duda ] p=0
| | | | |
10 dr dy 2 4—dy 4—dy 4

Si el resultado del contraste es que existe autocorrelacion y ésta no es debida a una mala especi-
ficacién del modelo, éste no debe ser estimado por MCO ya que este estimador es ineficiente. Si
la autocorrelacion es originada por una mala especificacién del modelo primero se ha de corregir
esta especificaciéon y una vez el modelo esté correctamente especificado analizar las propiedades
de la perturbacién y actuar en consecuencia.

e Observaciones sobre el contraste de Durbin Watson:

a)

El contraste de Durbin Watson también se puede considerar un contraste de mala es-
pecificacién del modelo. La omisién de variables relevantes correlacionadas, una forma
funcional inadecuada, cambios estructurales no incluidos en el modelo, etc., pueden origi-
nar un estadistico DW significativo. Esto nos puede llevar a errores si consideramos que
hay evidencia de autocorrelacién y se modela un proceso AR(1). Por otro lado, si u; sigue
un proceso distinto de un AR(1), es probable que el estadistico DW lo detecte. Por lo
tanto, el estadistico de Durbin Watson es 1til porque nos indica la existencia de problemas
en el modelo, pero a veces no nos ayuda a establecer cudl es la estructura real. En caso
de no rechazar la Hy, podemos afirmar que no tenemos un AR(1), pero no sabemos si
tenemos alguna otra estructura alternativa.
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b) Por otro lado el estadistico DW sélo debe aplicarse cuando los regresores son no estocasti-
cos, en presencia de regresores aleatorios como la variable enddgena retardada no tiene
validez.

c¢) Cuando el estadistico DW cae en zona de duda, y si no podemos llevar a cabo un contraste
alternativo, no debemos concluir que no existe autocorrelacién. El procedimiento conser-
vador aconseja rechazar la hipétesis nula y estimar por un estimador alternativo a MCO
ya que las consecuencias de ignorar su existencia cuando si la hay son mas graves que las
correspondientes al caso contrario.

4.3. Validacion en Gretl

4.3.1. Contraste de cambio estructural o Chow con Gretl

Utilizando Gretl una vez abierto el fichero de datos y estimado el modelo correspondiente por
MCO, en la ventana de resultados de la estimacion hariamos:

Contrastes — Contraste de Chow

A la pregunta Observacion en la cual dividir la muestra contestariamos fecha correspondiente a
Ty y automaticamente Gretl realiza el contraste y nos muestra el resultado.

Por ejemplo el fichero data7-19 del libro de Ramanathan contiene datos para 1960-1988 sobre
la demanda de tabaco y sus determinantes en Turquia. Las variables de interés para el ejemplo
son las siguientes:

Q: consumo de tabaco por adulto (en kg).

Y: PNB real per capita en liras turcas de 1968.

P: precio real del kilogramo de tabaco, en liras turcas.

D82: variable ficticia que toma valor 1 a partir de 1982.

A mediados de 1981 el gobierno turco lanza una campana de salud publica advirtiendo de los
peligros de salud que conlleva el consumo de tabaco. Nuestro objetivo es determinar si existen
cambios en la demanda de tabaco tras la campana institucional en cuyo caso la especificacién:

InQ:; = o+ BLnY; + vInP; + uy t =1960,...,1988 (4.7)
no es correcta para todo el periodo muestral y deberiamos especificar dos ecuaciones:

ILnQy = a1 + G1LnY; + v1LnP; + uyy t =1960,...,1981
LnQ; = ag + BoLnYy + voLnP, + uy ¢ = 1082, ..., 1988

Si existe cambio estructural rechazariamos Hy : a1 = o, 01 = B2y 71 = Y2
En este caso la contestacion a la pregunta Observacion en la cual dividir la muestra contes-

tarfamos 1982 y el output de Gretl muestra lo siguiente:

Modelo 1: estimaciones MCO utilizando las 29 observaciones 1960-1988
Variable dependiente: InQ

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p

const —4,58987 0,724913 —6,332 0,0000 1%
InY 0,688498 0,0947276 7,268 0,00001 x5
InP 0,485683 0,101394 —4,790 0,000065%
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Media de la var. dependiente = 0,784827
Desviacién tipica de la var. dependiente. = 0,108499
Suma de cuadrados de los residuos = 0,0949108
Desviacién tipica de los residuos = 0,0604187
R-cuadrado = 0,712058
R-cuadrado corregido = 0,689908
Estadistico F (2, 26) = 32,148 (valor p < 0,00001)
Estadistico de Durbin-Watson = 1,00057
Coef. de autocorr. de primer orden. = 0,489867
Log-verosimilitud = 41,8214
Criterio de informacién de Akaike (AIC) = -77,6429
Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz (BIC) = -73,541
Criterio de Hannan-Quinn (HQC) = -76,3582

Contraste de Chow de cambio estructural en la observacién 1982 -
Hipétesis nula: no hay cambio estructural

Estadistico de contraste: F(3, 23) = 20,1355

con valor p = P(F(3, 23) > 20,1355) = 1,25619e-006

El estadistico calculado es F, = 20,135 > Fp 5(3,23) por lo que rechazamos Hy para un nivel de
significatividad del 5%, es decir existe cambio estructural, la campana institucional ha tenido
efecto y la demanda de tabaco en Turquia de 1960 a 1988 queda especificada por las ecuaciones
(4.8) vy (4.9). Los resultados de la estimacién minimo cuadrética de estas ecuaciones son los
siguientes:

LnQy = —5,024 + 0,735 LnY; — 0,381 LnP, ¢t =1960,...,1981 SCR; = 0,01654

(-10,614)  (11,587) (-4,227)
LnQy = 8,837 + —0,953LnY; + 0,108 LnP,  t=1982,...,1988 SCRy = 0,00965
(2,170)  (-1,941) (0,654)

Cambio estructural utilizando variables ficticias

Alternativamente, el contraste anterior podriamos haberlo realizado mediante la variable ficticia
D82 especificando el modelo con t = 60, ..., 88:

En el cual, si existe cambio estructural rechazariamos Hy : g7 = 35 = (3 = 0. De nuevo el
contraste puede realizarse con el estadistico F habitual de sumas residuales donde el modelo no
restringido es el (4.10) y el modelo restringido es

LnQ: = B + BoLnY; + B3InP; + uy (411)

Utilizando Gretl el proceso después de abierto el fichero de datos, tomado logaritmos y construido
las variables D82-LnY y D82-LnP seria: estimariamos el modelo (4.10) por MCO y en la ventana
de resultados de la estimacién hariamos

Contrastes — Omitir variables

elegirfamos D82, D82 - InY y D82 - LnP y obtendriamos el siguiente resultado:
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Modelo 1: estimaciones MCO utilizando las 29 observaciones 1960-1988
Variable dependiente: InQ

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p

const —4,58987 0,724913 —6,332 0,00001 s
InY 0,688498 0,0947276 7,268 0,00001 s
InP 0,485683 0,101394 —4,790 0,000063

Media de la var. dependiente = 0,784827
Desviacién tipica de la var. dependiente. = 0,108499
Suma de cuadrados de los residuos = 0,0949108
Desviacién tipica de los residuos = 0,0604187
R-cuadrado = 0,712058

R-cuadrado corregido = 0,689908

Estadistico F (2, 26) = 32,148 (valor p < 0,00001)
Estadistico de Durbin-Watson = 1,00057

Coef. de autocorr. de primer orden. = 0,489867
Log-verosimilitud = 41,8214

Criterio de informacién de Akaike (AIC) = -77,6429
Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz (BIC) = -73,541
Criterio de Hannan-Quinn (HQC) = -76,3582

Comparacion entre el modelo 10 y el modelo 11:

Hipétesis nula: los parametros de regresion son cero para las variables
D82

D82Y

D82P

Estadistico de contraste: F(3, 23) = 20,1355, con valor p = 1,25619e-006
De los 3 estadisticos de seleccién de modelos, 0 han mejorado.

Dado el p-value rechazamos la hipdtesis nula para un nivel de significatividad del 5% y existe
cambio estructural. La demanda de tabaco en Turquia de 1960 a 1988 queda especificada por
las ecuaciones (4.8) y (4.9).

4.3.2. Contraste de heterocedasticidad con Gretl

Para ilustrar esta seccién y lo que queda del tema vamos a utilizar el conjunto de datos Data
3.2 del Ramanathan. En este conjunto de datos se dispone de 51 observaciones sobre renta
personal, INCOME, y gasto sanitarios, FX PLT H ambos en billones de délares para el estado
de Washington D.C. en 1993. Se trata por tanto de una muestra de seccién cruzada. Queremos
analizar la evolucion del gasto en funcién de la renta, asi especificamos el modelo:

EXPLTH; = a+ BINCOME; +u; i=1,...,51 (4.12)

suponemos que se cumplen las hipdtesis bésicas y estimamos el modelo por MCO con los resul-
tados siguientes®:

4Recordatorio de la secuencia de érdenes para obtener la estimacién:

Archivo — Abrir datos — Archivo de muestra — Data3.2

Modelo — Minimos Cuadrados — seleccionar la variable enddgena y exégenas
Los resultados se muestran en una ventana llamada Gretl:modelol
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exphith observada y ajustada exphith con respecto a income (con ajuste m nimo-cuadr/Etico)
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Grafico 4.6: Gasto sanitario real y ajustado

Modelo 2: estimaciones MCO utilizando las 51 observaciones 1-51
Variable dependiente: exphlth

VARIABLE COEFICIENTE DESV.TIP. ESTAD.T  2Prob(t > |TI)
0) const 0,325608 0,319742 1,018 0,313515
2) income 0,142099 0,00196623 72,270 < 0,00001 x***

Media de la var. dependiente = 15,2649

D.T. de la var. dependiente = 17,8877

Suma de cuadrados de los residuos = 148,699

Desviacién tipica de los residuos = 1,74203

R-cuadrado = 0,990705

R-cuadrado corregido = 0,990516

Grados de libertad = 49

Criterio de informacién de Akaike (AIC) = 203,307

Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz (BIC) = 207,17

Para un nivel de significatividad del 5% la variable INCOME es significativa, pero el término
independiente no es significativamente distinto de cero. El ajuste es muy alto, 99,07 %. Grafica-
mente podemos ver si la forma funcional lineal elegida resulta adecuada para la relacion gasto
sanitario-renta. Para ello vamos a dibujar la relacién gasto sanitario real y ajustado y ademaés
el ajuste MCO. Para ello dentro de la venta Gretl:Modelol pinchamos la secuencia:

Grdficos — Grdfico de ajustada-obervada — por numero de observacion

Grdficos — Grdfico de ajustada-observada — contra income

Las figuras obtenidas aparecen a la izquierda y derecha, respectivamente, en el Gréfico 4.3.2.
Aparentemente el modelo estd correctamente especificado y la forma lineal especificada es ade-
cuada. Antes de seguir vamos a guardar los valores ajustados del gasto sanitario los residuos
y sus cuadrados aniadiéndolos al conjunto de datos para luego poder trabajar con ellos si es
necesario. La secuencia de 6rdenes a realizar en la ventana Gretl:Modelol es:
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Datos del modelo — Anadir al conjunto de datos — walores ajustados
Datos del modelo — Anadir al conjunto de datos — residuos

Datos del modelo — Anadir al conjunto de datos — residuos al cuadrado

Gretl los va a anadir al conjunto de datos con el que trabajamos y los denota respectivamente
por yhatl, uhatl e usql respectivamente. Ademaés aniade una leyenda explicativa de la variable.
Una vez hecho esto seguimos con el ejercicio.

A pesar del buen ajuste encontrado, no resulta descabellado pensar que la varianza del gasto
sanitario, FX PHLTH, probablemente dependerd de la renta INCOM E. Hemos visto que es-
tudiar el grafico de residuos frente a INCOM E es un instrumento valido para ver indicios del
problema. Para obtener el grafico en la ventana Gretl: Modelo 1 pinchamos:

Grdficos — Grdfico de residuos — contra income
La figura obtenida se recoge en el Grafico 4.7:

Residuos verus income
5 — T

residuo
o

n
5L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700

income

o

Grafico 4.7: Residuos MCO versus RENTA

En el se aprecia que la dispersién de los residuos aumenta a medida que aumenta INCOME.
Parece que la varianza de EXPH LT H aumenta con INCOME

Para confirmarlo realizamos el contraste de White y los resultados del mismo son:

Contraste de heterocedasticidad de White estimaciones MCO
utilizando las 51 observaciones 1-51 Variable dependiente: uhat”2

VARIABLE COEFICIENTE DESV.TIP. ESTAD.T  2Prob(t > |T|)
0) const -1,40227 0,986956 -1,421 0,161839
2) income 0,0558410 0,0121349 4,602 0,000031 **x
4) sq_incom -5,87208E-05 2,10114E-05 -2,795 0,007445 **x

R-cuadrado = 0,421177
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Estadistico de contraste: TR™2
P(Chi-cuadrado(2) > 21,480039)

21,480039, con valor p =
0,000022

Los resultados confirman que efectivamente existe heterocedasticidad en la perturbaciones del
modelo (4.12). El estimador MCO obtenido no es de varianza minima y la inferencia realizada
de acuerdo a él no es valida.

Esta introduccién al problema de heterocedasticidad pretende que hayais aprendido que nunca
se da una especificaciéon por correcta sin un andlisis de residuos. Que a pesar de que durante
todo el curso hemos trabajado suponiendo que se cumplen unas hipétesis bésicas lo habitual es
que no sea asi y que estas situaciones hay que saber reconocerlas. Ampliaciones sobre este tema
podéis encontrar en el Capitulo 8 del Ramanathan del que nosotros solo hemos hecho un esbozo
de su introduccion.

4.3.3. Contraste de ausencia de correlacion con Gretl
Para mostrar cémo contrastar la ausencia de correlacién utilizaremos el archivo de datos Ra-
manathan Data3-3. En este archivo de datos se dispone de 34 observaciones para el perio-

do 1960-1993 (serie temporal por tanto) sobre el nimero de resultados de patentes en miles,
PATENTES, y sobre el gasto en I + D, en billones de délares. La relacién a estudiar es:

Los resultados de la estimacién MCO son los siguientes:

Estimaciones MCO utilizando las 34 observaciones 1960-1993

Variable dependiente: PATENTES

VARIABLE COEFICIENTE DESV.TIP. ESTAD.T  2Prob(t > |T|)
0) const 34,5711 6,35787 5,438 < 0,00001 **x
3) I+D 0,791935 0,0567036 13,966 < 0,00001 s**x

Media de la var. dependiente = 119,238

D.T. de la var. dependiente = 29,3058

Suma de cuadrados de los residuos = 3994,3
Desviacién tipica de los residuos = 11,1724
R-cuadrado = 0,859065

R-cuadrado corregido = 0,854661

Grados de libertad = 32

Estadistico de Durbin-Watson = 0,233951

Coef. de autocorr. de primer orden = 0,945182
Criterio de informacién de Akaike (AIC) = 262,541
Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz (BIC) = 265,593
Contraste LM de autocorrelacién hasta el orden 1 -
Hipétesis nula: no hay autocorrelacién

Estadistico de contraste: LMF = 120,454

con valor p = P(F(1,30) > 120,454) = 5,01763e-012

Los resultados muestran que para un nivel de significatividad del 5 % el término independiente es
significativamente distinto de cero y el gasto en I4+D es una variable significativa para explicar

91



SARRIKO-ON 3/08

las aplicaciones de las patentes. Ademéds existe un buen ajuste en términos del R? (85,9 %).
Si analizamos los residuos MCO dibujandolos contra el tiempo obtenemos el Grafico 4.8. En él
podemos ver un primer grupo de residuos positivos que va seguido de un grupo de residuos nega-
tivos, otrora positivos y a continuacion negativos. Este comportamiento puede indicar la posible
existencia de un proceso autorregresivo de primer orden y signo positivo. También podiamos

Graéfico 4.8: Residuos versus tiempo

Residuos de la regresi n (= PATENTES observada - ajustada)
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haber dibujado los pares (u;—1,ut), ver Grafico 4.9, en este caso los puntos los encontramos en
el primer y tercer cuadrante indicando autocorrelacién de primer orden de signo positivo®.

Gréfico 4.9: Residuos en t versus residuos en t-1
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Una vez analizados los graficos debemos realizar un contraste para cerciorarnos de la existencia
del problema. Entre los resultados de la regresion se nos muestra:

Estadistico de Durbin-Watson = 0,233951

que utilizaremos para contrastar la existencia de un proceso autocorregresivo de primer orden
y signo positivo en la perturbacién, ya que DW € (0, 2).

H():p:O

5Para guardar los residuos en la ventana de resultados de la estimacién pinchamos

Datos del modelo — Anadir al conjunto de datos — residuos

y para obtener su retardo u;—1 seleccionamos la variable residuos y pinchamos la secuencia
Datos — Anadir al conjunto de datos — retardos de las variables seleccionadas.
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H,:p>0 en wuz=pus_1+e€ etw(O,az)

Para ello s6lo necesitamos comparar el valor del estadistico con dy, y di obtenidos en las tablas
correspondientes. Gretl nos proporciona estas tablas en la opcién Utilidades que aparece en la
primera pantalla una vez se abre el programa. La secuencia a pinchar es:

Utilidades — tablas estadisticas — senalar la tabla deseada

Gretl proporciona las tablas estadisticas de la normal, t ( t-student), chi-cuadrado, F' (F-
snedercor) y DW (Durbin-Watson). En nuestro caso pinchamos en esta tltima y se nos despliega
una ventana que nos solicita el tamano de muestra. Se lo damos y pinchamos Aceptar. Como
resultado Gretl nos devuelve una ventana con el valor de d;, y dy para el tamano de muestra
dado y diferentes valores de K’. Para nuestro ejemplo obtenemos:

Valores criticos al 5% del estadistico de Durbin-Watson
Nimero de variables explicativas (excluyendo la constante):

1 2 3 4 5
dL dU dL du dL du dL. dU dL dU

n=34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1,81

Por tanto para nuestro ejemplo dr,(T =34, K' =1) = 1,39 y dy(T = 34, K’ = 1) = 1,51. Como
DW = 0,233 < d, se rechaza la Hy y por tanto existe autocorrelaciéon positiva de primer orden
o bien

puede deberse a una mala especificacién del modelo. Antes de buscar un estimador alternativo a
MCO debemos explorar esta posibilidad e intentar especificar bien el modelo y volver a realizar
un estudio de existencia de autocorrelaciéon para el modelo correctamente especificado. Si anali-
zamos la relacion entre las variables exdgena y endégena vemos que esta no parece ser lineal si
no cuadratica al menos en los dos tltimos tercios de la muestra,

por lo que vamos a proponer la siguiente relacién cuadratica:

PATENTES; = a+ B(I + D); +~(I + D)? + u, (4.14)

Grafico 4.10: Variable enddgena versus exdgena
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Los resultados de su estimacién MCO son:

PATENTES, = 121,57 — 0,85 (I + D)+ 0,007(I + D)7 R?=0,90  DW =0,284.15)
(t-estad) (5,23) (-1,98) (3,85)

Las variables son significativas para un nivel de significatividad del 5% y el ajuste es bueno,
90 %. Sin embargo, para el modelo (4.15) sigue existiendo autocorrelacién positiva de primer
orden ya que DW = 0,28 < dp(T = 34, K’ = 2) = 1,33. Si miramos el grafico de residuos
de esta relacion, Grafico 4.11, encontramos las misma evolucién ciclica de grupos de residuos

Grafico 4.11: Residuos modelo (2) versus tiempo
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positivos-negativos-positivos. Por tanto una vez especificado correctamente el modelo se sigue
manteniendo la autocorrelacién en las perturbaciones. El modelo (4.14) debe ser estimado por un
estimador alternativo a MCO que sea de varianza minima y permita realizar inferencia valida.
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