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Presentacion

El objetivo de este documento es presentar un conjunto de técnicas econométricas avanzadas para
la estimacién de modelos lineales en situaciones donde las hipdtesis estadisticas de comportamiento
habituales no se cumplen. Estas notas se estructuran en cinco temas més un tema introductorio y de
contextualizacion del curso y un tema final con orientaciones dirigidas al desarrollo por parte de los
alumnos de un proyecto final donde se muestre la evolucién de un caso practico de interés. A través
de los temas se van relajando las hipdtesis bésicas sobre la perturbacion aleatoria y sobre la matriz
de regresores. El tema introductorio revisa los conceptos de Teoria Asintética que los alumnos ya
han visto en las asignaturas de Estadistica. Muestra los diferentes conceptos de convergencia y el
Teorema de Mann y Wald adiestrando al alumno en su utilidad para derivar las propiedades en
muestras grandes y distribucion asintotica de los diferentes estimadores que veran en el curso.

El tema uno introduce el concepto de perturbaciones esféricas y muestra las consecuencias en las
propiedades del estimador Minimo Cuadratico Ordinario de que las perturbaciones no cumplan las
hipétesis basicas. Asimismo deriva el estimador Minimo Cuadratico Generalizado. Los temas dos
y tres analizan los problemas de heterocedasticidad y autocorrelacion, respectivamente. Muestran
como detectar perturbaciones no esféricas y como contrastar la existencia de heterocedasticidad
y/o autocorrelacién. Aplican el estimador Minimo Cuadratico Generalizado en el caso de que sea
necesario y ensefian como estimar cuando la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacion
es desconocida utilizando el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles.

En el tema cuatro se relaja la hip6tesis bésica sobre la matriz de regresores. Se aborda el escenario en
que la matriz de datos es estocéstica analizando los diferentes estadios de relacion entre los regresores
estocasticos y la perturbacién aleatoria. Se deriva el estimador de Variables Instrumentales y se
muestra la utilidad del contraste de Hausman. En el quinto tema se intenta relacionar todos los
temas anteriores para lo cual se abordan modelos con dindmica en la parte sistemética y/o dindmica
en la perturbacién.

En cada tema se muestran ejemplos que ilustran los diferentes escenarios de trabajo asi como se
recomienda la realizacion de ejercicios. Se incluye también preguntas evaluativas de los contenidos
desarrollados. Al término de cada tema se muestra la bibliografia correspondiente. Al final del
documento aparece la bibliografia completa.
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El Espacio Europeo de Educacion Superior. Los créditos ECTS y los
distintos tipos de docencia

El diseno de este curso y la organizacion de sus contenidos cumple con los criterios de la declaracion
de Bolonia, que tiene como ejes fundamentales el proceso de ensenanza-aprendizaje y la adquisicion
no sélo de conocimientos, sino también, y fundamentalmente, de destrezas. Esta adaptaciéon al
Espacio Europeo de Educacién Superior (EEES) ha permitido basar la metodologia docente del
curso en clases magistrales (CM), las clases préacticas de aula (PA), las clases précticas del Centro
de Célculo (PO), los seminarios (S) y los talleres (TA).

Cada una de estas clases conlleva una hora de trabajo presencial. Con respecto a las horas no
presenciales por cada clase recibida, es decir de tiempo de trabajo no presencial del alumno, las
equivalencias son las siguientes: cada clase magistral implica una hora de trabajo no presencial del
alumno, mientras que cada clase practica de aula, prictica de laboratorio informético, de taller o
de seminario implica dos horas de trabajo no presencial del alumno. Este curso conlleva 50 horas de
trabajo presencial y 70 horas de trabajo no presencial. Tiene asignados 5 créditos ECTS. En este
curso cada tipo de docencia tiene las siguientes caracteristicas:

e Clases Magistrales: se utilizan para transmitir conocimientos tedricos a grupos numerosos
de alumnos. En estas clases el protagonista es el profesor y en ellas se exponen los contenidos
tedricos junto a ilustraciones practicas en pizarra o utilizando el ordenador.

e Practicas de Aula: en estas clases se aborda el componente practico de la asignatura. Son
clases participativas en las que esperamos que el alumno acuda con los ejercicios realizados en
tiempo no presencial. Con antelacién se proporciona al alumno los enunciados de los ejercicios
o casos a resolver y en la clase practica se solucionan las dudas o escollos encontrados por
los alumnos a la hora de resolver el ejercicio. El niimero de alumnos en estas practicas de
aula es la mitad que en las clases magistrales. Por ello, es ficil hacer que el alumno participe
resolviendo parte del ejercicio en la misma clase consultando dudas directamente al profesor.

e Practicas de Ordenador: son sesiones docentes en las que, en un aula informética, un grupo
de alumnos, bajo la direccién de un profesor, realiza una actividad practica programada que
requiere el uso del ordenador. Dependiendo de la disponibilidad de ordenadores y de la natu-
raleza de las practicas el grupo se encontrard subdividido. El software informético constituye
en este tipo de practica la herramienta de trabajo fundamental. Las préacticas de ordenador
permiten al alumno un afianzamiento de los contenidos tedricos del curso de Econometria
como la puesta en préctica de casos reales con la utilizacién del software gretl'.
gretl es software libre especialmente dirigido hacia la practica de la econometria y la estadisti-
ca, muy fécil de utilizar. Ha sido elaborado por Allin Cottrell (Universidad Wake Forest) y
existen versiones en inglés, castellano y euskera, ademas de en otros idiomas. Junto con el
programa se pueden cargar los datos utilizados como ejemplos de aplicaciones econométricas
en los siguientes libros de texto Davidson y Mackinnon (2004), Greene (2008), Gujarati (1997),
Ramanathan (2002), Stock y Watson (2003), Verbeek (2004), Wooldridge (2003). Al instalar

! Acrénimo de Gnu Regression, Econometric and Time Series (Biblioteca Gnu de Regresién Econometria y Series
Temporales)
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gret]l autométicamente se cargan los datos utilizados en Ramanathan (2002) y Greene (2008).
El resto se pueden descargar de la pagina:

hitp: //gretl.sourceforge.net/gretl_data.html

en la opcion textbook datasets. Este curso se estructura sobre casos practicos presentados en
Ramanathan (2002) y en Wooldridge (2003) y ejercicios a resolver con ayuda de gretl.

También da acceso a bases de datos muy amplias, tanto de organismos piblicos, como el
Banco de Espana, como de ejemplos recogidos en textos de Econometria. En la pagina

http: //gretl.source forge.net/gretl_espanol.html

se encuentra la informacién en castellano relativa a la instalacién y manejo del programa.
También hay versiones de esta ayuda en euskera y en inglés.

Una péagina web interesante sobre las posibilidades del programa para el aprendizaje de Eco-
nometria es:

http://www.learneconometrics.com/gretl. html

e Los Talleres (No Industriales): en los talleres los alumnos trabajan en modo cooperati-
vo un caso practico bajo la tutela del profesor. Con anterioridad al taller se proporciona el
enunciado del caso o situacion a analizar con el fin de que de forma individual los alumnos
puedan reflexionar sobre la informacion proporcionada y como enfrentar la soluciéon al pro-
blema planteado. En el aula los miembros del grupo tendrédn que ayudarse en la direccién de
solucionar el caso propuesto, argumentando la adecuacién de las decisiones tomadas y siendo
capaces de defenderlas ante el resto del grupo al final de la sesién. para ello sera necesario que
cada equipo de alumnos nombre un portavoz que puede ir cambiando a lo largo del curso.

e Los Seminarios y el Proyecto: el desarrollo de un trabajo o proyecto por parte de un

alumno o grupo de alumnos es un tipo de docencia esencial para facilitar la evaluacién continua
del alumno y conocer el rendimiento de autoaprendizaje. Sin ella no hay metodologia docente
orientada a la autoformacion. Algunas de las més apreciadas habilidades que debe desarrollar
el alumno: presentar y exponer un trabajo, resumir y realizar un analisis, trabajar en grupo...
se consiguen precisamente gracias a la presentacién de un proyecto. El proyecto permite el
trabajo en equipo de un reducido grupo de alumnos. Al inicio del curso se fijara el tema del
proyecto y se ird desarrollando a lo largo del mismo utilizando para ello los seminarios.
Los seminarios permiten un tipo de docencia que facilita la interaccion fluida entre un profesor
y un reducido grupo de alumnos. Se utilizan para que el alumno dé cuenta al profesor, en
presencia de los compaifieros con los que ha compartido el trabajo, de las tareas practicas
que conlleva el desarrollo del proyecto. Algunos seminarios se pueden llevar a cabo en el
Centro de Célculo para que los alumnos puedan trabajar y consultar dudas sobre el desarrollo
del proyecto directamente al profesor. Los seminarios finales seran reservados para presentar
trabajos al resto del grupo. Sobre como llevar a cabo este proyecto hablaremos en una de las
secciones siguientes.
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Las competencias especificas de la asignatura y la evaluacién
“Lo que escucho olvido, lo que veo recuerdo, lo que hago entiendo” (Proverbio Chino)

Toda la organizaciéon de la metodologia docente junto con el disefio de los contenidos de los temas
del curso van dirigidos a que los alumnos alcancen las siguientes competencias especificas de la
asignatura:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
econométrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econémicas.

4. Elaborar en grupos de trabajo y exponer en piblico, un proyecto empirico donde se valore
adecuadamente los resultados obtenidos del analisis de un modelo econométrico.

El sistema actual de docencia dentro del EEES tiene como ejes fundamentales el proceso de en-
senianza-aprendizaje y la adquisicién no sélo de conocimientos, sino también, y fundamentalmente,
de destrezas implica directamente la valoracion del trabajo diario del alumno y su evolucién en la
adquisicién de las competencias. La utilizacién de la evaluacién continua en la evaluacién de los
alumnos implica la realizacion en clase, en general con componente de sorpresa, es decir sin previo
aviso, de test rapidos o de preguntas cortas en relacién a todo lo visto en las clases, conceptos tedri-
cos y ejercicios practicos tanto de préactica de aula como de practica de ordenador que permitan
evaluar individualmente al alumno y saber si han aprendido los procedimientos adecuados y ver si
han alcanzado asi las competencias especificas, en nuestro caso las competencias (1), (2) y (3). La
evaluacién del proyecto permitird juzgar la competencia (4). Por ello en estas notas se incluye al
final de cada tema ejemplos de preguntas cortas evaluativas de los contenidos de las CM, PA y PO
a modo de ejemplo de lo que el alumno podria encontrarse en su propia evaluacion.

Como se indicaba anteriormente estas notas sirven de apoyo al estudio. Analizan los problemas en
profundidad y permiten al alumno profundizar en los temas que conforman el contenido del curso.
Asi mismo tienen una fuerte vertiente practica que permitird al alumno no solo saber sino también
saber hacer. En ningiin caso deben utilizarse como sustituto de los libros incluidos en la bibliografia.
De igual manera se recomienda la realizacién de ejercicios tanto los recomendados en clase como los
que aparecen en la bibliografia. La unién del estudio de los conceptos y la utilizacion de los mismos
en los ejercicios permite adquirir la agilidad necesaria para el dominio de la asignatura y alcanzar
las competencias especificas de la misma.

Las notas tienen como objetivo servir de apoyo al proceso de aprendizaje de los estudiantes de
la asignatura Econometria de los Grados en Economia, Administracién y Direccién de Empresas,
Marketing, Fiscalidad y Administracion Piblica, y Finanzas y Seguros asi como de las Licenciaturas
en Economia y Administraciéon y Direccién de Empresas, ambas en extincién. Asi mismo sirven de
apoyo a estudiantes de master por ejemplo el Master Universitario en Economia: Instrumentos del
Anélisis econémico o el Master Universitario en Banca y Finanzas Cuantitativas.
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Tema 0

Introduccion y Contextualizacion

0.1. Introduccidén

La asignatura de Econometria avanza en el estudio de la materia profundizando en tépicos como:
la relajacién de las hipdtesis basicas sobre la perturbacién, los regresores estocéasticos y los modelos
dindamicos. Todos ellos conceptos con dificultad relativa. Es por ello, que merece la pena dedicar un
tiempo a contextualizar los conceptos que van a estudiarse en esta asignatura recordando algunos
vistos en clases de estadistica o en econometria no tan avanzada en relaciéon a la estimacion e
inferencia del modelo de regresién lineal. Este tema introductorio pretende situarnos en los nuevos
marcos a trabajar en el resto del curso. Le dedicaremos tres clases magistrales en las que recordamos
los conceptos tedricos y los ilustraremos con ejemplos para su mejor comprension. Al final del tema
se proponen algunos ejercicios que seria interesante resolver para fijar los conceptos.

La inferencia estadistica es el area que trata sobre los procedimientos que permiten utilizar la in-
formacion contenida en los datos muestrales de forma eficaz, para obtener informacién sobre la
poblacion de la que provienen o sobre el proceso que los ha generado. Supongamos que existe un
proceso desconocido que ha generado los datos muestrales descrito mediante una funcién de distri-
bucién que se caracteriza por un conjunto de parametros. Sea una muestra de 1" variables aleatorias
Z =(Zy,Za,...,Z7), cuya funcién de densidad conjunta f(Z;60) depende de un vector de pardme-
tros 8 = (01,09,...,0;) € ©. Es habitual suponer que tanto la forma matematica de la funcién
de densidad f como el espacio de parametros © son conocidos, por lo que queda perfectamente
determinado el modelo estadistico generador de las variables aleatorias Z. La inferencia estadistica
consiste en usar los datos muestrales de Z para inferir el valor del vector de pardmetros 6. Para ello
utilizaremos un estimador o regla.

Un estimador por punto es un estadistico calculado a partir de la muestra que nos proporciona
un unico valor para cada pardmetro desconocido del vector de parametros. Un estimador por
intervalo proporciona un rango de valores que contiene el verdadero parametro con una proba-
bilidad determinada. Un estimador es una variable aleatoria ya que es una funciéon de variables
aleatorias. Sustituidos los valores muestrales en el estadistico obtenemos una estimacién, o valor
en la muestra del estimador. Es importante distinguir entre estimador, una funcién luego variable
aleatoria y estimacion, un nimero o realizacién en la muestra del estimador.
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0.2. Propiedades de un estimador. Muestras finitas versus muestras
grandes

Estimadores de los parametros desconocidos contenidos en # podemos encontrar muchos, pero solo
algunos seran estimadores adecuados por lo que necesitaremos criterios de comparacién entre ellos.
En general compararemos estimadores a partir de una variedad de atributos. Las propiedades
en muestras finitas de los estimadores son aquellos atributos que pueden ser comparados inde-
pendientemente del tamano de muestra y por tanto se cumplen independientemente de éste. En
ocasiones algunas caracteristicas de los estimadores no seran conocidas para muestras de tamano
finito, en esta situacién compararemos los estimadores mediante sus propiedades asintéticas, es
decir cuando el tamano de muestra crece y tiende a infinito.

., Qué estimadores nos interesan? En principio querremos estimadores que con alta probabilidad
proporcionen estimaciones que estén cerca del verdadero valor del parametro. Las propiedades en
muestras finitas que en general se desean en un estimador son: que sea insesgado, es decir que en
media coincida con el verdadero valor del parametro y que tenga varianza minima.

e Insesgadez: Se dice que un estimador 0 es insesgado si F (é) =4.

e Eficiencia: Un estimador 6 es eficiente dentro de la clase de estimadores insesgados si su
varianza es la menor entre todas las varianzas de los estimadores insesgados.

Al reconocer la eficiencia como una propiedad deseable en un estimador estamos dejando excluidos a
estimadores sesgados incluso cuando su varianza sea muy pequena y en ocasiones podriamos tolerar
un cierto sesgo a cambio de una varianza reducida. Un criterio que nos permite tener en cuenta estas
situaciones de un sesgo tolerable unido a varianza pequena es el criterio del Error Cuadratico
Medio (ECM).

e El ECM de un estimador se define:

ECM(f) = E(A — 6)> = V() + [Sesgo(d)]?

y elegimos el estimador que lo minimice. Utilizando el ECM vemos que entre dos estimadores
insesgados preferimos aquel con menor varianza. Sin embargo, no es cierto que entre un estimador
insesgado y otro sesgado tenga que ser mejor el insesgado. El sesgado puede tener menor ECM y
ser el preferido si el criterio elegido es el de minimizar el ECM. El ECM permite comparar entre
si estimadores insesgados, sesgados o sesgados con insesgados.

La distribucién de un estimador puede cambiar con el tamano muestral. En ocasiones no es posible
obtener cuantitativamente el valor medio de un estimador para saber si es insesgado o no. Lo mismo
puede ocurrir con su varianza para un tamano de muestra dado. En estas situaciones determinar las
propiedades analiticas del estimador en muestras finitas es muy complicado y se pasa a estudiar las
propiedades asintéticas. El conocimiento del comportamiento en el limite de la distribucion de
un estimador, puede utilizarse para inferir una distribucion aproximada para el estimador obtenido
en una muestra finita. Para ello necesitaremos conceptos de teoria asintotica.
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La teoria asintdtica analiza el comportamiento aproximado de un estimador o estadistico cuando
T — oo. jPor qué analizamos esto? Es deseable poder obtener estimadores y estadisticos y co-
nozcamos sus propiedades tal que para muestras finitas: insesgadez, eficiencia y sus distribuciones;
pero en muchas ocasiones estas propiedades se conocen a costa de tener que hacer supuestos muy
particulares y restrictivos que pueden no satisfacerse y/o ser dificiles de contrastar. Otras veces no
es posible encontrar estimadores que tengan propiedades deseables para muestras finitas, las que
se satisfacen para un tamano muestral dado, pero que tienen propiedades deseables en muestras
grandes, es decir cuando T — oo, cuando el tamafio muestral es suficientemente grande. A estas
propiedades las llamaremos propiedades asintéticas o propiedades en muestras grandes.

Algunas propiedades asintéticas deseables en un estimador son la consistencia y la eficiencia asintoti-
ca. A continuacién definiremos una serie de conceptos y propiedades deseables en un estimador
que seran validos asintéticamente, es decir, cuando el tamano muestral sea suficientemente grande
(T — o).

e Consistencia: Se dice que un estimador éT es un estimador consistente del parametro des-
conocido 6, funcién de una muestra de tamano 7', es consistente si a medida que el tamano
muestral 7' aumenta, la sucesion {07} = {01,6s,...} converge en probabilidad al verdadero
valor del parametro 6. Esto es,

Ve >0 Jim Pr{|fr — 0] < e} =1
y lo denotamos.
br 250  6como  plimpf=40

Estas condiciones se corresponden con la Proposicién 2.2 Novales, pp.38.

La consistencia es una propiedad asintética deseable en un estimador ya que analizamos si la sucesion
de estimadores {éT} converge en probabilidad al verdadero valor del pardmetro. Intuitivamente:
Supongamos que 6 es un estimador del parametro 6, variable aleatoria que es funcién de la muestra
de un tamano T. Si consideramos la sucesién de variables aleatorias:

él estimador funcién de la muestra tamano 713
f5 estimador funcién de la muestra tamano 1o, Tp > T}

0 n estimador funcion de la muestra tamano Ty, Tny > Tn_1

y asf sucesivamente a medida que consideramos muestras de mayor tamafio (7' — o) obtendriamos
una sucesion de variables aleatorias {fr}. Si la sucesién {01} converge en probabilidad al verdadero
valor (desconocido) del pardmetro 6 se dice que el estimador 6 es un estimador consistente.

e Insesgadez Asintética: Diremos que el estimador 6 de 6 es un estimador insesgado asintéti-
camente si

A~

lim E(0r) =10

T — oo
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Es importante notar que consistencia no implica insesgadez asintética ni viceversa, un estimador
consistente no tiene porqué ser insesgado asintéticamente. De igual forma un estimador insesgado
asintéticamente no tiene porque ser consistente. Sin embargo, si un estimador es insesgado asintoti-
camente y ademads su varianza en el limite es cero el estimador es consistente. La unién de estas
dos condiciones, insesgadez asintotica y varianza asintética que tienda a cero cuando el tamano de
muestra tiende a infinito conforman las condiciones suficientes, aunque no necesarias, de consisten-
cia:

e Condiciones suficientes de consistencia: Sea {E(f7)} una sucesién del momento de pri-
mer orden de fr cuando el tamano muestral T aumenta hasta infinito. Sea {Var(fr)} una
sucesién del momento centrado de orden dos de 07 cuando el tamano muestral 7" aumenta

hasta infinito. Entonces si:
(1) lim E(br) =0 o, )
— A 0 0 — plimbr =0
() Jim Var(dr) =0 T prmbT

Estas condiciones se corresponden con la Proposicién 2.9 Novales pp.38.

En ocasiones demostrar la consistencia de un estimador mediante la definicién formal es complicado
y resulta mas sencillo utilizar las condiciones suficientes de consistencia. Es importante notar que
para que un estimador sea consistente no necesitamos conocer los momentos de 07, es decir E(éT)
6 E(62), 6 E[f% — E(fr)] etc ... ni necesitamos que existan para cada tamafio muestral. Sin
embargo, si decidimos probar la consistencia de un estimador mediante las condiciones suficientes
de consistencia si necesitamos conocer E(Ar) y Var(fr).

e Eficiencia Asintética dentro de una clase: Si nos limitamos a la clase de estimadores
consistentes y asintéticamente normales, diremos que un estimador de esa clase es eficiente
asintéticamente, si y sélo si su varianza asintética es la menor de todas las varianzas asintéticas
de los estimadores de esa clase.

Distribucion Asintética: La distribucién asintética es una distribucién que se utiliza para apro-
ximar la verdadera distribucién muestral de una variable aleatoria, que puede ser perfectamente un
estimador. Cuando es dificil o imposible derivar la distribucion muestral de un estimador o estadisti-
co estudiaremos su distribuciéon de probabilidad cuando la muestra tiende a infinito. Si a medida
que el tamano de muestra aumenta la distribucion del estimador se aproxima a una distribucién
especifica conocida, para tamafnos de muestra grandes podemos usar esta distribucién como una
aproximacion a la verdadera distribucién del estimador. Esta es la idea que transmite la siguiente
definicién de convergencia:

e Convergencia en Distribucion: Sea 71, Zy, Z3 ..., Zp una sucesion de variables aleatorias
definidas conjuntamente con sus respectivas funciones de distribucién Fy(Z1), F2(Z2), F3(Z3)
o Fr(Zr).

9

Supongamos Fr(z) — F(z) en todos los puntos de continuidad de la funcién F(z) y que
en ellos, F'(z) es una funcién de distribucién. Entonces se dice que la sucesién de variables

4
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aleatorias Zp converge en distribucién a Z, donde Z es una variable aleatoria con funcién de

distribucién F, y se representa por Zp Az (o también como Zp ~ F(z)). La distribucién
F(z) se conoce como Distribucién Asintética o Distribucién Limite.

Estas condiciones se corresponden con la Definicién 2.3 Novales pp.40.

A continuacion se van a enunciar dos teoremas de gran utilidad para demostrar las propiedades
asintéticas de un estimador: El Teorema de Mann y el teorema de Cramer. Ambos teoremas seran
de utilidada en el marco del MRLG para derivar propiedades asintéticas de ciertos estimadores, en
particular consistencia y distribucion asintética.

e Teorema de Mann y Wald: Sean X una matriz de orden T'x K y u un vector de dimension
T x 1 tales que:

i) E(u) =0, FE(u)=o0o2lr
ii) E(X/u)=0 i=1,2,...,K, donde X es la columna i-ésima de la matriz X.
(= E(X'u) =0)

iii) plim X%X = () matriz finita, simétrica y definida positiva.

Sii), ii) y iii) se verifican, entonces tenemos dos resultados:

X'y
a) plim=5= =0

b) XT’; 4, N (0,02Q)

Este teorema aparece en Novales pp. 43.

e Teorema de Cramer: Sea Yr una matriz aleatoria de dimension fija p X ¢ y sea X7 un
vector aleatorio de dimensién ¢ x 1. Entonces, si:

p .
(1) Yp — A (matriz de constantes) }se tiene que YrXr LN AX

@) Xr-5HXx

Este teorema se corresponde con la Proposicién 2.16 Novales pp. 41.

0.3. El Modelo de Regresion Lineal General. Estimador Minimo Cua-
dratico Ordinario (MCO)

Escribimos el Modelo de Regresion Lineal General:

Yi = 51X + BoXop + ..+ B Xgr +uwp t=1,2,...,T — V= X.0+w (1)

donde explicamos el comportamiento de la variable endégena Y con un conjunto de K variables
exdgenas o independientes, X1¢, Xot, X3¢, ..., Xgr donde X1; =1 Vi, con lo que el modelo tiene
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término constante. La variable aleatoria u se denomina perturbacién o error y no es observable. Re-
coge todo aquello del comportamiento de la variable endégena que no es recogido por las variables
exégenas. Los coeficientes (31, (o, . .., Ok son los pardmetros desconocidos de la relacién y son los que
queremos determinar. Para obtener valores factibles del promedio de Y a partir de una muestra de
tamano T, t = 1,...,T podemos utilizar una estimacién por punto o una estimacién por intervalo.
Un estimador del vector de pardmetros 3 = (31, 32, ..., Bk ) es una funcién de la muestra luego es
una variable aleatoria.

En general se supone que se cumplen las siguientes hipdtesis:

o Sobre los regresores:

(1) Suponemos que X es una matriz de regresores que no son realizaciones de variables
aleatorias (en adelante v.a.), es decir, son regresores no estocésticos. Este supuesto se
puede entender como un analisis condicionado a unos valores dados de las variables
explicativas'. Ademds, sobre los regresores suponemos también que la matriz X es de
rango completo por columnas, rg(X) = K.

e Sobre las perturbaciones u, se las supone:

2) media cero, E(uy) =0 Vt,

2

(2)
(3) varianza constante E(u?) = 0? V¢, es decir, son homocedasticas
(4)

4) covarianzas cero, E(usus) =0 Vt,s t# s luego son no autocorreladas.

(5) ademds se supone que siguen una distribucién normal, u; ~ N(0, 0?).

e Sobre los parametros se supone que son constantes durante todo el periodo muestral.

e Sobre la relacion se la supone lineal en pardmetros, o linealizable, ademés de correctamente
especificada.

Las K-ecuaciones recogidas en (1) dan lugar a la siguiente expresién matricial del MRLG:

Yi 1 Xo1 Xa1 ... Xka | [ A uy
Y I Xoo X320 ... Xgo B2 U2
Ys | = | 1 Xoz3 Xz3 ... Xk3 B3 | + | us
R | 1 Xor X3r ... Xgr | [ Br | | ur |
Y = X 8 + u
(T'x1) (T x K) (Kx1) (I'x1)

'En ocasiones este tipo de anlisis no serd posible y tendremos que considerar que X es una matriz estocéstica.
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Las hipétesis establecidas sobre la perturbacién nos definen el vector de medias y la matriz de
varianzas y covarianzas siguientes:

0 1 00 0
0 1 0

Euw)= |0 Ewd/)y=0¢?0 0 1 - 01 =452
L0 | (000 -+ 1]

Matricialmente escribimos el modelo junto con los supuestos sobre la perturbacién:

Y=XB+u u~ N(0,0%I1)

Para lograr nuestro objetivo de estimar los coeficientes 1, ..., Bk desconocidos proponemos utili-
zar el criterio de estimacion Minimo Cuadrético Ordinario, MCO, donde se minimiza la Suma de
Cuadrados Residual del modelo. Matricialmente el criterio se escribe:

Min g/ ¢ = Min (Y — XBY (Y — XJ3)
IB u u ﬁ

Las ecuaciones normales que se obtienen de las condiciones de primer orden son:
(X'X)3=X'Y
a partir las cuales derivamos el estimador de los parametros G:
Buco = (X'X)7H(X'Y)

Ademdés, en general, la varianza de la perturbacién serd desconocida. Como estimador de o propo-
nemos:

A~

A9 W'l
GMCO:T—k

Bajo las hipotesis establecidas el estimador MCO del vector de parametros desconocidos § es un
estimador lineal en la perturbacién, insesgado y de varianza minima en muestras finitas. En muestras

2 ~2

grandes o asintdticas es consistente. El estimador propuesto para o<, 6° es insesgado y consistente.

Ejemplo 0.1 En el Modelo de Regresién Lineal General:
Y=X0+u

donde X es no estocéstica y u ~ NITD(0,02I7) se van a obtener las propiedades y distribucién en
muestras finitas del estimador MCO del vector de coeficientes .
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Propiedades en muestras finitas:

1. Linealidad: Dado que X es no estocastica el estimador MCO es lineal en u, ya que se puede
escribir como una combinacién lineal del vector de perturbaciones u y la matriz de constantes
D = (X'X)~'X’, siendo u lo tinico aleatorio de su expresion:

Bruco =B+ (X'X)"'X'u=p8+Du
Para demostrar esta propiedad hemos utilizado la hipétesis recogida en (1).
2. Insesgadez:

E(Bryco) =E(X'X)1X'Y) = E[f+ (X'X)1X"u]
=B+ E[(X'X)'X'u] =+ (X'X) ' X'E(u) = 3

E(BMCO) = 3, luego el estimador es insesgado.
Para demostrar esta propiedad hemos utilizado las hip6tesis recogidas en (1) y (2).

3. Matriz de varianzas y covarianzas:

E[(Buco — E(Buco))(Buco — E(Buco))] =
E((X' X)X (uu') X (X' X))
= (X'X)"'X'Eu) X (X' X)) =0?(X'X)!

V(Buco) =

Para obtener esta matriz de varianzas y covarianzas del estimador MCO hemos utilizado las
hipétesis recogidas en (1), (2) y (3).

El Teorema de Gauss-Markov garantiza que el estimador de MCO tiene la menor varianza
entre todos los estimadores lineales e insesgados, luego es eficiente.

Distribuciéon en muestras finitas o distribucién exacta: Dado que el estimador MCO es lineal en

la perturbacién sigue la misma distribucién que ésta. Como la distribucién de u es normal la
distribucién del estimador MCO es normal. Su distribucién exacta o en muestras finitas es:

Buco ~ N(B,0*(X'X)™)

Ejercicio 0.1 FEn el Modelo de Regresién Lineal General:
Y=X0G+u

donde X es no estocastica y u ~ IID(0,02?I7). Obtén las propiedades del estimador MCO del
vector de coeficientes 3. jEs conocida su distribucién en muestras finitas? ;Puedes hacer contraste
de hipd6tesis en muestras finitas?
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Ejemplo 0.2 En el Modelo de Regresién Lineal General:
Y=X0+u

donde X es no estocéstica y u ~ NID(0,0%I7) vamos a demostrar la consistencia del estimador
MCO del vector de coeficientes § y a obtener su distribucién asintética.

Dado que se cumplen las condiciones i), ii) del teorema de Mann y Wald y que suponemos que iii)
también se cumple, vamos a utilizar este teorema para demostrar la consistencia del estimador?. A
continuacién derivamos su distribucién asintética.

Consistencia: Mann y Wald proporciona el resultado a) ttil para demostrar la consistencia del

estimador: )

resultado a) plim T = 0
luego

—1
v s (1) (3

X 1 ! 1
plim 8yrco = plim 8 + plim <TX'X) plim (TX'U> =4+Q 'x0=p
luego el estimador es consistente.

Distribucién Asintética: Dado que el estimador es consistente

Barco 2 B — (Barco — B) -0

luego la distribucion del estimador en el limite es degenerada, es decir, tiene toda la masa proba-
bilistica acumulada en un punto, 3, su media, mientras que su varianza asintética es cero. Por ello
no vamos a buscar la distribucion en el limite de /BMCO si no de una transformacién del mismo que
no tiene distribucién limite degenerada. Esta transformacién es v/T (B rvco — 3). Vamos a comenzar
desarrollando esta expresion:

Buco =B+ X'X)"'X'u = Puco—pB =(X'X)"'Xu
VT(Byco —B) = (+X'X)" (ﬁX/“)

y para ella obtenemos la distribucién asintética ayuddandonos del resultado b) de Mann y Wald y
del Teorema de Cramer.

1
resultado b) <\/TXIU> 4, N(0,0°Q)

Por Cramer,

1) Tenemos una variable aleatoria Z que converge en distribucién, Z = %X -4 N (0,02Q).

2) Tenemos la matriz @) que converge en probabilidad, luego (%X 'X ) 2, Q.

2En el Anexo del tema se muestra cémo demostrar la consistencia del estimador MCO utilizando la definicién de
consistencia y sin recurrir al uso del Teorema de Mann y Wald.
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Usando 1) y 2) donde Z ~ N(0,0%Q), obtenemos Q~'Z ~ N(0,02Q ') luego podemos demostrar
también que®:

Notar que a pesar de que por el enunciado del ejercicio se conoce que la perturbacién es normal a lo
largo de la demostracién no se ha utilizado este conocimiento. Luego si desconocemos la distribucion
de u el resultado de consistencia y la distribucién asintdtica permanecen invariantes. Este resultado
nos va a permitir hacer inferencia sobre  basdndonos en esta distribucién asintética de v/T' (B NCO —
() cuando no conozcamos la distribucién exacta para un tamano de muestra dado (del que nosotros
dispondremos) y que serd una aproximacién mejor cuanto mayor sea el tamano muestral.

Ejemplo 0.3 Sea el modelo Y = X3 + u donde X es una matriz de variables no estocésticas,
u~ (0,0%1)y Tlim = (%X’X) = @ finita, simétrica y definida positiva. Definimos el estimador:
— 00

~ A 1
ﬁ—ﬁMco%-TC

donde ¢ = (¢y, ¢, ..., cK) es un vector de constantes no aleatorias, finito, que no depende de T.

1. Obtén la esperanza matemaética de § y su matriz de varianzas y covarianzas. ;Cudles son las
propiedades en muestras finitas del estimador 57

2. Deriva el sesgo del estimador 3. ;Cémo es el sesgo cuando aumenta T?
3. ;Son los estimadores ﬁ MCO' Y B consistentes?

4. Busca la distribucién asintética del estimador B

Solucién:
1.
E(B) =E(Suco+1c)=PB+7c .
V(B) =E[B-EP@))=E[B~(B+c)?=Elbuco+gc—0—
= E(Buco — B)? = o*(X'X)~!
EQ'Z) =Q 'E(Z)=0.
VQTZ) = B(QT Q7)) = QT E(ZZ)QT = Q7 (0P QQT = PQTQ = 0%Q

10
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Luego si u ~ (0,02I7) el estimador 3 es un estimador lineal en u, es sesgado y su matriz de
varianzas y covarianzas coincide con la del estimador de MCO.

2. Sesgo(f) = E(3)— 3=+ %c - 8= % c. Si T — oo entonces el sesgo se hace nulo:

. 1 A
7T 6 0
lim %CQ 0
lim —c=| 7% = | .
T—o0d : :
im L 0

| LT

Ademas ECM(f) = o*(X'X)™L + [L¢]? > 02(X'X) ™! = ECM (Brrco).

3. Como se ha probado en el Ejemplo 0.3 el estimador 3y;co es consistente. A continuacién vamos
a probar que el estimador ( es consistente utilizando las condiciones suficientes de consistencia:

(1)T1£n E(B) = Tli_r)n ﬂ—i—Tli_{n %0254_0:5 . o
(2) lim V(5) = lim V(Buco)=0 G2 3 e plimf3 =g

Luego el estimador es consistente.
Ademas en el limite ambos estimadores coinciden 3 - Byco —— 3 .

4. Distribucion asintotica:
En primer lugar vamos a buscar la expresién para vT'(3 — 3)

VT (B - 5) (Buco + ¢ B) =

=T
= VT (Buco — B) +VTpc=
= VT (buco - B) + Jz e

A continuacién buscamos la distribucién asintética de v'T' (BMCO —0B) + ﬁ c. Dado que:

VI (Brrco = B) = N(0,0%Q7") o
y VI(3-p) = N(0,0°Q7")

ﬁc—>0

Ejercicio 0.2 En el Modelo de Regresién Lineal General:
Y=X0G+u

donde X es no estocéstica y u ~ IID(0,0%Ir). Demuestra la consistencia del estimador MCO
utilizando las condiciones suficientes de consistencia.

11
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0.4. Contraste de hipotesis

Si conocemos la distribucion de la perturbacién y esta es normal, el estimador MCO en muestras
finitas tiene distribucién conocida normal y es posible derivar estadisticos de contraste validos, los
habituales estadisticos t y F con distribucién conocida t-Student y F-Snedecor respectivamente.

Asi contrastamos ¢ restricciones lineales bajo Hy : R3 = r versus H, : RG # 0 con el estadistico:

(RB—rY [RVB R (RI—1)/a ® Fur k)

(BB —r)[R(X'X)""R']""(RB —1)/q

6-2

F = (qufK)

Si ¢ = 1 podemos escribir los estadisticos y distribuciones anteriores como:

(RB_T> Hop +
= ~ YUT-K)

RV(B)R’

Las distribuciones tabuladas de estos estadisticos nos permiten, estadisticamente, distinguir a un
nivel de significacién elegido si aceptar o no la hipdtesis nula dado el valor del estadistico obtenido
en la muestra. Si F' > F(, 7_f)o se rechaza la hipdtesis nula para un nivel de significatividad «
dado. O si t > ¢(p_ K)|g se rechaza la hipétesis nula para un nivel de significatividad o dado.

Sin embargo, cuando el estimador no es lineal en u o cuando adn siéndolo la distribucién de u
es desconocida no es posible derivar la distribucién en muestras finitas del estimador MCO. Es
en este escenario cuando es verdaderamente 1til la teoria asintética ya que si podemos obtener
la distribucién asintotica del estimador podremos derivar estadisticos de contraste validos, aunque
asintéticos.

Estamos interesados es realizar contraste de hipétesis de la forma Hg : RG = r en el modelo de
regresion lineal Y = X3 + u bajo los supuestos:

E(u)=0

E(uu') = o%Ir

plimX/TX = (Q finita, simétrica, definida positiva y no singular

pero no especificamos la funcién de distribucién de u (en particular no suponemos normalidad).

e R es una matriz de constantes conocidas (¢ x K).

e 7 es un vector de constantes conocidas (g x 1).

Contrastamos ¢ restricciones lineales. Si no suponemos normalidad de u, el estadistico F bajo la
Hy: RG =res: R R
(RByco — 1) [R(X'X) ' RN (RBumco —7)/q

F= -
g
MCO

12
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no tiene porqué distribuirse como una F de Snedecor con (¢, T — K) grados de libertad, ni tampoco
sabemos como se distribuye para un tamano de muestra dado T.

Sin embargo dado que conocemos la distribucion asintética del estimador MCO:
VT (Brco = B) =5 N(0,0°Q ")
podemos derivar el resultado siguiente:
VT(RByco —r) - N(0,02(RQ'R)))

o lo que es igual
A A A _ ~ d
(RBumco —r)'[RV(Buco)R') " (RAmco — 1) == X{y

equivalente a

5 i
(Bbrco =) [R&Q (x'x)" RI} (RBrvco — 1)~ X(a)

y hacer inferencia asintética valida con este estadistico. Por lo tanto si el tamanio de muestra es
suficientemente grande podemos utilizar este estadistico y aproximar su distribucion por la distri-
bucién asintdtica X%q)' Rechazaremos la hipdtesis nula si el valor del estadistico obtenido para la
muestra utilizada es mayor que un valor critico, elegido un valor de significacion «a.

e Para el caso en que ¢ = 1 si no suponemos normalidad podemos utilizar:

RfByco —
5/ RIX'X)- IR

-4, N(0,1)

Luego para un tamano de muestra T dado si éste es suficientemente grande podemos aproximar
la distribucién exacta de este estadistico por la distribucién asintética N(0,1). Por tanto, para un
nivel de significacién elegido «, rechazaremos la hipétesis nula si el valor obtenido dada nuestra
muestra de este estadistico es mayor que el valor critico N (0, 1)‘%.

Ejemplo 0.4 En el modelo Y; = B1 + B2Xot + O3X3: + us donde Xop, X3¢ son no estocésti-
cas y uy ~ NIID(0,0?). Utilizando el estimador MCO, jcémo contrastamos Hy : B3 = 0 contra
H, : B3 #07
En este modelo los regresores son no estocasticos y la perturbacién es homocedéstica y no autocorre-
lada el estimador de MCO de los parametros desconocidos es lineal en u, insesgado y de varianza
minima. Ademas dado que conocemos que la perturbacién se comporta como una normal tenemos
que

Buco ~ N(8,0*(X'X)™")
luego

B3 ~ N(Bs,0%ass)

donde V(Bg) = 02a33 y as3 es el elemento correspondiente en la diagonal de (X’X)~!. Dado que en
muestras finitas el estimador tiene una distribucién exacta conocida el contraste puede ser realizado
en muestras finitas con el estadistico y distribucién siguientes:

13
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Bimco Ho
== ~ tr-K)
O+/Qi4

Al A

donde E«;ﬁ\s(ﬁg) = 6\/as3, 62 = 7% ¥ a3 es el elemento correspondiente en la diagonal de (X' X)L
Para un nivel de significacién « elegiremos el valor critico con el que comparar el valor muestral
obtenido del estadistico, mirando las tablas de la t-Student. No aceptamos Hy al nivel de significacién
del 5% si el valor absoluto del estadistico obtenido con la muestra utilizada es mayor que el valor

critico t(T—K) |07025 .

Ejemplo 0.5 En el modelo Y; = (81 4+ 6o X9 + B3 X3t + ur donde Xo¢, X3; son no estocésticas y
uy ~ ID(0,0?). Utilizando el estimador MCO, jcémo contrastamos Hy : (33 = 0 contra H, : (33 # 07
En este caso dado que los regresores son no estocésticos y la perturbacién es homocedastica y no
autocorrelada el estimador de MCO de los pardmetros desconocidos es lineal en u, insesgado y de
varianza minima. Sin embargo, como no conocemos la distribucion de la perturbacion desconocemos
la distribucion exacta del estimador. No es posible hacer inferencia en muestras finitas. Por otro
lado, se cumple el Teorema de Mann y Wald por lo que podemos hacer inferencia asintética con el
estadistico y distribucion siguientes:

f ﬁAs,Mco d, N (0,1)
04/a33
Para un nivel de significacién « elegiremos el valor critico con el que comparar el valor muestral
obtenido del estadistico, mirando las tablas de la normal N (0, 1). Por ejemplo, a un nivel o = 5%
(a = 0,05) dado que la hipdtesis alternativa estd definida a dos colas tomamos § = 0,025 luego
®(1,96) =1—0,025 = 0,975. No aceptamos Hj al nivel de significacién del 5% si el valor absoluto

del estadistico obtenido con la muestra utilizada es mayor que el valor critico N(0,1),025 = 1, 96.

Ejercicio 0.3 En el modelo Y; = 81+ G2 Xo:+ 03 X3: +us donde Xo¢, X3¢ son no estocdsticas y u ~
NID(0,0?). Utilizando el estimador MCO, jcémo contratarias la hipétesis nula de significatividad
conjunta? ;Y en ausencia del supuesto de normalidad en la perturbacion?

0.5. ;Qué vamos a aprender en este curso?

Deciamos al inicio de este tema que la asignatura de Econometria avanza en el estudio de la materia
profundizando en tépicos como: la relajacion de las hipdtesis basicas sobre la perturbacién, los re-
gresores estocédsticos y los modelos dindmicos. Para abordar estos tépicos es necesario que relajemos
algunas o todas la hipétesis establecidas sobre el comportamiento de las variables del modelo de
regresion lineal general enunciadas en la seccién 0.3.

Comenzaremos el curso relajando hipotesis sobre el comportamiento de la perturbacion. Si en vez de
suponer que 1 es homocedastica y no autocorrelada consideramos la posibilidad de que su varianza
no sea constante y/o que sus covarianzas no sean todas cero nuestro estimador de MCO no sera de
varianza minima. En este marco mas general derivaremos las propiedades del estimador MCO y

14
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las consecuencias sobre el contraste de hipétesis. Estudiaremos el estimador de Minimos Cuadrados
Generalizados (MCG) y de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles (MCGF) cuando MCG no
se pueda obtener dado que requiere el conocimiento de E(uu’). Analizaremos las propiedades de
ambos y como realizar inferencia.

En los Temas 2 y 3 nos emplearemos a fondo en el diseno de E(uu’) bajo supuestos concretos del
comportamiento de la perturbacién que nos permitan considerar que o bien F(u?) no es constante
y/o E(uus) no es cero en todos los periodos. En este tema abordaremos por tanto contrates de
existencia de heterocedasticidad y de existencia de autocorrelacion.

Una situacién diferente se produce si relajamos el supuesto de que los regresores son no estocasticos
y suponemos que al menos una de las variables X;; incluidas en la matriz de regresores X es
estocastica. En este marco de trabajo el estimador MCO del vector de coeficientes desconocidos
0 no es lineal en la perturbaciéon ya que es una combinaciéon no lineal de la matriz de regresores
estocdastica junto con el vector de variables aleatorias u. En este caso la media y varianza del
estimador /3’ dependen de la relacién entre X y u, de los supuestos recogidos en su distribucién
conjunta. Bajo ciertos supuestos el estimador seguira siendo insesgado y de varianza minima pero
su distribucién en muestras finitas serd desconocida ya que al ser BMCO no lineal en v no podemos
garantizar que tenga una distribucién normal incluso en el caso en que u lo fuera. En esta situacién
debemos centrarnos en las propiedades asintéticas del estimador y si este es consistente y tiene
distribucién asintética conocida podremos hacer inferencia asintotica.

Cémo trabajar en esta situacién es lo que veremos en el Tema 4: Regresores Estocésticos. En este
tema nuestro trabajo se centrara en el cumplimiento del Teorema de Mann-Wald. Como hemos
dicho anteriormente si los requisitos 1), ii) y iii) de Mann y Wald se cumplen el estimador de MCO
es consistente y tiene distribucién asintética conocida con la que realizar inferencia asintética. Sin
embargo hay muchas situaciones en que estos requisitos no se cumplen. Por ejemplo si X v uy
estan correladas, E(X'u) # 0 y el estimador MCO no serd consistente. En este tema mostraremos
el estimador de Variables Instrumentales de utilidad en esta situacion.

En el Tema 5 y ultimo del curso daremos entrada a los Modelos Dinamicos. Consideraremos la
posibilidad de que haya dindmica tanto en los regresores como en la perturbacién y aplicaremos lo
aprendido en los cuatro temas anteriores.

Durante el curso trabajaremos con un buen nimero de estimadores. El estimador de MCO sera nues-
tra referencia, cuando mantenga sus propiedades en muestras finitas y /o sus propiedades asintéticas
estimaremos por este criterio. Sin embargo en aquellas circunstancias en que las hipétesis estadisticas
establecidas no se cumplan quiza debamos de cambiar de estimador, de ahi que aprendamos nuevos
estimadores como Minimos Cuadrados Generalizados, Minimos Cuadrados Generalizados Factibles,
Variables Instrumentales o Minimos Cuadrados en dos Etapas. Las propiedades estadisticas de los
estimadores dependen tanto del procedimiento de estimacion utilizado como de las hipdtesis es-
tadisticas establecidas. Por ello serd fundamental conocer el funcionamiento y propiedades de los
estimadores anteriores para utilizarlos en el marco adecuado; eso es lo que se ha de aprender tal
como se refieren las dos primeras competencias especificas de la asignatura a adquirir:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
econométrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.
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2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

Las dos competencias restantes basicamente tienen el mismo objetivo, pero por una lado requieren
que adaptéis esos conocimientos aprendiendo a utilizar un software estadistico para aplicar los
diferentes estimadores y por otro que seais capaces de aunar todo lo aprendido y darlo forma en un
trabajo final.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econémicas.

4. Elaborar en grupos de trabajo y exponer en piblico, un proyecto empirico donde se valore
adecuadamente los resultados obtenidos del andlisis de un modelo econométrico.

La docencia de la asignatura se basard en clases magistrales (M), clases practicas de aula (PA),
clases précticas del Centro de Calculo (PO), seminarios (S) y talleres (TA). Cada hora de estas
clases equivale a una hora presencial. En el cronograma de la asignatura podéis ver la distribucion
de las mismas.

Con respecto a las horas no presenciales por cada clase recibida, es decir de tiempo de trabajo no
presencial del alumno, las equivalencias son las siguientes, cada clase magistral implica una hora de
trabajo no presencial del alumno, mientras que cada clase practica de aula, practica de laboratorio
informatico, de taller o de seminario implica dos horas de trabajo no presencial del alumno. Este
curso conlleva 50 horas de trabajo presencial y 70 horas de trabajo no presencial.

En cada uno de los temas siguientes encontraréis la exposiciéon de la materia en las Clases Magis-
trales, una muestra de los ejercicios que se realizan en estas asi como ejemplos de los ejercicios que
se deben realizar en las préacticas de aula y talleres. Los enunciados estan recogidos en la Coleccion
de Ejercicios Recomendados y Exdmenes de Econometria cuyo enlace podéis encontrar en la pagina
web de la asignatura. En este documento para cada tema se han seleccionado una coleccién de ejer-
cicios recomendados que deberiais resolver, solo algunos de ellos se resolverdan en clase. En la seccion
siguiente incluimos algunos enunciados para practicar los contenidos de este tema introductorio.

En las notas siguientes y al final de cada tema se incluyen preguntas evaluativas de los contenidos
del tema a modo de ejemplo de las que podamos utilizar para evaluaros de forma continuada. Se
os muestras preguntas cortas evaluativas de las clases magistrales, de las practicas de aula y de las
practicas de ordenador. Cada tema cierra con la bibliografia correspondiente al mismo.

0.6. Ejercicios para practicar

Ejercicio 0.4 En el modelo Y; = 614+ G2 X+ 034 +us t=1,...,T donde X; y Z; son variables
no estocdsticas y uy ~ id(0, 02). se pide:

1. Obtener la propiedades del estimador MCO tanto en muestras finitas como asintéticas.
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2. Obtener su distribuciéon asintdtica.

3. Indica como contrastarias Hy : B9 = (3

Ejercicio 0.5 En el modelo Y; = X +uy t=1,2,...,T uy ~ iid(0, 02), Xy no estocéstica.
Consideramos los siguientes estimadores del parametro desconocido G:

> XY Y

; _ 5 _ XY
e yxr T Ex

XY

1. Demostrar las propiedades en muestras finitas de los tres estimadores.

ﬂ*

2. Demostrar que los tres estimadores son consistentes.

Ejercicio 0.6 Comentar la siguiente afirmacién: “Los estimadores consistentes son asintéticamente
insesgados y viceversa”.

Ejercicio 0.7 Comentar la siguiente afirmacién: “Un estimador sesgado no puede ser consistentes
porque insesgadez asintética y consistencia son términos equivalentes”.

Ejercicio 0.8 Sea modelo: Y; = a+ X + uy ug ~ id(0, %), se define el siguiente estimador

del parametro desconocido 3:
gXr=h 0.6
XT — Xl t )

Comprueba si 3 es insesgado, de minima varianza y consistente.

Problema 0.1

Supongamos el modelo correctamente especificado:
Yi=01+ X+ 0 Xor +we t=1,2,...,T
X14, X2t no estocdsticas Vt, uy ~ iid(0, 0?). Pero especificamos el modelo:
Yy =51+ B X1+ t=1,2,...,T
1. Demuestra que el estimador MCO de (32 en el modelo estimado es inconsistente.

2. Demuestra que el estimador MCO de (31 en el modelo estimado es inconsistente.
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Ejercicio 0.9  Sea el modelo:
YVi=B+u  u~(0,0%)

Definimos el siguiente estimador:
T
PR
T Ct
t=1

donde ¢; t=1,2,...,T es una serie no aleatoria tal que

1
> =1

=1 "t

c =

Nl

Se pide:

1. Demostrar las propiedades del estimador 5* en muestras finitas.
2. Demostrar que el estimador 5* es consistente.

3. Obtener su distribucién asintdtica.

Ejercicio 0.10 En el modelo: V; = 8 +w t=1,2,...,T uy ~ iid(0, %) encontrar las pro-
piedades en muestras finitas y propiedades asintéticas del estimador MCO. Obtener su distribucion
asintética bajo el supuesto de normalidad y en la ausencia de este supuesto.
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0.7. Anexo: Demostracion de la consistencia del estimador MCO

Para demostrar la consistencia del estimador MCO podemos tomar diferentes vias. En el tema se ha
desarrollado la demostracién utilizando el Teorema de Mann y Wald y también por las condiciones
suficientes de consistencia. Pero también podemos demostrar la consistencia del estimador utilizando
la difinicién de consistencia y buscando el limite en probabilidad del estimador. Vamos a hacerlo
asi para practicar los conceptos vistos.

A) Demostracién de la consistencia del estimador MCO por las condiciones suficientes de consis-
tencia.

~

lim E(Bvco) =0

T — oo

A V(Bumco) =

~

condiciones suficientes a demostrar que se cumplen.

a.l) E(f) = E(B+ (X'X)"'X'u) = B+ (X'X)"'X'E(u) = § si X es no estocstica y E(u) = 0.
= lim E(B)= lim (8)=7
T — T — oo
luego BMCO es un estimador asintéticamente insesgado.

a.2) Var(3) = o2(X'X)"! = %2 (%X/X)_1 y se satisface para cualquier T dado si u ~ N(0,021).
o (1 -1
— ([ =X'X

o? 1, -1 1
= 1 o 1 —XX fr— =
TlgnooTTh—{noo (T ) OXQ 0

~

lim Var(8) = lim

— 0 T — oo

si Tlim (%X 'X ) es una matriz finita ¢ positiva definida. Luego por las condiciones suficientes
— 00

plimfBry a0 = B

v Bumco es un estimador consistente.

B) Demostracion de la consistencia de BMCO utilizando la definicién de consistencia.
Para demostrarlo aplicando plimB3y/co no necesitamos conocer E(8(rynmco) ni V(Brmco)-

. 1 -t
Buco =B+ (X'X) ' X'u=p+ <TX/X> <TXIU>
X 1 -1/
plimfByco = plimf + plim [(TX'X> <TX’u>]
= [+ pli lX’X B li lX’
= plim { = plim | X u

19



SARRIKO-ON 04/10 Andlisis de datos

Sabemos que:

e plim (LX'X) = Q = plim (L X'X) " = Q!

e y necesitamos encontrar:
1T
phI?T ZTft:l uy
N - plimz >,y Xopue
plim (TX u) = .
. 1 T /
plim >y Xppu

Dado que se cumple Mann y Wald sabemos que plim (%X ! u) = 0. Sin embargo, como estamos
haciendo el ejercicio sin utilizar el teorema de Mann y Wald vamos a buscar el resultado
aplicamos las condiciones suficientes de consistencia:

(1) B(#X'u) = £X'E(u) =0 Vt= Jim B ($X'u) =0

(2) Var (3X'u) = 55 = lim Var ($X'u) = lim % lim 5 =0xQ=0

— o0 T — oo — 00
por (1) y (2)

1
plim <TX’u> =0

plimBirypco =B+ Q7 x 0 =4

y por tanto

luego Barco es un estimador consistente.
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Tema 1

Minimos Cuadrados Generalizados

Clases Magistrales

Las clases magistrales son clases en las cuales el profesor desarrolla la parte tedrica de la asignatura,
pero también tienen una vertiente practica, ya que en ellas se resuelven ejercicios en pizarra. A
pesar de que evidentemente el peso de la clase lo lleva el profesor, es necesaria la participacién del
alumno en los siguientes términos: es importante leer con antelaciéon a la clase el material distribuido.
Ademds, resulta conveniente que el alumno intente hacer por si mismo los ejercicios propuestos para
resolver apoyandose en las notas tomadas en clase.

De esta forma el alumno puede darse cuenta de aquellos puntos que ha entendido o no, le surgiran
dudas y en resumen avanzard en su aprendizaje mucho mas que si se limita a ser notario de lo
que el profesor realiza en la pizarra. Por ello de antemano, en clase y en la plataforma docente,
se indicard qué ejercicios se proponen para resolver y en qué clase magistral seran resueltos en la
confianza de que el alumno invertird tiempo de trabajo personal en ellos. Por cada clase magistral
el alumno debe invertir en casa una hora de trabajo personal.

En el tema de Minimos Cuadrados Generalizados habitualmente se dispone de tres clases magis-
trales. Son clases de caracter fundamentalmente tedrico dedicadas a analizar las consecuencias de
relajar las hipdtesis béasicas sobre la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién en las
propiedades del estimador MCO. Se introducen los problemas de heterocedasticidad y/o autocorre-
lacion. Finalmente, se presentan los estimadores de Minimos Cuadrados Generalizados y Minimos
Cuadrados Generalizados Factibles, sus propiedades y brevemente, cémo hacer inferencia con estos
estimadores. Es un tema claramente instrumental.

A continuacién en los dos temas siguientes, Heterocedasticidad y Autocorrelacién, se estudian a
fondo estos dos problemas. Por ello, el tiempo dedicado a resolver ejercicios es muy reducido.

Competencias a trabajar en estas sesiones:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
econométrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.
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2.

Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

Al final de este tema deberiais ser capaces de:

1.

4.

Explicar las implicaciones que tiene para la estimacién Minimo Cuadratica Ordinaria el hecho
de que la matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones de un modelo no sea
escalar.

. Derivar y comparar las propiedades en muestras finitas y grandes del estimador de Minimos

Cuadrados Ordinarios y el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados bajo perturbacio-
nes no esféricas.

Explicar las consecuencias en el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados de que la
matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones de un modelo sea desconocida.
Derivar un estimador alternativo en este caso, el estimador de Minimos Cuadrados Generali-
zados Factibles, y conocer sus propiedades.

Comnocer la forma de realizar contrastes validos sobre los pardmetros de interés.

Bibliografia Recomendada:

Al final del tema tenéis recogida la bibliografia correspondiente. En particular os recomendamos
leer los capitulos correspondientes a la bibliografia béasica detallados a continuacion :

Greene, W. (1998), cap. 11 y cap. 15.
Ramanathan, R. (2002), cap. 8 y cap. 9.

Wooldridge, J. M. (2003), cap. 8, cap. 11 y cap. 12.

Y para profundizar, podéis leer los capitulos detallados a continuacién correspondientes a la biblio-

grafia complementaria:

Alonso, A. et al. (2005), cap. 8.
Gujarati, D. (2004), cap. 11 y cap. 12.
Johnston, J. (1984), cap. 7.

Maddala, G. S. (1996), cap. 5 y cap. 6.

Novales, A. (1993), cap. 5 y cap. 8.
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1.1. Modelo de regresidon con perturbaciones no esféricas

En el tema de Minimos Cuadrados Generalizados vamos a relajar dos de las hipotesis basicas sobre
la perturbacién. Hasta ahora hemos supuesto que la perturbacién era homocedéstica, Var(u;) =
02 Vt, y no autocorrelada, Cov(us,us) = 0 Vt,s t # s, lo que en la literatura econométrica
se conoce como perturbaciones esféricas. En este tema vamos a relajar estas dos hipétesis basicas,

permitiremos que exista heterocedasticidad y/o autocorrelacién. Escribimos estas hip6tesis como:

- heterocedasticidad: Var(u;) = o?

- autocorrelacién: Cov(ug,us) #0, Vi, s t#s

Para el propésito de estimacién distinguir entre heterocedasticidad y/o autocorrelacién no es ne-
cesario ya que en ambos casos el modelo se estima de la misma manera, por ello en este tema
presentaremos el estimador Minimo Cuadratico Generalizado y sus propiedades, comunes a ambos
casos. En los dos temas siguientes veremos los problemas de heterocedasticidad y autocorrelacién
por separado particularizando en cada uno de ellos.

Nuestro marco de trabajo queda definido como sigue:
Yi=0+ X +...+ 0k Xge +u t=1,2,....,T = Y: = X[0 + w

! , .
mantenemos que los regresores X, = [1 Xy ... Xx¢] son no estocdsticos y sobre las perturba-

ciones suponemos:
E(u;) =0 Vt, media cero
E(?)=0? t=1,2,...,T, varianza no constante y/o
E(ugus) #0 Vt,s t# s, covarianzas no nulas,

En términos matriciales el modelo se escribe:

Y = X [ + u

(T'x1) (TxK) (Kx1) (T'x1)

y la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones que
recoge los supuestos anteriores sobre u seria una matriz no escalar como la siguiente:

2
o{ 012 - 01T
2
, 021 05 -+ 02T
Ew')= Y= .
2
or1 012 - Op
wip  wiz2 -t wWIT
9 o | W21 w22 - wor
= 0= o
wry wre - WPT
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donde

Var(u) = of=c*wy, t=1,...,T

Cov(ug,ug) = 015 =05 = 2wy, t#£s

Es decir, la varianza de la perturbaciéon puede cambiar en cada momento y puede existir autocorre-
lacién entre perturbaciones de distintos momentos del tiempo. Ademaés, podemos suponer que existe
un factor de escala comtn a todos los elementos, el parametro o2, que perfectamente puede tomar
el valor de la unidad.

Vamos a empezar viendo ejemplos en los que la hipotesis de perturbaciones esféricas no se cumple:

Ejemplo 1.1 Supongamos una muestra de observaciones de seccién cruzada relativas a gastos de
consumo familiares, C', y renta disponible, R, de un colectivo de N familias. La perturbaciéon mide
la diferencia entre el consumo de una familia y el consumo medio de todas las familias que poseen
la misma renta, u; = C; — E(C;/R;), y 0 mide la dispersién de estas observaciones. En familias con
rentas bajas, las posibilidades de consumo estan restringidas por la renta. Sin embargo, a medida que
aumenta la renta se amplian las posibilidades y podran decidir cuanto consumir y cuanto ahorrar.
Asi, podemos encontrarnos con familias de rentas altas ahorrativas, con bajo consumo, y otras con
alto consumo y poco ahorro. En este caso hay una gran dispersién del consumo y o2 serd grande

mientras que para las rentas bajas o2

serd pequena ya que tienen menos posibilidades de variar su
consumo dad su renta. En este supuesto la varianza de la perturbacién cambia segin la renta de

las familias, existe heterocedasticidad y podemos escribirla por ejemplo como FE (u?) = o’R;.

En el caso de datos de seccién cruzada, y si suponemos que no existe correlacién entre perturbaciones
de distintos individuos, la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién seria:

o2 0 0

0 o3 0
Ew')= Y= _

0 0 - o%

donde suponemos E(u;) =0Vi i=1,...,N, E(u?)=0? y E(uu;) =0 Vi, j i#j.

Ejemplo 1.2 Supongamos que analizamos la funcién de formacién de precios de una accién de un
banco con fuerte participaciéon en el negocio de la construccién en los Emiratos Arabes. Creemos
que los precios de las acciones dependen de las reservas del banco, de su volumen de negocio y
de los beneficios obtenidos, entre otros factores que afectan en la media del nivel de precios. Una
quiebra no esperada del negocio en dichos Emiratos afectard negativamente a sus resultados y a
la confianza que los agentes del mercado tienen depositada en el banco. Este shock no predecible
serd recogido por la perturbacion del modelo, u;. Resulta razonable pensar que el shock no va a
afectar inicamente a un periodo ¢, si no que los agentes recuperaran la confianza lentamente por
lo que parte de ese shock se mantendra en el futuro. Si esto es asi, lo que ocurre en un periodo
actual depende de lo ocurrido en el periodo pasado y serd dificil mantener E(usus—1) = 0, es decir,
que las perturbaciones de los momentos t y t — 1 estén incorrelacionadas. Ocurrird lo contrario,
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que las perturbaciones estan correlacionadas. Para el caso general podemos recoger la existencia de
autocorrelacién denotandola como :

E(uug) #0 Vt,s t#s

En este caso, para datos de serie temporal, y suponiendo que la varianza es constante, escribimos la
matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién bajo el supuesto de autocorrelacién como:

ot 012 oiT
2
, g1 O oor
Ew') =% = ,
2
or1 0r2 O

Ejemplo 1.3 Supongamos que queremos estimar la demanda de automéviles Y como una funcion
de la renta X, utilizando datos microeconémicos sobre gastos de las familias en dos nicleos geo-
graficos distintos, nicleo urbano y nicleo rural. La funcién de demanda para las familias del nticleo
urbano es:

Yii = a1 + 41 X1 +us i=1,...,N u1; ~ N(0,011n,)

La funciéon de demanda para las familias del ntucleo rural es:
Yoj = g + BoXojtug;  j=1,...,No ug;j ~ N(0,051n,)

Supongamos que la propensién marginal a consumir de ambos nicleos es la misma, §; = (2. En
este caso deberfamos estimar la funcién de demanda en el siguiente modelo conjunto:

. a7
Yi iny 0 Xy m
= T ay | + = Y = X 6 + U
Yy 0 v, Xo U
ﬁ ((N1+N2)x1) ((N1+Ng)x3) (3x1) ((N1+Ng)x1)

Suponiendo ambas muestras independientes, el vector de medias y la matriz de varianzas y cova-
rianzas del vector de perturbaciones del sistema de ecuaciones a estimar es:

E(u) = X = O 4+N2) %1 E(uu') = otlv 0 = 2(Ny+N2)x (N1 +N:

0 (N1+N2)x 0 U%INQ (N1+N2)x (N1+N2)

Puede ocurrir que la variaciéon en el gasto en automéviles dada una renta, sea mayor en el nticleo
urbano que en el rural, esto es a% > 0'%, en este caso, en el modelo a estimar la perturbacion es

’ . 2 2
heterocedastica ya que o] # 03.

Ademas, las muestras no tienen porque ser independientes podria ocurrir que atin en el caso de que
la variacién en el gasto de automdviles fuese la misma en la zona urbana que en la rural, hubiese
factores que siendo no significativos en media en las respectivas demandas implicasen dependencia
entre uy y uo, tal que o12 # 0. En este caso las ecuaciones estarian relacionadas a través del término
de perturbacién y E(uu') = ¥ # I tal quel.

2
(o INl 0‘12]]\/

N —
E(w) = [ o192l N O'QIN2

] = E(N1+N2)><(N1+N2)

!Estas no son las tnicas posibilidades. Por ejemplo podemos pensar en o > 02 y 012 # 0 o cualquier otra

combinacién de posibilidades.
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Como se puede observar hay muchas y diversas situaciones en que pueden aparecer los problemas
de heterocedasticidad y/o autocorrelaciéon. En general la heterocedasticidad aparece con mayor
probabilidad en datos de seccidon cruzada mientras que la autocorrelacién es mas facil encontrarla
con datos de serie temporal. Dado que la existencia de heterocedasticidad y/o autocorrelacién
implica que algunas de las hipotesis bésicas utilizadas para derivar las propiedades del estimador
MCO no se cumplen, debemos empezar viendo que implicaciones tiene en el estimador de MCO y
sus propiedades el hecho de que la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién no sea ya
una matriz escalar.

1.2. Propiedades del estimador de MCO

Sea el Modelo de Regresion Lineal General, Y = X + u, donde se mantienen las hipétesis basicas
salvo que?:

E(uu') = X = ¢%Q, donde Q # I (1.1)
El estimador MCO de 3, B vico = (X'X)71X'Y, en muestras finitas sigue siendo lineal e insesgado,

pero no es varianza minima. En muestras grandes o asintéticas es consistente. Prueba:

e Lineal: dado que X es no estocéstica el estimador MCO es lineal en u, ya que se puede
escribir como una combinacién lineal del vector de perturbaciones u y la matriz de constantes
D = (X'X)"'X’, siendo u lo tinico aleatorio de su expresion:

Brico = B+ (X'X)"'X'u=p3+Du

e Insesgado: dado que X es no estocastica y E(u) = 0 el estimador MCO es insesgado.

E(Brco) =B+ E[(X'X) ' X'u] =8+ (X'X) ' X' E(u) =73

e Matriz de varianzas y covarianzas:

V(Buco) = E[B-E@)(B-ERB)]=EB-B)(5-8)
E[(X'X) ' X ud X (X' X) ™Y
= (X'X)"'X'BE(uw/) X(X'X)™!
= SZX'X)IX'ox(x'x)!

Bajo heterocedasticidad y/o autocorrelacién el estimador MCO no es el estimador con va-
rianza minima entre los estimadores lineales e insesgados. Si 2 # I veremos que existe un
estimador que alcanza la cota de varianza minima, y que es el eficiente entre los estimadores
lineales e insesgados en esta situacion.

2Para el propésito de la demostracién es indiferente que en la matriz de varianzas y covarianzas exista o no factor
de escala distinto de la unidad. En lo que sigue supondremos que E(uu’) = 0.
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e Distribucién en muestras finitas®: Si las perturbaciones tienen una distribucién normal
u ~ N(0, 02Q)
Puco ~ N(B, o*(X'X)T'X'QX(X'X)™)

e Counsistente: El estimador MCO bajo perturbaciones no esféricas es consistente. Vamos a
demostrar la consistencia del estimador utilizando las condiciones suficientes de consistencia.

Sean:
X'X
lim —— = (@ finita, definida positiva
TSoo 1
X'QX
lim ——— = Z (finita, definida positiva
T — T
Entonces:

Lim E (Buco) = B

R 2 /x'x\ L/ xax\ /X' x\ !
lm V(fuco) = lim 2 () ( )( ) _
T — oo T

por lo que el estimador es consistente: plim ﬁMco = 0.

1.2.1. Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de ,éMco

El estimador MCO de (3 es lineal e insesgado en muestras finitas. Su matriz de varianzas y cova-
rianzas se define V(Birco) = o2(X'X) 1 X'QX (X'X) L. Un estimador de la matriz de varianzas
y covarianzas del estimador MCO es V (Byco) = 62(X'X) ! siendo 62 = T“_lqj( . Utilizar este es-
timador para hacer inferencia cuando la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacion del

modelo no es escalar, E(uu’) = 0?Q, Q # I, no es adecuado. Los estadisticos ¢ y F habituales para
hacer inferencia sobre 3 definidos en base a este estimador de la matriz de varianzas y covarianzas
de Brrco son inapropiados ya que ?(BMC’O) = 62(X'X)~! es un estimador sesgado e inconsisten-
te. Dichos estadisticos ahora no tienen las distribuciones t-Student y F-Snedecor habituales por lo
tanto, la inferencia en base a ellos no es valida.

Por todo ello parece méas adecuado buscar un nuevo estimador del vector de coeficientes 5 que
tuviera en cuenta que E(uu') = o€, con Q definida bien para el caso de heterocedasticidad, bien
para el caso de autocorrelacién, bien para ambos, y que fuese lineal, insesgado, de varianza minima y
consistente. Este estimador es el de Minimos Cuadrados Generalizados y a su vez permite proponer
un estimador insesgado para o? y realizar inferencia vélida. El tinico requisito para poder obtenerlo
es que § sea conocida. En el caso de que no exista factor de escala 02} = ¥ y requerimos que ¥
sea conocida.

3Es importante recordar que Barco es lineal en u. Esto implica que su distribucién en muestras finitas coincide con
la distribucién de u, independientemente de cudl sea ésta. En nuestro caso como suponemos a u normal el estimador
MCO tendra distribucién normal.
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1.3. Método de Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Supongamos el MRLG Y = X3+ u donde E(u) = 0y E(uu’) = 02Q, siendo Q conocida y se
cumplen el resto de hipétesis bésicas. Si lo que queremos es estimar los coeficientes 8 desconocidos
de forma que el estimador sea eficiente, una manera adecuada de proceder es transformar el modelo
tal que sus perturbaciones sean esféricas, es decir, de media cero, varianza constante y covarianzas
cero. El estimador de MCO en el modelo asi transformado serd lineal, insesgado, de varianza minima
o eficiente y consistente. Veadmoslo.

Dado que ¥ = 0% es simétrica y semidefinida positiva, y hemos supuesto que 2 es conocida, existe
una matriz no singular P tal que Q = PP’. Ademds, P es conocida y no estocdstica. La inversa de
la matriz P se utiliza como matriz de transformacién del modelo original dado que:

Q = PP
ol = (PP) = (P) P
plopeyt = plPPI(PYT =1
Premultiplicando el modelo por P~! obtenemos el siguiente modelo transformado:
—1 _ -1 —1 * * *
P Y=P ' XpB+P u<==Y"=X"F+u
Y™ X* u*
Este modelo transformado tiene perturbaciones, u*, esféricas, es decir, de media cero, varianza
constante y covarianzas cero:

Ew*) = EP ') =P 'Elu)=0
E(wvw) = EP 'w/(P7Y)) =P Eu/)(P7Y) =
2P lapY =2p PP (P) ! =l

Por lo tanto, en el modelo transformado se cumplen las hipdtesis bésicas, y el estimador MCO ten-
drd las propiedades habituales de linealidad, insesgadez y varianza minima. Si definimos el estimador
de MCO en el modelo transformado, y sustituimos las matrices transformadas por su expresiéon en
términos de las variables originales del modelo, obtenemos la expresiéon del estimador de Minimos
Cuadrados Generalizados, MCG, en el modelo de interés. Asi:

Buco = (X*X*) ' XYY* = (1.2)
= (X'(P)'PIX)'X(P)TPlY =
= (X' X)'X'Q7Y = Buce (1.3)

Si © (6 X en su caso) es conocida el estimador es inmediatamente calculable.

e Criterio de estimacién y funciéon objetivo:
El estimador de MCG dado por la expresién (1.3) puede ser obtenido minimizando la siguiente
funcién objetivo:

Mﬁjn 00t = Mﬁm Y -X3)Q (Y -X3) = MBM(Y* — X*B)(Y* — X*73)

Utilizando las condiciones de primer orden podemos derivar el sistema de ecuaciones normales
X' 07y = (X' Q' X)~! de donde obtenemos fyoq = (X Q7 1X)" X' QY.
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1.3.1. Propiedades del estimador de MCG

Como ya se ha dicho el estimador de MCG es un estimador lineal, insesgado y de varianza minima
en muestras finitas, en muestras grandes es consistente y eficiente asintéticamente. Las propiedades
del estimador MCG podemos demostrarlas alternativamente en el modelo transformado utilizando
la expresién (1.2) o en el modelo original utilizando la expresién (1.3).

e Lineal: dado que X y 2 son no estocésticas el estimador MCG es lineal en la perturbacién
u, ya que se puede expresar como una combinacién lineal del vector de perturbaciones u y la
matriz de constantes no estocastica C' = (X Q1 X)~1X'Q~!, siendo u lo tinico aleatorio de
su expresion:

Buce = (X' Q7' X) T X'QTY = 54+ (X' X)X Q =+ Cu
e Insesgado: Dado que X y 2 son no estocasticas y E(u) = 0 el estimador MCG es insesgado:

E(Buca) = B+E[(XQ'X)'X'Q '] =
= B+ (XQO'X)'X'QEwW) =8
e Matriz de varianzas y covarianzas:

V(Buce) = ElB-E@)(B—ERB)]=ES-B)B-8)
= B(X'Q'X)"' X0 tud/ QX (X Q7T X) Y
= XQO'X)' X0 Bw)Q X (X'Q X))
= SAX'o'x)' X' ool x(x' 9 tx)!
= Jx'a'x)!

Cuando E(uu’) = 02Q # I y Q es conocida, el estimador MCG de 3 es el de menor varianza
entre los estimadores lineales e insesgados.

e Distribucion en muestras finitas: Bajo el supuesto de normalidad de las perturbaciones,
u ~ N(0, 02Q), tenemos que

Buce ~ N(B, (X' Q71X)™)

e Comnsistente: Podemos demostrar la consistencia del estimador mediante las condiciones su-
ficientes de gonsistencia:

-1
Sea plim XQTX = (, finita, semidefinida positiva y no singular, entonces
lim E(Buce) = B
T — oo
. o? (X' 1x\ 7
im V = lim —|——) =0xG'=0
Th—r)noo (ﬂMCG) Th—r>noo T ( T ) X

luego plim BMCG = (3, con lo que el estimador es consistente.
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e Distribucion Asintética: Dado que
plim Aycq = B = Buce —— B = (Bucc — B) == 0

el estimador tiene una distribucién degenerada en el limite, por lo que buscamos la distribucién
asintética para vT (Byca — B)

. X0 tx\ " x0ty
VT (Buce ﬁ)—( T ) W
En el modelo original el teorema de Mann-Wald no se puede aplicar, por lo que demostrar
la consistencia es un poco mas costoso que si lo hacemos en el modelo transformado. En
el modelo transformado las perturbaciones son esféricas y X* es no estocdstica por lo que
podemos aplicar el Teorema de Mann-Wald. Vamos a mostrar como utilizarlo en la obtencién
de la distribucién asintotica de BMcg.

i) Sea u* ~ iid(0,021)
ii) Sea E(X*u*)=X*FE(u*) =0 ya que X* es no estocéstica,

iii) Sea plim <X *TX *) = @Q* = G finita y no singular

Entonces se cumplen los dos resultados siguientes:
. XYt _
1. plim (T) =0

X*u* d 2
2. — N(0, o°G
VT ( ? )

por lo que de Mann-Wald, y utilizando el teorema de Cramer, tenemos

" N * -1 * %
VT (Buco — ) = (XTX ) X\/%L L, N(0, 022GV

de donde

X’Q—lX)_l X0y g

\FT(ﬂAMCG —-pB) = < T Nis £ N(0, o*G7Y

i XX
con G = plim =——.

1.3.2. Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de BMCG

El estimador de MCG es lineal, insesgado y de varianza minima. Cuando E(uu') = 02, a pesar de
que £ sea conocida, en general o2 serd desconocida y su matriz de varianzas y covarianzas habré de
ser estimada. Un estimador de V(Byc¢) insesgado y consistente es

V(Buca) = 6hca(X'Q7X) ™! = 63 06(X X7
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siendo /
A~ —1 A PN
9 yoa Yoo _arar

TMCG = T-K TT_K

Puede resultar 1til tener las expresiones anteriores en términos de las variables del modelo tal que:

52 _ Tl _ (Y* — X*BMCG),(Y* _ X*BMCG) _ yHy* _ B;\/[CGX*/Y*
MCG T K I e
52 Ao avce
omce = T—K =
(Y = XBuce) QY — XBuce) | Y'QY — BeaX' Q7Y
- T-K B T-K

Ejercicio 1.1  En el modelo Y = X3 + u donde E(u) = 0, E(uu’) = 02§ con  conocida y X es
no estocéstica. Demostrar la consistencia del estimador MCG utilizando el modelo transformado y
el Teorema de Mann-Wald.

Ejercicio 1.2 En el modelo Y = X + w donde E(u) =0, E(uu') =X, ¥ conocida y X es no
estocastica. Se pide:

1. Escribir la funcién objetivo. Obtener las ecuaciones normales y derivar el estimador MCG.
2. Demostrar sus propiedades en muestras finitas y asintoticas.

3. Obtener su distribucién en muestras finitas y asintéticas.

Ejercicio 1.3 En el modelo Y; = 61 + 32X; +u; ¢ = 1,...,20 donde X es no estocéstica,
E(u;) = 0Vi, Var(u;) = 02X;, y Cov(uuj) =0 Vi # j. Se pide:

1. Escribir la funcién objetivo.

2. Obtener las ecuaciones normales y derivar el estimador MCG de (51 y Ba.

1.4. Método de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles (MCGF)

Hasta ahora hemos supuesto que conociamos 2 0 ¥ en E(uu/) = 020 = X, pero en la préctica la
mayoria de las veces ) (o X) son desconocidas. En este caso el estimador MCG no es directamente
calculable ya que en su expresién aparecen estas matrices. La solucién habitual es sustituir 2 (o X)
por una estimacién suya en la expresién del estimador de MCG. Este es el estimador de Minimos
Cuadrados Generalizados Factibles, MCGEF'"

~

Bucer = (X'Q7'X)'X'Q7Y (1.4)
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Notar que sustituir §2 por una estimacién suya implica hacer un supuesto de comportamiento, es
decir, suponer una forma funcional para los elementos de 2 que son desconocidos. Una vez supues-
ta una forma funcional, que en general dependerda de un conjunto de parametros desconocidos y
variables exégenas, es necesario estimar esos parametros desconocidos*. Cémo proponer una forma
funcional para los elementos de ) y como estimar los pardmetros desconocidos de esta forma fun-
cional es algo que se verd en los temas siguientes, con cada caso en concreto, heterocedasticidad y/o
autocorrelacién.

Ahora vamos a limitarnos a estudiar las propiedades del estimador MCGF una vez supuesto que
hemos sido capaces de proponer una forma funcional sensata a la informacién disponible sobre el
comportamiento de las varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones. Ademés, hemos sido
capaces de estimar de forma consistente los parametros desconocidos de los que dependen estos
momentos. Es decir, disponemos de O estimador consistente de 2.

1.4.1. Propiedades del estimador de MCGF

Bajo el supuesto de que las varianzas de las perturbaciones se han modelado correctamente, el
estimador MCGF en muestras finitas es un estimador no lineal y sesgado en general, su distribucion
en muestras finitas no es conocida. En muestras grandes, bajo ciertas condiciones de regularidad, y
si € es un estimador consistente de Q, el estimador MCGF es consistente, asintéticamente eficiente
y tiene distribucién asintética conocida.

e Linealidad: El estimador MCGF no es lineal en w.
Bucer = B+ (X'Q71X) "1 (X' )

En la expresion del estimador MCGF aparecen u y {2, ambas son variables aleatorias, ya que €2
que ahora es un estimador, luego es una matriz estocastica. Por tanto, Gycqr es una funcién
no lineal de u y €.

e Insesgadez y matriz de varianzas y covarianzas: FEn general el estimador de MCGF es
sesgado:
E(Buccr) = B+ E[(X'Q'X) "N (X'Q )] # 6

Para determinar E[(X'Q~1X)~1(X’Q~'u)] necesitamos conocer la distribucién conjunta de
las variables aleatorias en ) y en u. En general E[(X'Q1X)"1(X’Q 'u)] # 0 y por tanto
E(Bumcar) # 8. Ademas, V(Byvcar) = Elfucar — E(Bucar)|Brucar — E(Bucar)] es
una expresion dificil de obtener analiticamente. Las propiedades en muestras finitas y la dis-
tribucién exacta del estimador MCGF son desconocidas. Por lo tanto, en muestras finitas su
comportamiento es dificil de comparar con el de MCO e incluso puede ser peor.

e Consistencia: Bajo ciertas condiciones de regularidad, y si Q es un estimador consistente de
Q, el estimador MCGF es consistente, plim By;car = 0.

4E] ntimero de pardmetros desconocidos es limitado ya que en otro caso no se podrian estimar los K coeficientes 3
del modelo y los T(T + 1)/T elementos desconocidos en la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién con
T observaciones.
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e Distribucion asintética: En general si las condiciones anteriores se satisfacen el estimador
MCGF es asintéticamente equivalente al estimador MCG y su distribucion asintética coincide
y por tanto es asintéticamente eficiente dentro de esta clase. Asi, se puede demostrar que

VT(Bucar — B) -2 N(0, 62G™)

i XX
con G = plim =——.

1.4.2. Estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de By;cer

Cuando E(uu') = 02Q y decimos que © es desconocida en realidad nos estamos refiriendo a que o2
es desconocido. Parece complicado ser capaces de establecer que E(uu’), que es desconocida, tiene
un elemento comun, o factor de escala, a todos sus elementos que también es desconocido y distinto
de Q. Lo légico es pensar en E(uu') = X, ¥ desconocida. Un estimador consistente de V (Barcar)
es V(Bucgr) = (X'S1X)~L,

Sin embargo, y por si fuera el caso de que, siendo € desconocida existe este factor de escala o2,

también desconocido en F(uu’), un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas
. o . S50 h ~9 =1 —1 -

asintdtica del estimador de MCGF es V(Bymcar) = 63;0ap (X' Q7 X) ™" siendo

NG A—1 ~
A2 Uprogr Y Umoar . A
OMCGF = Tk y Gmcer =Y — XBucar

Es importante recalcar que la propiedad de consistencia es invariante a tener en el denominador

(T-K)oT.

Ejercicio 1.4 FEn el modelo Y = X3 + u donde E(u) =0, FE(uu') =X, ¥ desconocida y X es
no estocdstica. Se pide:

1. Escribir la expresién del estimador MCGEF.
2. Demostrar sus propiedades en muestras finitas y asintéticas.

3. Obtener su distribucién asintdtica.

1.5. Contrastes de restricciones lineales

Una vez hemos estimado los coeficientes del modelo de manera apropiada estaremos interesados en
realizar contraste de hipdtesis. Vamos a ver como realizar contrastes de restricciones lineales sobre
el vector B en el MRLG con perturbaciones no esféricas.

Sean las hipdtesis nula y alternativa para el contraste de ¢ restricciones lineales:

Hy:RG=r
H,:RG#r
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donde R es una matriz (¢ x K) y r es un vector de dimensién (¢ x 1), siendo ¢ el nimero de
restricciones lineales a contrastar.

¢ Estadisticos basados en el estimador de 8 por MCG.
En este caso

Y=X0B+u u~ N(0,0%Q0) y Q esconocida

el estimador MCG es lineal en u, insesgado y de varianza minima, su distribucién en muestras finitas
es:

Buce ~ N(B,0*(X'Q71X)™)

Estadisticos de contraste y distribucién asociada:

Parag=1
RBvcc — 7T Ho ;
— ~ YT-K)
\/ RV (Buca) R
luego
RByce — 7 Hy
~ YT K)

6\/R(X'QX) R

Si el valor muestral del estadistico, t, es tal que t < ¢(7_ K)|g 1o rechazamos la Hy para un nivel de
significacion a.

Para ¢ > 1
(RB—r) [RV (Buce) R (BB —r .
luego

(RByce —r) [R(X'Q'X) " R']™" (RBuce — )

52

/q H
r\g F(qufK)

Si el valor muestral del estadistico, F, es tal que F < F, 7_k)|o no rechazamos la Hy para un nivel
de significacién a.

Ejercicio 1.5  Sea el modelo:
Y=X0+u u ~ N(0,0%Q) 2 conocida y X no estocéstica

Escribe el estadistico general y distribucién asociada para el contraste de ¢ restricciones lineales en
el modelo transformado. Detalla cada uno de sus elementos y la regla de decisién.
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Ejercicio 1.6 En el modelo Y; = (1 + B2 Xo; + B3 Xsg; +u; ¢=1,...,500 donde X2 y X3 son no
estocdsticas, E(u;) = 0 Vi, Var(u;) = 02Xo;, y Cov(u;u;) = 0Vi # j. Se pide:

1. ;Cémo estimarias eficientemente 31,32 v O37 Describe claramente el método de estimacion
y escribe la forma matricial del estimador completando todos los elementos de las matrices
implicadas.

2. ;Como contrastarias la significatividad individual de la variable Xo;7 Escribe la hipdtesis nula,
la alternativa y el estadistico de contraste junto con su distribucion.

3. ;Como contrastarias Hy : B2 + (33 = 27 Escribe la hipétesis nula, la alternativa y el estadistico
de contraste junto con su distribucién.

4. ;Como contrastarias la hipdtesis compuesta Hy : B2 = 1y 83 = 27 Escribe la hipdtesis nula,
la alternativa y el estadistico de contraste junto con su distribucion.

e Estadisticos basados en el estimador de 3 por MCGF.

En este caso

Y=X0+u u~ N(0,X%) Y. desconocida, pero estimable consistentemente

El estimador de MCGF, Bycar = (X'S71X)"1(X'S71Y), es un estimador no lineal y en general
sesgado, cuya distribucion en muestras finitas no es conocida. En muestras grandes es un estimador
consistente si 3 es un estimador consistente de Y. Su distribucién asintética es:

VT (Bucar — B) ~5 N(0,G™Y)

Los estadisticos de contraste y distribucién asociada utilizando como estimador de G~! = plim [%X 'YX ] !
a TV (Buccr) = T(X'S71X)~! son,

para g =1
RBymcear —

\/R (X'S-1X)-1 R/

RN

para g > 1

3 S— - _ 5 d,H
(Rbucer — )[R (X'E71X)™ R (RBucar — 1) == X;

Las reglas de decisién son las habituales.

e Estadisticos basados en el estimador de 8 por MCO y un estimador robusto a hete-
rocedasticidad y/o autocorrelacién de V (Bnrrco)

En presencia de perturbaciones no esféricas, el estimador Minimo Cuadratico Ordinario es lineal,
insesgado y consistente, pero no es de varianza minima. Su matriz de varianzas y covarianzas se
define V(Barco) = 02(X' X)L X'QX (X' X)~!. Un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas
del estimador MCO es V (Brco) = 62(X'X )~L. Utilizar este estimador para hacer inferencia cuando
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hay heterocedasticidad y/o autocorrelacién no es adecuado. Los estadisticos ¢ y F habituales para
hacer inferencia sobre 3 definidos en base a este estimador de la matriz de varianzas y covarianzas
de Barrco son inapropiados ya que es un estimador sesgado e inconsistente.

La dificultad que entrana el conocimiento de §2, o ¥ en su caso, hace interesante el poder contar
con un estimador de V(,@Mco) consistente y robusto a la posible existencia de heterocedasticidad
y/o autocorrelacién para de esta forma derivar estadisticos vélidos, al menos asintéticamente, y
contrastar hipétesis sobre el vector de coeficientes @ utilizando BMCO.

Supongamos que ‘A/(BMCO)Consisteme es la estimacién consistente de V(B vco) de la que hablamos.
Dado que el estimador MCO es consistente podemos utilizarlos conjuntamente para hacer inferencia
asintética véalida. En este caso el estadistico valido para realizar contraste de hipdtesis de la forma
Hy : RG = r y su distribucién asintética asociada bajo la hipdtesis nula son:

5 EN _ - d,H,
(RBmco — 1) (R V(Brco)consistente B) " (RBvco — 1) == &
Siendo q el nimero de restricciones de contraste. Para ¢ = 1 podemos escribir el estadistico anterior

COomao:

RByco —r d,Ho

! 210 N (0,1)
\/R V(ﬁMCO)Consistente R

Las reglas de decisién son las habituales. En los temas siguientes veremos que esta matriz robusta
a heterocedasticidad y/o autocorrelacién existe y puede ser calculada.

1.6. Ejemplo: Sistemas de Ecuaciones

En ocasiones necesitamos estimar un sistema de ecuaciones. Vamos a ver diferentes posibilidades
de estimacion de un sistema como ilustracién del tema de perturbaciones no esféricas y a la vez,
mostraremos como realizar el contraste de cambio estructural o de Chow.

Tlustraremos esta seccién utilizando uno de los ejemplos vistos al comienzo del tema. Supongamos
que queremos estimar la demanda de automdviles Y como una funcién de la renta X, utilizando
datos microeconémicos sobre gastos de las familias en dos nucleos geograficos distintos, ntcleo
urbano y nucleo rural.

La funcién de demanda para las familias del nticleo urbano es:
Yi=a1 + 01 Xy +u; <= Yi=X101+u siendo wuj ~ N(O,O’%INI) 1=1,...,Ny
La funciéon de demanda para las familias del ntucleo rural es:

ngzag—{—nggj—i—qu <— Yy = X302+ uy siendo UQNN(O,O'%IN2) 7=1,..., Ny

Podemos escribir el siguiente sistema de ecuaciones:
i X1 0 B } [ uy ]
= + — Y=X0+u 1.5
[ Yo } [ 0 X ] [ B2 U2 b (1.5)
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Y = X 6 + U
((N1 + NQ) X 1) ((N1 +N2) X 4) (4 X 1) ((Nl + N2) X ].)
Suponemos que X es no estocastica. El vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas del

20~ Lot | = 0]

((N1+ N2) x 1)

vector de perturbaciones u son:

E(uu') = [ 7 7 ]
((N1 + Na) x (N1 + Ny)) E(u2u1) E(u2u2)
En el sistema de ecuaciones anterior no hay relacién entre los coeficientes de las dos ecuaciones. En
cuanto a la estructura de E(uu'), podemos distinguir tres situaciones:
1. E(uiu}) = o?ly,, E(uguly) = 03Iy, con 0? = 03, es decir, homocedasticidad entre ecuaciones
y E(ujuy) = E(ugu)) = 0 lo que implica que no hay relacién entre las perturbaciones de las
dos ecuaciones.

2. E(uiu}) = o?In,, E(ugub) = 021y, con 0? # o3, es decir, heterocedasticidad entre ecuaciones,
y E(uiul) = E(ugu)) = 0.

3. Ecuaciones aparentemente no relacionadas E(uju)) = E(uguj) # 0.

Dado que no existe relacién entre los coeficientes de las dos ecuaciones, el método mas adecuado
para estimar un modelo Y = X3 + u depende de la estructura de E(uu').

1.6.1. Ecuaciones no relacionadas con varianza comun

Sean las ecuaciones:
Y1 = X161 +u1  Njp obs.

Yo = X982 +ua Ny obs.

En principio 81 y (2 son distintos, como nada relaciona a las dos ecuaciones podriamos pensar que
ganamos en eficiencia utilizando toda la informacién conjuntamente y por ello deberiamos estimar

conjuntamente el modelo. Dado que 0? = 03 y E(ujub) = E(ugu}) = 0 tenemos que

, oy 0 o’y 0 9
E(uu') = [ 10 ' o2y, } = [ 0 oI, } = 0”IN, N,
El modelo puede ser estimado por MCO que sera lineal, insesgado y de varianza minima. Se puede
probar que dado que no hay informaciéon comun entre las ecuaciones, es decir, dado que X es
diagonal por bloques y E(ujub) = E(ugu)) = 0, la estimacién del modelo conjunto por MCO es
equivalente a estimar cada ecuacién por separado por MCO. La estimacion conjunta no gana en
eficiencia, por tanto estimaremos las ecuaciones por separado por MCO.
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2

Ademsds, ¢ es insesgado y consistente:

o @a dlay + dhis
N-K N-K

donde N=Ni+No v K=K+ K>

e Contraste de cambio estructural o de Chow: Se llama contraste de cambio estructural al
contraste de que todos o algunos de los coeficientes que corresponden a las mismas variables en
las dos ecuaciones son iguales. Supongamos que queremos contrastar la igualdad de ordenadas y
pendientes o lo que es igual cambio estructural total:

{Hoi ar =azy by =by <:>{Ho¢ B = [
H,: a1 #axy/oby # by Hy,: (1 # B2

Hay dos formas alternativas de realizar el contraste:

e Alternativa 1: Con el estadistico:

(RBarco —r) [R(X'X) 'R~ (RBarco —1)/a Ho o

F= 52 (CL N — K)
donde
ax
/10 -1 0 b1 0 _ _
Rp T‘[o 1 0-4] a _[o] ¢=2 K=d
bo
"4 dllul + ﬂéﬂz

Regla de decision:

e Si F < F{4 N—K)|a 10 rechazamos la Hy para un nivel de significacién « y concluimos que
no existe cambio estructural.

e Si F > F(, N—K)|a Techazamos la Hp para un nivel de significacion a y concluimos que
existe cambio estructural.

e Alternativa 2: Con el estadistico

donde @'t es la SCR del modelo no restringido (1.5) tal que @4 = @}4; + Ghte y 4., es la
SCR del modelo restringido siguiente:

Yi | | Xy up
HNE =
Dado que hemos supuesto que E(uu') = 02y, 1 n, €l modelo restringido se estima por MCO.

Esta estimacién no es equivalentemente a estimar por MCO ecuacion por ecuacién, ya que su
matriz de regresores no es diagonal por bloques.
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1.6.2. Ecuaciones no relacionadas con varianzas distintas

Sean las ecuaciones:

Yy = X161 +u;  Np obs.
Yo = X508 +uo Ny obs.

Dado que 0 # 03 v E(ujub) = E(ugu)) = 0 tenemos que

o?Iy, 0

E(uu’) = [ 0 oZly, ] = LN+ N2) X (N1+N2)

Suponiendo 07 y o2 conocidas, el modelo debiera ser estimado por MCG. Sin embargo, este proce-
dimiento coincide con estimar por MCO ecuacién por ecuacién, ya que no existe relacién entre los
coeficientes de ambas ecuaciones, X es diagonal por bloques, E(uu’) también lo es y hay homoce-
dasticidad dentro de cada ecuacién.

) o - X! X)Xy, B
e 1X’21Y=[(11 11}:[}
Buca = ( ) (X4 X0) 1 X1Ys B2 I yco

2 / —1
N vreelyn—1 | 01(X1X71) 0
V(Buce) = (X'E7 X)) = [ 0 o3 (X5 Xo)t

En este caso la estimacion del modelo conjunto por MCG no mejora la eficiencia con respecto a

estimar cada ecuacion por separado por MCO, por tanto estimaremos las ecuaciones por separado.

Ademas, el resultado de estimar (3 es independiente de que conozcamos o no J% y U% .

e Contraste de cambio estructural o de Chow:

{Hoi ar =azy by = by <:}{Hol B1 = B2
H,: a1 #axy/ob # by H,: (1 # B2

Una forma de realizar el contraste es utilizar el estadistico:

(RBuce — ) [ROX'STX) TR (RBuce — 1) @ X2

donde
aj
10 -1 07| b 0 B B
Ri—r=14 4 0—1] as _{0] ¢=2 K=4
bo

con la regla de decisién habitual.

e Si 07 y 05 son desconocidas es necesario estimarlas. El estimador de los coeficientes en el modelo
conjunto serfa el de MCGF tal que:

~

Bucar = (X'STIX) XSy
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Estimar ¥ implica estimar a% y ag; un estimador consistente de o? 1 =1, 2 seria:

Al A~

.2 WUl Al A / A’ / 2 3
0] = U UL = YlYl — ﬁl,MCOlel Uy = }/]_ - Xl/Bl,MCO
1'1
2 ﬁ/ ﬂg /
A 2 Al / 3 ! 0 3

Notar que en cada ecuacion por separado hay homocedasticidad y no autocorrelacion.

1.6.3. Ecuaciones aparentemente no relacionadas

Si un conjunto de ecuaciones se relacionan tnicamente por los términos de perturbacién reciben el
nombre de Ecuaciones Aparentemente no Relacionadas. Sea el sistema de ecuaciones

Y1 = X161 +u; Nobs
Yo = X902 +uz Nobs

Un supuesto sencillo acerca de la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas seria:

o E(ujuy) = oIy E(ugub) = 021y, homocedasticidad y no autocorrelacién dentro de cada

ecuacion.

o FE(ujuy) = E(ugu}) = o12In, correlacién contempordnea entre las perturbaciones de las

ecuaciones.

2
oIy o12lN

E(uu') = [ } = YoNx2N

2
o1l N J2IN

En este caso ganamos en eficiencia si estimamos el modelo conjunto (1.5). Si 07, 02, 012 son conoci-
das estimaremos por MCG. Si son desconocidas el modelo conjunto debiera estimarse por MCGF.
Podemos encontrar estimadores consistentes de estos parametros utilizando los residuos MCO de

estimar cada ecuacién por separado:

Al A

~2 Uyl ~f A / A1 / N A
o1 = N U uy = Y1Y1 — ﬂl,MC’Olel uy = }/1 - XI/BI
/\/ A~
~2 UgU2 N / Al / A A
09 = N UgU2 = YQYZ - ﬁZMCOXQYZ iy =Y — Xof3
i, is
012 =
N
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1.7. Ejercicios a resolver

Ademsds, de los ejercicios que se resuelven en clase tenéis a vuestra disposiciéon una coleccién de
ejercicios de examen que se actualiza cada ano. No deberiais dar por acabado el trabajo de cada
tema hasta que estan hechos los ejercicios recomendados en clase.

Ejercicio M-MCG.1:
Sea el modelo Yi=a+ X+ ut donde E(u?) = tX?

1. Conociendo cinco observaciones de Y; y X; obtén por MCO y en forma matricial, las estima-
ciones de o y 3 del modelo anterior.

t 1 2 3 4 5
Y |1 1 0 -1 -1
X1 -1 1 1 1

2. Ahora ademds, se conoce:

=1 y E(Ul’ug) = E(uzul) = E(U2U3) = E(U3UQ) =0
= —1y E(ujus) = E(usu1) = E(ugus) = E(usuz) =0
=1 y E(u3u4) = E(U4U3) = E(U4’LL5) = E(’U,5U4) =
=1

Dadas las observaciones de Y; e X; y la informacién sobre E(uius), calcula la matriz de
varianzas y covarianzas del estimador MCO.

3. Dada la informacién anterior, ;qué propiedades tiene el estimador Minimo Cuadratico Ordi-
nario?

4. ;jConoces un estimador con mejores propiedades? ;Cudl es? ; Qué propiedades tiene? Escribe
su matriz de varianzas y covarianzas. No la estimes, escribe solo su férmula y explica que son
cada uno de sus elementos.

Ejercicio M-MCG.2:
Considera el siguiente modelo de regresion general:

Y = 61+ BoXot + B3 X3t +up t=1,...,500

donde X3 y X3 son no estocasticas y ug ~ NID (0,02) con o? = o2t2.

1. Escribe E(u) y E(uu’).
2. Obtén la matriz de varianzas y covarianzas de Y.
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3. Se ha estimado el modelo por Minimos Cuadrados Generalizados, obteniéndose las siguientes

estimaciones:
1 3 -1 0
Brca = 3 V(fucg)=| -1 6 -2
—1 0 -2 2

Realiza los contrastes de las siguientes hipotesis:

a) f1 =0
b) Ba+285=1
c) =0y Ba+203=1

Ejercicio M-MCG.3:

EnelmodeloY; = a+AX;+u; t=1,...,4secumple E(u?) =tX? y E(uwus)=0 Vt,s t#s,
tal que:

t 1 2 3 4
Y, 12 1 -1 -3
Xy |1 -1 0 1

1. Escribe la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién E(uu').

2. Escribe el modelo transformado con perturbaciones esféricas y demuestra que sus perturba-
ciones tienen varianza constante.

3. En el modelo transformado, escribe la matriz de regresores y el vector de valores de la variable
endogena.

4. Estima, utilizando calculo matricial, los parametros del modelo transformado.
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[2] Recopilacién de ejercicios recomendados y exdmenes de Econometria. Departamento de Economia
Aplicada III (Econometria y Estadistica). Mimeo Febrero 2009.

e Ejercicios con gretl:

[1] Ramanathan, R. (2002), Instructor’s Manual to accompany, del libro Introductory Econometrics
with applications, ed. South-Western, 5th edition, Harcourt College Publishers.

[2] Wooldridge, J. M. (2003), Student Solutions Manual, del libro Introductory Econometrics: A
modern Approach, ed. South-Western, 2nd edition.

Referencias Bibliograficas Complementarias:

e Tedrica:

1] Alonso, A., Ferndndez, J. y Gallastegui, I. (2005), Econometria, ed. Pearson: Prentice Hall.

2] Gujarati, D. (2004), Econometria, ed. McGraw-Hill, 4* edicién.

3] Johnston, J. (1984), Métodos de Econometria, ed. Vicens Vivens, 4* edicién.

4] Maddala, G. S. (1996), Introduccién a la Econometria, ed. Pearson: Prentice Hall.
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5] Novales, A. (1993), Econometria, ed. McGraw-Hill, 2% edicién.
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Tema 2

Heterocedasticidad

Clases Magistrales

En las clases magistrales del tema de heterocedasticidad vamos a abordar uno de los problemas
mencionados en el tema anterior: como estimar eficientemente los coeficientes desconocidos de un
modelo cuando la varianza de la perturbacién no es constante y cémo realizar inferencia de forma
adecuada.

En el tema anterior se han mostrado las consecuencias en el estimador de Minimos Cuadrados
Ordinarios, MCO, de no tener perturbaciones esféricas y cémo estimar por Minimos Cuadrados
Generalizados, MCG, obteniendo estimadores eficientes de los coeficientes desconocidos. Por ello los
instrumentos ya se conocen. En este tema vamos a concentrarnos en mostrar situaciones en las que
la varianza de la perturbacion no es constante y trabajar de forma préactica con diferentes supuestos
sobre el comportamiento de la varianza de la perturbacién.

Si bien buena parte del instrumental de estimacién y contraste no es nuevo, si que lo serédn los
estadisticos de contraste para la hipdtesis de homocedasticidad. Junto con el anélisis grafico de los
residuos minimo-cuadraticos se mostraran dos estadisticos de contraste, el contraste de Goldfeld
y Quandt y el contraste de Breusch y Pagan. También se mostrard como utilizar el estimador de
Minimos Cuadrados Generalizados Factibles, MCGF, bajo el supuesto de varianza no constante,
desconocida y estimable. Finalmente, se aprendera a obtener un estimador consistente de la matriz
de varianzas y covarianzas del estimador MCO.

En el tema de heterocedasticidad habitualmente se dispone de siete clases magistrales de las cua-
les, aproximadamente, tres horas se dedican a resolver ejercicios. Ademads, se resolverdn las dudas
surgidas y se realizaran preguntas al alumno sobre los contenidos vistos, en muchas ocasiones en
forma de preguntas cortas que se recogen y evalilan convenientemente.

Competencias a trabajar en estas sesiones:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
econométrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.
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2.

Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

Al final de este tema deberiais ser capaces de:

1.

Explicar que se entiende por un modelo de regresién lineal con heterocedasticidad, cémo
modelizar esta caracteristica en el término de perturbacion del modelo y sus implicaciones en
su matriz de varianzas y covarianzas.

. Saber analizar graficamente la posible existencia de heterocedasticidad y saber contrastarla

utilizando los estadisticos de Goldfeld-Quandt y/o Breusch-Pagan.
Describir y comparar las propiedades de los estimadores MCO y MCG bajo heterocedasticidad.

Transformar un modelo con perturbacion heterocedéstica en un modelo con perturbacién
homocedéastica.

. Estimar por MCG o MCGPF segin la especificacién de la varianza de la perturbacién del

modelo.

Razonar por qué resulta conveniente disponer de un estimador consistente de la matriz de va-
rianzas y covarianzas de los estimadores de MCO en presencia de heterocedasticidad. Conocer,
saber obtener y utilizar dicho estimador en el contexto adecuado.

Bibliografia Recomendada:

Al final del tema tenéis recogida la bibliografia correspondiente. En particular os recomendamos
leer los capitulos correspondientes a la bibliografia béasica detallados a continuacién:

Greene, W. (1998), cap. 12.
Ramanathan, R. (2002), cap. 8.
Wooldridge, J. M. (2003), cap. 8.

Y para profundizar, podéis leer los capitulos detallados a continuacién correspondientes a la biblio-

grafia complementaria:

Alonso, A. et al. (2005), cap. 9.
Gujarati, D. (2004), cap. 11.
Johnston, J. (1984), cap. 7.
Maddala, G. S. (1996), cap. 5.
Novales, A. (1993), cap. 5, cap. 6.
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2.1. Concepto de heterocedasticidad. Naturaleza y consecuencias. Ejem-
plos

Se dice que la varianza del término de perturbacién del modelo de regresion lineal es heterocedastica
cuando no es constante para todas las observaciones. En este tema nuestro marco de trabajo queda
definido como sigue:

Y = 81 + foXoi + B3 X3 + ... + B Xki +uy i=1,2,...,N =Y, =X +u

. . ’ , .
donde los regresores contenidos en la matriz X, = [1 Xy; ... Xg;| son no estocdsticos y las
perturbaciones tienen media cero, varianza no constante y covarianzas cero:

BE(u;) =0 Yi
EWw?) =0 i=1,2,...,N

(2

E(ujuj) #0 ¥i,j i#]
En términos matriciales el modelo se escribe:
Y = X [ + u
(Nx1) (NxXK) (Kx1) (Nx1)

y la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones seria
la siguiente:

o2 0 0 0 wyp 0 0 0

0 o5 O 0 0 wye O 0

E(uu') = 0 0 o3 0 | =42 O 0 wss 0

(NxN) R : : : . :
L 0 0 0 ... 0% | . 0 0 0 ... wyn |

donde Var(u;) = af puede cambiar para cada individuo y suponemos que no existe correlaciéon
entre perturbaciones de distintos individuos, E(u;u;) = 0 Vi,j i # j. Es decir, sélo consideramos
la existencia de heterocedasticidad. Esta matriz es una matriz diagonal de dimensién (N x N') donde
los elementos de la diagonal no son todos iguales. El pardmetro o2 es un factor de escala comin a
todos los elementos de la matriz, que perfectamente puede tomar el valor de la unidad.

Para diferenciar entre el concepto de homocedasticidad y el concepto de heterocedasticidad podemos
considerar la Figura 2.1. En la izquierda se puede observar que la varianza condicional de Y; a las
X,; permanece igual sin importar los valores que tome la variable X. Hay que recordar que la
varianza condicional de Y; es la misma que la de u;, por tanto, en el grafico estamos observando
como la varianza de la perturbacién permanece constante independientemente del valor que tome el
regresor. En la derecha se muestra que la varianza de Y; aumenta a medida que X aumenta!. Hay
heterocedasticidad, y lo denotamos:

Var(u) = E(u?) = o?.

(2

'En este caso la varianza de u; se relaciona con X; y lo hace de forma creciente, pero podria ser funcién de otra u
otras variables que no sean regresores del modelo. La forma funcional también puede ser diferente.
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Figura 2.1: Perturbaciones homoceddsticas versus heteroceddsticas
f(u)
flu),

X1 o +pX6 X1 a+BX6
X2 X2

X6 X X6 X

Homoceddsticas Heterocedasticas

La existencia de heterocedasticidad puede aparecer en numerosas aplicaciones econémicas sin em-
bargo, es méas habitual en datos de seccion cruzada. A continuacién veremos algunas situaciones en
las cuales las varianzas de u; pueden no ser constantes.

e En datos de seccién cruzada.

Ejemplo 2.1 Supongamos que tenemos datos para diferentes comunidades auténomas es-
panolas en el ano 2005 sobre gasto sanitario agregado, G.S, renta personal disponible, R, el
porcentaje de poblacién que supera los 65 anos, SEN y poblaciéon, POP, con los que estimar
el siguiente modelo:

GS; = 1+ BoR; + B3SEN; + B4POP; + u; i=1,...,N (2.1)

Las comunidades con mds poblacién y/o mayor porcentaje de poblacién con edad superior
a 65 anos tendran mayor gasto sanitario que aquellas con menor poblacién o més joven.
En esta situacién suponer que la dispersién de los gastos sanitarios es la misma para todas
las comunidades con distinto nivel de poblacién y composiciéon de la misma no es realista,
y se deberfa proponer que la varianza de la perturbacién sea heterocedastica Var(u;) =

022, permitiendo por ejemplo que varfe en funcién creciente con la poblacién, es decir, o2 =

i
02 POP;. Incluso podemos pensar que varie en funcién creciente con el porcentaje de poblacién
mayor de 65 afios, en cuyo caso propondriamos Var(u;) = 02SEN; o con ambas variables,

por lo que la forma funcional pudiera ser Var(u;) = 0%(a POP; + b SEN;).

Ejemplo 2.2 Un ejemplo recurrente para mostrar la heterocedasticidad es el estudio de la
relacién entre consumo y renta. Este ejemplo se va a seguir detalladamente a lo largo del tema
utilizdndolo como ejemplo magistral. Serda completamente descrito en la siguiente seccién, pero
reflexionemos un momento sobre él. Supongamos que tenemos datos sobre renta, R, y gasto
en consumo, C, para N familias, con los que estimar el modelo:

Ci = 01+ B2 Ri + u; i=1,...,N (2.2)
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Las familias con mayor renta, una vez satisfechas sus necesidades primordiales tienen mayores
posibilidades de decidir cudnto ahorrar y cuédnto consumir, por lo que es habitual encontrar
una mayor variabilidad en el gasto realizado por familias de renta alta que por familias de
renta baja. En esta situacién suponer que la dispersion de los gastos de consumo es la misma
para todas las familias con distinto nivel de renta no es realista y se deberia proponer que la
varianza de la perturbacién sea heterocedéstica Var(u;) = J?, permitiendo por ejemplo que

varie en funcién creciente con la renta de las familias, es decir, O'iz = o?R;.

Ejemplo 2.3 Un fenémeno parecido ocurre con las empresas que deben decidir qué por-
centaje de sus beneficios, B, deben repartir como dividendos, D. Las empresas con mayores
beneficios tienen un margen de decision muy superior al fijar su politica de dividendos. Al
estimar el modelo:

Di=p1+pBi+u i=1,....,N (2.3)

cabria esperar que la varianza de u; dependa del nivel de beneficios de la empresa i-ésima y

podriamos proponer que por ejemplo, E(uf) = 012 = o°B;.

e La heterocedasticidad también puede aparecer como consecuencia de la agregacion de
datos. En este caso la varianza puede depender del niimero de observaciones del grupo.

Ejemplo 2.4 Supongamos un investigador que desea estimar los coeficientes del siguiente
modelo:

}/}:ﬁl+ﬁ2Xj+uj j=1...,N (24)

donde u; ~ N(0,0?), es decir, la varianza de la perturbacién es homoceddstica. Supongamos
que el nimero de observaciones NN es tal que aconseja agrupar las observaciones en m-grupos
de n; observaciones cada uno. Supongamos que como observacién del grupo i-ésimo se toma
la media aritmética dentro del grupo. El modelo a estimar seria:

y la nueva perturbacién u; seguird teniendo media cero, pero su varianza no serd constante
ya que dependera del nimero de observaciones dentro del grupo,
2
_ g .
Var(u;)) = — i=1,...,m.
n;
Si el nimero de observaciones dentro del grupo es el mismo en todos los grupos la varianza

de la perturbacién u; es homocedéstica.

e También encontraremos heterocedasticidad en un modelo con coeficientes aleatorios en
el cual se permite cierta heterogeneidad entre individuos en los efectos de una variable expli-
cativa.

49



SARRIKO-ON 04/10 Andlisis de datos

Ejemplo 2.5 Sea el modelo:
Yi = B1 + BaXoi + 33 X3 + u; i=1,...,N (2.6)

donde:

las variables exdgenas Xo; y X3; son no estocéasticas.
- u; ~ iid(0,02)
- B3i = B+ ¢€; siendo 8 una constante a estimar. La variable aleatoria €; recoge la hetero-

geneidad tal que, aunque en media el efecto es comtn a todos los individuos, recogido en
3, hay cierta variabilidad recogida por o2

€ ~ iid(0,2) y Cov(ui,€;) =0

En este caso la ecuacion a estimar seria:
Yi=p1+ e Xoi+ Xz +vi  i=1,...,N (2.7)
donde v; = u; + €; X3; con distribucién:
vi ~ (0,07, + X5;07)

y vemos que la varianza del término de perturbacién del modelo a estimar no es constante ya
que depende de la variable exégena X3; que varia con 1.

e Otro caso seria la existencia de un cambio estructural en varianza recogido por una
variable ficticia en la varianza de la perturbacion.

Ejemplo 2.6 Supongamos que se desea estudiar la relacién entre produccion, Y, y mano de
obra, X, para un conjunto de 20 trabajadores de los cuales 10 son mujeres y el resto hombres.
Si suponemos que la variabilidad de la produccion es distinta para los hombres que para las
mujeres nuestro modelo a estimar seria:

Y, =51+ B Xi +uy i=1,...,20 (2.8)

donde u; ~ (0,01 + a2D;) siendo D; una variable ficticia que toma valor la unidad si la
observacién corresponde a una mujer y cero en el caso contrario. En este caso:

Var(u;) = a1 + a2 para las observaciones correspondientes a las mujeres
Var(u;) = oy para las observaciones correspondientes a los hombres

Suponiendo que las primeras diez observaciones corresponden a mujeres, la matriz de varianzas
y covarianzas del vector de perturbaciones seria la siguiente:

(a1 + ao)1q 0

Blu) = 0 ailio
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Antes de pasar a abordar el problema de hereterocedasticidad més en detalle vamos a recordar
cuales son las consecuencias de la heterocedasticidad sobre el estimador de MCO y su matriz de
varianzas y covarianzas:

e Siu~ N(0,0%Q) entonces:
Puco ~ N(B,0*(X'X) ' X'QX(X'X) ™)
el estimador MCO serd lineal e insesgado, pero no serd de varianza minima si Q # I.

e En el caso de un modelo con perturbaciones heterocedasticas la variabilidad de las observa-
ciones de la variable enddgena dada la exdgena no es la misma para todas las observaciones.
El criterio MCO prescinde de esta informacién ya que concede a todas las observaciones el
mismo peso.

e En estas circunstancias pareceria mas adecuado ponderar més las realizaciones muestrales que
sistematicamente se desvian menos del valor promedio de la variable enddgena, que es sobre
lo que queremos inferir. Es decir, deseariamos dar mayor peso a aquellas observaciones que
surgen de poblaciones con menor variabilidad que a aquellas que provienen de poblaciones con
mayor variabilidad.

e Debemos estimar por MCG (cuando €2 es conocida). El criterio de estimacién Minimo Cua-
dratico Generalizado que estudidbamos en el tema anterior es:

Min |(v - XBy 07 (v - X5)

e El estimador de MCG que se obtiene de la funcién objetivo anterior se define como:
Buce = (X'Q71X) " H(X'Q7Y)

El estimador MCG es lineal, insesgado y de varianza minima. Su matriz de varianzas y cova-
rianzas es:

V(Buce) = a*(X'Q71X) ™

Si 02 es desconocida, que es lo habitual, la estimamos con la expresién 62 = ~N—Fk siendo
=Y — XBuca.

Ejemplo 2.7 Parael modelo Y; = fX;+u; siendo X una variable no estocastica y u; ~ NID(0, U?).
El criterio MCG (o funcién objetivo) se escribirfa:

N

. 1 ~
Min %" — (Y; - Xi0)?
5 i=1 Ji
de donde , v
N X YL XY
I ]. 1 Zz:l 0-2 141
Buce = [ — XiXi] [Zz XYl = =7 oo
i=1 i =1 7 Yoint U%_inXi
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En la practica, generalmente no sabemos de antemano si hay o no problemas de heterocedasticidad
en las perturbaciones, por lo que se ha desarrollado un gran nimero de procedimientos para con-
trastar la hipdtesis nula de igualdad de varianzas u homocedasticidad. Esta gran variedad se debe a
que la especificacion de la hipdtesis alternativa de heterocedasticidad no suele ser conocida y puede
ser mas o menos general. En la siguiente seccién vamos a abordar algunos de estos contrastes.

2.2. Contrastes de heterocedasticidad

Nuestro objetivo es claro: Detectar la existencia de heterocedasticidad en las perturbacio-
nes de un modelo. La primera aproximacion al objetivo es el estudio de los gréaficos de residuos
y de las variables del modelo.

2.2.1. Deteccion grafica.

La aplicacién del estimador de MCG y algunos contrastes de heterocedasticidad requieren conocer
la forma funcional de la varianza de la perturbacién. Si suponemos que la varianza de la perturba-
cién depende de uno o maés regresores, u otras variables conocidas, un instrumento adecuado para
aproximarnos a la misma seria llevar a cabo un andlisis de los residuos MCO donde no hemos tenido
en cuenta la existencia de heterocedasticidad. Aunque @ysco,; no es lo mismo que u; la deteccién
de patrones sistematicos en la variabilidad de los residuos MCO nos indicaré la posible existencia
de heterocedasticidad en las perturbaciones. Ademds, puede indicarnos una posible forma funcional
de la misma.

Consideramos el modelo (2.1) recogido en el Ejemplo 2.1:
GS; = b1+ BoR; + B3SEN; + B4 POP; + u; i=1,...,N

donde suponemos E(u;) = 0 Viy E(uu;) =0 Vi,j i # j. Sisospechamos que u; es hetero-
cedéstica debido a la variable POP, podemos intentar detectar la existencia de heterocedasticidad
en las perturbaciones del modelo ayuddndonos del grafico de los residuos MCO, (Gaco,i), frente a
la variable POP;.

Si el grafico es como el recogido en la Figura 2.2 pensaremos que la variabilidad de los residuos
Unco,i se incrementan con POP; y que el incremento es directamente proporcional. Asi, podriamos
proponer, por ejemplo:

E(u?) =o?POP; i=1,2,...,N
Si el grafico de los residuos MCO frente a POP hubiera sido como el recogido en la Figura 2.3
supondriamos que el aumento en la varianza de u; es inversamente proporcional a POP; y propon-
driamos:

E(u})=c¢*POP7t  i=1,2,...,N
También podemos optar por dibujar la serie de los residuos al cuadrados MCO frente a la variable
que creemos causa la heterocedasticidad como se muestra en la Figura 2.4. En el grafico de la
izquierda se muestran los pares (SEN;, Upyco,i), en el grafico de la derecha se muestran los pares
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residuos MCO

residuos MCO

Figura 2.2: Residuos MCO versus POP

Residuos de la regresién (= GS observada — estimada)
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o
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Figura 2.3: Residuos MCO versus POP
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(SEN;, 43,00 ;)- Ambos gréficos muestran la misma informacién, muestran que la variabilidad de los
residuos se incrementa con SEN y podriamos proponer, por ejemplo Var(u;)

E(u?) = 0>SEN,;.

En general a priori no se conocera cudl de las variables exdgenas genera la heterocedasticidad por
lo que resulta aconsejable estudiar los gréaficos de los residuos de MCO, contraponiéndolos a cada
una de las variables exdgenas del modelo, como estamos haciendo al estudiar los residuos frente a
POP, y frente a SEN;. Notar que ambas variables parecen afectar a la varianza de la perturbacion,
por ello estaria justificado proponer Var(u;) = (a POP; +bSEN;), donde a y b son desconocidos y
el factor de escala es la unidad, o2 = 1.
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Figura 2.4: Residuos MCO y sus cuadrados versus SEN
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Si la grafica entre Uycos y POP; hubiera resultado como la de la Figura 2.5, concluirfamos que
la varianza de la perturbaciéon no depende de POP; ya que no se aprecia ningun patrén de com-
portamiento y parece que hay una distribucién aleatoria de los pares (POP;, ;). En esta situacién
procede analizar los residuos frente al resto de regresores del modelo.

Las formas anteriores no son las tnicas. Si recordamos, en el Ejemplo 3.6 se suponia una situacion
donde hombres y mujeres en una empresa tenian diferente productividad y se suponia que Var(u;) =
a1 + aoD; siendo D; una variable ficticia que toma valor uno si la observacién corresponde a una
mujer y cero en caso contrario. En esta situacién esperarfamos un grafico como el recogido en la
Figura 2.6 donde claramente la dispersion de los residuos para las mujeres es mucho mayor que para
los hombres.

Como conclusién diremos que al analizar los graficos de la relacion residuos MCO, o sus cuadra-
dos, con cada uno de los regresores lo que intentaremos detectar visualmente es un crecimiento o
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Figura 2.6: Residuos MCO frente a una variable ficticia

800

+

400

200

-200 -

Residuos MCO
o
SHHHHHM -
+ P+
1

-400 g

-600 - B

decrecimiento en la variabilidad de los residuos con respecto a la variable en cuestién.

¢ Ejemplo a seguir en las clases magistrales del resto del tema:

En lo que sigue del tema resulta muy interesante disponer de un ejercicio sobre el que ir trabajando y
viendo resultados, y sobre todo para que podais replicar los mismos. Por ello os proponemos realizar
un estudio sobre la relacion entre Consumo, C', y Renta, R, para 40 familias. En la plataforma de
apoyo a la docencia, eKASI, tenéis disponible un archivo llamado ejemHETERO.gdt que contiene
las observaciones de consumo y renta del ejercicio para que podais replicarlo por vuestra cuenta.
En el Anexo 1.1 que se encuentra al final de este tema podéis encontrar los resultados de gretl que
se van mostrando.

Objetivo: Analizar el comportamiento de la varianza de la perturbacién en un andlisis de la relacién
entre consumo y renta.

Datos: Observaciones sobre gasto semanal en alimentos y renta semanal para 40 familias. Ambos
medidos en délares. Se muestran en la Tabla A.3 recogida en el Apéndice?. Modelo a estimar:

Ci=01+0eRi+uw i=1,2,...,40
donde:
E(u)=0 Vi,  Euu;)=0 Vi,j i#j

y se cumplen el resto de hipotesis béasicas. Nos preguntamos: ;Es constante la varianza de la
perturbacion?

2Con la tabla también tenéis suficiente informacién para introducir vosotros mismos los datos en gretl. El proce-
dimiento aparece descrito en el Anexo 1.2 en el que se muestran instrucciones béasicas de gretl.
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Lo primero que vamos a hacer es estimar el modelo propuesto por MCO y analizar el gréafico de la
relacién entre consumo y renta, Figura 2.7. Los resultados de la regresién son los siguientes®:

Estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1-40
Variable dependiente: consumo

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p
const 40,7676 22,1387 1,8415 0,0734
renta 0,1282 0,0305 4,2008 0,0002

Suma de cuadrados de los residuos 54311,3

Desviacién tipica de la regresién (6) 37,8054
1322 0,3171
R? corregido 0,2991

Figura 2.7: Consumo versus Renta

consumo con respecto a renta (con ajuste minimo-cuadréatico)
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En la Figura 2.7 se muestra el grafico de las observaciones de la variable Consumo, C| sobre la
variable explicativa Renta, R, junto con la recta de ajuste minimo-cuadratico. El grafico muestra
que existe una relacién lineal y positiva entre consumo y renta. A mayor renta mayor consumo.
Ademids, se puede observar como no solo que las familias con mayor renta tienen un consumo en
media mayor que las de menor renta, sino que ademas, las familias de rentas altas tienen una mayor
variacién en su consumo relativamente a las familias de rentas bajas. Lo mismo podemos concluir
de los resultados de la estimacién. Aunque el ajuste no es muy bueno, ya que el R? es bajo, si la
perturbacién fuese esférica y normal, la renta seria una variable significativa al 5 % para explicar el
consumo.

La Figura 2.8 muestra los pares (R;, U; mco). El gréafico permite dudar sobre el comportamiento
homocedastico de la varianza de la perturbacion ya que se puede ver claramente como a medida
que aumenta la variable renta aumenta la dispersién en los residuos.

3Ver Anexo 1.1, Resultado 1.
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Figura 2.8: Residuos MCO versus Renta

Residuos de la regresion (= consumo observada - estimada)
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La apreciacién gréafica de una posible existencia de heterocedasticidad debe ser refrendada mediante
un contraste.

2.2.2. Test de contraste para heterocedasticidad

A continuacién veremos algunos de los test de contraste para heterocedasticidad méas importantes.
Todos ellos contrastan la existencia de heterocedasticidad suponiendo:

Hy: ausencia de heterocedasticidad.
H,: existencia de heterocedasticidad.

Existe una gran variedad de test de contraste de heterocedasticidad que se diferencian entre si en
su generalidad a la hora de modelizar la heterocedasticidad en la hipdtesis alternativa y su potencia
para detectarla. En este curso aprenderemos dos test de contraste, el test de Goldfeld y Quandt
y el test de Breusch y Pagan. El primero de ellos parte del supuesto de que la varianza de la
perturbacién depende monétonamente de los valores de una tUnica variable y es razonablemente
potente si somos capaces de identificar bien esa variable. Por contra, el segundo supone que varianza
de la perturbacién varia en funcién de un conjunto de variables independientes. Cuanto mejor
seamos capaces de identificar la naturaleza de la heterocedasticidad mejor podremos contrastarla.
Pero incluso en el caso en que no seamos capaces de identificar cual es su naturaleza podemos
implementar un contraste de tipo general como es el test de White que no requiere hacer supuestos
sobre la naturaleza de la misma. El test de White es un test de caracter muy general, y por lo mismo
de baja potencia, que en gretl puede ser obtenido directamente como se muestra en el Anexo 1.2.
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e Test de Goldfeld y Quandt (1965):

Parte del supuesto de que la varianza de la perturbacién, Uf depende mondétonamente de los valores
de una variable Z;, que puede ser o no uno de los regresores del modelo. En cualquier caso debe ser
una variable observable. Para contrastar la hipotesis nula de ausencia de heterocedasticidad:

Hy:0l=02=...=0%
contra la alternativa de existencia de heterocedasticidad:
H, : 01'2 = 029(Zi)

donde ¢g(-) es una funcién mondtona, supongamos que creciente con Z;, podemos proceder de la
manera siguiente:

1. Ordenar las observaciones de todas las variables del modelo en la muestra segtin un ordena-
miento de los valores de Z; de menor a mayor.

2. Dividir la muestra en dos bloques de tamano muestral N1 y INo respectivamente, pudiendo
dejar fuera p observaciones centrales para hacer mas independientes los dos grupos. El nimero
de observaciones de cada grupo ha de ser similar y mayor que el niimero de pardmetros a

estimar?.

3. Estimar por MCO el modelo de regresion separadamente para cada grupo de observaciones.
Guardar la Suma de Cuadrados Residual (SCR) de cada regresion.

4. Construir el siguiente estadistico de contraste, que bajo la hipétesis nula de ausencia de he-
terocedasticidad y suponiendo que la perturbacién sigue una distribucion normal, de media
cero y no estd serialmente correlacionada, sigue una distribucién F-Snedecor.

63 dhtis Ny — K ny
~2

== '~ Fin,_ _
U/1U1N2—K (N2—K,N1-K)

GQ =

01

donde:
Uhtg es la SCR de la regresién de Y sobre X en el segundo grupo de observaciones.
@)ty es la SCR de la regresién de Y sobre X en el primer grupo de observaciones.

e Interpretacion del contraste y regla de decision:

Si existe homocedasticidad las varianzas han de ser iguales, pero si existe heterocedasticidad del
tipo propuesto, con la ordenacion de la muestra de menor a mayor, la varianza del término de error
serd mayor al final de la muestra. Entonces w5ty deberia ser sensiblemente mayor que ;.

Cuanto mas diverjan las sumas de cuadrados, mayor serd el valor del estadistico y mayor serd la
evidencia contra la Hy, rechazaremos Hg, a un nivel de significacion « si:

GQ > F(N,—K,Ny—K)|a

Observaciones:

4En el caso de tener pocas observaciones, p puede ser cero.
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e Si se sospecha que la varianza del término de error depende inversamente de los valores que
toma una variable Z;, entonces se deberia ordenar la muestra de acuerdo a un ordenamiento
de mayor a menor de los valores decrecientes de dicha variable y proceder del modo descrito
anteriormente.

e ;Cémo elegir p?
Anteriormente se ha propuesto dividir la muestra en dos partes. Elegir el valor de p es relevante
ya que cuanto mayor sea p mas grados de libertad se pierden y por tanto, perdemos potencia
del contraste. Si p es demasiado pequeno no habra independencia entre grupos y se prima
la homocedasticidad frente a la posibilidad de heterocedasticidad. Harvey y Phillips (1974)
sugieren fijar p a % de la muestra.

e El contraste se puede utilizar para detectar, en principio, heterocedasticidad de forma ge-
neral, aunque esta pensado para alternativas especificas donde se supone un crecimiento de
las varianzas en funcion de una determinada variable. Si en realidad el problema no es ese,
sino que existe otra forma de heterocedasticidad, el estadistico puede no capturarla y no ser
significativo.

e Por otro lado si no se rechaza la Hy también puede deberse a una mala especificacién de 01-2,
que quiza depende de una variable diferente a la supuesta. Por ello puede ser necesario repetir
el contraste para otras variables de las que podamos sospechar a priori.

Aplicacién del test de Goldfeld y Quandt al ejercicio propuesto. Contrastamos:

Hy: 0% =03
H, :0? < o}

Estadistico de contraste:

GO 63 dhtig N1 — K Hy
= = —_— Y
62 djiy Ny— K TN

donde:

thts es la SCR de la regresién de C sobre R, incluyendo un término constante, en el segundo grupo
de observaciones, ¢ = 21, ...,40.

@}t es la SCR de la regresién de C sobre R, incluyendo un término constante, en el primer grupo
de observaciones, i = 1,...,20.

En el Anexo 1.1, Resultado 2 se recogen los resultados obtenidos de gretl para resolver el contraste y
que se muestran a continuacién. Los resultados de la estimacion en el primer grupo de observaciones
son:

~

e — 12,0388 + 0,1823R; SCR—12284,2  R? = 0,4052
(des(ﬁZ,MC'O)) (28796) (0752)

Los resultados de la estimacion en el segundo grupo de observaciones son:

e (7 = 48,1767 + 0,1176 B; ~ SCR =41146,9 R?=0,1036
(des(ﬂz,Mco)) (70,24) (0,08)
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Dada la muestra
~41146,9

GQ = 12284, 2

=334 Fusas)o0s = 2,19

como 3,34 > 2,19 rechazo la Hy para a = 5% y podemos concluir que existe heterocedasticidad
explicada por la variable renta. Una forma funcional razonable para la varianza de la perturbacion
serfa:

Var(u;) = 0*R;  i=1,2,...,40

pero también pudieran ser otras como por ejemplo Var(u;) = UQRZ2 tal que se recoja una relacién
creciente de la varianza de u; con la renta.

e Contraste de Breusch y Pagan (1979):

Breusch y Pagan en 1979 derivan un contraste de heterocedasticidad donde la hipdtesis alternativa
es bastante general:

Hy: B(u?)=0% Vi wu~ NID(0,0?%)
H, : O',L-2 = 029(a0 + o121 F oo+ ...+ Oépri)

las variables Z,; pueden o no ser variables explicativas del modelo de interés, en cualquier caso

deben ser observables y g(-) no se especifica. Si todos los coeficientes de la combinacién lineal Z«
2 _
2 =
la hipdtesis nula de homocedasticidad vendria dado por la siguiente hipétesis:

fuesen cero excepto «p, la varianza seria homocedastica, o o2g(ag). Por tanto un contraste de

H0:a1:a2:...:ap:0
donde se contrastan p restricciones lineales. El proceso de contraste es el siguiente:

1. Estimar por MCO el modelo de interés obteniendo los residuos correspondientes, tyrco,i-

2. Se obtiene la siguiente serie de residuos normalizados:

2 Q%JCO ]

A~ T .

= : =12,...,N

aa/N T T

3. Se estima por MCO y se guarda la Suma de Cuadrados Explicada, SCE, de la siguiente
regresion auxiliar:

&2 =ap+ar1Zy+aZoi+ ...+ apZy+m i=1,2,...,N

4. Se utiliza como estadistico de contraste el siguiente:

SCE d,Hy o
= — —

BP 5 Xp

siendo p los grados de libertad, igual al nimero de variables Z,;. Rechazamos la Hy de ho-

mocedasticidad a un nivel de significatividad «, si el valor muestral del estadistico excede del
valor critico esto es, BP > X129|a'
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e Interpretacion del contraste y regla de decisién: si las perturbaciones fuesen homocedasticas, las
variables Z,; no deberfan tener poder explicativo acerca de los residuos transformados y por tanto la
SCE deberia ser pequena. Si SCE/2 es grande, rechazaremos la Hy y existiria heterocedasticidad.

Aplicacién del test Breusch y Pagan al ejercicio propuesto. Contrastamos:

Hy: E(u?)=0% Vi

%

H,: Uz-z = 029(040 + OélRi)

En este caso la regresion auxiliar es:

e2=ap+aRi+mn i=1,...,40

En el Anexo 1.1, Resultado 3 se recogen los resultados obtenidos de gretl para resolver el contraste
y que se muestran a continuacién. Los resultados de la estimacién por MCO de la regresion auxiliar
son:

~2
é = —1,6788 + 0,0038 R; SCR=152,3940 R2=0,3010

(des(Binico))  (0,6876)  (0,0009)

El valor muestral del estadistico de contraste es:

SCE
—— = 11,28 X3j0.05 = 3,34

como 11,28 > 3,84, rechazo la Hy para a = 5% y podemos concluir que existe heterocedasticidad.

2.3. El estimador MCG bajo heterocedasticidad. Minimos Cuadrados
Ponderados

Una vez detectada estadisticamente la existencia de heterocedasticidad debemos abordar la estima-
ciéon del modelo teniendo en cuenta esta informacién. Una posibilidad es obtener el estimador de
Minimos Cuadrados Generalizados, MCGQG, que tiene en cuenta la estructura existente en la matriz
de varianzas y covarianzas. Sin embargo, implica conocer o proponer una forma funcional para la
varianza de la perturbacion en cada ¢. Si la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas se
conoce al menos excepto por un factor de escala, E(uu') = 02Q, y Q es conocida, el vector de
coeficientes (8 se puede estimar por MCG resolviendo el siguiente problema de minimizacion:

N
MBin (VY = XBYQ Y (Y — XB) = Mﬁm > %(Yi - X{6)?
i=1 1t

a resultas del cual podemos definir el estimador de MCG como:
Buce = (X'Q71X)TIX'Q7 Y
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e Veamos una aplicacién del procedimiento:
En el ejemplo que estamos desarrollando el modelo a estimar es el siguiente:

Ci=p1+Ri+u i=1,2,...,40 (2.9)

donde E(u;) =0V 4, E(uuj) =0 Vi,j ¢ jyhemos concluido que un supuesto razonable para
el comportamiento de la varianza de la perturbacion es:

Var(u;) = 0*R;  i=1,2,...,40

La estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones es la siguiente:

R, 0 0 ... 0
0 Ry O ... O

E(UU/) = o? . .2 . . = 2
0 0 0 ... Ry

luego €2 es conocida. Si queremos obtener estimadores lineales, insesgados y de varianza minima
estimaremos por MCG. El vector de coeficientes 3 se puede estimar por MCG resolviendo el siguiente
problema de minimizacion:

N N
Mﬂjn Z % (C; — B — BoRy)? ﬂ} Z (C; — B1 — BoRi)? (2.10)
— 7 i=1

Minimizar esta funcién es equivalente a estimar por MCO el siguiente modelo transformado®:
C;
Vv R;

donde la perturbacién es homocedastica, no autocorrelada y de media cero:

=B — i=1,2,...,40 (2.11)

\ﬁ

vor (i) = (G2 () = () =50 ==

Cov( Y

A la vista de las propiedades de la perturbacién del modelo transformado el estimador de MCO
de este modelo transformado esto es, el de MCG, es lineal, insesgado y de varianza minima. Si

RJ) (ﬁﬁ) VEyE

5Para el modelo transformado podemos escribir la funcién a minimizar, equivalente a las anteriores, como:

2
]\/[Bin Zf\; \/Ri) . Notar que el criterio y el estimador son invariantes al factor de escala o2

(g
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conocemos la distribucién de la perturbacién podemos hacer inferencia en muestras finitas con este
estimador. Lo veremos mas adelante.

Vamos a formalizar matricialmente el modelo transformado (2.11):
PYY =P X3+ P lus Y =X"GB+u*

donde P es la matriz de transformacién tal que PP’ = y (PP~ =0Q"!:

VEI 0 0 ... 0 i 0 0.0
po| 0 VRy 0 ... 0 . 0 7z 0 o
0 0 0 .. VEp 0 0 0 .. =

Las matrices transformadas X* = P71 X y Y* = P~1Y son las siguientes:

1 / C
Vin /7R1 (Jb121
2
X*=plx=| V¥ e y*=ply=| V¥ |.
i . CZ
Vit V1o v

La expresion matricial del estimador MCG para el modelo seria:

BMCO — (X*’X*)—lX*’Y* —
(PTIX) (PIX)TH(PTIX)(PTYY) =
= (X'Q71X)"HX'Q7Y) = Buce

luego:
-1
40 1 40 C;
. 1 N Ci
Buca = L R ho B

La matriz de varianzas y covarianzas del estimador de MCG seria:

-1
40 1
T ® N

V(Buca) = o2(X'Q1 X)) =62
N R;

Un estimador insesgado de dicha matriz de varianzas y covarianzas seria:

v(BMC’G) - OA—%JCG (X,Q_lX)_l

donde
2 Whroa Q anca _ (- XBuca) Q7 (Y — XBuca) Y QY - BueeX QY
Mea 40— K 40— K 40— K
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40 OF

siendo en este caso Y/ Q1Y = Y17 2.
1

Resultados de la estimacién del modelo®:

Ci=p+ B3R +u i=1,2,...,40

e por MCO, luego sin tener en cuenta la existencia de heterocedasticidad

e = 40,7676 + 0,1282 R,  R®=0,3171 (2.12)
(des(Bimco))  (22,1387)  (0,0305)

e por MCG, luego teniendo en cuenta la heterocedasticidad y suponiendo Var(u;) = o R;:

G — 31,9243 + 0,1409 R;  R?=0,4177 (2.13)
(des(ﬁuMCG)) (1779860) (070269)

e Con respecto a los resultados de la estimacién, en (2.12) no podemos decir nada ya que

hemos detectado la existencia de heterocedasticidad y por lo tanto, las estimaciones @ MCO
mostradas no son las mejores posibles ya que han sido obtenidas con un estimador no eficiente
y en cuanto a ge\s(ﬁz Mco), corresponden a un estimador sesgado por lo que no son adecuadas
para hacer inferencia.
Los resultados mostrados en (2.13) tienen en cuenta la existencia de heterocedasticidad. Si la
forma funcional propuesta es correcta, el estimador utilizado, B MCOG, €s un estimador eficiente
y las estimaciones ge\s(@ mcq) corresponden a un estimador insesgado y son vélidas para
hacer inferencia. Los R? no son comparables, ni tampoco las desviaciones estimadas de los
coeficientes estimados, ge\s(@)

Al estimador de MCG bajo heterocedasticidad también se le conoce con el nombre de Minimos
Cuadrados Ponderados, MCP, porque pondera las observaciones inversamente al peso de la varianza
de la perturbacién. En la suma de cuadrados de (2.10) se ponderan mas las desviaciones o residuos
[C; — E@)] con menor varianza que las de mayor varianza o dispersién. Esto es muy facil de
entender en el ejemplo desarrollado si observamos la funcién objetivo, la forma de la matriz P~! y

en definitiva, las variables del modelo transformado.

Ejercicio 2.1  Sea el modelo:
Ci = P+ PR + uy

donde E(u;) = 0 Vi; E(u?) = a+ bR;; FE(uu;) =0 Vi,j i # j. Escribe el correspondiente
modelo transformado y demuestra las propiedades de la perturbacién de dicho modelo suponiendo
que a y b son conocidas.

5Ver Anexo 1.1, Resultados 1 y 4.
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2.4. Estimador de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles. Espe-
cificacion de un modelo para la heterocedasticidad

En la seccién anterior la matriz de varianzas y covarianzas de la perturbacién es conocida excepto
por un factor de escala o2. Cuando los elementos de E(uu) no son conocidos, F(uu') = 02Q = %,
no es posible estimar N varianzas més K coeficientes de regresién con N observaciones’. Una forma
de abordar el problema es modelar la varianza de la perturbacién en funcién de un conjunto de
variables observables, Z;, que pueden ser o no regresores del modelo, y de un vector de pardmetros
desconocido 6, cuya dimensién es estimable y no crece con el tamaiio muestral V:

02 =g(Z;,0), Vi deformaque % =X(6)

Una vez obtenido un estimador de 6, 0, se puede definir un estimador de X, s = E(é), y estimar
el vector de coeficientes § por el método de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles, MCGF'.
Bajo ciertas condiciones de regularidad, si el estimador S es consistente, el estimador de MCGF
tiene buenas propiedades asintdticas.

El estimador de MCGF es un estimador en dos etapas. En la primera etapa utilizamos los residuos
de MCO para estimar 6. Dado que el residuo es una aproximacion a la perturbacién,

4 = Y; — Xfyvco =Y — X6 — X!(Bryco — ) = u; + error

y que hemos supuesto E(u?) = 02 = g(Z;,0), entonces podemos definir la ecuacién u? = g(Z;, 0) +
error. Si g(Z;,0) es lineal en 6, por ejemplo €' Z;, se puede considerar la siguiente regresién auxiliar
para estimar los parametros 6:

w=02Z+¢ i=1,...,N

Bajo ciertas condiciones de regularidad, se puede demostrar que el estimador MCO de 6 es consis-
tente. Una vez obtenido el estimador consistente de 6, y por lo tanto, de (’}? = g(Z;,0), en la segunda
etapa, se sustituye en la funcién suma de cuadrados ponderada y se minimiza con respecto a :

N
Mﬁm (Y - XB)S (Y — X0) = Mﬂm > L - xiBy
=1 Ji

obteniendo el estimador de MCGF definido como:
Bucar = (XS X)) X'S Y

e Veamos una aplicaciéon de este procedimiento utilizando el ejercicio magistral:
El modelo a estimar es:

Ci =01+ BaRi + uy 1=1,2,...,40 (2.14)

"Notar que cuando los elementos de £ no son conocidos dificilmente serd conocida o2, lo 16gico es pensar que nada
en las varianzas es conocido, ni tan siquiera que exista una parte comun en todas ellas, asi es habitual denotar a
E(uu') como X.
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donde E(u;) = 0 Viy E(uju;) =0 Vi,j i # j. Suponemos que Var(u;) = a + bR; siendo
a y b constantes desconocidas. La forma funcional que hemos supuesto para la varianza de la
perturbacién es razonable con respecto a la informacién disponible, existencia de heterocedasticidad
y dependencia creciente con respecto a R; y depende de un ntimero de parametros pequenio que son
estimables de forma consistente como veremos a continuacion.

La estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones, que evidencia
que X es desconocida, es la siguiente:

a+ bR, 0 0o ... 0
0 a+bRy 0 ... 0
E(uu') = . . . . =X
0 0 0 ... a+ bRy

. Cémo estimamos los parametros desconocidos del modelo anterior?
Nuestro problema ahora es como estimar los pardametros desconocidos 31, 82, a y b del modelo. El
modelo transformado para la forma funcional propuesta para la varianza de u; es:

of _5 1 e R; 4 U i1
Va+t bR, \atbR, \atbR, a+bR; S

.,40 (2.15)

En este caso en el modelo transformado tenemos dos constantes desconocidas a y b que deben ser
previamente estimadas para poder aplicar el estimador de MCO al modelo (2.15). Para obtener
estimadores consistentes de a y b podemos proceder de la forma siguiente:

1. Estimamos por MCO el modelo (2.9) y guardamos los residuos de minimos cuadrados ordi-
narios.

2. Estimamos por MCO la siguiente regresién auxiliar:
Wrcos=a+bRi+e  i=1,2,...,40
De esta regresiéon obtenemos ayrco v IBMCO estimados consistentemente.

Una vez estimados consistentemente ay;co y b rco podemos estimar por MCO, o lo que es lo mismo
MCGPF, el siguiente modelo transformado:

C;

1 R; Uj
— = — + — + -
vVa—+bR; o v a+ bR; o vV a+ bR; v a+ bR;

i=1,...,40 (2.16)

Los estimadores (Bl, Bg) Mmcar asi obtenidos son consistentes dado que los estimadores de a y b a
su vez lo son. Ademas, seran asintoticamente eficientes. En muestras pequenas no se conocen sus
propiedades porque MCGF es un estimador no lineal. No obstante, al ser un estimador consistente
y tener distribucién asintética conocida podemos utilizarlo para hacer inferencia asintética valida,
como veremos mas adelante.
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A la hora de implementar el estimador de MCGF es fundamental tener en cuenta que X es una
matriz de varianzas y covarianzas, luego la variable de ponderacion es 6? y ésta debe ser positiva
Vi. Es necesario comprobarlo, ya que si a la hora de estimar o?

< no se impone esta restricciéon no
tiene porqué satisfacerse.

En el caso del ejemplo &ZZ =a+ l;Ri no es positiva para las 40 familias de la muestra, por lo que
la forma funcional elegida para la varianza Var(u;) = a + bR; a pesar de ser razonable para la
muestra, no es implementable. Debemos probar otras, que también sean razonables claro esta, por
ejemplo Var(u;) = (a + bR;)?. Para esta forma funcional la regresién auxiliar es:

a?\/lCO,i:a'i_bRi-FCR?—l-Gi i=1,2,...,40

El correspondiente modelo transformado una vez estimados consistentemente a,b y c es:

Ci 1

- =5 -
\/@+ bR; + ¢R? \/ @+ bR; + ¢R?
i_

=1,...,40

R. s
+ 2 . + :

Va+ bR +eR \Ja+ bR, +eR?

La estimacion del modelo por MCO, o lo que igual MCGF para esta ultima forma funcional de la
varianza de la perturbacién proporciona los siguientes resultados®:

e Modelo estimado por MCGF:

A~

G = 34,2386 + 0,1410 R;
(des(Bimcar))  (17,6042)  (0,0289)

Si observamos los resultados de la estimacién vemos como cuantitativamente las realizaciones
muestrales de los estimadores MCG y MCGF son muy similares. Sin embargo, es importante
recalcar que las varianzas de los estimadores MCG y MCGF no son comparables entre si.
El marco de trabajo es distinto. Con el estimador MCG estamos trabajando en términos de
propiedades en muestras finitas de un estimador y bajo un supuesto concreto en la varianza
de la perturbacién y en base a su certeza se demuestran las propiedades del estimador. Con
el estimador de MCGF al ser no lineal buscamos propiedades asintéticas bajo el supuesto de
que la forma funcional propuesta para la varianza de la perturbacién es adecuada y ademas,
se ha estimado consistentemente. Pero si el supuesto sobre Var(u;) es adecuado con MCGF,
éste es asintéticamente equivalente a MCG, en el sentido de que ambos estimadores tienen la
misma distribucién asintética.

2.5. MCO: Estimador de V(BMCO) robusto a heterocedasticidad

En presencia de heterocedasticidad el estimador Minimo Cuadratico Ordinario es lineal, insesga-
do y consistente, pero no es de varianza minima. Su matriz de varianzas y covarianzas se define
V(Brco) = o?(X' X)L X'QX(X'X)™L. Un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas del

8Ver Anexo 1.1, Resultado 5.
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estimador MCO es V([?Mco) = 62(X'X)~L. Utilizar este estimador para hacer inferencia cuan-
do hay heterocedasticidad no es adecuado. Los estadisticos ¢ y F habituales para hacer inferencia
sobre (8 definidos en base a este estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de ﬁMoo son
inapropiados ya que es un estimador sesgado e inconsistente.

La dificultad que entrana el conocimiento de €2, o X en su caso, hace interesante el poder contar con
un estimador de V(BMCO) consistente y robusto a la posible existencia de heterocedasticidad y de
esta forma derivar estadisticos validos, al menos asintoticamente, para contrastar hipotesis sobre el
vector de coeficientes (3 utilizando B NMCOO-

White (1980) demuestra que un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas
asintdtica de Byrco en presencia de heterocedasticidad es:

V(Brico)white = (X'X) " HX'SX) (X' X) !

donde S = diag (a2, 43, .. ., a?\,) Esta matriz de varianzas y covarianzas consistente asintéticamente
puede ser utilizada para hacer inferencia valida al menos asintéticamente utilizando Gp;co sin tener
que especificar a priori la estructura de heterocedasticidad.

e Aplicacion del estimador de White de la matriz de varianzas y covarianzas del estimador
MCO al ejercicio propuesto?:

~

e — 40,7676 + 0,1282 R, (2.17)
des(Bi.nic0) (22,1387)  (0,0305)
des(Bi1c0)white (27,3213)  (0,0439)

Notar que los coeficientes han sido estimados por MCO, estimador lineal, insesgado, consis-
tente y no de varianza minima dado que E(u?) = o?. El estimador, Jc?s(ﬁl Mco) se obtie-
ne de 62(X’'X)~! estimador sesgado e inconsistente bajo heterocedasticidad. Sin embargo,
ge\s(@ MCO)White €S un estimador consistente de des(@L mco) v hasido obtenido con la expre-
sién (X'X)71(X'SX)(X'X)~!. En este ejercicio en concreto se observa que con el estimador
je\s(@ mcoo) = 62(X'X)! sesgado e inconsistente se estaba subestimando la desviacién tipi-
ca poblacional de B VMco, que es la raiz cuadrada del elemento i-ésimo de la diagonal principal

de 62(X' X)L,

e El problema de estimacion de los parametros de interés como una cuestién de objetivos e infor-
macién disponible:

Si conocemos la forma funcional de la varianza de la perturbacién, es decir, si conocemos €2 y si
nuestro objetivo es obtener estimadores lineales, insesgados y de varianza minima estimaremos
por MCG. Si no conocemos {2 habremos de estimarla y una vez estimada podremos sustituirla en
la expresion del estimador. En este caso nuestro estimador es MCGF, definido como:

~

BMCGF = (Xlﬁ_lX)_l(X/Q_1Y)

9Anexo 1.1, Resultado 6.
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Bajo ciertas condiciones suficientes el estimador es consistente y podremos obtener una distribucién
asintdtica conocida que nos permitira realizar inferencia asintdtica.

En ocasiones modelizar €2, o estimarla si es desconocida no resulta facil. En estas ocasiones pue-
de resultar preferible quedarnos con el estimador de los coeficientes 8 por MCO y ocuparnos de
cémo realizar inferencia valida con este estimador en estas circunstancias. En este caso una solucién
podria ser obtener un estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO
con adecuadas propiedades, en concreto consistente y robusto a la posible existencia de heteroce-
dasticidad. La utilizacién del estimador MCO, consistente en presencia de heterocedasticidad y la
matriz de varianzas y covarianzas propuesta nos permitiria realizar inferencia asintética sin tener
que establecer la forma funcional de la heterocedasticidad.

Hay que notar que el estimador de White permite a los investigadores no arriesgarse a manipular
los datos a la bisqueda de una forma funcional de la heterocedasticidad cuando esta no estd muy
clara y realizar inferencia asintdtica. Sin embargo, no soluciona la cuestién de la ineficiencia del
estimador.

2.6. Contraste de restricciones lineales

Una vez hemos estimado adecuadamente los coeficientes del modelo de interés es probable que
nuestro objetivo sea realizar contraste de hipétesis. En el tema anterior ya se vio con detalle cémo
contrastar restricciones lineales'’. Sean las hipétesis nula y alternativa para el contraste de g res-
tricciones lineales:

H()ZRB:T
H,:RB#r

donde R es una matriz (¢ X K) y r es un vector de dimensién (¢ x 1), siendo ¢ el nimero de
restricciones lineales a contrastar.

¢ Estadisticos basados en el estimador de 8 por MCG o MCP.
En este caso

Y=XpF+u u~ N(0,0%Q) y Q es conocida

el estimador MCG es lineal en u, insesgado y de varianza minima, su distribuciéon en muestras finitas
es:

Buca ~ N(B,o* (X' X))
Estadisticos de contraste y distribucion asociada:
Para¢=1
RBuce —r Hy
~ Hv-K)
JRE(X'QX) R

1 <2 e ~
YLa notacién utilizada para el tamafio muestral en ese tema era T en lugar de N.
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para g > 1 R R
(RByca —7) [R(X'Q'X)" ' R']7! (RBuca —r)/a ny I
752 ~ f¢,N-K)
: - , 2 -9 (Y — XBuce) QY — XPBuce)
siendo un estimador insesgado de 0%, 65,00 = Nk .

Las reglas de decisién son las habituales.
Ejemplo 2.8 En el modelo C; = 1 + B2 R; +u; u; ~ N(0,02R;) contrastamos la significatividad
de la variable R; con el estadistico y distribucién siguientes:

Hy:082=0 wversus H,:02#0 M o t(40-2)

des(Banicc)

Rechazamos la hipétesis nula de no significatividad de la variable renta para o = 5% si el valor
muestral del estadistico t es tal que t > ¢(49_2)0,025-
Ejercicio 2.2  Sea el modelo:

Y=Xp+u u~ N(0,%) Y. conocida

Deriva la distribucion del estimador MCG de ( y el estadistico de contraste y su distribucién
asociada para contrastar Hy : RG = r.
Ejercicio 2.3  Sea el modelo

Y=Xp+u u~N(0,02Q) y Q esconocida

En el modelo transformado correspondiente, deriva la distribucién del estimador MCO de (§ y el
estadistico de contraste y su distribucién asociada para contrastar Hy : RG = r.

¢ Estadisticos basados en el estimador de 8 por MCGF

En este caso

Y=X3+u u~ N(0,%) 3 desconocida, pero estimable consistentemente

El estimador de MCGF, Bycar = (X’S71X)"1(X'S71Y), es un estimador no lineal y en general
sesgado, cuya distribucién en muestras finitas no es conocida. En muestras grandes es un estimador
consistente si ¥ es un estimador consistente de . Su distribucién asintética es:

VNBucar — B) ~- N(©0,G7Y)

Los estadisticos de contraste y distribucién asociada utilizando como estimador de G~ = plim [%X 'YX ] -
a NV(Bucar) = N(X'S71X)~! son:

70



Andlisis de datos SARRIKO-ON 04/10

parag=1

Bfwcer =1 4y 1)
VR (XEX) R

para g > 1
3 S— - _ A d,H,
(RBucer — )[R (X'EX)™ R ™Y (RBumcar —r) =% X2

Las reglas de decisién son las habituales.

Ejemplo 2.9 Enelmodelo C; = fi1+ 2R +u; u; ~ N(0,a+bR;) contrastamos la significatividad
de la variable R; con el estadistico y distribucion siguientes:

Hy:082=0 wversus H,:0(2#0

Bo.MmcGF

_2MCGE LM (g 1)
des(Bo,mccr)

Rechazamos la hipétesis nula de no significatividad de la variable renta para o = 5% si el valor
muestral del estadistico t es tal que t > N(0, 1)|0ﬁ.
2

e Estadisticos basados en el estimador de ¢ por MCO y un estimador robusto a hete-
rocedasticidad de V (5yco)

En este caso

Y=X0+u u~ N(0,%) 3. desconocida y dificil de modelar y estimar consistentemente

Dado que el estimador MCO es consistente y ‘/}(BMCO)White también lo es bajo heterocedasticidad
podemos utilizarlos conjuntamente para hacer inferencia asintética valida. En este caso el estadistico
valido para realizar contraste de hipétesis de la forma Hy : RG = r y su distribucién asintética
asociada son:

5 =05 1A d,H,
(RBuco — ) (R V(Buco)white B) ™ (RBuco — 1) == X
Siendo ¢ el nimero de restricciones de contraste. Para ¢ = 1 podemos escribir el estadistico anterior

Ccomao:

RByvco — 1 d,Hy
-

\/ RV (Brco)white R

N(0,1)

71



SARRIKO-ON 04/10 Andlisis de datos

Ejemplo 2.10 En el modelo C; = By + BoR; +u; u; ~ N(0,0?), siendo o2 desconocida, contras-
tamos la significatividad de la variable R; utilizando el estimador MCO de (32 con el estadistico y
distribucién siguientes:

Hy:08=0 wversus Hy: (2 #0

Ba,mco L0 N (0,1)

des(Banrco)white

Rechazamos la hipétesis nula de no significatividad de la variable renta para a = 5 % si el estadistico
calculado t es tal que t > N(0, 1)|M-
2

2.7. Resumen de los resultados obtenidos en el ejercicio magistral

En esta seccion vamos a resumir los resultados obtenidos en este tema. Para ello vamos utilizar el
ejercicio magistral. En el ejemplo nos proponiamos estudiar la relaciéon entre consumo y renta para
lo cual se disponia de 40 observaciones de ambas variables.

C; =014+ GoR; +u; 1=1,...,40

Los resultados de la estimacién MCO son:

~

G = 40,7676 + 0,1282 R;
(des(Bimco))  (22,1387)  (0,0305)

R?=0,317118 GQ=3,31 BP=11,28

Dados lo valores muestrales de los estadisticos GQ y BP, para ambos rechazamos la hipétesis nula
de homocedasticidad. La perturbacion del modelo es heterocedastica y el estimador MCO utilizado
para estimar, aunque es un estimador lineal, insesgado y consistente no es de varianza minima.
Las desviaciones tipicas estimadas para los parametros se han calculado en base a la expresion
V(Baco) = 62(X' X)L, estimador sesgado e inconsistente de V(Barco) por lo que no deben ser
utilizadas para hacer inferencia. Los estadisticos t y F habituales para realizar inferencia no siguen
las distribuciones t-Student y F-Snedecor que les corresponden.

A partir de la Figura 2.8 y de los resultados de los contrastes de heterocedasticidad se ha supuesto

que Var(u;) = 02-2 = 0?R; vy se ha reestimado el modelo por MCP con los siguientes resultados:

G = 31,9243 + 0,1409 R;  R2?=0,417757
(des(Biee))  (17.9860)  (0,0269)

2
i
insesgado y de varianza minima. Si la perturbacion es normal, el estimador MCP sigue una distri-
bucién normal en muestras finitas, Sycg ~ N(8,02(X'Q71X)~!) vélida para hacer inferencia. El
estadistico calculado para la Ho : 2 = 0 frente a Hy : f2 # 0 es t = 4,20 > 2,02 = ¢(40-2)[0,025

luego para un nivel de significatividad o = 5% la variable es significativa para explicar el consumo

Si la forma funcional propuesta para o7 es correcta, el estimador MCP es un estimador lineal,

de los individuos.
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Respecto a la bondad del ajuste no podemos decir nada. Bajo heterocedasticidad el coeficiente R?
calculado en el modelo original no tiene la interpretacién que conocemos. Ademds, hay que tener
mucho cuidado con su interpretacién cuando trabajamos en el modelo transformado ya que en
muchos casos tras la transformacion, el modelo no tiene término independiente.

Una alternativa a la forma funcional propuesta para Var(u;) y coherente tanto con la Figura 2.8
como con los resultados de los estadisticos de contraste utilizados para contrastar la existencia de
heterocedasticidad es Var(u;) = (a + bR;)%. En este caso hay dos coeficientes desconocidos en la
forma funcional propuesta por lo que el estimador MCG (o MCP) no es aplicable. El modelo debe
ser estimado por MCGF y los resultados de dicha estimacién son:

G = 34,2386 + 0,1410 R;
(des(Bimcar))  (17,6042)  (0,0289)

Si la forma funcional propuesta es correcta el estimador MCGF es un estimador no lineal y con-
2
i
asintética conocida y vélida para hacer inferencia asintética. En este caso el estadistico calculado
para la Hp : B2 = 0 frente a Hy : B2 # 0 es t = 4,87 > 1,96 = N(0,1)|9,025, luego para un nivel de

significatividad o = 5% la variable renta es significativa asintéticamente para explicar el consumo

sistente si 67 a su vez es consistente. Ademads, es eficiente asintéticamente y tiene distribucién

de los individuos.

Los estimadores MCG y MCGF propuestos son correctos y adecuados para las formas funcionales
propuestas para la varianza de la perturbacion, cada uno en su contexto. Sin embargo, si proponemos
Var(u;) = 0?R; y la forma funcional correcta es otra distinta, por ejemplo Var(u;) = (a + bR;)?
el estimador MCG no posee las propiedades indicadas. Y viceversa. Es por ello, que ante esta
dificultad, en muchas ocasiones sea més adecuado no realizar ningin supuesto sobre Var(u;), y
utilizar el estimador de MCO combinado con un estimador consistente de su matriz de varianzas y
covarianzas bajo heterocedasticidad y realizar inferencia con ellos. Para el caso de heterocedasticidad
el estimador robusto a heterocedasticidad de V(BMCO) es el estimador de White. Si optamos por
esta solucion para estimar y realizar inferencia, los resultados obtenidos son:

~

G = 40,7676 + 0,1282 R
(des(Bimco)wnie)  (27,3213)  (0,0439)

El estimador MCO utilizado para estimar los coeficientes del modelo es lineal, insesgado y no es de
varianza minima. Sin embargo, es consistente, al igual que lo son las desviaciones tipicas estimadas
con el estimador de White. Por ello podemos utilizar el estadistico t-habitual con distribucién
asintética N(0,1) para contrastar la significatividad de la variable renta, Hy : f2 = 0 frente a
H, : B2 # 0. En este caso t = 2,91 > 1,96 = N (0, 1)|9 025, luego para un nivel de significatividad
a = 5% la variable es significativa para explicar el consumo de los individuos.

2.8. Ejercicios a resolver

Ademas, de los ejercicios que se resuelven en clase tenéis a vuestra disposicién una coleccién de
ejercicios de examen que se actualiza cada ano, la “Recopilacién de exdmenes de Econometria”. No
deberiais dar por acabado el trabajo de cada tema hasta que estén hechos los ejercicios recomendados
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en clase. A continuacién se proponen varios ejercicios, algunos de esa coleccién, cuyas dudas se
resolveran a lo largo de las clases magistrales.

Ejercicio M-H.1:
Sea el modelo:

Y; = B1 4 BoXoi + (3 X3 +u;  ui~(0,02) i=1,...,10

con X9, v X3 no estocasticas. Indica para cada uno de los siguientes modelos transformados cual
seria la correspondiente forma funcional que se supone para a? y escribe la correspondiente matriz
de varianzas y covarianzas de u; bajo el supuesto de que Cov(u;,uj) =0 Vi # j:

L oy = g+ o+ a3l +
2. ;X3 = 1 Xsi + B2 X0 X3 + B3X5; + u;i X3

3. %3 = /817/)1?31_ + B2 )% + 03V Xsi + 3=

Ejercicio M-H.2:

Con una muestra de 15 paises se desea estimar el efecto que un aumento en las cotizaciones de la
Seguridad Social tendria sobre la parte de las cotizaciones a cargo de los trabajadores. La infor-
macién, correspondiente al ano 1982, de las cotizaciones a la Seguridad Social (C'SS) y la parte

correspondiente a los trabajadores (C'SST'), en ambos casos como porcentaje del total de ingresos
fiscales, se presenta en las dos primeras columnas de la siguiente tabla:

CcSS | CSST U

Austria 31,9 13,5
Bélgica 29,8 10,1 | -0,08327
Dinamarca 2,8 1,5 | -2,97434
Francia 43,2 11,5
Alemania 36,2 16,1
Irlanda 15,0 5,4 | -1,65393
Italia 47,2 7,1
Japén 30,4 10,7 | 0,38986

Luxemburgo 28,0 11,2 | 1,39732
Paises Bajos 41,6 18,0

Portugal 28,5 10,8 | 0,89160
Espana 46,5 10,3

Suiza 31,0 10,2 | -0,23700
Reino Unido 16,9 7,6 | 0,14433
EE.UU. 27,7 10,8 | 1,06076

Consideramos el siguiente modelo:

CSST; = 1+ P2CSS; + u; 1=1,...,15
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Los resultados de la estimacién del modelo anterior por MCO con la muestra de los 15 paises son
los siguientes:

CSST; = 3,8823 + 0,211442 CSS; (2.18)
(t-estad.) (1,69) (3,01)

R?> =0,365 SCR =132, 7767

1. Fijate en la tabla, en la tercera columna se muestran los residuos MCO, ;. Indica la forma
general de obtener ;. A continuacién completa los que faltan en la misma tabla y en la Figura
2.9.

Figura 2.9: CSS; versus residuos MCO

Residuos MCO

I I I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Ccss

2. Una vez completado el grafico comenta si crees que puede existir algin problema razonando
tu respuesta.

3. Con la siguiente informacién lleva a cabo el contraste de Goldfeld y Quandt. Debes de comple-
tar la informacién que falta y senalar claramente todos los elementos del contraste incluidas
la hipétesis nula y la alternativa.

e Primera submuestra:

COSST; = 0,463351 + 0,374431 CSS; (2.19)
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CSST; 1,5
CSS; 2.8
i -0,011759 0,808758 0,25257

e Segunda submuestra:

CSST; = 28,9928 — 0,395203 CSS; (2.20)
CSST; 13,5
C5SS; 31,9
iy 1,413507 -0,420075 -3,239264

4. Dada la evidencia obtenida en los apartados anteriores y con la siguiente informacion,
estima eficientemente los coeficientes del modelo. Explica cémo se obtiene este estimador y
qué supuestos se estan haciendo para que este estimador sea de varianza minima.

‘ CSST;/CSS; 1/CSS;  Constante; =1

CSST;/CSS; 2,12814 0,3672255 5,47296
1/CSS; 0,1463262 0,8374455
Constante; = 1 15

donde por ejemplo > CSST;/CSS; = 5,47296.

5. Con el estimador que has propuesto en el apartado anterior contrasta la hipdtesis nula
de que un aumento en las cotizaciones de la Seguridad Social recaeria totalmente sobre los
trabajadores esto es, Hy : B2 = 1. Indica todos los supuestos necesarios para que sea valido el
contraste.

Ejercicio M-H.3:

La seccion de estudios de mercado de la empresa Lydia Pinkham quiere analizar la influencia de
la publicidad en sus ventas!'!. Para ello dispone de observaciones anuales para el periodo de 1907
a 1960 sobre las ventas de su producto, V, y los gastos en publicidad, GG, ambas en millones de
dolares. Se propone la siguiente relacién:

Vi = B1 + oGyt + 3G7 + uy (2.21)

1En el Apéndice tenéis recogidos los datos en la Tabla A.4
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El jefe de la seccién presenta al gerente de la empresa los resultados de la estimacién MCO junto
con los gréaficos mostrados en la Figura 2.10:

Vi= —0,163 + 2,825 G;— 0,0642 G?
(0,317)  (0,635) (0,288)

R?>=0,7366 SCR =15,589 (2.22)

Figura 2.10: Variables y Residuos MCO del modelo

V con respecto a G (con ajuste minimo-cuadratico) Residuos de la regresion (= V observada - estimada)

35 — : : : : : : - 08 \
Y =0,489 +1,44X - N
N
+ 0.6 + * +
3t R .
04 F 4 1 +
sl - 1 02t . ! v
+ v *,
ot +
+ oy * Lt g 0 i % T — + +
. o+ + o, £ o2 4,+*+ o+ *
o . . .
F
15 P -0.4
P .
A * +
et y +
A 0.6
1 T+
v F
-0.8 +
N
0 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18
G G
Ventas versus Gastos Residuos MCO versus Gastos

1. El gerente no estd satisfecho con estos resultados, ;qué problemas crees que reflejan los gréaficos
anteriores?

El jefe de seccién propone dos posibles vias para mejorar el estudio. La primera consiste en estimar
por MCO la siguiente ecuacién:

1 G? U
+ oG+ fs— + —
t

V;
VG, TG VG VG

e (2.23)

=

2. ;Cuél es la hipétesis bésica que se debe incumplir en el modelo (2.21) para utilizar el modelo
(2.23)7 ;Qué solucién se estd proponiendo? ;En qué se espera mejorar con respecto a la
estimaciéon MCO (2.22)7

3. A la vista de la Figura 2.11 en la que se representan los residuos del ajuste MCO del modelo

(2.23) y la variable V* = \/Véﬁ sobre G* = /G jcrees que se estd resolviendo correctamente

el problema?

La segunda alternativa es que la relacién entre ventas y gastos en publicidad no sea lineal. Se estima
por MCO el siguiente modelo log-lineal para la relacién publicidad-ventas:

InVy =y + % InGy + vy (2.24)
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Figura 2.11: Variables y residuos MCO del modelo transformado
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con los siguientes resultados:

(des(Bimco))  (0,025)  (0,060)

= 1,052 + 0,367 LnG;  R*>=0,0117 SCR = 92,1022
0,028 (0,193)  (0,467)

4. Interpreta los coeficientes estimados de este modelo.

(2.25)

(2.26)

5. {Crees que el modelo (2.24) presenta el mismo problema de incumplimiento de hipétesis que

el modelo (2.21)?7 Justifica tu respuesta mediante un contraste. Explica detalladamente lo que

haces y por qué lo haces.

6. jAlguna de las dos soluciones propuestas te parece mejor que la otra? Razona tu respuesta.

Ejercicio M-H.4:

Se desea analizar la siguiente la relacién entre los gastos agregados en sanidad, Y y la renta agregada,

X, ambos en billones de délares, para 51 estados norteamericanos'?:

Yi = f1 + BoXi + u

(2.27)

2Fichero data3-2.gdt, disponible en gretl pestafia Ramanathan. Fuente: Statistical Abstract of U.S. (1995), recogida

en Ramanathan, R. (2002), Introductory econometrics with applications, 5th. Ed., South-Western.
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Los resultados de la estimacién por Minimos Cuadrados Ordinarios son los siguientes:

N

oy — 00,3256 4+ 0,1420 X, R = 0,999
(des(Bi,nco)) (0,3197) (0,0019)
(des(Binc0)white) (0,2577)  (0,0031)
o

B

St = 0,113+0,008X;+¢&  R®=0,3269 SCE = 55,89 (2.28)
N

I3

Posteriormente, se dibujan los residuos frente a la renta agregada (Figura 2.12).

Figura 2.12: Residuos MCO frente a Renta Agregada
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1. Explica cémo crees que se han calculado los residuos y para qué crees que se ha dibujado la
Figura 2.12. Interprétala.

2. Teniendo en cuenta la Figura 2.12 realiza el contraste que consideres oportuno.

3. Explica, razonando tu respuesta, qué estadistico utilizarias para contrastar la significatividad
de la variable renta. Realiza el contraste detallando todos sus elementos.

4. A la vista de los resultados de la estimacién del modelo (2.27) el investigador estima de
nuevo el modelo suponiendo la siguiente estructura para la varianza de la perturbacién:
Var(u;) = 0?X;.

Se obtienen los siguientes resultados:
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Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 51 observaciones 1-51
Variable dependiente: gasto sanitario
Variable utilizada como ponderacién: 1/renta

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p

const 0,1045 0,1624 0,6432 0,5231
renta 0,1442 0,0025 55,5126 0,0000

Estadisticos basados en los datos ponderados:

Suma de cuadrados de los residuos 1,145344 R? 0,984348
Desviacién tipica de los residuos 0,152887 Adjusted R?> 0,984029

a) Razona la forma funcional escogida para la varianza de la perturbacién. Explica cémo
crees que se han obtenido las estimaciones.

b) Suponiendo normalidad en la perturbacién, contrasta la significatividad de la variable
renta.

5. El investigador no se siente conforme con la forma funcional escogida para Var(u;) y propone
reestimar el modelo (2.27) suponiendo que Var(u;) = a + bX;, donde a y b son desconocidos.

a) Explica detalladamente cémo estimarias los coeficientes del modelo (2.27) bajo este su-
puesto.

b) Suponiendo 67 = a+bX;. Realiza dicha estimacién con la siguiente informacién muestral:

Y47 = 148,699 S a2 X; = 34945, 67 S (Xi/6:)% = 196420, 998
S(1/6;)% = 34,738 S(Y;/6:%) = 236,139 S (ViX;/d:%) = 28484, 578
S (Xi/d:%) = 1608,337 > (Y2/6;%) = 4168,919

c¢) Contrasta la significatividad de la variable explicativa.

6. ;Qué comentarias sobre la validez de los contrastes realizados en los apartados 3), 4.b) y 5.¢)?

2.9. Practicas de Aula

Las practicas de aula son clases participativas, ello quiere decir que el alumno debe acudir a clase
con el ejercicio realizado en su tiempo de trabajo personal. Previamente y con anticipacién suficien-
te se le habra realizado la debida propuesta. Durante la clase se preguntara aleatoriamente a los
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alumnos sobre lo realizado.

En el tema de heterocedasticidad es habitual disponer de dos practicas de aula, lo que equivale a
dos horas de clase presencial y cuatro horas de trabajo personal. Si el ejercicio ha sido realizado
previamente por el alumno, el tiempo es suficiente para su correccién y solucién de las dudas
existentes. A continuacién se van a proponer los enunciados correspondientes a las dos préacticas
citadas.

Competencias a trabajar en estas sesiones.

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
econométrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

Practica de Aula PA-H.1:

Se dispone de una base de datos sobre el precio de venta y distintas caracteristicas de 224 viviendas
pertenecientes a dos areas residenciales del condado de Orange en California (USA), Dove Canyon
y Coto de Caza'®. Dove Canyon es una zona de viviendas relativamente pequefias construidas alre-
dedor de un campo de golf. Coto de Caza es un area de mayor nivel de vida, aunque més rural con
viviendas mas grandes. Las variables que se consideran son:

salepric : precio de venta de la vivienda en miles de délares
sqft :  tamano de la vivienda en pies cuadrados

age :  edad de la vivienda en anos

city : 1 si estd en Coto de Caza, 0 si estd en Dove Canyon

A continuacién se muestran los resultados de la estimacién por Minimos Cuadrados Ordinarios
(MCO) de un modelo para el precio de venta de la vivienda utilizando esa base de datos:

RESULTADOS A: Estimaciones MCO utilizando las 224 observaciones 1-224
Variable dependiente: salepric

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p
const —440,31 35,3203 —12,4663 0,0000
sqft 0,2520 0,0081 30,9047 0,0000
age 3,6980 3,0241 1,2228 0,2227
city 91,8038 21,7494 4,2210 0,0000

BFichero data7-24.gdt, disponible en gretl pestafia Ramanathan. Recogida en Ramanathan, Ramu (2002), Intro-
ductory econometrics with applications, 5th. edn., South-Western.
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Media de la var. dependiente

D.T. de la variable dependiente
Suma de cuadrados de los residuos
Desviacion tipica de la regresién (&)
R2

R? corregido

F(3,220)

Andlisis de datos

642,929
371,376
4,27804e-+06
139,4480
0,8609
0,8590
453,8840

1. Escribe el modelo tedrico que se ha estimado y comenta los resultados obtenidos en términos
de bondad de ajuste, significatividad y signos de los coeficientes estimados.

Figura 2.13: Grdfico de residuos MCO sobre las observaciones i = 1,...,224 y sobre la variable sqft
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. Analiza de forma razonada la informaciéon que te proporcionan los graficos recogidos en la

Figura 2.13 y la regresion auxiliar. Si realizas algiin contraste, indica todos los elementos del
mismo. ;Cual de los graficos es mas informativo y por qué?

;>

— 5,94184 + 0,00172457 sqft;

(12,727)
N =224 R?=0,421826 SCR = 1478,52

A continuacion se muestran los resultados de la estimacién por MCO utilizando un estimador de la
matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes consistente, aunque exista heterocedasticidad.

const
sqft
age
city

RESULTADOS B: Estimaciones MCO utilizando las 224 observaciones 1-224
Variable dependiente: salepric
Desviaciones tipicas robustas ante heterocedasticidad, variante HC3

Coeficiente Desv. tipica
—440,31 110,8800
0,2520 0,0279
3,6980 5,1672
91,8038 26,3997
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estadistico ¢

—3,9711
9,0120
0,7157
3,4774

valor p

0,0001
0,0000
0,4750
0,0006
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Media de la var. dependiente 642,9290
D.T. de la variable dependiente 371,3760
Suma de cuadrados de los residuos 4,27804e+06
Desviacién tipica de la regresién () 139,4480
R? 0,8609
R? corregido 0,8590
F(3,220) 161,8190

1. ;En qué varfan los resultados mostrados ahora (RESULTADOS B) con los primeros (RESUL-
TADOS A)? ;Por qué? ;Cuéles son fiables y para qué? Explica razonadamente.

Por ultimo, se muestran los resultados de la estimacion por Minimos Cuadrados Generalizados

o Ponderados utilizando como variable de ponderacién el inverso del cuadrado del tamano de la

vivienda esto es, ﬁ .

RESULTADOS C: Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 224 observaciones 1-224
Variable dependiente: salepric

Variable utilizada como ponderacion: 1 >

sqft
Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p
const —285,20 37,2121 —17,6643 0,0000
sqft 0,2155 0,0095 22,4752 0,0000
age —0,5492 2,2800 —0,2409 0,8098
city 110,7800 15,6896 7,0607 0,0000

Estadisticos basados en los datos ponderados:

Suma de cuadrados de los residuos 0,15074
Desviacién tipica de la regresion (&) 0,02617
R? 0,79881
R? corregido 0,79607
F(3,220) 291,177

Estadisticos basados en los datos originales:

Media de la var. dependiente 642,929
D.T. de la variable dependiente 371,376
Suma, de cuadrados de los residuos 4,73514e+06
Desviacion tipica de la regresién (&) 146,708

1. ;Qué se quiere decir con datos ponderados y datos originales? ; Por qué se utiliza como variable
de ponderacion el inverso de sqft?? Explica razonadamente.

2. ;Qué resultados de los tres A,B, 6 C te parecen mejores? jPor qué?
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Practica de Aula PA-H.2:

Una agencia de viajes de Chicago quiere analizar si hay diferencias significativas entre las familias
en la eleccién del destino de vacaciones, mas o menos alejados de su lugar de residencia, en funcién
del nimero de hijos pequenos en la familia. Para ello dispone de una muestra de 200 familias de
esta ciudad entrevistadas en el afio 2007 y se especifica el siguiente modelo'*:

Miles; = (31 + [BoIncome; + [3age; + Bakids; + u; 1=1,...,200 (2.29)

donde Miles son las millas recorridas por una familia en las vacaciones de ese ano, Income es la
renta familiar anual en miles de ddlares, age es la edad media de los adultos en la familia y kids el
namero de hijos menores de 16 anos existentes en la familia.

Una primera estimacién del modelo por MCO produce los siguientes resultados:

,M/”\es = —391,55 + 14,201 Income; + 15,741 age; —81,826 kids; (2.30)
(des(Buco)) (169,8)  (1,80) (3,757) (27,13)
R?* = 0,340605 SCR = 40099000

Figura 2.14: Grdfico de residuos MCO sobre la variable Income y sobre la variable age
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1. {Qué te sugieren los graficos recogidos en la Figura 2.147 Comenta detalladamente cada uno
de ellos.

Después de agrupar las observaciones de todas las variables en dos grupos en funcién de un orde-
namiento decreciente de la variable Income y estimar el modelo (2.29) anterior por MCO separa-
damente para cada grupo, se obtienen las siguientes resultados:

HFichero vacation.dat. Recogido en Hill, R. C., Griffiths, W. e. y G. C. Judge (2001), Undergraduate Econometrics,
2" edn., John Wiley and Sons, Inc.
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Primera submuestra: Estimaciones MCO utilizando las 80 observaciones 1-80

Variable Coeficiente
const —129,22

Income 13,1490
age 13,3666
kids —114,1800

Variable dependiente: Miles

Desv. tipica

615,6100
6,1456
7,5921

52,9888

Suma de cuadrados de los residuos

R2

Estadistico ¢ valor p
—0,2099 0,8343
2,1396 0,0356
1,7606 0,0823
—2,1549 0,0343

2,42765¢+07
0,116112

Segunda submuestra: Estimaciones MCO utilizando las 80 observaciones 121-200

Variable Coeficiente
const —339,64

Income 9,6880
age 18,6511
kids —66,0260

Variable dependiente: Miles

Desv. tipica

220,1600
4,0104
3,8740

29,8963

Suma de cuadrados de los residuos

R2

Estadistico ¢ valor p
—1,5427 0,1271
2,4157 0,0181
4,8143 0,0000
—2,2085 0,0302
7,04816e+06
0,308962

2. Realiza un contraste para verificar si lo que sugieren los gréficos es estadisticamente significa-

tivo. Debes senalar claramente todos los elementos del contraste incluidas la hipétesis nula y

la alternativa.

3. Si el contraste realizado te diera que rechazas la hipdtesis nula, ;qué cambiarias de los resulta-

dos presentados en (2.30) si no quisieras cambiar el método de estimacién de los coeficientes?

;Por qué y para qué lo harfas? Explica detalladamente.

Se ha utilizado un método de estimacién alternativo a MCO para mejorar en términos de eficiencia la
estimacion de los coeficientes 3. Utilizando el software gretl se han obtenido los siguientes resultados:

Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 200 observaciones 1-200

Variable Coeficiente
const —408,37

Income 13,9705
age 16,3483
kids —178,3630

Variable dependiente: Miles
Variable utilizada como ponderacién:

Desv. tipica

145,7170
1,6482
3,4222

24,7355
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Estadistico t valor p
—2,8025 0,0056
8,4762 0,0000
47771 0,0000
—3,1680 0,0018
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Suma de cuadrados de los residuos
Desviacion tipica de los residuos (&)

R2

R? corregido
F(3,196)

Media de la var. dependiente
D.T. de la variable dependiente

Suma de cuadrados de los residuos
Desviacion tipica de los residuos (6)

Estadisticos basados en los datos ponderados:

580616,00
54,4272
0,3907
0,3813
41,8975

Estadisticos basados en los datos originales:

1054,2300
552,7990

452,3940

Andlisis de datos

4,01134e+07

4. Completa las siguientes expresiones sobre el término de perturbacién del modelo y el método
de estimacién utilizado en la obtencién de estos resultados.

E(ui)

E(uiuj) =

i=....

SCR = Z (Y7 — B XY — BoX3 — B3X3; — BuXs)?
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5. Si tuvieras que contrastar Hy : B2 = 10 ;Cémo lo harias? Razona y explica tu respuesta.

2.10. Practicas de Ordenador

Las practicas de ordenador se realizan en el Laboratorio Informatico donde cada alumno dispone
de una terminal. Son clases préacticas en las que es importante la colaboracion del alumno para que
se progrese en el aprendizaje. En general se proporcionara el enunciado de la tarea a trabajar con
anticipacién por si el alumno quiere investigar con el software gretl por su cuenta.

En el tema de heterocedasticidad es habitual disponer de dos practicas de ordenador que equivalen
a dos horas presenciales y cuatro horas de trabajo no presencial. A continuacién se va a proponer
un ejercicio para resolver en el centro de calculo. El enunciado cubre todo lo aprendido en el tema
y se va a marcar la divisién entre las dos horas de clase que conlleva, las practicas de ordenador
PO-H.1 y PO-H.2.

Es conveniente que una vez acabado el ejercicio y en vuestro tiempo de trabajo personal deis con-
tenido al mismo. Es decir, en clase inicamente nos da tiempo a aprender como ir obteniendo los
resultados con gretl. Aunque el profesor va comentando y explicando los resultados. Vosotros y de
forma personal debéis redactar convenientemente las respuestas de cada apartado. Notar que en
algunos de ellos se incluye la coletilla “A realizar en casa” por esa razén. Al final de este tema en
el Anexo 1.2 tenéis un resumen de las instrucciones bésicas de gretl para heterocedasticidad que
podéis consultar para realizar las tareas.

Competencias a trabajar en estas sesiones.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econdémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econdmicas.

Descripcién del fichero de datos a utilizar en las sesiones:

Los datos necesarios para la realizacion de este ejercicio se encuentran en el fichero EAFO1.gdt. Los
datos corresponden a 540 individuos y contienen informacién sobre educacién, trabajo, ingresos y
otras caracterfsticas personales'®. De las variables disponibles, se consideran las siguientes:

e FARNINGS: Ingresos por hora trabajada, en ddlares.

5Fichero EAEF01.gdt. Fuente: US National Longitudinal Survey of Youth 1979, recogida en Dougherty, Ch. (2006),
Introduction to Econometrics, 3rd. Ed., Oxford University Press. Disponible en gretl, pestafia Dougherty.
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FEMALE: Variable ficticia con valor 1 si el individuo es mujer, 0 si es hombre.

S: Anos de escolarizacion.

E X P: Experiencia laboral, en anos.

HOURS: Numero de horas trabajadas, por semana.

Practica de Ordenador PO-H.1

Trabajos previos: El fichero de datos original considera un gran ntimero de variables, por ello seria
aconsejable que creases uno nuevo donde tnicamente aparezcan las variables que se consideran. Para
ello puedes proceder de la forma siguiente: en la pantalla inicial de gretl y después de haber abierto
el archivo de datos EAF01.gdt pulsa con el botén derecho del ratén en:

Guardar datos como — formato estdndar

Senala las variables a mantener y pulsa — Aceptar

Da nombre al nuevo fichero de datos. Guardalo convenientemente. Ya puedes trabajar con el fichero
reducido. Por razones de operatividad es necesario que ordenes la muestra de forma creciente con
la variable S;. Realizalo.

1. Estima por MCO el siguiente modelo para los ingresos:
FEARNINGS; = p1+4+ BoFEMALE; + (335; + B4EXP; + s HOURS; + u; (2.31)

Interpreta los resultados obtenidos en términos de significatividad de las variables, signos de
los coeficientes estimados y bondad del ajuste (“A realizar en casa”). Guarda los residuos y
sus cuadrados asi como los valores de la variable EARNIN GS;.

Completa lo siguiente con la salida que se obtiene de gretl:

EARNINGS; = FEMALE; .. S;
(des(Byrco)) ( ) ) ( )
EXP, .. HOURS; (2.32)
( ) ( )
R? = SCR = 60\11(32,33) =
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EARNINGS,; i EARNINGS;

1=1
1=2
1=3

2. Dibuja y comenta el grafico de la variable endégena observada y estimada asi como los graficos
de residuos siguientes:

a) Residuos (4; pco) frente a EX P

b) Residuos al cuadrado (1112 veoo) frente a S;

3. Realiza el contraste de Goldfeld y Quandt para el supuesto de que Var(u;) = f(S;), siendo
f(-) una funcién creciente. Para ello, selecciona, por un lado, los valores de S; estrictamente
menores a 13 y, por otro, los valores de 5; estrictamente mayores a 14.

4. Realiza el contraste de Breusch-Pagan para el supuesto de que Var(u;) = f(ao + @15;).

5. Obtén la estimacién MCO con desviaciones tipicas robustas al problema planteado. Comenta
qué razones hay para utilizarlas y cémo se utilizan (“A realizar en casa”).

6. Supongamos que E(u;)? = aS? siendo a una constante (a > 0). Estima por Minimos Cua-
drados Ponderados los coeficientes del modelo (2.31). Explica detalladamente cémo se calcula
el estimador de varianza minima de los coeficientes (31, ..., 35 del modelo (2.31), sin olvidar el
criterio de estimacién (“A realizar en casa”).

Completa los resultados de la estimacion:

EA@NGSZ- — FEMALE; .. S,
(des(B.....)) ( ) ( ) ( )
EXP, .. HOURS,

( ) ( )
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Practica de Ordenador PO-H.2

En esta sesién vamos a continuar trabajando con el fichero de datos reducido que creamos en
la préactica de ordenador PO-H.1. La clase comienza revisando los resultados més importantes
obtenidos en dicha practica y continuamos con la soluciéon de los siguientes apartados:

7. En este apartado vamos a comprobar que aplicar el estimador de Minimos Cuadrados Gene-
ralizados al modelo original es equivalente a estimar por Minimos Cuadrados Ordinarios el
correspondiente modelo transformado. Para ello seguimos considerando el supuesto sobre el
comportamiento de la varianza de la perturbaciéon realizado en el apartado anterior. Escribe
la ecuacion del modelo transformado y obtén los datos ponderados correspondientes a las va-
riables del modelo (2.31). Finalmente, estima por MCO el modelo con los datos ponderados
y realiza la comprobacion pedida.

8. Dibuja los residuos (4; pco) frente a FEMALE;. Comenta el grafico obtenido.

9. Si pensamos en todos los graficos de residuos realizados podriamos pensar que una forma
funcional adecuada para la varianza de la perturbacién es Var(u;) = a1 + aaFEMALE; +
a3S; + as EX P;. Estima el modelo bajo este nuevo supuesto. Completa los resultados de la

estimacién:
<E@@ﬁNG& — . FEMALE; .. S,
(des(B....)) ( ) ) ( )

EXP;, .. HOURS;
( ) ( )

10. Contrasta la hipdtesis G4 = —205.

2.11. Taller sobre todo lo trabajado en el tema

Los talleres son clases participativas, ello quiere decir que el alumno debe acudir a clase con el
ejercicio realizado en su tiempo de trabajo personal. Previamente y con anticipacion suficiente se le
habra realizado la debida propuesta. En los talleres se trabaja el aprendizaje cooperativo, luego el
ejercicio debe resolverse en equipo, idealmente en el grupo en que se va a realizar el proyecto. Esto
favorece la interrelacién y conocimiento entre los miembros. En los dltimos 15 minutos de clase,
un representante de cada equipo deberd exponer al resto de la clase la decisién adoptada por el
grupo junto a las razones consideradas. Durante la clase se preguntara aleatoriamente y de forma
individual a los alumnos sobre lo realizado.

En el tema de heterocedasticidad en general se lleva a cabo un taller. El objetivo del taller es ana-
lizar una serie de resultados de la estimacion de varias especificaciones de un modelo o diferentes
estimaciones de la misma especificacion y que el alumno pueda ir practicando la toma de decisiones
y la redaccién apropiada de conclusiones. Por ello vamos a proponer un taller utilizando lo trabajado
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en las practicas de ordenador. De esta forma el alumno ya estd familiarizado con el problema en
concreto.

Una hora de trabajo en un taller en clase equivale a dos horas de trabajo personal sobre el mismo.
Ademsds, es necesario que en este tiempo se reflexione y redacten los argumentos y conclusiones a
las que se haya llegado en clase.

Competencias a trabajar en esta sesién.

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificaciéon de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

4. Elaborar en grupos de trabajo y exponer en piblico un proyecto empirico, donde se valore
adecuadamente los resultados obtenidos del andlisis de un modelo econométrico.

Enunciado del taller:

Objetivo: Especificar y estimar la funcién de ingresos por hora trabajada. Se propone la
siguiente relacion:

EARNINGS; = p1+ G FEMALE; + 33S; + B4EX P; + Bs HOURS; + u; (2.33)
donde suponemos que las perturbaciones siguen una distribuciéon normal de media cero.

Informacion: Se dispone de informacion sobre tres especificaciones alternativas y sus corres-
pondientes estimaciones, para especificar la relacién entre las siguientes variables:

Ingresos por hora trabajada, FARNINGS, en ddlares.

Una variable ficticia, FEM ALFE, que determina el sexo del individuo. Toma valor 1 si
el individuo es mujer, 0 si es hombre.

Los anos de escolarizacion del individuo, S.

- La experiencia laboral, EX P, en anos.

- El ntimero de horas trabajadas por semana, HOURS.

Procedimiento: Debéis analizar la informacién disponible y decidir cudl es la especificacién
mas adecuada junto con su correcta estimacion.
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ESTIMACION MCO:
Los resultados de la estimacion MCO son los siguientes:

BEARNINGS; = —17,8361 — 6,74458 FEMALE; + 2,61304 S,
(des(Brico)) (5,05978) (1,15363) (0, 22688)

—

(des(Brico)white) (6,06795) (1,41171) (0,28563)

1 0,488736 EXP; — 0,07523 HOURS;
0, 13690 (0,06531)
(0,17326) (0,10688)

R2 = 0,24746 SCR = 86479, 7 Cov(B, B3) = 0,0096428 T = 540

Residuos de la regresién (= EARNINGS observada - estimada) Residuos de la regresién (= EARN observada - estimada)
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Ademids, se dispone de las siguientes regresiones auxiliares:

42 = —514,322 + 49, 335; + £y SCR =2,46476 + 008 R2 =10,03360 (A)

[¥]

% — _0,0059 + 0,00057S; + &5  SCR = 0,0329 R?=0,0336 (B)

a'a

e = 3,211 40,3088, + & SCR = 9610,24 R2=0,0336 (C)

donde u; son los residuos MCO.
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1. Debéis decidir si esta especificaciéon junto con su método de estimaciéon es la méas adecuada.
Analizar la informacién proporcionada por la regresién (2.33) junto con los gréficos y las
posibilidades, (TODAS), que os ofrecen las regresiones A a C.

ESTIMACION MCG:
Dados los resultados analizados en el apartado anterior se propone estimar la ecuacién (2.33) por
Minimos Cuadrados Generalizados y se obtienen los siguientes resultados:

Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 540 observaciones 1-540
Variable dependiente: EARNINGS
Variable utilizada como ponderacién: S?

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p
const —13,3666 6,0182 —2,2210 0,0268
FEMALE —8,4725 1,3163 —6,4366 0,0000
S 2,7514 0,2560 10,7466 0,0000
EXP 0,3994 0,1640 2,4344 0,0152
HOURS —0,1746 0,0715 —2,4429 0,0149

Estadisticos basados en los datos ponderados:

Suma de cuad. residuos 21920498 D.T. de la regresion 202,4176
R? 0,244486  F'(4,535) 43,28177

1. Debéis decidir si esta especificacién junto con su método de estimacion es la mas adecuada.
Analizar la informacién proporcionada y en particular deberiais razonar sobre la adecuacion de
la ponderacién utilizada. ; Qué podéis decir acerca de la fiabilidad de los resultados mostrados?
A qué conclusiones llegdis?

ESTIMACION MCGF:
Dados los siguientes resultados:

Estimaciones MCO utilizando las 540 observaciones 1-540

Variable dependiente: a?

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const —1,3610 0,8162 —1,6675 0,0960
FEMALE —0,6939 0,1995 —3,4780 0,0005
S 0,2524 0,0406 6,2137 0,0000
EXP 0,0771 0,0244 3,1584 0,0017
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Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 540 observaciones 1-540
Variable dependiente: EARNINGS

1

Variable utilizada como ponderacion: —

9;
Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p
const —12,4753 3,9112 —3,1896 0,0015
FEMALE —5,8871 1,0521 —5,5951 0,0000
S 2,1640 0,1866 11,5961 0,0000
EXP 0,3798 0,1090 3,4831 0,0005
HOURS —0,0219 0,0561 —0,3903 0,6964

1. Analizar la informacién proporcionada por los resultados de la estimacién. Consejo: empezar
por escribir la funcién de regresién poblacional que se estd estimando e indicar cudles son
los supuestos sobre la perturbacion que se han asumido. Analizar su coherencia dada TODA
la informacién disponible hasta este momento. Finalmente, tomad una decisién sobre si esta
especificacién junto con su método de estimaciéon es adecuada.

2. Si tuvieseis que escoger entre las alternativas de estimacién empleadas para estimar el modelo
(2.33), jcudl escogeriais? Razonar la respuesta. (“A realizar en casa”)

2.12. Evaluativas - Preguntas Cortas

Dado que el curso contempla la evaluacion continua es necesario que a lo largo del tema se evalie
en el dia a dia a los alumnos. Por ello se realizan pruebas en forma de preguntas cortas. Se pueden
realizar tanto en las clases magistrales como en las practicas de aula u ordenador. Se llevan a cabo
en clase y de manera individual. A modo de ejemplo se incluyen las siguientes.

e Preguntas cortas en Clase Magistral:
En el modelo:

1
Yi =051+ BeXoi + ui UiNNID<0,O'2 > i=1,...,224

Xo;

donde la matriz de regresores X es no estocastica.

Pcl. Completa las siguientes matrices:

Pc2. ;Es constante la varianza de la perturbacién a lo largo de la muestra? ;De qué depende?
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Pc3. jPor qué método estimarias los coeficientes del modelo? Razona tu decisién en base a las
propiedades del estimador.

Pc4. Si quisieras estimar el modelo por MCP, jcémo debes ponderar las observaciones? Escribe la
ponderacién que utilizarias.

Pch. Escribe el correspondiente modelo transformado con perturbaciones esféricas y obtén la va-
rianza de la perturbacién de dicho modelo.

Pc6. Escribe explicitamente la formula del estimador eficiente e indica ¢cémo son cada uno de sus
componentes.

e Preguntas cortas en Practica de Aula:

Se realiza un estudio de la funcién de ahorro familiar para lo cual se especifica el siguiente modelo:

donde

o SAV E: ahorro familiar en ddlares en el ano 1970.
e INCOME: renta familiar total en ddlares en el anio 1970.

e SIZFE: nimero de miembros de la familia.

Los resultados de la estimacién del modelo (2.34) por MCO son

/\SZVE = -256,831 + 0,148 INCOME; + 82,572 SIZE;  R? = 0,0635 (2.35)
(des(Birco)) (1200,88)  (0,058) (217,292)

donde ge\s(ﬁA@Mco) ha sido obtenida en el estimador V (Bac0) = 62(X'X) L.

Se dispone de los siguientes graficos de los residuos MCO en funcién de INCOME; y SIZE; junto
P

uu

las regresiones auxiliares (2.36) y (2.37), donde 6% = 97

— = 0,0546 + 0,000095 INCOM E; SCE = 27,91 (2.36)

— = —0,3589+0,3123SIZE; SCE = 21,54 (2.37)

Pcl. Utilizando los gréficos y las regresiones (2.36) y (2.37), contrasta la posible existencia de
heterocedasticidad en el modelo (2.34) y prop6n una forma funcional razonable para Var(u;).
Justifica tu eleccién en base a toda la informacién disponible.

Pc2. ;Coémo podrias realizar un contraste valido sobre la significatividad de la variable INCOM FE;
utilizando Byrco? (Qué resultados mostrados en (2.35) debes variar y por qué?
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Figura 2.15: Residuos MCO wversus variables independientes
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Pc3. Supén que Var(u;) = 0>’ INCOME?, Cov(u;,uj) = 0, Vi # j.

a) Completa la expresién del criterio de estimacién utilizado en el apartado anterior:

b) ;Qué tiene en cuenta el criterio de estimacién de MCG que no tiene en cuenta el criterio
de MCO? Razona y explica tu respuesta.

e Preguntas cortas en Practica de Ordenador:

Accede al conjunto de datos data8-3.gdt del libro de Ramanathan incluido en gretl'.

En este fichero vas a encontrar datos de las siguientes variables: el gasto sanitario agregado en
billones de délares (exphlth), la renta personal disponible agregada también en billones de délares
(income), el porcentaje de poblacién que supera los 65 afios en el ano 2005 (seniors) y la poblacién
en millones (pop).

Para el modelo:
exphlth, = 51 + Baincome; + B3seniors; + u; 1=1,...,51
Pcl. Contrasta la posibilidad de que Var(u;) = o2 pop? utilizando el estadistico de Breusch-Pagan
y completa:

a) Hy: H,:

b) Estadistico de contraste y distribucién:

6Fichero data8-3.gdt, disponible en gretl pestafia Ramanathan. Recogido en Ramanathan, R. (2002), Introductory
Econometrics with Applications, 5th. edn., South-Western.
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c¢) Regresion auxiliar:

d) Regresién auxiliar estimada:

e) Computa el estadistico de contraste y lleva a cabo el contraste:

Pc2. Suponiendo Var(u;) = o? pOp% estima adecuadamente el modelo y razona las propiedades del
estimador utilizado.

Pc3. Contrasta utilizando el estimador MCO de los coeficientes y de forma valida la significatividad
individual de las variables income y seniors. Contrasta la significatividad conjunta.
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2.14. Anexo 1.1: Resultados de gretl utilizados en las clases magistrales

¢ Resultado 1: Estimacién por MCO:

Estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1-40
Variable dependiente: consumo

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p

const 40,7676 22,1387 1,8415 0,0734
renta 0,1282 0,0305 4,2008 0,0002

Media de la var. dependiente 130,3130

D.T. de la variable dependiente 45,1586

Suma de cuadrados de los residuos 54311,30

Desviacién tipica de la regresién (4) 37,8054

R? 0,3171

R? corregido 0,2991

Grados de libertad 38

e Resultado 2: Regresiones parciales para computar el estadistico de Goldfeld y Quandt:

Estimaciones MCO utilizando las 20 observaciones 1-20
Variable dependiente: consumo

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p

const 12,9388 28,9666 0,4467 0,6604
renta 0,1823 0,0520 3,5023 0,0025

Media de la var. dependiente 112,3040

D.T. de la variable dependiente 32,9714

Suma de cuadrados de los residuos 12284,2

Desviacién tipica de la regresién () 26,1238

R? 0,4052

R? corregido 0,3722

Grados de libertad 18

Estimaciones MCO utilizando las 20 observaciones 2140
Variable dependiente: consumo

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p
const 48,1767 70,2419 0,6859 0,5015
renta 0,1176 0,0815 1,4425 0,1663
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Media de la var. dependiente

D.T. de la variable dependiente
Suma de cuadrados de los residuos
Desviacién tipica de la regresién (4)

RZ
R? corregido
Grados de libertad

148,322

49,1527

41146,9

47,8115
0,1036
0,0538

18
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e Resultado 3: Regresién auxiliar para computar el estadistico de Breusch Pagan:

Estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1-40

Variable dependiente: enorm

Coeficiente Desv. tipica
const —1,6788 0,6876
renta 0,0038 0,0009

Media de la var. dependiente

D.T. de la variable dependiente
Suma de cuadrados de los residuos
Desviacién tipica de la regresién ()

R2
R? corregido
Grados de libertad

e Resultado 4: Estimacién por MCP:

estadistico ¢

—2.4415
4,0461

1,0000
1,3864
52,3940
1,1742
0,3010
0,2827
38

valor p

0,0194
0,0002

Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 40 observaciones 1-40

Variable dependiente: consumo

Variable utilizada como ponderacién: 1/renta

Coeficiente Desv. tipica
const 31,9244 17,9861
renta 0,1409 0,0269

estadistico ¢

1,7749
5,2216

Estadisticos basados en los datos ponderados:

Suma de cuadrados de los residuos
Desviacion tipica de la regresién (&)

R2
R? corregido
Grados de libertad

100

68,7020
1,3446
0,4177
0,4024

38

valor p

0,0839
0,0000
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Estadisticos basados en los datos originales:

Media de la var. dependiente

D.T. de la variable dependiente
Suma de cuadrados de los residuos
Desviacion tipica de la regresién (&)

130,313
45,1586

54557,3

37,8909

e Resultado 5: Regresion auxiliar para el estimador de MCGEF":

const
renta
sq-renta

Estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1-40

Variable dependiente: ’&22 MCO

Coeficiente Desv. tipica
1923,6000 2365,4800
—17,4202 6,6882
0,0087 0,0045

Media de la var. dependiente
D.T. de la variable dependiente
Suma de cuadrados de los residuos

Desviacion tipica de la regresién (&)

R2

R? corregido
F(2,37)

valor p para F()

e Estimacion por MCGEF:

Estimaciones MC.Ponderados utilizando las 40 observaciones 1-40
Variable dependiente: consumo
Variable utilizada como ponderacién: 62

const
renta

Coeficiente Desv. tipica
34,2386 17,6042
0,1410 0,0289

estadistico ¢ valor p
0,8132 0,4213
—1,1094 0,2744
1,9221 0,0623
1357,78
1882,48
8,78226e+07
1540,64
0,3645
0,3302
10,6133
0,0002
estadistico ¢ valor p
1,9449 0,0592
4,8757 0,0000

Estadisticos basados en los datos ponderados:

Suma de cuadrados de los residuos
Desviacion tipica de la regresién (&)

R2
R? corregido
Grados de libertad

101

39,3094
1,0170
0,3848
0,3686
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Estadisticos basados en los datos originales:

Media de la var. dependiente 130,3130
D.T. de la variable dependiente 45,1586
Suma de cuadrados de los residuos 54793,9

Desviacion tipica de la regresién () 37,9730

e Resultado 6: Estimacién de White de V(3a¢c0):

Estimaciones MCO utilizando las 40 observaciones 1-40
Variable dependiente: consumo
Desviaciones tipicas robustas ante heterocedasticidad, variante HC3

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p

const 40,7676 27,3213 1,4922 0,1439
renta 0,1282 0,0439 2,9168 0,0059

Media de la var. dependiente 130,3130

D.T. de la variable dependiente 45,1586

Suma de cuadrados de los residuos 54311,3

Desviacién tipica de la regresién (4) 37,8054

R? 0,3171

R? corregido 0,2991

Grados de libertad 38
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2.15. Anexo 1.2: Instrucciones basicas de gretl para heterocedasticidad

En las clases del Centro de Calculo o Laboratorio Informético nuestro objetivo es aprender el ma-
nejo de un software libre especialmente indicado y creado para el aprendizaje de la Econometria.
Es un software muy sencillo en el que podéis ser autodidactas. Sin embargo, vamos a comenzar
con un recordatorio de las nociones bésicas que ya se han visto en Introduccién a la Econome-
tria. A continuacion se pasard a mostrar las instrucciones especificas mas usuales para el caso de
heterocedasticidad.

Comienzo de la sesion. Conexién y lectura de datos:

e Encender el terminal — Hacer click cuando lo pide — Introducir login y password donde lo
pide. Introducir el pendrive o diskette.

e Si pensiis guardar los resultados en un documento Word. Pulsar:
Inicio — Todos los programas — Microsoft Office — Microsoft Office Word.
Asi estamos abriendo un documento en Word para ir guardando los resultados!”.

Minimizaremos la ventana del documento .doc (6 .tex) si es el caso para usarlo cuando haya
resultados que guardar.

e Pulsar Inicio — Todos los programas — gretl

Ya estamos dentro de gretl y veremos una ventana con diferentes opciones que podemos
utilizar.

e En el Centro de Célculo de la Facultad los resultados van a una carpeta compartida que
estd previamente creada, pero en nuestro PC necesitaremos guardar los resultados en una
carpeta donde previamente hemos abierto el documento Word, Tex, etc. Por lo tanto, lo
primero que haremos serd predeterminar el destino. Pulsar:

Archivo — Preferencias — General

En la ventana Directorio gretl de usuario buscaremos la situacién de la carpeta citada —
Pulsar Aceptar

e Para leer los datos de la tarea. Pulsar:
Archivo — Abrir datos — Archivo de muestra — Nombre del “fichero de datos” por
ejemplo — Ramanathan — data7-24.gdt

Apareceran las variables de la muestra y en la barra superior diferentes etiquetas, por ejemplo
en Datos podremos ver las observaciones y sus caracteristicas, en Modelo podremos realizar
estimaciones.

17Si no dominamos Word podemos guardar los resultados en formato texto para pegar en el block de notas o
“Notepad”. En este caso no crearemos el documento .doc. gretl también permite guardar resultados en formato Latex
previo crear el documento .tex de la misma forma que el documento Word con la opcién adecuada.
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Algunas etiquetas de la pantalla principal:

e La etiqueta Datos:
Algunas de las opciones que contiene la etiqueta Datos son las siguientes:

Mostrar valores

Editar valores

Leer informacion

Ver descripcion

Estructura del conjunto de datos

Para obtener lo que necesitamos, solo tenemos que seleccionar la etiqueta correspondiente y
la variable o variables a estudiar. Por ejemplo, para ver la estructura del conjunto de datos
pulsamos en la etiqueta Estructura del conjunto de datosy obtendremos una pantalla en la que
aparecera seleccionado el tipo de datos con el que estamos trabajando, en este caso Seccion
Cruzada seleccionamos Adelante y nos confirma que la muestra es una seccién cruzada junto
con su tamano, 1 a 224 observaciones.

Si la muestra fuese de serie temporal hubiera indicado Serie temporal, seleccionariamos aceptar
y verfamos la frecuencia, mensual, y el inicio y final de la muestra 1968:1 a 1998:12, por
ejemplo. La etiqueta estructura del conjunto de datos es muy 1til cuando necesitamos cambiar
alguno de ellos por ejemplo si afiadimos nuevas observaciones.

La misma informacién contenida en la estructura del conjunto de datos podemos encontrarla
en la etiqueta: Ver descripcion, que describe el conjunto de datos junto con cada una de las
variables que lo componen.

e La etiqueta Ver:
Se obtienen graficos de las variables y sus estadisticos principales entre otros. Para obtener
los estadisticos principales de las variables de la muestra podemos hacerlo pulsando en:

Ver — FEstadisticos principales

La ventana de output mostrara la media, moda, valor maximo y minimo de la serie, desviacién
tipica, coeficiente de variacion, curtosis y asimetria, para una tnica serie o para el conjunto
de ellas selecciondndolo previamente.

e La etiqueta Variable:
Sirve para trabajar con una unica serie de la muestra. Algunas de las opciones que incluye
esta etiqueta son:

Buscar

Mostrar valores

Estadisticos principales

Distribucién de frecuencias

Gréfico de frecuencias (simple, contra la normal, contra la gamma)
Gréfico de series temporales

Editar atributos

etc
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e La etiqueta Anadir:
Con esta etiqueta podemos anadir variables o transformaciones de las existentes al conjunto
de datos original, para ello tras pulsar en Anadir — tenemos las siguientes posibilidades:

e Logaritmos de las variables seleccionadas

e Cuadrados de las variables seleccionadas

e Retardos de las variables seleccionadas

e Primeras diferencias de las variables seleccionadas

e Diferencias del logaritmo las variables seleccionadas
e Diferencias estacionales de las variables seleccionadas

e Variable indice:
indexi=1,...,N, index =1
timet=1,...,T, time =t

e Tendencia temporal

e Variable aleatoria (uniforme, normal, chi cuadrado y t-Student) Por ejemplo para crear
una variable normal de media 0 y desviacién 1 haremos nombre de la variable 0 1

e Variables ficticias, etc.

e Definir una nueva variable. Esta opcién podemos utilizarla para crear combinaciones de
variables por ejemplo Z; = 4 + ¢ €t ~ N(0,1). Permite los operadores,

+ - * /9A

b b b

(suma, resta, producto, potencia) entre otros.

e Para crear un conjunto de datos:

Datos no incluidos en gretl:

En ocasiones debemos trabajar con un fichero de datos que no estd incluido en gretl. Podemos
importarlo y trabajar con €l con solo que esté en alguno de los formatos compatibles con gretl. Para
ello pulsamos en Archivo — Abrir datos — importary seleccionamos el formato adecuado siguiendo
la secuencia de 6rdenes que se nos pida. Esta secuencia va dirigida a definir la muestra, tipo de
datos, longitud, etc.

En otras ocasiones debemos crear directamente la muestra en gretl. Para ello debemos crear un
nuevo conjunto de datos como sigue:

Archivo — Nuevo conjunto de datos

y completar la informacion que pide sobre:

numero de observaciones

estructura del conjunto de datos (serie temporal o seccion cruzada)
frecuencia

observacion inicial

A la pregunta ;Desea empezar a introducir los valores de los datos usando la hoja de cdlculo de
gretl? contestar S7
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e Introducir el nombre de la variable. El maximo de caracteres que acepta es 15, no usar acentos
ni la letra 7. Pulsar Aceptar

e En la hoja de célculo situarnos en la primera celda y teclear la observacion correspondiente,
a continuacién pulsar intro. Si nos saltamos alguna observacién podemos insertar una fila en
el lugar correspondiente con solo situarnos en la celda posterior e ir a observacion — insertar
obs. Una vez introducidas todas las variables pulsar Aplicar.

e Para guardar los datos: en menu Archivo — Guardar datos. Dar nombre al conjunto de datos,
por ejemplo Azary se grabard autométicamente con la extensién gdt.

Si en otro momento queremos usar este conjunto de datos sélo habra que pulsar el botén izquierdo
del ratén dos veces para que se active.

Un repaso a lo mas basico:

e Estimacion MCO: Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios

Seleccionar la variable enddgena y exdgenas mediante el siguiente proceso:

1. Variable endégena, pulsar nombre de la variable dependiente — FElegir

2. Elegir los regresores, pulsar Anadir con cada una. Por defecto tendremos predeterminada una
constante que se puede eliminar si es necesario. Para realizar la regresién pulsar Aceptar.

Se muestran los resultados de la estimacion y diferentes estadisticos. Las desviaciones tipicas son
calculadas con la expresién 62(X'X) L.

Notar que en la ventana abierta por MCO, abajo a la izquierda aparece una casilla con la leyenda
estimaciones tipicas robustas. En principio no debe estar activada. Corresponden a la estimacion
consistente de la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO como veremos mas
adelante. En la ventana de resultados de la estimacion MCO tenemos diferentes opciones, podemos
hacer contrastes, graficos etc.

e Para guardar los resultados en formato word: Editar — Elegir formato RTF(Ms Word).
Abrir el documento Word creado anteriormente. Seleccionar:

Edicion — Pegar — Guardar — Minimizar ventana'®

e Graficos de residuos:

Tenemos varias posibilidades para dibujar los residuos, podemos dibujar su evolucién en la muestra o
contra alguna de las variables exégenas de la muestra, dependiendo de lo que nos interese. Partimos
de la ventana de resultados MCO:

1. Evoluciéon de los residuos:

a) si la muestra es de serie temporal:

Grdficos — Grdfico de residuos — contra “el tiempo”

8Para guardarlo en Latex, .tex, o modo texto, .txt, proceder igual con la opcién adecuada.
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b) si la muestra es de seccién cruzada:
Grdficos — Grdfico de residuos — “por observacion”

2. Grafico de residuos frente a alguno de los regresores:

Grdficos — Grdfico de residuos — contra “nombre del regresor”

3. Para dibujar los residuos frente a una variable incluida en el fichero de datos, pero que no sea
uno de los regresores debemos situarnos en la pantalla inicial de gretl y seguir la secuencia:

Datos — Grdficos — Grdfico X-Y scatter — seleccionar X e Y adecuadamente

e Para guardar graficos: pulsar con el botén derecho del ratén en cualquier parte del grafico y
elegir la opcién en que queremos que nos lo guarde, por ejemplo postcript (.eps) o cualquier otra
que nos convenga. En la ventana que aparece indicarle donde queremos que nos lo guarde.

e Para ver el grafico variable ajustada-observada:
Grificos — Grdfico de ajustada-observada — elegir por nimero de observacion (si es una muestra
de seccion cruzada) o frente al tiempo (si la muestra es de serie temporal)

e Para ver el grafico variable ajustada-observada frente a alguno de los regresores:
Grdficos — Grdfico de ajustada-observada — contra “nombre del regresor”

e Podemos guardar los datos de la variable endégena estimada, los residuos y los residuos al cuadrado
que posiblemente, necesitemos después. En la pantalla de resultados de la estimacion:
Guardar — wvalores ajustados

Guardar — residuos
Guardar — residuos al cuadrado

entre otros. gretl los va a anadir al conjunto de datos con el que trabajamos y los denota respec-
tivamente por yhatl, uhatl e usql respectivamente, donde 1 indica que corresponde al modelo 1,
asf que si lo buscéis para el modelo que habéis estimado en tercer lugar los llamara uhat3. Ademas,
anade una leyenda explicativa de la variable. Como veis en la pestana hay otros estadisticos que se
pueden guardar de la misma forma por ejemplo la suma residual de cuadrados por ejemplo, essl,
etc.

También podemos hacer nuevas estimaciones o anadir variables explicativas a la anterior repitiendo
los pasos anteriores.

Instrucciones de gretl especificas para heterocedasticidad

e Contrastes de heterocedasticidad:

gretl tiene implementados diferentes contrastes de heterocedasticidad. Por ejemplo el contraste de
White o el contraste de Breusch-Pagan. Ambos se encuentran en la pantalla de resultados de la
estimaciéon MCO. Pulsar:
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Contrastes — Heterocedasticidad — seleccionar el contraste deseado

Por supuesto ambos los podéis realizar siguiendo explicitamente todos los pasos aprendidos en clase.
De la misma forma se puede llevar a cabo el contraste de Goldfeld y Quandt. Veamos como realizar
el contraste de Breusch-Pagan.

e Contraste de Breusch-Pagan:

Para computar la regresién auxiliar para el contraste de Breusch-Pagan hemos de guardar en primer
lugar, los cuadrados de los residuos MCO y la SCR del modelo de interés. A continuacién hemos de
definir la variable enddégena de la regresion auxiliar, los residuos normalizados, que hemos llamado
e? = ﬁ?}MCO/&Q, para ello en:

Variable — Definir una nueva variable

introducir la férmula e2 = usql/(essl/N) con los valores que previamente habéis guardados o
anotado de la suma de cuadrados residual y el tamaiio muestral'”. A continuacién estimdis la
regresion auxiliar por MCO de la manera habitual y anotar los estadisticos necesarios para computar
el test.

e Contraste de Goldfeld y Quandt:

En el contraste de Goldfeld y Quandt se supone que la varianza de la perturbacién es mondétona-
mente creciente (o decreciente) con una variable cuyos valores son conocidos. Es necesario ordenar
la muestra conforme al crecimiento (decrecimiento) de esa variable. Para ello podemos seguir la
siguiente secuencia desde la pantalla inicial:

Datos — ordenar
—  seleccionar la variable por cuyo crecimiento o decrecimiento queremos ordenar
la muestra
— seleccionar el criterio, creciente o decreciente

Ademss, es necesario que la muestra se divida en dos submuestras dejando un niimero de observacio-
nes centrales que de independencia a ambas submuestras. A continuacién se realiza la regresion MCO
en ambas submuestras y se aplica el estadistico de contraste. La tinica dificultad de este test es dividir
la muestra. Para ello debemos seguir la siguiente secuencia de érdenes partiendo de la pantalla princi-
Muestra —  seleccionar rango
pal de gretl. Seleccionar, segun el criterio adecuado: —  restringir a partir de un criterio
— definir a partir de una variable ficticia

con ello hemos restringido la muestra y podemos realizar la regresiéon en dicha submuestra. Tomar

nota de los estadisticos necesarios. A continuacion hay que recuperar el rango completo antes de
volver a restringir la muestra para crear la segunda submuestra. Pulsar:

Muestra — recuperar rango completo

volver a restringir la muestra para realizar la segunda regresién y tomar nota de los datos necesarios
para realizar el contraste. Antes de seguir trabajando recordar recuperar el rango completo de la
muestra.

“Se ha denotado 4 ;oo =usql y 6* =essl/N.
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e Los contraste de Goldfeld- Quandt y Breusch-Pagan no son los tinicos posibles. De hecho gretl
ofrece la posibilidad de contrastar heterocedasticidad usando el test de White y una variante del
mismo como habéis podido ver al desplegar la pestana Contrastes — Heterocedasticidad sin em-
bargo, en los contenidos del tema no se suele incluir este contraste ya que el tiempo disponible es
limitado.

e Estimador de White:

El estimador de White es el estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas de los
parametros estimados por MCO, ‘A/(BMCO). Loégicamente ha de encontrarse dentro de la estimacién
MCO y ya lo hemos abordado antes, estaba en la ventana abierta por MCO. Abajo a la izquierda
aparece una casilla con la leyenda estimaciones tipicas robustas. Corresponden a la estimacién con-
sistente de la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores MCO a la White. Si deseamos
esta estimacion haremos click en la casilla. Pulsar en configurar y elegir HC3a que es la correspon-
diente al estimador visto en clase.

e Minimos Cuadrados Generalizados o Ponderados (MCP)

Bajo MCP gretl implementa el estimador de MCG via MCO en el modelo transformado.

Lo primero que va a necesitar gretl es conocer la ponderaciéon por ello, si la ponderaciéon no es una
variable previamente definida, debéis definirla de la forma habitual:

Variable — Definir una nueva variable — introducir la férmula

Una vez que tenéis construida la ponderacién para estimar por MCP seleccionamos:
Modelo — otros modelos lineales — minimos cuadrados ponderados

Se eligen adecuadamente la variable dependiente, las independientes y la ponderacion seleccionando
y anadiendo de la forma habitual.

Con la definicién de la variable de ponderacion hay que tener un poco de cuidado ya que es necesario
adecuarse a la forma que utiliza el programa para construir las variables en el modelo transformado.
Asi para diferentes versiones hace diferentes cosas y necesitamos saber a ciencia cierta cémo cons-
truye el modelo transformado a partir de la definicién de la variable de ponderacién. Lo sabemos
en la pestana Ayuda, dentro de Minimos Cuadrados Ponderados dependiendo de la versién. Por
ejemplo para la versién 1.7.1, incluye la siguiente leyenda en inglés®’:

Weighted Least Squares

If “wtvar”is a dummy variable, WLS estimation is equivalent to eliminating all observations with
value zero for wtvar.

Let “wtvar”denote the variable selected in the ”Weight variable”box. An OLS regression is run,
where the dependent variable is the product of the positive square root of wtvar and the selected
dependent variable, and the independent variables are also multiplied by the square root of wtvar.
Statistics such as R-squared are based on the weighted data. If wtvar is a dummy variable, weighted
least squares estimation is equivalent to eliminating all observations with value zero for wtvar.

20Las etiquetas de ayuda estédn en inglés ya que no se traducen como el resto del programa.
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Donde “wtvar” denota la variable de ponderacion y el modelo transformado se construye multiplican-

do la raiz cuadrada de “wtvar” por cada variable del modelo original incluida la constante. Por ejem-

plo si suponemos que Var(u;) = 0?X3, tomaremos como ponderacién a X% y si Var(u;) = 02X
21

tomaremos como ponderacién a %
1

e Minimos Cuadrados Generalizados Factibles

1. Primero hemos de pensar en la forma funcional de la varianza. Supongamos que la forma
funcional de la varianza que vamos a proponer es:

Var(u;) = 07 = o1 + aaW; + asWo

A continuacién hemos de crear la regresién auxiliar y estimarla por MCO. Si la variable
endogena son los residuos MCO al cuadrado del modelo de interés y los hemos guardado
podemos utilizarlos directamente y si no lo hemos hecho elevaremos al cuadrado los residuos
MCO guardados en la estimacién MCO original. Estimamos la regresién auxiliar y guardamos
las estimaciones de la variable enddgena de esta regresion. Con esta serie construiremos la
ponderacién, es decir, vamos a obtener &f por lo que debemos comprobar que es siempre
positiva.

2. Construimos la ponderacién 1/ 6’? y la anadimos al conjunto de datos usando como habitual-
mente

Variable — Definir una nueva variable — introducir la formula

3. A continuacion seleccionamos:
Modelo — Minimos Cuadrados Ponderados

y la variable dependiente, las independientes y la ponderacién seleccionando y aniadiendo de
la forma habitual. Este modo de proceder proporciona el estimador de MCGF'.
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Tema 3

Autocorrelacion

Clases Magistrales

Habitualmente se dedican a este tema seis clases magistrales. En estas clases el profesor ilustra
al alumno otra situacién habitual en la practica cuando en el analisis econométrico se dispone de
datos de las variables observadas a lo largo del tiempo. El alumno ya estd familiarizado en lineas
generales con el problema econométrico, ya que se enclava dentro del marco del modelo de regresion
lineal con perturbaciones no esféricas. Por lo tanto, en el Tema 1 sobre Minimos Cuadrados Gene-
ralizados, el alumno ya ha visto las consecuencias de tener este marco de andlisis en términos de
estimacién e inferencia. En el tema anterior ya han sido aplicadas estas técnicas en el caso concreto
de heterocedasticidad y la estructura serd bastante similar. Se comenzara con la introduccién del
concepto de autocorrelacién y se estudiaran dos modelos concretos para modelar la autocorrelacién:
los procesos autorregresivos y los de medias méviles. Seguidamente se dedicaran varias clases a
explicar y a ilustrar con varios ejemplos la utilizacién del andlisis grafico de los residuos y a dos
contrastes de autocorrelacién: el contraste de Durbin-Watson y el contraste de Breusch-Godfrey.
Las ultimas clases magistrales se dedicaran a ver aplicado a este contexto varios procedimientos de
estimacion e inferencia por Minimos Cuadrados Generalizados Factibles junto a las consecuencias
de estimar por Minimos Cuadrados Ordinarios y una forma alternativa de realizar la inferencia con
este estimador. A lo largo de las clases magistrales se pedird al alumno ademas, de la lectura de las
notas sobre el tema, la realizacién de diversos ejercicios que se resolveran en clase. Para conocer el
grado de seguimiento del alumno, se podran realizar en clase preguntas cortas a resolver.

Competencias a trabajar en estas sesiones:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacion y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.
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Al final de este tema deberiais ser capaces de:

. Explicar que se entiende por un modelo de regresién lineal con autocorrelacién, cémo modelizar

esta caracteristica en el término de perturbacién del modelo y sus implicaciones en su matriz
de varianzas y covarianzas.

. Saber analizar graficamente la posible existencia de autocorrelacién y otros problemas de

especificacién.

Utilizar lo contrastes de Durbin-Watson y Breusch-Godfrey para contrastar la posible exis-
tencia de autocorrelacién.

. Describir y comparar las propiedades de los estimadores MCO y MCG bajo autocorrelacion.

. Transformar un modelo con un término de error que sigue un AR(1) en otro cuyo término de

perturbacién es un ruido blanco.

Estimar y hacer inferencia por MCG o MCGF bajo el supuesto de que el término de error del
modelo de regresién sigue un proceso AR(1).

Razonar por qué resulta conveniente disponer de un estimador consistente de la matriz de
varianzas y covarianzas de los estimadores de MCO en presencia de autocorrelaciéon. Saber
utilizar dicho estimador en el contexto adecuado.

Bibliografia Recomendada:

Al final del tema tenéis recogida la bibliografia correspondiente. En particular os recomendamos

leer los capitulos correspondientes a la bibliografia basica detallados a continuacion:

Greene, W. (1998), cap. 13.
Ramanathan, R. (2002), cap. 9.
Wooldridge, J. M. (2003), cap. 11 y cap. 12.

Y para profundizar, podéis leer los capitulos detallados a continuacién correspondientes a la biblio-

grafia complementaria:

Alonso, A. y otros (2005), cap.10.

Gujarati, D. (2004), cap.12.

Johnston, J. (1984), cap. 8.

Maddala, G. S. (1996), cap. 6.

Novales, A. (1993), cap. 5y cap. 7.

Pindyck R. S. y Rubinfeld, D. L. (1998), cap. 6.
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3.1. El concepto de autocorrelacion y su modelizacion

3.1.1. Introduccién

Este tema aborda el problema de autocorrelacién, una caracteristica que puede presentar el término
de error de un modelo econométrico y que se manifiesta con mayor frecuencia al tratar con datos
observados a lo largo del tiempo. Este tipo de datos, llamados datos de series temporales, son
observaciones de una variable recogidas a lo largo del tiempo (dias, meses, trimestres, anos etc.)
de cierta unidad econémica (empresa, consumidor, regién, pais etc.). Estos datos presentan un
ordenamiento natural, ya que las observaciones estan ordenadas de acuerdo al momento del tiempo
en que han sido observadas.

Es probable que a la hora de explicar el comportamiento de una variable observada en el tiempo, se
tenga que tener en cuenta que sus observaciones puedan estar correlacionadas a lo largo del mismo.
Por ejemplo, el consumo de una familia en un ano es probable que esté correlacionada con el consumo
del afio anterior ya que en media, ceteris paribus, esperariamos que una familia no cambiara mucho
su comportamiento en su consumo de un ano a otro. Esto implicaria posiblemente, introducir en
el modelo para explicar el consumo de un ano, por ejemplo, el consumo del afio anterior. También
podemos considerar que un cambio en el nivel de una variable explicativa, por ejemplo la renta de
esa familia en un ano, tenga efectos sobre el consumo en afios sucesivos. Una forma de tener en
cuenta esto seria introducir como variable explicativa del consumo en un ano no sélo la renta de ese
ano, sino la renta de anos anteriores.

Finalmente, ademas de factores observables cuya influencia en el consumo se distribuye a lo largo del
tiempo, podemos tener factores no observables recogidos en el término de perturbacién del modelo
cuya influencia se mantiene durante varios periodos presentando lo que se llama autocorrelacién o
correlacion serial en el tiempo.

Como vemos, hay distintas formas de introducir en un modelo efectos que se distribuyen a lo largo
del tiempo. Podemos introducir retardos tanto de la variable endégena, por ejemplo Y;_1, como
de ciertas variables explicativas, X;_j,7 = 1,...,J, o modelar el término de error u; en funcién
por ejemplo de su propio pasado u;—;,5 = 1,...,p. Esto es, lo que se conoce como especificaciéon
dindmica del modelo. En muchos casos es necesario reflexionar sobre esta especificacion y saber
asignar a qué parte, sistematica o de perturbacion, corresponde. Una mala especificacién dindmica o
simplemente funcional de la parte sistematica de un modelo, puede llevar a detectar autocorrelacion
en el término de perturbacion.

En este tema estudiaremos como detectar la presencia de correlacion serial en el término de error,
analizar cual puede ser la fuente de este problema y si no es un problema de mala especificacion,
cémo recoger en el modelo esta caracteristica dindmica en el término de error. También estudiaremos
las implicaciones de la existencia de autocorrelacién en los métodos de estimacion alternativos y en
los contrastes de hipdtesis sobre los pardmetros de interés del modelo. En un tema posterior nos
ocuparemos de la dindmica en la parte sistematica.
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3.1.2. Procesos Autorregresivos y de Medias Mdviles

Normalmente se considera como autocorrelacion en el término de error de un modelo correctamente
especificado en media, al incumplimiento de la hipdtesis basica E(uius) =0 t # s. Esto implica que
puede existir relaciéon entre pares de perturbaciones ug, us, de forma que no todas las covarianzas
entre perturbaciones de distintos periodos de tiempo van a ser cero.

Una forma de recoger este comportamiento es proponer que las perturbaciones siguen algin tipo de
proceso estocastico, tal que sus realizaciones estan correlacionadas en el tiempo. Vamos a ver dos
tipos de procesos, los llamados procesos autorregresivos (AR) y los de medias méviles (MA).

En general, un proceso o modelo Autorregresivo de orden p, que denotamos como AR(p), se define
como un modelo de regresion lineal donde la variable dependiente es el término de perturbacién y
los regresores son sus propias realizaciones pasadas esto es:

Up = P1Ut—1 + -« + PplUr—p + &¢

donde &; ~ iid(0,02), y se conoce como un ruido blanco. Un proceso o modelo de medias méviles
de orden ¢, que se denota como MA(q), también se representa como un modelo de regresién lineal
donde la variable dependiente es el término de perturbacién, pero los regresores son las realizaciones
presente y pasadas de la innovacién o ruido blanco &;.

up = 01641+ ...+ gqﬁtfq + &

La combinacién de ambos procesos seria un modelo ARMA(p,q).

La matriz de varianzas y covarianzas de las perturbaciones, €2, es distinta para cada proceso y bajo
ciertas condiciones depende de pocos pardmetros, que seran los coeficientes del modelo AR o MA y
la varianza de e;. Lo veremos con dos casos particulares: los procesos AR(1) y MA(1).

Proceso AR(1): U = put—1 + &t e (0,02) lp| <1 (3.1)

Es el proceso mas habitual y simple para modelizar autocorrelacion en el término de error de
un modelo de regresién adecuadamente especificado, en especial cuando los datos son de frecuencia
anual. Sustituyendo recursivamente podemos expresar u; como una combinacién lineal de los valores
pasados y presente de e:

oo
Up = pus—1 + et = pPUut_o + pep_1 + e = = ijft—j
§=0
Las propiedades de este proceso son las siguientes:

BE(u) = EQ_pej)=Y P/ E(ej) =0
j=0 J=0

o0 oo
E(}) = EQ ey =Y p7B(E ) =21 +p"+p" ++...)
=0 i
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por lo que si |p| < 1:

o?
\% =0, = Vit
ar(uy) = oy, -
Ademas,
E(uu—1) = El(pu—1 + ed)ui1] = pE(ui_1) + Blu1er) = poy,
E(wui—2) = E[(puw—1 + e)u—2] = pE(u—1w—2) + E(u—2e) = p*os
En general, E(uu;_s) = p*c2 y por lo tanto:
B ]_ p p2 e pT_l 7]
R
n_ 1 -
E(uu') = 1 —6p2 P p P (3.2)
| Tl T2 T 1

Es decir, bajo el modelo AR(1) con el pardmetro |p| < 1, el ntimero de pardmetros contenidos en
E(uu') es solamente dos, o2 y p. Esto es conveniente a la hora de tener que utilizar un método de
estimacién que requiera estimar esta matriz de varianzas y covarianzas.

Como se puede apreciar, la correlacion entre perturbaciones no es cero para ningun retardo, aunque
a medida que estdn més alejadas entre si, dado que |p| < 1, esta autocorrelacién va disminuyendo.

Si 0 < p < 1, todas las covarianzas, y por tanto las correlaciones, son positivas. Esto indica que el
efecto de un shock positivo se mantiene en el tiempo con el mismo signo, aunque cada vez serd de
menor magnitud. Si este signo cambia por un nuevo shock &; entonces también se mantendra en
el tiempo el signo negativo. Por lo tanto, las realizaciones de un proceso AR(1) con coeficiente
positivo, mostrara una serie temporal con observaciones consecutivas agrupadas del mismo signo.
Cuanto mas cercano a uno sea el valor de p mas tardard en general en cambiar el signo.

Si —1 < p < 0, las covarianzas, y por tanto las correlaciones, alternan el signo siendo positivas
entre perturbaciones separadas un ntimero de retardos par y negativas entre aquellas separadas un
namero de retardos impar. Esto indica que el efecto de un shock positivo tendera a asociarse con
un siguiente error de signo negativo y este con uno positivo, aunque cada vez de menor magnitud.
Por lo tanto, las realizaciones de un proceso AR(1) con coeficiente negativo mostrardn una serie
temporal con observaciones consecutivas que alternan el signo. Cuanto mas cercano a uno en valor
absoluto sea el valor de p, més se mantendra la alternancia del signo y su magnitud.

Ejercicio 3.1 Escribe de forma general, sin restricciones sobre sus pardmetros, la matriz de va-
rianzas y covarianzas del vector de perturbaciones F(uu') para T' = 10. ;Es una matriz simétrica?
i, Cuantas parametros desconocidos tendrias que estimar? ;Y si supones que la perturbaciéon sigue
un AR(1) con |p| < 17
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Los siguientes gréficos ilustran la diferencia entre las realizaciones en el tiempo de un proceso que es
ruido blanco es decir, sin autocorrelacion (u; = €¢), versus otras que siguen un AR(1) con coeficiente
positivo (u; = 0,95u;—1 + &) o negativo (uy = —0,95us—1 + &¢).

Figura 3.1: Ruido blanco p =0

Ruido blanco (var=0.16)

0.0 0.5

Residuos

-05
1

Figura 3.2: Proceso AR(1) con p=0,95

AR(1) con coeficiente positivo 0.95

0.5 1.0
1

0.0

Residuos

-1.0
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Figura 3.3: Proceso AR(1) con p = —0,95

AR(1) con coeficiente negativo —0.95

Residuos
-0.5 0.0 0.5 1.0 15
| | |

-1.0
1

-15

Proceso MA(1): ug = Ocp—1 + ¢4 e X (0,02)

Las propiedades de este proceso son las siguientes:

E(ut) 9E(€t71) + E(é‘t) =0

E(ut?) E(0si—q + st)z = 92E(6?_1) + E(ef) +20E(g164-1) = 03(1 + 02) = 03

Es decir, las perturbaciones que siguen un MA (1) tienen media cero y varianza constante. Ademas:

E(ugus_1) = FE(Ogi 1+ e1)(0et_o+e4-1) = 002
E(ugui—2) E(fei—1+¢e1)(0cy_3+e-2)=0
E(uwu—s) = 0 sis>2 y por lo tanto:
1462 0 0 0 |
o 1+6* 0 0
E(w) = o2 0 6 1462 0 (3.4)
0 0 0 1+6° |
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Ejercicio 3.2  Calcula la matriz de varianzas y covarianzas si consideramos escribir el proceso
iid . . .

MA(1) de la forma u; = ey — de,—1 donde & E (0,02). ;Si llamamos 6 = —4, obtienes lo mismo que

antes?

Bajo el proceso MA(1) la matriz E(uu’) depende también de dos pardmetros, o2 y 6. A diferencia
del proceso AR(1), las covarianzas entre perturbaciones solamente se mantienen distintas de cero
entre aquellas separadas un periodo, siendo el resto igual a cero. Esto indica que si € es mayor
que cero, el efecto de un shock positivo en un periodo tiende a mantenerse en el tiempo con el
mismo signo solamente por un periodo, siendo luego igual de factible que la realizacién sea positiva
o negativa dependiendo del shock ¢ de ese periodo. Si el valor de 8 es negativo la alternancia sera de
positivo a negativo en el siguiente periodo o de negativo a positivo.

Los siguientes graficos ilustran las realizaciones en el tiempo de un proceso MA(1) positivo (u; =
0,95¢1—1 + &) y de un MA(1) negativo (uy = —0,95e4_1 + &¢).

Figura 3.4: Proceso MA(1) con 6 = 0,95

MA(1) con coeficiente positivo 0.95

1.0

0.5

Residuos
0.0

-1.0
1

En los graficos podemos observar que las series generadas por procesos con autocorrelaciéon de
orden uno positiva tienden a ser mas suaves que las series temporales generadas por procesos
con autocorrelacion de orden uno negativa. Los procesos autorregresivos tienden a acentuar esta
caracteristica relativamente a los de medias moviles. Procesos de mayor orden o combinaciones de
estos dos procesos son mas dificiles de detectar con un simple gréifico de la serie temporal. Otro
tipo de técnicas de identificacion de estos procesos son los llamados graficos de autocorrelacién o
correlogramas simple y parcial.
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Figura 3.5: Proceso MA(1) con 6 = —0,95

MA(1) con coeficiente negativo -0.95

1.0

Residuos
0.0 0.5

-0.5
1

-1.0

3.2. Contrastes de autocorrelacién y andlisis de residuos

Las perturbaciones no son observables, por lo que los residuos serdan nuestra aproximacion a estas
variables tanto en el andlisis grafico como en los contrastes estadisticos. Al igual que en el tema de
heterocedasticidad podemos utilizar como preliminar a un contraste estadistico de autocorrelacién,
el grafico de la serie temporal de los residuos obtenidos de estimar por MCO la especificacion del
modelo de interés. Vamos a estudiar dos contrastes disefiados para contrastar la hipétesis nula de
ausencia de autocorrelacion frente a diversas alternativas de autocorrelacion en el error.

3.2.1. Contraste de Durbin y Watson

Este contraste esta disenado para contrastar la hipdtesis nula de no autocorrelacién
Hy:p=0, uy zet“&d(o,af)

frente a la alternativa de un proceso AR(1), donde la hipétesis alternativa puede ser
H,:uy=pu—1+e¢ 0<p<1

o bien
Hy:up=pup—1+e¢ —1<p<O0

El procedimiento es el siguiente:

Se estima el modelo de interés por MCO y se calculan los residuos 4 parat = 1,...,T. El estadistico
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de Durbin-Watson se calcula como:
T (o & N2
_ Zt=2(ut — 1)
DW = ZT po
t=1 YUt
Se puede obtener una relacién aproximada entre este estadistico y el coeficiente de autocorrelacién
de orden uno en los residuos MCO definido como:

ST gy

T A
> =2 “?—1

siendo esta relacion DW ~ 2(1 — p), por lo tanto, se puede aproximar los valores que tomara el

p/\:

estadistico para ese coeficiente de autocorrelaciéon de orden uno en los residuos.

Asi, el valor del estadistico DW esta entre (0,4). Si el valor de DW estd cercano a cero indica que
el valor de p estd proximo a 1. Si p € (0,1) entonces DW ~e (2,0), por lo que valores de DW de
2 hacia 0 indicaran evidencia hacia autocorrelacién de orden uno positiva. Si p € (—1,0) entonces
DW ~¢ (4,2), por lo que valores de DW de 2 hacia 4 indicaran evidencia hacia autocorrelacion de
orden uno negativa.

Formalmente para realizar el contraste necesitamos conocer la distribucion del estadistico bajo la
hipétesis nula de no autocorrelacién, pero la distribucién de este estadistico DW no es ninguna de
las habituales y se demuestra que depende de la matriz X. Durbin y Watson han tabulado unas
cotas, d; (inferior) y ds (superior) de valores criticos, que permiten decidir si se rechaza la hipétesis
nula a un nivel de significacion elegido.

Procedimiento: Dado el tamano muestral T' y el ntimero de regresores exceptuando el término
independiente K’ = K — 1, obtenemos en la tabla de valores criticos tabulados las cotas inferior d;
y superior dg para un nivel de significacion elegido.

e Si DW € (ds,4 — ds), entonces no se rechaza Hy : p = 0 frente a cualquiera de las dos
alternativas bien H, : 0 < p < 1 o bien H, : —1 < p < 0. Por lo tanto, no hay evidencia de
autocorrelacién de orden uno.

e Si DW < d; se rechaza Hy : p = 0 y hay evidencia de autocorrelacién de orden uno positiva
H,:0<p<l1.

e Si DW > 4 — d; se rechaza Hy : p = 0 versus la alternativa de autocorrelacién de orden uno
negativa H, : =1 < p < 0.

e Si DW € (d;,ds) o si DW € (4 —ds,4—d;), el estadistico cae en las zonas de indeterminacién
del contraste, por lo que el contraste no es concluyente.

Comentarios:

e Este contraste puede detectar otros procesos AR o MA de mayor orden siempre y cuando
den lugar a residuos con una autocorrelacién de orden uno significativa. Por la misma razén
puede detectar problemas de mala especificacién de la parte sisteméatica del modelo. Pero el
contraste no indica cudl puede ser el caso.
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e Si la autocorrelacién de orden uno no es significativa puede que este contraste no detecte
procesos AR o MA de mayor orden.

e En las zonas de indeterminacién el contraste no es concluyente. No obstante, se deberia tener
en cuenta que tampoco se acepta la hipdtesis nula de no autocorrelaciéon siendo cautos con
los resultados MCO especialmente en la inferencia utilizando los estadisticos t y F habituales.
Esta regiéon de indeterminacién es mayor cuanto menor nimero de grados de libertad se tengan
(menor T y mayor K).

e El estadistico de DW no es fiable en modelos que incluyen como variables explicativas la
variable dependiente retardada Y;_1, Y;_2,... u otro tipo de regresor estocastico.

3.2.2. Contraste de Breusch y Godfrey

Este es un contraste més general que el de Durbin-Watson. Se contrasta la hipdtesis nula:
Hy : ug ~ iid(0, 02)
frente a
Hy:up=prug—1+ ...+ ppur—p +e¢ AR(p) 6
up =0160-1+ ...+ 6per—p+e¢ MA(p)

donde &; ~ iid(0,02). Luego bajo Hy el proceso es un ruido blanco, no hay autocorrelacién. Bajo
la hipotesis alternativa el término de perturbacién puede seguir bien un proceso autorregresivo de
orden p o bien un proceso de medias méviles del mismo orden, elegido previamente a la realizacién
del contraste. El procedimiento es el siguiente:

e Se estima el modelo de interés por MCO:
Yi=01+ 05Xt + ...+ B Xkt +ur
Se calculan los residuos u; parat=1,...,T.
e Se obtiene el coeficiente de determinaciéon R? de la siguiente regresiéon auxiliar:
U = a1 +aoXop + ...+ ag Xk + 01ti—1 + ... + Oplp—p + &

dondet =1,...,T y pes el nimero de retardos elegido para el orden del proceso AR o MA bajo
la alternativa. Al realizar la regresién auxiliar usando todas las observaciones, incluidas las
primeras p (t = 1,...,p), se necesita el conocimiento de 1y, . .., %1—p. Una forma de solventar
el problema de no conocer esos residuos es la de igualar o, ..., 41—, a cero.

e El estadistico del contraste y su distribucién asintética bajo la hipdtesis nula son:

BG=TR* %2 bajo Hy

donde Ty R? es el tamafio muestral y el coeficiente de determinacién, respectivamente, de la
regresion auxiliar.
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e Regla de decision: Rechazar la hipétesis nula de no autocorrelacién a un nivel de significa-

cion «, si el valor muestral del estadistico, denotado por BG, es tal que BG > Xg27|a‘

Otra forma de realizar el contraste consiste en omitir las p observaciones iniciales de la regresién
auxiliar
w =oaq +aoXop + ... +ag Xkt +01t—1+...+ (Spﬂt,p + &

donde t = p+1,...,T y considerar el R? de esta regresién y el tamano muestral disponible
(T — p). En este caso el estadistico del contraste y su distribucién asintética bajo la hipdtesis
nula son:

(T-p)R22 2 bajo Hy

siendo la regla de decisién igual que antes.

Comentarios:

e Este contraste es mas general que el de Durbin-Watson. Las alternativas pueden ser AR(p)
con p > 1y también M A(p).

e A diferencia del contraste de Durbin-Watson, si se puede utilizar en modelos que incluyen
como variables explicativas la variable dependiente retardada Y;_1,Y;_o,... u otro tipo de
regresor estocastico.

e Es un contraste asintético esto es, bajo Hy se conoce la distribucién asintética del estadistico.
Por lo tanto, es valido para muestras grandes siendo cautos con los resultados para muestras
pequenas.

e La eleccién del nimero de retardos p es importante. Un p pequeiio puede no capturar auto-
correlaciones significativas de mayor orden, pero un p grande puede influir negativamente en
la potencia del contraste.

3.2.3. Analisis de los residuos y contrastes: ejemplos

En esta seccién vamos a presentar varios ejemplos que ilustran la utilizacién de los gréaficos de
residuos para detectar la existencia de autocorrelaciéon y en algunos casos detectar una posible
mala especificacién del modelo. También ilustramos la utilizaciéon del contraste de Durbin-Watson
no solamente para contrastar la existencia de autocorrelacién de orden uno, sino también como
indicador de mala especificacién.

Ejemplo 3.1 Autocorrelacién positiva

Se dispone del fichero de datos inwv.dat del libro Undergraduate Econometrics de Hill, Griffiths y
Judge disponibles en http : //www.wiley.com/college/econ/hill331848 /students.html. Son datos
anuales desde 1974 a 2003 de las siguientes variables:

I: Inversién real en billones de ddlares.

GNP: Producto Nacional Bruto real en billones de ddlares.
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R: Tipo de interés.

Se estima por MCO un modelo que relaciona la Inversién real con el Producto Nacional Bruto real
y el tipo de interés incluyendo un término independiente.

It = B1 + oGNP + B3Ry + uy t=1,...,30

y los resultados de la estimacién son:

L — 6,22494 + 0,769911 GNP, — 0,184196 R;
(des(Barco))  (2,51089)  (0,0717905) (0,126416)

R?=0,816282 SCR =299,336 DW =0,852153 /= 0,567726

Figura 3.6: Grdfico de la serie de Inversién observada y estimada
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La Figura 3.6 muestra el grafico de las series de Inversién observada y estimada, que representa
la evolucion en el periodo muestral considerado, de los valores observados de la variable Inversion
I; v de la Inversién estimada I, que predice el modelo ajustado dados los valores observados de
las variables explicativas. El modelo estimado no recoge bien los ciclos de expansién y recesion
observados en la Inversién, especialmente en los afios 1977-1982, y 1982-1988, siendo los observados
mucho mas pronunciados que los generados por el modelo ajustado. Esto explica los ciclos observados
en el grafico de la serie temporal de los residuos. Este hecho sugiere que el término de perturbacion
del modelo pueda recoger factores correlacionados en el tiempo tal que presente autocorrelacion
positiva al menos hasta de orden uno, pudiendo ser también de mayor orden.

La Figura 3.7 muestra la evolucién de los residuos 4; = Iy — ft a lo largo del periodo muestral
considerado t = 1974, ...,2003. Como es de esperar, ya que hay término constante en la regresién,
oscilan alrededor de su media muestral igual a cero. Se puede observar que especialmente de 1973
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Figura 3.7: Grdfico de la serie temporal de los residuos MCO
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a 1995 se van alternando en ciclos, grupos de residuos seguidos del mismo signo, siendo menos
evidente al final de la muestra, donde el ajuste es algo mejor.

Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ id(0, 02) No autocorrelacion.
H,:0<p<1l wy=pu_1+e & ~iid0,02) AR(1) autocorrelacién positiva.

Para o = 0,05, T = 30, K’ = 2 las cotas inferior y superior tabuladas respectivamente son d; =
1,2837 y ds = 1,5666. Como DW = 0,852153 < d; = 1,2837, se rechaza Hy. Hay evidencia de
autocorrelacion de orden uno positiva en el término de perturbacién del modelo .

Ejemplo 3.2 Autocorrelacién negativa

Se dispone de observaciones anuales de las variables Consumo (C;) y Renta (R;) para un pais.
Los resultados de la estimacion por el método de Minimos Cuadrados Ordinarios de la funcién de
consumo Cy = (81 + B2 R; + uy se muestran a continuacion:

Estimaciéon MCO, usando las observaciones 1950-1963 (7' = 14)
Variable dependiente: C

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 0,3470 1,1371 0,3052 0,7654
R 0,7001 0,0479 14,6101 0,0000

R? 0,9467 Suma de cuad. residuos 30,6381
0 —0,7323 Durbin—Watson 3,3158
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Figura 3.9:

Residuos de la regresi n (= Y observada - ajustada)

Grdfico de la serie temporal de los residuos MCO

1962

La Figura 3.8 representa la evolucion en el periodo muestral considerado, de los valores observados
de la variable Consumo, C; y del Consumo estimado, ¢, que predice el modelo ajustado, dados los
valores observados de las variables explicativas. El modelo ajustado parece predecir bien la tendencia
creciente del consumo, incluso al final de la muestra donde esta tendencia parece ser més acusada.
Pero lo que el modelo no predice bien es la direccion del ciclo, ya que cuando se da una expansion
el modelo predice una recesién y cuando se observa una recesién el modelo predice una expansién.
Esto hace que en la serie temporal de los residuos de la Figura 3.9 se observe una alternacia de
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signos de positivo a negativo y viceversa a lo largo de todo el periodo. Esto sugiere que puede existir
autocorrelacién de orden uno negativa.

Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ iid(0, 02) No autocorrelacién.
Hy: -1<p<0 wu=pu_1+e e ~iid0,02) AR(1) autocorrelacién negativa.

Para o = 0,05, T = 14, K’ = 1 las cotas inferior y superior tabuladas son respectivamente,
d; =1,0450 y ds = 1,3503. Como DW = 3,315808 > 4 — d; = 2,955 se rechaza Hy. Hay evidencia
de autocorrelacién de orden uno negativa en el término de perturbacién del modelo.

Los siguientes ejemplos nos serviran para ilustrar que el contraste de Durbin-Watson puede detectar
autocorrelacién, pero ser una consecuencia de una mala especificacién funcional del modelo, o a
cambios estructurales que no se han recogido. En estos casos hay que proceder a reespecificar el
modelo.

Ejemplo 3.3 Mala especificacién. Especificaciéon lineal versus cuadratica

Consideremos los siguientes datos anuales desde 1990 a 2001 observados para las variables Y y X:

Y|[6 |3 1|1 |1|4|6]16|25|36|49]¢64
X|41-3|-2|-1|1|2[3|4 |5 |6 |7]|S8

Se propone inicialmente la estimacién de una relacién lineal entre estas dos variables:
Y =01+ B Xt + wy (3.5)

Estimacién MCO, usando las observaciones 1990-2001 (7" = 12)
Variable dependiente: Y

Coeficiente Desv. Tipica Fstadisticot Valor p

const §8,01220 4,05896 1,9740 0,0766
X 4,45591 0,919174 4,8477 0,0007

Suma de cuad. residuos 1501,071 R? corregido 0,671647
p 0,853150 Durbin—Watson 0,321828

El grafico de la serie observada y ajustada, Figura 3.10, sugiere que el ajuste de una relacion lineal
no parece ser la mas indicada, ya que la serie observada Y presenta una curvatura que no captura
el ajuste del modelo. Si analizamos el grafico de residuos, Figura 3.11, vemos que la serie presenta
forma de U, lo que confirma que es mejor una relaciéon cuadréatica. La forma que presenta la serie
de residuos hace que estos se concentren en grupos de residuos del mismo signo. Esto puede sugerir
que el término de error del modelo presenta autocorrelacién de orden uno positiva.

El valor del estadistico de Durbin-Watson es DW = 0, 321828. Las cotas inferior d; y superior dg
tabuladas para T' = 12 y K’ = 1, al nivel de significacién del 0,05 son d; = 0,971 y ds = 1,331.
Como el valor del estadistico DW es menor que la cota inferior d; se rechaza la hipdtesis nula
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Figura 3.10: Grdfico de la serie
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Figura 3.11: Grdfico de residuos MCO de la especificacion lineal
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contraste parece estar

capturando un problema de mala especificacién funcional.

Seguidamente se reespecifica el modelo y se estima por MCO una relacién cuadratica entre Y; y X;

introduciendo como nuevo regresor X?.

Estimacion MCO de la especificacién cuadratica.

Y = B1+ o Xy + B XE + v (3.6)

Los resultados, denotando X SQ = X2, son los siguientes:
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Estimaciéon MCO, usando las observaciones 1990-2001 (7" = 12)
Variable dependiente: Y

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const —1,7816 0,7408 —2,4050 0,0396
X 1,0334 0,2064 5,0058 0,0007
XSQ 0,8825 0,0407 21,6641 0,0000

Suma de cuad. residuos 28,2431 R? corregido 0,9931
P 0,2984 Durbin-Watson 1,2157

Figura 3.12: Grdfico de la serie observada y ajustada con especificacion cuadrdtica
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La Figura 3.12 de la relacién observada y ajustada muestra claramente que esta especificacién se
ajusta mucho mejor a los datos. El grafico de residuos, Figura 3.13, presenta una asociacion de
residuos positivos y negativos mucho menor que antes. También la magnitud de los residuos, en
valor absoluto, es mucho menor.

Por otro lado, el valor del estadistico DW es mucho més cercano a 2 y el valor p méas cercano a cero,
por lo que hay una menor evidencia de autocorrelacién en el término de perturbacién. Mirando a las
cotas inferior y superior tabuladas ahora paraT = 12y K’ = 2son d; = 0,812y d, = 1,579. El valor
muestral del estadistico se encuentra en la zona de indeterminacién, DW = 1,216 € (0,812;1,579)
por lo que el contraste no es concluyente.

Dado que el tamano muestral es pequeno, la zona de indeterminacién del contrastes es bastante
amplia y hay que hacer notar que el valor muestral de DW estd maés cerca de la regién de aceptacion
de la hipétesis nula (hacia cota superior) que de la de rechazo (hacia cota inferior). Aun asi, es
bastante evidente que el problema de autocorrelacién de orden uno positiva detectado anteriormente
se debfa a una mala especificacién funcional o de omisién de la variable X2. De todas formas, pudiera
ser que quede aun cierto grado de autocorrelacion en el término de error del modelo reespecificado,
aunque tampoco podemos concluir si este es el caso. En cuanto a los resultados de la estimacion
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Figura 3.13: Grdfico de residuos MCO de la especificacion cuadrdtica

Residuos de la regresién (= Y observada - estimada)
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del modelo (3.6), la variable X7 es significativa al 5%, ya que el valor p asociado a su coeficiente es
menor que 0,05. Esto confirma que es mas adecuada una relacién cuadratica que lineal.

Ejemplo 3.4 Mala especificacién. Cambio estructural no recogido

Consideramos los siguientes datos sobre salarios (W) y horas trabajadas (H) en un pais durante el
periodo 2001-2008. La variable ficticia D recoge un cambio en la politica de empleo a partir del afio
2005.

Ano | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
W 170 | 180 | 165 | 165 | 105 95 100 90
H 40 50 30 40 50 35 40 35
D 0 0 0 0 1 1 1 1

En primer lugar, se estima el siguiente modelo para los salarios en funcién de las horas trabajadas,
donde no se tiene en cuenta el cambio en la politica de empleo.

Wi = b1+ B2Hi + we (3.7)

Estimacién MCO, usando las observaciones 1-8
Variable dependiente: W

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 102,3210 90,9652 1,1248 0,3036

H 0,7857 2,2436 0,3502 0,7382
Suma de cuad. residuos 10571,43 R? corregido —0,143299
F(1,6) 0,122635 Valor p (de F) 0,738160
P 0,752888 Durbin—Watson 0,445789
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Figura 3.14: Grdfico de la serie observada y ajustada con el Modelo (3.7)
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Figura 3.15: Grdfico de residuos MCO del Modelo (3.7)
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A la vista del grafico de la serie observada y ajustada, Figura 3.14, se sospecha que a partir del ano
2005 con el cambio en la politica de empleo, el nivel medio de los salarios bajé de forma significativa.
Este cambio estructural en los salarios no se ha recogido en la especificacién, por lo que la serie
ajustada de salarios se mantiene mucho mas estable que la serie observada. En cuanto al grafico
de residuos, Figura 3.15, se observa un primer grupo de valores positivos, correspondientes a los
anos previos al cambio y posteriormente un segundo grupo de valores negativos. En consecuencia,

se detecta autocorrelacion de orden uno positiva, ya que el valor del estadistico de Durbin-Watson

es menor que la cota inferior d; tabulada para el tamano muestral T = 8 y K’ = 1 esto es,

DW = 0,445789 < d; = 0,7629. El valor del coeficiente de autocorrelacién de orden uno en los
residuos p = 0, 752888 también indica autocorrelacién positiva.
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Tenemos que incluir en el modelo una variable ficticia que recoja ese cambio en el nivel de los salarios
minimos a partir del ano 2005. Para ello, consideramos estimar el siguiente modelo ampliado donde
ademds de las horas trabajadas incluimos como regresor la variable ficticia D, para recoger ese
cambio estructural:

Wi = 61+ BoHy + B3 Dy + uy (3.8)

Estimacién MCO, usando las observaciones 1-8
Variable dependiente: W

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  138,5710 7,5381 18,3826 0,0000
H 0,7857 0,1835 4,2817 0,0079
D —72,5000 2,4275 —29,8659 0,0000

Suma de cuad. residuos 58,92857 R? corregido 0,992352
P —0,265193 Durbin—Watson 2,199134

Figura 3.16: Grdfico de la serie observada y ajustada con el Modelo (3.8)
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A la luz de los resultados de estimacién y de los gréficos de la serie observada y ajustada y de
residuos, Figuras 3.16 y 3.17 respectivamente, es claro que la variable ficticia ha recogido el cambio
estructural en el nivel medio de los salarios a partir de 2005. El coeficiente que acompana a la
variable ficticia D es significativamente distinto de cero. El ajuste ha mejorado sustancialmente,
tanto en términos del R? corregido que ha aumentado considerablemente, como graficamente. El
estadistico de Durbin-Watson toma un valor 2,199 que pertenece a la zona de no rechazo de la
hip6tesis nula de no autocorrelacién (ds = 1,7771;4 — ds = 2,2229) dado el nivel de significacién
5%,y T = 8, K' = 2.Por lo tanto, se confirma que la evidencia de autocorrelacién en el modelo
(3.7) se debfa a una mala especificaciéon. Una vez recogido el cambio estructural en la serie de
salarios, incluyendo una variable ficticia como variable explicativa adicional a las horas trabajadas,
esta evidencia desaparece.
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Figura 3.17:
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Grdfico de residuos MCO del Modelo (3.8)

Ejemplo 3.5

Aplicacion de los contrastes de autocorrelacion

Andlisis de datos

Utilizamos los datos de la Tabla 6.3 del libro de Greene (1998) Andlisis Econométrico que estdn en

americana de los anos 1968 a 1982 de las siguientes series:

el Apéndice: Tablas de datos. Son datos de series temporales con frecuencia anual para la economia

e INVER: Inversién en términos nominales

e PNB: Producto Nacional Bruto en términos nominales

e IPC: Indice de Precios al Consumo

e TI: Tipo de Interés, promedio anual de la tasa de descuento de la Reserva Federal de NY.

Con estos datos se construyen las series de Inversién y Producto Nacional Bruto en términos reales

dividiendo las series nominales por el IPC con afio base en 1972 y multiplicando por 10~! con lo

cual las series estan medidas en trillones de ddélares. La Tasa de Inflacion se ha calculado como el

porcentaje de variacion del IPC y el Tipo de Interés es el promedio anual de la tasa de descuento del

entre el Tipo de Interés Nominal y la Tasa de Inflacién.

Banco de la Reserva Federal de Nueva York. El Tipo de Interés Real se obtiene como la diferencia

o INVERR, = (INVER,;/IPC;) x 0,1

e PNBR, = (PNB;/IPC}) x 0,1

[ INFt == ((IPCt *IPthl)/IPCt,1> x 100

e TIREFAL, =TI, —INF;
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Partimos de una primera especificacién de la funcién de inversién incluyendo solamente el tipo de
interés real. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Modelo sin PNBR como regresor:

IN@RRt = 0,198273 + 0,006442 TIREAL;
(t-estad) (21,44) (1,42)

T=15 R?=0,068 F(1,13)=2,018 DW =0,556216 p = 0,669145

La variable Tipo de Interés Real, TIREAL, explica muy poco de la Inversién Real, INVERR. El
coeficiente de determinacién corregido es muy bajo, la variable TIREAL no es significativa al 5%
va que el valor muestral del estadistico t, en valor absoluto, es menor que el valor critico 2, 16037. A
la vista de los resultados del ajuste del modelo sin PNBR como regresor, la especificacion propuesta
no es muy adecuada.

En la Figura 3.18 se muestra la evolucién en el tiempo de la Inversiéon Real y el Tipo de Interés
Real, en el periodo muestral considerado. La serie de Tipo de Interés Real es muy estable en los diez
primeros anos a excepcion del periodo 1973-1976 donde hay una bajada de tipos de interés seguida
de una recuperacién al mismo nivel anterior. Solamente hay una moderada tendencia creciente a
partir de 1978.

La Inversién Real en cambio, presenta una tendencia creciente que se mantiene a lo largo de toda
la muestra. Alrededor de ella se muestran ciclos cada vez mdas pronunciados de expansion y recesion
siendo la duracién del ciclo mas pronunciado de expansién aproximadamente tres anos y el de las
recesiones sobre dos anos.

Figura 3.18: Evolucion temporal de las variables INVERR y TIREAL
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En la Figura 3.19 el grafico de la serie observada y ajustada por el modelo a la serie INVERR indica
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que el modelo no captura nada bien el comportamiento de la Inversién Real. La serie ajustada no
recoge la tendencia creciente en la serie ni tampoco los ciclos.

El gréfico de la serie de residuos, Figura 3.20, es casi igual a la serie de la INVERR observada, y
dado que no se ha recogido ni siquiera la tendencia creciente, los residuos asociados a la primera
mitad de la muestra son negativos y el resto son todos positivos. Esta agrupacién de residuos del
mismo signo seguidos hace pensar que se pueda detectar un problema de autocorrelacion de orden
uno positiva, pero el problema es claramente de una mala especificaciéon del modelo.

Figura 3.19: Serie INVERR observada y ajustada: Modelo sin PNBR
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Figura 3.20: Serie de residuos MCO: Modelo sin PNBR
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Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ id(0, 02) No autocorrelacion.
H,:0<p<1l wu=pu1+e e ~iid(0,02) AR(1) autocorrelaciéon positiva.

Para a = 0,05, el tamano muestral 7' = 15 y el nimero de regresores exceptuando el término
constante K’ = 1, las cotas tabuladas inferior y superior respectivamente son d; = 1,077 y ds =
1,361. Como DW = 0,556216 < d; = 1,077, se rechaza Hy al nivel de significacién del 5%. Hay
evidencia de autocorrelacién de orden uno positiva.

Contraste Breusch-Godfrey:

a) Autocorrelacion hasta de orden uno.
Hy: p=0 6 60=0 uy ~ 4d(0,02) No autocorrelacién.

Hy:p#0 w =pu1+e & ~iid0,02) AR(1) 6
0#£0 wu=0s_1+e e ~iid(0,02) MA(1)

£

Realizamos la regresién auxiliar correspondiente y calculamos el R? para obtener el estadfstico.
Consideramos t = 2,..., 15 esto es, 14 observaciones.

4y = 0,004 — 0,003 TIREAL; + 0,724 s,
t-estad.  (0,63)  (—0,99) (3,49)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R? = 0,524809 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 14(0,524809) = 7,347326. Dado que el valor muestral
del estadistico es mayor que el valor critico X%|0705 = 3,84, se rechaza Hj, frente a H, al
0,05 de significacién. Hay evidencia de autocorrelacién de orden uno. Veamos que ocurre si
consideramos una alternativa mas general.

b) Autocorrelacién hasta de orden tres.

Hy:pr=pa=p3=0 6 01 =02=03=0 w~ iid(0,02) No autocorrelacién.

H, :p; # 0 para algin i  u; = prug—1 + poup—2 + psu—3 +er  AR(3) 6
0; # 0 para algin ¢  w; = 016,14+ O2e4—o + 03513+,  MA(3)

donde &; ~ iid(0,02). Realizamos la regresién auxiliar correspondiente y calculamos el R?
para obtener el estadistico. Consideramos t = 4, ..., 15 esto es, 12 observaciones.

fiy = 0,005 — 0,001 TIREAL; + 0,838 d;_1 — 0,308 @y—2 — 0,069 dy_3
t-estad.  (0,58) (—0,22) (2,05) (—0,56) (—0,15)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R? = 0, 468251 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 12(0,468251) = 5,619012. Dado que el valor muestral del
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estadistico es menor que el valor critico X§‘0705 = 7,81, no se rechaza Hj frente a H, al 0,05
de significacion. No hay evidencia de autocorrelacién hasta de orden tres. Vemos entonces que
el incluir mas retardos hace que el contraste pierda potencia si estos no son necesarios. De
hecho en este caso no parece detectarse la autocorrelacién de orden uno que si era significativa
cuando se considera solamente ese retardo.

Los contrastes de autocorrelaciéon sugieren la existencia de autocorrelaciéon positiva de orden uno.
Como hemos observado antes, esta evidencia de autocorrelacién de orden uno positiva se debe a un
pobre ajuste de este modelo. Esto puede estar capturando la omisién de alguna variable relevante
que deberia de ser incluida para explicar mejor la inversién real. De hecho se debe de reespecificar
el modelo incluyendo al menos una variable relevante para explicar la Inversion Real como es el
Producto Nacional Bruto en términos reales PNBR.

Modelo con PNBR como regresor:

INVERR; = —0,048683 — 0,002126 TIREAL; + 0,197170 PNBR;
t-estad. (—1,08) (—0,72) (5,51)

T=15 R?>=0,714 F(2,12)=18,496 DW = 1,374911

El ajuste ha mejorado sustancialmente en términos del coeficiente de determinacién corregido. El
valor del estadistico F'(2,12) = 18,496 para el contraste de significacién conjunta es mayor que el
valor critico al 0,05 de significacién (3,89). Luego conjuntamente las variables explicativas TIREAL
y PNBR parecen ser relevantes para explicar la Inversion Real, aunque a nivel de significatividad
individual, los estadisticos t muestran que solamente es significativa la variable PNBR, no siendo
TIREAL individualmente significativa (el valor critico al 5% en las tablas de la t-Student con 12
grados de libertad es 2,179). Por lo tanto, esta especificacién del modelo donde ademés del Tipo de
Interés Real se ha incluido el Producto Nacional Bruto en términos reales, parece mas adecuada.

La Figura 3.21 muestra el grifico de la serie INVERR observada y la ajustada por el modelo,
indica que esta ultima especificaciéon captura mejor el comportamiento de la Inversién Real. La
serie ajustada recoge la tendencia creciente en la serie, pero no se ajusta del todo bien a los ciclos.

El grafico de la serie de residuos, Figura 3.22, ya no presenta esa asociacion de residuos del mismo
signo seguidos, pero muestra los ciclos de expansion y recesion que se daban en la serie de Inversion
Real, siendo el ciclo més pronunciado de expansién sobre tres anos y las recesiones sobre dos anos.
Esto sugiere que pueda no ser significativa la autocorrelacién de primer orden positiva, pero que
pueda existir evidencia de autocorrelacion significativa de orden dos o tres.

Contraste de Durbin-Watson:

Hy: p=0 uy ~ iid(0, 02) No autocorrelacion.
H,:0<p<1l wuy=pu1+e & ~iid0,02) AR(1) autocorrelaciéon positiva.

Para o =0,05, T =15, K’ =2 las cotas tabuladas son d; = 0,946 y ds = 1, 543.
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Como el valor muestral del estadistico estd entre los valores inferior y superior, d; = 0,946 <

DW =1,347911 < ds = 1,543, que es la zona de indeterminacién del contraste, el contraste no es
concluyente. El valor del estadistico esta mas cerca de la cota superior o lo que es lo mismo, maés
cerca de la zona de aceptacion de la hipdtesis nula.

T
estimada

INVERR observada y estimada
observada

Figura 3.21: Serie INVERR observada y ajustada: Modelo con PNBR
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Figura 3.22: Serie de residuos MCO: Modelo con PNBR
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Contraste Breusch-Godfrey:

a)

Autocorrelacién hasta de orden uno:
Hy: p=0 6 60=0 ug ~ iid(0,02) No autocorrelacion.

Hy:p#0 w=pu1+e & ~iid0,02) AR(1) 6
0#£0 w =0s_1+e & ~iid(0,02) MA(1)

£

Realizamos la regresion auxiliar correspondiente a este modelo y esta alternativa. Calculamos
el R? para obtener el estadistico. Consideramos t = 2, ...,15 esto es, 14 observaciones.

f:t = — 0,001 40,0007 PNBR — 0,0001 TIREAL + 0,2712 41
(—0,029)  (0,016) (—0,034) (0,785)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R?> = 0,058756 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 14 (0,058756) = 0,822584. Dado que el valor muestral del
estadistico es menor que el valor critico X%\0,05 = 3,84, no se rechaza Hy frente a H, al 5% de
significacion. No hay evidencia de autocorrelacién hasta de orden uno.

Los contrastes de autocorrelacion sugieren que no hay problemas de autocorrelacién, aunque
el de Durbin-Watson no es concluyente. La cuestion es que en estos contrastes las alternativa a
contrastar es un proceso con autocorrelacién de orden uno. Pudiera ser que la autocorrelacién
de primer orden no sea muy significativa, pero debido a los ciclos de dos y tres anos exista
autocorrelacién de orden tres. Por ello, hacemos el contraste de Breusch-Godfrey para una
alternativa de mayor orden, por ejemplo de orden 3:

Autocorrelacién hasta de orden 3:

Hyo:pr=pa=p3=0 6 0 =0,=03=0 uy ~iid(0,02) No autocorrelacién.

H, :p; #0 para algin i uy = p1ug—1 + paus—2 + psus—3 + & AR(3) 6
0; # 0 para algin i  w; = 01641 + 02642 + 03513+,  MA(3)

donde &; ~ iid(0,02). Realizamos la regresién auxiliar correspondiente y calculamos el R?
para obtener el estadistico. Consideramos t = 4,...,15 esto es, 12 observaciones.

4y = 0,0674 — 0,051 PNBR + 0,005 TIREAL — 0,198 ;1

(0,929)  (—0,918) (1,321) (—0,490)
— 0,011 @y_o — 1,106 Us_3
(—0,032) (—2,364)

El coeficiente de determinacién de la regresién auxiliar es R? = 0,599334 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 12(0,599334) = 7,192. Dado que el valor muestral del
estadistico es menor que el valor critico X§‘0705 = 7,81, no se rechaza Hy frente a H, al 5% de
significacion. No hay evidencia de autocorrelacién hasta de orden tres.

. Qué ocurre si consideramos en el contraste todas las observaciones? gretl realiza de esa forma
el contraste de Breusch-Godfrey, donde se igualan a cero el valor de los residuos no disponibles
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Ug, U—_1,U_2. En la ventana de estimacién por MCO del modelo de interés, eligiendo Contrastes
— Autocorrelacién se obtiene:

~

{4y = 0,021 — 0,016 PNBR + 0,003 TIREAL — 0,209 ;1

(0,602)  (—0,579) (1,251) (—0,591)
— 0,031 d¢—9 —1,0103 Gs—3
(—0,099) (—2,587)

El coeficiente de determinacién de esta regresién auxiliar es R? = 0, 551856 por lo que el valor
muestral del estadistico es BG = 15 (0,551856) = 8,277847. Dado que el valor muestral del
estadistico es mayor que el valor critico X§‘0705 = 7,81, en este caso se rechaza Hy frente a H,
al 5% de significacién. Habria cierta evidencia de autocorrelacién de orden tres, aunque no
de orden uno.

Por lo tanto, el problema detectado de autocorrelaciéon de orden uno en el modelo donde no se incluye
el PNBR parece haberse resuelto incluyendo esa variable que resulta ser relevante en media para
explicar la Inversion real. Todavia se puede considerar cierta evidencia marginal de autocorrelacion
de orden tres, quiza debido a un componente ciclico residual no explicado por el modelo en la serie
de Inversién Real. De todas formas, el nimero de observaciones es algo limitado y el contraste
parece verse afectado por este hecho.

3.3. Consecuencias de la deteccion de autocorrelacion

En los ejemplos anteriores hemos visto que a veces se detecta autocorrelacién debida a una mala
especificacién del modelo. En ese caso, el problema es de omisiéon de variables relevantes mas que
de pura autocorrelacion. Si las variables omitidas estan correlacionadas con las incluidas, entonces
habra sesgos en la estimacion de los coeficientes de interés por MCO. Asi mismo la inferencia no
serd valida. En ese caso hay que intentar volver a especificar el modelo incluyendo aquellos factores
que son relevantes y que hemos omitido en primera instancia.

Por otro lado, si el problema es puramente de autocorrelacién es decir, existen factores no relevantes
en media que se recogen en el término de perturbacion y presentan correlacion entre si a lo largo
del tiempo, las consecuencias son otras:

e Al ser factores no relevantes en media esto es, F(u) = 0, si los regresores son no estocasticos,
el estimador MCO de los coeficientes (3 sera lineal e insesgado.

e La matriz de varianzas y covarianzas del vector de perturbaciones no esféricas, siga el término
de perturbacién un proceso AR(p) o MA(q) o una combinacién de los dos, es tal que E(uu’) #
o%I. Esto implica que el estimador MCO ya no es el de menor varianza dentro de la clase de
estimadores lineales e insesgados. Por lo tanto, no es el estimador eficiente.

e En muestras grandes, en general el estimador MCO es consistente, pero seguira siendo no
eficiente asintéticamente.

e El estimador usual utilizado para estimar V(Byco) = (X'X)1X’SX(X'X)~! dado por la
expresion V(Byco) = 62(X'X)~! es un estimador sesgado e inconsistente si E(uu’) # o21.

139



SARRIKO-ON 04/10 Andlisis de datos

Por lo tanto, la inferencia utilizando este estimador de V(8yco) no es vélida ni siquiera en
muestras grandes.

El estimador de § lineal, insesgado y eficiente en este caso es el obtenido por el método de MCG.
Como ya vimos en un tema anterior, el método de estimaciéon de Minimos Cuadrados Generalizados
incorpora en el criterio de estimacion la informacién adicional en la matriz de varianzas y covarianzas
de las perturbaciones, F(uu') = ¢2€2. La funcién objetivo a minimizar viene dada por

Ming & Qi = Ming (Y = XB) Q7' (Y — X}3) (3.9)

donde Q es conocida y o2 es un factor de escala al que es invariante el estimador. Para el caso
particular de que el término de perturbacién siga un AR(1), si el valor de p es conocido, la funcién
criterio a minimizar con respecto a (3 es la siguiente suma de cuadrados:

SCR(B) = (1—p?) (Y1 —p1—PaXo1—...— BxXk1)?
2
T K
+ > | W= Vi) = Bl —p) = > Bi(Xje — pXje-1) (3.10)
t=2 7j=2

Minimizar esta funcién es equivalente a estimar por MCO el siguiente modelo transformado en el
que se verifican las hipdtesis bésicas. Para la primera observacién,

V1I-p2Y1 = fiv1i-p*+0v1-p2Xa+...+0xV1-p* XK1 +e (3.11)
y para el resto de observaciones t = 2,...,T es,
Yi—pYi1 = Bi(1—p)+ o (Xop — pXop—1) + ... + Bx ( Xkt — pXKi—1) +&¢ (3.12)

donde &; ~ II1D(0, o2). Por tanto, la primera observacién sufre una transformacién diferente a todas
las demas.

Normalmente el valor de los parametros de los que depende 2 no son conocidos. Por lo general se
podra disponer de un estimador previo de estos pardametros para obtener el estimador MCGF de £.
Veamos como obtener este estimador en el caso de que sea un AR(1) el proceso que sigue el término
de error del modelo de interés.

3.4. Estimacion por MCGF bajo un AR(1)

Suponemos que el modelo de interés es
= X:ﬁ +up up=pug—1 +ep g ~ 1id(0, 0?)

siendo X} = [1 X9t ... Xk¢] y no se conoce el valor poblacional del pardmetro p.

El modelo transformado tal que el error es un ruido blanco se puede escribir como:
Y;f_pY%—l :(Xg_pX;—l)ﬁ—i_st t=2,..,T

140



Andlisis de datos SARRIKO-ON 04/10

donde X} =1 Xo; ... Xgy].

En general no se considera la primera observacion del modelo transformado, porque el estimador
asi obtenido es asintéticamente equivalente a considerar todas las observaciones y computacional-
mente es mas sencillo de obtener.

3.4.1. Método de Hildreth y Lu: Red de biusqueda

Dado que p € (—1,1), se realiza una particién de este intervalo y se estima por MCO el modelo
transformado para los diferentes valores del pardametro p en esa particion. Se elige aquél valor de p
y las estimaciones de 8 por MCO en el modelo transformado correspondientes, que proporcionan
una menor suma de cuadrados residual en la estimacion.

Los pasos de este método de estimacion son:

e Se particiona el intervalo (—1,1) en una serie de valores equidistantes, p;, i = 1,...,S, por
ejemplo, —0,95,—0,9,—0,85,...,—0,05,0,0,05,...,0,95. Esta seria la red de bisqueda sobre
el pardmetro p a la hora de minimizar la suma de cuadrados residual al estimar 3 por MCO
en el modelo transformado.

e Para cada p; en la red, se estima § por MCO en el modelo transformado
Vi = piYio1 = (X — piXi_1)B + wy t=2,...,T

y se obtiene su suma de cuadrados residual

T T
AN 2
SCR =" (@1)* = Y (Vi = pi¥ir) = (X, = p:X1 1))
t=2 t=2
donde w;; t = 2,...,T son los residuos de estimar 3 por MCO en el modelo transformado

con ese valor p;.

e Los estimadores BH L Y prL seran los asociados a la menor suma de cuadrados residual SCR;
del modelo transformado para los valores p; i =1,...,5 en la red. Para mayor precisién, se
puede repetir el proceso afinando la red de bisqueda en torno al valor pgr, que ha proporcio-
nado la SC'R; minima.

Ejemplo 3.6 Ejemplo de estimacién por Hildreth-Lu.

Seguimos con el Ejemplo 4.1 sobre el modelo que relaciona la Inversiéon Real con el Producto Nacional
Bruto Real y el Tipo de Interés incluyendo un término independiente:

I; =1+ BoGNP, + B3Ry +uy  t=1,...,30

Consideramos estimar por el método de Hildreth-Lu bajo el supuesto de que u; sigue un proceso
AR(1). El criterio de estimacién del método de Hildreth-Lu es elegir el valor de p en la red tal que
la suma de cuadrados residual de estimar el modelo transformado

(It —pli—1) = 1(1 = p) + Bo(GNP, — pGNP,_1) + B3(Ry — p Re—1) + wy
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por MCO es la menor.

t=30
N N N N 2
Ming SCR(B) = Ming Y (Y7 = B X, — BaX3, — By X )
t=2
donde

V' =1L —phi1; Xiy=1-p; X3 =GNP —pGNPF_1; Xz =R —pRi

En la Figura 3.23 se muestra la Suma de Cuadrados Residual del modelo transformado para cada
valor del pardmetro p en la red de bisqueda.

Figura 3.23: Funcion de Suma de Cuadrados Residual del modelo transformado
900

800

700

600

SCR
a
o
)

-1 -0.5 0 0.5 1
rho

El menor valor de la suma de cuadrados residual del modelo transformado es igual a 185,96 y se
alcanza para el valor p = 0,61. Ese valor es la estimacion elegida para p. Dado ese valor obtenemos
las estimaciones de los parametros de interés 5 de aplicar MCO al modelo transformado:

(It — 0,61 It—l) = ﬁl(l -0, 61) + ﬁQ(GNPt —0,61 GNPt_l) + ﬁ3(Rt —0,61 Rt—l) —+ wy

-1
DXT NN XXX, DYXTY

Bur = | X X1, X5 EX;tz > X5 X5, > VXS,
Z XftX;’:t Z X;tXékt Z Xékt2 $=0,61 Z K*th p=0,61
Método de Hildreth-Lu, usando las observaciones 1975-2003 (T' = 29)
Variable dependiente: 1

5 = 0,614637

142



Andlisis de datos SARRIKO-ON 04/10

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  7,3298  3,6585 2,0035 0,0556
GNP 0,7848  0,1442 5,4418 0,0000
R ~0,2957  0,0786 —3,7596 0,0009

Estadisticos basados en los datos rho-diferenciados:

Suma de cuad. residuos 185,9631

La funcién de regresiéon muestral obtenida por tanto es la siguiente:

N

It = 17,3195 + 0,781 GNP, — 0,2955 R;
(des(fgr))  (3,6229)  (0,1428) (0,0788)

3.4.2. Método de Cochrane-Orcutt

Este procedimiento, al igual que el de Hildreth-Lu, consiste en minimizar la suma de cuadrados
residual del modelo transformado, pero difiere en la forma de estimar el pardmetro p. Los pasos a
seguir son los siguientes:

1. Se estima el modelo original o de interés Y; = X} + u; por MCO y se calculan los residuos
Ug.

2. Se obtiene p de la regresiéon MCO en:
Uy = ply—1 + V¢ t=2,...,T

El estimador asi obtenido es el coeficiente de autocorrelacién de orden uno en los residuos:

S i
t=2 WtUt—1
T »2
Do Uy
Parece razonable utilizar este estimador como aproximacién muestral al coeficiente de auto-

correlacion de orden uno poblacional entre las perturbaciones p. Ahora bien, siempre y cuando
los residuos sean funcién de un estimador de 8 en el modelo de interés que sea consistente.

p=

3. Estimar § por MCO en el modelo transformado:

n_ﬁn—lz(xg_ﬁxg—l)ﬁ—f—wt t:27aT

Podemos iterar el proceso entre estas dos etapas utilizando en la primera etapa los residuos ob-
tenidos de sustituir en el modelo de interés las estimaciones de los parametros (3, obtenidos en la
segunda etapa. El proceso iterativo finalizara cuando se alcance un criterio de convergencia previa-
mente establecido. Por ejemplo, en términos de la diferencia en valor absoluto de 1 as estimaciones
del parametro p, o de la suma de cuadrados residual de la segunda etapa entre dos iteraciones
consecutivas.
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Ejemplo 3.7 Ejemplo de estimaciéon por Cochrane-Orcutt.

Seguimos con el ejemplo anterior sobre el modelo que relaciona la Inversién Real con el Producto
Nacional Bruto real y el tipo de interés incluyendo un término independiente. Estimamos por MCO
el modelo de interés

I = B1+ oGNP, + B3Ry + uy t=1,...,30
y guardamos los residuos.
U1974 U1975 U1976 U1977 U1978 U1979 11980 U1981
2,036858 1,003142 | -0,121917 | -0,823617 | 4,430448 | 4,556650 | 4,864468 2,402315
U1982 11983 U1984 U1985 11986 U1987 11988 11989
-4,457423 | -4,220092 | -6,105541 | -6,300801 | -3,061876 | -3,820975 | 1,406905 | 0,682641
w1990 Q1991 U1992 11993 1994 U1995 11996 Q1997
0,052044 | 2,172243 | 3,365111 | 2,684884 | 0,883149 | -3,807123 | -3,346817 | -0,307411
11998 U1999 U2000 12001 12002 12003
3,423955 | -3,045531 | 1,094203 2,702973 | -0,142711 | 1,799846
Con estos residuos calculamos el valor de p de la regresion
ﬂt:pﬂt_1+vt t:2,...,30

MCO, usando las observaciones 1975-2003 (7" = 29)
Variable dependiente: uhat

Coeficiente

0,567726

Desv. Tipica Estadistico ¢
0,155221 3,6575

Valor p

uhat_1 0,0010

El estimador asi obtenido es el coeficiente de autocorrelacion de orden uno en los residuos:

2003 s o
Dim1975 Uele—1
2003 ~9

t=1975 Ut—1

p=

El valor muestral inicial para p es 0,567726. Con esta primera estimacion de p se obtiene el modelo
transformado:

(It —0,56773 Itfl) = ﬁl(l -0, 56773) + ﬁQ(GNPt —0,56773 GNPtfl) + ﬁ3(Rt —0,56773 Rtfl) + wy

y se estiman por MCO los coeficientes . De nuevo se calculan los residuos en el modelo de interés
utilizando las estimaciones de (8 en esta etapa y se calcula un nuevo valor de p en una segunda
iteracién p = 0,61380. Con esta nueva estimacion de p se vuelve a obtener B por MCO en el modelo
transformado. Se vuelven a calcular los residuos en el modelo de interés y asi sucesivamente se
realiza el calculo iterativo. El proceso se para en la iteracién en la que se alcanza el criterio de
convergencia en términos de la variaciéon de la suma de cuadrados residual del modelo transformado
entre dos iteraciones consecutivas:
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Realizando el célculo iterativo de rho...

ITERACION RHO SCR
1 056773 186,623
2 0,61380 185,963
final  0,61462 185,963

donde SCR es la suma de cuadrados residual de la estimacion MCO de (8 en el modelo transformado
para cada estimacion de p en cada iteracién. Se alcanza el criterio de convergencia en la tercera
iteracién y las estimaciones finales del proceso iterativo son:

Método de Cochrane-Orcutt , usando las observaciones 1975-2003 (7' = 29)
Variable dependiente: 1
p = 0,614623

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 7,3298 3,6584 2,0036 0,0556
GNP 0,7848 0,1442 5,4420 0,0000
R —0,2957 0,0786 —3,7596 0,0009

Estadisticos basados en los datos rho-diferenciados:

Suma de cuad. residuos 185,9631

La funcién de regresién muestral obtenida por el método de Cochrane-Orcutt difiere muy poco de
la obtenida por el método de Hildreth-Lu, como era de esperar, y es la siguiente:

N

L, = 17,3208 + 0,7848 GNP — 0,2957 R
(des(Bco))  (3,6584)  (0,1442) (0,0786)

3.5. Inferencia utilizando el estimador MCQO con autocorrelacion

En el modelo:
Y=XpF+u u~ N(0,%)

donde ¥ # 02I. Queremos contrastar q restricciones lineales sobre los K pardmetros de interés (3
del tipo Hy : R3 = .

En esta situacion, el estimador MCO de los coeficientes del modelo, By;co = (X'X) 71 X'Y es lineal,
insesgado y consistente, pero no es eficiente. Su matriz de varianzas y covarianzas viene dada por
la expresion:

V(Buco) = (X'X)' X'BX(X'X)™
El estimador de V(BMCO) dado por
V(Buco) = 6*(X'X) ™!

A~ 0/ 4 . . . .
donde 6% = 7-7, es un estimador sesgado e inconsistente si ¥ # o?l.
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Dado que fByrco es consistente, si proponemos un estimador alternativo para V(Baco) que sea
consistente podremos definir estadisticos de contraste validos al menos asintéticamente.

Estimador de Newey-West de V(3ic0):

El estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas del estimador MCO, robusto a
autocorrelaciéon es:

V(Buco)vw = (X'X)'Q(X'X) ™!

siendo Q = Eszl WX X+ Sk, St Welyty— o[ X X[, + Xy—¢X}] donde wy = 1 — =y
XI=[1 Xo ... Xwi

Para realizar inferencia vélida al menos asintéticamente, podemos utilizar los estadisticos basados
en el estimador de 8 por MCO y un estimador consistente de su matriz de varianzas y covarianzas,
por ejemplo el anterior V(Byco)nw:

Para g = 1, el estadistico de contraste y su distribucién asintética bajo Hy son:

(RBmco —7)
\/ RV (Buco)nw R

Para g > 1, el estadistico de contraste y su distribucién asintética bajo Hg son:

“1 N (0,1)

R ~ . P d,H,
(RBumco — )[RV (Buco)nw R (RBuco — ) == X&

El utilizar este estimador de V(B rvco) por Newey-West permite seguir utilizando el estimador de los
coeficientes MCO para hacer inferencia valida asintoticamente, sin tener que modelizar ni estimar
directamente E(uu’) = X. Esto permitird que la inferencia sea valida utilizando los estadisticos
anteriores, al menos para muestras grandes. La cuestién es que esto no implica una mejora en la
precision con la que estimamos § por MCO. Para eso tenemos que estimar por M CG y esto implica
conocer Y excepto por un factor de escala, o bien por MCGF lo que requiere modelizar el proceso
de autocorrelacion y estimar los parametros de los que es funcién 3.

Ejemplo 3.8 Contraste de significatividad individual de la variable tipo de interés. Utilizamos
para realizar el contraste los resultados de estimar los coeficientes por MCO junto a las estimaciones
de las desviaciones tipicas robustas a la posible existencia de autocorrelacion.

L = 6,22494 + 0,769911 GNP, — 0,184196 R,
(des(Brco)vw)  (2,04053)  (0,0722822) (0,114826)

Contrastamos la significatividad del tipo de interés. Utilizando estos resultados podemos realizar el

contraste:
Hy:B3=0
Hy:B3#0
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con el estadistico .

B3.0MC0 d,Ho
e —
des(B3,mco) Nw
Obtenemos el valor muestral del estadistico, que en valor absoluto no supera el valor critico, | ¢t |=
1,6041 < 1,96 = N(0,1)|0,025, por lo que no rechazamos Hy para un nivel de significacion o = 5%
por lo que no habria evidencia para concluir que el tipo de interés es una variable significativa.

t=

N(0,1)

3.6. Inferencia con MCGF

Si consideramos modelizar el proceso de autocorrelacién en las perturbaciones, estimar ¥ con un
estimador consistente Y y utilizar el estimador de 8 por MCGF, que seréd consistente y asintética-
mente eficiente, podemos hacer inferencia utilizando los siguientes estadisticos:

Para g > 1:

(RBucar — )[RV (Buoar)R) ™ (RBucar — 1) 2253 X

Para ¢ = 1:
(RByvogr — 1) dHo

— — N(0,1)
\/ RV (Bymcar)R

siendo V(BMCGF) un estimador consistente de V(BMCG r). Esto es,

V(Bucer) = (X'S71X)7!

Si ¥ = 02Q entonces un estimador consistente de ¥ es & = 620 donde ) es un estimador consistente
de Q utilizado para obtener Gycgr y

A2 ’&*/ﬂ*

T TT K
donde @*4* = (Y — X Byoar) QWY — XBycor) = (Y = X*Bucar) (Y* — X*Bucar)

Ejemplo 3.9 Contrastamos la significatividad del tipo de interés utilizando los resultados ante-
riores de la estimacién por Hildreth-Lu:

A

It = 7,31954 + 0,785198 GNP, — 0,295541 R;
(des(BrL)) (3,62292)  (0,142836) (0,0788497)
Hy:f(83=0
H,:B3#0

con el estadistico R
B3,HL  d.Ho

des(Bs,11)
Como | t |= 3,7482 > 1,96 = N(O,l)‘07025 es decir, el valor muestral del estadistico en valor
absoluto supera el valor critico, rechazamos Hg y concluimos que el tipo de interés es una variable

N(0,1)

significativa, al 5% de significacién.
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;Cudl es la diferencia entre el contraste de significatividad realizado utilizando el estimador de
Hildreth-Lu y el que utiliza el estimador MCO del coeficiente que acompana al tipo de interés
utilizando un estimador robusto a autocorrelacién de su desviacién tipica?

La diferencia entre ambos contrastes estd en el estimador utilizado para construir el estadistico.
El estimador de Hildreth-Lu es un estimador de MCGF y es asintéticamente mas eficiente que
el estimador MCO. El resultado del contraste es distinto, ya que en el primer caso no se rechaza
la hipétesis nula por lo que la variable tipo de interés es una variable significativa, mientras que
en el segundo se rechaza la hipdtesis nula, pudiendo ser consecuencia de utilizar en el contraste
un estimador maés eficiente asintéticamente. Por esa razon, aunque ambos contrastes son validos
asintéticamente, puede ser mejor utilizar el contraste basado en MCGF'. Pero para ello es necesario
estimar consistentemente >, lo que no siempre es sencillo.

3.7. Ejercicios a resolver

A continuacién se proponen varios ejercicios para que el alumno vaya haciendo a la vez que se va
explicando la materia en las clases magistrales, y cuyas dudas se resolveran a lo largo de estas:

Ejercicio M-A.1

Sea el siguiente modelo:
Y; = 01 + PoXor + B3 X3t + PaXue +ue t=1,2,...,52

Los resultados de la estimacién MCO son:

R = —1,51 — 0,14 X+ 0,998 X3 — 0,52 Xy
(des(Buco))  (0,12)  (0,01) (0,015) (0,02)
R?>=0,97 DW = 0,74

Completa las matrices en base a la informacion disponible. Razona y explica tu respuesta.

E(u) = E(uu') =

Ejercicio M-A.2

Se dispone de observaciones anuales de las variables Consumo (C}) y Renta (R;) para un pais. Los
datos se muestran en las primeras columnas de la siguiente tabla:
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Obs. C| R C i
1| 8547 | 11,0 | 8,0483680 | 0,498632
2| 8,942 | 13,5 | 9,7986580 | -0,856658
3| 10,497 | 14,0 | 10,148716 | 0,348284
410,173 | 14,9 | 10,778820 | -0,605820
51 11,997 | 15,1 | 10,918843 | 1,078157
6 | 10,729 | 18,0 | 12,949180 | -2,220180
71 12,750 | 18,8 | 13,509273 | -0,759273
8 | 15,611 | 19,1 | 13,719307 | 1,891693
9 | 13,545 | 21,0 | 15,049528 | -1,504528
10 | 17,843 | 21,2 | 15,189551
11 | 21,610 | 34,0 | 24,151036
12 | 25,473 | 34,3 | 24,361070
13 | 24,434 | 35,0 | 24,851152
14 | 28,274 | 38,0 | 26,951500

Los resultados de la estimacién por el método de Minimos

funcién de consumo

se muestran a continuacién:

Cr = 01+ 2R + uy

Cy
(t — estad.)
R? = 0,942

SARRIKO-ON 04/10

Cuadrados Ordinarios (MCO) de la

= 0, 347092 + 0,700116 R
31) (14,61)

(07

SCR = 30,6381

(3.13)

1. La dltima columna de la tabla anterior muestra los residuos de la estimacion anterior, com-
plétala y dibuja la serie temporal de los residuos. A la vista del grafico comenta razonadamente

si existe algin problema.

2. Obtén el valor del estadistico de Durbin y Watson y realiza el contraste para el cudl estd di-
senado. Indica todos los elementos del contraste incluyendo la hipdtesis nula y la alternativa.

3. Utilizando la siguiente informacién realiza el contraste de Breusch y Godfrey. Indica todos los

elementos del contraste incluyendo la hipdtesis nula y la alternativa.

Uy = —0,5679 + 0,0198 R; —

(t — estad.) (-0,603)

(0,0385)

0,75 i1 + &
(-3,338)

R? = 0,433

4. Dada la evidencia obtenida en los apartados anteriores, explica qué consecuencias tiene en:

a) Las propiedades para muestras finitas del estimador de los coeficientes del modelo. Ra-
zona y demuestra tu respuesta.
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b) La inferencia utilizando los estadisticos t mostrados en la ecuacién (3.13). Razona tu
respuesta.

5. (Cambiaria tu respuesta al apartado anterior si el problema detectado fuera consecuencia de
omitir alguna variable relevante? Razona tu respuesta.

6. Considera la siguiente informacién y completa lo que falta.

5 ]-0099]-09]-08]-07]-06]-05]04]-03]-02]-01] 00 0,1
SCR* | 15,9 | 14,8 | 14,2 | 14,1 | 14,7 | 158 | 17,5 | 19,9 | 22,8 | 26,2 | 30,3 | 34,9

siendo

t=....
SCR* = {(Y) - X5, — X3} (3.14)
t=....

a) {Qué método de estimacién se estd utilizando?

b) (Cémo obtendrias las estimaciones finales de 31 y 2 por este método? Indica el valor
elegido de p razonando tu eleccion y la férmula para obtener el estimador de (81 y (2
i, Qué propiedades tienen los estimadores obtenidos de estos parametros?

¢) (Cémo contrastarias Hy : o = 17 Indica todos los elementos del estadistico de contraste,
asi como la regla de decision.

d) Explica las diferencias entre el método anterior y el de Cochrane-Orcutt.

Ejercicio M-A.3

Consideremos los siguientes datos anuales desde 1990 a 2001 observados para las variables Y y X:

Y|[6 |3 1|1 |1|4]|6]16/|25|36]|49]64
X|-4|-3|-2|-1|1]2|3|4|5]|6]|7]8

Se propone la estimacién de una relacién lineal entre estas dos variables donde el término de per-
turbacién sigue un AR(1):

Y =51+ B Xy + 1y Up = pus—1 + &
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Estimacién MCO, usando las observaciones 1990-2001 (7" = 12)
Variable dependiente: Y

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const §8,01220 4,05896 1,9740 0,0766
X 4,45591 0,91917 4,8477 0,0007

Suma de cuad. residuos 1501,071 R? corregido 0,671647
p 0,853150 Durbin—Watson 0,321828

1. Contrasta la hipétesis nula de no autocorrelacion utilizando el valor muestral del estadistico
de Durbin-Watson.

2. Calcula los residuos de la estimacién por MCO y tsalos para obtener una estimacién inicial
del coeficiente de autocorrelacion de orden uno suponiendo que el término de perturbacién
sigue un AR(1). ;Coincide con el valor mostrado en los resultados anteriores?

3. Calcula los datos de las variables del modelo transformado:
(Ye = pYio1) = Bi(1 — p) + Bo(Xi — pXi1) + &
4. Obtén las estimaciones de 31 y (2 por el método de Cochrane-Orcutt sin realizar ninguna
iteracion.

5. Calcula la estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas de los estimadores obtenidos en
el apartado anterior.

6. Contrasta la significatividad de la variable X.

3.8. Practicas de Aula

En el tema de autocorrelacién es habitual disponer de una practica de aula, lo que equivale a una
hora de clase presencial y dos horas de trabajo personal. Si el ejercicio ha sido realizado previamente
por el alumno, el tiempo es suficiente para su correccion y solucién de dudas existentes en clase.

Las competencias a trabajar en esta practica de aula son:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

Recordatorio: Las practicas de aula son clases participativas, ello quiere decir que el alumno de-
be acudir a clase con el ejercicio realizado en su tiempo de trabajo personal. Previamente y con
anticipacién suficiente se le habra realizado la debida propuesta. Durante la clase se preguntara alea-
toriamente a los alumnos sobre lo realizado.
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Practica de Aula PA-A.1:

Un investigador dispone de una base de datos anuales', para el perfodo de 1948 a 1993, de los
siguientes indices agrarios de EEUU, todos ellos con base 1982:

output . produccién agricola (Rango 51 - 116)

labor : mano de obra agricola (Rango 81 - 278)

land :superficie utilizada en la produccién agricola (Rango 89 - 102)
machines : maquinaria (duradera) (Rango 38 - 102)

El objetivo del investigador es determinar la funciéon de produccién agraria, para ello especifica el
siguiente modelo de regresién lineal:

output; = (1 + Palabor: + Pslands + Bamachines; + uy t=1,...,T (3.15)

en el que se considera que los regresores son no estocasticos. Los resultados obtenidos de la estimacion
MCO son los que se muestran a continuacién:

O@tt = 181,201 — 0,307 labory — 0,517 land; — 0,096 machines;
(des(Buco))  (40,194)  (0,038) (0,564) (0,169)

R? = 0,884 DW = 0,612 SCR = 1885,08 T = 46

output observada y estimada Residuos de la regresién (= output observada - estimada)

L L L L L L L L L
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990

120

T T
estimada ======-
observada ——

110

100

@

90 |

80 |

output
residuo
°

70 -

60

50 |

L L L L L L L L L
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990

1. Explica como se han calculado los residuos y para qué sirven los graficos. Interpreta ambos
graficos y senala si existe alguna evidencia de que la perturbacion del modelo no cumpla
alguna de las hipotesis bdsicas, justificando tu respuesta.

2. Realiza algin contraste basandote en la informacion disponible, para cualquier problema de-
tectado en el apartado anterior. Explica detalladamente todos los elementos que intervengan.

!Fichero data9-5.gdt, disponible en gretl pestafia Ramanathan. Recogido en Ramanathan, R. (2002), Introductory
Econometrics with Applications, 5th. edn., South-Western.
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3.

4.

3.9.

Con respecto a los contrastes de significatividad individual de las variables explicativas del
modelo (3.15):

a) (Es fiable realizarlos utilizando la informacién disponible? ;Por qué?

b) (Seria posible llevarlos a cabo si no tuviésemos otra opcién que la de estimar los coefi-

cientes del modelo por MCO? Explica como lo harfas en caso afirmativo.

Viendo los resultados obtenidos el investigador decide estimar el mismo modelo por el método
de Cochrane-Orcutt (CO). A continuacién se muestran los resultados obtenidos:

Estimaciones Cochrane—Orcutt utilizando las 45 observaciones 1949-1993
Variable dependiente: output
p = 0.791585

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 54,3902 30,3065 1,7947 0,0801
labor —0,4046 0,0649 —6,2284 0,0000
land 1,0727 0,3741 2,8673 0,0065
machines —0,2874 0,2000 —1,4372 0,1583

Estadisticos basados en los datos rho-diferenciados:

R? 0,957590 R? corregido 0,954487
F(3,41) 12,99460 Valor p (de F')  4,18¢-06
0 —0,184791 Durbin—Watson 2,339505

918,4860  0,1755 —9,5945 —0,0629
(o) = 0,1755  0,0042 —0,0096  0,0027
—9,5945 —0,0096 0,1399 —0,0349
—0,0629  0,0027 —0,0349  0,0400

;,Cuando estas dispuesto a aplicar este método de estimacion? En particular, ;consideras
adecuado utilizar este método en las circunstancias actuales? Responde razonadamente.

Describe detalladamente cémo obtener las estimaciones de los coeficientes del modelo (3.15)
utilizando el método del apartado anterior.

Con la informaciéon disponible, realiza el siguiente contraste Hy : B2 = (33. Escribe la hipdtesis
nula, la alternativa, el estadistico de contraste junto con su distribucion y realiza el contraste.
;,Como interpretas el resultado?

Practicas de Ordenador

En el tema de autocorrelacién es habitual disponer de una practica de ordenador que equivale a una

hora presencial y dos horas de trabajo no presencial para repasar lo visto y repetir la mecanica. A

continuacién se va a proponer un ejercicio para resolver en el centro de cédlculo. El enunciado cubre
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todo lo aprendido en el tema y se va a marcar la divisién entre las dos horas de clase que conlleva
cada una de las dos précticas de ordenador.

Las competencias a trabajar en estas practicas de ordenador son:

2. Diferenciar distintos métodos de estimacion y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econémicas.

Recordatorio: Es conveniente que una vez acabado el ejercicio y en vuestro tiempo de trabajo
personal deis contenido al mismo. Es decir, en clase inicamente os da tiempo a aprender la mecani-
ca, la ejecucion sucesiva de instrucciones para obtener los resultados pedidos, aunque el profesor va
comentando y explicando los resultados. Vosotros y de forma personal debéis redactar convenien-
temente las respuestas de cada apartado, en especial los que se recomienda realizar en casa. En el
Anexo del tema tenéis un resumen de las instrucciones béasicas de gretl para autocorrelacion.

Practica de ordenador PO-A.1

El fichero de datos necesario para la realizaciéon de esta practica se encuentra en los archivos de
muestra de gretl y corresponde al fichero Table12-9.gdt de Gujarati?. Son datos de series temporales
correspondientes a los anos 1950 a 1991. De las variables disponibles, se consideran las siguientes:

SALES Ventas de la industria manufacturera en EE.UU, en millones de délares
INVENTS Inventarios de la industria manufacturera en EE.UU, en millones de ddlares.

1. Estima por MCO el siguiente modelo

INVENTS, = 3, + B2SALES; + u (3.16)

Completa utilizando los resultados obtenidos con gretl:

Igy/b;\NTst = + SALES,
(des(Brrco)) ( ) )
R? = SCR = T =
DW = Cov(B1, B2) =

Coeficiente de correlaciéon entre INVENTS y SALES =

Ano t 1950 1951 1952

Residuo

2Fichero Table12-9.gdt, disponible en gretl pestafia Gujarati. Fuente: Economic Report of the President, 1993, Table
B-53, recogida en Ramanathan, R. (2002), Introductory econometrics with applications, 5th. Ed., South-Western.
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2. Obtén el grafico de series temporales de las variables dependiente y explicativa, asi como el
grafico de la serie observada y ajustada y el de los residuos. Coméntalos. (Los comentarios a
realizar en casa)

3. Se considera que u; puede seguir un proceso AR(p) o MA(p) con p hasta de orden dos.

Realiza el contraste de Breusch-Godfrey utilizando gretl y completa.

a) Escribe la hip6tesis nula y la alternativa del contraste.

b) Aplica el contraste y completa:
Regresién auxiliar obtenida:

R? =
Estadistico y distribucién bajo la hipétesis nula:
Valor muestral del estadistico =
Aplica la regla de decisién para un nivel de significacién (o = 5 %)

c¢) A la vista de los resultados de los contrastes de autocorrelacion DW y Breusch-Godfrey,
ison las perturbaciones de modelo esféricas? ;Por qué? (A completar en casa).

4. Estima de nuevo los coeficientes del modelo por MCO, pero obtén desviaciones tipicas de los
coeficientes estimados robustas a la posible existencia de autocorrelacién. Completa.

I; R = SALES;
(desv.......... (Buco)) ) ( )

Para qué sirven las desviaciones tipicas asi obtenidas? ;Cuando son de utilidad? Explica
detalladamente. (A completar en casa)

5. Contrasta la hipdtesis conjunta de que en media si las ventas son cero no hay inventarios y
de que un aumento en el nivel de ventas de un millén de délares aumentaria los inventarios
en 2 millones y medio de délares. Escribe la hipétesis nula, la alternativa, el estadistico de
contraste y su distribucién bajo la nula. (A realizar en casa en detalle)

Practica de ordenador PO-A.2

FEn esta sesién vamos a continuar trabajando con el fichero de datos que utilizamos en la
practica de ordenador PO-A.1. Previamente recordaremos lo realizado en aquella practica
y se preguntara aleatoriamente a los alumnos sobre los apartados que habia que realizar en
casa.
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10.

11.

Considera estimar el modelo (3.16) utilizando el método de Cochrane-Orcutt bajo el supuesto
de que u; sigue un proceso AR(1).

Completa la funciéon de regresion muestral obtenida, la estimacion de p y el valor minimo de
la funcién criterio.

(des(Bo—o)) ) Y ) o )

p= valor minimo de SCR =

Explica en detalle cémo se han obtenido las estimaciones por este método. (A completar en
casa)

Considera estimar el modelo (3.16) utilizando el método de Hildreth-Lu bajo el supuesto de
que uy sigue un proceso AR(1).

Completa la funcién de regresion muestral obtenida, la estimacién de p y el valor minimo
alcanzado para la funcién criterio.

p= valor minimo de SCR =

Dibuja el gréifico de la funcién criterio para cada valor de p.
Explica en detalle cémo se han obtenido las estimaciones por este método. (A realizar en casa)

Utilizando uno de los dos métodos anteriores, contrasta de nuevo la hipdtesis conjunta de que
en media si las ventas son cero no hay inventarios y de que un aumento en el nivel de ventas
de un millén de ddlares aumentaria los inventarios en 2 millones y medio de délares.

;Difieren las conclusiones del contraste de las obtenidas anteriormente? ;Es posible que esto
ocurra? jCual seria més adecuado? (A realizar en casa)

3.10. Taller sobre todo lo trabajado en el tema

En el tema de autocorrelacién en general se lleva a cabo un taller. El objetivo del taller es analizar

una serie de resultados en la estimacién de varias especificaciones de un modelo e ir practicando

en la toma de decisiones y la redaccion apropiada de conclusiones. Por ello vamos a proponer un

taller utilizando lo ya trabajado en las practicas de ordenador y cuyo enunciado se habra repartido

previamente. De esta forma el alumno ya esta familiarizado con el problema a analizar y se pueden

trabajar més en detalle las siguientes competencias:
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1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

4. Elaborar en grupos de trabajo y exponer en piblico un proyecto empirico, donde se valore
adecuadamente los resultados obtenidos del andlisis de un modelo economeétrico.

El ejercicio debe resolverse en equipo, idealmente en el grupo en que se va a realizar el proyecto.
Esto favorece la interrelaciéon y conocimiento entre sus miembros. En los tltimos 15 minutos de
clase, un representante de cada equipo deberd de exponer al resto de la clase la decision adoptada
por el grupo junto a las razones consideradas.

Enunciado del taller:

Objetivo: Analizar los resultados de la estimacién de un modelo por diferentes métodos para
los inventarios . Elegir entre ellos utilizando diferentes contrastes de especificacién.

Informacion: Son datos del periodo 1950 a 1991 de las siguientes variables:

SALES Ventas de la industria manufacturera en EE.UU. en millones de ddlares
INVENTS Inventarios de la industria manufacturera en EE.UU. en millones de délares

Procedimiento: Debéis analizar la informacién disponible y decidir cudl es la especificacién
mas adecuada junto con su correcta estimacion.

e ESPECIFICACION A: Se propone la siguiente relacién:
INVENTS; = 31 + BoSALES; + uy (3.17)

Estimaciéon 1 de la ESPECIFICACION A: Los resultados de la estimacién MCO son los

siguientes:
Estimaciones MCO utilizando las 42 observaciones 1950-1991
Variable dependiente: INVENTS
Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 1668,67 1806,70 0,9236 0,3612
SALES 1,5543 0,0069 222.5282 0,0000
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Media de la var. dependiente 311725,00

D.T. de la variable dependiente 259140,00

Suma de cuadrados de los residuos 2,22224e+09
Desviacién tipica de los residuos (&) 7453,59

R? 0,99910

R? corregido 0,999173
Grados de libertad 40
Estadistico de Durbin—Watson 1,37460
Coef. de autocorr. de primer orden. 0,31100

Matriz de covarianzas de los coeficientes

const SALES
3,26415e+06 —9,7322 const
4,87883e-05 SALES

Coeficientes de correlacion, usando las observaciones 1950 - 1991
valor critico al 5% (a dos colas) = 0,3044 para n = 42

SALES INVENTS
1, 0000 0,9996 SALES
1,0000 INVENTS

Ademis, se dispone de la siguiente regresion auxiliar:
ur = 90,048 — 0,000627 VENTAS; + 0,287394 11 + 0,08407 Gy—o t=3,...,42

R? =0,103545

1. Analizar TODA la informacion proporcionada. Debéis decidir si esta especificacién junto con
su método de estimacion es la mas adecuada. Debéis razonar en qué medida estos resultados
son fiables.

Estimacién 2 de la ESPECIFICACION A:

Se estiman de nuevo los coeficientes de la ESPECIFICACION A por MCO, pero se utilizan
desviaciones tipicas de los coeficientes estimados robustas a la posible existencia de autocorre-
lacién.

Se obtienen los siguientes resultados:
Estimaciones MCO utilizando las 42 observaciones 1950-1991

Variable dependiente: INVENTS
Desviaciones tipicas HAC, con ancho de banda 2 (Kernel de Bartlett)

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 1668,67 1094,77 1,5242 0,1353
SALES 1,5543 0,0083 187,2301 0,0000
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Media de la var. dependiente 311725,00

D.T. de la variable dependiente 259140,00

Suma de cuadrados de los residuos 2,22224e+09
Desviacién tipica de los residuos (&) 7453,59

R? 0,99910

R? corregido 0,99910
Grados de libertad 40
Estadistico de Durbin—Watson 1,374607
Coef. de autocorr. de primer orden. 0,3110

Conjunto de restricciones bconst] = 0
b[SALES] = 2,5
Estadistico de contraste  F robusto(2, 40) = 9272,21
valor p = 4,55217e-054

2. Analizar la informacién proporcionada. En particular deberias razonar sobre en qué medida
y para qué fin estos resultados son fiables. ; Qué concluyes?

e ESPECIFICACION B:
El estudiante considera la inclusién de la variable time = 1,2,...,42 en el modelo y especifica
la siguiente ecuacién:

INVENTS; = 81 4+ oSALES; + (3 time + uy t=1,...,42
y realiza las siguientes estimaciones:
Estimacién 1 de la ESPECIFICACION B:
Estimaciones MCO utilizando las 42 observaciones 1950-1991

Variable dependiente: INVENTS
Desviaciones tipicas robustas a autocorrelacion

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 433,9510 1143,3800 0,3795 0,7064
SALES 1,5434 0,0136 113,3700 0,0000
time 158,8050 169,2250 0,9384 0,3538

Suma, de cuadrados de los residuos 2,20257e+09

R? 0,999200

R? corregido 0,999159

F(2,39) 18497,7

Estadistico de Durbin—Watson 1,375590

Coef. de autocorr. de primer orden. 0,311486
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Estimacién 2 de la ESPECIFICACION B:

Andlisis de datos

Realizando el calculo iterativo de rho...

ITERACION RHO
1 0,31149
2 0,31600
final  0,31616

Estimaciones Cochrane—Orcutt utilizando las 41 observaciones 1951-1991

SCR
1,9874e+009
1,98735¢+009

Variable dependiente: INVENTS

p = 0,316161
Coeficiente Desv. tipica

const 34,3714 4413,7100
SALES 1,5375 0,0289
time 229,7630 410,6420

Estadisticos basados en los datos

Suma de cuadrados de los residuos
RZ

R? corregido

F(2,38)

Estadistico de Durbin—Watson
Coef. de autocorr. de primer orden.

estadistico t

0,0078
53,1693
0,5595

rho-diferenciados:

1,98735¢-+09
0,999261
0,999222
12476.9
2,050180
—0,027528

valor p

0,9938
0,0000
0,5791

3. (Por qué crees que el estudiante ha introducido la variable tendencia (time) como regresor
en el modelo? ; Es relevante incluirla? ;Por qué crees que se obtiene ese resultado? Utiliza los

contrastes que consideres oportunos. Razona tu respuesta. (A completar en casa)

4. Ayuda al estudiante a decidir sobre la fiabilidad de los distintos resultados de esti-
macién mostrados de la especificacion B. Razona tu respuesta en base a la informacién

proporcionada.

5. Debéis decidir qué especificacién A o B y método de estimacién es la més adecuada. Analizar la
informacién proporcionada por los resultados de la estimacién. Consejo: empezar por escribir
la funcién de regresion poblacional que se estd estimando e indicar cuales son los supuestos
sobre la perturbacién que se han asumido. Analizar su coherencia dada TODA la informacién
disponible hasta este momento. Finalmente, tomad una decision.

3.11. Evaluativas - Preguntas cortas

Se recuerda que dado que el curso contempla la evaluacion continua es necesario que a lo largo
del tema se evaltie a los alumnos, tanto en las clases magistrales, como en las practicas de aula y
ordenador. Se llevan a cabo en clase y de manera individual. A modo de ejemplo se incluyen las

siguientes.
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e Preguntas cortas en Clases Magistrales:

Al estimar el modelo
Y, = 61+ BoXop + B3 X3 + uy t=1,...,73

donde la matriz de regresores X es no estocéstica, se ha obtenido un valor del estadistico Durbin-
Watson igual a 0,468.

Pc.1 Escribe la férmula del estadistico de Durbin Watson. ;Hay evidencia de autocorrelacién en el
término de perturbacién del modelo? (Al 5%, d; = 1,56 y ds = 1,67)

Pc.2 Escribe la regresion auxiliar y el estadistico de Breusch Godfrey para contrastar la existencia
de un proceso AR(1) o MA(1) en el término de perturbacion.

Pc.3 ;Es compatible obtener un valor del estadistico de Breusch-Godfrey de 0,2474 dado el valor
obtenido del estadistico de Durbin Watson anterior? ;Por qué? (X%\o 05 = 3, 84)

Pc.4 ;Cual de los siguientes graficos es compatible con la evidencia del valor muestral del estadistico
de Durbin-Watson? ;Y con la del de Breusch-Godfrey?

AR(1) con coeficiente negativo -0.95 AR(1) con coeficiente positivo 0.95

Ruido blanco (var=0.16)

Pc.5 Escribe el correspondiente modelo con perturbaciones esféricas considerando que el valor del
coeficiente de autocorrelacién de orden uno de el término de perturbacién del modelo de interés
es 0,7. Escribe explicitamente la férmula del estimador eficiente.
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e Preguntas cortas en Practicas de Aula:

Se propone el siguiente modelo para la oferta de café en Colombia:
In(Q) = o + BIn(Py) + uy

donde (@ es el area dedicada a la plantacién de café y P es el precio del producto en el mercado. Se
dispone de 34 observaciones anuales de ) y P. La estimacion MCO es:

—

In(@Q) = 51 + 0,8
2

5, .85 In(P) R>=0,8  (R1)
(des) (0,20) (0,

Se han realizado las siguientes regresiones basadas en los residuos MCO, u:

iy = —0,0240,012In(P;) + 0, 341; 1 R?>=0,116 SCR=2,7

iy = —0,3840,01t —0,181In(P;) + 0,320, ; R%?=0,13 SCR=2,61
e = 1,32-0,02t R?=0,023 SCR = 46,48
é2 = 5,20—0,1t+1,741n(P) R?>=0,10 SCR =42,76
é2 = 5,74—0,11t +1,87In(P) — 0,18v,1 R?>=0,13 SCR =41,21
é& = —0,2240,01¢ R?>=10,001 SCR = 378,62
& = —3,5940,08t —1,511In(P;) R?>=0,009 SCR = 375,82

& = 0,51—0,009t+0,17In(P) — 0,18¢;,.1 R2=0,13 SCR=0,33
con é =0 /5 y 62 =Y, 47/34.

a) Contrasta si existe autocorrelacién en el modelo. Indica claramente la hipdtesis nula y la
alternativa, la regresién auxiliar utilizada, el estadistico de contraste y su distribucién bajo la
hipétesis nula.

Posteriormente se han obtenido las siguientes estimaciones por MCGF":

p—

In(Q) = 5098 + 0,8 In(P) SCR=3,052 6,=0,30/vt (R2)
(des()) (0,16)  (0,13)
m(Q) = 582 + 1,21 In(P,) SCR=5,620 &,=5,066xt  (R3)

(des(3)) 03) (0,9

In(Q) = 6,04 + 0,91 In(P) SCR=2,642 i, =034 1+e  (R4)
(des(B)) (0,22) (0,11)

In(@Q) = 6,21 + 0,96 In(F)  SCR=2,532 iy =0,360;1+0,0020; 5 +e; (R5)
(des(B)) (0,28) (0,15
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b) Interesa saber si la elasticidad-precio es cero. Explica cémo lo contrastarfas indicando clara-
mente el estimador que utilizas y cémo se ha obtenido. Utiliza la informacion anterior para
realizar el contraste.

e Preguntas cortas en Practicas de Ordenador:

Accede al conjunto de datos 9-7.gdt del libro de Ramanathan?® incluido en gretl. Son datos tri-
mestrales desde el primer trimestre de 1975 al cuarto trimestre de 1990. Considera el siguiente
subconjunto de variables de este fichero:

QNC Ntmero de coches nuevos vendidos (en miles de délares).
PRICE Indice de precios medios en términos reales de un coche nuevo.
INCOME Renta personal disponible per capita en miles de ddlares.

Para el modelo:

QNC, = 3, + B2 PRICE; + B3INCOME; + vy t=1,...,64

1. Obtén el grafico de los residuos contra el tiempo. Comenta el grafico.

2. Dado que son datos trimestrales, contrasta la posibilidad de que u; siga un proceso autorregre-
sivo o de medias moviles de orden 4, utilizando el estadistico de Breusch-Godfrey. Completa:

a) Hy: H,:

b) Estadistico de contraste y distribucién:

¢) Regresién auxiliar:

d) Regresién auxiliar estimada:

e) Computa el estadistico de contraste y lleva a cabo el contraste:

3Fichero 9-7.gdt, disponible en gretl pestafia Ramanathan. Recogido en Ramanathan, R. (2002), Introductory
Econometrics with Applications, 5th. edn., South-Western.
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3.12. Bibliografia del tema

Referencias Bibliograficas Basicas:
e Teorica:
[1] Greene, W. (1998), Andlisis Econométrico, ed. Prentice Hall, 3* edition.

[2] Ramanathan, R. (2002), Introductory Econometrics with applications, ed. South-Western, 5th
edition.

[3] Wooldridge, J. M. (2003), Introductory Econometrics: A modern Approach, ed. South-Western,
2nd edition.

e Ejercicios:

[1] Alegre, J., Arcarons, J., Bolancé, C. y Diaz, L. (1995), Ejercicios y Problemas de Econometria,
Coleccién Plan Nuevo, ediciones AC.

[2] Ferndndez, A., Gonzélez, P., Regilez, M., Moral, P., Esteban, V. (2005), Ejercicios de Econo-
metria, ed. McGraw-Hill, 2 # edicién.

[3] Recopilacién de ejercicios recomendados y exdmenes de Econometria. Departamento de Economia
Aplicada III (Econometria y Estadistica). Mimeo Febrero 2009. Disponible en Lankopi.

e Ejercicios con gretl:

[1] Ramanathan, R. (2002) Instructor’s Manual to accompany, del libro Introductory Econometrics
with applications, ed. South-Western, 5th edition, Harcourt College Publishers.

[2] Wooldridge, J. M. (2003), Student Solutions Manual, del libro Introductory Econometrics: A
modern Approach, ed. South-Western, 2nd edition.

Referencias Bibliograficas Complementarias:
1
2
3
[4
[
[

Alonso, A., Ferndndez, J. y Gallastegui, I. (2005), Econometria, ed. Pearson: Prentice Hall.
Gujarati, D. (2004), Econometria, ed. McGraw-Hill, 4* edicién.

Johnston, J. (1984), Métodos de Econometria, ed. Vicens Vivens, 4* edicién.

Maddala, G. S. (1996), Introduccién a la Econometria, ed. Pearson: Prentice Hall.

5] Novales, A. (1993), Econometria, ed. McGraw-Hill, 2% edicién.

6] Pindyck, R. S. y Rubinfeld, D. L. (1998), Econometric Models and Economic Forecast, ed.
McGraw-Hill, 4% edicién.
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3.13. Anexo: Instrucciones basicas de gretl para autocorrelacion

En este anexo vamos a indicar las instrucciones basicas para poder realizar la practica de ordenador
del tema. En el anexo del tema anterior ya se han explicado las generales, por lo que nos centraremos
solamente en las especificas de autocorrelacién.

e Contrastes de Autocorrelacion: El programa gretl tiene implementados varios contrastes de
autocorrelacion.

- El estadistico de Durbin-Watson se muestra en los resultados de las estimaciéon por MCO.
Para realizar el contraste de Durbin-Watson, hay que obtener los valores de las cotas inferior
y superior tabuladas al 5 % para un tamano muestral dado n, por ejemplo 72 observaciones.

En la ventana principal hay que elegir Herramientas— Tablas estadisticas — DW — se com-
pleta el tamano muestral n = 72 y el nimero de regresores del modelo, excluyendo el término
constante, por ejemplo 2.

Se muestran las cotas inferior d; = dL y superior ds = dU, de la siguiente formas:

Valores criticos al 5% del estadistico de Durbin-Watson, n = 72, k = 2

dL
du

1,5611
1,6751

- El contraste de Breusch-Godfrey se puede obtener en la pantalla de resultados de la estimacion
MCO. Pulsar:

Contrastes — Autocorrelacion — Seleccionar el niumero de retardos p de la hipdtesis alterna-
tiva

Al realizar la regresiéon auxiliar gretl usa todas las observaciones, incluidas las primeras p
igualando aquellos retardos de los residuos no disponibles 4y, ..., 11—, a cero. Por supuesto
puedes obtener el valor del estadistico de contraste siguiendo todos los pasos aprendidos en
clase. Veamos como realizar explicitamente y paso a paso el contraste de Breusch-Godfrey:

1. Se estima el modelo de interés por MCO Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios
2. Se guardan los residuos Guardar — residuos en la ventana de estimacién del modelo.

3. Se realiza la regresion auxiliar tal y como se ha explicado en la clase magistral. Si no
se consideran todas las observaciones, simplemente se realiza la estimacién por MCO
eligiendo como variable dependiente la que se ha definido para guardar los residuos y
como variables explicativas los regresores del modelo de interés. Ademds, para incluir
como regresores los p retardos de los residuos: en la ventana gretl:especificar modelo
elegir retardos y en la que surge elegir los retardos que se deseen, de 1 a p de la variable
dependiente.

4. Se guarda el valor del coeficiente de determinacién R? de esa regresién auxiliar y se
multiplica por el niimero de observaciones disponibles para el célculo del estadistico.

165



SARRIKO-ON 04/10 Andlisis de datos

¢ Estimar de forma consistente la matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes
estimados por MCO robusto a autocorrelacion.

La estimacion de los coeficientes del modelo es por MCO, pero su matriz de varianzas y covarianzas
se estima teniendo en cuenta que hay autocorrelacion para que la inferencia usando los estadisticos
t v F sea adecuada:

Modelo — Minimos Cuadrados — elegir la variable dependiente y las variables independientes

Elegir en esa misma ventana desviaciones tipicas robustas, y en configurar elegir HAC.

De esta forma podemos hacer los contrastes de significatividad individual con los valores de los es-
tadisticos t que nos muestra el output eligiendo el valor critico en la distribucién N(0,1). Cualquier
otro contraste de restricciones lineales los podemos realizar eligiendo en la ventana de estimacién
Contrastes — Restricciones lineales. El programa gretl considera para realizar el contraste el estima-
dor robusto a autocorrelacién de la matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes estimados

por MCO.

e Estimar la especificacion del modelo por el método de Cochrane-Orcutt.
Modelo — Series Temporales — Cochrane-Orcutt

En la ventana de resultados se muestra el valor de rho y la SCR del modelo transformado para cada
iteracién, hasta el valor final alcanzado el criterio de convergencia que por defecto usa gretl. A su
vez, se muestran los resultados de la estimacién del modelo original por este método. También se
muestran una serie de estadisticos basados en los datos rho-diferenciados. Hay que ser cautelosos
en la interpretacion de estos resultados, ya que se refieren al modelo transformado y no al original.
Este modelo tiene regresores estocasticos ya que para la transformacién se utiliza la estimacién del
parametro p. Por lo tanto, el valor del estadistico Durbin-Watson no es comparable con las cotas
tabuladas bajo el supuesto de regresores no estocasticos.

Cualquier contraste de restricciones lineales utilizando este estimador lo podemos realizar eligiendo
en la ventana de estimacién Contrastes — Restricciones lineales

e Estimar la especificacién del modelo por el método de Hildreth-Lu
Modelo — Series Temporales — Hildreth-Lu

En la ventana de resultados se muestra el valor de rho en la red para la cual la SCR es minima
junto con los resultados de la estimacién de los pardmetros del modelo original. Adiccionalmente,
se muestra en una nueva ventana la funcién a minimizar que es la Suma de Cuadrados de Residuos
(SCR) del modelo transformado para distintos valores de rho en la red.
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e Tratamiento de los retardos en gretl.

- Anadir retardos de una variable en concreto a la ventana principal.
Anadir — Retardos de las variables seleccionadas

En la ventana que surge poner el niimero de retardos que se quiere anadir. El problema esta en
que estos retardos no apareceran en las ventanas de estimacién del modelo por MCO o por
otro tipo de métodos.

Otra forma seria Ariadir — Definir nueva variable
En la ventana que surge definir el retardo de la variable deseada, por ejemplo de la variable
RD el retardo 4 serfa RD4 = RD(—4)

Entre paréntesis el niimero de retardo deseado se acompafia con el signo menos.

Vemos los datos de esas variables

Obs RD RD4
1960 57,94

1961 60,59

1962 64,44

1963 70,66

1964 76,83 57,94
1965 80,00 60,59
1966 84,82 64,44
1967 86,84 70,66
1968 88,81 76,83
1969 88,28 80,00

La primera columna seria RD; y la segunda RD;_4.
- Afadir retardos de la variable dependiente o de los regresores y usarlos en la estimacién. En
este caso se anadirdan en la misma ventana de estimacién:

En la ventana gretl: especificar modelo elegir retardos y en la que surge elegir los retardos
que se deseen, bien de forma continua o retardos especificos de forma discontinua, tanto de la
variable dependiente como de las variables explicativas que se han definido previamente.
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Tema 4

Regresores Estocasticos

Clases Magistrales

En las clases magistrales del tema de Regresores Estocésticos vamos a relajar una de las hipdtesis
bésicas de trabajo en el Modelo de Regresiéon Lineal General. Vamos a considerar que la matriz
de regresores X es estocastica. Bajo este nuevo panorama hemos de revisar las propiedades del
estimador de MCO y como realizar inferencia valida.

En un contexto de regresores estocéasticos la validez del estimador MCO depende de la existencia
o no de correlacién entre X y la perturbacién del modelo. Si esta correlacion existe el estimador
de MCO no es consistente y nos vemos en la necesidad de proponer un estimador alternativo que
si sera consistente, el estimador de Variables Instrumentales, VI. Es claro que es fundamental saber
cuando existe correlacién estadisticamente significativa entre la perturbacién y el o los regresores
estocasticos. Para ello utilizaremos el contraste de Hausman.

Dedicaremos un total de siete clases magistrales a analizar la importancia de que los regresores
sean estocasticos y utilizar el estadistico de Hausman; a desarrollar el estimador de VI, probar
sus propiedades y obtener en la practica al estimador asi como a mostrar cémo hacer inferencia
en este nuevo marco de trabajo. Aproximadamente, tres horas se dedican a resolver ejercicios. Se
resolveran las dudas surgidas y se realizaran preguntas al alumno sobre los contenidos vistos, en
muchas ocasiones en forma de preguntas cortas que se recogen y evalilan convenientemente.

Competencias a trabajar en estas sesiones:

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.
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Al final de este tema deberiais ser capaces de:

—_

. Explicar por qué si X es estocastica, el estimador MCO no es lineal en u.
2. Explicar las consecuencias de la no linealidad del estimador de MCO.

3. Explicar qué implicaciones tiene en el estimador de MCO, y sus propiedades, el que los regre-
sores estan correlacionados con el término de perturbacién del modelo de interés.

4. Describir las propiedades de una variable instrumental. Conocer para qué son necesarias.

5. Estimar utilizando el estimador de Variables Instrumentales bajo los dos casos posibles: cuando
el nimero de instrumentos es igual, o cuando es mayor, al nimero de variables que lo necesitan.

6. Utilizar el estimador de VI para realizar inferencia.

7. Utilizar el estadistico de Hausman para detectar correlacién entre regresores estocasticos y
perturbacién.

Bibliografia Recomendada:

Al final del tema tenéis recogida la bibliografia correspondiente. En particular os recomendamos
leer los capitulos correspondientes a la bibliografia basica detallados a continuacion:

e Greene, W. (1998), cap. 4, cap. 6, cap. 9 y cap. 17.
e Ramanathan, R. (2002), cap. 2, cap. 10 y cap 13.

e Wooldridge, J. M. (2003), cap. 5, cap. 9. y cap. 15.

Y para profundizar, podéis leer los capitulos detallados a continuacién correspondientes a la biblio-
grafia complementaria:

e Alonso, A. et al. (2005), cap. 8 y cap. 11.

Gujarati, D. (2004), cap. 13 y cap. 17.

Johnston, J. (1984), cap. 9 y cap. 10.

Maddala, G. S. (1996), cap. 9 y cap. 11.

Novales, A. (1993), cap. 2, cap. 9 y cap. 10.
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4.1. Introduccion

En los temas anteriores hemos mantenido el supuesto basico sobre los regresores, de que X era
una matriz de variables explicativas no estocéasticas o fijas. Este supuesto es apropiado para ex-
perimentos controlados o de laboratorio, para variables como la tendencia o variables ficticias, o
cuando trabajamos condicionando a una muestra dada. En este tema relajaremos dicho supuesto
para adecuarnos a situaciones en las que este supuesto no sea razonable.

Objetivo del tema: Relajar la hipotesis basica de que X es una matriz de variables no estocésticas
considerando que X es una matriz estocéstica. Para ello basta con que uno de los regresores incluidos
en X sea estocéstico.

En este tema analizaremos si los métodos de estimacion e inferencia vistos hasta ahora son validos
cuando X es estocastica. En caso de que no sea asi analizaremos qué métodos alternativos estan
disponibles.

Si X es una matriz de regresores estocasticos, el estimador MCO de 3, es una funcién estocastica
no lineal de X y w y por tanto, sus propiedades dependen de la distribucién conjunta de ambas
variables. Esto dificultara, en general, el conocimiento de las propiedades en muestras finitas de este
estimador y sus propiedades asintéticas dependeran de la relacién entre X y u. En consecuencia
también se vera afectada la inferencia.

Para ilustrar alguna de estas situaciones vamos a considerar los siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.1  Sea el siguiente modelo de regresion para explicar la productividad de un trabajador,
Y;, medida como nimero de piezas realizadas en el dia:

Y =61+ B XS +ul  uf ~N(0,02) t=1,2,....,T

siendo X7 la habilidad de un trabajador, variable no observable ya que es dificil de cuantificar. En su
lugar observamos la variable X; anos de experiencia del trabajador en el puesto de trabajo, y vamos
a utilizarla para aproximar la habilidad del trabajador!'. Es probable que cuanto més antigiiedad
tenga en el puesto el trabajador, méas habil sea y viceversa, asi que parece sensato suponer que
existe relacién entre ambas variables. Sin embargo, la aproximacién no serd exacta, conllevara un
error de medida. Sera tal que:

X=X +v v ~N(002) Cov(uf,v)=0 vVt t=1,2,...,T

donde v; es una v.a. que recoge el error de medida en t y se le supone independiente de u}. En esta
situacién, X; es una v.a. aunque consideremos a X;* como no estocastica. El modelo estimable en
términos de la variable observable seria:

Y, = 51+ Ba( Xy — vp) +uf
Y: = 61+ B Xt + (uf — Bavy)
Y = 81+ B2 Xy + wy

'A una variable que aproxima a otra en la literatura Econométrica se le denomina, variable “proxy”.
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llamamos u; = (u} — (avt), en este caso uy es una funcién de u} y vy, luego de X/; por ello, no
tendria sentido realizar un andlisis condicionado a unos valores fijos de X matriz de regresores. En
el modelo estimable

E(Xyur) = E[(X{ +vi)(uy — Bavr)] = —Paoy # 0

por lo que, el Teorema de Mann y Wald no se cumple. El estimador MCO serd inconsistente y es
necesario encontrar un método de estimacién consistente alternativo. Este caso lo analizaremos en
profundidad mas adelante y es conocido en la literatura como errores en variables. En este supuesto
la variable medida con error es la variable explicativa.

Ejemplo 4.2 Supongamos que se quiere estimar los coeficientes de la siguiente ecuacién de de-
manda de un bien:

Qi = B+ B Py + uy t=12,...,T

donde @ es la cantidad demandada y P es el precio. Dado que en el momento t observamos la
cantidad y precio de equilibrio, ambas variables se determinan simultdneamente en el mercado.
Luego, tanto Q como P son variables endégenas. Si en t se produce un shock en la demanda del
bien debido, por ejemplo, a un cambio en los gustos de los consumidores, al ser recogido por wu;, se
genera un cambio tanto en la cantidad demandada como en el precio. En este contexto dado que
las variables se determinan simultaneamente ambas son aleatorias. Este es otro ejemplo donde la
matriz de regresores es estocédstica y no tiene sentido realizar el andlisis condicionado a valores fijos
de P, t=1,2,...,T, dado que P; se determina simultaneamente a ;. Volveremos a retomar este
ejemplo mas adelante.

Ejemplo 4.3 Supongamos un modelo con dindmica en la parte sistematica porque incluye como
regresor a la variable endégena retardada. Por ejemplo, si estudiamos la funcién de consumo es
muy posible que estemos dispuestos a aceptar que, ademés de la renta actual, R; un regresor,
posiblemente relevante, para explicar el consumo actual, C; sea el consumo del periodo anterior,
Ct_ll

Cy = 1+ 02Cs—1 + B3Ry + uy t=2,...,T

En este caso la matriz de regresores del modelo es estocastica ya que incluye como regresor a un re-
tardo de la variable endégena, variable estocastica y no tiene sentido realizar el analisis condicionado
a valores fijos.

Es necesario revisar los resultados obtenidos para el MRLG bajo el supuesto de que X es una matriz
de regresores estocasticos. Comenzaremos revisando la validez del estimador MCO bajo diferentes
supuestos de relacion entre X estocéstica y u.

4.2. Propiedades del estimador MCO

En presencia de regresores estocasticos el método de estimacion y las propiedades de los estimadores
dependen de la relacion entre v y X. Estudiaremos las propiedades del estimador MCO en las
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siguientes situaciones:

1. Independencia entre regresor y error.
2. Incorrelacion contemporinea entre regresor y error.

3. Correlacién entre regresor y error.

4.2.1. Independencia entre regresor y error
SeaY = X+ u donde:

- X es una matriz estocéstica, (alguno de sus regresores es una v.a.) con una determinada
funcién de densidad f(X), es decir, X toma diferentes valores con diferentes probabilidades.

-un N(0,0‘%IT)

- X y u se distribuyen independientemente, es decir, F(X'u) = E(X")E(u) = 0.

Vamos a buscar las propiedades del estimador MCO cuando X y u son independientes.

e Propiedades en muestras finitas para valores de X no condicionados:

e Linealidad:
Brrco = B+ (X’X)"'X'u  funcién no lineal de X y u.
El estimador BMCO ya no es una combinacién lineal de las perturbaciones, sino que es una
funcion estocastica no lineal de X y u, por lo que, sus propiedades dependen de la distribucién
conjunta de éstas.

e Insesgadez:
Dado que X y u son independientes y F(u) = 0 por hipdtesis bésica, tenemos:

E(Byco) =B+ E[(X'X)"'X'u] = B+ E[(X'X)"'X'|E[u] = 3
por tanto, Basco es insesgado si X y u son independientes y E[(X’X) ™' X'] existe y es finito?.
e Matriz de varianzas y covarianzas:
V(Buco) = E(Buco — B)(Buco — B) = E[(X'X)7LX v/ X(X'X)7] =

= Ex{E,x[(X'X)"' X uw/ X (X'X)']} =
= Ex{(X'X)"' X" E,x (u) X (X' X))}
= EX{(X’X)*lX’ JZIT X(X’X)*l} =
= o, Ex{(X'X)""}

Luego si 3Ex{(X'X)™'}, Buco sigue siendo el estimador insesgado de minima varianza3.

2Para demostrar esta propiedad hemos utilizado los siguientes resultados estadisticos: E(a) = B, [Eapp] v Ewx =

EXS[EW|X] va que E(Buco) = Ex[E(BucolX)] = Ex[B+ (X'X) ' X' E(ulX)] = 8.
Siendo:
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Un estimador insesgado de V(Baco) donde 02 y Ex(X'X)™! son los dos elementos desco-
nocidos es:

V(Buco) = 62(X'X)~!

Distribucion e inferencia en muestras finitas:

El estimador ,@MCO es una combinacién no lineal de X y u y por tanto, no tiene porqué tener
una distribucién normal, incluso aunque X e u la tengan. Como consecuencia no tenemos
garantizado que ﬁ Mmoo siga una distribuciéon normal y por tanto, los estadisticos t y F' no tienen
una distribucién exacta conocida por ello, la inferencia para tamanos de muestra pequenos no
es valida.

Conclusién: La eliminacién del supuesto de que X es no estocdstica sustituyéndolo por X
estocastica, pero independiente de u no altera las propiedades deseables ni la variabilidad de
la estimacion minimo cuadrética.

e Propiedades en muestras grandes:

Bajo los supuestos habituales, y si ademas, se satisface que plim (%X 'X ) = () finita y no singular

el estimador de MCO es consistente y es posible derivar sus propiedades asintdticas utilizando el

Teorema de Mann y Wald y el Teorema de Cramer. Las condiciones del Teorema de Mann y Wald

i)
ii)
ii)

U1, Uz, ..., ur V. atal que uy ~ iid(0,02)
E(X'u)=0

plim (%X 'X) =Q finita, simétrica y no singular

Verificamos que se cumplen. La condicién iii) se cumple siempre, i) se cumple en este contexto ya

que estamos suponiendo perturbaciones esféricas y ii) también se cumple ya X y w son indepen-
dientes luego E(X'u) = E(X')E(u) = 0.

Dado que se cumplen i) + ii) + iii) el Teorema de Mann y Wald produce dos resultados:

a)

b)

plim (%X’u) =0

L X' -2 N(0,02Q)

3

El primer resultado nos garantiza la consistencia del estimador MCO y el segundo nos sirve para
encontrar su distribucién asintética. Por lo tanto:

FEx el valor esperado de la distribucién marginal de X.
E, x el valor esperado de la distribucién condicional de u dado X.

Ex (X'X)f1 la matriz de covarianzas poblacional de los regresores calculada en la distribuciéon marginal de X.
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e Consistencia: BMCO es un estimador consistente del pardmetro (.
X 1 ! 1
plim Byrco = plim 3 + plim (TX’X) plim (TX’u> =f+Q'-0=0

e Distribucion asintética:
Dado que
plim Brco = B = Buco - B = (Buco — B) —= 0
el estimador tiene una distribucion degenerada en el limite, por lo que, buscamos la distribucién
asintdtica para \/T(BMCO — () tal que

VT(Brco - ) = (;X’X> h (\}T“)
4

Utilizando el Teorema de Mann y Wald y el Teorema de Cramer obtenemos™*:

1
VT (Bryco — B) = (;X/X> <\%X/U> 4 N(0,02Q7Y)
de donde R
VT (Brco — B) ~% N(0,62Q7Y)

e Inferencia asintética: Dado que se cumple el Teorema de Mann y Wald las propiedades
asintéticas se mantienen y tiene sentido la inferencia asintética. Bajo Hg : RG = r, los es-
tadisticos t y F' se distribuyen asintéticamente como N (0,1) y Xg respectivamente, si el tamafio
de la muestra es suficientemente grande. Por lo tanto, podemos utilizar estas distribuciones
asintOticas para aproximar la distribucién exacta de los estadisticos. Asi, para contrastar q
restricciones lineales de la forma:

Hy:RB=r
H,:RB#Tr
utilizamos el siguiente estadistico con distribucion asintética:

(R —r) [RV(B) R (RB—r) 2032

luego
5 “ _ _ 5 d,H
(RBumco — )[R 65 (X' X) "R (RByco — ) == X,
Si el estadistico calculado es menor que el valor en tablas de X3|o¢ no rechazamos la Hy para
un nivel de significacién «.

Si q=1 podemos utilizar el siguiente estadistico y distribucién asintética asociada:

Rfyco —r _ dHy N(0,1)
VR 62(X'X) 'R

en cuyo caso no rechazamos Hj si el valor muestral del estadistico es menor que N (0, 1)|%

para un nivel de significatividad a.

4E] Teorema de Cramer dice: Si Yo = Ap - Zp, plimAr = Ay Zp ~ N(u,>") entonces ArZrp ~ N(A,, A A)).

Del Teorema de Mann y Wald hacemos uso del resultado X—\/%‘ 4N 0,0%Q).
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Ejemplo 4.4 Por ejemplo si queremos contrastar la significatividad de una de las variables ex-
plicativas del modelo contrastamos: Hy : G; = 0 versus H, : 3; # 0. En este caso q=1 y podemos
escribir el siguiente estadistico a utilizar junto con su distribucién asintética,

Bimco

_iMeo  dHy n 1)
des(Bimco)

Donde Ee\s(@ Mco) es la rafz cuadrada del elemento i-ésimo de la matriz 62(X'X) !, Si el valor
muestral del estadistico es menor que N (0, 1)‘% no rechazamos la Hy para un nivel de significacion
.

Ejercicio 4.1 En el modelo lineal simple:
Y; =B+ BoXi +uy  up ~4id(0,02) t=1,2,...,T

donde X; es una variable estocastica, pero independiente de la perturbacion obtener el estimador
de MCO y sus propiedades en muestras finitas.

4.2.2. Incorrelacion contemporanea entre regresores y error

Sea Y = X3 +u con u ~ N(0,021), X estocastica tal que X y u no son independientes, pero son
incorreladas contempordneamente, es decir, mantenemos que E(Xu) =0 i =1,2,..., K, pero
no la independencia entre X;; v u;.

En este caso no podemos derivar analiticamente las propiedades en muestras finitas del estima-
dor, pero se sigue cumpliendo el Teorema de Mann y Wald y por tanto, podemos mantener las
propiedades asintéticas.

Brco = B+ (X'X)" X'u  es una funcién no lineal de X y u, ambas estocésticas.

e En general es un estimador sesgado, E(Byco) = 8+ E[(X'X) 1 X"u] y E[(X'X)1X'u]
puede ser distinto de cero ya que X y w no son independientes.

e El cédlculo analitico de su matriz de varianzas y covarianzas es complicado dada la no linealidad
del estimador en X y u. También lo es el célculo analitico de E(SBarco)-

e Dado que el estimador es no lineal no conocemos su distribucién exacta, no sigue una distribu-
ci6n normal ain en el caso de que Xy Vi Vi y u la sigan. Como consecuencia los estadisticos
t y F no tienen distribucién exacta conocida.

e Las propiedades asintéticas de consistencia y distribucién asintética se mantienen ya que
podemos aplicar el Teorema de Mann y Wald porque se satisfacen las condiciones de este
teorema, u ~ (0,021) y E(X'u) = 0, junto con plim(+X'X) = Q.
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Ejercicio 4.2 En el modelo:
V;=06X;+uw t=1,2....,T u~N(0,02)

donde X; es una v.a. no independiente de u;, pero tal que E(X;uy) = 0. Demostrar las propiedades
en muestras finitas y asintéticas del estimador MCO del coeficiente j3.

4.2.3. Correlacién entre regresores y error

En ocasiones la hipétesis E(X;,u;) = 0 Vi, Vt no es vélida. En este caso los estimadores MCO no
son ni siquiera consistentes. Hay cuatro puntos a solucionar en relacién a este tema:

1. {Cémo aparecen las correlaciones entre X y u? Por ejemplo en las siguientes situaciones:

a) Cuando la variable explicativa est4 medida con error.

b) Si el modelo tiene un problema de omisién de variable relevante y la variable omitida
esta correlada con los regresores. Esta correlacién aparecerd via la perturbacién ya que
la perturbacion recoge las variables omitidas.

¢) En modelos de ecuaciones simultdneas, por ejemplo en el modelo de oferta y demanda
donde P y Q se determinan simultdneamente.

d) En modelos con variable endégena retardada como regresor y perturbacién autocorrelada.

2. ;Qué importancia puede tener este problema? En realidad depende del caso concreto, pero
de forma general podemos decir que el estimador de MCO pierde las propiedades en muestras
pequenas y grandes.

3. (Cémo podemos detectar que existe el problema? Usando test de contraste que sean capaces
de detectar la correlaciéon entre X y u. Por ejemplo, el contraste de Hausman esta disenado
para ello.

4. ;Coémo podemos solucionar el problema? Si la existencia de correlacion entre regresores y per-
turbacion se debe a un problema de omisién de variable relevante debemos intentar especificar
correctamente el modelo. En el resto de casos tendremos que buscar un método de estimacién
alternativo a MCO que tenga buenas propiedades, aunque éstas se logren sélo en muestras
grandes.

Es claro que este es el caso relevante de los tres descritos. Comenzaremos viendo algunos ejemplos
en los que X y u estan correlados.

Ejemplo 4.5 Variable ex6gena medida con error.

Vamos a profundizar en el Ejemplo 5.1 donde analizabamos la productividad de un trabajador, Y,
utilizando como variable explicativa su habilidad, X. Sea el modelo de regresién en términos de la
variable no observable X} = productividad:

Y =01+ X +uf t=1,2,....,T  uf ~id(0,0%)
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donde la variable X} es una variable no estocéstica y no observable, ya que no se puede cuantificar.
Sin embargo, disponemos de X; los anos de antigiiedad en la empresa, variable observable, y vamos
a utilizarla para aproximar a X;. Definimos X; = X} + v, tal que X; es una variable observable,
pero aleatoria ya que incorpora el efecto de v, y lo es, atin en el caso de que X} sea no estocastica
o fija. Ademés, hacemos las siguientes hipotesis:

vy ~ 4id(0, o2) Cov(uf,v) = Cov(uj,vs) = Cov(uf,vs) =0
En esta situacion el modelo que efectivamente se estima es el siguiente:

= [1+ B Xt + ws con up = uy — Pavt

e Propiedades de la nueva perturbacion wuj:

E(uy — Bovy) = E(up) — ﬁzE(Ut) =0
Var(u) = E(u — E(u))* = E(w)? = E(uf ﬁzvt)
E(uf )+B§E(vt)—2ﬁzE(utvt) = 0o + B30 =262 0

=02, + 3502 luego homocedéstica
Covlur,us) = Ellu — Blur))(us — B(us))) = Eluf — favr, s — Byv,) =
= E(utu ) — BoE(viul) — BoE(ufvs) + B3E (U{L)s) = 0, no autocorrelada

e Ademas, necesitamos conocer la relacién entre el regresor y el error, es decir, entre X; y us:

Cov(Xy,up) = E(Xpu) = E((X] + ) (uf — Pavy)) =
E(X{up) + E(vup) — B2 E(XFvy) — B2 E(vf) = — a0

ya que al ser X} una variable no estocéstica E(Xju;) = E(X[v:) = 0. Al ser la covarianza
entre X; y u; distinta de cero existe correlacién contemporanea entre la variable exdgena y la
perturbacién. Vemos que la correlacién depende de la varianza del error de medida, cuanto
peor es la proxy o variable que utilizamos para aproximar la variable no observable, mayor es
en términos absolutos la correlacion. El signo depende del signo del coeficiente (5. El estimador
MCO de (2 no es consistente, ademas la diferencia entre plimﬁ y B depende directamente de
esta correlacién.

Conclusién: un error de medida en la variable exégena tal que E(Xu;) # 0 implica que los esti-
madores MCO son sesgados e inconsistentes®. El Teorema de Mann y Wald no se satisface. Los
coeficientes del modelo deberian ser estimados por un método de estimacién que produzca esti-
madores consistentes. Para conseguirlo propondremos el Método de Variables Instrumentales. Lo
veremos en la seccién siguiente.

SEn el Anexo 4.2. Errores de medida en las variables, se han desarrollado con detalle las consecuencias en los
estimadores MCO de los coeficientes de un modelo, de que el error de medida se produzca en la variable endégena y
simultaneamente, en la variable endégena y en la exdgena.
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Ejemplo 4.6 Omisién de variable relevante.
Sea el modelo correctamente especificado:

V=01 + (o Xt + B3 Xae +vr t=1,2,...,T

donde vy ~ iid(0,02), y suponemos E(Xov;) = 0y E(X3v;) = 0. Pero el modelo que se estima es
el siguiente:
Vi=0+(Xu+u t=12,...,T

tal que uy = B3 X3 + v+ y donde:

E(Xouup) = E[Xo (83 X3t +v1)] = B3 E (X2t X3¢) + E(Xovy) = B3E (X021 X31)
E(uy) = B3E(X3t) + E(v) = B3E(X3t)

dado que X3; es una variable relevante, 83 # 0 luego:

E(thut) 7& 0 si E(XQtht) 7'5 0
E(us) # 0 si E(Xs)#0

Por tanto, X y u son independientes y E(u|X) = E(u) = 0 si y solo si Xo; y X3 son variables
aleatorias independientes y E(X3;) = 0 Vt. En el resto de los posibles supuestos no lo son. Por tanto,
en el caso contemplado, donde se omite la variable X3; correlada con Xo;, en el modelo especificado
a estimar E(Xouy) # 0 y el estimador MCO es inconsistente.

Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando la funcién de salarios y que proponemos como
variable explicativa el nivel de educacién del individuo medido en anos de educacién:

Si este es nuestro modelo a estimar es claro que estamos omitiendo factores que determinan el
salario aparte del nivel educativo como la experiencia, la habilidad, la motivaciéon. Podemos esperar
que los individuos més motivados y/o con mds talento tengan a su vez mayor formacién medida en
més anos de educacién y por lo tanto, seria 16gico pensar que E(EDUC; u;) # 0, luego el estimador
MCO de 31 y B2 seria sesgado e inconsistente.

En términos de la especificacién del modelo es importante remarcar que el modelo debe estar
correctamente especificado antes de proponer un método de estimacién alternativo a MCO. En
el ejemplo que nos ocupa medir la experiencia es sencillo, pero variables como la habilidad o la
motivacion no son sencillas de medir. En general y en el mejor de los casos seremos capaces de
aproximar dichas variables con un error de medida, que como ya se ha apuntado anteriormente, y
se desarrollard en esta seccién, conllevan problemas de correlacién entre regresor y perturbacién y
por tanto, la inconsistencia del estimador de MCO.

Ejemplo 4.7 Simultaneidad.
Sea el modelo formado por las siguientes dos ecuaciones:

Yi= B+ hXi+u  t=1,2,...,T (4.1)
Xt:’}/l"i"YQY;f"i'vt t=1,2,...,T
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(][ )

Es decir, u; y v; son v.a. normales. Estamos interesados en estimar 81 y (2 en (4.2), para ello
queremos saber si X y u son independientes y/o incorreladas. Dado que E(u;) =0 V¢
E(Xiut) = El(v+ 72081 + Bo Xy +up) + v )ug] =
YE(ut) + v f1E(ut) + 202 E(Xeur) + WQE(U%) + E(viuy) =
= 720 E(Xiur) + 7205 + 0w

tal que:

resolviendo:

E<Xtut) = (qu + '720121)

1
1 — 7203
con lo que, E(Xyuy) # 0 si 72 # 0 y/o oy # 0. En este ejemplo el estimador MCO es inconsistente.
Ademas, el Teorema de Mann y Wald no se satisface. Deberfamos buscar un estimador alternativo
a MCO y que si fuese consistente.

Ejemplo 4.8 Variable endégena retardada como regresor y perturbacién autocorrelada.

Supongamos un modelo con dindmica en la parte sistematica porque incluye como regresor a la
variable endégena retardada y con dindmica en la perturbacion ya que esta sigue un proceso auto-
rregresivo de primer orden.

Y =61+ B2Yi1 + BXi +ug Up = pui—1 + € e ~ 1id(0, 0?)

En este caso E(Y;_jus) # 0 luego E(X'u) # 0 y el estimador MCO no es consistente. Este caso se
analizard en profundidad en el tema siguiente, Modelos Dindmicos.

En los ejemplos anteriores el estimador MCO es inconsistente ya que la matriz de regresores
estd correlada con la perturbacion. Un estimador alternativo y consistente es el estimador de Va-
riables Instrumentales.

4.3. Estimador de Variables Instrumentales

En modelos donde existe correlacion entre regresores y error el estimador MCO es inconsistente y
sesgado ya que F(X'u) # 0. El procedimiento para obtener estimadores consistentes en un modelo
de este tipo es el Método de Variables Instrumentales, VI. El método de Variables Instrumentales
se basa en encontrar un conjunto de K variables, Zi¢, Zot, ..., Zkt, que se llaman instrumentos o
variables instrumentales tales que, satisfacen las siguientes condiciones:

1. Cada uno de los instrumentos estd incorrelacionado con el término de error de la ecuacién de
interés, E(Zju;) =0 Vt,Vj j=12,...,K.

2. Los instrumentos estan correlacionados con la variable para la cual hacen de instrumento,
E(Z;1Xi) # 0. En cuanto a esta correlacién, debe existir, pero no puede ser muy importante
pues en este caso, si lo fuera, F(Zjuy) # 0y Zj; no servirfa de instrumento.
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Junto con las dos anteriores deben de cumplirse dos condiciones més:

3. (Z'X) es una matriz no singular, es decir, es invertible.
4. plim(32'Z) = Qzz matriz finita.

El estimador de variables instrumentales, dada una matriz de instrumentos Z se define%:

Byr=(Z2'X) 12"y

Una forma intuitiva de pensar en como obtener este estimador podemos encontrarla a partir de
las ecuaciones normales del estimador de MCO. Cualquiera de los modelos anteriores podemos
escribirlos de la forma matricial habitual Y = X 3+ u . Premultiplicando el modelo por X’ tenemos:

XY =X'X3+X'u

Si E(X'u) = 0 entonces E(X'Y) = E(X'X)3+ 0 luego E(X'Y) — E(X'X)5 = 0 que seria la
expresion de las ecuaciones normales en términos poblacionales. En términos muestrales podemos
escribir X'Y — X'X(3 =0 luego X'(Y — X3) =0y X'a=0.

Si plim (%X ! u) = 0 los estimadores asi obtenidos son consistentes. Por tanto, parece que sugiere que
cuando plim (%X ! u) # 0 en vez de premultiplicar por X’ lo hagamos por una matriz Z’ que satisface
plim (%Z’u) = 0 tal que, podemos definir ¢l estimador consistente By; = (Z'X)"1Z'Y dada la
matriz Z que cumple E(Z'u) = 0. Llamamos a Z matriz de instrumentos. De las condiciones citadas
anteriormente notar que las condiciones 1 y 2 garantizan la consistencia del estimador, mientras que
las condiciones 3 y 4 garantizan que el estimador Sy definido como BV 1 = (Z'X)71Z'Y se pueda
evaluar en la muestra.

En general en la matriz de regresores X sélo habrd unas variables que no satisfagan la condicién
E(Xju) = 0 y son estas variables las que necesitan de variables instrumentales. Para el resto
de variables, las no correladas con la perturbacién, el mejor instrumento es la propia variable. Es
decir, las matrices Z y X tendran en comun aquellas columnas correspondientes a las variables
incorrelacionadas con el término de error. Notar que necesariamente Z y X deben tener el mismo
ntimero de columnas ya que en otro caso (Z'X) no serfa cuadrada.

Antes de ver ejemplos de como buscar los instrumentos vamos a ver las propiedades del estimador.

4.3.1. Propiedades del estimador de Variables Instrumentales
e Linealidad: Dado que X es una matriz estocéstica el estimador de VI no es lineal en u,
By =0+ (Z'X)"H(Z'v)

En la expresién del estimador aparecen X y w ambas variables aleatorias, por tanto, By es
una funcién no lineal de X y wu.

5En el Anexo 4.3. Estimador de Variables Instrumentales, aparece derivado formalmente este estimador de V1.
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e Insesgadez: En general el estimador serd sesgado ya que E[(Z'X)™}(Z'u)] # 0. En la ex-
presién E[(Z'X)~1(Z'u)] hemos de notar dos cosas. Por un lado, el requisito impuesto para
obtener el estimador de Variables Instrumentales, BVI; es plim (%Z’ u) =0 y no la indepen-
dencia entre Z y u. Por otro lado, aunque Z y u fuesen independientes la expresién anterior
participa de X, matriz estocdstica no independiente de u. Luego E[(Z'X) 1 (Z'u)] # 0y

E(Bvr) =B+ E[(Z'X)" (Z'w)] #

Por tanto, en muestras finitas el estimador de Variables Instrumentales es un estimador no
lineal y en general sesgado. Su distribucién exacta es desconocida. En muestras grandes el
estimador es consistente y tiene distribucién asintética conocida.

e Consistencia del estimador de Variables Instrumentales y Distribucién asintética:
Vamos a demostrar la consistencia del estimador y a buscar su distribucién asintética utili-
zando el Teorema de Mann y Wald aplicado a Z y u. Sea X matriz de variables explicativas de
orden (7' x K) y Z una matriz de instrumentos de orden (7" x K). Si se cumplen las siguientes
condiciones:

u~ (0,021).
E(Z'u) =0

plim (+2'Z) = Qzz finita, simétrica y definida positiva.

1
i1

1ii

i)
i)
i)
iv) phm( ) Qzx finita, no singular
entonces se tiene por el Teorema de Mann y Wald los siguientes resultados:

a) plim (£2'u) =0

d
b) L 2 - N(0,02Qzz)

Utilizando el resultado a) podemos demostrar la consistencia del estimador BV It
. A . 1 / - : 1 / -1
plim Gy = B + plim TZX plim TZU =B+Q,x-0=p

El estimador de Variables Instrumentales es consistente y la condicion importante es la ausen-
cia de correlacion entre los instrumentos y el término de error del modelo de interés.

Utilizando el resultado b) junto con el Teorema de Cramer obtenemos su distribucién asintéti-

ca7:

-1
\/T(BVI - 5) = (;Z,X> <\%Z/“> i’ N (07 03 ) QE%{ Qzz- (Q;()/)

"Este resultado puede generalizarse al caso en el que la perturbacién tiene autocorrelacién, pero en ese caso la
matriz de varianzas y covarianzas del estimador VI no es la derivada anteriormente.
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El resultado anterior justifica que en muestras grandes se utilice como matriz de covarianzas asintoti-
ca del estimador de variables instrumentales a:

~ A 22 i\ L / -17/
V(Bvr) :UTU< T > Z# [(ZTX) } =

=63, (2X) 22 (ZX) )

o1 . ’ / . d .
donde se utilizan las matrices de momentos muestrales ZTX y % para aproximar sus limites

respectivos Qzx v Qzz ¥

o (Y= XBy1) (Y — XByr)
Oyr = T_K

es un estimador consistente de o2. Notar que el denominador de &‘2, ;es T'— K, pero podriamos haber
considerado T' dado que el estimador es asintético y por lo tanto, invariante a que el denominador
sealT 6T — K.

4.3.2. Coémo buscar los instrumentos

Con respecto a los instrumentos sabemos que éstos tienen que cumplir las siguientes condiciones:

1. Estar incorrelacionados con la perturbacién del modelo de interés, E(Z;iu;) = 0.

2. Estar correlacionados con la variable para la cual hacen de instrumento, E(Z;X;) # 0.

Ademss, la matriz (Z’X) debe ser una matriz no singular con rg(Z) = K < T, es decir, 3(Z'X)~!.
En la practica existen dos situaciones diferentes en la buisqueda de instrumentos:

1. Que el ntimero de instrumentos disponibles coincida con el nimero de variables que necesiten
instrumento.

2. Que el numero de instrumentos disponibles sea mayor que el nimero de variables que necesiten
instrumento.

Nuamero de instrumentos disponibles igual al nimero de variables explicativas que lo necesitan

Supongamos que el nimero de instrumentos de que se dispone es igual al niimero de variables
explicativas que necesitan instrumento. En este caso cada instrumento constituye una variable
instrumental para su correspondiente variable explicativa correlada con la perturbacién. Para el
resto de variables, para las que no necesitan instrumento, su mejor instrumento es ella misma. Los
instrumentos deben cumplir los requisitos mencionados anteriormente, no deben estar correlados
con la perturbacién del modelo de interés y deben de estar correlados con la variable explicativa para
la que acttian de instrumento. Ademds, debe existir (Z'X)~!. A continuacién veremos un ejemplo
tedrico que nos servird para mostrar el desarrollo matricial.
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Ejemplo 4.9 Sea el modelo:
Y = B1 4 BoXt +up  up ~id(0,02) t=1,2,....T

tal que X; =0,7Xy1 +v; v ~ iid(0,02)
E(uws) =5 si t=s
E(uws) =0 si t#s

En este ejercicio la matriz X = [1 X, ] es estocdstica ya que el regresor X; es un regresor estocésti-
co®. La constante no crea problemas de correlacién con u; ya que es un regresor no estocastico,
E(1u;) = E(ut) = 0. Sin embargo, el regresor estocastico X; estd correlado contempordneamente
con la perturbacion:

E(Xwu) = E[(0,7X¢—1 +vt) w] = 0, TE(X¢—1ug) + E(vpug) =0,7-0+5=5

Luego E(X'u) # 0 y el estimador MCO serd no lineal y sesgado. En muestras grandes ademas,
serd inconsistente. Deberiamos estimar los coeficientes 31 y G2 por el Método de Variables Instrumen-
tales. Para ello buscamos un instrumento para X;, el tinico regresor correlado con la perturbacion.
Podemos pensar en Z; = X;_1 dado que X;_; estd incorrelado con la perturbacion, E(X;_1u;) =0
y correlado con X; ya que ésta se genera por un proceso autorregresivo, F(X;X;_;) # 0 Vj > 0.
Ademss, con Zy = X; 1 —rg(Z) =2 = K, luego I(Z'X)~L.

Aplicamos para Z; = X;_1 el estimador de Variables Instrumentales®:

Y2 1 X2 1 Xl
Y; 1 X3 1 X3
Y = . X = . . Z = .
(T—1)x1) : (T=1)x2) : : (T—1)x2) : :
Yr 1 Xrp 1 X7

El estimador By = (Z'X)"Y(Z'Y) es el siguiente!©:

37
B2 1v;

8En adelante la notacién utilizada X = [I X, ] hace referencia a la siguiente matriz:

-1
(T-1) Y5 X
STXe 1 S8 XX

>y Yo
> Xi 1Y

1 X
1 X,

X=[1 X/]= .
1 Xr

C . .-, .l . . .
9Notar en el orden de las matrices que para Z; = X;—1 perdemos una observacién al definir el instrumento. Si el
instrumento hubiera sido Z; = X;_o perderiamos dos observaciones y en ese caso las matrices Y, X y Z serian:

Ys 1 X3 1 X1
Y,y 1 Xy 1 X5
Y = . X =1 . . A = .
(T—-2)x1) . ((T—2)x2) . . (T—2)x2) : .
Yr 1 Xr 1 X2

10A 1a hora de trabajar con el estimador de VI es importante notar que la matriz a invertir, (Z’X), no es simétrica.
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Su matriz de varianzas y covarianzas estimada se define:
V(Bvr) = 63,2 X) (2 2)(Z'X)1) =
17/

(T-1) 5 X

L | (T-1) YIx, B
ST X1 S8 XX

o
VIN ST X ST XX

(TT— 1) zg X, 1
22 X1 22 Xthl

siendo:

o (Y =XBv)) (Y — XBvp)
Oyi = T K

Ejemplo 4.10 En este ejemplo vamos a volver sobre la estimacién de un modelo con variable
exdgena medida con error y nos va a permitir ilustrar cémo buscar instrumentos de manera ade-
cuada:

Supongamos que queremos estimar el modelo Y; = BX} + uf u} ~ iid(0,02.) siendo X; una
variable no estocéstica e inobservable. Sin embargo, se dispone de la variable observable X; = X/ +¢;
que nos va a permitir aproximar a la variable inobservable. Ademés, en cuanto al error de medida,
se sabe que ¢ ~ iid(0,02) y Cov(uf,¢;) = Cov(uf,es) = Cov(u¥,¢) = 0. El modelo considerado
para estimar en términos de la variable observable X; es:

}/t:,BXt—F’LLt tzl,,T

donde u; = (uf — Be) y tal que BE(Xpuy) = —B0? # 0. El estimador de MCO es inconsistente. El
estimador consistente de 3 lo podemos obtener utilizando el estimador de VI, By; = (Z'X)"12'Y

tal que:
Yy X1 A
Y, Xo )
Y = ) X = . ) Z = 5

Yr X7 Zr

. yne

_(zx) gy = 22N

Bvr = (Z2'X) S X,

Es fundamental en el estimador de VI la eleccién del instrumento y ha de cumplir las condiciones
explicitadas anteriormente. Vamos a proponer algunos posibles instrumentos y ver sus posibilidades
como instrumentos adecuados:

e Supongamos que Z; = 1 V¢ . En este caso F(Ziuy) = 1E(w) =0 y E(Z:X3) = E(Xy) =
E(X} + e) = E(X}). Notar que X; no tiene que estar en desviaciones a la media ya que en
ese caso y, Xy = 0y Py no estd definido.

e Otro posible instrumento seria Z; = t, luego la variable instrumental es una tendencia deter-
minista y por lo tanto, variable no estocdstica incorrelada con la perturbacién u;, E(Zyu) =
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Z1E(uy) = tE(u;) = 0. Ahora bien, Z; = t tiene que estar correlacionada con X; tal que
> Zy X # 0. Por lo tanto, X; tiene que presentar cierta tendencia en el tiempo. Por ejemplo,
en el grafico de la izquierda de la Figura 4.1 la serie no muestra tendencia temporal luego
el instrumento Z; = t no seria adecuado. Sin embargo, en el grafico de la derecha la serie
dibujada si muestra tendencia temporal, en este caso creciente, con lo cual el instrumento
Zy = t tiene sentido.

Figura 4.1: Serie sin tendencia versus serie con tendencia

Xt
©
T
Xt

a8 L L L L L 0 L L L L L L L L
1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000

En el caso de Z; =t la matriz Z es:

e Otra variable instrumental puede ser otra variable medida con error, y distinta de X, que
aproxime a X}, por ejemplo, Z; = X; + wy, tal que w; ~ iid(0,02) v E(w;uf) = 0. Ademés,
los errores de medida tienen que estar incorrelados, F(e;wi) = 0, entonces,

E(Zyuy) = E((X{ +w)(uf — Ber)) = X{E(up) + E(wiuy) — BX{E(er) — BE(wi &) =0

FEn este caso la dnica dificultad es encontrar la proxy alternativa. Una posibilidad es que dos
instituciones independientes midan la misma variable de forma que los errores de medida se
mantengan independientes.

e Actuando como en el ejercicio anterior podemos pensar en Z; = X; 1. En este caso si
E(etu}) =0, E(Xi—1us) = 0 ya que no existe correlacién no contemporanea:

E(Xiw) =E(X{ ) +e-1)w) = E(X{ 1 +ea1)(uf — Be)) =
= B(X} yu}) + E(ei—1up) — BE(X] 1 e&t) — BE(ere4-1) =0

y ademds, F(X;—1X;) # 0. Por tanto, también es un instrumento adecuado.

e Si generalizamos el modelo para incluir un término constante:
Yi=a+BX: +u t=12,...,T
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entonces:
1 Xy Z11 Zn
1 X Z12 222
X = J = . .
(T'x2) : : (T'x2) : :
1 Xr Zir  Zar

Al menos necesitamos dos instrumentos. Para la constante 1 podemos usar Z1; = 1Vt ya que
E(Zyu) = 1E(ut) = 0, es decir, el mejor instrumento es la misma variable. Para X; hemos
de buscar un instrumento Zs; distinto de la constante 1 ya que si repetimos el instrumento
rg(Z) =1 < 2y /A(Z'X)7Y, con lo que el estimador fBy; = (Z'X)"1Z'Y no se puede
obtener. No estd definido. Ademds, tampoco sirven otras constantes como Zo; = 5 por el
mismo problema.

Ejemplo 4.11 Queremos estimar la relaciéon:

Y, = B + BoXor + B3 X3, + uf ug ~ 3id(0, o2 t=1,2,...,T

donde Xo; es un regresor no estocastico y X3, es una variable no estocastica e inobservable. Pero se
dispone de una variable observable X3; tal que X3; = X3, + ¢ y

e ~ iid(0, o2) Cov(uf, e) = Cov(uj,es) = Cov(ul,e) =0
luego el modelo a estimar en términos de las variables observables es:
Yi =01+ B Xot + B3 Xst +ue t=1,2,...,T

con uy = ul — B3¢, B(Xopuy) = 0y E(Xzus) = —B302 # 0. En este contexto el estimador de MCO
es inconsistente y para obtener consistencia los coeficientes 31, 32 y (B3 deberian ser estimados por
Variables Instrumentales.

Supongamos que disponemos de otra proxy Z; para aproximar a X3, tal que Z; = X3, + n; con
N ~ iz’d(O,afi), Cov(uy,mt) = Cov(uf,ns) = 0y E(em) = 0, es decir, los dos errores de medida
estan incorrelacionados.

Podemos usar esta proxy Z; como instrumento para Xs; ya que:

E(Zwuy) = E((X3 +me)(up — Bser)) =
= B(X3up) + E(nuy) — B3E(X36) — B3E(ner) =04+0—P63-0—33-0=10

ademds, E(Z;X3¢) # 0 ya que ambas son medidas de la variable X3, no observable. Para la constante
1y X9 el mejor instrumento son ellas mismas. En este caso las matrices involucradas en el estimador
de Variables Instrumentales son:

Y; 1 Xo1 X331 1 X1 4y
Y 1 Xoo X3 1 X9 2o
Y = X = . . . J = . . .
(T'x1) : (T'x3) : : : (T'x3) : : :
Yr 1 Xor Xzt 1 Xor Zr
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con rg(Z) = 3, luego I(Z'X)~! y el estimador By = (Z'X)"1(Z'Y) esté bien definido.

En este caso no podemos contemplar dos posibilidades para definir el instrumento Z;, este no puede
ser ni la constante 1 ni el regresor Xo; ya que la matriz no serfa de rango completo y A(Z'X)~L.

Nuamero de instrumentos disponibles mayor al nimero de variables explicativas que lo necesitan.
Método de Minimos Cuadrados en dos Etapas

Generalmente, se dispondrd de un nimero de instrumentos mayor que de variables explicativas
que lo necesiten, en este caso habria muchas formas de construir las variables instrumentales que
precisamos para obtener un estimador consistente. Pero dado que la matriz de covarianzas del
estimador de VI depende de los valores de éstas, el modo en que se combinan los instrumentos
para generar variables instrumentales influye sobre la eficiencia del estimador de VI respecto a otro
estimador de VI de su misma clase. De ahi que en ocasiones se hable de la eficiencia relativa de los
estimadores de Variables Instrumentales. A continuacién vamos a proponer algunos ejemplos:

Ejemplo 4.12 En el modelo:

Y = 51 + BoXor + B3 X3t + BaXar + wy t=12,...,T

donde:
uy ~ id(0, 02)
X3+, X4+ o estocasticas
Xot = 0,5X04-1 + vy ~ 1id(0, 02)
E(uwwv) =5 Vt=s E(uvg) =0 Yt#s
En este ejercicio la matriz de regresores X = [1 X X3 Xy | es estocdstica ya que incluye al

regresor estocastico Xos. Necesitamos ver como es E(X'u). Dado que X3; y X4 son no estocasticos
E(Xsu) = 0y E(Xguy) = 0, pero la variable explicativa Xy y la perturbacién estdn contem-
poraneamente correladas,

E(thut) = E[(O, 5X27t—1 + Ut) Ut} = 0, 5E(X27t_1ut) + E(vtut) = 0, 5-0 + 5=5

Por tanto, E(X'u) # 0 y el estimador MCO serd no lineal y sesgado. En muestras grandes ademas,
serd inconsistente. Deberiamos estimar por el Método de Variables Instrumentales, pero sélo la
variable X3; necesita instrumento, para X3; v Xy el mejor instrumento es la propia variable. En
este caso hay varios instrumentos que cumplen los requisitos. Los retardos de los dos regresores no
estocasticos Xs; y Xy, asi como el retardo del regresor estocastico Xo; estdn incorrelados con la
perturbacién:

E(Xoi—1u;) =0, E(Xzi—1u) =0; E(Xgp—1u;) =0

Ademas, las variables Xo;_1, X3:-1 y X1 estdn correladas con Xo; por la propia relaciéon del
modelo. Por tanto, Xo;_1, X3;-1 y X4:—1 serfan buenos instrumentos. También lo serian combi-
naciones lineales de los mismos. La cuestion es que si utilizamos todos los posibles instrumentos,
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supongamos que su numero es por ejemplo [, y los introducimos en Z(7y;y, la matriz de instrumentos
tiene mds columnas que X (7). En esta situacion en la que hay mas hay mas instrumentos que
los que se necesitan, [ > K, la matriz (Z'X) no serfa cuadrada y no existirfa su inversa, A(Z'X)~!,
con lo que no podemos definir el estimador de VI como Sy = (Z'X)"1(Z'Y).

Dado que en esta situacion el niimero de instrumentos supera al de variables explicativas que lo pre-
cisan, se trata de buscar cudl de todos los posibles instrumentos minimiza la varianza del estimador
resultante. Una posibilidad consiste en generar la variable instrumental con mayor correlaciéon con
Xo;. Para ello se estima por MCO una regresién auxiliar de esta variable sobre todos los posibles
instrumentos. Para el ejemplo que nos ocupa, si suponemos que los Unicos instrumentos de que

disponemos son los primeros retardos de los regresores originales la regresién auxiliar serfall:

Xot =71 +72Xop1+73X3-1 +7aXap—1+ 5 X3t + V6 Xar + 1 t=2,3,...,T

asi Xoy = Y1 +%2Xo—1 +¥3X3,0—1 +YaXa -1 +¥5X3: +96X4 es una combinacion lineal de todos
los posibles instrumentos que se incluyen en la matriz de instrumentos Z, cada uno ponderado por
su correlacion con Xo, la variable a instrumentalizar, siendo Z:

I Xn X31 X1 Xz Xag
7 I Xog X2 Xa2 X33 Xus
I Xor—1 Xsr—1 Xur—1 Xsr Xur
A continuacién se estima el modelo por VI con:
X=[1 Xo Xz Xu]

X=[1 Xy Xz Xyu]

Al estimador de VI asi obtenido se le llama estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas,
MC2E, y se define!?:
Bucos = (X' X)7'X'Y

donde
1 9222 X3z Xy 1 Xoo X322 Xgo
~ 1 X X X 1 Xo3 X33 Xy3
X=|. "B 7Fr x=|. 7 77
1 )?QT X3T X4T 1 X2T X3T X4T

El estimador de MC2E es un estimador de VI que utiliza todos los instrumentos de forma 6ptima
en el sentido de que es un estimador consistente y es el méas eficiente asintéticamente dentro de la
clase de estimadores de VI que toman solamente un subconjunto de todos los posibles instrumentos.

HNotar que en este ejemplo perdemos una observacién al construir Xo t= 2,3,...,T.
12En el Anexo 4.4. Estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas se desarrolla formalmente el estimador.
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Ejemplo 4.13  Sea el modelo:

Y = B1 + B Xi + B3Wis + ug t=1,2,...,T
donde
Xt =+ 7Y + v3War + 7aWse + v
us ~ NID(0,02) vy ~ NID(0,02) Cov(ug, vy) = oy
Wi, Wor y Wsy son no estocésticas

Dado que 72 # 0 y/o oy, # 0 existe correlacién entre Xy y uz, E(Xug) # 0. El estimador adecuado
para obtener al menos la propiedad de consistencia es el estimador de Variables Instrumentales. Ne-
cesitamos buscar un instrumento para la variable X;. Tenemos dos posibles instrumentos disponibles
Wat v Wse. Para combinarlos de forma éptima podemos realizar la siguiente regresion:

Xy =ap+ a1 Wy + aaWoy + agWa + 1y t=1,2,...,T

Asi el instrumento adecuado para X; es )?t obtenido de la estimacién por MCO de la regresion
anterior tal que:

1 Wi Wa Wiy
Z=1" : : :
1 Wir Wor War

Utilizamos el instrumento para fijar la matriz de instrumentos X. Aplicamos el estimador de Va-
riables Instrumentales para el cudl:

1 X, Wy 1 X9 Wi Y
~ 1 Xo Wis 1 X9 Wis Y5
X=1. . . X=1. . ) Y = .

1 )/ZT WIT 1 XT WlT YT

Sobre el estimador de VI podemos hacer dos observaciones:

e Hay que notar que en el estimador de MC2E se regresan todas las variables explicativas sobre
los posibles instrumentos. Para aquellas variables incorreladas con la perturbacion el mejor
instrumento son ellas mismas.

e La inclusion de retardos de las variables exdgenas como instrumentos aumentaria el conjunto
de informacion utilizado en la construccion del estimador de MC2E. Asi, hay un estimador de
MC2E para cada conjunto de instrumentos que se considere. Al utilizar mas informacién, el
estimador MC2E resultante seria més eficiente asintéticamente relativamente a otro estimador
de VI que utilizase un subconjunto de los posibles instrumentos. Sin embargo, el uso de retardos
obliga a prescindir de algunas observaciones muestrales, lo que disminuye el nimero de grados
de libertad y puede influir en la eficiencia.
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4.3.3. Contraste de hipétesis con el estimador de VI

Con el estimador de VI podemos utilizar el siguiente estadistico para hacer contrastes de restriccio-
nes lineales de la forma:

Hy:RG=r
H,:RB#r
A 54 1A d,H
(RBvi —r)[R(V(Bv1) R (RBvi — 1) == X2
donde g es el ntimero de restricciones que se contrastan.
Podemos escribir el estadistico anterior como:
A . _ _ _ 5 d,H
(Rpvr —r)[Rov(ZX)1 Z'Z (2 X)) R (RBvr — 1) == x;

Las reglas de aceptacion y rechazo son las usuales. No rechazaremos la hipdtesis nula si el valor
muestral del estadistico es menor que el valor critico X2|a para un valor de significacién elegido a.

Ejemplo 4.14 Para contrastar la significatividad individual de un regresor, Hy : 3; = 0 versus
H, : §; # 0 dado que ¢ = 1 podemos utilizar:

_Pivi dHy g g
des(Bivr)

Donde Ee\s(@y[) es la raiz cuadrada del elemento i-ésimo de la matriz 6%(Z’X)~' Z2'Z ((Z'X)~')'.
Si el valor muestral del estadistico es mayor que N (0, 1)|% rechazamos la hipdtesis nula para un
nivel de significatividad a.

4.4. Contraste de Hausman

Necesitamos derivar un test de contraste que sea capaz de juzgar la incorrelacién entre X y u. Este
test es el contraste de Hausman. Sirve para contrastar si los regresores estan o no correlacionados
con la perturbacion. Las hipotesis de contraste son:

Hy: X y u no estdn correlacionadas <  E(X'u) =0
H,: X y u estéan correlacionadas < E(X'u)#0

Consideremos el modelo de regresién lineal general en forma matricial:

Y=XB+u<=Y= X; fi+ Xo Botu u~(0,0°I)

(TxKq) (T Kg)

donde K7 variables explicativas en la matriz X no estdn correlacionadas con u, F(Xju) = 0, pero
se cree que Ky variables pueden estarlo'. El contraste de Hausman considera, en este contexto,

13Un caso particular serfa que en X se incluyera tinicamente a la columna de unos y en X» el resto de variables
explicativas.
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contrastar:
Hy : E(Xéu) =0
H,: E(Xju) #0

El estadistico de contraste considera la diferencia de dos estimadores de los coeficientes (3, el esti-
mador de MCO y un estimador de VI tal que:

,@’MCO bajo Hy es consistente y eficiente asintéticamente, pero inconsistente bajo H,.
By consistente bajo Hy y H,, pero menos eficiente asintéticamente que MCO bajo Hy.

El estadistico de contraste podemos escribirlo como:

(Bov1 — Bonico) [V (Ba,v) = V(Baasco)) ™ (Bovi — Barco) 223 X;

con las reglas de decisiéon habituales y p = Ko.

Supongamos que queremos contrastar una tunica restriccién, Hy : E(Xj;,uy) = 0 versus H, :
E(X;jur) #0,y p= Ko = 1. En este caso podemos escribir el estadistico de contraste como:

(Bivi — Binco)?  aH, o
= = == — X1
V(Bi,rv) — V(Bimco)

Si el estadistico calculado es menor que el valor X%Ia no rechazamos Hy : E(X;u;) = 0 para un
nivel de significatividad « y concluiriamos que no existe correlacion estadisticamente significativa
entre el regresor X;; y us. En este caso si las perturbaciones del modelo son esféricas el estimador
adecuado seria MCO. Este estimador a pesar de ser no lineal y sesgado seria consistente.

Si el estadistico calculado es mayor que el valor X%|a rechazamos Hy : E(Xju) = 0 para un nivel de
significatividad «, y concluimos que el regresor X;; y u; estan correlacionados. El estimador MCO
es inconsistente. En este caso si las perturbaciones del modelo son esféricas el estimador adecuado
serfa VI, estimador no lineal y sesgado en general, pero consistente y asintoticamente eficiente si se
buscan correctamente el instrumento o instrumentos necesarios.

Al computar el estadistico de contraste es necesario calcular \7(@‘/ 1)y 17(3 Mco), ambas expresiones
participan de un estimador consistente de o2. Suponiendo bajo Hy que u ~ (0,02I), podemos
utilizar:

V(bvi) = 6%,(2/X)' 22 (2X)")
V(Bumco) = 300X X) 7!
con: . ~
o (Y =Xpvr)(Y — XPBvr)
V= T-K
o (Y = XBuco) (Y — XBuco)
oMCco = T_K

Asintéticamente ambos coinciden y el test es asintético. Sin embargo, se puede demostrar que la
potencia del contraste aumenta si utilizamos como estimador consistente de o2 al estimador de VI,
(}‘2/ ;- Por otro lado, y con respecto al denominador de ambos estimadores, dado que son asintéticos
es indiferente que éste sea T'— K 6 T.
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Ejemplo 4.15 Se propone la siguiente especificacién para la funcién de demanda de vino de un
pais:
Q1 = B1+ Bo P+ uy t=1,2,...,T

donde u; ~ (0, 0,0921). Dado que el precio se determina simultdneamente con la cantidad @, se
sospecha que P; pueda estar correlacionada con u;. Se dispone de datos de un indice de costes de
almacenamiento, S; que se determina exdgenamente, por lo que se considera independiente de u;.
Dados los siguientes datos para los anos de 1955-1975:

Sopige = Y (P — P)(Q: — Q) = 1,78037 Sos7=32(S — §)% =2,1417
Sopest = Y (P — P)(Sy — S) = 0,500484 S p2 =S (P, — P)2 =0,507434
>ostqr = (St — S)(Qr — Q) = 2,75474

Se pide proponer un estimador consistente de los coeficientes 31 y (2 del modelo.

Para proponer un estimador consistente de los coeficientes de la relacién es necesario saber si existe
o no correlacion entre P; y us. Lo contrastamos:

H[) : E(Ptut) =0
H, : E(Pauy) # 0

con

(BZVI - BZMCO)Q d,Hy o
=< <~ e 1
V(Ba,1v) — V(B2,mc0)

Calculamos los estimadores MCO y VI utilizando en este tltimo como instrumento para P; al el
indice de coste de existencias de almacén S;:

: S pgr  1,78037
- — — 3.5085
Ba.mco S p2 0,507434 7

B _ Estqt _ 2,75474
2VI= S gpe — 0,500484

= 95,4862

A continuacién calculamos las correspondientes varianzas estimadas utilizando el valor o = 0, 09217,
conocido por el enunciado,
o2 0,09217

V(3 ST —0,18164

P (o) = o2 S s? 0,0921 - 2,1417
2,VI) =0 =

= =0,78747
(O sip)? (0,500484)2 ’

y finalmente, computamos el estadistico:

A ~ 2 2
_ 5,4862 — 3, 5085
(Bovi = Bomco)” (5, ’ ) =6,5721

- 17(327‘,1) _ V(g“Q’MCO) ~0,78747 — 0, 18164

_ — 32
H =6,5721 > 3,841 = X1]0,05
vy u¢ no son incorreladas.

por tanto, rechazo la hipétesis nula para « = 5% y E(Puy) # 0, P,
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Este ejercicio recoge un ejemplo practico de la dificultad de estimar relaciones simultéaneas. En
un contexto donde la variable endégena y y el regresor se determinan simultdneamente como es
éste, donde, lo que se especifica es la funcién de demanda del vino, la matriz de regresores es
estocastica, como ya se apunto en el Ejemplo 5.2. Es una de las situaciones en que existe correlacion
muestral significativa entre regresor y perturbacién, como se ha detectado utilizando el estadistico
de Hausman. El estimador MCO es inconsistente, los coeficientes del modelo deben ser estimados
por VI, estimador consistente y asintéticamente eficiente. Ademads, existe un 1nico instrumento, S;
y una Unica variable que lo necesita, P;,. La FRM podemos escribirla:

Qi = Pry1 +5,4862 P,

Por otra parte, el estimador de VI bajo perturbaciones esféricas permite hacer inferencia asintética
valida. Como podemos comprobar, la variable precio es significativa individualmente. Para ello
contrastamos Hy : 2 = 0 versus H, : f2 # 0 con el estadistico y distribucién asintética:

_Pavi dHy g
des(Ba,vr)

Dado que el valor muestral del estadistico es t = \/% = 6,1823 > 1,96 = N(0,1)|0,025 Te-
chazamos Hj para un nivel de significatividad del 5% y el precio es una variable individualmente
significativa.

A continuacién vamos a ver un ejemplo, utilizando el programa gretl, de cémo trabajar con el
estimador de Variables Instrumentales. En el ejemplo se resume todo el tema. Las instrucciones
de gretl necesarias para conseguir los resultados que se muestran las encontraréis en el Anexo
4.1: Instrucciones de gretl para el estimador de Variables Instrumentales. Estas instrucciones seran
mostradas en la Practica de Ordenador propuesta en este tema. También seran de aplicabilidad en
el tema siguiente.

Ejemplo 4.16 En este ejemplo vamos a analizar los determinantes de la oferta laboral de las
mujeres casadas'®. Para ello vamos a utilizar el archivo mroz87.gdt incluido en el programa gretl,

en la carpeta de archivos de muestra “Gretl”. En él se dispone de observaciones de las siguientes

variables, entre otras!®:

e LFP: Variable ficticia que toma valor 1 si la mujer ha trabajado en 1975 y cero en otro caso
e HOURS: Nuamero de horas trabajadas por la esposa en 1975, (WHRS).
e K L6: Numero de hijos menores de seis anos, en la familia.

e K618: Numero de hijos entre seis y dieciocho anos, en la familia.

MFichero mrox87.gdt, disponible en gretl pestafia Gretl. Fuente: “The Sensitivity of an Empirical Model of Married
Women’s Hours of Work to Economic and Statistical Assumptions”, Econometrica 55, 765-799.

5 Algunas de las variables han sido renombradas para que el ejercicio resulte mas cémodo. Entre paréntesis aparece
el nombre original utilizado en el fichero para que las poddis reconocer facilmente. A la hora de reproducir el ejercicio
en vuestro trabajo personal es aconsejable hacer el cambio de nombre sugerido.
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e AGE: Edad de la esposa, (W A).

e EDUC: Anos de educacion recibidos por la esposa, (W E).

W AGE: Salario de la esposa en el momento de la encuesta, 1976, (RPWG).

FAMINC: Renta familiar en ddlares de 1975.

EXPER: Anos de experiencia en la actualidad, (AX).

Se trata de una muestra de seccién cruzada con 428 observaciones de mujeres trabajadoras donde

el término trabajadoras implica que tienen un salario monetario'®.

Con la muestra anterior creamos las siguientes variables:

s EXPER; = EXPER?,
NWIFEINC; = FAMINC; — (WAGE; x HOURS;)

Dado nuestro objetivo de estudiar los determinantes de la oferta laboral de la poblacién femenina
casada, la variable a estudiar es HOURS. Como determinantes de la misma podemos pensar en
incluir en el modelo el salario en logaritmos, | W AGE, los anos de educacién recibidos, FDUC,
la edad, AGFE, el nimero de hijos de la familia, K L6 y K618, y la variable NWIFEINC, que de
alguna manera mide la importancia de las rentas familiares que no dependen de los ingresos de la
esposa. Asi, el modelo a estimar seria:

HOURS; = 61+ B2 I WAGE; +

A priori esperariamos que los coeficientes de las variables | WAGE, EDUC' y K618 fuesen positivos,
ceteris paribus. Es de esperar que si se tiene un sueldo alto la estimulacion a seguir trabajando sea
mayor. También es 16gico pensar que cuando la preparacién (estudios) es mayor, se tenga un empleo
mejor y mejor remunerado, luego es mas probable que la mujer trabaje fuera de casa. Familias con
mayor nimero de hijos necesitan de una mayor renta, por lo que es probable que la esposa decida
trabajar. Por otro lado, cuando hay nifios pequenos podemos pensar que la esposa se retire del
mercado de trabajo para cuidarlos, por lo que esperariamos un signo negativo en el coeficiente que
acompana a K L6 manteniendo el resto de factoes constante. A mayor edad, también es posible
que no se quiera trabajar fuera de casa, por lo que, esperamos signo negativo para la variable AGE
ceteris paribus. Finalmente, manteniendo el resto de factores constantes también esperariamos signo
negativo para el coeficiente de la variable NW IFEINC ya que, si la renta disponible que no depende
de la remuneracién de la mujer es alta, es probable que eso desincentive a trabajar fuera de casa a
la esposa. Es importante tener en cuenta la fecha de la recogida de datos, 1975, cuando todavia la
participacion en el mercado de trabajo de la mujer no estaba consolidada.

1Este archivo es en realidad una submuestra de otro archivo original con un total de 753 observaciones de las
cuales solo trabajan 428 mujeres. El archivo original es mroz.gdt, esta incluido en la carpeta Wooldridge de gretl. Sin
embargo, como a lo largo del ejercicio de verd, para todos los individuos de la muestra todas las observaciones no
estan completas por lo que finalmente, el niimero utilizado de observaciones completas en el ejercicio es de 326.
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Los resultados de la estimacién MCO de la ecuacién (4.3) son:

Estimaciones MCO utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS

Coeficiente Desv. tipica estadistico t valor p
const 1909,20 344,1980 5,5468 0,0000
1.WAGE 311,7460 95,1025 3,2780 0,0012
EDUC —18,6620 18,6519 —1,0006 0,3178
AGE —8,2063 5,5617 —1,4755 0,1411
KL6 —296,62 107,6080 —2,7565 0,0062
K618 —80,759 31,8324 —2,5370 0,0117
NWIFEINC —0,0098 0,0037 —2,6651 0,0081
Media de la var. dep. 1424,990 R? 0,09628
D.T. de la var. dep. 687,015 R? corregido 0,07928
SCR 1,38627e+08 F(6,319) 5,66458
Desv. tipica regresién (6) 659,217 valor p para F'() 1,31042¢-05

Lo primero que llama la atencion es que las variables EDUC y K618 no tienen los signos esperados.
Por otro lado EDUC' y AGE no son significativas. jEs posible que nuestro modelo no esté correc-
tamente estimado? jHay razones para sospechar que [_. W AGE esté correlada con la perturbacion
del modelo? HOURS y | W AGE se determinan conjuntamente en equilibrio entre la oferta y de-
manda. Luego efectos recogidos en u; que afectan al nivel de horas trabajadas también afectaran al
nivel de salarios de equilibrio. Se hace indispensable saber si el nivel de salarios |_ W AGE; estd o no
correlada con la perturbacién. Es necesario contrastar:

Hy: E(I.WAGE; u;) =0
Ha : E(LWAGEZ ul) 7& 0

El contraste de Hausman implica estimar el modelo ademéas de por MCO, por VI.

Vamos a estimar por VI utilizando como instrumento para la variable {_.WAGE a la variable
EXPER. En principio la variable EX PE R no tiene porque estar correlada con la perturbaciéon del
modelo, asi E(EXPER; u;) = 0. Por otro lado, la correlacién muestral entre estas dos variables es
baja 1, wacE,ExpEr = 0,216 . Sin embargo, si regresamos [ .WAGE sobre EXPER incluyendo
una constante la variable es significativa, el valor muestral estadistico es 3,985. Por lo que podemos
concluir que el instrumento estd significativamente correlado con la variable para la cual hace de
instrumento, E(I.WAGE; EXPER;) # 0. La variable cumple las caracteristicas de una variable
instrumental.

Los resultados de la estimacion por VI utilizando como instrumento para | /W AGE a la variable
EXPER son los siguientes:
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Estimaciones MC2E utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS
Instrumented: 1. WAGE
Instrumentos: const EXPER EDUC AGE KL6 K618 NWIFEINC

Coeficiente Desv. tipica  z-stat  valor p

const 1334,86 527,6410 2,5299 0,0114

I.WAGE 2099,23 545,3280 3,8495 10,0001

EDUC —162,5070 50,3543 —3,2273 0,0012

AGE —9,4465 8,0821 —1,1688 0,2425

KL6 —372,3520 157,8050 —2,3596 0,0183

K618 —3,1880 51,5713 —0,0618 0,9507

NWIFEINC —0,0124 0,0054 —2,2833 0,0224
Media de la var. dependiente 1424,988 Desv. tip. var. dependiente. 687,0155
Suma de cuadrados de los residuos 2,92e+08 Desv. tip. regresién 956,9807
R? 0,050719  Adjusted R? 0,032864
F(6,319) 4,307881 P-value(F) 0,000340

Si nos fijamos en el output que muestra gretl este nos indica cual es la variable que estamos instru-
mentalizando, {_ W AGE. Si observamos la lista de instrumentos veremos que la matriz de instru-
mentos Z consta de siete columnas, las cuales coinciden con las columnas de la matriz de regresores
X salvo la segunda donde en lugar de la variable | W AGE aparecerd el instrumento FX PER.
La referencia a MC2E de gretl se corresponde con el estimador de VI, ya que en este caso hay un
instrumento y una tnica variable que lo necesita.

Ya podemos computar el contraste de Hausman. Recordemos que el estadistico de contraste y
distribucién son:

(Bovi — Borico)?  dHo
= =~ = — X1
V(B2,1v) — V(B2,mc0)

Aplicado a la muestra obtenemos:

. (Bovi — Bomco)?  (2099,23 — 311,746)>  3195099,05 11,081
C V(Boav) = V(Bomico)  (545,328)2 —(95,1025)2  288338,1421

dado que el valor muestral del estadistico es mayor que 3,84 = rechazamos la hipdtesis nula

2
X110,05
y concluimos que FE(I.WAGE; u;) # 0 . Luego el estimador apropiado es VI ya que MCO es

inconsistente.

Los signos obtenidos de la estimacién VI se mantienen con respecto a MCO. Con respecto a la
significatividad de las variables en este caso la variable EDUC' es individualmente significativa,
al contrario que con la estimacién MCO. La no significatividad de AGFE se mantiene, pero ahora
obtenemos que la variable K618 no es significativa, cosa que no ocurria con el estimador MCO.
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Podemos pensar en mejorar nuestro instrumento. ;Que pasaria si utilizdramos como instrumento el
cuadrado de la experiencia, sq_-E X PER? La correlacién muestral entre estas dos variables es baja
TIWAGE,sq EXPER = 0,1853, algo mds baja que en el caso anterior. Si regresamos [_-W AGE sobre
sq-EX PER incluyendo una constante la variable es significativa, el valor muestral del estadistico
es 3,395. Concluimos que el instrumento esta significativamente correlado con la variable para la
cual hace de instrumento, E(I_.WAGE; sq_EXPER;) # 0. La variable es un instrumento adecuado.

Los resultados de la estimacién por VI utilizando como instrumento para | _.WAGE a la variable
sq-EX PER son los siguientes:

Estimaciones MC2E utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS
Instrumented: . WAGE
Instrumentos: const sq_ EXPER EDUC AGE KL6 K618 NWIFEINC

Coeficiente Desv. tipica  z-stat  valor p

const 1356,310 524,6080 2,5854 0,0097

1. WAGE 2032,460 599,0830 3,3926 00,0007

EDUC —157,1340 53,9486 —2,9127 0,0036

AGE —9,4002 7,9271 —1,1858 0,2357

KL6 —369,5240  155,1580 —2,3816 0,0172

K618 —6,0855 51,9093 —0,1172  0,9067

NWIFEINC —0,0123 0,0053 —2,3050 10,0212
Media de la var. dependiente 1424,988 Desv. tip. var. dependiente. 687,0155
Suma de cuadrados de los residuos 2,81e4+08 Desv. tip. regresion 938,3666
R? 0,051376 Adjusted R? 0,033534
F(6,319) 3,830092 P-value(F) 0,001056

Los resultados de la estimacion por VI utilizando como instrumento a sq-EX PER no varian con
respecto a utilizar como instrumento a la variable EX PER. Ni en cuanto a los signos obtenidos,
ni en cuanto a significatividad'”. Sin embargo, hemos de notar que si ambas son instrumentos
adecuados podemos ampliar el conjunto de instrumentos incluyendo a ambas variables y considerar
el estimador de MC2E utilizando todos los instrumentos para mejorar en eficiencia asintotica.

Vamos a mostrar ahora los resultados de la estimacién por MC2E utilizando ambas variables como
instrumento junto con los regresores originales no correlados con la perturbacion:

Ya hemos determinado que [_W AGE es una variable correlada con la perturbacién y no es necesario computar
de nuevo el contraste de Hausman con el nuevo instrumento propuesto. Atn asi, si lo calculamos, el estadistico de
Hausman aplicado a la muestra es:

(/32,\/1 — ﬁz,z\drco)? (2032, 23 — 311, 746)2 2960065, 194

H: P ~a— —x = =
V(Borv) — V(bosrco)  (599,083)2 — (95,1025)2  349855,9554

= 8,46

dado que el valor muestral del estadistico es mayor que 3,84 = xf‘ovof) rechazamos la hipotesis nula y concluimos
que H,: E(ILWAGE; u;) # 0 . Luego el estimador apropiado es VI ya que MCO es inconsistente.
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Estimaciones MC2E utilizando 326 observaciones desde 1-428
Se han quitado las observaciones ausentes o incompletas: 102
Variable dependiente: HOURS
Instrumented: 1. WAGE
Instrumentos: const EDUC AGE KL6 K618 NWIFEINC EXPER sq.EXPER

Coeficiente Desv. tipica  z-stat  valor p

const 1328,65 530,2510 2,5057 10,0122

I.WAGE 2118,57 544,7060 3,8894 0,0001

EDUC —164,0630 50,3799 —3,2565 0,0011

AGE —9,4599 8,1281 —1,1639 0,2445

KL6 —373,1720  158,6810 —2,3517 0,0187

K618 —2,3488 51,7912 —0,0454 0,9638

NWIFEINC —0,0124 0,0054 —2,2757 0,0229
Media de la var. dependiente 1424,988 Desv. tip. de la var. dependiente. 687,0155
Suma de cuadrados de los residuos 2,95e4+08 Desv. tip. regresién 962,4351
R? 0,050536  Adjusted R? 0,032678
F(6,319) 4,338567 P-value(F') 0,000316

Si analizamos el output que muestra gretl la variable que estamos instrumentalizando coincide con
los casos anteriores, pero ahora en la lista de instrumentos hay ocho variables. Se incluyen EX PER
v sq_EX PER y los regresores originales. En este caso, el término MC2E se corresponde totalmente
con el estimador que hemos visto en la teoria. Hay més de un instrumento y una tinica variable que
lo necesita, gretl ha computado el instrumento utilizando todas las variables indicadas para obtener
el estimador de VI.

Los resultados de la estimacién por MC2E no cambian frente a las anteriores regresiones de VI, ni
en cuanto a los signos obtenidos, ni en cuanto a significatividad de las variables. Los coeficientes de
determinacién no deben ser utilizados como medida de bondad del ajuste ya que en este caso no
tienen la interpretaciéon habitual.

Ejercicio 4.3 Para afianzar la comprension del ejemplo anterior.

1) Repetir todas las estimaciones y contrastes.
2) Calcular el estimador de MC2E paso a paso. Es decir:

i) Estimar por MCO la regresién:

IWAGE; = a1 + aoEXPER; + assq_ EXPER; +
asEDUC; + asAGE; + ag K L6; + a7 K618; + asNWIFEINC; + w;

y guardar las estimaciones obtenidas, l,W/A\GEZ-.

ii) Computar el estimador de VI utilizando como instrumento para [_.W AGE; a la variable
Z; =l WAGE,.
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iii) Comparar las estimaciones obtenidas con las del ejemplo anterior.

3) Contrastar que las variables K L6 y K618 no son conjuntamente significativas. Razona la
estimacion elegida para realizar el contraste.

4.5. Ejercicios a resolver

A continuacion se proponen varios ejercicios para que el alumno vaya resolviendo a la vez que se va
explicando la materia en las clases magistrales y cuyas dudas se resolveran a lo largo de estas:

Ejercicio M-RE.1
En el modelo:

Y =B+ BoXop + B3 X3t +up  wy ~iid(0,0%)

donde X9 es una variable no estocastica y Xs; es una variable aleatoria. Denotamos por 3 al vector
de coeficientes desconocidos de orden (3 x 1).

1. ;Por qué el estimador de 8 MCO no es lineal?

2. (Qué supuesto te garantiza que el estimador de B por el método de Minimos Cuadrados
Ordinarios sea insesgado? Demuéstralo.

3. Si X3, es estocdstica y no independiente de u;, pero E(Xsuy) =0 Vi, jes el estimador de 3
por MCO consistente? Demuéstralo e indica los supuestos adicionales que te sean necesarios.

4. Si X3, es estocastica, pero se satisface el Teorema de Mann y Wald, ;podemos hacer inferencia
sobre 3 a pesar de no conocer la distribucién de u;? Razona tu respuesta.

Ejercicio M-RE.2
Se dispone de 62 observaciones sobre las siguientes caracteristicas de los terremotos registrados en
Alaska durante el periodo 1969-19788:

Y, : El logaritmo de la amplitud de onda en metros por segundo, (m/sg).
X; : El logaritmo de la amplitud del cuerpo longitudinal de la onda en m/sg.

Wy : El logaritmo de la traza maxima de amplitud de onda a corta distancia en m/sg.

Se quiere estimar cudl es el efecto sobre Y; de la velocidad de amplitud del cuerpo de la onda de un
terremoto, X;, mediante el modelo:

Y; = B1 + (o X + vy vy ~ NID(0,0?) (4.4)

18 Puente: Fuller, W.A. (1987), Measurement Error Models. Wiley, New York.
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La tecnologia existente no permite obtener directamente el valor de la variable no estocastica X} por
lo que se aproxima mediante X; = X[ +e;, donde X; es la variable observada y el error de medida es
e; ~ NID(0, 02). Ademés, la perturbacién del modelo, v, y el error de medida, e, son independientes.
Se han obtenido los siguientes resultados a partir del estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios:

Y = 1491 + 1261 X+, SCR=17.242,
(des(Bimco))  (0,780)  (0,149)

2,118 —0,403 1°*

/ -1 _
(Xx)™ = —-0,403 0,077

1. Obtén paso a paso cada uno de los siguientes valores:

up =
E(uy) =
Var(u) =
Cov(ug, us) =

E(Xtut) =

2. Razona las propiedades en muestras finitas y asintéticas del estimador MCO.

El modelo anterior ha sido reestimado por Variables Instrumentales. Para ello se ha utilizado como
instrumento para el regresor X; a la variable Wy, cuya medicién se puede realizar con exactitud. Se
han obtenido los siguientes resultados:

Y, = 4287 + 1,797 X; 4+,  SCR=20,961.
(des(ﬂly])) (1,114) (0,213)

3. Escribe explicitamente la formula del estimador de VI y su expresion en términos de sumato-
rios.

4. Escribe explicitamente las condiciones necesarias y suficientes para que el estimador de VI sea
consistente.

5. Lleva a cabo el contraste de Hausman para analizar si es o no importante el problema de
error de medida. Escribe la hipdtesis nula, la alternativa y todos los elementos del contraste,
asi como su conclusién.
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6. Contrasta la hipdtesis de que, en media, la amplitud del cuerpo longitudinal de la onda reco-
gida en un sismégrafo no es relevante sobre la amplitud de la onda.

Ejercicio M-RE.3
Se quiere estimar el modelo:

Y = X1 +ue ug ~ iid(0,0?) (4.5)
y se sabe que Xj; se determina con Y; ya que Xy, =Y; + X9, donde E(Xyu;) = 0 Ve.

1. Demuestra que E(X1u;) = (1 — 3)"1o?. Se supone que 3 # 1.

2. ;Qué implicaciones tiene este hecho en el estimador de § aplicando el método de Minimos
Cuadrados Ordinarios (MCO) a (4.5)?7 Razona la respuesta.

3. Escribe explicitamente la férmula de un estimador de 3 alternativo para este modelo concreto
razonando por qué lo escogerias.

Si se dispone de una muestra de 60 observaciones donde se han obtenido los siguientes productos

cruzados:
Y Xy Xo
Y, | 100 40 -60
X1 80 40
Xot 100

por ejemplo > Y; X9 = —60.

4. Obtén la estimacién de 3 por el método propuesto en el apartado 3 y por el método de MCO.
5. Contrasta al nivel de significacién del 5% la Hp : 3 = 0. (Suponer que 2 = 1.)

6. Siel investigador ignorara que X1 = Y;+ X9, jcémo podria darse cuenta de que E(Xqu;) # 07
Explica y realiza el contraste. (Suponer que o2 = 1.)

Ejercicio M-RE.4
Se quiere evaluar el rendimiento de la educacion en términos del siguiente modelo

Y, = 01+ B EDU; + w; i=1,...,N

donde Y; y EDU; son las ganancias salariales anuales (en decenas de miles de euros) y el nivel de
educacion de un individuo respectivamente. Ademaés, E(EDU;w;) = 0 para todo i y w; es un ruido
blanco.
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Se dispone de una muestra de 1000 individuos. Sin embargo, se mide el nivel de educacién a través
de la variable observada, anos de estudio, S;, que estd medida con error, tal que S; = EDU; + ¢;
donde ¢; es un ruido blanco independiente de FDU; y de w;.

Utilizando el método de Minimos Cuadrados Ordinarios en base a la informacion muestral disponi-
ble, se han obtenido los siguientes resultados:

R — 2,431 + 0,033325;
(des(Buco))  (0,078)  (0,0046)

1. Interpreta qué indica la estimacién obtenida para el parametro (3.

2. Explica en detalle qué propiedades tendra el estimador MCO de (31 y (2 si se ha utilizado la
medida de educacion disponible S; en lugar de EDU; en el modelo. Razona tu respuesta.

Disponemos de una variable adicional P;, que mide los afios de educacion del padre de ese individuo
i. Para la muestra de 1000 individuos se tiene la siguiente informacién:

>, Y;=2988,232 > .S, =16707 >, YiS; =50071,6 >, SE = 283539

> P =14343 >, YiP =42914,7 . P;S; = 240466 ), Pi2 = 206469

>, Y2 =9028,9

3. Propén un estimador consistente, alternativo al de MCO, razonando bajo qué condiciones
seria consistente y cudal sera su distribucion asintotica.

4. Calcula la estimacién de (31 y (32 en base al estimador propuesto en el apartado anterior.

5. Si se ha utilizado un estimador consistente, ;cémo se ha obtenido la siguiente estimacién de la
matriz de varianzas y covarianzas asintotica del estimador propuesto en el apartado 37 Indica
todos los pasos que se han realizado hasta llegar a este resultado.

- 98,88 | 0,2984084 —0,017800

V(B) = 58 ~0,017800  0,001065

6. Utilizando el estimador propuesto en el apartado 3, contrasta la hipdtesis de que un ano adi-
cional de educacién supone un incremento medio en las ganancias salariales anuales de 720
euros. Escribe la hipétesis nula, la alternativa y todos los elementos del contraste.

7. Lleva a cabo el contraste de Hausman para analizar si es o no importante el problema de error
de medida. Escribe la hipétesis nula, la alternativa y todos los elementos del contraste.
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8. Indica de manera razonada cudl de los dos estimadores elegirias teniendo en cuenta el resul-
tado del contraste de Hausman.

Ejercicio M-RE.5
Considera el siguiente modelo de regresiéon:

Yi=0/+0Xi+u i=1,...,N (4.6)

donde X; es estocéstica, u; ~ N(0,0%), E(uu;) = 0 para i # j y donde F(X;u;) = 0,9.

1. ;Qué problema existe en el modelo anterior? ;Cémo podria detectarse? Explica en detalle el
contraste que propones y las consecuencias de rechazar o no la nula.

2. ;Qué consecuencias tiene en los contrastes de hipotesis sobre 81 y (2 la utilizacién del esti-
mador MCO y el de VI? Razona tu respuesta en cada caso.

Se dispone de una muestra de 500 observaciones que da lugar a las siguientes sumas de cua-
drados y de productos cruzados:

1 Y; X; Z1;

1| 500 | 1530,17 14,48 -0,23
Y; 7163,54 | 1551,83 | 448,79
X; 1037,57 | 451,24
Zyi 509,40

donde por ejemplo > Y;X; = 1551,83 y > Y; = 1530, 17.

3. Utilizando la informacién muestral dada, completa todos los elementos dentro de las matrices
para la obtencion de las estimaciones de 81 y B2 por VI, considerando como tinico instrumento
a Z1:

R 3,03
Bvi = —
0,996

YFuente: Libro Undergraduate Econometrics, de Hill, Griffiths y Judge (2001).
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Con los datos de la tabla anterior se ha obtenido la siguiente estimaciéon de la matriz de
varianzas y covarianzas del anterior estimador VI de (81 y (:

~ 0,00203608 -0,000074
VIBvr) = 0,002544

Completa la ecuacién del modelo estimado:
R
(des(Bvr))  ( ) ( )

4. ;jBajo qué condiciones es consistente el estimador VI del apartado anterior? ;Es un estimador
asintéticamente eficiente? Razona tu respuesta.

5. Para realizar el contraste Hy : 1 =3 (2 = 1:

Escribe el estadistico de contraste y su distribucién:
Detalla cada uno de los elementos del estadistico anterior:

Utilizando la siguiente informacion y el estimador del apartado 3) realiza el contraste:

Conjunto de restricciones

1: blconst] = 3

2: b[X] =1
Valor muestral del estadistico de contraste: chi~2(2) = 0,490224,
con valor p = 0,782617.

Se ha considerado un estimador alternativo al utilizado en el apartado 3) obteniéndose los siguientes
resultados en gretl.

Estimaciones MC2E utilizando las 500 observaciones 1-500
Variable dependiente: Y
Instrumentos: const Z1 Z2

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 3,03113 0,0445796 67,9936 0,0000
X 1,00899 0,0448997 22,4721 0,0000

6. Explica paso a paso la obtencién de este estimador ; Es mejor que el anterior? ; En qué sentido?
Razona tu respuesta.
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4.6. Practicas de Aula

El tema de Regresores Estocasticos tiene una dificultad considerable ya que los conceptos tedricos
relacionados con teoria asintdtica no son sencillos de comprender. Por ello las practicas de aula
son de una gran importancia. Mds si cabe cuando el tema siguiente seguird profundizando en los
conceptos manejados en este tema. La resolucion individual por parte del alumno de los ejercicios
propuestos en las préacticas de aula, en su tiempo de estudio no presencial, le permitird participar
en clase contestando a las preguntas que se le realicen o poniendo en comin dudas y comentarios
surgidos. Previamente y con anticipacién suficiente se le habra realizado la debida propuesta.

En el tema de Regresores Estocasticos es habitual disponer de dos practicas de aula, lo que equivale
a dos horas de clase presencial y cuatro horas de trabajo personal. Si el ejercicio ha sido realizado
previamente por el alumno el tiempo es suficiente para su correccion y soluciéon de dudas existentes.
A continuacién se van a proponer los enunciados correspondientes a las dos practicas citadas.

Competencias a trabajar en estas sesiones.

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

Practica de Aula PA-RE.1:

Un estudiante estd realizando su proyecto de fin de carrera sobre la demanda de pescado en el
Fulton Fish Market, un mercado localizado en Nueva York y que opera desde hace 150 anos. Para
ello dispone de una muestra de 111 observaciones de datos diarios, desde el 2 de diciembre de 1991
al 8 de mayo de 1992, sobre las siguientes variables:

e lquan: Cantidad de merluza vendida en libras (en logaritmos).

e Iprice: Precio de merluza por libra (en logaritmos).

e mon: Variable ficticia que toma valor 1 en lunes y 0 en otro caso.

e tue: Variable ficticia que toma valor 1 en martes y 0 en otro caso.

e wed: Variable ficticia que toma valor 1 en miércoles y 0 en otro caso.
e thu: Variable ficticia que toma valor 1 en jueves y 0 en otro caso.

e stormy: Variable ficticia que toma valor 1 si ese dia hizo mucho viento y oleaje, 0 en otro caso.
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La especificacién para la ecuacién de demanda es la siguiente:
lquang = B1 + Bolprice; + Bymony + Batue; + Bswed; + Bethug + uy

y los resultados de la estimacién por MCO se muestran a continuacién:

Ecuacién de demanda: estimaciones MCO
Variable dependiente: lquan

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 8,606890 0,143043 60,1698 0,0000
Iprice —0,562550 0,168213 —3,3443 0,0011
mon 0,014316 0,202647 0,0706 0,9438
tue —0,516242 0,197690 —2,6114 0,0103
wed —0,555373 0,202319 —2,7450 0,0071
thu 0,081621 0,197817 0,4126 0,6807

Suma de cuadrados de los residuos 47,1672

R? 0,220486

El estudiante en su proyecto se cuestiona si, al ser un modelo en el que el precio y la cantidad
se determinan conjuntamente en equilibrio entre oferta y demanda, la variable [price pueda ser
endodgena, y estar correlacionada con el error de la ecuacién. Por ello realiza la siguiente estimacion:

Ecuacién de demanda: estimaciones MC2E
Variable dependiente: lquan
Instrumented: stormy
Instrumentos: const stormy mon tue wed thu

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 8,505910 0,166167 51,1890 0,0000
Iprice —1,119400 0,428645 —2,6115 0,0090
mon —0,025402 0,214774 —0,1183 0,9059
tue —0,530769 0,208000 —2,5518 0,0107
wed —0,566351 0,212755 —2,6620 0,0078
thu 0,109267 0,208787 0,5233 0,6007

1. Explica en detalle como se han obtenido las estimaciones MC2E mostradas. Escribe de forma
explicita cada una de las matrices que intervienen en la expresion del estimador.

2. Escribe y explica las condiciones tanto para poder obtener el estimador MC2E como para que
éste sea consistente.
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3. Contrasta la sospecha del estudiante. Escribe la hipdtesis nula, la alternativa, el estadistico
de contraste y su distribucién bajo la hipdtesis nula.

4. A laluz del resultado del contraste, ;qué estimador elegirias? Razona tu respuesta en términos
de las propiedades de los estimadores.

5. Contrasta la hipdtesis nula de que una variacién porcentual unitaria en el precio de la merluza
se traduce en una variacién porcentual unitaria en la cantidad demandada de merluza en ese
mercado.

Practica de Aula PA-RE.2:
Sea el siguiente modelo:

Y; = 51 X1 + BoXor +up  ug ~iid(0,062) t=1,2,...,T (4.7)

donde X1 =~vZy +m e ~ iid(0, 072]) y Xot y Z son variables no estocdsticas.

1. ;Cuéando estimarias el modelo por el método de Variables Instrumentales utilizando la variable
Z como instrumento para la variable X147 ;Por qué? ;Crea problemas la variable Xo,?7 ;Por
qué?

A partir de una muestra de 52 observaciones se han obtenido los siguientes productos cruzados:

Vi Xu X Z

Y; | 100 80 -60 60

Xt 100 -40 -10
Xot 80 50
Zy 40

por ejemplo > X1 X9 = —40

2. Siendo Z; el instrumento para Xi¢, estima los coeficientes 81 y G2 del modelo utilizando el
método de variables instrumentales.

Los resultados de estimar por MCO el modelo han sido:

— :Y\;f = 07625 Xlt_ 074375 X?t (48)
(des(Bimco))  (0,077) (0,086)
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3. Contrasta la Hy : E(X1ut) = 0 sabiendo que:

2,1166 1,0583

V(Bvr) = 1,0583 1,2254

Como conclusién del resultado del contraste jcudl es el método adecuado para estimar el
modelo (4.8)? ;Qué propiedades tienen dichos estimadores?

4.7. Practicas de Ordenador

En el tema de Regresores Estocésticos es habitual disponer de una practica de ordenador que equi-
vale a una hora presencial y dos horas de trabajo no presencial. A continuacién se va a proponer
un ejercicio para resolver en el centro de calculo. El enunciado cubre todo lo aprendido en el tema.

Enfatizamos que es conveniente que una vez acabado el ejercicio y en vuestro tiempo de trabajo
personal deis contenido al mismo. Es decir, en clase inicamente nos da tiempo a aprender como ir
obteniendo los resultados con gretl. Aunque el profesor va comentando y explicando los resultados.
Vosotros y de forma personal debéis redactar convenientemente las respuestas de cada apartado.
Notar que en algunos de ellos se incluye la coletilla “A realizar en casa” por esa razén. En el Anexo
4.1. aparecen las instrucciones de gretl para regresores estocdsticos.

Competencias a trabajar en estas sesiones.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econémicas.

Practica de Ordenador PO-RE.1

Para la realizacién de este ejercicio utilizamos el fichero de datos smoke del libro de Wooldridge
que tenéis como archivo de muestra en gretl. Son datos para 807 individuos varones residentes en
distintos estados americanos en el ano 1979. Las variables que estdn en este fichero son:

e jncome: renta familiar anual en miles de délares.

e lincome: logaritmo de la renta familiar anual en miles de ddlares.
e cigs: el nimero medio de cigarrillos fumados por dia.

e cduc: el nimero de anos escolarizado.

e qage: edad del individuo en anos.
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e agesq: edad del individuo en anos elevado al cuadrado.
e cigpric: el precio de un paquete de cigarrillos en centavos.
e [cigpric: logaritmo del precio de un paquete de cigarrillos en centavos.

e restaurn: variable ficticia que es igual a la unidad si una persona reside en un estado donde
hay restricciones al tabaquismo en los restaurantes, cero en otro caso.

e white: variable ficticia que es igual a la unidad si el individuo es blanco, cero en otro caso.

Puedes acceder a estos datos ejecutando gretl — En Archivo — Abrir datos — Archivo de muestra
— Elige Wooldridge, fichero smoke?’

Considera la especificacién del Modelo (4.9):
lincome; = (1 + Pacigs; + Bseduc; + Baage; + PBsagesq; + u; (4.9)

1. Muestra los resultados de la estimacién por MCO del Modelo (4.9).

2. Comenta los resultados obtenidos sobre la bondad de ajuste, los coeficientes estimados y su
significatividad. (“A realizar en casa”).

3. (Hay evidencia de que la relacién entre la variable lincome y age sea cuadratica, manteniendo
constante el resto de las variables explicativas? Muestra los resultados del contraste utilizado
para tus conclusiones. (“A realizar en casa’”).

4. Se cree que el consumo de cigarrillos puede estar determinado conjuntamente con la renta, tal
que la variable cigs es un regresor estocastico correlacionado con el término de perturbacién
del Modelo (4.9). Explica las consecuencias que esto tiene sobre los resultados obtenidos en
los apartados anteriores. (“A realizar en casa”).

5. Muestra los resultados de estimar el Modelo (4.9) por el método de Variables Instrumen-
tales utilizando la variable restaurn como instrumento para cigs. ;Son los resultados muy
diferentes a los obtenidos por MCO? Comenta estos resultados.

6. Escribe la matriz de instrumentos Z y la matriz de variables explicativas del modelo, X. No
pongas los valores muestrales, simplemente utiliza los nombres de las variables en las columnas.
Escribe su dimension. (“A realizar en casa”).

7. Escribe la expresion del estimador de VI utilizado. Escribe los elementos de Z'X y Z'Y
utilizando sumatorios y su dimensién. ;Qué caracteristicas tiene que tener Z para que el
estimador se pueda obtener? ;Qué condiciones tiene que satisfacer Z para que el estimador
tenga propiedades deseables y los contrastes sean validos? (“A realizar en casa”).

8. Se dispone ademas de otro instrumento adicional para cigs, la variable lcigpric. Estima el
Modelo (4.9) por Minimos Cuadrados en 2 Etapas utilizando todos los instrumentos. Muestra
el resultado obtenido en gretl. Compara estos resultados con los obtenidos en el apartado 5).

20Fichero smoke, disponible en gretl pestafia Wooldridge. Fuente: Wooldridge, J. M. (2003): Introductory Econo-
metrics, fichero smoke.
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10.

11.

12.

4.8.

Calcula las correlaciones entre los instrumentos y la variable cigs. ;Qué indican estas corre-
laciones sobre la bondad de estos instrumentos?

Realiza la regresién de la variable cigs sobre todos los posibles instrumentos incluida la
constante:

cigs = oy + ageduc + azage + ay ag62 + aslcigpric + agrestaurn + u; (4.10)

p—

Guarda la serie ajustada de la regresiéon cigs; ¢ =1,...,879 y utiliza esta variable como ins-
trumento para cigs. ;Obtienes los mismos resultados que en el apartado 8)7 jPor qué obtienes
esos resultados? ;Son las variables lcigpric y restaurn significativas?

Realiza el contraste de Hausman para los resultados del apartado 5). A la vista del resultado
;Cémo estimarias los coeficientes del Modelo (4.9)7

Contrasta si la variable edad es significativa. ; En cuanto se estima el cambio en la renta cuando
el individuo tiene un ano adicional y el resto de las caracteristicas se mantienen constantes?
;Es esta variacién la misma para todos los individuos en la muestra?

Evaluativas - Preguntas cortas

Se recuerda que dado que el curso contempla la evaluacién continua es necesario que a lo largo

del tema se evalie a los alumnos, tanto en las clases magistrales, como en las précticas de aula y

ordenador. Se llevan a cabo en clase y de manera individual. A modo de ejemplo se incluyen las
siguientes.

e Preguntas cortas en Clases Magistrales:

Pcl.

Pc2.

Marca lo que sea cierto:

a) Si Xy =5+ v vy ~ 4id(0, o2)
a) X; es una variable constante b) X; es una variable aleatoria

b) Sea u; ~ iid(0,02) y X; una variable no estocéstica:

a) E(Xyu) =0 b) E(Xiu:) # 0
¢) Sea u; ~ iid(0,02) y X; una variable estocéstica independiente de u; Vt:
a) E(Xwu) =0 b) E(Xiut) # 0
d) Sean u; ~ 7id(0,02), X; una variable estocdstica y ademds, la correlacién entre X; y uy
no es cero.
a) E(Xyu) =0 b) E(Xui) # 0

En el MRLG Y = X3+ u con uy ~ #id(0,02) y X matriz de regresores estocdstica indepen-
diente de u. Para cada apartado, marca lo que sea cierto.
El estimador Byco = B+ (X' X)X u):
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1. a
b

Es lineal en u.

Es no lineal en u.

b) Es sesgado.
3. a) Tiene distribucion conocida en muestras finitas.

)
)
2. a) Es insesgado.
)
)
b)

No tiene distribucion conocida en muestras finitas.

e Preguntas cortas en Practica de Aula:

Se dispone de 585 observaciones sobre las siguientes variables para el ano 1970:

SAVE: Ahorro anual de la familia 7.
INCOME: Renta agregada anual de la familia 3.
SIZE: Tamano de la familia 3.

Se considera la especificacion del Modelo (4.11):

SAVE; = 81+ BoINCOME; 4+ u;

tal que E(INCOME; u;) # 0, E(SIZE; u;) =0, E(u;) =0, E(u?) = o2.

Andlisis de datos

(4.11)

Pcl. ;jPor qué se deberia estimar por VI y no por MCO los coeficientes de la relacién anterior?

Pc2. Escribe la matriz de instrumentos Z y la matriz de variables explicativas del modelo, X. Es-

cribe su dimensién.

Pc3. Escribe la expresion del estimador de VI utilizado. Escribe los elementos de Z'X y Z'Y utili-

zando sumatorios.
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Bvri = —

Pcd. ;Qué caracteristicas tiene que tener Z para que el estimador se pueda obtener? ; Qué condicio-
nes tiene que satisfacer Z para que el estimador tenga propiedades deseables y los contrastes
sean validos?

e Preguntas cortas en Practica de Ordenador:

Se dispone de una muestra de 111 observaciones de datos diarios, desde el 2 de diciembre de 1991
al 8 de mayo de 1992, sobre las siguientes variables:

e [quan: Cantidad de merluza vendida en libras (en logaritmos).

e Iprice: Precio de merluza por libra (en logaritmos).

e mon: Variable ficticia que toma valor 1 en lunes y 0 en otro caso.

e tue: Variable ficticia que toma valor 1 en martes y 0 en otro caso.

e wed: Variable ficticia que toma valor 1 en miércoles y 0 en otro caso.

e thu: Variable ficticia que toma valor 1 en jueves y 0 en otro caso.

stormy: Variable ficticia que toma valor 1 si ese dia hizo mucho viento y oleaje, 0 en otro caso.

El fichero de datos esta disponible en la direccién: hitp://people.brandeis.edu/~kgraddy/data.html

La especificacién para la ecuacién de demanda es la siguiente:

lquan; = (1 + Bolprice; + Bzmong + Batue; + Bswed; + Bethug + uy

Pcl. Estima el modelo anterior por VI utilizando como instrumento para Iprice a la variable stormy
y completa:

—

lquamn, = e e, lprices ..o, mong

(desv(Bivr)) (oo ) I CSPP ) (oo, )
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Pc2. Contrasta la posibilidad de que la variable estocdstica Iprice esté correlada con la perturbacion.

a) Hy: H, :

b)

¢) Computa el estadistico de contraste y lleva a cabo el contraste:
)

d

Estadistico de contraste y distribucién:

A la vista de los resultados del contraste propén un método de estimacion adecuado para
los coeficientes de la relacién y enumera sus propiedades.
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4.10. Anexo 4.1: Instrucciones basicas de gretl para regresores es-
tocasticos

En este anexo se van a recoger las instrucciones basicas que incluye gretl para poder computar el
estimador de VI con el fin de que podais llevar a cabo la practica de ordenador con cierta soltura.
Instrucciones de caracter basico ya han sido recogidas en temas anteriores.

e Para computar el estimador de Variables Instrumentales:

Pulsar sucesivamente en

Modelo — Otros modelos lineales — Minimos cuadrados en dos etapas

Seleccionar la variable enddgena y las variables independientes de la manera habitual.
A continuacién seleccionar los instrumentos.

Hay que tener en cuenta que le estamos indicando a gretl como es la matriz de instrumentos Z y
que debe tener tantas columnas como la matriz X que recoge a las variables independientes. Luego
debemos incluir como minimo tantos instrumentos como regresores tenga el modelo. Para aquellas
variables no estocésticas o que no estén correlacionadas con la perturbacién el mejor instrumen-
to son ellas mismas. Para aquellas variables correlacionadas con la perturbacion se selecciona el
instrumento-(s) adecuado-(s).

No es necesario respetar el mismo orden que al incluir las variables independientes.

En ocasiones los instrumentos a incluir son retardos de los regresores. En este caso en la ventana
gretl: especificar modelo tenemos que elegir la variable dependiente, las variables explicativas en ¢
o corrientes y los instrumentos que estaran en la lista en ¢.

A continuacién se pulsa en retardos y aparece una ventana donde se tienen que seleccionar los
retardos de las variables que aparecen en el modelo como regresores, tanto de variables exdgenas
como de la dependiente y también las variables que vamos a usar como instrumentos.
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4.11. Anexo 4.2. Errores de medida en las variables

Hasta ahora hemos supuesto que las variables utilizadas en el proceso de estimacion se median sin
error. En la prictica es muy posible que existan errores de medida en las variables o que simplemente
las variables a utilizar no sean, sino estimaciones de conceptos tedricos que no se observan en la
realidad, por ejemplo el stock de capital, el PIB, o las variables de Contabilidad Nacional. Estas
situaciones alteraran las propiedades de los estimadores de los coeficientes en concreto introduciendo
sesgos en las estimaciones y generando estimadores de MCO inconsistentes. A continuacién vamos
a repasar esas propiedades. Podemos distinguir tres situaciones:

1. Variable endégena medida con error.
2. Variable exdégena medida con error. Analizada en el tema.

3. Variable exégena y endégena medidas con error.

4.11.1. Variable endégena medida con error
Sea el verdadero modelo:
Y =a+pBX, +uf  ul ~iid0,0%) t=1,2,...,T

donde X} es no estocastica. Por alguna razén la variable endégena disponible no es Y;*, sino ¥; =
Y7 + ¢ con ¢ ~ iid(0,02), Cov(Xy,e) =0, Cov(uf,e) = 0.
El modelo estimable en términos de las variables observables es:

YVi—a=a+8Xi+u =Yi=a+ 00X+ (uf + &)
:>Yt:a+ﬂXt+ut

El error de medida en la variable endégena se acumula en la perturbacion original. Las propiedades
de la nueva perturbacién u; son:

E(uy) =FEu;+e)=FEu;)+E(e)=0
Var(ut) = E(ut — B(w))? = E(uwt)? = E(u} + &)*

= E(uf®) + E(€?) + 2E(ufe;) = 02, + o2 homocedastica
Cov(ug,us) = E[(u — E(uwy))(us — E(us))] =

= E(wus) = E(uf + €, uf + €5) = no autocorrelada

ug ~ iid(0, 02, 4 o)

En este caso, en presencia de errores de medida en la variable endogena y cuando el error de
medida es incorrelado con la perturbacién del modelo original el error de medida se traslada a la
perturbacién del modelo estimable, incrementdandola, pero se mantienen sus propiedades esféricas.
Por tanto, los MCO son apropiados y tienen buenas propiedades.
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4.11.2. Variable exégena y variable endégena medidas con error
Sea el verdadero modelo:
Y =a+ BX] +u; t=1,2,...,T

donde: Y; =Y+ ¢ esla variable endégena disponible.
Xt = X/ + v es la variable exdgena disponible, y X/ es no estocdstica
uy ~ iid(0,02.) v ~ iid(0,02) € ~ N(0,0?)
Cov(uy, e) = Cov(u,vy) = Cov(e,v) =0

El modelo estimable en términos de las variables observables es:
YVi—e=a+ B(Xy —v) +uf t=1,2,...,T

Yi =a+ 08Xy + (uf + € — Puy) t=1,2,...,T
Y;:ZO[+,8Xt+Ut t:1,2,...,T

La perturbacién del modelo estimable es homocedéstica y no autocorrelada

ug ~ iid(0, 02, + o2 + Fo?)

Existe correlaciéon contemporanea ya que:

E(Xpu) = E(X] +uv)(uf + e — Pvg) =
= E(Xgu?) + E(viuf) + E(Xfe) + E(viey) — BE(Xfv) — BE(vE) =
— —Bo?

No existe correlacién no contemporanea ya que E(Xgu;) =0

En este caso existen dos fuentes de error, el error de medida en la variable endégena y el error de
medida en la variable exdgena. El error de medida en la variable endégena implica un incremento en
la varianza de la perturbacion del modelo estimable mientras que el error de medida en la variable
exdgena implica que los estimadores MCO de o y [ serdn sesgados e inconsistentes. El modelo
estimable, bajo todos los supuestos realizados anteriormente, deberia ser estimado por el Método
de Variables Instrumentales.
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4.12. Anexo 4.3. Estimador de Variables Instrumentales

A continuacién se va a mostrar, a partir de la funcién objetivo, cémo obtener el estimador de
Variables Instrumentales. Demostracion:

Y=X0+u
2'Y = 2'XB + Z'u
Denotamos por u, = Z'u

uy =Z'u=2'(Y — XP)
i, = 2"t =Z'(Y — X3)
i, = [Z’(Y - X A)} [Z’(Y - XB)} — (Y - XB)Y2Z'(Y — X))

La funcién objetivo podemos escribirla como:

J\Jﬁjn il ity = ]\45171 Y'22'Y —20X'22'Y + FX'22'X 5|

por las condiciones de primer orden obtenemos:

‘9(7:5/*5‘*) = —2X'ZZ'Y +2X'ZZ' X3 =0
=X'2Z'(Y - XB) =0

De donde las ecuaciones normales del modelo serian:
X'ZZ'XB=X'27'Y

tal que:
Byi =(X'ZZ'X)"M(X'Z2'Y)
Bvr = (Z'X)"HX'2)"UX'Z)(Z'Y)
Bvr = (Z2'X)"1Z'Y)
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4.13. Anexo 4.4. Estimador de Minimos Cuadrados en dos etapas

A continuacién vamos a mostrar como derivar el estimador de MC2E. Sea el modelo en forma

matricial:
Y = X f 4+ u <= Y = X B/ + Xo B + u u ~ (0,0%I)
(Tx1) (TxK) (Kx1) (T'x1) (T'x1) (TxKq) (Kqx1) (TxKg) (Kgx1) (Tx1)

La matriz X = [X;:X32] es estocdstica y tal que E(Xju) =0 y E(Xsu) # 0. Para la matriz de
instrumentos Z necesitaremos al menos Ko instrumentos para las variables X, ademas, de poder
utilizar a X7 como instrumentos para ellas mismas.

7 =[X1:X3] donde [>K

(T x1)

e Si ] = K entonces tenemos exactamente el mismo nimero de instrumentos que necesitamos.
(Z'X) es una matriz cuadrada de orden (K x K) y no singular tal que existe (Z'X)~! y
podemos definir el estimador de Variables Instrumentales de la forma £y = (Z2’X)"12Z'Y.

e Si [ > K entonces tenemos més instrumentos que los que necesitamos (Z'X) es de orden
(I x K) y no es cuadrada.

El proceso de estimacién que comprende el estimador de Minimos Cuadrados en dos Etapas es el
siguiente:

En la primera etapa se lleva a cabo la regresiéon de cada una de las columnas de la matriz X sobre

Z para obtener una matriz de valores ajustados X.

X =2z (Z72)' 2 X =PX donde P,=2(7'2)"'7

(TxXK) (T'xl) (Ixl) (IXT) (TXK)

matriz de coeficientes de las K-regresiones
P, es idempotente y simétrica, P, = P, y P,P, = P,.

En la segunda etapa se realiza la regresiéon de Y sobre X para obtener el estimador de los coeficientes
B por Minimos Cuadrados en 2 Etapas.

Bucor = (X'X)71X'Y =
— (X'P.P.X)"'X'PY = (X'P,X)"'X'P,Y —

= (X'X)'X'Y = (X'Z(Z'2)\ 7' X))\ X' Z2(2'Z)" 1 2'Y

luego el estimador de MC2E es un estimador de Variables Instrumentales que utiliza como matriz
de instrumentos a X = P.X donde combina todos los instrumentos de forma 6ptima en el sentido
de que es un estimador consistente y es el mds eficiente asintéticamente dentro de la clase de
estimadores de VI que toman solamente un subconjunto de todos los posibles instrumentos Z.
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Hay que notar que, si [ = K, entonces (X'Z) y (Z'X) son cuadradas y (X'Z(Z2'Z)"1Z2'X)~! =
(Z'X)1Z2'Z(X'Z)~! por lo que en ese caso:

Bricor = (2'X) 12/ 2(X'2) '\ X' 2(Z'2) ' 2'Y = (Z2'X)7'Z2'Y

Para estimar la matriz de varianzas y covarianzas asintdtica de (Op;cop se utiliza el estimador
consistente:

v(BMCQE) = (Y - X5M02E)/T(Y — XBymc2E)

(X'%)™
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Tema 5

Modelos Dinamicos

Clases Magistrales

Habitualmente se dedican a este tema tres clases magistrales. El alumno tiene los instrumentos
necesarios para abordar este tema sin dificultad, aunque es un tema en el que se debe de tener
una buena visién de conjunto, tanto en términos de modelizaciéon con datos en el tiempo, como
de estimacion por diversos métodos. En una primera clase magistral se introduce el tema y el
profesor ilustra al alumno lo que se entiende por un modelo dindmico distinguiendo entre diversas
especificaciones. Se considera la especificacién dindmica solamente en la parte sistematica teniendo
como variables explicativas retardos de variables exdgenas o incorreladas con el término de error,
para ampliar seguidamente con retardos de la variable endégena. Mas adelante se combina con
dindmica a través del término de error. Las dos clases siguientes se dedican a ilustrar los contenidos
del tema con un ejemplo sobre la influencia de la exencién fiscal en la tasa de fertilidad usando datos
histéricos para EE.UU. Se parte de una especificacion estatica y se va reespecificando el modelo hacia
distintas formas de introducir dindmica. De esta forma, el alumno recorre todos los casos propuestos
en la primera clase y se da una visién de conjunto revisando la utilizacion del analisis grafico de las
series utilizadas en el modelo y de los residuos, los contrastes de autocorrelacion vistos en el tema de
autocorrelacién, asi como diversos métodos de estimacién MCO, VI y MCGF haciendo hincapié en
los problemas especificos que surgen en estos modelos. Se analizan cuestiones de multicolinealidad,
sesgo de estimacion por MCO en modelos con retardos de la variable endégena como regresor y
autocorrelaciéon y las posibles alternativas para solventar en su caso estos problemas.

A lo largo de las clases magistrales se pedird al alumno, ademés de la lectura de las notas sobre
el tema, la realizacion de diversos ejercicios que se resolveran en clase. Para conocer el grado de
seguimiento del alumno, se podran realizar en clase preguntas cortas a resolver.

Competencias a trabajar en estas sesiones.

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacion y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
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de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.
Al final de este tema deberiais ser capaces de

1. Explicar que se entiende por dindmica en un modelo econométrico.

2. Saber analizar graficamente series en el tiempo, tanto la serie observada y ajustada como la

de los residuos MCO.

3. Utilizar el contraste de Breusch-Godfrey para contrastar la posible existencia de autocorrela-
cién y saber cuando no es adecuado el contraste de Durbin-Watson.

4. Describir y comparar las propiedades de los estimadores MCO, VI y MCGF en diversas espe-
cificaciones dindmicas.

5. Estimar y hacer inferencia.
6. Saber valorar los resultados obtenidos y elegir los mas adecuados.
Bibliografia Recomendada. Al final del tema tenéis recogida la bibliografia correspondiente. En

particular os recomendamos leer los capitulos correspondientes a la bibliografia basica detallados a
continuacién:

o Greene, W. (1998), cap. 17
e Ramanathan, R. (2002), cap. 6 y 10

e Wooldridge, J.M. (2003), cap. 15 y 18

Y para profundizar, podéis leer los capitulos detallados a continuacién correspondientes a la biblio-
graffa complementaria:

e Alonso, A. y otros (2005), cap. 11

Gujarati, D. (2004), cap. 17

Johnston, J. (1984), cap. 9 y 10

Novales, A. (1993), cap. 9

Pindyck R. S. y Rubinfeld, D.L. (1998), cap. 14
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5.1. Introduccidn

Este tema vuelve a ocuparse de la modelizacion de relaciones entre variables dentro de un contexto
de datos en el tiempo o series temporales. Como ya comentamos en el tema de autocorrelaciéon, estos
datos presentan un ordenamiento natural, ya que las observaciones estan ordenadas de acuerdo al
momento del tiempo en que han sido observadas.

A su vez, serd probable que a la hora de explicar el comportamiento de una variable observada en el
tiempo, se tenga en cuenta que bien su propio pasado pueda ser relevante en periodos sucesivos, o
bien que el efecto de una variable explicativa no sea sélo contemporaneo sino que puede tener efectos
distribuidos en anos sucesivos. Finalmente, ademas se pueden tener factores no observables recogidos
en el término de perturbacién del modelo cuya influencia se mantiene a lo largo del tiempo. De esa
ultima parte ya nos ocupamos en el tema de autocorrelacién. En este nuevo tema trataremos de
estudiar la manera de recoger, en un modelo de regresion lineal, estos efectos temporales o dindmicos
en la parte que llamamos sistematica, o de factores observables, y su posible interaccién con el tema
de autocorrelacion, que ya de por si introduce dindmica en el error, donde se recogen efectos o
variables no observables. Primeramente nos ocuparemos de ver distintas especificaciones y en cada
caso se comentaran los problemas que pueden surgir en la estimacién por el método de Minimos
Cuadrados Ordinarios. Si hay métodos alternativos a MCO también se discutird su utilizacién y
propiedades.

Por ultimo, nos ocuparemos de un ejemplo empirico que nos llevara por diferentes especificaciones:
desde un modelo estatico donde se especifica una relacion contemporanea entre la tasa de fertilidad
anual en EE.UU. en el siglo XX y las exenciones fiscales en ese ano, hacia diferentes especificaciones
més generales donde se introduce explicitamente la modelizacién dindmica en todas sus fuentes.
Este ejemplo también serd la base para las practicas de ordenador. De esta forma, lo estudiado en
las clases magistrales se reforzaran a la hora de obtener los resultados en el centro de calculo.

5.2. Especificacidon y estimacion de modelos dinamicos

En el contexto del modelo de regresion lineal general, las relaciones dindmicas entre la variable
dependiente y las variables explicativas se pueden introducir de diversas maneras:

5.2.1. Dinamica solamente en la parte sistematica

Entendemos por parte sistematica del modelo a aquella que contiene las variables explicativas obser-
vables o regresores del modelo. Se pueden considerar dos tipos de regresores: retardos de la variable
dependiente o endégena que son regresores estocasticos, y por otro lado retardos de las variables
consideradas fijas o exdgenas, esto es, que en ningun caso estan correlacionadas con el término de
error del modelo e incluso se pueden considerar independientes de éste. En el modelo podemos tener
solamente un tipo de cada uno o también una mezcla, pero sus caracteristicas diferentes hacen que
tengamos que ser cautelosos a la hora de estudiar el tipo de problemas que pueden introducir a la
hora de la estimacion e inferencia.
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Modelos con variables no estocasticas o exdgenas retardadas

La formulacion general del modelo, para el caso de una sola variable exégena X; o regresor fijo, es:

Yi =01+ Bo Xy + B3 Xi—1 4+ BaXi—2+ ...+ Bt 1 Xi—m + (5.1)

Este tipo de modelos recibe el nombre de modelo de retardos distribuidos finitos.

Si uy ~ 4id(0, 0?) y los regresores son variables no estocésticas, el estimador MCO es lineal, insesgado
y eficiente. El problema que puede surgir es la poca precisién en la estimacién de los efectos indivi-
duales de la variable X; y sus retardos, ya que el grado de multicolinealidad entre estos regresores
puede ser muy alto. Esto es debido a que las series temporales econémicas suelen presentar cambios
lentos de un periodo a otro. Por otro lado, cuantos més retardos introduzcamos mas coeficientes
tendremos que estimar a la vez que dispondremos de menos observaciones, por lo que existe una
disminuciéon por ambos lados de los grados de libertad.

Aqui surge otro problema ya que el nimero de retardos a introducir tal que el error sea ruido blanco
puede ser elevado. Por lo tanto, la inferencia para poder determinar qué retardos son relevantes o
cuantos introducir en el modelo desde el inicio de la especificacién puede verse afectada por este
problema de multicolinealidad, agravado por tener pocos grados de libertad. Este es un problema de
dificil solucién, a no ser que se imponga cierta estructura ad-hoc o restricciones en los coeficientes
reduciendo el nimero de pardmetros a estimar.

Modelos con variable endégena retardada

Si el modelo incluye entre sus variables explicativas retardos de la variable enddgena, se deja de
cumplir el supuesto de regresores no estocasticos. La matriz de datos X es estocastica, ya que los re-
gresores que son retardos de la variable dependiente Y; 1, Y; o, -+ ,Y;_, son variables aleatorias que
vienen determinados por los términos de perturbacion wu;_1,u;_9, - ,Ut_s,.... NOS encontramos,
por lo tanto, en el caso de regresores estocasticos y es preciso hacer supuestos sobre la distribucion
conjunta de X y u.

Ejemplo 5.11 FEn el modelo:

Y = 61+ Bo Xy + B3Yio1 +uy (5.2)

El supuesto de que la matriz X sea independiente del vector w significa que tanto X; como Y;_1
han de ser independientes de todos los valores pasados, presentes y futuros de la perturbacién.
El modelo (5.2) implica que el regresor Y;_; esta relacionado con wuz—1, u¢—2,..., por lo que este
supuesto no se cumple. Luego implica que el estimador MCO es un estimador sesgado y no se conoce
su distribucién exacta para un tamano de muestra dado.

Sin embargo, si el término de perturbacién es un ruido blanco u; ~ #id(0,0?), entonces Y;_ 1 no
estd correlacionado con us. Es decir, se cumple que E(Y;—1 u;) = 0, lo que significa que nos encon-
tramos en el caso de un modelo con regresores estocasticos que no estan correlacionados contem-
poraneamente con la perturbacién, por lo que, como vimos en el tema de Regresores Estocasticos,
los estimadores MCO son consistentes y tienen distribucién asintética Normal.
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Por lo tanto, los modelos dinamicos con variable endégena retardada y perturbaciones bien compor-
tadas se pueden estimar por MCO, conservando estos estimadores sus buenas propiedades asintdticas
y siendo validos asintéticamente los resultados habituales de inferencia estadistica.

5.2.2. Dinamica en la parte sistematica y en la perturbacion

Consideremos los modelos anteriores pero anadamos que tenemos evidencia de autocorrelacién en el
término de perturbacién. En general para contrastar la existencia de autocorrelacién en el término de
perturbacién en modelos con retardos de variables explicativas, se pueden utilizar tanto el contraste
de Durbin-Watson como el de Breusch-Godfrey. Ahora bien, el test de Durbin-Watson no es aplicable
cuando en el modelo la variable endégena retardada aparece como regresor. En ese caso el estadistico
estd sesgado hacia valores que indican ausencia de autocorrelacién. Ademds las cotas de valores
criticos tampoco son validas. Luego, en este caso utilizaremos el contraste de Breusch-Godfrey que
sigue siendo vélido.

El hecho de tener autocorrelacién en el error introduce diferentes implicaciones en las propiedades
del estimador MCO al tener solamente retardos de variables exdgenas o regresores no estocasticos
o tener también retardos de la variable endégena. Por eso los trataremos por separado.

Ejemplo 5.12 Modelos con variables fijas o ex46genas retardadas y autocorrelacién

Por ejemplo, consideremos el modelo:

V=014 0o Xe + B3 X1+ BaXoo+uw  wp=pu1+er e ~iid(0,02) (5.3)

En este caso se combinan los problemas comentados anteriormente debido a la posible multicolinea-
lidad entre los regresores y el problema de autocorrelacién, teniendo ambos como consecuencia falta
de precision en la estimacién por MCO. Ademads, como ya hemos comentado en temas anteriores,
al existir autocorrelacién los estadisticos t y F calculados con el estimador habitual de la matriz de
varianzas y covarianzas V(Byco) = 62(X’X) ™! no son fiables.

La estimacion por MCG, o por MCGF si p no es conocido, serd mas eficiente que MCO, al menos
asintoticamente, y la inferencia sobre los coeficientes basados en estos métodos sera valida. Pero el
problema de la multicolinealidad y sus efectos sobre la precisién en las estimaciones de los coeficientes
individuales por estos métodos persiste.

Ejemplo 5.13 Modelos con variable endégena retardada y autocorrelacién

Supongamos por ejemplo el modelo:
Yi =01+ B Xt + B3Yi1 + (5.4)

donde X; es un regresor no estocastico y u; no es un ruido blanco, sino que presenta autocorrelacion,
bien un proceso AR(p) o MA(q).

La existencia de autocorrelacién en las perturbaciones hace que Y;_1 esté relacionada con u; me-
diante la funcién de regresion y wu; estd correlacionado con us—1 debido a la autocorrelacion de al
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menos orden uno en las perturbaciones. Por lo que, por ejemplo en el caso del modelo (5.4) si u;
sigue un AR(1):

E(Yiqu) = E (1 + BoeXi—1 + B3Yi—o +up—1) (pur—1 +¢€¢) #0

Estamos en el caso de regresores estocasticos correlacionados con el término de perturbacién del
modelo que tratamos en el tema de Regresores Estocéasticos. En esta situacién se demostré que los
estimadores MCO de los pardametros del modelo no son consistentes, perdiendo asi tanto las buenas
propiedades para muestra finitas como asintéticas. Para obtener estimadores consistentes de los
pardmetros del modelo (5.4) podemos aplicar los siguientes métodos:

e Estimador de variables instrumentales. En el modelo (5.4) sélo

hemos de encontrar un instrumento para Y;_; porque la variable X; no plantea problemas al
ser una variable exdgena o regresor no estocastico para todo t. Por esa razén, un instrumento
podria ser la variable X;_1, que cumple las condiciones de no estar correlacionada con u; y
si con Y;_1 a través del propio modelo. La matriz Z de instrumentos, en este caso, puede ser
la siguiente:

1 X5 X,
1 X3 X5
A = . . .
(T-1)x3) :
1 Xp Xrq
siendo
1 Xo T Ys
1 X3 Y Y3
X =1. . ) ; Yy = )
(T—1)x3) S : (T—1)x1) :
1 Xr Yr Yr

Al no estar X;_; como regresor en el modelo, el rango de la matriz (Z'X) es completo e igual
a 3, por lo que al existir su inversa, el estimador de VI esté bien definido como:

Bvr=(Z'X)"12'y
T—1 ZtT:Q Xt Zthz Vi | [ ZtT:Q Y,

Bvi = Z?:Q Xy ZtT:Q Xt2 Z?:Q XY ZtT:Q XYy

Y X D XeaXe Yo XV | | X XeVs |

Ahora bien, este estimador, aunque consistente, no es asintéticamente eficiente. Ademas, al
existir autocorrelacién en el término de error, la distribucion asintética derivada en el tema
de regresores estocasticos utilizando el teorema de Mann-Wald no es la adecuada en este caso.
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Por lo tanto, hay que ser cuidadosos a la hora de computar adecuadamente las desviaciones
tipicas para realizar los contrastes utilizando este estimador.

Una opcién alternativa, pero que puede requerir de este estimador como una primera etapa, es
utilizar la estimacién obtenida por el método de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles.

e Estimador de Minimos Cuadrados Generalizados Factibles. Si la perturbacion del
modelo (5.4) sigue un AR(1), el modelo transformado que cumple las hipé6tesis basicas conocido
el valor de p, parat=3,...,T es:

Yi—pYie1 = B1(1—=p)+ B2 (Xe — pXi—1) + B3 (Yic1 — pYia) + &4 (5.5)

El término de error de este modelo, €, es un ruido blanco, por lo que aunque los regresores
(Y;—1 — pYi_2) son estocdsticos y no son independientes de &, estdn contemporaneamente
incorrelacionadas, E[(Y;—1 — pYi—2), ] = 0, Vt.

Asi, tanto el método de Hildreth-Lu como el de Cochrane-Orcutt, son procesos iterativos que
se basan en, dado un valor de p, minimizar respecto a 3 la funcién:

T
SCR(B) = 3" [V = p¥i) = Ar1 = ) — ol = pXet) = By (Vis — pYia)| (5.6)
t=3

La cuestién relevante es como fijar el valor de p para que el estimador de § asi obtenido sea
consistente y asintéticamente eficiente. En el caso de el método de Hildreth-Lu no hay proble-
ma porque la estimacién de p se hace en funcién de una red de valores para este parametro
en el intervalo (—1,1) tal que se elige aquél asociado con el menor valor en la red calculada

como SCR(f) en (5.6).

En el caso del método de Cochrane-Orcutt no es adecuado obtener un estimador de p ba-
sado en los residuos de estimar los coeficientes 3 del modelo (5.4) por MCO, ya que éste
no es consistente. El proceso se puede iniciar, por ejemplo, calculando los residuos partiendo
del estimador por Variables Instrumentales, BVI, de los coeficientes del modelo (5.4). Asi,
calcularfamos el estimador inicial de p como:

T . N
_ thg UV tUVIt—1

T
t=2Uyrt—1

>

donde ty ;=Y —Bl,w—i—ﬁAg,v[Xt—l—Bg,ng,l t=2,...,T. Posteriormente procederiamos
de igual forma, sustituyendo ese valor en la funcién (5.6) y obtendriamos el valor de B que la
minimiza, que seria el obtenido de la regresién en el modelo transformado con ese valor de p.
El estimador asi obtenido en esta segunda etapa es consistente y asintéticamente eficiente. El
procedimiento puede iterarse comenzando con este estimador de § para volver a obtener los
residuos y asi sucesivamente. Asintéticamente, no se mejora en eficiencia si iteramos.
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5.3. Ejemplo magistral: hacia una modelizacion dinamica

En un estudio sobre la politica de natalidad del gobierno de EE.UU. en el siglo XX, los autores
disponen de datos anuales sobre las siguientes variables!, para el periodo 1913-1984:

gfr: tasa general de fertilidad?.

pe : valor real en délares de la exencion en el pago de impuestos personales.
year : tendencia temporal t=1,...,72 (de 1913 a 1984).

pill :  wvariable ficticia igual a 1 en el ano de introduccién de la pildora 1963.

ww2 : variable ficticia igual a 1 si el ano estd entre 1941 y 1945 (2* guerra mundial)

La cuestion principal del estudio es analizar si, en el agregado, la decisién de tener hijos esté rela-
cionada con el valor impositivo de tener un hijo. Inicialmente se especifica un modelo en el que para
explicar la tasa de fertilidad en un ano concreto solamente se considera como variable explicativa
las exenciones fiscales en ese afio.

glry = 01 + Ba2pe;, + ut (5.7)

Por lo tanto, dado que las variables dependiente y explicativa estan en el mismo periodo de tiempo,
el efecto de una variacion en la reduccién fiscal sobre el niimero de nacimientos se supone que, de
tener relevancia, es en el mismo ano o de forma contemporanea. Si se supone que el término de per-
turbacién no esta correlacionado en el tiempo, el modelo de partida no es un modelo dindmico sino
estatico. Esta especificacion de partida puede no ser la mas adecuada, bien porque para analizar el
efecto de las exenciones fiscales sobre la tasa de fertilidad se ha de controlar por otros factores que
pueden afectar bien en el mismo periodo, de forma contemporanea, o bien en periodos consecutivos.
Ademas, la propia tasa de fertilidad puede presentar cierta dependencia o correlacién en el tiempo,
tal que pueda ser relevante su propio pasado como variable explicativa. A su vez, pudiera ocurrir que
hubiera factores no observables recogidos en el término de perturbacién que presentaran correlacién
en el tiempo. De todo ello nos iremos ocupando de forma escalonada, tratando de encontrar una
especificacién adecuada.

Comencemos pues con esta primera especificacién, para la cual consideramos el siguiente anélisis:

Del estudio de los graficos de la evolucién temporal de ambas variables podemos concluir que: la
serie temporal de la tasa de fertilidad presenta un ciclo con una caida continuada en el periodo de
1913 a 1936 y una recuperaciéon progresiva a partir de esa fecha hasta 1957, ano donde se alcanza
casi la misma tasa que al comienzo de la muestra. A partir de 1957 vuelve a darse una caida en la
tasa de fertilidad, no mostrando senales de recuperacién en lo anos posteriores hasta el final de la
muestra.

Por otro lado, podemos apreciar que las exenciones fiscales experimentaron un crecimiento muy
importante entre los anos 1940-1945, periodo de la 2% guerra mundial, para luego descender, primero
de forma abrupta hasta el ano 1950 y posteriormente, de forma progresiva, a partir de ese ano hasta
el final de la muestra.

IFichero fertil3.gdt, disponible en gretl pestaiia Wooldridge. Fuente: Wooldridge, J.M. (2001), Introduccién a la
Econometria.
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Figura 5.1: Grdficos de las series de fertilidad y de las exenciones fiscales
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e Analicemos los primeros resultados obtenidos de la estimacién del modelo (5.7)
Estimaciones MCO utilizando las 72 observaciones 1913-1984
Variable dependiente: gfr
Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 96,344300 4,30473 22,3810 0,0000
pe —0,007095 0,03592 —0,1975 0,8440
Media de la var. dependiente 95,63190
D.T. de la variable dependiente 19,80460
Suma de cuadrados de los residuos 27832,4
Desviacion tipica de los residuos (&) 19,94000
@2 0,00055
R? corregido —0,01372
Grados de libertad 70
Estadistico de Durbin—Watson 0,04691
Coef. de autocorr. de primer orden. 0,97791

El valor del coeficiente de determinacién R? = 0,000556 indica que el ajuste es muy pobre. Las
exenciones fiscales no explican por si solas casi nada de la tasa de fertilidad en ese mismo afo.
Esto también se ve reflejado en la no significatividad del coeficiente de regresién, ya que el valor
p asociado al valor muestral del estadistico t, 0,844, es mucho mayor que el nivel de significacion
a = 0,05. El contraste de autocorrelacién con el estadistico de Durbin-Watson indica que en el
modelo (5.7) la perturbacién estd autocorrelada ya que DW = 0,046 < 1,58 = dy,, la cota inferior

obtenida para T =72y K' = 3.

Los gréaficos de residuos, Figura 5.2, y de la serie observada y ajustada por el modelo, Figura 5.3,
indican que el ajuste ha dejado sin explicar toda la evolucién temporal de la tasa de fertilidad,
y simplemente ha recogido un nivel aproximadamente igual a la media de esta tasa en el periodo
muestral. Todos estos elementos llaman a incluir otras variables explicativas en el modelo.
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Figura 5.2: Grdfico de residuos MCO
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Figura 5.3: Grdfico de la serie gfr observada y ajustada
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e Consideramos incluir dos variables ficticias, ww2 y pill, que tienen en cuenta un posible cambio en
el valor medio de la tasa de fertilidad durante el periodo de la segunda guerra mundial y a partir de
la introduccién de la pildora como método anticonceptivo, respectivamente. La especificacién sigue
siendo la de un modelo estatico, ya que no introducimos valores retardados de ninguna variable. El

modelo a estimar entonces es el

siguiente:

gfr, = 1 + Bape; + B3pilly + Baww2; + uy

y los resultados de la estimacion se muestran a continuacién:
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Estimaciones MCO utilizando las 72 observaciones 1913-1984
Variable dependiente: gfr

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const 98,6818 3,20813 30,7599 0,0000
pe 0,0825 0,02964 2,7842 0,0069
pill —31,5940 4,08107 —7,7416 0,0000
ww2 —24,2380 7,45825 —3,2499 0,0018

Media de la var. dependiente 95,6319

D.T. de la variable dependiente 19,8046

Suma de cuadrados de los residuos 14664,3

Desviacion tipica de los residuos (6) 14,6851

R? 0,4734

R? corregido 0,4501

F(3,68) 20,3780

Estadistico de Durbin—Watson 0,1768

Coef. de autocorr. de primer orden. 0,8904

Las dos variables ficticias presentan coeficientes estimados negativos y son significativas individual-
mente, indicando que parece existir una caida significativa en media en la tasa de fertilidad, tanto
durante el periodo de la 2% guerra mundial, como después de la introduccién de la pildora. A su vez,
las exenciones fiscales presentan un coeficiente estimado positivo siendo su efecto sobre la tasa de
fertilidad significativo al menos de forma contemporanea, ya que el valor p asociado a su coeficiente
igual a 0,0069 es menor que el nivel de significacién tanto del 0,05 como del 0,01. En términos de
bondad de ajuste se ha mejorado sustancialmente tanto en términos del coeficiente de determinacion
R? como del corregido. El ajuste explica un 47 % de la variabilidad de la tasa de fertilidad en la
muestra.

Viendo los graficos de la serie observada y ajustada junto con el de los residuos, Figura 5.4, se observa
que el ajuste no es bueno, especialmente en el periodo inicial de 1913 a 1940. En este periodo la tasa
de fertilidad observada disminuye progresivamente mientras que la ajustada se mantiene constante.
Por este motivo, el grafico de los residuos muestra una agrupaciéon de residuos consecutivos del
mismo signo que sugiere la posible existencia, también en esta segunda especificacién del modelo,
de autocorrelacién al menos de orden uno positiva. El valor del estadistico de Durbin y Watson
igual a 0,176 es menor que el valor de la cota inferior d;, = 1,52 para T' = 72 y K’ = 3. Esto
confirma la sospecha, ya que se rechaza la hipétesis nula de no autocorrelacion frente a un proceso
AR(1) con coeficiente positivo en la perturbacién del modelo.

La cuestién estd ahora en si la dindmica en la tasa de fertilidad es algo a recoger tinicamente por
el término de error o bien existe un problema de mala especificacién tal que se necesita introducir
retardos de alguna variable, bien pe, bien gfr o ambas.

Dado que hay autocorrelacion en el error, para que la inferencia utilizando el estimador MCO
de los coeficientes sea valida, tenemos que estimar de forma consistente la matriz de varianzas
y covarianzas de los coeficientes estimados por MCO. Estos serian los resultados utilizando un
estimador de la matriz de varianzas y covarianzas de los coeficientes estimados robusto a la existencia
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Figura 5.4: Grdfico de residuos MCO y de la serie gfr observada y ajustada
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de autocorrelacion:

Estimaciones MCO utilizando las 72 observaciones 1913-1984
Variable dependiente: gfr
Desviaciones tipicas robustas a autocorrelacion

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico t
const 98,6818 7,69679 12,8212
pe 0,0825 0,04772 1,7294
pill —31,5940 5,43135 —5,8170
ww2 —24,2380 3,55876 —6,8109
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De esta forma podemos hacer los contrastes de significatividad individual con los valores de los
estadisticos t que nos muestra el output eligiendo el valor critico en la distribucién N(0,1). El valor
critico de la N(0,1) para un contraste a dos colas al nivel de significacién del 5% es 1,96 luego las
variables pill y ww?2 son individualmente significativas. En cambio las ayudas fiscales dejan de serlo
al 5%, aunque atn lo serfan al 10 % de significacion.

e Si el problema de autocorrelacién detectado es debido a la existencia de un proceso AR(1) en la
perturbacién, u; = pus—1 + €, el modelo deberia ser estimado por MCGF, bien Cochrane-Orcutt o
Hildreth-Lu. Utilizamos el método de Cochrane-Orcutt y obtenemos los siguientes resultados:

Estimaciones por Cochrane-Orcutt, usando las observaciones 1914-1984 (7' = 71)
Variable dependiente: gfr
p = 0,976137

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 66,8660 21,5987 3,0958 0,0029
pe —0,0159 0,0318 —0,5028 0,6168
pill  —3,4131 4,2129 —0,8101 0,4207
ww2  —5,4514 3,3389 —1,6327 0,1072

La estimacion del coeficiente p es muy cercana a la unidad, p = 0,976137, lo que indica una alta
persistencia en la serie de los residuos, tardan en cambiar el signo. Los estadisticos de significatividad
individual muestran que ninguna de las variables explicativas es significativa. Este resultado es
bastante llamativo. Ademads el coeficiente que acompana a la variable pe es de signo contrario al
esperado. Parece que esa alta persistencia en la serie de los residuos puede estar afectando a estos
resultados.

La evidencia existente de autocorrelacién en el modelo anterior llama a considerar otras especifi-
caciones alternativas donde se tenga en cuenta caracteristicas en el tiempo de la serie a explicar,
como pueden ser tendencias, dependencia en el tiempo de la propia serie o efectos distribuidos en
el tiempo de la exencién fiscal sobre la tasa de fertilidad.

e Especificaciones alternativas:

A. Modelizacién de tendencias anadiendo al modelo una tendencia temporal lineal, ¢, o cuadratica,
t2.
En la Figura 5.1 se observa que la serie g fr o tasa de fertilidad presenta una caida continuada
en todo el periodo muestral a excepcién de los anos 1936-1957. Viendo el gréafico de la serie gfr
observada y ajustada, Figura 5.4, esta tendencia decreciente parece que no esta bien recogida
por la especificacién (5.8). Esta puede ser una de las causas de detectar autocorrelacién positiva
en el error. Una forma de recoger esta tendencia es incluir como regresor la variable ¢, tiempo
o tendencia temporal; luego t = 1,2,...,72. Esta variable puede recoger parte de la influencia
de factores no observables que estan creciendo o decreciendo sisteméticamente en el tiempo.

gfr, = B1 + Bat + Bspey + Bapilly + Bsww2y + wy (5.9)
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residuo

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1913-1984 (T' = 72)
Variable dependiente: gfr

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 111,7690  3,35777 33,2868 0,0000
t —1,1498  0,18790 —6,1195 0,0000
pe 0,2788  0,04001 6,9685 0,0000
pill 0,9974  6,26163 0,1593 0,8739
ww2  —35,5923  6,29738 —5,6519 0,0000
R? 0,662213 R? corregido 0,642047
F(4,67) 32,83745 Valor p (de F')  3,76e-15
p 0,819265 Durbin-Watson 0,350212

Figura 5.5: Grdficos de residuos y de la serie gfr observada y ajustada
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Vemos en los resultados de la estimacién por MCO de esta especificacién (5.9) que el ajuste
ha mejorado, tanto en términos del coeficiente de determinacién corregido como graficamente,
en el grafico de la serie g fr observada y ajustada, Figura (5.5.) La tendencia ¢ es una variable
significativa y el coeficiente estimado es negativo, recogiendo que la tasa de fertilidad gfr
estd descendiendo, en media, a lo largo del periodo muestral, manteniendo el resto de variables
fijo.

Por otro lado, el coeficiente de la variable pe se ha triplicado en relacién al estimado en el
modelo (5.8) y es significativo. En cambio la variable que recoge el efecto de la introduccion
de la pildora anticonceptiva pill no es significativa. De todas formas, hay que ser cautos con
estos resultados de significatividad dado que el estadistico de Durbin-Watson toma un valor
menor que el valor de la cota inferior obtenida para T =72y K’ =4 DW = 0,350212 < dj, =
1,5029 indicando evidencia de autocorrelacion positiva en el término de perturbacion de esta
especificacién. Dada la existencia de autocorrelacién, los contrastes realizados en base a los
resultados de la estimacion MCO no son validos para realizar inferencia.

Si tenemos en cuenta una estimacién robusta a autocorrelacion de las desviaciones tipicas para
realizar los contrastes de significatividad con las estimaciones por MCO de los coeficientes, las
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conclusiones no cambian. No mejoramos en cuanto a significatividad ni en cuanto a los signos
de los coeficientes estimados.

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1913-1984 (T' = 72)
Variable dependiente: gfr
Desviaciones tipicas robustas a autocorrelacion

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  111,7690 05,8204 19,2027 0,0000
t —1,1498 0,3226 —3,5643 0,0007
pe 0,2788 0,0713 3,9077 0,0002
pill 0,9974 10,7323 0,0929 0,9262
ww2  —35,5923 7,5391 —4,7210 0,0000

Asi y todo, vemos que la tasa de fertilidad también presenta un periodo, de 1936 a 1947, de
tendencia creciente, por lo que podemos considerar ver qué ocurre si incluimos también una
tendencia cuadratica, tsq = t2. El modelo a estimar en este caso serfa entonces:

gfr, = 1 + ot + B3t® + Sape, + Bopill, + Geww2; + uy (5.10)

v los resultados de la estimacién son los siguientes:

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1913-1984 (T' = 72)
Variable dependiente: gfr

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  124,0920 4,36074 28,4566 0,0000
t —2,5314 0,38938 —6,5011 0,0000
tsq 0,0196 0,00497 3,9454 0,0002
pe 0,3478 0,04025 8,6392 0,0000
ww2  —35,8803 5,70792 —6,2861 0,0000
pill —10,1197 6,33600 —1,5972 0,1150

R? 0,726676 R? corregido 0,705970

F(5,66) 35,09434 Valor p (de F')  2,44e-17

p 0,742433 Durbin—Watson 0,514369

Los dos coeficientes de tendencia son significativos y, como era de esperar, de signo contrario; el
coeficiente que acompana a t es negativo, indicando la tendencia decreciente en promedio de la
tasa de fertilidad, y el que acompafia a t? es positiva, recogiendo el hecho de que hay periodos
en los que esa tendencia es creciente. El coeficiente de pe es incluso mayor cuantitativamente
que antes, y estadisticamente significativo. Ahora el coeficiente estimado que acompana a la
variable pill tiene el signo esperado negativo pero sigue sin ser significativo. De todas formas,
sigue existiendo evidencia de autocorrelacién positiva3, ya que DW = 0, 514369 es menor que
la cota inferior d, = 1,4732 para T =72y K' = 5.

3Una posibilidad es incluir més elementos de tendencia ¢®,¢* . .. tal que se llegaria a ajustar perfectamente la serie.
Pero el interés en el andlisis de regresion es capturar movimientos tendenciales generales de la serie a explicar con el
objetivo de descubrir cudles son las variables explicativas que afectan a gfr.
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residuo

Figura 5.6: Grdfico de residuos MCO y de la serie gfr observada y ajustada
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Teniendo en cuenta la autocorrelacion a la hora de estimar la matriz de varianzas y covarianzas
del estimador MCO, los resultados de significatividad no cambian sustancialmente.

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1913-1984 (T' = 72)
Variable dependiente: gfr
Desviaciones tipicas robustas a autocorrelacion

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  124,0920 4,88820 25,3860 0,0000
t —2,5314 0,62030 —4,0809 0,0001
tsq 0,0196 0,00744 2,6330 0,0105
pe 0,3478 0,08289 4,1956 0,0001
pill —10,1197 11,49250 —0,8805 0,3818
ww2  —35,8803 9,02103 —3,9774 0,0002

Las especificaciones anteriores consideran un modelo con autocorrelacion en la perturbacién
que no parece ser adecuadamente recogida en media, incluso cuando incluimos una tendencia
lineal y/o cuadratica. Por ello, parece sensato intentar una especificacién del modelo donde
incorporemos explicitamente dindmica en la parte sistematica.

. Modelizaciones dindmicas: Incorporacién de retardos de la variable endégena gfr o/y de la

variable explicativa pe.

e Primeramente especificamos un modelo de retardos distribuidos incluyendo como regresores
cuatro retardos consecutivos de la variable pe;, es decir, anadimos pe;_1, ..., pe;_4 a la lista
de regresores del modelo 5.8. La especificacién seria la siguiente:

gfr, = B1 + Bape; + Bape;_1 + Bape;_o + Bspe;_3 + Bepe;_y + Brpill, + Bsww2y +uy  (5.11)

Los resultados de la estimacién por MCO se muestran a continuacion:
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Estimaciones MCO, usando las observaciones 1917-1984 (T" = 68)
Variable dependiente: gfr

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 92,5016 3,32548 27,8160 0,0000
pe 0,0887 0,12618 0,7033 0,4846
pe-1 —0,0039 0,15311 —0,0260 0,9794
pe2 0,0073 0,16510 0,0448 0,9644
pe3 0,0180 0,15358 0,1177 0,9067
pe4 0,0139 0,10502 0,1327 0,8948
pill —31,0816 3,89687 —7,9761 0,0000
ww2  —21,3435 11,54080 —1,8494 0,0693

R? 0,536811 R? corregido 0,482772

F(7,60) 9,933828 Valor p (de F))  3,63e-08

p 0,862026 Durbin—Watson 0,215806

De partida, hemos perdido cuatro observaciones porque necesitamos ese niimero de condiciones
iniciales para definir los retardos, luego nuestro tamaio de muestra disponible es ahora T" = 68.
En esta regresién solamente tenemos retardos de la variable exdégena pe que consideramos
regresores no estocasticos. Por lo tanto, si el resto de hipdtesis basicas sobre el término de
perturbacién se satisfacen, podremos hacer inferencia valida en muestras finitas y el estimador
MCO tendria buenas propiedades, tanto en muestras finitas como asintéticas.

La cuestion es que el valor del estadistico de Durbin-Watson indica con claridad que hay evi-
dencia de autocorrelacién positiva en el término de error, ya que DW = 0,215806 < 1, 3893 =
dy, obtenida para T = 68 y K’ = 7. Tenemos que contrastar la significatividad, individual y
conjunta, a través de estadisticos validos. Para ello, si seguimos utilizando el estimador de los
coeficientes por MCO, debemos estimar consistentemente su matriz de varianzas y covarianzas.
Los resultados en este caso son los siguientes:

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1917-1984 (1" = 68)
Variable dependiente: gfr
Desviaciones tipicas robustas a autocorrelacion

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 92,5016 7,35339 12,5794 0,0000
pe 0,0887 0,08820 1,0062 0,3184
pell  —0,0039 0,06700 —0,0594 0,9529
pe_2 0,0073 0,08428 0,0877 0,9304
pe_3 0,0180 0,06640 0,2723 0,7863
pe 4 0,0139 0,07249 0,1923 0,8482
pill  —31,0816 5,07610 —6,1231 0,0000
ww2  —21,3435  10,41060 —2,0502 0,0447

R? 0,536811 R? corregido 0,482772

F(7,60) 12,70587 Valor p (de F)  7,09¢-10

p 0,862026 Durbin—-Watson 0,215806
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Contraste de omisién de variables —
Hipédtesis nula: los parametros son cero para pe;_1, pei—_o, pei—3, Pei—4
Estadistico de contraste asintético:

valor muestral del estadistico x?(4) = 0,392538 con valor p = 0,982663

Contraste de omisién de variables —
Hipétesis nula: los pardmetros son cero para pes, per_1, pet—9, Pei_3, PEt—_4
Estadistico de contraste asintético: x%(5) = 12,1584
con valor p = 0,045022

Contraste de omisién de variables por eliminacién secuencial —

(nivel de significacién 0,05 a dos colas)

Quitando pe;—;  (valor p 0,953) no se rechaza que ese coeficiente sea cero

Quitando pe;—2  (valor p 0,960) no se rechaza que ese coeficiente sea cero

Quitando pe;—4  (valor p 0,846) no se rechaza que ese coeficiente sea cero
( )

Quitando pe;_3 valor p 0,605 no se rechaza que ese coeficiente sea cero

JIntroduce esta especificacién algin otro problema conocido? jHay un problema de multico-
linealidad entre pe; y sus retardos pe;_1,..., per—47

Vemos que los coeficientes de las variables pe; y sus retardos pe;_1,--- , pe;i—q no son indivi-
dualmente significativos. Por otro lado, al realizar el contraste de omisién de variables bajo la
hipétesis nula de que los parametros son cero para peg, pe;—1, per—o, pet—3, Per—4 conjuntamente
se rechaza esa hipdtesis. Por lo tanto, puede existir un problema de multicolinealidad entre
pe; v sus retardos. Si miramos a los coeficientes de correlacién entre estas variables, vemos
que son muchos cercanos a uno, indicando esa alta correlacién entre estos regresores.

Coeficientes de correlacion, usando las observaciones 1913 - 1984
(se ignoraron los valores perdidos)
valor critico al 5% (a dos colas) = 0,2319 para n = 72

pe pe-1 pe-2 pe-3 pe4
1,0000 0,9636 0,9090 0,8554 0,7996 pe
1,0000 0,9637 0,9097 0,8579 pe-l
1,0000 0,9639 0,9111 pe2
1,0000 0,9645 pe-3
1,0000 peA4

Por otro lado, al realizar tanto el contraste secuencial, como el contraste conjunto de que
solamente los coeficientes que acompanan a pe;_1, pe;_2, per_3, peys—4 son igual a cero, no se
rechaza la hipdtesis nula en cada caso. Por lo tanto se puede decir que el problema no es tanto
de multicolinealidad entre los propios retardos sino entre pe; y ellos.

Si comenzamos con un numero de retardos menor, por ejemplo dos, tenemos los mismos
resultados:
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Estimaciones MCO, usando las observaciones 1915-1984 (T" = 70)
Variable dependiente: gfr
Desviaciones tipicas robustas a autocorrelacion

Coeficiente Desv. Tipica FEstadisticot Valor p

const 95,8705  7,55497 12,6897 0,0000
pe 0,0726  0,07856 0,9250 0,3584
pe.l  —0,0057  0,07128 —0,0811 0,9356
pe_2 0,0338  0,07622 0,4438 0,6587
pill  —31,3050  5,29729 —5,9096 0,0000
ww2  —22,1265  7,58264 —2,9180 0,0049

R? 0,498599 R? corregido 0,459427

F(5,64) 15,66942 Valor p (de F)  4,75e-10

p 0,875014 Durbin—Watson 0,188715

Contraste de omisién de variables —

Hipdtesis nula: los parametros son cero para las variables pes, pei—_1, pei—a

Estadistico de contraste asintético: valor muestral del estadistico x%(3) = 5,62982  con
valor p = 0,14243 no se rechaza la hipétesis nula

Contraste de omisién de variables —
Hipdtesis nula: los pardametros son cero para las variables pe;_1, pes—o
Estadistico de contraste: valor muestral del estadistico F'(2,64) = 0,0995195
con valor p = 0,905412 no se rechaza la hipétesis nula

Por ello, parece que incluir retardos de pe; no mejora la especificacion del modelo, sigue exis-
tiendo autocorrelacion en el error, y la multicolinealidad entre pe; y sus retardos hace que se
estime de forma imprecisa el efecto contemporaneo de la exencién de impuestos sobre la tasa
de fertilidad.

Veamos otra alternativa de introducir dindmica en el modelo.

e Seguidamente especificamos un modelo dindmico incluyendo como regresores cuatro retardos
consecutivos de la variable enddgena gfry, es decir, anade gfri_1,...,9fri—4 a la lista de
regresores del modelo (5.8).

gfr, = B1+ fape;, + B3pilly + Baww2y + Bsg fri—1+ Beg fri—o + Brgfri—z+ Bsgfri—a+u; (5.12)

En este caso lo regresores incluidos son estocasticos, ya que aunque determinadas en el pasado,
o predeterminadas en ¢, han sido generadas por las propias perturbaciones pasadas del modelo,
de ahi que sean variables aleatorias gfry_1, gfry_o, gfry_3, gfr;—4. Fl estimador MCO es sesgado
y no se conoce su distribucién exacta o en muestras finitas pero si las perturbaciones del
modelo son un ruido blanco, el estimador sera consistente y los estadisticos t y F validos
asintéticamente.
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Estimaciones MCO, usando las observaciones 1917-1984 (T =
Variable dependiente: gfr
Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p
const 8,43045 3,15685 2,6705 0,0097
pe 0,02864  0,00967 2,9599 0,0044
pill —5,34771 1,49830 —3,5692 0,0007
ww2  —2,52153 2,04522 —1,2329 0,2224
gfr_1 1,14486  0,12777 8,9601 0,0000
gfr 2 —0,58858  0,18519 —3,1782 0,0023
gfr 3 046819  0,18511 2,5292 0,0141
gfr4 —0,13390  0,12220 —1,0958 0,2776
R? 0,966703 R? corregido 0,962818
F(7,60)  248,8517 Valor p (de F))  7,40e—42
p —0,048412 Durbin-Watson 2,088677

Andlisis de datos

68)

Por el contrario, si se detecta autocorrelacion en el término de error, entonces el estimador
MCO no sera consistente y la inferencia tampoco sera valida. Por esa razén es importante
contrastar si hay o no evidencia de autocorrelacién. Para ello, el estadistico de Durbin-Watson
no es fiable, dado que como regresores tenemos retardos de la variable endégena. Utilizare-
mos el contraste de Breusch-Godfrey. Contrastamos la hipétesis nula de que el término de
perturbacién es un ruido blanco, frente a la alternativa de que sigue un proceso AR(1) o

MA(1).

El resultado del contraste se muestra a continuacion:

Contraste Breusch-Godfrey de autocorrelacion de primer orden MCO, usando las
observaciones 1917-1984 (T = 68)
Variable dependiente: uhat

Coeficiente Desv. Tipica Estad.t Valor p
const -3,78284 4,20750 -0,8991  0,3723
pe -0,01652 0,01557  -1,0610  0,2930
pill 2,83789 2,57773 1,1010  0,2754
ww2 1,53037 2,32700 0,6577  0,5133
gfri 0,58349 0,45098 1,2940  0,2008
qgfrs -0,65901 0,52223 -1,2620 0,2119
gfrs 0,29550 0,28607 1,0330  0,3058
qgfra -0,16737 0,17361  -0,9641  0,3390
uhaty -0,61992 0,45977  -1,3480  0,1827

El coeficiente de determinacién de esta regresién auxiliar es R? = 0, 029892, y el valor muestral
del estadistico: TR? = 2,032657 con un valor p de 0,154. Dado el valor p asociado al valor
muestral del estadistico del contraste de Breusch-Godfrey no se rechaza la hipétesis nula de

que el término de perturbacion sea un ruido blanco frente a la alternativa de que siga un

AR(1) o MA(1). Por lo tanto, no parece haber evidencia de autocorrelacién hasta de orden

uno.
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Podemos considerar como fiables los resultados para hacer inferencia, al menos vélida asintéti-
camente, sobre la significatividad de las variables incluidas. Todas las variables son individual-
mente significativas a excepcién de la variable wws que recoge el periodo de la segunda guerra
mundial y el cuarto retardo de la variable endégena gfr;_4.

e Consideramos incluir todos los retardos de pe y gfr de las especificaciones anteriores en el
modelo (5.8). El modelo més general serfa:

gfr, = 1 + Bape; + B3pe;_1 + Babe;_o + Bspey_3 + Bepey_y + Brpill, + (5.13)
Bsww2; + Bogfri—1 + Brogfri—2 + B119fri—3 + Br2gfri—a + us

Los resultados de la estimacién de este modelo y del contraste de Breusch-Godfrey para
contrastar si el término de perturbacién es un ruido blanco frente a que siga un AR(1) o
MA(1) se muestran a continuacién:

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1917-1984 (1" = 68)
Variable dependiente: gfr

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 7,21746 2,96855 2,4313 0,0183
pe —0,03757 0,03196 —1,1754 0,2448
pe-1 0,03203 0,03940 0,8128 0,4198
pe2 0,09221 0,04277 2,1556 0,0354
pe3 —0,06771 0,04170 —1,6237 0,1101
pe4d 0,00404 0,02925 0,1382 0,8906
pill —4,70508 1,51670 —3,1022 0,0030
ww2 0,28547 3,22531 0,0885 0,9298
gfr_1 1,12341 0,13766 8,1604 0,0000
gfr 2 —0,44953 0,18893 —2,3793 0,0208
gfr 3 0,33774 0,17747 1,9030 0,0622
gfr-4  —0,10568 0,12009 —0,8800 0,3826

R? 0,972925 R? corregido 0,967606

F(11,56) 182,9370 Valor p (de F')  1,08¢-39

p —0,042547 Durbin—Watson 2,068701

El coeficiente de determinacién de esta regresién auxiliar es R? = 0, 028959, y el valor muestral
del estadistico: TR? = 1,969205 con un valor p de 0,161. Dado el valor p asociado al valor
muestral del estadistico del contraste de Breusch-Godfrey no se rechaza la hipdtesis nula de
que el término de perturbacion sea un ruido blanco frente a la alternativa de que siga un
AR(1) o MA(1). Por lo tanto, no parece haber evidencia de autocorrelacién hasta de orden
uno. Podemos considerar como fiables los resultados para hacer inferencia al menos valida
asintéticamente sobre la significatividad de las variables incluidas.
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Contraste Breusch-Godfrey de autocorrelacién de primer orden MCO, usando las
observaciones 1917-1984 (T = 68) Variable dependiente: uhat
Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const  -3,711730 4,136670 20,8973 0,3735
pe ~0,007805 0,032362 20,2412 0,8103
per 0,030136 0,045708 0,6593  0,5124
pes -0,024036 0,046493 20,5170 0,6072
pes -0,059447 0,062240 10,9551  0,3437
pes 0,045326 0,045809 0,0895  0,3268
pill 2,892880 2,715980 1,0650  0,2915
ww? 0,238492 3,212430 0,0742  0,9411
gfri 0,662843 0,535351 1,2380  0,2209
gfra  -0,735456 0,604202 11,2170 0,2287
gfrs 0,248948 0,262536 0,0482  0,3472
gfra  -0,124160 0,153815 10,8072 0,4230
uhat;  -0,685005 0,534860 -1,2810  0,2057

e A continuacién omitimos de forma secuencial todas las variables que encontramos no signifi-
cativas al nivel de significacién del 5%, incluyendo variables retardadas y no retardadas.

Eliminacion secuencial utilizando alfa= 0,05 a dos colas
Quitando ww2 (valor p 0,930) no se rechaza que el coeficiente sea cero
Quitando pe;_4 (valor p 0,907) no se rechaza que el coeficiente sea cero
Quitando pe;—;  (valor p 0,403) no se rechaza que el coeficiente sea cero
Quitando gfr,—4 (valor p 0,327) no se rechaza que el coeficiente sea cero
Quitando pe; (valor p 0,270) no se rechaza que el coeficiente sea cero

Hipdtesis nula: los parametros de regresion asociados a pey, per_1, per—4, ww2, g fri_4 son cero.

Estadistico de contraste: F(5, 56) = 0,567449, con valor p = 0,724516  no se rechaza.

Por lo tanto, la especificacién final seria:
gft, = 1 + Bape;_o + Bspe,_s + Bapilly + B5gfri—1 + Begfri—2 + Brgfri—s +ur  (5.14)

Estimaciones MCO, usando las observaciones 1917-1984 (T = 68)
Variable dependiente: gfr

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 6,77128 2,79399 2,4235 0,0184
pe2 0,09150 0,02395 3,8199 0,0003
pe3  —0,06207 0,02510 —2,4726 0,0162
pill —95,13607 1,38690 —3,7033 0,0005
gfr_1 1,06757 0,11527 9,2609 0,0000
gfr 2 —0,40369 0,16115 —2,5051 0,0149
gfr_3 0,23931 0,10765 2,2230 0,0299
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R? 0,971553 R? corregido 0,968755
F(6,61) 347,2224 Valor p (de F') 3,41e-45
p 0,015698 h de Durbin 0,388041

Contraste Breusch-Godfrey de autocorrelacion de primer orden MCO, usando las
observaciones 1916-1984 (T = 69)

Variable dependiente: uhat
Coeficiente Desv. Tipica FEstad.t Valor p

const  0,398790 3,1035  0,1285  0,8082
pes 0,000711 0,02436  0,02918  0,9768
pes 0,000818 0,02542 0,03219  0,9744
pill -0,262979 1,65241  -0,1591  0,8741
gfri  -0,060770 0,240580  -0,2526  0,8014
gfrs 0,064050 0,275406  0,2326  0,8169
gfrs  -0,008623 0,111933 -0,07704  0,9388
uhat,  0,077286 0,268101  0,2883  0,7741

El coeficiente de determinacién de esta regresién auxiliar es R? = 0,001360, y el valor muestral
del estadistico: TR? = 0,093872 con un valor p de 0,759. No hay evidencia de autocorrelacién
hasta de orden uno.

Esta especificacién dindamica parece adecuada, las variables son individual y conjuntamente
significativas y no hay evidencia de que el término de perturbacién no sea un ruido blanco.

Finalmente podemos decir que la existencia de autocorrelacién en las especificaciones ante-
riores se debia a una mala especificacién del modelo y que incluyendo dindmica en la parte
sistematica mediante las variables gfri_1, gfri—2, gfri—3, pet—s, pe:_3 la hemos controlado.

5.4. Ejercicios a resolver

Ademads de los ejercicios que se resuelven en clase tenéis a vuestra disposicién una coleccién
de ejercicios de examen que se actualiza cada ano. No deberfais dar por acabado el trabajo de
cada tema hasta que estdn hechos los ejercicios recomendados en clase.

Ejercicio M-MD.1:

Se quiere estudiar la dependencia de la bolsa de Madrid de las bolsas de Japén y Paris. Para
ello se dispone de 30 observaciones diarias de los indices IBEX, NIKKEI y CAC 40. Suponiendo
que la bolsa madrilena es un seguidor de estas bolsas se propone el siguiente modelo:

IBEX; =01+ BoNIKKEIL 1+ B3CAC:_1 + uy con t:2,...,50.

Su estimacién por MCO proporciona el siguiente resultado:

IBEX; = 0,0006 + 0,500 NIKKEIL - 0,1799 CAC;,  (5.15)
(@es(huco))  (0:0022)  (0.1199) (6.1899)

R?>=0,68 DW =0,82
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1. Contrasta la significatividad individual de las variables explicativas; jes la bolsa madri-
lena seguidor de la bolsa de Japén? ;y de la de Paris?

2. (Es el modelo dinamico?

3. Contrasta la existencia de autocorrelacién de tipo AR(1) en las perturbaciones. Especi-
fica claramente la hipdtesis nula, la alternativa, el estadistico de contraste y la regla de
decision.

4. Comenta la siguiente afirmacion: “Al existir como regresores variables retardadas y auto-
correlacion, el estimador MCO es inconsistente”.

Posteriormente se anade la variable explicativa IBEX,;_; al modelo, ya que se considera
relevante el valor del indice al cierre del dia anterior en la evolucién del mismo al dia siguiente.
Se estima por MCO, con la misma muestra, obteniendo:

IBEX, = 0,003 + 0,1910 IBEX, 1+ 0,8400 NIKKEL  — 0,0600 CAC;
(des(Buco))  (0.0011)  (0,0800) (0,2460) (0,0120)

DW =1,9 (5.16)
Et\ = 0,0001 + 0,03 9;—1+0,009/BEX; 1+ 0,04 NIKKFEI,_1— 0,006 CAC;_1
(des)  (0,002) (0009)  (0.3) (0.1) (0,03)

R?>=0,09

5. Contrasta la hipétesis de existencia de autocorrelacién de tipo AR(1) en vy.

6. A la vista de los resultados del contraste anterior razona las propiedades del estimador
MCO.

7. Explica un método de estimacién alternativo a MCO para el modelo (5.16) que tenga
mejores propiedades.

Ejercicio M-MD.2:

Una empresa considera que sus beneficios anuales (Y') dependen de sus gastos en publicidad
(X) y de sus beneficios del ano anterior. Para saber cudl ha sido la relacién entre estas variables
durante los tltimos 5 anos, decide estimar el modelo:

Y;e:ﬂl"i'@Xt‘Fﬂ:&Yt—l‘FUt, t:112a"'75 (517)

con los siguientes datos:

t] 1 2 3 4 5
Y, |-10 16 2 4 -4
X, | 4 16 6 6 0
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1. Realiza la estimacién de los coeficientes de (5.17) por MCO.
2. (Es este estimador lineal? ;Es insesgado? ;Por qué?

3. Realiza la estimacién de los coeficientes de (5.17) por el método de variables instrumen-
tales, utilizando X;_1 como instrumento para Y;_;. Escribe cudles son las matrices hasta
llegar al resultado final.

4. ;Es este estimador lineal? ; Es insesgado? ;Por qué?

5. (Te parece X;_1 un instrumento adecuado para Y;_17 ;Por qué?

6. Si se considera como instrumento adicional a X;_o:
i) Explica el procedimiento de MC2E para estimar los coeficientes del modelo.
ii) Completa:

-1

Z = Brcor =

Ejercicio M-MD.3:
Sea el modelo

Y, =01+ B Xy + B3Xi—1 + BaYi1 +w (5.18)
con X fijay u = pug—1 +¢;, donde g ~ iid(O,ag).

1. ;Es el estimador MCO consistente? Explica razonadamente por qué.

2. jCambiaria tu respuesta si en lugar de Y;_; tuviésemos Y;_» como variable explicativa
en el modelo? ;Por qué?

3. En el modelo (5.18), prop6n un estimador del vector de pardametros 3 que por lo menos
sea consistente. Razona la respuesta.

5.5. Practicas de Aula

Las practicas de aula son clases participativas, ello quiere decir que el alumno debe acudir a clase
con el ejercicio realizado en su tiempo de trabajo personal. Previamente y con anticipacién suficien-
te se le habra realizado la debida propuesta. Durante la clase se preguntaréd aleatoriamente a los
alumnos sobre lo realizado.

En el tema de modelos dindmicos es habitual disponer de una practica de aula, lo que equivale
a una hora de clase presencial y dos horas de trabajo personal. Si el ejercicio ha sido realizado
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previamente por el alumno el tiempo es suficiente para su correccién y solucién de dudas existentes.
A continuacién se va a proponer un enunciado correspondiente a las préctica citada.

Competencias a trabajar en estas sesiones.

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
econométrico basico para poder proponer y emplear supuestos més realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacion y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econdémicas.

Practica de Aula PA-MD.1:
Un investigador dispone de una base de datos anuales, para el periodo de 1948 a 1993, de los

siguientes fndices agrarios de EEUU, todos ellos con base 1982

output : produccién agricola (Rango 51 - 116).
labor : mano de obra agricola (Rango 81 - 278).
land : superficie utilizada en la produccién agricola (Rango 89 - 102)

machines : maquinaria (duradera) (Rango 38 - 102)

El objetivo del investigador es determinar la funciéon de produccién agraria, para ello especifica el
siguiente modelo de regresion lineal:

output, = (1 + Palabor, + Bsland, + Bymachines; + u, t=1,...,T (5.19)

en el que se considera que los regresores son no estocésticos. Los resultados obtenidos de la estimacién
MCO son los que se muestran a continuacion:

oulput, = 181,201 — 0,307 labory — 0,517 land; — 0,096 machines,
(des(Buco))  (40,194)  (0,038) (0,564) (0,169)

R2=0,84 DW =0,612 SCR=1835,08 T =46

1. Explica como se han calculado los residuos y para qué sirven los graficos. Interpreta ambos
graficos y senala si existe alguna evidencia de que la perturbacion del modelo no cumpla
alguna de las hipdtesis bésicas, justificando tu respuesta.

4Fichero data9-5.gdt disponible en gretl pestaila Ramanathan. Fuente: Ramanathan, Ramu (2002): Introductory
Econometrics with Applications.
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Figura 5.7: Grdfico de residuos y de la serie gfr observada y ajustada

Residuos de la regresion (= output observada - estimada) output observada y estimada
120

I

T T
estimada =======
observada —+—

@

80

output

70

60 -

50

L L L L L L L L L 40 L L L L L L L L L
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990

2. Realiza algin contraste basandote en la informacion disponible, para cualquier problema de-
tectado en el apartado anterior. Explica detalladamente todos los elementos que intervengan.

3. Con respecto a los contrastes de significatividad individual de las variables explicativas del
modelo (5.19):
a) (Es fiable realizarlos utilizando la informacién disponible? ;Por qué?

b) (Seria posible llevarlos a cabo si no tuviésemos otra opcién que la de estimar los coefi-
cientes del modelo por MCO? Explica como lo harfas en caso afirmativo.

Viendo los resultados obtenidos el investigador decide estimar el mismo modelo por el método de
Cochrane-Orcutt (CO). A continuacién se muestran los resultados obtenidos:

Estimaciones Cochrane—Orcutt utilizando las 45 observaciones 1949-1993
Variable dependiente: output
p = 0.791585

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

const 54,3902 30,3065 1,7947 0,0801
labor —0,4046 0,0649 —6,2284 0,0000
land 1,0727 0,3741 2,8673 0,0065
machines —0,2874 0,2000 —1,4372 0,1583

Estadisticos basados en los datos rho-diferenciados:

R? 0.957590 R? corregido 0.954487
F(3,41)  12.99460 Valor p (de F)  4.18¢-06
0 —0.184791 Durbin—Watson 2.339505
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918, 486 0,175515

PR 0,175515  0,00422165
ViBco) = —9,59451 —0, 00963229
—0,06293  0,00270274

—9,59451

—0, 00963229

0,139972
—0, 034905

—0,06293
0,00270274
—0, 034905
0,0400013

Andlisis de datos

4. ;Cuédndo estas dispuesto a aplicar este método de estimacién? En particular, ;consideras

adecuado utilizar este método en las circunstancias actuales? Responde razonadamente.

5. Describe detalladamente como obtener las estimaciones de los coeficientes del modelo (5.19)
utilizando el método del apartado anterior.

6. Con la informacién disponible, realiza el siguiente contraste Hy : B2 = (3. Escribe la hipdtesis

nula, la alternativa, el estadistico de contraste junto con su distribucion y realiza el contraste.
;,Como interpretas el resultado?

A continuacién el investigador introduce un retardo de la variable endégena como variable explica-

tiva en el modelo inicial, con la pretension de recoger la influencia de la produccién agricola del afo

anterior:

outputy = B1 + Bolabory + Bsland; + Bymachines; + PBsoutputi_1 + vy

Estimado el modelo por MCO se obtienen los siguientes resultados:

Estimaciones MCO utilizando las 45 observaciones 1949-1993

const
labor
land
machines
output_1

Variable dependiente: output

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot Valor p

—26,6869 33,4166 —0,7986 0,4292

—0,0868 0,0356 —2,4339 0,0195

0,6694 0,3649 1,8342 0,0741

—0,1715 0,1013 —1,6929 0,0983

0,8535 0,0979 8,7126 0,0000
0.959224 R? corregido 0.955146
235.2394  Valor p (de F) 3.26e-27
—0.299970 A de Durbin —2.617899
6,199 Valor p (de BG(1)) 0.0128

t=2,...,T

(5.20)

7. Utilizando esta informacion, explica detalladamente la validez del siguiente estadistico de

contraste

Bs.mco — 0 Hod

desv(Bs vic0)

208 N(0,1)

para argumentar a favor de incluir en el modelo el retardo de la variable endégena como

variable explicativa.
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Alternativamente se ha obtenido la siguiente estimacién consistente y asintéticamente eficiente de
los coeficientes del modelo (5.20):

output; — p outputy_; = —27,47(1 — p) — 0,058 (labory — p labor_1)

n = (0,029) pe
+ 0,546 (land; — p landi—1) — 0,130 (machines; — p machines;_1)
(0,304) pe (0,081) e
+ 0,925 (outputi_1 — p output;_o) +€é (5.21)
(0,076) e
R?*=0,976  DW =2,30

siendo € es un ruido blanco tal que ¢ = v — pvs—1 y v; son las perturbaciones del modelo (5.20).

8. Completa y/o realiza lo siguiente:

a) €~ ...... ( , )

b) ;Cudl es el método de estimacién que se ha utilizado?

c) (Cudl es el estimador consistente de p empleado? Describe todos los elementos y las
condiciones que te garantizan la consistencia del pardmetro p estimado.

Escribe la expresiéon matricial del estimador utilizado:

27,47 7
—0,058
0,546

—0,130

0,925 |

9. Utilizando la informacién contenida en la ecuacién (5.21), explica detalladamente la validez
del siguiente estadistico de contraste

D5 =0 Hod g 1)
des(f3s)

para argumentar a favor de incluir en el modelo el retardo de la variable enddégena como
variable explicativa. Finalmente, jincluirias dicha variable en el modelo?

10. ;Cual es el estimador 6ptimo, dada toda la informacién de que dispones, para los pardmetros
de la ecuacién (5.20)? Razona tu respuesta detalladamente en relacién a todas las alternativas
posibles.
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5.6. Practicas de Ordenador

En el tema de modelos dinamicos es habitual disponer de dos practicas de ordenador que equivalen
a dos horas presenciales y cuatro horas de trabajo no presencial para repasar lo visto y repetir la
mecanica. A continuacién se va a proponer un ejercicio para resolver en el centro de céalculo. El
enunciado sigue el ejemplo empirico de modelizacion dindmica que se ha presentado anteriormente
en las clases magistrales. Cubre todo lo aprendido en la asignatura sobre modelizacién en especial
utilizando datos de series temporales.

Las competencias a trabajar en estas practicas de ordenador son:

2. Diferenciar distintos métodos de estimacion y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econémicas.

Recordatorio: Es conveniente que una vez acabado el ejercicio y en vuestro tiempo de trabajo
personal relacionéis lo aprendido en la préactica de ordenador con el contenido del ejemplo empirico
de este tema, ya que se van explicando los resultados de esta practica. Es decir, en clase tnica-
mente os da tiempo a aprender la mecéanica, la ejecucién sucesiva de instrucciones para obtener los
resultados pedidos, aunque el profesor va comentando y explicando los resultados. Debéis enten-
der convenientemente los resultados obtenidos, y a la vez vosotros mismos experimentar con otras
posibles especificaciones dindmicas.

Practica de ordenador PO-MD.1

En un estudio sobre la politica de natalidad del gobierno de E.E.U.U. en el siglo XX se tienen datos
anuales sobre las siguientes variables®, para el periodo 1913-1984:

gfr: tasa general de fertilidad®.

pe : valor real en délares de la exencion en el pago de impuestos personales.
year : tendencia temporal t=1,...,72 (de 1913 a 1984).

pill :  wvariable ficticia igual a 1 en el ano de introduccién de la pildora 1963.

ww2 : variable ficticia igual a 1 si el ano estd entre 1941 y 1945 (2* guerra mundial)
Inicialmente se especifica el modelo
gfr, = B1 + Bape; + ut (5.22)

1. Da estructura de series temporales al conjunto de datos disponible pulsando en la pantalla
principal en
Datos — FEstructura del conjunto de datos — ...

S5Fichero data 9-5.gdt disponible en gretl pestafia Wooldridge. Fuente: Wooldridge, J.M. (2001), Introduccion a la
Econometria.
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10.

11.

. Estima por MCO el modelo propuesto en (5.22). Interpreta los resultados. (A resolver en casa)

Obtén el grafico de series temporales de la variable gfr; y de los residuos. Coméntalos a la
vista del R? obtenido en el apartado anterior. (A resolver en casa)

Reestima el modelo incluyendo los regresores pill; y ww?2y, jQué pretenden recoger cada uno
de ellos? ; Tiene su inclusion algin efecto sobre los graficos anteriores?

. Contrasta la existencia de autocorrelacion de primer orden con el estadistico de Durbin Wat-

son.

Teniendo en cuenta toda la informacién disponible hasta ahora, contrasta la significatividad
individual de la variable pe.

Estima el modelo por el método de Cochrane-Orcutt. Comenta los resultados obtenidos, rea-
lizando los contrastes que fuesen necesarios.

Anade como regresor la variable retardada un periodo gfr;_; al modelo y estimalo por MCO.
Obtén el grafico de los residuos y coméntalo. Realiza un contraste de autocorrelacién de orden
1 y, a partir de ese resultado, comenta los resultados del anédlisis. ;Crees necesario utilizar
algin otro estimador? jPor qué?

Anade al modelo una tendencia temporal t. Dado el gréfico de residuos que se obtiene, prueba
a incluir también una tendencia cuadratica, t2. (A resolver en casa)

Realiza el contraste de Durbin-Watson en este modelo. Comenta los resultados. (A resolver
en casa)

;, Coémo contrastarias la significatividad individual de las variables explicativas incluidas en el
modelo? Utiliza siempre un estimador adecuado para los errores estandar de los coeficientes
con la informacién de la que dispones hasta ahora.

Practica de ordenador PO-MD.2

En un estudio sobre la politica de natalidad en los E.E.U.U. en el siglo XX se tienen los datos
siguientes de frecuencia anual sobre las variables siguientes’, para el periodo 1913-1984:

gfr: tasa general de fertilidad®.

pe : valor real en délares de la exencion en el pago de impuestos personales.
year : tendencia temporal t=1,...,72 (de 1913 a 1984).

pill :  wvariable ficticia igual a 1 en el ano de introduccién de la pildora 1963.

ww2 : variable ficticia igual a 1 si el ano estd entre 1941 y 1945 (2* guerra mundial)

Se parte de la siguiente especificacion:

gir, = b1 + Bape; + Ospill, + Baww2; + wy (5.23)

"Fichero data 9-5.gdt disponible en gretl pestafia Wooldridge. Fuente: Wooldridge, J.M. (2001), Introduccion a la
Econometria.
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1. Dale al conjunto de datos estructura de series temporales pulsando en la ventana principal de
Gretl,

Datos — Estructura de datos — ...

2. Estimar por MCO el modelo propuesto en (5.23). Comprueba la existencia de autocorrelacién
en este modelo.

3. Especifica un modelo dindmico incluyendo como regresores cuatro retardos consecutivos de la
variable endégena gfry, es decir, anade gfri_1,...,g9fri—4 a la lista de regresores. Comprueba
su significatividad, individual y conjunta, a través de estadisticos validos.

4. Especifica un modelo dinamico diferente incluyendo como regresores cuatro retardos consecu-
tivos de la variable pe;, es decir, anade pe;_1,...,pe—4 a la lista de regresores. Comprueba
su significatividad, individual y conjunta, a través de estadisticos validos. jIntroduce esta
especificacién algtin otro problema conocido?

5. Incluye todas las variables consideradas en las preguntas 3 y 4 anteriores. Después, basandote
en contrastes de hipdtesis, y de forma secuencial:
a) Omite la variable gfry_4.

b) Omite todas las variables que encuentres no significativas al nivel de significacién del 5 %,
incluyendo variables retardadas y no retardadas. Puedes tener que reestimar el modelo
varias veces.

¢) Guarda a sesiéon como icono el modelo final que hayas considerado como el mejor y escribe
su Funcién de Regresiéon Muestral.

(OPCIONAL) Ahora, considera el modelo siguiente:

gfry = b1 + fape, o + B3pilly + Baww2; + uy (5.24)

6. Contrasta la existencia de autocorrelacién en el modelo (5.24). En vez de anadir variables re-
tardadas, obtén un estimador eficiente (asintéticamente) de sus pardmetros. Escribe el modelo
transformado relacionado y los valores para todos los parametros estimados (3; y p.

7. Intenta obtener la mejor especificacién, de entre las de las preguntas 5¢) y 6. Ayuda:

a) Contrasta las restricciones pertinentes en el modelo final de la pregunta 5c¢).

b) Examina cuidadosamente los gréficos de residuos de los dos modelos estimados.

5.7. Taller sobre todo lo trabajado en el tema

Los talleres son clases participativas, ello quiere decir que el alumno debe acudir a clase con el
ejercicio realizado en su tiempo de trabajo personal. Previamente y con anticipacion suficiente se le
habra realizado la debida propuesta. El ejercicio debe resolverse en grupo, idealmente en el grupo
en que se va a realizar el proyecto. Esto favorece la interrelacion y conocimiento entre los miembros.
En los ultimos 15 minutos de clase, un representante de cada grupo deberd exponer al resto de
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la clase la decisién adoptada por el grupo junto a las razones consideradas. Durante la clase se
preguntard aleatoriamente y de forma individual a los alumnos sobre lo realizado.

En el tema de modelos dindmicos en general se lleva a cabo un taller. El objetivo del taller es ana-
lizar una serie de resultados de la estimacién de varias especificaciones de un modelo o diferentes
estimaciones de la misma especificacién y que el alumno pueda ir practicando la toma de decisiones
y la redaccion apropiada de conclusiones.

Una hora de trabajo en un taller en clase equivale a dos horas de trabajo personal sobre el mismo.
Ademsds es necesario que en este tiempo se reflexione y redacten los argumentos y conclusiones a
las que se haya llegado en clase.

Competencias a trabajar en esta sesion.

1. Comprender la importancia de los supuestos empleados en la especificacién de un modelo
economeétrico basico para poder proponer y emplear supuestos mas realistas.

2. Diferenciar distintos métodos de estimacién y evaluar su uso de acuerdo a las caracteristicas
de las variables econémicas de interés para obtener resultados fiables.

3. Utilizar diversas fuentes estadisticas y adquirir destreza en el uso de un software econométrico
para analizar relaciones entre variables econémicas.

4. Elaborar en grupos de trabajo y exponer en piblico, un proyecto empirico donde se valore
adecuadamente los resultados obtenidos del andlisis de un modelo econométrico.

Enunciado del taller:

Objetivo: Analizar las distintas especificaciones dindmicas para proponer un modelo adecua-
do para los inventarios.

Informacién: La informacién se basa en datos datos anuales” para el periodo 1950 a 1991
de las siguientes variables:

VENTAS : Ventas de la industria manufacturera en EE.UU. en millones de ddlares.
INVENTARIOS : Inventarios de la industria manufacturera en EE.UU. en millones de ddlares.

Se considera a la variable VENTAS no estocastica.

Procedimiento: Debéis analizar la informacién disponible y decidir cudl es la especificacién
mas adecuada junto con su correcta estimacion.

9Fichero Table12.9.gdt disponible en gretl pestafia Gujarati. Fuente: Ramanathan, Ramu (2002): Introductory Eco-
nometrics with Applications.
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e ESPECIFICACION A. Se propone la siguiente relacién:
INVENTARIOS; = 01 + BoVENTAS; + (3 time + uy t=1,...,42

Estimacién de la ESPECIFICACION A:

Los resultados de la estimacion MCO son los siguientes:

INVEﬁARIOSt = 433,951 4+ 1,543 VENTAS,+ 158,805 time
des(f3;) (2774,17) (0,019) (269, 107)
des(Bi)robusto (1143, 38) (0,01361) (169, 225)

R?=0,9992 SCR=2,202257+09 DW =1,3755  BG(1) = 4,061

Junto con los siguientes graficos:

Figura 5.8: Grdfico de residuos y de la serie INVENTARIOS observada y ajustada

Residuos de la regresion (= INVENTARIOS observada - estimada) INVENTARIOS observada y estimada

(5.25)
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1. Analiza la informacion mostrada: Interpreta los dos graficos y si la perturbacion del modelo
presenta alguna caracteristica que puede presentar algiin problema en la estimacion e inferencia
de los coeficientes del modelo. Realiza el contraste o contrastes que sean pertinentes. Discute
por qué crees que el estudiante ha introducido la variable tendencia (time) como regresor en
el modelo y si es relevante incluirla. Utiliza los contrastes que consideres oportunos. Razona

tu respuesta.

¢ ESPECIFICACION B:

El estudiante considera ahora la inclusién de la variable INVENTARIOS;_1 en el modelo y estima

la siguiente especificacion:

INVENTARIOS; = 1 + B2VENTAS; + B3time + B4 INVENTARIOS;_1 + wy

(5.26)

donde u; es una variable aleatoria con distribucién normal. Los resultados de la estimacion de la

ecuacion (5.26) son los siguientes:
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Estimaciones MCO utilizando las 41 observaciones 1951-1991
Variable dependiente: INVENTARIOS

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p

const —156,9500 2750,0100 —0,0571 0,9548
VENTAS 1,2438 0,0950 13,0803 0,0000
time 320,9310 265,4460 1,2090 0,2343
INVENTARIOS 1 0,1937 0,0602 3,2154 0,0027

Suma de cuadrados de los residuos 1,72144e4-09

Desviacién tipica de la regresién (6) 6820,94

R? corregido 0,999308

F(3,37) 192481

Estadistico de Durbin—Watson 1,59811

Coef. de autocorr. de primer orden. 0,172087

BG(1) 1,285206

Ayuda al estudiante a decidir sobre la fiabilidad de los distintos resultados de estimacién
mostrados de la especificacién B. Razona tu respuesta en base a la informacién proporcionada.

e Estimacién de la ESPECIFICACION C:

Modelo C: estimaciones MCO utilizando las 41 observaciones 1951-1991
Variable dependiente: INVENTARIOS

Coeficiente Desv. tipica estadistico ¢ valor p

const —56,1070 2881,5400 —0,0195 0,9846

VENTAS 1,2743 0,1104 11,5356 0,0000

VENTAS_1 0,2688 0,1085 24775 0,0179

time 331,1920 281,9270 1,1747 0,2476
DW = 1,20853 BG(1)=5,70 Upco, = 0,383549 Uarco -1

Debéis decidir qué especificacién A, B o C y qué método de estimacion os parece es el méds adecuado
dada la informacién proporcionada o si pensais que puede haber un método alternativo.

5.8. Evaluativas - Preguntas cortas

Se recuerda que dado que el curso contempla la evaluacién continua es necesario que a lo largo
del tema se evalie a los alumnos, tanto en las clases magistrales, como en las préacticas de aula y
ordenador. Se llevan a cabo en clase y de manera individual. A modo de ejemplo se incluyen las
siguientes.

257



SARRIKO-ON 04/10

e Preguntas cortas en Clases Magistrales:

Pc.1 Dado el modelo:

output; = (1 + Palabor: + Bslands + Beoutputs_1 + vy t=2,...

Marca lo que sea cierto:

1. output;_1 es un regresor fijo porque esta predeterminado en t.

a) Cierto b) Falso
2. output;_1 siempre es una variable aleatoria independiente de v
a) Cierto b) Falso
3. Sea vy ~ iid(0, 02)
a) E(outputi_jvs) =0 b) E(Outputi_ivt) # 0
4. Sea vy = pvy_1 + &¢ donde g; ~ iid(0, 02)
a) E(output;_iv,) =0 b) E(output,_iv¢) # 0

Pc.2 utilizando los siguientes resultados,

) (0,038) (0,03)

4 — 0,66 X,— 0,88 Yoy t=2,...
6

Andlisis de datos

T (5.27)

,100

R?*=0,91 DW=1,7

y las siguientes regresiones auxiliares:

i) 4 = 0,094 0,160 1 +0,004X; —0,01Y;_1 + 01y R?=0,024,
it) Gy = 0,350_1 +0,1X; +0,06Y;_1 + Dy R? =0,018,
iti) 4y = 0,340,241 1 + D3 R? = 0,005,
w) % = 0,13+0,2 Aggl +0,19X; +0,02Y;_1 + 04  R?=0,354,

Marca lo que sea cierto:

1. Buco =B+ (X' X)X u)

a) Es lineal en u b) Es no lineal en u
2. Buco = B+ (X'X) " (X"u)

a) Es insesgado b) Es sesgado
3. Buco = B+ (X'X)H(X'u)

a) Es consistente b) No es consistente

4. Buco = B+ (X'X)7H(X"u)
a) Tiene distribucién conocida en muestras finitas
b) No tiene distribucién conocida en muestras finitas
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e Preguntas cortas en Practicas de Aula:

Pc.1 Sea el siguiente modelo Y; = 51 + 52Xy + 53Y;—1 + ug, donde uy = pus—1 + ¢ |p| < 1
et ~ iid(0,02) y X; es no estocdstica.

1. jPor qué es no lineal el estimador de B Vco?

2. Razona la relacién entre las variables Y;_1 y u; y completa E(Y;_qu) = .........

3. Propoén un estimador consistente de los coeficientes 3; i = 1,2, 3.
a) Nombre:
b) Expresion mateméatica:
¢) Comenta razonadamente cudles son sus propiedades:

Pc.2 Considera el siguiente modelo:
Yi=01 Yo+ B2 Xo +wy (5.28)

Considera las siguientes alternativas de estimacién:

Método 1: Usando t = 2,...,101 observaciones

5 -1
G| _ Y2, Vi Xy Y Y Y, (5.29)
B2 YYiaXe Y XP IPOY '

1. ;Qué método de estimacién esta utilizando?

2. Si se tiene evidencia de autocorrelacién en el término de perturbacion, ;qué propiedades
tiene el estimador?

Método 2: Usando t = 2,...,101 observaciones

=B e R o0

3. (Qué método de estimacién estd utilizando?

4. ;Qué propiedades tiene el estimador?

Método 3: Siendo Y = (Y; — p*Yi—1), Xi = (Xt — p*X4—1), utilizando ¢ = 3,...,101
observaciones

A~

[ b ] _ [ SV LY ] [ Y, } (5.31)

Ba PIR R CHEND DD, i > XYy
* Zatat—l
b= (5.32)
t—1

y =Y — Bl,\/[ Vi1 + Bovr Xy
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5. (Qué método de estimacién estd utilizando?
6. ;Qué propiedades tiene el estimador?

7. A la vista de lo comentado en los apartados anteriores, ;qué investigador ha utilizado el
mejor estimador? Razona tu respuesta.

e Preguntas cortas en Practicas de Ordenador:

Un estudiante pretende estudiar los determinantes de consumo de gasolina en U.S. Para ello dispone
de observaciones anuales en el perfodo de 1960 a 1995 sobre las siguientes variables!©:

G:  Consumo de gasolina total, en U.S., gasto total dividido por su indice de precios.
Pg: Indice de precios de la gasolina.
R:  Renta disponible, per capita.

Ps: Indice de precios agregado del consumo de servicios.
Se considera a las variables Pg, R y Ps no estocasticas. El estudiante propone la siguiente especifi-

cacién:
Gt = 01+ B2Pgt + B3R + BaPst + B5Gr1 +ur t=1,...,42 (5.33)
Pc.1 Estima el modelo por MCO y completa:

- G:t = + Pg; + Ry + Ps; + G
(des(Buco))  ( ) ) ( ) ( ) ( )

R? = DW =

Se considera que u; puede seguir un proceso AR(p) o MA(p) con p hasta de orden 2. Realiza
el contraste oportuno.

i) Escribe la hipdtesis nula, la alternativa y el estadistico de contraste que vas a utilizar
junto con su distribucién bajo la hipétesis nula. Indica claramente de dénde salen cada
uno de los elementos de este estadistico.

ii) Aplicalo a los datos del archivo y completa:
Regresién auxiliar obtenida:

Valor muestral del estadistico =
Valor critico para un nivel de significacién (a =5 %)=
Aplica la regla de decisién:

iii) ;Qué puedes decir de la consistencia del estimador empleado? ;cémo es plim @MCO?

OFjchero greene7-8.gdt disponible en gretl pestafia Greene. Fuente: Ramanathan, Ramu (2002): Introductory Eco-
nometrics with Applications.
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Pc.2 Estima el modelo por MC2E usando como instrumentos const, Pg;, Pg:—1, Rt, Ri—1, Psy y
Psy_1 y completa:

/\ag = + Pg, + R: + Psy + Gi1
(des(Bvr)) ) ) ( ) ( ) ( )

i) Razona si los instrumentos son adecuados.

ii) ;Qué propiedades tiene el estimador obtenido? ;Son fiables las desviaciones tipicas ob-
tenidas?

Pc.3 Estima el modelo por el método de Hildreth-Lu. Aplicalo a los datos del archivo y completa:

/\@E = + Pgt + R; + Ps; + Gt—l
(des(Brr))  ( ) ) ( ) ( ) ( )

p= valor minimo de SCR =

, Qué propiedades tiene el estimador obtenido? ;Son fiables las desviaciones tipicas obtenidas?
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5.10. Anexo: Instrucciones basicas de gretl para modelos dinamicos

e Anadir retardos de la variable dependiente y/o de las variables ex6genas como regresores al estimar
por MCO

Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios

En la ventana de gretl: especificar modelo elegir la variable dependiente y anadir las variables
exdgenas corrientes, en el mismo t. Entonces se ve remarcada la opcion de Retardos. Al elegir con
el botén izquierdo aparece una ventana orden de retardos.

Si se quieren incluir retardos, por ejemplo de RD del 0 al 4 se especifica en la parte izquierda de la
caja al lado de la variable correspondiente.

En este caso el modelo especificado sera
PATENTS; = bl +b2RDy + b3RD;_1 + b4RDy_5 + b5RD;_3 + b6RD; 4 + uy

Donde t = 5,...,T, se pierden 4 observaciones del total T disponible al definir RD;_4.
Si solamente se quiere incluir el cuarto retardo ademas de RDy, esto es, el modelo:
PATENTS; = b1 +b2RD; + b3RDy_4 + uy
Entonces se elige la casilla de retardos especificos y se escribe en la caja correspondiente para ello
los valores 0, 4.

Si se quiere anadir al modelo retardos de la variable enddgena como regresores en la ventana de orden
de retardos se marca la opcién Retardos de la variable dependiente. De igual forma si se quieren
introducir un continuo de retardos del 1 al 2 por ejemplo se seleccionan en la parte izquierda el
intervalo de valores.

PATENTS; = bl +b2RD; + b3RD;_4 + bAPATENTS;_1 + b5PATENTS; 2 +

Si son retardos de la variable dependiente alternos, se selecciona la ventana retardos especifi-
cos y se indica cuales en concreto, por ejemplo 1,3 introduce como regresores PATENTS; 1 y
PATENTS; 3 pero no introduce el segundo retardo.

PATENTS; = b1+ b2RD; + b3RD;_y + VAPATENTS;_1 + b5PATENTS; 3 + u

e Anadir retardos al estimar por Variables Instrumentales tanto en los regresores como en la lista
de instrumentos.

Modelo — Otros modelos lineales — Minimos Cuadrados en dos etapas

En la ventana gretl: especificar modelo tenemos que elegir la variable dependiente, las variables
explicativas en t o corrientes y los instrumentos que estaran en la lista en t.

Se pulsa en retardos y aparece una ventana donde se tienen que seleccionar los retardos de las varia-
bles que aparecen en el modelo como regresores, tanto de variables exégenas como de la dependiente
y también las variables que vamos a usar como instrumentos.
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Tema 6

Guia para el desarrollo de un proyecto
empirico

6.1. Caracteristicas basicas del proyecto

Esta seccién desarrolla una guia béasica para estructurar la realizacién de un proyecto. Es del todo
recomendable la lectura del Capitulo 19 del libro Introducion a la Econometria, de Wooldridge, J. M.
(2003), que aparece en las referencias bibliograficas. Los seminarios y tutorias personalizadas de los
equipos individuales servirdn para marcar el ritmo en la evolucién del proyecto y para que el profesor

tutorice tanto al equipo como individualmente a cada uno de los integrantes en su aprendizaje. No

hay que perder de vista que el proyecto debe de contribuir a obtener las competencias especificas

de la asignatura en su totalidad aunque se incida en la cuarta en cuanto a su evaluacion.

e Estructura basica del trabajo:

1.
2.

Portada: Titulo del trabajo y nombres y apellidos del autor/autores.

Introduccién: Presenta la motivacién principal del trabajo, el problema a analizar y
posibles referentes en la literatura econémica. Por ejemplo, puede ayudar plantearse una
pregunta, muy concreta, sobre un fenémeno econémico. Por ejemplo, ;jcomo afecta a la
oferta laboral femenina y casada el nivel salarial, la educacién y/o el nimero de hijos?

Revision de la bibliografia: En muchas ocasiones existe literatura en el tema elegido.
Si es asi debe de ser incluida, en un resumen breve.

. Datos: Se describen los datos que componen la muestra a utilizar y las fuentes de

donde han sido obtenidos. Se describen las variables a utilizar en el modelo junto con las
unidades de medida. Finalmente se realiza un anélisis descriptivo bésico.

Modelo: Se introduce el modelo de partida propuesto, las variables que entran en el
modelo, el signo esperado de los coeficientes. También si hay diferentes alternativas a la
especificacién propuesta que se quieran contrastar o analizar.

Es claro que el modelo inicial evolucionard a lo largo del trabajo. Por lo tanto en el
trabajo y la exposicién se debe mostrar los puntos mas importantes de esta evolucion,
sin ser exhaustivos en la repeticién de interpretacion de signos y coeficientes.
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6. Resultados empiricos: Se muestran y explican razonadamente los resultados obteni-
dos aplicando las técnicas vistas en clase que se crean oportunas: analisis de residuos,
contrastes sobre las hipdtesis basicas, eleccién de métodos alternativos de estimacion y
realizacion de contrastes sobre los parametros de interés del modelo. Al final del trabajo
se crea un apéndice en el que incluyen todos los outputs de gretl y graficos que se hayan
obtenido a lo largo de todo el trabajo.

7. Conclusiones: Por ultimo, al final del trabajo, se redactan las conclusiones del trabajo,
teniendo en cuenta su objetivo y la especificacién y estimacion del modelo después del
andlisis econométrico. En esta seccion se explica lo realizado en conjunto y se razona si
es el caso sobre la especificacién final elegida. Este apartado es imprescindible.

8. Bibliografia: Recoge las referencias completas citadas a lo largo del texto. Fuentes de
consultas bibliograficas y de datos, asi como referencias a paginas web si es que se utilizan.

e Cronologia: El proyecto debe evolucionar a lo largo del curso, no debe ser un trabajo realizado
en los ultimos diez dias antes de su exposicién publica por ello es importante que los equipos se
marquen una cronologia de acuerdo a las directrices marcadas en lo seminarios que se lleven a
cabo en el aula. Como ya se ha indicado los seminarios y tutorias personalizadas de los equipos
serviran para marcar el ritmo en la evolucién del proyecto y para que el profesor tutorice tanto
al equipo como individualmente a cada uno de los integrantes en su aprendizaje. No hay que
perder de vista que el proyecto debe de contribuir a obtener las competencias especificas de
la asignatura en su totalidad aunque se incida en la cuarta en cuanto a su evaluacién.

e Exposicion: En general el formato de la exposicién puede ser elegido libremente, transpa-
rencias, power point etc. Habrd de tenerse en cuenta que todos los alumnos intervienen en
la exposicion y que el profesor realizara preguntas a los miembros del grupo sobre el trabajo
realizado.

e Datos a utilizar: Los que se quieran, siempre y cuando se refiera la referencia en el trabajo
de la fuente utilizada.

1. Se pueden utilizar datos de los ficheros disponibles en Gretl siempre y cuando el trabajo
no sea replicar un ejercicio que ya esté en estos libros.
2. Bases de datos disponibles en Gretl sobre servidor

Archivo = Bases de datos = sobre servidor
3. Bases de datos disponibles en Biblioteca.

4. Otras direcciones de interés y bases de datos:
Eurostat: http://epp.eurostat.cec.eu.int/
Banco Mundial: http://devdata.worldbank.org/
Fondo Monetario Internacional: http://www.imf.org/
OCDE: http://www.oecd.org/
Banco Central Europeo: http://www.ecb.int/

Economic and Social Data Services: Guia a Recursos internacionales de datos de libre
acceso, http://www.esds.ac.uk/international /access/access.asp
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Banco de Espania: http://www.bde.es/
Instituto Nacional de Estadistica: http://www.ine.es/
Eustat: http://www.eustat.es/

e Algunos consejos para la preparacion del trabajo:

1. Primero es importante pensar en el modelo o relacién béasica que se quiere analizar junto
con los datos a emplear. Es aconsejable estudiar previamente los datos de las variables
que entran en el modelo, sus estadisticos descriptivos, graficos etc.

2. También es importante la forma de presentar los resultados. Una vez realizados los di-
versos andlisis, estimaciones etc., se pone en comtun todos los resultados y se selecciona
lo importante. Una vez elegido lo mas relevante de todo lo realizado esta informacién se
presenta de forma que sea facil comparar y valorar los resultados obtenidos.

3. No mezclar diferentes fuentes y tipos de letra en el texto.
4. No utilizar abreviaciones coloquiales, tipo SMS.

5. Todas las figuras y tablas deben estar numeradas. Anadir una pequena leyenda tanto a
los graficos como a las tablas explicando que recogen (por ejemplo, Figura 2: Gréfico de
los residuos contra el tiempo). Se puede poner arriba o abajo de la figura pero siempre
hacerlo de la misma forma.

6. Las figuras y tablas también pueden ir en un apéndice y hacer referencia en el texto con
la numeracién utilizada.

7. Numerar todas las paginas.

8. Es recomendable que se revisen las distintas versiones del trabajo antes de su presenta-
ci6én, cuidando que no haya errores gramaticales.

e Cémo presentar y comparar resultados:

A continuacién se va a mostrar la presentacién de resultados de tres especificaciones alterna-
tivas y tres métodos de estimacién como guia de presentacion de resultados.

Vamos a estimar las siguientes especificaciones o modelos alternativos para explicar el precio
de la vivienda:

Modelo A PRICE; = 81+ B2 SQFT; + uy;
Modelo C PRICE; = 61+ 83 BEDRMS; + 84 BATHS; + u;

Estos tres modelos difieren en las variables explicativas incluidas.

La Tabla 6.1 muestra los coeficientes estimados por MCO y distintos estadisticos asociados
a la cuatro especificaciones o modelos alternativos anteriores. Esta forma de presentar los
resultados puede estar méas indicada cuando, como ahora, se presentan distintas especificacio-
nes con la misma variable dependiente. En la parte de abajo de la tabla, también para cada
una de las especificaciones, podéis incluir los valores muestrales de los estadisticos de diversos
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Tabla 6.1: Modelos estimados para el precio de la vivienda PRICE

Variable dependiente: PRICE

Variable Modelo A Modelo B Modelo C
CONSTANT 52,351 121,179 27,2633
(1,404) (1,511) (0,182)
SQFT 0,13875 0,14831
(7,407) (6,993)
BEDRMS -23,911 -10,1374
(-0,970) (-0,216)
BATHS 138,795
(2,652)
Suma de cuadrados residual 18273,6 16832,8 55926,4
R? 0,821 0,835 0,450706
R? 0,806 0,805 0,350834
F' de significacién conjunta 54,861 27,767 4,51285
Grados de libertad 12 11 11

Los valores entre paréntesis son los correspondientes estadisticos t de significatividad individual sin tener en cuenta
la posible heterocedasticidad y o autocorrelacion.

contrastes bien de heterocedasticidad, autocorrelacién etc. si los habéis realizado para cada

modelo estimado.

Si se considera estimar por distintos métodos la misma especificacién, puede ayudar presentar
los resultados como en la Tabla 6.2:

Tabla 6.2: Funcién de Salarios

Variable dependiente: Salarios Privados W?

Explicativas‘ MCO Cochrane-Orcutt Hildreth-Lu

const
Xy
Xi1

Ay

1,497
(1,27)
0,439
(0,032)
0, 146*
(0,037)
0,13*
(0,032)

L5
(1,27)
0,439
(0,039)
0, 147
(0,043)
0,13*
(0,032)

1,53*
(1,32)
0,434*
(0,075)
0,151*
(0,074)
0,132*
(0,035)

Entre paréntesis se muestran las desviaciones tipicas estimadas. En el caso de MCO son robustas a autocorrelacién.
El sfmbolo * denota que es significativo al 5 %. El tamano muestral es T' = 80 datos trimestrales.

De esta forma es mas facil comparar los resultados a la vez que mostrarlos en una transparencia

a la hora de la presentacién.
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Apéndice: Tablas de datos

e Datos sobre Consumo y Renta. Ejemplo magistral del Tema 2: Heterocedasticidad.

Tabla A.3: Observaciones de Consumo y Renta

Observacién  Consumo

i=1
i=2

o e e

.H._.H.H
(1 I I
[ BN B NI, U

Il
©

i= 10
i=11
i=12
i=13
i= 14
i=15
i= 16
i=17
i= 18
i=19
i= 20

52,25

58,32

81,79
119,90
125,80
100,46
121,51
100,08
127,75
104,94
107,48

98,48
181,21
122,23
129,57

92,84
117,92

82,13
182,28
139,13

Renta

258,3
343,1
425.0
467,5
482.9
487.7
496,5
519,4
543.,3
548,7
564,6
588,3
591,3
607,3
611,2

631
659,6
664,0
704,2
704,8

Observacién Consumo

i=21
i= 22
i= 23
i=24
i= 25
i= 26
i= 27
i= 28
i=29
i= 30
i= 31
i= 32
i= 33
i=34
i= 35
i= 36
i= 37
i= 38
i= 39
i= 40

98,14
123,94
126,31
146,47
115,08
207,23
119,80
151,33
169,51
108,03
168,90
227,11

84,94

98,70
141,06
215,40
112,89
166,25
115,43
269,03

Renta

719,8
720,0
722,3
722,3
734.,4
742.5
TAT,7
763,3
810,2
818,5
825.,6
833,3
834,0
918,1
918,1
929.6
951,7
1014,0
1141,3
1154,6

271



SARRIKO-ON 04/10 Andlisis de datos

Tabla A.4: Datos de la empresa Lydia Pinkham (1907-1960)

Ano 1907 1908 1909 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 1917 1918 1919
Vi 1016 921 934 976 930 1052 1184 1089 1087 1154 1330 1980 2223
Gy 6,08 4,51 5,29 5,43 5,25 5,49 5,25 5,78 6,09 5,04 7,52 6,13 8,62

Ano 1920 1921 1922 1923 1924 1925 1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932
Vi 2203 2514 2726 3185 3351 3438 2917 2359 2240 2196 2111 1806 1644
Gy 8,66 10,16 13,60 14,48 16,08 18,00 19,41 12,29 13,73 16,11 15,68 9,83 10,46

Afio 1933 1934 1935 1936 1937 1938 1939 1940 1941 1942 1943 1944 1945
Vi 1518 1103 1266 1473 1423 1767 2161 2336 2602 2518 2637 2177 1920
G: 807 339 562 745 749 862 10,34 1054 11,64 11,02 11,45 10,12 8,36

Afio 1946 1947 1948 1949 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958
Vi 1910 1814 1770 1984 1787 1689 1866 1896 1684 1633 1657 1569 1390
G: 941 14553 1504 981 974 7,66 920 964 811 7.8 802 7,70 6,39

Afio 1959 1960
Vi 1387 1289
G, 644 564

Vi: ventas de la empresa medidos en miles de ddlares. G¢: gastos en publicidad medidos en cientos de miles de délares.
Fuente: Palda, K. S. (1964), The measurement of cumulative adversing effects, Englewood Cliffs, N. J. Prentice-Hall.
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