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Índice de figuras

2.1. Abajo a la izquierda, región de estabilidad del método para
la estimación del error global basado en BSRK5. Abajo a la
derecha, región de estabilidad del método BSRK5. Arriba, se
puede ver que la región del método basado en BSRK5 abarca
parte del eje imaginario. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.2. Resultados del problema ’expsin’ para h = 2π/7. En la gráfi-
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método BSRK5 (ĺınea continua). . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.4. Resultados del problema ’Arenstorf’ con h = T/3500. La ma-
yor tolerancia hace que el error global aumente, y en conse-
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4.11. Cotas teóricas del error local de los métodos de orden 5 (curva
con tramos cortos y largos) y de orden 6 (curva con tramos
largos). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134



8
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo se estudia el error cometido por los métodos expĺıcitos
de Runge-Kutta en la resolución de problemas de valor inicial de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias. El trabajo se basa en el análisis de
las condiciones de orden de los métodos aśı como en el estudio de las cotas
de los errores, tanto los errores locales (es decir los errores cometidos en
un paso de la integración) como el error global del proceso de integración
numérica.

La integración de los sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDOs) mediante métodos de un paso (en particular, los métodos de Runge-
Kutta expĺıcitos) consiste en obtener aproximaciones a la solución para un
conjunto discreto de valores de la variable independiente. Basándose en
la aproximación a la solución en un valor de la variable independiente se
obtiene la solución numérica para el siguiente punto, y aśı sucesivamente.

La discretización de la variable independiente se suele controlar dinámi-
camente; en la medida que avanzamos en la integración del problema, y
dependiendo de los errores locales estimados numéricamente para cada pa-
so, se adecúa la longitud del paso, de forma que no se permite un error por
encima de una cierta tolerancia predeterminada para el problema. El error
local del método disminuye al reducir la longitud del paso, por lo que si el
error estimado sobrepasa la tolerancia habrá que disminuir la longitud de
paso. Evidentemente, si se dan pasos muy pequeños el coste computacional
del proceso se incrementa, ya que dicho coste depende del número de pa-
sos que se dan en la integración numérica. El error local de cada paso se
suele estimar utilizando una segunda solución numérica del problema, que
partiendo de la misma solución para un punto dado, mediante un segundo
método de Runge-Kutta obtiene una segunda aproximación a la solución
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del siguiente punto. La comparación de las dos soluciones nos puede dar
una idea de cómo es el error cometido por el método de menor orden.

Aunque el error estimado de cada paso esté por debajo de la tolerancia,
esta forma de controlar la integración no nos asegura que la solución final
obtenida para el problema sea aceptable, puesto que no tiene en cuenta
la propagación de los errores intermedios, y puede darse el caso de que
dicha propagación sea tal que las soluciones numéricas proporcionadas por
el método sean inaceptables. Si quisiéramos evitar este problema debeŕıamos
controlar el error global del problema. El mayor inconveniente del control
del error global es su alto coste computacional, ya que en general, equivale
a la obtención de otra solución, de modo que la evolución de la diferencia
entre las dos soluciones nos puede dar una idea de la propagación del error
global.

El cálculo de la estimación del error local se suele realizar utilizando
pares embebidos de métodos de Runge-Kutta construidos de tal forma que
la segunda solución no exige casi ningún costo adicional. No podemos decir
lo mismo con respecto a la obtención de la aproximación del error global.
Su estimación exige nuevas evaluaciones del sistema de ecuaciones lo que
sube el coste computacional.

En el segundo caṕıtulo de este trabajo presentamos unas nuevas formas
de obtener esa segunda integración del problema que nos permita la estima-
ción del error global de modo que el coste computacional no se incremente
demasiado. En el siguiente caṕıtulo estudiamos nuevas estrategias de elec-
ción de la longitud de paso que hacen uso de la información del error global
disponible, y que permiten resolver el problema de forma más eficiente.

En el cuarto caṕıtulo presentamos un estudio de los errores locales de los
métodos de Runge-Kutta y obtenemos unas cotas de los mismos. El error lo-
cal de los métodos lo acotamos mediante una función que puede ser utilizada
para la comparación de los distintos métodos. Por una parte, nos ofrecen
criterios para la optimización de los métodos de Runge-Kutta, y por otra,
esos mismos criterios nos aportan conocimientos sobre el comportamiento
del error local, lo que se puede traducir en la optimización del proceso de
discretización de la variable independiente, es decir nos permiten adecuar
los pasos de forma que el error local que vayamos a obtener en cada paso
sea más parecido a la predicción hecha.



Introducción 3

1.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden es un sistema de
la siguiente forma

dy

dt
= f(t, y), f : V ⊂ R

D+1 → R
D. (1.1)

donde t es la variable independiente, y V es un abierto de R
D+1.

Un ejemplo de ecuación diferencial que usaremos más adelante (que to-
mamos de [23]) es

y′ = cos(t)y. (1.2)

Si el valor de la función f es independiente de la variable t se dice que
es un sistema autónomo y en ese caso tendremos un sistema de la forma

dy

dt
= f(y), (1.3)

donde f : U ⊂ R
D → R

D.

Un ejemplo de sistema de ecuaciones diferenciales autónomo que uti-
lizaremos como problema test en caṕıtulos posteriores, es el del problema
restringido de los tres cuerpos, que hemos tomado de [20, pp.129–130]. Dicho
problema se presenta como un sistema de segundo orden, pero introducien-
do las primeras derivadas como variables del problema se convierte en el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

q′1 = v1,

q′2 = v2,

v′1 = q1 + 2v2 − µ′ q1 + µ

D1
− µ

q1 − µ′

D2
,

v′2 = q2 − 2v1 − µ′ q2
D1

− µ
q2
D2

, (1.4)

donde, µ = 0,012277471, µ′ = 1 − µ, D1 = ((q1 + µ)2 + q2
2)

3

2 y D2 =

((q1 − µ′)2 + q2
2)

3

2 .

En el caso de sistemas no autónomos, siempre podemos utilizar el equi-
valente autónomo

Y ′ = F (Y ), donde Y =

(
t
y

)

, F (Y ) =

(
1

f(t, y)

)

. (1.5)
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Por ejemplo, el problema (1.2) puede ser expresado de forma autónoma
con el siguiente sistema de ecuaciones:

y′1 = 1,

y′2 = cos(y1)y2. (1.6)

1.2. Resolución numérica

Se pretende integrar problemas de valor inicial de la forma

dy

dt
= f(t, y), y(t0) = y0 (1.7)

sobre el intervalo [t0, tf ], es decir, buscamos la solución y(t) en t ∈ [t0, tf ].
Cuando integramos numéricamente un sistema de ecuaciones diferencia-

les ordinarias mediante un método de un paso, se realiza una discretización
t0 < t1 < . . . < tN = tf de la variable independiente t, con hn = tn − tn−1 y
obtenemos valores

yn = ψhn
(tn−1, yn−1),

para n = 1, . . . , N , que aproximan a los valores y(tn) (n = 1, . . . , N). Aqúı,
ψh es una familia uniparamétrica de transformaciones de la forma

ψh : R
D+1 → R

D (1.8)

tal que para cualquier solución y(t) del sistema (1.1)

y(t+ h) ≈ ψh(t, y(t)).

El ejemplo más sencillo de métodos de un paso es el método de Euler
expĺıcito, donde la transformación ψh viene dada por ψh(t, y) = y+hf(t, y).

1.3. Métodos de Runge-Kutta

Para la familia de métodos de Runge-Kutta (RK) la transformación ψh
se define como

ψh(t, y) = y + h

s∑

i=1

bif(t+ cih, Yi), (1.9)
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donde para i = 1, . . . , s,

Yi = y + h
s∑

j=1

ai,jf(t+ cjh, Yj). (1.10)

Los coeficientes de los métodos de Runge-Kutta de s etapas se represen-
tan generalmente mediante el tablero de Butcher

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s
...

...
...

. . .
...

cs as1 as2 ass

b1 b2 . . . bs

(1.11)

El método de Runge-Kutta es expĺıcito cuando se cumple que aij = 0 si
j ≥ i. Si queremos que cada etapa Yi de (1.10) sea una aproximación de
orden uno de y(t + cih) (donde y(t) es la solución del sistema (1.1) que
pretendemos aproximar) se debe cumplir la condición

ci =

s∑

j=1

aij, i = 1, 2, . . . , s. (1.12)

A partir de ahora, consideraremos métodos de Runge-Kutta que satisfacen
la condición (1.12). Dicha condición implica además que la solución numéri-
ca que resulta de aplicar el método de Runge-Kutta al sistema autónomo
equivalente (1.5) coincide con la solución numérica obtenida al aplicar dicho
método al sistema no autónomo original (1.1). En lo que sigue, supondremos
sin pérdida de generalidad que el sistema a resolver es autónomo.

1.4. Flujo de un sistema autónomo

Llamamos h-flujo del sistema autónomo (1.3) a la transformación pa-
ramétrica del espacio de fases

φh : R
D → R

D tal que φh(y(t)) = y(t+ h) (1.13)

para cualquier solución y(t) del sistema (1.3). En lo que sigue, vamos a
suponer que f(y) es infinitas veces diferenciable, en cuyo caso, el h-flujo
(1.13) es (si existe) infinitas veces diferenciable tanto respecto a h como
respecto a y.
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La existencia del h-flujo de (1.3) tal como es definido en (1.13) no está ga-
rantizada ni siquiera en el caso de que f : RD → RD sea una transformación
polinómica. Por ejemplo, consideremos la ecuación diferencial autónoma de
dimensión D = 1 dada por

dy

dt
= y2. (1.14)

En tal caso, y(t + h) = y(t)
1−hy(t) para cualquier solución de dicha ecuación

diferencial pero, obviamente, el dominio de definición de la transformación
φh dada por φh(y) = y

1−hy es R − { 1
h
}, y por tanto, φh no está definido

en todo el espacio de fases R, como se considera en la definición de h-flujo
(1.13). En cambio, se puede definir un flujo local del sistema (1.14) como
una transformación

φ : V = {(h, y) ∈ R
2 | hy < 1} → R,

donde para cada (h, y) ∈ V, φ(h, y) = φh(y) = y
1−hy .

A menudo se tiene que la aplicación f de (1.3) no está definida para
todo RD, como es el caso de (1.4), donde f está definida en el abierto
U = {(q1, q2, v1, v2) ∈ R4 / (q1 + µ)2 + q2

2 6= 0 ∧ (q1 + µ′)2 + q2
2 6= 0}.

En general, vamos a tener que el sistema autónomo (1.3) es tal que
f : U ⊂ RD → RD donde U es un abierto de RD. En tal caso, el flujo local
es una aplicación φ : V ⊂ RD+1 → RD donde V es un abierto de RD+1 que
contiene {0} × U y es tal que para cualquier solución y(t), t ∈ (α, β), se
cumple que φ(h, y(t)) = y(t+ h) siempre que α < t < t+ h < β.

En lo que sigue, vamos a suponer para simplificar la exposición que el sis-
tema autónomo (1.3) es tal que f : RD → RD es infinitamente diferenciable
y que el h-flujo φh : RD → RD existe para cada h ∈ R.

1.5. Error local y error global

Los métodos de integración de un paso, y en particular, los métodos
de RK expĺıcitos, están caracterizados por una familia de transformaciones
ψh : RD → RD dependientes de un parámetro real h, tal que para cualquier
solución y(t) de (1.3), se tiene que ψh(y(t)) ≈ y(t + h) (es decir, ψh ≈
φh) para h suficientemente pequeño. Aśı, para integrar numéricamente el
sistema (1.3) con valor inicial y(t0) = y0 y una discretización t0 < t1 <
. . . < tN de la variable independiente t, se obtiene

yn = ψhn
(yn−1)

para n = 1, 2, . . . , N , donde hn = tn − tn−1.
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Al resolver numéricamente un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias mediante un método de Runge-Kutta cometemos un error en cada
paso, conocido como error local y que se define como

δ(y, h) = ψh(y) − φh(y). (1.15)

Es decir, el error local es el error cometido en un único paso en el caso
de que el punto de partida es el mismo para ambas transformaciones. Se
dice que el método ψh es de orden p si δ(y, h) = O(hp+1) cuando h → 0.
No obstante, lo que finalmente interesa es la diferencia entre la solución
numérica y la solución exacta del problema en cualquier punto del intervalo
de integración, es decir,

en = yn − y(tn), (1.16)

que se conoce como error global.
El error global satisface

en = ψhn
(yn−1) − φhn

(y(tn−1))

= δ(yn−1, hn) + φhn
(yn−1) − φhn

(y(tn−1))

= (φhn
(y(tn−1) + en−1) − φhn

(y(tn−1))) + δ(yn−1, hn), (1.17)

lo cual nos muestra que el error global puede ser considerado como la suma
de dos errores distintos,

Por una parte el error local debido al último paso, δ(yn−1, hn).

Y por otra, la propagación del error global del paso anterior, o dicho
de otra forma, la propagación y la acumulación de los errores locales
cometidos en los pasos anteriores.

1.6. Condiciones de orden de los Métodos de RK

Para obtener las condiciones de orden de un método de Runge-Kutta
se debe comparar el desarrollo en serie de potencias de h de ψh(y) con el
desarrollo en serie de potencias de h del h-flujo φh(y).

El desarrollo en serie de potencias de h de φh(y) se puede obtener por
medio del desarrollo en serie de Taylor de y(t+ h) en torno a h = 0,

φh(y(t)) = y(t+ h) = y(t) +
∑

j≥1

hj

j!
y(j)(t), (1.18)
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En este desarrollo de Taylor nos interesa saber cómo son las diferentes
derivadas y(j)(t). Si escribimos el sistema (1.3) teniendo en cuenta cada
componente tenemos que (omitimos el argumento t en y′ y en y)





(y1)′

. . .
(yD)′



 =





f 1(y)
. . .

fD(y)





donde f i : RD → R para i = 1, . . . , D.

A la hora de obtener (yi)′′ con i = 1, . . .D, hay que tener en cuenta que
(yi)′ depende de todas las componentes de y, por lo que, al derivar respecto
de t ambos lados de la igualdad y′ = f(y), nos surgen las derivadas parciales

(yi)′′ =

D∑

j=1

∂f i(y)

∂yj
(yj)′, (1.19)

o mostrado en forma matricial





(y1)′′

. . .
(yD)′′



 =







∂f1(y)
∂y1

) . . . ∂f1(y)
∂yD

...
...

∂fD(y)
∂y1

. . . ∂fD(y)
∂yD











f 1(y)
. . .
f 2(y)



 . (1.20)

Es decir, nos aparece la Matriz Jacobiana. Podemos simplificar la notación
escribiendo

y′′ = f ′(y)f(y),

donde f ′(y) es la Matriz Jacobiana de f(y).

Si tratamos de obtener las expresiones de (yi)′′′ para i = 1, . . .D, veremos
que cada sumando de (1.19) vuelve a depender de todas las componentes
de y, y por tanto, al derivar respecto de t, y aplicar la regla de la cadena,
surgen nuevos sumatorios de derivadas parciales:

(yi)′′′ =

D∑

j=1

((
D∑

k=1

∂2f i(y)

∂yj∂yk
f j(y)fk(y)

)

+

(
D∑

k=1

∂f i(y)

∂yj
∂f j(y)

∂yk
fk(y)

))

.

(1.21)

Para poder trabajar con las expresiones que nos van surgiendo pode-
mos hacer uso de las derivadas de Frêchet (véase por ejemplo [10]), cuya
definición es:
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Definición 1 Sean y ∈ R
D y f : R

D → R
D. La Msima derivada de Frêchet

de f en y, denotado por f (M)(y), es un operador R
D × R

D × . . .× R
D

︸ ︷︷ ︸

Mveces

→

RD, lineal en cada operando, cuyo valor aplicado a los operandos
K1, K2, . . . , KM ∈ RD es

f (M)(y)(K1, K2, . . . , KM) =

D∑

i=1

D∑

j1=1

D∑

j2=1

· · ·
D∑

jM=1

f ij1,j2···jMK
j1
1 K

j2
2 · · ·KjM

M ei

(1.22)
donde

Kl = (K1
l , K

2
l , . . . , K

D
l )T ∈ RD, l = 1, 2, . . . ,M ,

para i, j1, j2, . . . jM ∈ {1 . . .D}

f ij1,j2···jM =
∂M

∂yj1∂yj2 . . . ∂yjM
f i(y),

ei = (0, 0, . . . 0,
︸ ︷︷ ︸

i−1

1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

D−i

)T ∈ RD (vector compuesto de ceros y un

uno en la iésima posición).

Se trata en definitiva de un vector de dimensión D, ya que el primer
sumatorio de (1.22) con ı́ndice i junto con los vectores ei hacen que la
expresión tenga D componentes. Por otra parte, el resto de los sumatorios
hacen que en la expresión aparezcan todas las posibles derivadas parciales
de orden M de las funciones f i(y) (donde las derivadas parciales se realizan
respecto a las componentes del vector y).

Según la Definición 1, resulta que las derivadas y(j) de (1.18) se pueden
expresar como combinaciones lineales de derivadas de Frêchet cuyos ope-
randos son f(y) o el resultado de derivadas de Frêchet de f . En concreto,
tenemos

y′ = f(y),

y′′ = f (1)(y)(f(y))

y′′′ = f (2)(y)(f(y), f(y)) + f (1)(y)(f (1)(y)(f(y)))

y′′′′ = f (3)(y)(f(y), f(y), f(y)) + f (1)(y)(f (1)(y)(f (1)(y)(f(y)))) +

+f (1)(y)(f (2)(y)(f(y), f(y))) + 3f (2)(y)(f (1)(y)(f(y)), f(y))

. . .
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La notación que estamos utilizando se puede abreviar bastante, ya que
en las derivadas de Frêchet siempre tenemos que las derivadas parciales se
evalúan en y, por lo que podemos prescindir de y. De esa forma podemos
simplificar las expresiones escribiendo

y′ = f,

y′′ = f (1)(f),

y′′′ = f (2)(f, f) + f (1)(f (1)(f)),

y′′′′ = f (3)(f, f, f) + f (1)(f (1)(f (1)(f))) + f (1)(f (2)(f, f)) + 3f (2)(f (1)(f), f),

. . . (1.23)

Lo que se puede observar es que y′ es la derivada de Frêchet de f de
orden 0, y′′ es la derivada de Frêchet de f de orden 1 operando sobre f(y),
y′′′ es combinación lineal del resultado de aplicar derivadas de Frêchet de f
de orden 1 y 2, y en definitiva, se puede ver que y(p) es una combinación
lineal de resultados de aplicar derivadas de Frêchet de f de orden hasta p−1
(con operandos que a su vez son resultados de aplicar derivadas de Frêchet
de f de orden menor que p− 1). A las componentes de dicha combinación
lineal se les denomina diferenciales elementales y podemos definirlas como
sigue:

Definición 2 Una diferencial elemental de orden j (j ≥ 1) asociada al
sistema (1.3) es una transformación g : RD → RD definida como

g(y) = f (M)(y)(g1(y), g2(y), . . . , gM(y))

donde 1 ≤M ≤ j, cada gi es una diferencial elemental de orden ji < j para
i = {1, . . . ,M}, y j = 1+(j1 +j2 + · · ·+jM ). La única diferencial elemental
de orden 1 es g = f .

Según esta definición, existe una única diferencial elemental de orden
2, f (1)(y)(f(y)), y podemos generar las diferenciales elementales de mayor
orden en base a los de menor orden; en concreto, podemos ver que hay dos
diferenciales elementales de orden 3:

f (2)(y)(f(y), f(y)) = f (2)(f, f) → j = 1 + (1 + 1)

f (1)(y)(f (1)(y)(f(y))) = f (1)(f (1)(f)) → j = 1 + (2)

y cuatro de orden 4:
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f (3)(f, f, f) → j = 1 + (1 + 1 + 1)

f (2)(f (1)(f), f) → j = 1 + (2 + 1)

f (1)(f (2)(f, f)) → j = 1 + (3)

f (1)(f (1)(f (1)(f))) → j = 1 + (3)

de la misma forma obtendŕıamos las 9 diferenciales elementales de orden 5,
las 20 de orden 6, etc.

Se puede observar que dichas diferenciales elementales son precisamente
las expresiones que nos han aparecido al calcular las derivadas y(j)(t), es
decir, y(j)(t) es una combinación lineal de las diferenciales elementales de
orden j.

Una vez que sabemos cómo son los y(j)(t) del desarrollo de Taylor de y(t+
h) dada en (1.18), nos interesa obtener el desarrollo en serie de potencias de
h de la aplicación de un paso ψh(y) del método de Runge-Kutta (1.9)-(1.10).
Puede verse que

ψh(y) = y + hq11f + h2q21f
′f + h3(q31f

′′(f, f) + q32f
′f ′f) +

h4(q41f
′′′(f, f, f) + q42f

′f ′f ′f + q43f
′f ′′(f, f) + q44f

′′(f ′f, f)) +

O(h5), (1.24)

donde los valores qij dependen exclusivamente de los coeficiente aij , bi, ci del
método de Runge-Kutta. Obsérvese que de nuevo aparecen combinaciones
lineales de diferenciales elementales.

Para el caso de un método de Runge-Kutta expĺıcito de un paso se puede
ver que

q11 =

s∑

i=1

bi,

q21 =

s∑

i=1

bi

s∑

j=1

aij,

q31 =
1

2

s∑

i=1

bi(
s∑

j=1

aij)(
s∑

k=1

aik),

q32 =

s∑

i=1

bi

s∑

j=1

aij

s∑

k=1

ajk,

q41 =
1

6

s∑

i=1

bi(

s∑

j=1

aij)(

s∑

k=1

aik)(

s∑

l=1

ail),
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q42 =

s∑

i=1

bi

s∑

j=1

aij

s∑

k=1

ajk

s∑

l=1

akl,

q43 =
1

2

s∑

i=1

bi

s∑

j=1

aij(
s∑

k=1

ajk)(
s∑

l=1

ajl),

q44 =

s∑

i=1

bi(

s∑

j=1

aij

s∑

k=1

ajk)(

s∑

l=1

ail)

. . .

Si igualamos (1.24) y (1.18), obtendremos las condiciones que debe cum-
plir un método para que su aplicación nos dé una aproximación a la solución
del orden que queramos.

1.7. Árboles y condiciones de orden

En [14], Merson observa que a cada diferencial elemental que aparece
en el desarrollo en serie de un paso ψh(y) de un método de Runge-Kutta le
corresponde de forma natural un árbol con ráız.

A partir de los trabajos de Butcher [4, 3], la obtención de las condiciones
de orden se simplifica mucho con la utilización de árboles con ráız. Butcher
muestra que, además de existir una única diferencial elemental de orden r
por cada árbol con ráız con r vértices, la estructura del árbol nos permite
la obtención recursiva de los valores qij que aparecen en (1.24). Los árboles
con ráız se representan gráficamente como grafos en forma de árbol, en los
que hay un único vértice principal, al que llamamos ráız, y que lo situamos
debajo del resto de vértices. A la ráız unimos mediante aristas, tanto otros
vértices, como otros árboles (subárboles) cuyas ráıces dejan de llamarse
ráıces en el nuevo grafo, ya que se colocan una posición más arriba que la
nueva ráız y unidas a ella mediante una arista. El árbol más simple es aquel
que solo se compone de la ráız y que representamos gráficamente como . En
un árbol también hablaremos de hojas, que son aquellos vértices sobre los
que no hay más vértices unidos al mismo (en el árbol puede haber vértices en
una posición superior a la hoja, pero nunca unidos a ella). Los vértices que
no son hojas, si se quiere destacar tal condición, diremos que son vértices
internos, y el árbol que solo tiene una hoja diremos que es un árbol sin
ramificaciones. Abajo, a la izquierda, podemos ver un ejemplo de árbol en
el que las hojas se han dibujado como ćırculos blancos mientras que los
nodos o vértices internos son los vértices negros. A la derecha podemos ver
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otro árbol, éste sin ramificaciones (y que, por tanto, sólo tiene una hoja):

,

Una forma elegante de obtener las condiciones de orden se basa en la
utilización de B-series [20], que hacen uso de los árboles con ráız. Cada
diferencial elemental se asocia a un árbol con ráız y para cada árbol tenemos
una forma muy sencilla de obtener el coeficiente qij de (1.24). En la literatura
podemos encontrar diferentes definiciones de B-series, sirvan como ejemplo
los que aparecen en [20] y en [12], y aunque pertenezcan a los mismos
autores, las definiciones difieren en la función de normalización utilizada
para la serie. No obstante, ambas definiciones son equivalentes. La definición
que vamos a utilizar es la que utilizó Murua en [16], adoptada más tarde por
Butcher y Sanz-Serna en [5] y que posteriormente también ha sido utilizada
por Hairer, Lubich y Wanner en [12].

Definición 3 Sea a(∅),a( ),a( ) . . .a(t) . . . una secuencia de coeficientes
reales definidos para todo árbol t ∈ T . Entonces se llama B-serie a la serie

B(a)(y) = a(∅)y + ha( )f(y) +
h2

2
a( )F ( )(y) + . . .

=
∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
a(t)F (t)(y) (1.25)

Donde para cada t ∈ T , ρ(t) indica el orden del árbol t (el número de
vértices de t), σ(t) indica el número de distintas simetŕıas que admite el
árbol t y F (t) es una determinada transformación del espacio de fases RD,
la diferencial elemental asociada al sistema (1.3) correspondiente al árbol
con ráız t.

Las definiciones precisas de F (t), ρ(t) y de σ(t) las daremos en la Sección 1.8.
Tanto la expansión en serie de potencias de h de la solución numérica

de un método de Runge-Kutta como la expansión de la solución exacta se
pueden representar como B-series. De hecho, cada Yi en (1.10) admite una
expansión en B-serie. Para la solución exacta, el coeficiente real de cada uno
de los árboles es 1

γ(t)
, donde γ(t) es la densidad del árbol t (que definiremos en

(1.40)), mientras que para la solución numérica del método de Runge-Kutta
podemos obtener esos coeficientes combinando la B-serie correspondiente a
Yi con la que corresponde a ψh(y). En [20] podemos encontrar la forma
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que toma la composición de dos B-series, que es a su vez una nueva B-
serie. El resultado de la composición nos revela los coeficientes de cada
árbol, que al igualarlos a 1

γ(t)
, el coeficiente de la solución exacta, nos dan

las condiciones que debe cumplir el método de Runge-Kutta para que la
diferencial elemental tenga el mismo coeficiente tanto en la solución exacta
como en la aproximación numérica.

1.8. Series formales y condiciones de orden

En esta sección vamos a obtener el desarrollo en B-serie de la solución
exacta y de la solución numérica haciendo uso de unas herramientas presen-
tadas en [17], herramientas que utilizaremos en la sección 2.5 en el proceso
de obtención de las condiciones de orden de una clase de métodos numéricos
más complejos que los métodos de Runge-Kutta puros.

Ese proceso se basa en que debemos ordenar las expansiones de ψh,f y
de φh,f en potencias de h de forma que compartan una estructura común,

ψh,f = id +
∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
ψ(t)F (t), φh,f = id +

∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
φ(t)F (t) (1.26)

donde T es un conjunto contable de ı́ndices a determinar (más adelante
veremos que en el caso de los métodos de Runge-Kutta se puede tomar
T como el conjunto de árboles con ráız), y para cada elemento t ∈ T ,
el orden ρ(t) es un número positivo, σ(t) es un factor de normalización
que se elegirá de forma conveniente, y donde las diferenciales elementales
F (t) : RD → RD son transformaciones en el espacio de fases que dependen
del sistema (1.1) que se pretende integrar, mientras que los coeficientes
reales ψ(t) y φ(t) no dependen del sistema.

Evidentemente, para que el método ψh,f sea de orden p la condición
suficiente es que para cada t ∈ T con ρ(t) ≤ p se cumpla ψ(t) = φ(t).

Para poder obtener esas condiciones, previamente hay que conocer la
expansión (1.26), es decir, necesitamos determinar una clase apropiada de
series formales

B(d) = id +
∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
d(t)F (t) (1.27)

donde d es una función T → R, y se cumple (1.26).

En el caso de los método de Runge-Kutta conviene obtener la expansión
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de f(Yi), donde suponemos que Yi a su vez se puede representar como

Yi = y +
∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
ψi(t)F (t)(y). (1.28)

En [17] podemos encontrar la forma que toma la expansión general de
una función suave k aplicada a una expansión de la forma (1.27).

Lema 1 Sea

B(d) = id +
∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
d(t)F (t),

y sea k una función suave de D variables, entonces, el desarrollo de Taylor
de k ◦B(d) viene dada por

k ◦B(d) =
∑

u∈F

hρ(u)

σ(u)
d′(u)X(u)k, (1.29)

donde cada elemento u ∈ F es una tupla no ordenada de elementos de
T , que se puede interpretar formalmente como un producto conmutativo
u = t1t2 · · · tm de elementos de T , y para cada u ∈ F , X(u)k es una función
suave de D variables que definimos a continuación, d′(u) ∈ R, y tanto
σ(u) como ρ(u) son enteros positivos. Teniendo en cuenta las repeticiones,
podemos también escribir cada u ∈ F de la forma u = tr11 · · · trnn con ti 6= tj
si i 6= j. El elemento neutro ∅ tal que ∅u = u también pertenece a F .
Además, tenemos que:

X(∅)k(y) = k(y) y X(t1 · · · tm)k(y) = k(m)(y)(F (t1)(y), . . . , F (tm)(y)),

d′(∅) = 1 y d′(t1 · · · tm) = d(t1) · · ·d(tm),

σ(∅) = 1 y σ(tr11 · · · trnn ) = r1! · · · rn!σ(t1)
r1 · · ·σ(tn)

rn,

ρ(t1 · · · tm) = ρ(t1) + · · ·+ ρ(tm).

Si aplicamos esa expansión a f(Yi) obtenemos

f(Yi) =
∑

u∈F

hρ(u)

σ(u)
ψ′
i(u)X(u)f(y), (1.30)

que sustituido a su vez en la expresión de Yi en (1.10) nos da

Yi = y +
∑

u∈F

hρ(u)+1

σ(u)

s∑

j=1

aijψ
′
j(u)X(u)f(y), (1.31)

donde
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X(t1 · · · tm)f(y) = f (m)(y)(F (t1)(y), . . . , F (tm)(y)),

ψ′
j(∅) = 1,

para m ≥ 1, y t1, . . . , tm ∈ T arbitrarios ψ′
j(u) = ψj(t1) · · ·ψj(tm).

Hasta ahora no hemos definido el conjunto T , lo único que hemos dicho
es que se trata de un conjunto contable, pero si igualamos (1.28) con (1.31)
obtenemos

y +
∑

t∈T

hρ(t)

σ(t)
ψi(t)F (t)(y) = y +

∑

u∈F

hρ(u)+1

σ(u)

s∑

j=1

aijψ
′
j(u)X(u)f(y) (1.32)

donde podemos comparar los coeficientes de hl en cada una de las expan-
siones. Aśı, si denotamos para cada l ≥ 1, Tl = {t ∈ T / ρ(t) = l} y
Fl−1 = {u ∈ F / ρ(u) = l − 1} (de modo que T = ∪l≥1Tl y F = ∪l≥0Fl)
tendremos que

∑

t∈Tl

1

σ(t)
ψi(t)F (t)(y) =

∑

u∈Fl−1

1

σ(u)

s∑

j=1

aijψ
′
j(u)X(u)f(y)

para cada l ≥ 1. Esto nos permite definir los conjuntos T y F de forma
consistente, imponiendo que se cumplan las siguientes condiciones:

Hay una correspondencia uńıvoca entre el conjunto Tl y Fl−1. Los dos
lados de la igualdad deben tener la misma estructura, y han de constar
del mismo conjunto de ı́ndices. Al elemento t ∈ Tl correspondiente a
un elemento u ∈ Fl−1, lo denotaremos como t = [u].

La diferencial elemental F (t) asociada a t = [u] satisface

F (t) = X(u)f. (1.33)

El orden ρ(t) asociado a t = [u] satisface ρ(t) = ρ(u) + 1.

Los pesos asociados a cada uno de ellos también deben coincidir, por
lo que,

ψi(t) =
s∑

j=1

aijψ
′
j(u), (1.34)

y por otro lado, si t = [tr11 · · · trnn ]

σ(t) = r1! . . . rn!σ(t1)
r1 . . . σ(tn)

rn . (1.35)
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Estas observaciones nos permiten definir recursivamente los conjuntos
Tl y Fl (al mismo tiempo que F (t) y σ(t) para todo t ∈ Tl):

Para l = 0, F0 consta de un sólo elemento: F0 = {∅}.

Para l = 1, 2, 3, . . .:
Tl = {[u]/u ∈ Fl−1},
Fl = {m-tuplas no ordenadas t1 · · · tm, ti ∈ Tji,

∑m
i=1 ji = l}.

El conjunto T admite la representación gráfica conocida como árboles
con ráız, donde t = [∅] se representa mediante el único árbol de un sólo
vértice, y el resto de elementos de T , que son de la forma t = [t1 · · · tm]
donde t1, . . . , tm son árboles con menos vértices que t, se representan re-
cursivamente colocando una ráız unida a las ráıces de las representaciones
de los árboles t1, . . . , tm. La representación t́ıpica se realiza colocando la
nueva ráız debajo de los vértices que a su vez son las ráıces de los árboles
t1, . . . , tm. El orden ρ(t) de los elementos de T coincide con el número de
vértices, y el único elemento de orden 1 es [∅] cuya representación gráfica
corresponde al árbol con un único vértice •.

Observación 1 Las definiciones de σ(t), σ(u) y F (t) son un tanto arbi-
trarias, pues basta con que

F (t)

σ(t)
=
X(u)f

σ(u)
.

Por ejemplo, podŕıamos definir σ(t) = 1 y F (t) = 1
r1!r2!···rn!

X(u)f para cada
t = [u], u = tr11 · · · trnn (con ti 6= tj siempre que i 6= j). Adoptamos las
definiciones (1.33) y (1.35) principalmente por mantener la consistencia
con la notación estándar de diferencial elemental F (t) asociado a un árbol
con ráız t.

Podemos encontrar la recursión para ψi(t) basándonos en (1.34), puesto
que cada tupla de F se compone de elementos de menor orden y sabemos
que ψ′

j(u) = ψj(t1)ψj(t2) . . . ψj(tm), donde u = t1t2 · · · tm. Por tanto,

ψi([∅]) =
s∑

i=1

aijψ
′
j([∅]) =

s∑

i=1

aij ,

ψi(t) =

s∑

i=1

aijψj(t1)ψj(t2) . . . ψj(tm) con t = [t1t2 · · · tm]. (1.36)
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Finalmente, fijando σ(∅) = 1, (1.35) determina de forma recursiva los
valores de σ(t).

Con todo esto, si tomamos as+1,i = bi (i = 1 . . . s) tenemos que ψh,f =
Ys+1, y por tanto

ψ([∅]) =
s∑

i=1

bi,

ψ(t) =

s∑

i=1

biψi(t1)ψi(t2) . . . ψi(tm) con t = [t1, t2, . . . tm], (1.37)

con lo cual tenemos la expansión (1.26) de ψh,f . Solo nos queda saber si φh,f
admite un desarrollo de la forma

φh,f = B(φ),

y si lo admite, cómo es la expansión de φh,f . Para ello, y basándonos en la
definición del flujo, tenemos que

d

dh
φh,f(y) = f(φh,f(y)), (1.38)

La parte izquierda, teniendo en cuenta (1.26), puede ser expresada de la
siguiente forma

d

dh
φh,f(y) =

d

dh
B(φ)(y) =

∑

t∈T

hρ(t)−1

σ(t)
ρ(t)φ(t)F (t)(y)

El desarrollo de Taylor de la parte derecha de (1.38) puede ser expresada
como f(B(φ)(y)) y teniendo en cuenta (1.29) llegamos a

f(B(φ)(y)) =
∑

u∈F

hρ(u)

σ(u)
φ′(u)(X(u)f)(y),

donde φ′(u) = φ(t1) · · ·φ(tm) para u = t1 · · · tm.
Ambos lados deben coincidir, lo que nos lleva a que para t = [u] se debe

cumplir ρ(t)φ(t) = φ′(u), es decir, si t = [t1 · · · tm]

φ(t) =
φ′(u)

ρ(t)
=
φ(t1) · · ·φ(tm)

ρ(t)
(1.39)

con φ([∅]) = 1.
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Nótese que la definición de la serie que estamos utilizando en (1.26)
difiere, en cuanto a notación, de la definición de las B-series utilizada por
algunos autores en la literatura (véase por ejemplo [20]), e incluso sin utilizar
el concepto o la definición de B-serie ([4, 10]), las series que se utilizaban

sustitúıan 1
σ(t)

por α(t)
ρ(t)

. No obstante, en los mencionados trabajos podemos

ver que α(t)γ(t)
ρ(t)!

= 1
σ(t)

, donde γ(t) se conoce como densidad del árbol. Si

sustituimos en (1.25) dicha expresión vemos que lo que nosotros hemos
denominado como φ(t) no es más que 1

γ(t)
y, además, vemos que la definición

recursiva (1.39) es acorde a la definición recursiva de γ(t) utilizada en los
citados trabajos:

γ([∅]) = 1,

γ([t1, . . . , tm]) = ρ([t1, . . . , tm])γ(t1) · · · γ(tm). (1.40)

Por otro lado, la definición de series (1.26) puede encontrarse en diversas
publicaciones. Sirva como ejemplo el libro de Hairer, Lubich y Wanner [12],
e incluso algunos años atrás, Butcher y Sanz-Serna en [5] y Murua en [16]
utilizaron la misma notación.

Una vez definidas las expansiones de φh,f y de ψh,f , tenemos que las
siguientes condiciones garantizan que ψh,f es de orden p:

ψ(t) = φ(t) para todo t ∈ T con ρ(t) ≤ p,

donde ψ(t) y φ(t) vienen dados de forma recursiva en (1.37) y (1.39) res-
pectivamente.

Podemos ver en las tablas 1.1 y 1.2 los valores que toman φ(t) y ψ(t)
para los árboles de grado menor que 6. En las mismas tablas se muestra
la combinación de árboles de menor orden del que surge cada uno de los
árboles.

1.9. Error global

La mayoŕıa del software para la integración numérica de Ecuaciones
Diferenciales trata de mantener la diferencia entre dos soluciones numéricas
(tomada como estimación del error local) de cada paso por debajo de cierta
tolerancia definida por el usuario. Se tiene la esperanza de que de esta forma
el error global no sea demasiado grande. Si se desea información adicional
sobre el error global hay que realizar un sobreesfuerzo computacional que
depende del método utilizado para la estimación del error global acumulado
en la integración. Podemos encontrar en la literatura diferentes formas de
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Tabla 1.1: Condiciones para los árboles de orden menor que 5.

[t1 · · · tm] árbol orden φ(t) ψ(t)

[∅] 1 1
∑

i bi

[ ] 2 1
2

∑

i bi
∑

j aij =
∑

i bici

[ , ] 3 1
3

∑

i bic
2
i

[ ]

3
1

2

3
= 1

6

∑

i bi
∑

j aijcj

[ , , ] 4 1
4

∑

i bic
3
i

[

,
]

4 1
8

∑

i bici
∑

j aijcj

[ ]

4 1
12

∑

i bi
∑

j aijc
2
j







 4 1
24

∑

i bi
∑

j aij
∑

k ajkck

obtener aproximaciones del error global, sirva como referencia el trabajo de
R. D. Skeel [24] que recoge y analiza trece distintas formas.

Es importante ser consciente de que en función de las propiedades del
sistema de ecuaciones, del intervalo de tiempo de la integración, e incluso
del método de integración que se vaya a utilizar, el error global puede ser
mucho mayor que el error local, por lo que habŕıa que prestar más aten-
ción a la evolución del error global de la integración. No obstante, el costo
computacional que requieren las distintas formas de cálculo del error global
hace que la mayoŕıa de los usuarios de métodos de integración de ecuacio-
nes diferenciales se gúıen única y exclusivamente con la información sobre
la estimación del error local.

1.9.1. Métodos de estimación del Error Global

La mayoŕıa de los métodos de estimación del error global se basan en
el cómputo de dos soluciones numéricas del problema, de forma que la di-
ferencia entre las dos soluciones nos pueda dar una idea del tamaño del
error.

Un método clásico para la estimación del error global es el llamado méto-
do de Extrapolación de Richardson y consiste en el cálculo de dos soluciones
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Tabla 1.2: Condiciones para los árboles de orden 5.

[t1 · · · tm] árbol orden φ(t) ψ(t)

[ , , , ] 5 1
5

∑

i bic
4
i

[ , , ] 5 1
10

∑

i bic
2
i

∑

j aijcj

[ , ] 5 1
15

∑

i bici
∑

j aijc
2
j

[ , ] 5 1
20

∑

i bi(
∑

j aijcj)
2

[ , ] 5 1
30

∑

i bici
∑

j aij
∑

k ajkck

[ ] 5 1
20

∑

i bi
∑

j aijc
3
j

[ ] 5 1
40

∑

i bi
∑

j aijcj
∑

k ajkck

[ ] 5 1
60

∑

i bi
∑

j aij
∑

k ajkc
2
k

[ ] 5 1
120

∑

i bi
∑

j aij
∑

k ajk
∑

l ajlcl
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numéricas ȳ y y utilizando el mismo método para las dos soluciones, pero
la primera de ellas se obtiene utilizando una discretización de la variable
independiente t en la que cada paso es de longitud h̄i para i = 1, 2 . . . , N ,
y la segunda solución y se obtiene haciendo que cada paso de la primera
discretización se convierta en dos pasos de longitudes h̄i

2
. De esta forma,

y teniendo en cuenta que el error global e de un método de Runge-Kutta
expĺıcito de orden p cumple

e = O(Hp),

donde H ≥ hi para i = 1, 2, . . . , N , tenemos que se cumple

ẽ =
ȳ − y

2p − 1
= O(Hp)

con H ≥ hi para i = 1, 2, . . . , 2N , siendo hi las longitudes de paso corres-
pondientes a la solución numérica y. El valor ẽ nos puede dar una idea de
cómo es el error global de la solución y.

Otra interesante forma de estimar el error global se presenta en [7]. En
ella se propone estimar el error global mediante la resolución de una ecuación
diferencial construida para tal fin, y la estimación del error global posibilita
la obtención de una segunda solución numérica extrapolada. Sea el método
de orden p

ψh(y) = y + h

s∑

i=1

bif(Yi),

donde para i = 1, . . . , s

Yi = y + h

i−1∑

j=1

ai,jf(Yj).

En [7] se muestra una forma de obtener una segunda solución de orden p+r
de la siguiente forma:

ψ̄h(y, ȳ) = ȳ + h

s̄∑

i=s+1

b̄if(Yi),

donde para i = 1, . . . , s el valor Yi es el correspondiente al método ψh(y) (de
ah́ı que pongamos la doble dependencia de ψ̄h sobre y y sobre ȳ), mientras
que para i = s+ 1, . . . , s̄ tenemos

Yi = ȳ + h

i−1∑

j=1

ai,jf(Yj).
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En el segundo caṕıtulo de este trabajo mostraremos una forma más general
de obtención del error global que la ofrecida en [7], y a su vez, mostraremos
una forma alternativa para obtener las condiciones de los métodos ψh y
ψ̄h y la forma de trasladar dichas condiciones sobre los parámetros de los
métodos.

1.10. Control de las longitudes de paso de la integración

Como ya hemos comentado, en la mayoŕıa de los casos la integración del
sistema de ecuaciones diferenciales se suele guiar con algún tipo de infor-
mación sobre el error local. Evidentemente el error local no se conoce, y se
realizan estimaciones de forma que el proceso no suponga un costo compu-
tacional elevado. En el caso de los métodos de Runge-Kutta, ver [20](pp
164-172), la estimación del error local se realiza utilizando métodos embebi-
dos que no requieren el cálculo de nuevas etapas Yi dados en (1.10), es decir,
reutilizando las etapas que hacen falta para la solución numérica (1.9), se
obtiene una nueva aproximación numérica ŷ de la solución, que suele ser
una aproximación de orden p̂ inferior (p̂ < p) o superior (p̂ > p).

El tablero de Butcher que corresponde al par de métodos embebidos
tiene la forma

c1 a11

c1 a11 a12
...
cs as1 as2 ass

b1 b2 . . . bs
b̂1 b̂2 . . . b̂s

(1.41)

con dicho par, obtenemos dos aproximaciones ψh(y) y ψ̂h(y) del flujo φh(y)
como

ψh(y) = y + h

s∑

i=1

bif(Yi),

ψ̂h(y) = y + h

s∑

i=1

b̂if(Yi),

donde, Yi viene dado por (1.10).
La magnitud de la resta de las dos soluciones numéricas

δ̄(y, h) = ψh(y) − ψ̂h(y) (1.42)
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nos puede dar una idea de la magnitud del error local de la solución numéri-
ca. En el caso t́ıpico en que p̂ < p la diferencia δ̄(y, h) es una estimación
del error local δ̂(y, h) = ψ̂h(y) − φh(y) del método ψ̂h(y), y no del método
ψh(y) con el que se propaga la solución. En la práctica, se trata de contro-
lar la diferencia δ̄(y, h) manteniéndola aproximadamente constante, con la
esperanza de controlar indirectamente el error local del método ψh(y). En
adelante, cuando nos refiramos a la estimación del error local de un méto-
do de Runge-Kutta nos estaremos refiriendo a la diferencia δ̄(y, h) dada en
(1.42) entre las dos soluciones numéricas.

El procedimiento general adoptado en gran parte de las implementacio-
nes de pares de esquemas de Runge-Kutta embebidos acepta las soluciones
numéricas siempre que la estimación del error local sea, de alguna forma,
menor que la tolerancia definida por quien use el sistema. La tolerancia pue-
de ser absoluta o relativa, o una combinación de ambas. Podemos definir la
tolerancia para cada componente del vector solución:

toli = Atoli + yiRtoli, (1.43)

donde i = 1, . . .D. Si Rtoli = 0, estaremos trabajando con tolerancias
absolutas mientras que si Atoli = 0, se trabajará con tolerancias relativas.

Una vez definida la tolerancia, el proceso de integración deberá aceptar
o rechazar los pasos, y para ello hay que definir algún criterio. Podemos
utilizar el criterio de error por unidad de paso, que aceptará los pasos que
tengan una estimación del error inferior a la longitud de paso multiplicado
por la tolerancia, o podemos utilizar el criterio del error por paso que acepta
los pasos que cumplan la condición

|yi − ŷi| ≤ toli, i = 1, . . . , D, (1.44)

donde y = (y1, . . . , yD), ŷ = (ŷ1, . . . , ŷD).
Para aceptar o rechazar el paso se utiliza alguna norma dependiente de

la tolerancia tol y se aceptará el paso si

‖y − ŷ‖tol ≤ 1.

Pueden servir como ejemplo las dos normas que mostramos a continua-
ción:

‖y − ŷ‖tol = máx
i=1,...,D

( |yi − ŷi|
Atoli

)

‖y − ŷ‖tol =

√
√
√
√

1

n

n∑

i=1

(
yi − ŷi

Atoli

)2



Introducción 25

Este tipo de normas sólo permiten tener en cuenta la tolerancia al error
absoluto. Para tener en cuenta la tolerancia al error relativo se suelen sus-
tituir las normas anteriores respectivamente por las siguientes expresiones:

exprtol = máx
i=1,...,D

( |yi − ŷi|
Atoli + yiRtoli

)

(1.45)

exprtol =

√
√
√
√

1

n

n∑

i=1

(
yi − ŷi

Atoli + yiRtoli

)2

(1.46)

Si el valor de dichas expresiones es menor o igual que 1 se aceptará el pa-
so, pero, por el contrario, si es mayor se rechaza la solución. Evidentemente,
el rechazo de un paso significa que los cálculos realizados en la obtención de
la solución numérica se han echado a perder, y se tendrá que volver a calcu-
lar una nueva solución numérica con una longitud de paso menor para que la
expresión dependiente de la tolerancia dé valores aceptables. Por otro lado,
tampoco interesa utilizar longitudes de paso demasiado pequeñas, ya que el
coste computacional requerido se veŕıa incrementado. La proximidad entre
la expresión utilizada y el valor 1 significa que la longitud de paso se acerca
al paso óptimo. Por tanto, se intenta que los pasos que se den se aproximen,
sin pasarse, a la longitud máxima aceptable. Suponiendo que la estimación
del error local es de orden q, se tiene que exprtol = Chq+1 +O(hq+2) (donde
C es el coeficiente del término dominante), de modo que para h suficiente-
mente pequeño,

exprtol = Chq+1.

De ah́ı, y sabiendo que para la longitud de paso actual se ha obtenido un
valor que ya se conoce, es posible obtener una aproximación de la longitud
de paso óptima que supuestamente hará que esa expresión se acerque al
ĺımite. Se trata de una simple regla de tres, que da como longitud de paso
óptima hopt:

hopt = h

(
1

exprtol

) 1

q+1

. (1.47)

Tanto si se acepta el paso como si se rechaza, la nueva longitud de
paso que se utilizará en la integración será la obtenida en (1.47), pero para
evitar en lo posible los rechazos de los pasos de la integración conviene
ser conservador a la hora de escoger la longitud de paso, de esa forma se
incrementan las probabilidades de aceptarlo, evitando la perdida de tiempo
computacional que provocan los rechazos. La poĺıtica conservadora puede
tener varias vertientes, por ejemplo, se puede limitar el valor máximo que se
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permite para la longitud de un paso, o se puede también limitar el porcentaje
máximo de variación de la longitud de un paso al siguiente. Hay también
otras cuestiones a tener en cuenta, como la citada en [15] sobre la posibilidad
de que en algún punto de la integración se anule el coeficiente dominante de
la estimación del error local, lo que puede provocar una elección errónea de
la longitud de paso y para evitarlo proponen la utilización de una pequeña
variación en (1.47) con un pequeño incremento de coste computacional. En
cualquier caso, la longitud de paso a utilizar será de la forma general

hnew = F (hopt).

En realidad se está estimando la longitud de paso que se supone que
hubiera hecho que exprtol fuera menor que el ĺımite tolerable en el paso
que se acaba de dar, de forma que se maximicen las posibilidades de que la
solución numérica obtenida sea aceptable. Si se ha partido de yn que es la
solución numérica dada para t = tn, se habrá obtenido la solución numérica
ψh(yn) para t = tn + h, y mediante el cálculo de hnew se calcula la longitud
de paso que supuestamente se acerca a la longitud máxima aceptable. A
partir de este momento de la integración hay dos opciones:

1. Si el paso dado desde tn hasta tn+h ha resultado ser aceptable, es decir,
el valor exprtol obtenido es menor que la tolerancia, la solución ψh(yn)
dada por el paso se acepta, y el proceso de integración procederá al
cálculo de una nueva solución numérica para y(tn+h+hnew) basándose
en la solución numérica ψh(yn) aceptada. La longitud de paso hnew que
va a utilizar es la que se supone óptima para el paso anterior pero no
tiene por qué ser la longitud óptima del nuevo paso (aunque se tenga
la esperanza de que sea muy parecida).

2. Por el contrario, si el paso desde t = tn hasta t = tn + h ha resultado
ser inaceptable, hay que desechar los valores obtenidos ψh(yn) y reali-
zar nuevos cálculos partiendo desde yn con la longitud que se supone
que será la óptima, con el objeto de obtener el resultado numérico
ψhnew

(yn) que se dará como solución numérica de y(tn + hnew), si es
que dichos cálculos son tolerables.

La diferencia que hay entre aceptar o rechazar el paso es que, tras el
rechazo, volvemos a realizar los cálculos partiendo de yn y con una longitud
de paso hnew con el objeto de obtener la solución numérica yn+1 = ψhnew

(yn)
para y(tn + hnew), mientras que si se ha aceptado el paso, realizaremos
los cálculos partiendo de yn+1 = ψh(yn) y con la pretensión de obtener la
solución numérica yn+2 = ψhnew

(yn+1) para y(tn + h + hnew).
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1.11. Estabilidad lineal de los métodos de Runge-Kutta

expĺıcitos

Es deseable que las propiedades cualitativas de las soluciones numéricas
sean parecidas a las propiedades de la solución real del problema. En parti-
cular, si la solución exacta de un problema lineal es estable, es deseable que
la solución numérica que resulta de aplicar un método dado al problema
lineal sea también estable.

En el caso de los métodos de Runge-Kutta expĺıcitos, se utiliza la ecua-
ción test de Dahlquist:

y′ = λy, y(0) = 1. (1.48)

La solución del problema es y(t) = eλt, que es estable si y solo si Re(λ) ≤ 0.
La aplicación de un paso del método de Runge-Kutta con este problema
equivale a

yn+1 = R(hλ)yn,

donde R(z) se conoce como función de estabilidad lineal del método. Ob-
viamente, la solución numérica yn es estable (es decir, está acotada para
todo n ≥ 1) si y solo si |R(hλ)| ≤ 1 (yn → 0 cuando n → ∞ si y solo
si |R(z)| < 1). Se llama región de estabilidad del método al conjunto de
números complejos

S = {z ∈ C; |R(z)| ≤ 1},
de modo que la solución numérica es estable si y solo si hλ ∈ S.

Podemos calcular R(z) sustituyendo f(Yi) por λYi, en

yn+1 = yn +

s∑

i=1

bif(Yi)

y haciendo lo mismo, recursivamente, para

Yi = yn +

i−1∑

j=1

aijf(Yj).

Si sustituimos hλ por z llegamos a

yn+1 = R(z)yn

donde R(z) viene dado por

1+z
s∑

i

bi+z
2

s∑

i

bi

i∑

j

aij+z
3

s∑

i

bi

i∑

j

aij

j
∑

k

ajk+· · ·+zs
s∑

i

bi · · ·
m∑

l

alm

︸ ︷︷ ︸

s

.
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Se puede observar que los coeficientes asociados a zi corresponden a los
coeficientes ψ dados en (1.37) de los árboles de orden i sin ramificaciones:

, , , . . . y, por tanto, si el método es de orden p, sabemos que los
coeficientes de dichos árboles son 1

i!
para i = 1, . . . , p.



Caṕıtulo 2

Métodos de Tipo Runge-Kutta

con estimación del Error

Global

2.1. Introducción

Generalmente la integración numérica de un problema de valor inicial
de ecuaciones diferenciales ordinarias se realiza tratando de mantener la es-
timación del error local de cada paso por debajo de cierta tolerancia, pero
no se suele tener en cuenta la evolución del error global del sistema, que es
realmente de lo que depende la validez de los resultados de la integración
numérica. Esto se debe al coste computacional que exige el cálculo de la es-
timación del error global. En este sentido, hemos trabajado en el desarrollo
de metodoloǵıas para construir métodos de integración para problemas no
stiff que aporten información útil sobre la propagación del error global sin
que supongan un incremento substancial del coste computacional. Dichos
trabajos han sido publicados y pueden ser consultados en [18] y [13]. Po-
demos encontrar aportaciones anteriores en el mismo sentido en el trabajo
realizado por J. R. Dormand, J. P. Gilmore y P. J. Prince [7].

Nuestro trabajo se ha basado inicialmente en integraciones con longitud
de paso constante. No obstante, tras los primeros resultados y con la expe-
riencia obtenida se ha trabajado en la obtención de métodos que se adecúan
a estrategias de paso variable.

29
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2.2. Error Global de los métodos de un paso

Para simplificar, consideramos (sin pérdida de generalidad) sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) en la forma autónoma (1.1). El
error global de los métodos de un paso (1.8) satisface la recurrencia

en = Ehn
(yn−1, en−1),

donde la aplicación Eh : R2D → RD se define como Eh(y, e) = ψh(y) −
φh(y− e). Evidentemente, en la medida en que desconocemos el flujo φh de
(1.3) desconocemos también la aplicación Eh.

Los distintos métodos de estimación del error global propuestos en la
literatura (véase por ejemplo [24]) pueden describirse como una recurrencia
definida por una aplicación Ẽh que de alguna forma aproxima la aplicación
Eh del error global real. Por lo tanto, las estimaciones del error global en
cada paso ẽn se obtienen como

ẽn = Ẽhn
(yn−1, ẽn−1), n = 1, . . . , N. (2.1)

Si las estimaciones ẽn del error global son buenas en algún sentido, se
puede extrapolar y obtener una segunda solución del problema ȳn como
yn−ẽn que bien podŕıa ser una solución mejor al problema. Este nuevo punto
de vista puede hacer que el proceso de la obtención de soluciones numéricas
yn junto con estimaciones del error global ẽn pueda ser considerado como el
proceso de obtener dos aproximaciones yn y ȳn de la solución y posterior-
mente obtener la estimación del error global como la diferencia de las dos
soluciones numéricas. Es decir, definimos ψ̄h(y, ȳ) = ψh(y)− Ẽh(y, y− ȳ), y
obtenemos

yn = ψhn
(yn−1),

ȳn = ψ̄hn
(yn−1, ȳn−1), (2.2)

ẽn = yn − ȳn.

Evidentemente, cualquier proceso de la forma (2.2) puede ser interpretado
como la aplicación de un método de un paso (1.8) junto con la estimación
del error global de la forma (2.1), donde Ẽh(y, e) = ψh(y) − ψ̄h(y, y − e).

Un ejemplo de la nueva interpretación de los métodos tradicionales de
la literatura puede ser la siguiente: consideremos la extrapolación de Ri-
chardson basado en un método ψ̂h, tal y como hemos comentado en la
Sección 1.9.1. La obtención de la estimación del error global consiste en el



Métodos de Tipo Runge-Kutta con estimación del Error Global 31

cálculo de dos aproximaciones numéricas yn, ŷn (n = 1, . . . , N) con ŷ0 = y0

de la siguiente forma

yn = ψ̂hn/2

(

ψ̂hn/2(yn−1)
)

,

ŷn = ψ̂hn
(ŷn−1) , (2.3)

ẽn =
1

2p − 1
(ŷn − yn)

y la solución extrapolada se obtiene como ȳn = yn − ẽn. Lo cual puede ser
interpretado como un proceso de la forma (2.2) donde

ψh(y) = ψ̂h/2

(

ψ̂h/2(y)
)

,

ψ̄h(y, ȳ) =
1

2p − 1

(

2pψh(y) − ψ̂h(ŷ)
)

, con ŷ = ȳ − 2p(ȳ − y).

Todav́ıa queda por aclarar qué se entiende por una aproximación buena
del error global ẽn. T́ıpicamente se requiere que ẽn sea una correcta estima-
ción del error global asintóticamente, en el sentido que

ẽn = (I +O(H))en, para nH ≤ Constante, H = máx
n

hn,

lo cual es equivalente a que la aproximación extrapolada ȳn sea de orden
p + 1, es decir,

ȳn − y(tn) = O(Hp+1), nH ≤ Constante.

Más en general, se puede requerir que ẽn tenga para algún valor r ≥ 1,
r términos asintóticamente correctos, esto es,

ẽn = (I +O(Hr))en,

ó equivalentemente, ȳn − y(tn) = O(H p̄), con p̄ = p+ r.
La extrapolación de Richardson (2.3), ofrece en general una estimación

del error global asintóticamente correcto con r = 1, pero si el método es
simétrico ([20]) nos da dos términos del error global asintóticamente correc-
tos (es decir, r = 2), ya que la expansión asintótica solo tiene exponentes
pares de H .

Una interesante clase de esquemas que también se ajustan en el forma-
to (2.2) son los llamados globally embedded RK methods desarrollados por
Dormand, Gilmore y Prince [7], donde las aplicaciones ψh y ψ̄h se definen
de la siguiente manera:
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ψh(y) = y + h
s∑

i=1

bif(Yi), (2.4)

donde

Yi = y + h
i−1∑

j=1

aijf(Yj), i = 1, . . . , s, (2.5)

y

ψ̄h(y, ȳ) = ȳ + h
s̄∑

i=s+1

b̄if(Yi), (2.6)

donde

Yi = ȳ + h
i−1∑

j=1

aijf(Yj), i = s+ 1, . . . , s̄, (2.7)

El procedimiento aplicado en [7] en la construcción de esquemas de este
tipo con ordenes p y p̄ = p+ r se puede describir de la siguiente manera: Se
construye un método de s etapas de orden p, con una apropiada extensión
continua, y a continuación se le aplica una técnica de estimación del error
global conocida como Solving for the correction [24], utilizando esquemas
RK especialmente diseñadas para este objetivo.

Otra forma alternativa para la obtención de este tipo de esquemas con
valores p y p̄ dados, puede ser el estudio directo de las condiciones que
deben satisfacer las aplicaciones ψh y ψ̄h para que den aproximaciones de
y(tn) de ordenes p y p̄ respectivamente y trasladar dichas condiciones a los
parámetros bi, b̄i y aij .

2.3. Una clase general de esquemas para la obtención

del Error Global

Consideramos la siguiente generalización de los procesos de la forma
(2.2): Sean ȳ0 = y0 = y(t0), y calculemos para n = 1, 2, . . .,

yn = ψhn
(yn−1, ȳn−1),

ȳn = ψ̄hn
(yn−1, ȳn−1), (2.8)

ẽn = yn − ȳn.
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donde, por el momento, ψh y ψ̄h pueden considerarse como cualquier apli-
cación R2D → RD. Se supone que los valores yn, ȳn son aproximaciones de
la solución y(tn) de (1.3) con valor inicial y(t0) = y0, y que ẽn será una
estimación del error global en = yn − y(tn) de la aproximación yn.

Se ha trabajado en la obtención de las condiciones que deben cumplir las
aplicaciones ψh y ψ̄h para que el proceso (2.8) obtenga una aproximación yn
de la solución y(tn) de orden p junto con estimaciones válidas ẽn = yn − ȳn
del error global en.

En el proceso (2.8) subyacen dos integradores de un paso que pueden
definirse como ψh(y) := ψh(y, y), ψ̄h(y) := ψ̄h(y, y) y a los que llamaremos
como integradores de un paso subyacientes. Sean q, q̄ ≥ 0 los mayores enteros
positivos tales que

ψh(y, y + e) = ψh(y, y) +O(hq+1||e|| + h||e||2), (2.9)

ψ̄h(y + e, y) = ψ̄h(y, y) +O(hq̄+1||e|| + h||e||2), (2.10)

cuando h → 0 y e → 0. Cuanto mayores sean los valores q y q̄, más se
asemeja la aplicación de (2.8) a la aplicación de forma independiente de los
dos métodos subyacientes yn+1 = ψh(yn) y ȳn+1 = ψ̄h(ȳn). Es por ello que
nos referimos a (2.9)–(2.10) como condiciones de independencia.

Además, nos puede interesar reducir la contribución del términoO(h||e||2)
en (2.9)–(2.10). En ese caso deberemos considerar nuevas condiciones de in-
dependencia en los que aparecerán nuevos términos. Por ejemplo, en algunos
casos se puede reemplazar O(h||e||2) por O(h2||e||2 +h||e||3). Más adelante,
en la sección 2.5 veremos la forma de obtener las condiciones que deben cum-
plir los métodos para que los métodos subyacientes sean de un orden dado
y para que cumplan las condiciones de independencia que establezcamos.

Denotemos el error local de los métodos subyacientes de un paso me-
diante

δ(y, h) = ψh(y, y)− φh(y),

δ̄(y, h) = ψ̄h(y, y)− φh(y).

Lema 2 Si los métodos subyacientes de un paso ψh(y) y ψ̄h(y) son respecti-
vamente de orden p y p+r, y las condiciones de independencia (2.9)–(2.10)
se cumplen para q, q̄ ≥ 0, entonces

en = Rn,n−1en−1 + δn + πn,

ēn = Rn,n−1ēn−1 + δ̄n + π̄n, (2.11)

ẽn = Rn,n−1ẽn−1 + (δn − δ̄n) + (πn − π̄n),
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donde en = yn − y(tn), ēn = ȳn − y(tn), ẽn = yn − ȳn, y

δn = δ(yn−1, hn), δ̄n = δ̄(ȳn−1, hn),

π̄n = O(hq+1
n ||ẽn−1|| + hn(||ẽn−1||2 + ||ēn−1||2)),

πn = O(hq̄+1
n ||ẽn−1|| + hn(||ẽn−1||2 + ||en−1||2)),

Rnk =
∂φtn−tk
∂y

(y(tk)).

Además,

en =

n∑

k=1

Rnk(δk + πk),

ēn =

n∑

k=1

Rnk(δ̄k + π̄k), (2.12)

ẽn =
n∑

k=1

Rnk(δk − δ̄k + πk − π̄k).

Observación 2 Se deduce de (2.11) que, para que en, ēn, y ẽn sigan pa-
trones de propagación similares πn y π̄n debeŕıan ser lo suficientemente
pequeños. En este sentido se puede suponer que, para valores de hn suficien-
temente pequeños, cuanto mayores sean q y q̄, tendremos menores valores
para πn y π̄n, y por tanto seŕıa preferible tener q y q̄ lo mayores que sea po-
sible. De todas formas, no es obvio la medida en la que en la práctica, donde
los valores de h pueden no ser tan pequeños, es importante tener mayores
o menores valores de q y q̄.

Observación 3 Evidentemente, (2.12) no garantiza que los errores globales
en, ēn y el error global estimado ẽn se propaguen de una forma similar, ni
siquiera en el caso de que πn y π̄n sean insignificantes. Podemos mencionar
un ejemplo en el que todo el proceso fallaŕıa: Consideremos un sistema
bidimensional, en el que las matrices Jacobianas Rnk tengan dos valores
propios λ1

k y λ2
k con vectores propios v1

k y v2
k, de tal forma que |λ1

k| >> |λ2
k|.

Sea δk = δ1
kv

1
k+δ

2
kv

2
k y δ̄k = δ̄1

kv
1
k+δ̄

2
kv

2
k (para cada k). Si δ1

k = δ̄2
k, entonces ẽn

puede ser mucho menor que en y ēn. De todas formas, en general, podemos
esperar que las distintas formas en las que cada Rnk afecte a en, ēn, y ẽn
(dependiendo de la dirección de δk, δ̄k y δk − δ̄k) tenderán a compensarse
para distintos valores de k = 1, . . . , n.

Demostración Probaremos la primera igualdad de (2.11). La segunda
se puede probar de forma análoga, mientras que la tercera se obtiene sus-
trayendo término a término las dos primeras igualdades de (2.11). Tenemos
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que

en = (ψhn
(yn−1, ȳn−1) − ψhn

(yn−1, yn−1))

+ (ψhn
(yn−1, yn−1) − φhn

(yn−1))

+ (φhn
(yn−1) − φhn

(y(tn−1))) .

De la definición de δn y teniendo en cuenta la condición de independencia
(2.9), llegamos a

en = O(hq+1||ẽn−1|| + h||ẽn−1||2) + δn + (φhn
(yn−1) − φhn

(y(tn−1))) ,

y teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de φhn
(y(tn−1)+ en−1) en torno

a en−1 = 0, podemos escribir

en = O(hq+1||ẽn−1|| + h||ẽn−1||2) + δn +

+

(
∂φhn

∂y
(y(tn−1))en−1 +O(h||en−1||2)

)

,

lo que nos da la primera igualdad de (2.11). Las igualdades de (2.12) se
obtienen de (2.11) ya que Rn,k = Rn,n−1Rn−1,k. 2

Se pueden adaptar las técnicas estándares de estudio de la convergencia
de los métodos de un paso para ODEs [20] con el objeto de obtener el
siguiente resultado:

Teorema 1 Bajo la hipótesis de Lema 2, si q̄ ≥ r, entonces las aproxima-
ciones numéricas obtenidas mediante el esquema (2.8) satisfacen

en = yn − y(tn) = O(Hp)

ēn = ȳn − y(tn) = O(Hp+r),

para todo n tal que nH ≤ Constante, H = máxn hn.

2.4. Métodos Runge-Kutta embebidos con estimación

del Error Global

Ya hemos comentado que los métodos propuestos por Dormand, Gilmore
y Prince (2.4)–(2.7) son de la forma (2.2). Es decir, obtienen una solución
con un método Runge-Kutta puro, mientras que una segunda aproximación
es obtenida combinando las etapas de la primera aproximación con otras
etapas que dependen a su vez de una segunda aproximación. La segunda
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solución es utilizada para la estimación del error global. Nosotros hemos
propuesto una generalización de este proceso que encaja en el formato (2.8)
donde las aplicaciones ψh, ψ̄h : R2D → RD se definen como

ψh(y, ȳ) = y + h

s̄∑

i=1

bif(Yi), (2.13)

ψ̄h(y, ȳ) = ȳ + h
s̄∑

i=1

b̄if(Yi), (2.14)

donde para i = 1, . . . , s̄,

Yi = µiy + µ̄iȳ + h

i−1∑

j=1

aijf(Yj), (2.15)

donde µ̄i = 1 − µi para i = 1, . . . , s̄.
Se pueden obtener esquemas que encajan en la forma (2.2) con el simple

requerimiento en (2.13)–(2.15) de que para algún s < s̄,

µi = 1, i = 1, . . . , s

bi = 0, i = s+ 1, . . . , s̄

Aśı mismo, si además de las anteriores restricciones imponemos las siguien-
tes

b̄i = 0, i = 1, . . . , s,

µi = 0, i = s+ 1, . . . , s̄,

obtendremos la familia de los métodos globalmente embebidos ó globally
embedded RK methods definidos en (2.4)–(2.7).

En el esquema definido por (2.13)–(2.15) subyacen dos métodos Runge-
Kutta de un paso, es decir, tanto ψh(y, y) como ψ̄h(y, y) son dos métodos
Runge-Kutta que encajan en la definición estándar (1.9)–(1.10).

2.5. Condiciones sobre los parámetros del método

Para poder aplicar el Lema 2 y el Teorema 1, nos hace falta saber el orden
de los métodos Runge-Kutta subyacientes, al igual que para la obtención de
q y q̄ para los que se cumplen las condiciones de independencia (2.9)–(2.10).
En la introducción se muestra una forma de obtener sistemáticamente las
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condiciones que han de cumplir los coeficientes de un método RK expĺıcito
para que el método sea de un orden dado.

Necesitamos conocer la expansión de ψh(y, y+e) y de ψ̄h(y, y+e) en po-
tencias de h para poder igualarla a la expansión del flujo φh(y) y aśı obtener
las condiciones que deben cumplir los parámetros del esquema.

Para conocer el desarrollo en serie de potencias de h de ψh(y, y + e) y
de ψ̄h(y, y + e) vamos a seguir el procedimiento seguido en la sección 1.8,
es decir, suponiendo que la serie correspondiente a cada Yi tiene una forma
general dada, deduciremos los valores de cada elemento de la serie.

Supongamos que Yi se puede representar como

Yi = y +
∑

t∈T∗

hρ(t)

σ(t)
ψi(t)F (t)(y, e), (2.16)

donde T∗ es un conjunto contable de ı́ndices (veremos que se puede tomar
como el conjunto de árboles con hojas blancas y negras y nodos internos
negros), y para cada t ∈ T∗, el orden ρ(t) es un número positivo, σ(t) es
un factor que se elegirá de forma conveniente, la diferencial elemental F (t)
es una aplicación F (t) : R2D → RD que depende del sistema (1.1) que se
pretende integrar, y ψi(t) es un coeficiente real que no depende del sistema.

Lo primero que nos hace falta conocer es la expansión de f(Yi) y podemos
obtenerlo aplicando el Lema 1:

f(Yi) =
∑

u∈F∗

hρ(u)

σ(u)
ψ̂i(u)X(u)f(y, e), (2.17)

donde cada elemento u ∈ F∗ es una tupla no ordenada de elementos de
T∗, que se puede interpretar formalmente como un producto conmutativo
u = t1t2 · · · tm de elementos de T∗, y el elemento neutro, que denotaremos
como ∅, es la tupla compuesta por 0 elementos de T∗ y también pertenece
a F∗. Para cada u ∈ F∗, ρ(u) ∈ Z+, ψ̂i(u) ∈ R, aśı como la aplicación
X(u)f(y) : R

2D → R
D, están determinados según el Lema 1 a partir de los

valores de ρ(t), ψi(t) y de la definición de F (t) : R2D → RD para los ı́ndices
de t ∈ T∗.

Si sustituimos la expresión correspondiente a f(Yi) dada por (2.17) en
(2.15), llegamos a

Yi = y + µ̄ie+
∑

u∈F∗

hρ(u)+1

σ(u)
(

s̄∑

j=1

aijψ̂j(u))X(u)[f ](y, e), (2.18)

que debe ser equiparable a (2.16).
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Sean
T∗l = {t ∈ T∗ / ρ(t) = l}

y

F∗l = {t1 · · · tm / ti ∈ T∗ji ,

m∑

i=1

ji = l}.

Teniendo en cuenta las relaciones entre el conjunto T∗ y el conjunto F∗,
de la equiparación de (2.18) con (2.16) fijándonos en los coeficientes de
hl, podemos definir recursivamente tanto el conjunto T∗ como F∗ de forma
coherente.

1. Para el caso h0, en (2.18) tenemos el término µ̄ie, por lo que elegimos
un elemento en T∗0, que denotamos como ◦, para el que

ρ(◦) = 0,

σ(◦) = 1,

F (◦)(y, e) = e,

ψi(◦) = µ̄i

2. Para los casos de hl con l = 1, 2, 3, . . ., tenemos que los elementos
u ∈ F∗l−1 son las m-tuplas no ordenadas t1 · · · tm, con ti ∈ T∗ji , y
∑m

i=1 ji = l − 1, y para cada uno de estos elementos u ∈ F∗, elegimos
un único elemento en T∗l, que denotamos como t = [u].

Hemos comentado en el Lema 1 que la tupla con 0 elementos de T∗ (el
elemento neutro si consideramos las tuplas como productos conmutativos de
elementos de T∗) forma parte de F∗, y lo denotamos como ∅. Para el árbol
t = [∅] correspondiente a dicho elemento neutro, y representado a partir de
ahora mediante •, definimos

ρ(•) = ρ(∅) + 1 = 1,

σ(•) = σ(∅) = 1,

F (•)(y, e) = X(∅)[f ](y, e) = f(y),

ψi(•) =
∑s̄

j=1 aijψ̂j(∅) =
∑s̄

j=1 aij .

Para el resto de elementos de F∗, sean t1, . . . , tm ∈ T∗ tales que u = t1 · · · tm,
entonces, para el árbol t = [u] ∈ T∗ elegimos

ρ([t1 · · · tm]) = ρ(u) + 1 = ρ(t1) + . . .+ ρ(tm) + 1,
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F ([t1 · · · tm])(y, e) = X(t1 · · · tm])[f ](y, e) =
= f (m)(F (t1)(y, e), . . . , F (tm)(y, e)),

la recursión que nos posibilitará la obtención de las condiciones sobre
los parámetros del método,

ψi([t1 · · · tm]) =

s̄∑

j=1

aijψ̂j(u) =

s̄∑

j=1

aijψj(t1) . . . ψj(tm), (2.19)

Además, si u = tr11 · · · trnn donde t1, . . . tn son distintos dos a dos, en-
tonces

σ([tr11 · · · trnn ]) = r1! · · · rn!σ(t1)
r1 · · ·σ(tn)

rn .

El conjunto T∗ se puede representar como el conjunto de los arboles
con hojas blancas y negras y nodos internos negros. Es decir, podemos
representar gráficamente estos elementos, por una parte, como el árbol con
un único nodo blanco, y por otra, como los árboles con ráız y vértices negros,
pero a los que hemos añadido un conjunto de hojas blancas, siendo el número
de hojas blancas mayor o igual que 0. Las hojas blancas corresponden a los
elementos ◦ ∈ T∗0 que siempre se sitúan como hojas, no como nodos internos
al árbol, ya que la ráız de un árbol es siempre un vértice negro excepto en
el caso del árbol ◦ que tiene un único vértice y es blanco. El conjunto de
árboles con ráız con vértices negros T , considerado en el caso de los métodos
de Runge-Kutta estándar, es obviamente un subconjunto de T∗. Además,
si t ∈ T∗ solo tiene vértices negros, las definiciones de ρ(t), σ(t) y F (t)
coinciden con las dadas en la Sección 1.8 para las B-series. Otra interesante
observación es que las hojas blancas no tienen ningún efecto en ρ(t), por lo
que la potencia de h a la que afecta el árbol solo depende de los nodos negros.
Más concretamente, ρ(t) es el número de vértices negros. En consecuencia,
el número de árboles que hay para una potencia hp con p > 0 es ilimitado
ya que podemos añadir tantas hojas blancas como queramos sin alterar el
valor ρ(t).

Ahora que conocemos la expansión de f(Yi), lo podemos sustituir en
(2.13) y haciendo uso de (2.17) obtendremos

ψ(y, y + e) = y +
∑

u∈F∗

hρ(u)+1

σ(u)

(
s̄∑

i=1

biψ̂i(u)

)

X(u)[f ](y, e)

= y +
∑

t∈T∗

hρ(t)

σ(t)
ψ(t)F (t)(y, e), (2.20)

donde para los diferentes elementos t ∈ T∗ tenemos que
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para t = ◦, se cumplen ψ(◦) = 0, σ(◦) = 1, ρ(◦) = 0 y F (◦)(y, e) = e,

para t = [∅] = •, se cumplen ψ(•) =
∑s

i=1 bi, σ(•) = 1, ρ(•) = 1 y
F (•)(y, e) = f(y),

y para el resto de elementos t = [t1 · · · tm], tenemos que

ψ([t1 · · · tm]) =

s̄∑

i=1

biψi(t1) · · ·ψi(tm), (2.21)

con ψi(t) dado en (2.19),

F ([t1 · · · tm])(y, e) = f (m)(F (t1)(y, e), . . . , F (tm)(y, e)),

y si expresamos el árbol t de la forma t = [tr11 · · · trnn ] donde t1, . . . tn
son distintos dos a dos, entonces

σ([tr11 · · · trnn ]) = r1! · · · rn!σ(t1)
r1 · · ·σ(tn)

rn .

Para la expansión del flujo, sabemos de la Sección 1.8 que puede ser
expandido como una B-serie

φh,f = B(φ), (2.22)

donde φ(t) viene dada por la recursión que se muestra en (1.39), y donde
los elementos que aparecen en la serie corresponden a los árboles con ráız
con vértices negros T ⊂ T∗. Definiendo φ(t) = 0 si t ∈ T∗ − T , entonces

φh,f = y +
∑

t∈T∗

hρ(t)

σ(t)
φ(t)F (t)(y, e), (2.23)

Por tanto, para que el método cumpla las condiciones de orden que nos
interese, solo nos resta hacer que los coeficientes de cada árbol en (2.20)
sean iguales a los coeficientes de los mismos árboles en (2.23). Los árboles
que aparecen en el desarrollo en potencias de h en (2.20) son los árboles con
ráız negra y hojas blancas y negras. Estos árboles junto con las condiciones
que surgen de cada uno de ellos se muestran en la Tabla 2.1.

Para el caso del segundo método ψ̄h definido en (2.14) podemos obtener
la expansión de igual manera que para ψh. La expansión de f(Yi) dada en
(2.17) la podemos sustituir en (2.14) con lo que obtenemos
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Tabla 2.1: Condiciones de los árboles con hojas blancas y negras de menos
de 5 vértices, y el agrupamiento de árboles para que las condiciones de
independencia tengan los términos indicados. Para que la estimación de
ψh(y, y+ e)−φh(y) tenga la forma que aparece en la columna de la derecha
habrán de cumplirse todas las condiciones de los árboles que estén más
arriba.

árbol Condición: ψ(t) = φ(t) Estimación ψh(y, y + e) − φh(y)

h
∑

i bi = 1
h2

∑

i bici = 1
2

h‖e‖
∑

i biµ̄i = 0 O(h3 + h2||e|| + h||e||2)
h3

∑

i bic
2
i = 1

3
∑

i bi
∑

j aijcj = 1
6

O(h4 + h2||e|| + h||e||2)
h2‖e‖

∑

i biciµ̄i = 0
∑

i bi
∑

j aijµ̄j = 0 O(h4 + h3||e|| + h||e||2)
h‖e‖2

∑

i biµ̄
2
i = 0 O(h4 + h3||e|| + h2||e||2 + h||e||3)

h4

∑

i bic
3
i = 1

4
∑

i bici
∑

j aijcj = 1
8

∑

i bi
∑

j aijc
2
j = 1

12

∑

i bi
∑

j aij
∑

k ajkck = 1
24

O(h5 + h3||e|| + h2||e||2 + h||e||3)
h3‖e‖

∑

i bic
2
i µ̄i = 0

∑

i bici
∑

j aijµ̄j = 0
∑

i biµ̄i
∑

j aijcj = 0
∑

i bi
∑

j aijcjµ̄j = 0

∑

i bi
∑

j aij
∑

k ajkµ̄k = 0 O(h5 + h4||e|| + h2||e||2 + h||e||3)
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ψ̄(ȳ + e, ȳ) = ȳ +
∑

u∈F∗

hρ(u)+1

σ(u)

(
s̄∑

i=1

b̄iψ̂i(u)

)

X(u)[f ](y, e)

= ȳ +
∑

t∈T∗

hρ(t)

σ(t)
ψ̄(t)F (t)(y, e), (2.24)

donde ρ(t) y σ(t) se definen igual que en (2.20) y ψ̄(t) está definido para
cada t ∈ T∗ como sigue:

ψ̄(◦) = 0,

ψ̄(•) =

s̄∑

i=1

b̄i,

ψ̄(t) =

s̄∑

i=1

b̄iψ̄i(t1) · · · ψ̄i(tm) si t = [t1 · · · tm]

con

ψ̄i(◦) = µi,

ψ̄i(•) =
s̄∑

j=1

aij,

ψ̄i([t1 · · · tm]) =
s̄∑

j=1

aijψ̄j(t1) . . . ψ̄j(tm).

Obtendremos las condiciones correspondientes comparando (2.23) con
el desarrollo en serie de potencias de h de ψ̄h(ȳ + e, ȳ) dado en (2.24),
pero no mostramos las condiciones de orden del método subyaciente ni las
condiciones de independencia (2.10) que han de cumplir los parámetros del
método ψ̄h(ȳ+e, ȳ), porque son muy similares a las condiciones mostradas en
la Tabla 2.1 para el método ψh(y, y+e). Por simetŕıa, basta con sustituir en
la Tabla 2.1 bi y µ̄i por b̄i, y µi respectivamente para obtener las condiciones
del método ψ̄h(ȳ + e, ȳ).

2.6. Consideraciones prácticas

Supongamos que el Teorema 1 se cumple con r ≥ 1 para el esquema
(2.13)–(2.15). Entonces, tiene sentido proporcionar la aproximación de ma-
yor orden ȳn, en lugar de yn, como la solución numérica. En ese caso, ẽn
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ya no es una estimación del error global asintóticamente correcta, sino una
estimación incierta [24]. Aśı, esperamos que ẽn = yn − ȳn sea mayor que
ēn = ȳn − y(tn) para secuencias de pasos hn suficientemente pequeños, y a
su vez, esperamos que el error exacto ēn y el estimado ẽn se propaguen de
una forma similar. En este sentido, no hace falta que p̄ = p + r sea mucho
mayor que p, ya que en ese caso, ẽn seŕıa una estimación excesivamente
conservadora de ēn para secuencias de hn suficientemente pequeñas.

Si comparamos la aplicación del esquema (2.8) definido por (2.13)–(2.15)
con la aplicación del método Runge-Kutta subyaciente de orden p̄, ŷn =
ψ̄hn

(ŷn−1, ŷn−1), podemos observar por un lado que en cada paso requieren
prácticamente el mismo esfuerzo computacional, y por otro lado, que cuanto
mayor sea q̄, más similares son ȳn y ŷn (para pequeños valores de hn y ẽn).
Por tanto, podemos esperar para valores razonables de q̄ en la condición
de independencia (2.10), que las dos aproximaciones ȳn y ŷn muestren una
precisión parecida. En concreto, bajo las hipótesis del Teorema 1 se puede
demostrar que,

ȳn − y(tn) = (I +O(H q̄−r))(ŷn − y(tn)), (2.25)

para nH ≤ Constante y H = máxn hn.
Estas consideraciones hacen que esperemos que el cálculo de ȳn junto con

la estimación incierta ẽn del error global ofrezca unas soluciones numéricas
comparables a las que se obtendŕıan con el método Runge-Kutta subyaciente
ŷn, por lo que obtendŕıamos información sobre el error global sin pérdida
sustancial de eficiencia del proceso numérico.

2.7. Región de estabilidad de los métodos

A la hora de calcular un paso del método numérico con el problema de
testeo (1.48) de Dahlquish, con el objeto de analizar la región de estabilidad
(lineal) para los métodos Runge-Kutta embebidos con estimación del error
global, hay que sustituir f(Yi) por λYi en (2.13) y en (2.14) y hacer recur-
sivamente lo mismo para cada Yi dado por (2.15). Con estas sustituciones
obtenemos la siguiente expresión

(
yn+1

ȳn+1

)

=

(
R11(z) R12(z)
R21(z) R22(z)

)(
yn
ȳn

)

donde z = hλ y

R11(z) = 1+ z
∑

i

biµi + z2
∑

i

bi
∑

j

aijµj + · · ·+
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+zs̄
∑

i

bi
∑

j

aij · · ·
m∑

l

almµm

︸ ︷︷ ︸

s̄

,

R12(z) = z
∑

i

bi(1 − µi) + z2
∑

i

bi
∑

j

aij(1 − µi) + · · · +

+zs̄
∑

i

bi
∑

j

aij · · ·
m∑

l

alm(1 − µm)

︸ ︷︷ ︸

s̄

,

R21(z) = z
∑

i

b̄iµi + z2
∑

i

b̄i
∑

j

aijµj + · · ·+

+zs̄
∑

i

b̄i
∑

j

aij · · ·
m∑

l

almµm

︸ ︷︷ ︸

s̄

,

R22(z) = 1+ z
∑

i

b̄i(1 − µi) + z2
∑

i

b̄i
∑

j

aij(1 − µi) + · · · +

+zs̄
∑

i

b̄i
∑

j

aij · · ·
m∑

l

alm(1 − µm)

︸ ︷︷ ︸

s̄

.

Los coeficientes asociados a zi son los valores ψ(t) definidos en la sección 2.5
(cuyo valor obtenemos mediante la recursión (2.21) y que mostramos en la
Tabla 2.1) correspondientes a los árboles t sin ramificaciones con una hoja

blanca: , . . .

Por otra parte, si sumamos R11(z)+R12(z) (o en su caso R21(z)+R22(z))
obtenemos la función de estabilidad del método Runge-Kutta subyaciente
ψh(y) (respectivamente ψ̄h(y)), definida en la Sección 1.11, en la que los
coeficientes de zi son los valores que toma la función ψ(ti), definida en
(1.26) y cuyo valor se obtiene mediante la recursión (1.34), donde ti es el
árbol con i nodos que no tiene ramificaciones ni nodos blancos.

La región de estabilidad lineal es aquella para la que los autovalores de
la matriz 2 × 2

M(z) =

(
R11(z) R12(z)
R21(z) R22(z)

)

(2.26)

son en módulo menores que o iguales a 1.
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2.8. Representación binaria de los árboles

De la equiparación de (2.20) con (2.22) se obtienen las condiciones nece-
sarias para definir el conjunto T∗, y a su vez, hemos obtenido las recursiones
que nos posibilitan la obtención de las condiciones sobre los parámetros del
método que corresponden a cada uno de los elementos de T∗. No obstante,
necesitamos algún método para construir y representar el conjunto de los
arboles T∗.

En [17] Murua muestra una forma de representar y construir el conjunto
de árboles T∗. En ella se define la descomposición estándar de los árboles,
más concretamente de una generalización de árboles llamados N-Trees, que
son árboles que admiten N tipos de nodos en su estructura. En nuestro
caso, admitimos dos tipos de nodos en un árbol t ∈ T∗, los nodos blancos y
negros, pero en la ráız solo admitimos los nodos negros, excepto el árbol con
un único nodo blanco ◦. Además de la descomposición estándar establece
una relación de orden entre los N-árboles, y proporciona un algoritmo para
la construcción de la tabla correspondiente a la descomposición estándar
para los árboles desde el orden 1 hasta cualquier orden pmax dado. En
nuestro caso, para un árbol t hay que distinguir entre el orden del árbol
ρ(t) y el número de vértices del árbol |t|. El número de vértices de un árbol
viene dado por:

|t| = 1 si t = • o t = ◦,

|t| = 1 + |t1| + . . .+ |tm| si t = [t1 · · · tm].

Como hemos dicho, las hojas blancas no influyen en el orden del árbol,
pero en [17] Murua supone que ambos coinciden. No obstante el algoritmo
de construcción de árboles nos sirve igualmente, ya que aunque se base en
el número de vértices podemos obtener todos los árboles en función de ese
número en vez de obtenerlos en función del orden.

Para poder definir la descomposición estándar de los árboles necesitamos
definir una operación binaria entre dos árboles, a menudo conocida como
el producto de Butcher en la literatura del análisis numérico de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

Definición 4 Dados t1, t2 ∈ T∗, el producto de Butcher t1 · t2 ∈ T∗ se define
como:

t1 · t2 = [t2] si t1 = [∅],

t1 · t2 = [t′1 · · · t′mt2] si t1 = [t′1 · · · t′m].
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Obsérvese que los elementos t = [t1 · · · tm] de T∗ los definimos en fun-
ción de sus componentes t1, . . . , tm, y no importa cómo estén ordenadas las
componentes, es decir, son tuplas no ordenadas, por lo que el producto de
Butcher cumple la propiedad (t1 · t2) · t3 = (t1 · t3) · t2.

El producto de Butcher nos posibilita la descomposición de un árbol
t 6= [∅] en dos árboles (ta, tb) de forma que t = ta · tb. Sin embargo, dicha
descomposición no es única. Para establecer una descomposición única, nos
basaremos en una relación de orden total del conjunto T∗.

Sea T i
∗ = {t ∈ T∗ / |t| = i}, suponiendo que tenemos ordenado el

conjunto T r−
∗ = T 1

∗ ∪ T 2
∗ ∪ . . . ∪ T r−1

∗ (con r > 1) de tal forma que ta < tb
si |ta| < |tb|,

llamaremos descomposición estándar de t = [t1t2 · · · tm] ∈ T r
∗ con

t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tm al par dec(t) = (dec1(t), dec2(t)) donde dec1(t) =
[t1t2 · · · tm−1] y dec2(t) = tm.

y a su vez, dados t1, t2 ∈ T r
∗ , si su descomposición estándar es t1 =

(t1a, t1b) y t2 = (t2a, t2b), diremos que t1 < t2 si se cumple una de estas
dos condiciones:

t1a < t2a, (2.27)

t1a = t2a y t1b < t2b. (2.28)

Finalmente, los dos elementos de T 1
∗ = {•, ◦} no se pueden descom-

poner, y establecemos el orden • < ◦, con lo que completamos la
definición de la relación de orden.

La definición de descomposición estándar junto con la relación de orden
ofrecen una forma simple de representar el conjunto de árboles T∗. Identifi-
camos cada árbol de T∗ con un número positivo en función de la relación de
orden establecida; empezando desde 1 para • y 2 para ◦, asociamos a cada
árbol el número que le corresponde a su posición según el orden establecido
por la relación de orden definida junto con la descomposición estándar.

A la hora de construir los árboles de cierto número de vértices p hay que
tener en cuenta que la descomposición estándar del árbol t obliga a que el
par (dec1(t), dec2(t)) esté compuesto por dos árboles de número de vértices
menor que p, pero cuya suma sea igual a p. Además, al ser dec2(t) el máximo
posible, obliga a que los posibles números que puedan combinarse con un
dec1(t) dado sean mayores o iguales a dec2(dec1(t)). Estas dos condiciones
nos van a guiar a la hora de construir los árboles, empezando desde el árbol
• = 1 y ◦ = 2 que no pueden descomponerse.
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Para obtener todos los árboles con un número de vértices p dado, el
algoritmo a seguir es bastante simple: supongamos que tenemos construidos
de forma ordenada según la relación de orden dada todos los árboles con
menos vértices que p, y supongamos a su vez que tenemos el número del pri-
mer árbol de cada número de vértices q < p, que denotaremos como first(q).
Por tanto, el siguiente árbol que debemos generar será first(p), y todos esos
árboles que ya hemos generado están numerados desde 1 hasta first(p)− 1.
Por ejemplo, para el caso de que queramos crear los árboles de 5 vértices,
partimos de que tenemos los árboles de menos de 5 vértices, numerados
desde 1 hasta 22 (ver Tabla 2.2) y tenemos que first(1) = 1, first(2) = 3,
first(3) = 5, y first(4) = 10 y el siguiente a generar será first(5) = 23.

Para generar los árboles de p vértices en orden ascendente, debemos
tener en cuenta primeramente, la condición (2.27) de la relación de orden
dada, por lo que los primeros árboles a generar serán los que tengan dec1(t)
mı́nimo, es decir debemos empezar desde 1 e ir subiendo hasta p − 1. En
nuestro ejemplo, empezaremos a combinar los árboles de un vértice con los
de 4 vértices, luego los de 2 con los de 3, los de 3 con los de 2 y terminaremos
combinando los de 4 vértices con los de 1 único vértice.

Pero entre los árboles de p vértices con dec1(t) dado, el orden lo esta-
blece la condición (2.28), por lo que para generar estos árboles habrá que
empezar desde el mı́nimo dec2(t) posible. Como hemos dicho, el mı́nimo
dec2(t) posible debe ser mayor o igual a dec2(dec1(t)), de ah́ı que para cons-
truirlos debamos empezar desde el mayor entre dec2(dec1(t)) y first(p− q).
Siguiendo con el ejemplo, supongamos que estamos tratando de generar los

árboles t que se obtienen de combinar el árbol de 4 vértices, cuya
descomposición estándar es (3,3) y su identificador es el número 15, con
los árboles de un vértice. En ese caso, dec2(t) debeŕıa ser como mı́nimo 3,
ya que dec2(15) = 3 y first(5 − 4) = 1, pero no hay árboles de un vértice
mayores o iguales a 3, por lo que no habrá árboles t de 5 vértices cuya
descomposición estándar tenga dec1(t) = 15.

Por otra parte, no admitimos los árboles que tengan vértices internos
blancos. Para saber si un árbol t es aceptable o no podemos utilizar un test
que se asegure de que tanto dec1(t) como dec2(t) sean aceptables: para ello
diremos que un árbol es de tipo 1 si su ráız es un nodo negro, y el árbol es de
tipo 2 si tiene ráız blanca. Si queremos aceptar árboles sin vértices internos
blancos, basta con que dec1(t) sea siempre del tipo 1, lo que hará que el
árbol resultante tenga ráız negra (la ráız del resultado de la multiplicación
de Butcher de dos árboles el la ráız del primer árbol) mientras que para
dec2(t) tenemos dos posibilidades, la primera es que sea un vértice blanco
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sin nada más dec2(t) = 2 (estaŕıamos añadiendo una hoja blanca unida a
la ráız al árbol dec1(t)), y la segunda es que sea un árbol de tipo 1 (y su
descomposición estándar volverá a tener como primer elemento un árbol de
tipo 1).

Tenemos por un lado el test que indica si un árbol es válido o no:

int test(int u1, int u2)

{

if (tipo[u1] == 1) && ((tipo[u2] == 1)||(u2 == 2))

return(1);

else return(0);

}

Y por otro lado el código que genera las tablas con la información de
cada árbol:

numero de vértices que tiene,

orden al que corresponde,

su descomposición estándar (dec1 y dec2)

tipo (siempre 1 a excepción del árbol 2)

Además, genera una tabla, la tabla first, donde para cada ı́ndice i guarda
el primer árbol con i vértices.

first[1] = 1;

numvert[1] = 1;

numvert[2] = 1;

tipo[1]= 1;

tipo[2]= 2;

dec_1[1]=1; dec_2[1]=0;

dec_1[2]=2; dec_2[2]=0;

orden[1] = 1;

orden[2] = 0;

siguiente = 3;

for (p = 2; p < p_max; p++) {// árboles con p vértices

first[p]= siguiente;

for (q = 1; q < p; q++) {

//trataremos de combinar todos los árboles con i vértices

for (u1 = first[q]; u1 < first[q+1]; q++) {
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u2min= max(first[p-q],dec_2[u1]);

for (u2 = u2min; u2 < first[p-q+1]; u2++) {

if (test(u1,u2)) {

numvert[siguiente] = p; // = q + p-q;

tipo[siguiente] = tipo[u1]; // = 1;

dec_1[siguiente]= u1;

dec_2[siguiente]= u2;

orden[siguiente] = orden[u1]+orden[u2];

siguiente ++;

} //if

} // for (u2...

} // for (u1...

} // for (q...

} // for (p...

Con este algoritmo podemos obtener los árboles junto con su descompo-
sición y la información sobre el número de vértices, ρ(t) y el tipo del árbol.
En la Tabla 2.2 vemos los resultados que obtiene el código para los árboles
con menos de 5 vértices. Podemos ver a su vez, cómo entre los árboles de 4
vértices aparecen tanto árboles de orden cuatro como de tres, dos e incluso
orden 1, y si siguiéramos adelante con el proceso de obtención de árboles
veŕıamos que entre los árboles de n vértices siempre hay árboles de orden
1 hasta n; el número de hojas blancas reduce el orden del árbol respecto
al número de vértices del árbol, y siempre podemos crear el árbol con ráız
negra y el resto de vértices pueden ser hojas blancas que salen de la ráız.
Todo ello nos indica que para este tipo de métodos el desarrollo en serie
(2.20) tiene un número infinito de elementos para cada potencia de h > 0.

2.8.1. Condiciones de orden con la representación binaria de los

árboles

En la sección 2.5 hemos dado a conocer las expansiones en potencias de
h de ψh(y, y+ e) y de ψ̄h(y+ e, y) mediante (2.20) y (2.24) respectivamente,
y en dichas expansiones la recursión para obtener los coeficientes ψ(t) de
cada árbol vienen dadas por (2.21). Aśı mismo, se han dado las recursiones
para obtener σ(t), ρ(t) y F (t)(y, e). Todas las recursiones mencionadas se
basan en la forma de representar los árboles mediante la tupla de subárboles
que quedan al quitar la ráız del árbol. Pero si representamos los árboles
mediante su descomposición estándar, conviene que podamos obtener todos
los valores que aparecen en (2.20) basándonos en esa descomposición.
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Tabla 2.2: Descomposición estándar de los árboles de menos de 5 vértices

árbol descomposición tipo No vértices ρ(t) gráfica

1 (1, 0) · ∅ 1 1 1
2 (2, 0) · ∅ 2 1 0

3 (1, 1) · 1 2 2

4 (1, 2) · 1 2 1

5 (1, 3) · 1 3 3

6 (1, 4) · 1 3 2

7 (3, 1) · 1 3 3

8 (3, 2) · 1 3 2

9 (4, 2) · 1 3 1

10 (1, 5) · 1 4 4

11 (1, 6) · 1 4 3

12 (1, 7) · 1 4 4

13 (1, 8) · 1 4 3

14 (1, 9) · 1 4 2

15 (3, 3) · 1 4 4

16 (3, 4) · 1 4 3

17 (4, 3) · 1 4 3

18 (4, 4) · 1 4 2

19 (7, 1) · 1 4 4

20 (7, 2) · 1 4 3

21 (8, 2) · 1 4 2

22 (9, 2) · 1 4 1
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El orden y el número de vértices de cada elemento se pueden obtener de
las recursiones

ρ(•) = 1, ρ(◦) = 0,

ρ(t) = ρ(dec1(t)) + ρ(dec2(t))

| • | = 1, | ◦ | = 1,

|u| = |dec1(t)| + |dec2(t)|
En cuanto a los valores de φ(t) de (2.22), y de ψ(t) de (2.20) tenemos

por un lado los casos triviales:

ψ(•) =

s∑

i=1

bi,

ψ(◦) = 0

φ(•) = 1,

φ(◦) = 0.

mientras que para los casos generales hemos de mirar el origen de la recur-
siones dadas en (2.22) y en (2.20) para t = [t1 · · · tm]. Por la aplicación del
Lema 1, tenemos que a cada árbol t ∈ T∗ le corresponde una tupla u =
t1t2 · · · tm ∈ F∗. Supongamos sin perder generalidad que t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tm
por lo que la descomposición estándar del árbol t es t = ([t1 · · · tm−1], tm).
Si continuáramos descomponiendo recursivamente la parte izquierda de la
descomposición llegaŕıamos a

t = (· · · (
︸ ︷︷ ︸

m

1, t1), t2), · · · , tm).

Teniendo en cuenta esta descomposición de t, junto con la recursión dada
para ψ(t) en (2.21)

ψ(t) =

s∑

i=1

biψi(t1) · · ·ψi(tm),

la recursión correspondiente a ψi(t) dada en (2.21)

ψi(t) =
s∑

j=1

aijψj(t1) · · ·ψj(tm),

y la recursión de φ(t) dada en (1.39)

φ(t) =
1

ρ(t)
φ′(t) =

1

ρ(t)
φ(t1) · · ·φ(tm),
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podemos establecer las siguientes recursiones para ψ(t) y para φ(t):

ψ̂′
i(•) = 1,

ψ̂i(•) =
s∑

j=1

aij ,

ψ̂i(◦) = µi,

ψ̂′
i(t) = ψ̂′

i(dec1(t))ψ̂i(dec2(t)), 1 ≤ i ≤ s,

ψ̂i(t) =
s∑

j=1

aijψ̂
′
j(t), 1 ≤ i ≤ s,

ψ(t) =

s∑

i=1

biψ̂
′
i(t),

φ′(•) = 1,

φ′(t) = φ′(dec1(t))φ(dec2(t)),

φ(t) =
φ′(t)

ρ(t)
.

2.9. Construcción de un método de 7 etapas

Para ver si los esquemas generales globalmente embebidos (2.13)–(2.15)
pueden realmente ser tan eficientes como los métodos de Runge-Kutta estánda-
res, hemos construido un método de orden 5 (más precisamente s̄ = 8,
p = 5, p̄ = 4, q = 2, q̄ = 1) basándonos en un método de RK muy eficiente,
a saber, el método de RK expĺıcito de orden 5 de Bogacki y Shampine [2]
implementado en el código RKSUITE [8]. Nos referiremos a éste método
como BSRK5.

Hemos determinado los coeficientes bi (1 ≤ i ≤ 7), y aij (1 ≤ i, j ≤ 7)
de tal forma que el método subyaciente de orden 5 sea el esquema BSRK5.
Al igual que es t́ıpico en la construcción de esquemas de Runge-Kutta lo-
calmente embebidos, hemos hecho que yn−1 y yn sean respectivamente la
primera y última etapa del esquema (2.13)–(2.15) (FSAL: First Same As
Last). Ello se consigue haciendo que a8i = bi (1 ≤ i ≤ 7), µ1 = 1 y µ8 = 1.
Por tanto, aunque el método resultante sea formalmente de ocho etapas,
requiere únicamente siete evaluaciones de f(y) en cada paso.

El resto de parámetros, es decir, b̄i (1 ≤ i ≤ 8) y µi (2 ≤ i ≤ 7), se
han elegido de tal forma que el método de RK subyaciente ψ̄h(y) = ψ̄h(y, y)
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sea de orden 4 y las condiciones de independencia (2.9)–(2.10) se satisfagan
para q̄ = 1 y q = 2.

Para que ψ̄h(y, y + e) = ψ̄h(y, y) + O(h2||e|| + h||e||2), se debe cumplir
que en la expansión (2.24) el coeficiente del árbol se anule, ya que es el
único árbol con término proporcional a h‖e‖.

Por otro lado, para que ψh(y + e, y) = ψh(y, y) + O(h3||e|| + h||e||2)
en la expansión (2.20), se deben anular los coeficientes de , y . Los
dos últimos arboles son los que aparecen multiplicando a h2‖e‖. Por tanto,
las condiciones de independencia conllevan que se tengan que cumplir las
siguientes cuatro condiciones:

∑

i

b̄iµi = 0 (2.29)

∑

i

bi(1 − µi) = 0, (2.30)

∑

i

bici(1 − µi) = 0, (2.31)

∑

i

bi
∑

j

aij(1 − µj) = 0. (2.32)

No obstante, los coeficientes del método BSRK5 cumplen ciertas propie-
dades, que como veremos seguidamente, hacen que las condiciones (2.29)-
(2.32) no sean independientes entre śı. En la construcción de métodos expĺıci-
tos de Runge-Kutta es usual que se impongan ciertas condiciones que sim-
plifican las condiciones de orden de los métodos. Seguidamente veremos que
las condiciones simplificadoras que verifica el esquema BSRK5 simplifican
a su vez las condiciones requeridas para nuestro método embebido.

2.9.1. Aplicación de las propiedades de BSRK5 a las condiciones

del método ψ̄h(y, ȳ)

A la hora de construir métodos de Runge-Kutta expĺıcitos se deben
establecer los valores que toman las variables que aparecen en el tablero
de Butcher del método a construir, y dependiendo del orden del método,
los valores del tablero deberán cumplir más o menos condiciones. Estas
condiciones son las que surgen al igualar elementos de los desarrollos en
serie de potencias de h de la solución numérica ψh y los elementos del flujo
exacto φh, dadas en (1.26).

En la Sección 1.8 hemos explicado la forma de obtener la condición
correspondiente a cada uno de los árboles. No obstante, se pueden estable-
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cer condiciones generales, no asociadas a un único árbol, de forma que las
condiciones derivadas individualmente de cada árbol se simplifiquen entre
śı, haciendo que algunas de ellas sean redundantes. Estas simplificaciones
son utilizadas muy ampliamente en la construcción de familias de métodos
de Runge-Kutta.

Una de las ventajas que ofrecen las simplificaciones es que las expre-
siones que surgen en los sistemas de ecuaciones resultantes son mucho más
manejables, y por otro lado, nos posibilitan la obtención de los valores del
tablero de Butcher de forma escalonada.

Las propiedades que vamos a utilizar en la simplificación son las siguien-
tes:

s∑

i=1

biaij = bj(1 − cj), j = 1, . . . , s (2.33)

s∑

j=1

aijcj −
c2i
2

= 0, i = 3, . . . , s (2.34)

s∑

j=1

aijcj −
c3i
3

= 0, i = 3, . . . , s (2.35)

En particular, el esquema de Runge-Kutta expĺıcito BSRK5 de Bogacki y
Shampine [2] en el que basamos la construcción de nuestro esquema global-
mente embebido cumple las condiciones (2.33)-(2.35).

La propiedad dada en (2.33) permite escribir la condición (2.32) como

s∑

j=1

bj(1 − cj)(1 − µj) =
∑

i

bi(1 − µi) −
∑

i

bici(1 − µi) = 0

Esto implica que si se cumplen (2.30) y (2.31) también se cumple (2.32).
Para que el método subyaciente ψ̄h(y, y) sea de orden 4, deben cumplir-

se las condiciones que surgen de los árboles con ráız y vértices negros con
cuatro o menos vértices, es decir, han de cumplirse las 8 condiciones que
obtenemos al igualar ψ̄(t) a φ(t) para los árboles de la Tabla 1.1, donde
ψ̄(t) y φ(t) representan los coeficientes correspondientes al árbol t en las
expansiones en potencias de h de ψ̄h(y) y de φh(y) respectivamente, y que
hemos dado en (1.37) y en (1.39). Sin embargo, podemos reducir el número
de condiciones gracias a las propiedades (2.33)–(2.35) que cumple el esque-
ma BSRK5. Supongamos que las condiciones asociadas a , , y se
cumplen, es decir,

ψ̄( ) = 1, ψ̄( ) =
1

2
, ψ̄( ) =

1

3
y ψ̄( ) =

1

4
.
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Vamos a demostrar que las condiciones ψ̄(t) = φ(t) asociadas a los árboles

t = , , , se reducen a b̄2 = 0 y
∑

i b̄iai2 = 0.

1. Teniendo en cuenta que la condición asociada a se cumple, podemos
reescribir

ψ̄( ) = φ( ) =
1

6
como (

ψ̄( ) − 1

6

)

− 1

2

(

ψ̄( ) − 1

3

)

= 0,

que equivale a
∑

i

b̄i(
∑

j

aijcj −
c2i
2

) = 0. (2.36)

Sabemos que el esquema BSRK5 cumple la propiedad dada en (2.34)
para todo i > 2, por lo que todos los sumandos de la expresión (2.36)
se anulan, excepto la correspondiente a i = 2, es decir, (2.36) se reduce
a

−b̄2
c22
2

= 0.

Por tanto, basta que b̄2 = 0 para que se cumpla la condición asociada

al árbol .

2. Podemos reescribir igualmente la condición asociada a como

(

ψ̄( ) − 1

8

)

− 1

2

(

ψ̄( ) − 1

4

)

= 0,

o de forma equivalente ,

∑

i

b̄ici(
∑

j

aijcj −
c2i
2

) = 0,

que vuelve a reducirse a la condición b̄2 = 0.

3. El caso de lo podemos tratar como

(

ψ̄( ) − 1

12

)

− 1

3

(

ψ̄( ) − 1

4

)

= 0,
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que se puede reescribir como

∑

i

b̄i(
∑

j

aijc
2
j −

c3i
3

) = 0. (2.37)

En este caso hay que tener en cuenta que el esquema BSRK5 cumple
(2.35) para i > 2, por lo que dicha condición se reduce a b̄2 = 0.

4. Para , consideramos

(

ψ̄( ) − 1

24

)

− 1

2

(

ψ̄( ) − 1

12

)

= 0,

es decir,
∑

i

b̄i
∑

j

aij(
∑

k

ajkck −
c2j
2

) = 0,

y, teniendo en cuenta (2.34), basta con que se cumpla
∑

i b̄iai2 = 0.

Por tanto, teniendo en cuenta que el método subyaciente ψh(y, y) es el
método BSRK5, las condiciones para que el método subyaciente ψ̄h(y, y),
sea de orden 4 son:

∑

i b̄i = 1
∑

i b̄ici = 1
2

∑

i b̄ic
2
i = 1

3
∑

i b̄ic
3
i = 1

4

, , b̄2 = 0

∑

i b̄iai2 = 0

(2.38)

Los parámetros que hay que establecer son b̄i (1 ≤ i ≤ 8) y µi (2 ≤ i ≤
7), en total son 14 parámetros, pero las 6 condiciones de la tabla de arriba
junto con las tres condiciones de independencia (2.29), (2.30) y (2.31), nos
dejan cinco parámetros libres, y para elegirlos hemos tratado de minimizar
una función objetivo, en la que hemos incluido los siguientes elementos:

Por un lado hemos tratado de minimizar la dependencia entre los
dos métodos, para lo que hemos introducido en la función objetivo
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el cuadrado de los coeficientes de algunos árboles que inciden en las
condiciones de independencia. En concreto, para el método ψ̄(y, y+h)
hemos introducido los cuadrados de los coeficientes de los árboles

y , mientras que para ψ(y+ e, y) los cuadrados de los coeficientes de

los árboles y . Dichos coeficientes toman los siguientes valores:

∑

i

b̄iciµi,

∑

i

b̄i
∑

j

ai,jµj ,

∑

i

bic
2
i (1 − µi),

∑

i

bici
∑

j

ai,j(1 − µj)

Por otra parte, hemos tratado de minimizar el efecto de las ecua-
ciones de los árboles de orden 5 del método Runge-Kutta subyaciente
ψ̄h(y, y) que buscamos. Es decir, hemos incluido en la función objetivo
la suma de los cuadrados de los nueve coeficientes de error ψ̄(t)−φ(t)
correspondientes a los nueve árboles t de orden 5.

Por último, hemos tratado de que la región de estabilidad lineal del
método incluya un intervalo del eje imaginario centrado en el origen. Para
ello, para cada mı́nimo local obtenido para nuestra función objetivo, hemos
desechado los que no cumplen esta condición. Es decir, sean λ1(z) y λ2(z) los
valores propios de la matriz de estabilidad M(z) dada en (2.26), queremos
que |λ1(iy)| ≤ 1 y |λ2(iy)| ≤ 1 para todo y ∈ R suficientemente pequeño.
Por las condiciones de independencia (2.29)–(2.32), tenemos que

R12(z) = O(z3) y R21(z) = O(z2) cuando z → 0. (2.39)

Ello implica que

λ1(z) = R11(z) +O(z5), λ2(z) = R22(z) +O(z5) cuando z → 0.

Por otro lado, puesto que en nuestro caso el método de Runge-Kutta sub-
yaciente ψh(y, y) (BSRK5) es de orden 5, y el método de Runge-Kutta
subyaciente ψ̄(y, y) es de orden 4, tenemos que

R11(z) +R12(z) = ez +O(z6), R21(z) +R22(z) = ez +O(z5),
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lo cual implica, teniendo en cuenta (2.39), que

R11(z) = 1 + z +
z2

2
+
R

(3)
11 (0)

6
z3 +

R
(4)
11 (0)

24
z4 +O(z5),

R22(z) = 1 + z +
R

(2)
22 (0)

2
z2 +O(z3).

Por tanto, tenemos para z = iy, y ∈ R, que

λ1(iy) =

(

1 − y2

2
+
R

(4)
11 (0)

24
y4

)

+ i

(

y − R
(3)
11 (0)

6
y3

)

+O(y5),

λ2(iy) =

(

1 − R
′′

22(0)

2
y2

)

+ iy +O(y3),

cuando y → 0, de modo que

|λ1(iy)|2 = 1 +

(

1

4
+
R

(4)
11 (0)

12
− R

(3)
11 (0)

3

)

y4 +O(y5),

|λ2(iy)|2 = 1 +
(

1 −R
′′

22(0)
)

y2 +O(y3).

Tenemos pues, finalmente, que si se verifican las dos desigualdades

3 +R
(4)
11 (0) < 4R

(3)
11 (0),

R
′′

22(0) > 1, (2.40)

entonces la región de estabilidad del método incluye un intervalo del eje
imaginario centrado en el origen.

Tras una intensiva búsqueda realizada con una rutina numérica de búsque-
da de mı́nimos locales, y tras haber eliminado los métodos que no cumplen
las condiciones (2.40), hemos elegido los cinco parámetros libres como:

µ2 = −539

261
, µ3 = −969

500
, µ4 =

621

101
,

µ5 =
2780

401
, b̄8 =

−26

225
.

Con lo que el resto de parámetros queda determinada por las tres ecuaciones
(2.29)–(2.31) de independencia y por las condiciones dadas en (2.38) que son
las necesarias para que el método subyaciente ψ̄h(y, y) sea de orden 4. Los
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valores que toman son:

µ6 =
4768373937707

2789060864000
, µ7 = −1492653337169

294320767000

b̄1 =
272606507613

3565852942400
, b̄2 = 0, b̄3 =

6645196186371

25350985762375
,

b̄4 =
84608482815521

331114916080000
, b̄5 = −11356676118237

89146323560000
,

b̄6 =
129399657242

278582261125
, b̄7 =

1300793

7056000
.

La región de estabilidad que le corresponde al método puede verse en el
gráfico inferior izquierdo de la Figura 2.1, y en el gráfico de arriba puede
observarse cómo el eje imaginario entra en la región de estabilidad hasta una
altura aproximada de y = 1,2. La región de estabilidad, en comparación
con la del método BSRK5, mostrado en el gráfico inferior derecho de la
misma figura, no es muy amplia, y en general, los métodos obtenidos en la
búsqueda tienen el mismo problema. Hemos buscado métodos con región
de estabilidad más amplia, introduciendo en la función objetivo el módulo
de valores de la función de estabilidad en ciertos puntos, pero los métodos
obtenidos muestran peores resultados en cuanto al efecto en los coeficientes
de error de los árboles de orden 5, por lo que hemos optado por conformarnos
con una región de estabilidad no muy amplia.

2.10. Experimentos numéricos

Al principio trabajamos con longitud de paso constante (es decir hn = h
para todo n) para poder ver si las expectativas que teńıamos se cumpĺıan
y para poder calibrar la utilización de estas técnicas a la hora de estimar
el error global. En [18] se presentaron los primeros resultados de los experi-
mentos numéricos realizados con longitud de paso constante.

A continuación podemos ver los resultados obtenidos para dos problemas
de valor inicial:

1. El primer problema se extrajo de [23]. Se trata de un sistema de
dimensión D = 1 y el problema de valor inicial se define como

y′ = cos(t)y, y(0) = 1, t ∈ [0, 94,6].

La solución es y(t) = esin(t), una función periódica con periodo 2π.
Nos referiremos a este problema como expsin.
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Figura 2.1: Abajo a la izquierda, región de estabilidad del método para la
estimación del error global basado en BSRK5. Abajo a la derecha, región
de estabilidad del método BSRK5. Arriba, se puede ver que la región del
método basado en BSRK5 abarca parte del eje imaginario.
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2. El segundo ejemplo, al que llamaremos Arenstorf, se trata de un pro-
blema de valor inicial de dimensión 4 extraido de [20, pp.129–130]
que mostramos en (1.4). Corresponde a una solución periódica del
problema restringido de los tres cuerpos.

El objeto de estos experimentos es comprobar en qué medida el método
de orden 5(4) creado siguiendo el esquema (2.13–2.15) puede proporcionar
estimaciones útiles del error global, y si es tan preciso como el método
Runge-Kutta subyaciente de orden 5, es decir, el método BSRK5.

Para cada uno de los problemas y dada una longitud de paso h, mostra-
mos dos gráficas, ambas en escala logaŕıtmica, tanto el eje del tiempo como
el eje de la norma ‖ ‖∞ del error: La primera gráfica compara el error global
exacto de nuestra solución numérica ȳn de orden 5 (ĺınea a tramos) con el
error global estimado por el proceso numérico (ĺınea continua). En la segun-
da gráfica se comparan el error global exacto de nuestra solución numérica
ȳn (ĺınea a tramos) con el error global exacto de la solución del método
estándar Runge-Kutta subyaciente ŷn (en este caso el método BSRK5, que
aparece con ĺınea continua).

Hemos integrado el ejemplo ’expsin’ en el intervalo [0, 30π] con longi-
tud de paso constante h = 2π/7. Las dos gráficas correspondientes a esta
integración pueden verse en la Figura 2.2. Los resultados obtenidos son
prometedores ya que el error global estimado por el método es mayor que
el error global exacto (gráfica de la arriba), tal y como esperábamos para
valores de h suficientemente pequeños, y además, nuestro método muestra
un comportamiento parecido al BSRK5, es decir, se puede considerar como
una pequeña perturbación de la solución BSRK5 (gráfica de abajo). Por
todo ello, en este caso, nuestro esquema RK general globalmente embebido
ha sido tan eficiente como el método Runge-Kutta subyaciente, y al mismo
tiempo, proporciona información útil sobre el error global cometido.

Otro problema con el que hemos realizado experimentos es el proble-
ma Arenstorf. Hemos integrado el problema sobre un periodo [0, T ] (T =
17,0652165 . . .), primero con una longitud de paso h = T/14000 (Figura 2.3).
Los resultados siguen siendo tan positivos como en el caso de expsin.

En un nuevo experimento se ha utilizado una longitud de paso mayor que
el anterior, h = T/3500 (Figura 2.4), con el objeto de analizar lo que sucede
cuando el proceso de integración ofrece resultados completamente erróneos.
La primera gráfica, Figura 2.3, muestra que la estimación del error global
refleja de forma satisfactoria la propagación del error global verdadero, y
que, al igual que con el anterior problema, la solución ofrecida por el esquema
es una pequeña perturbación de la solución ofrecida por el método Runge-
Kutta subyaciente.
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Figura 2.2: Resultados del problema ’expsin’ para h = 2π/7. En la gráfica
de arriba comparamos el error global cometido (ĺınea a tramos) con el error
global estimado (ĺınea continua), mientras que en la de abajo comparamos el
error cometido por nuestro esquema (ĺınea a tramos) con el error cometido
por el esquema BSRK5 (ĺınea continua).
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Figura 2.3: Resultados del problema ’Arenstorf’ con h = T/14000. Arriba,
error global (ĺınea a tramos) frente al error global estimado (ĺınea continua).
Abajo, comparación del error global del nuevo esquema (ĺınea a tramos)
frente al error global del método BSRK5 (ĺınea continua).
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No obstante, la segunda integración, Figura 2.4, para el que hemos utili-
zado una longitud de paso superior, ofrece unos resultados que muestran que
la aproximación numérica correspondiente al método de orden 5, ȳn (curva
discontinua de la gráfica de abajo), ofrece valores completamente erróneos
antes del final del intervalo de integración, mientras que la solución ofrecida
por el método BSRK5, ŷn (curva continua), es considerablemente mejor.
Esto, aparentemente se debe al hecho de que la aproximación de orden 4
yn se degrada antes que la solución de orden 5 BSRK5 ŷn, de forma que
ẽn = yn − ȳn deja de ser un valor pequeño y despreciable, y por tanto el
término O(h||ẽn−1||2) en π̄n (Lema 2) domina la propagación del error ēn.

2.11. Conclusiones de los experimentos

Los experimentos resultan muy esperanzadores, y de hecho continuamos
realizando más experimentos, sobre todo en la ĺınea de poder corregir y
mejorar los resultados cuando el error empieza a dejar de ser insignificante.
La degradación de la solución de orden 4 obliga a reconsiderar la condiciones
de independencia y a hacer que la repercusión de la estimación del error
global ẽn en ēn se minimice. Se debe avanzar, por tanto, en dos direcciones:
por un lado, hay que extender la utilización de estas técnicas a la integración
de problemas con longitud de paso variable, y por otro lado, debemos buscar
pares de métodos en los que las condiciones de independencia aseguren que
la repercusión de los errores de un método no tengan tanta incidencia en
el otro método del par, y aśı evitar que las soluciones numéricas obtenidas
mediante estas técnicas, cuando el error global empieza a ser considerable,
se alejen tanto de las soluciones ofrecidas por los métodos subyacientes.

La búsqueda de pares de métodos, en los que las condiciones de indepen-
dencia aseguren que la degradación de los resultados obtenidos no difieran
tanto de los resultados obtenidos por los métodos subyacientes no ha sido
muy fruct́ıfera en la clase general de esquemas Runge-Kutta embebidos con
estimación del error global (2.13)– (2.15).

2.12. Experimentos con longitud de paso variable

La extensión de la aplicación de las nuevas técnicas a una implementa-
ción con longitud de paso variable ha sido realizada de forma satisfactoria
y los resultados obtenidos han sido publicados en [13].

Para poder aplicar de forma eficiente el nuevo esquema de funcionamien-
to, hace falta que la longitud de paso sea variable, y las estrategias usuales
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Figura 2.4: Resultados del problema ’Arenstorf’ con h = T/3500. La mayor
tolerancia hace que el error global aumente, y en consecuencia la solución
numérica se degenera. Arriba, error global (ĺınea a tramos) frente al error
global estimado (ĺınea continua). Abajo, error global del nuevo esquema
(ĺınea a tramos) frente al error del método BSRK5 (ĺınea continua).
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de adecuación de la longitud de paso requieren una estimación del error
local dada como la diferencia entre dos soluciones numéricas (ver [23], pp.
334–340, y [20], pp. 167). Evidentemente, esa estimación no debe ser compu-
tacionalmente costosa, por lo que se utilizan los valores intermedios f(Yi)
ya disponibles. En el caso de los nuevos esquemas planteados en (2.13)–
(2.15), los valores intermedios dependen tanto de yn−1 como de yn−1, por lo
que se ven afectados por el tamaño de la estimación del error global ẽn−1.
Este efecto puede provocar ciertas dificultades, parecidas a las que hemos
comentado en la sección de los experimentos numéricos, que pueden ser evi-
tadas (a expensas de perder algunos parámetros del método) de la siguiente
forma. Si hacemos que se cumplan las siguientes condiciones

µi = 1, i = 1, . . . , s, (2.41)

bi = 0, i = s+ 1, . . . , s, (2.42)

la transformación ψh deja de depender del valor de y. Realmente ψh pasa
a ser una transformación Runge-Kutta expĺıcita, perteneciente a la fami-
lia definida en (1.9)–(1.10), por lo que la estimación del error local puede
realizarse de la forma usual.

El cumplimiento de las condiciones (2.41)–(2.42) supone que nuestro
esquema sea de la forma (2.2), por lo que el proceso de obtención del error
global se puede interpretar como (2.1), con Ẽh(y, h) := ψh(y)−ψh(y, y− ẽ).

Si además de las condiciones (2.41)–(2.42) se cumplen las siguientes con-
diciones

bi = 0, i = 1, . . . , s,

µi = 0, i = s+ 1, . . . , s,

se obtendŕıa la familia de pares de métodos Runge-Kutta globalmente em-
bebidos de Dormand, Gilmore y Prince [7].

Al restringir la clase general de esquemas Runge-Kutta embebidos con
estimación del error global (2.13)–(2.15) mediante la imposición de las condi-
ciones (2.41)–(2.42), hemos obtenido una subclase cuyas caracteŕısticas nos
permiten el cálculo de la estimación del error local utilizando las v́ıas usua-
les ya que la solución numérica se obtiene con un método de Runge-Kutta
estándar. Además, ello nos evita los problemas de la temprana degradación
de la solución numérica debido al crecimiento de la estimación del error
global. Por todo ello, en lo que sigue nos hemos centrado en el estudio del
comportamiento de esa subclase de esquemas.
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2.13. Condiciones de los parámetros del nuevo método

En la sección 2.5 hemos comentado cómo podemos determinar los va-
lores apropiados para los parámetros bi, bi, aij y µi a la hora de obtener
métodos del tipo (2.13)– (2.15). Estos parámetros deben ser elegidos, una
vez establecidos los valores de s y s, en función de ciertos criterios.

1. El error local δ(y, h) = ψh(y) − φh(y) del esquema Runge-Kutta ha
de ser tan pequeño como sea posible. Normalmente se requiere que
δ(y, h) = O(hp+1) para algún p ≥ 1 (es decir, que el método sea de
orden p) con constantes razonablemente pequeños en O(hp+1).

2. La diferencia ψh(y + e, y) − φh(y) también ha de ser tan pequeña
como sea posible. Cuanto menor sea esta diferencia más similar será la
transformación Ẽh(y, e) a la transformación del error global Eh(y, e).
Nuestro objetivo es la obtención de estimaciones de ψh(y+e, y)−φh(y)
de la forma

ψh(y + e, y) − φh(y) = O(hq0 + hq1 ||e|| + hq2||e||2 + · · ·) (2.43)

con qk enteros positivos suficientemente altos, y constantes de error
pequeños.

El primer criterio es t́ıpico para los métodos Runge-Kutta expĺıcitos, y se
sabe cómo obtener las condiciones de los coeficientes del método para lograr
un orden prescrito utilizando árboles con ráız [4], [20]. Cada árbol genera
una condición en términos de los parámetros bi, aij del método, y el método
será de orden p si se satisfacen todas las condiciones de los árboles con
número de vértices negros menor o igual que p.

Para el segundo criterio volvemos a aplicar el procedimiento explicado
en la Sección 2.5, basado en la utilización de árboles con ráız con vértices de
dos colores. En la tabla 2.1 podemos encontrar las condiciones que genera
cada árbol y los valores que van tomando los exponentes qk (k = 0, 1, 2, . . .).
El valor qk depende de las condiciones generadas por los árboles con k vérti-
ces blancos y nos indica el número de vértices negros que tiene el primer
árbol cuya condición no se cumple. Es decir si q1 = 5 significa que la con-
dición asociada a cualquier árbol con un único nodo blanco con menos de
5 vértices negros se cumple. Los parámetros µi aparecen en las condiciones
correspondientes a los árboles con nodos blancos, por lo que, q0 depende
única y exclusivamente de los parámetros aij y bi. Además, p = q0 − 1, nos
indica el orden del método Runge-Kutta subyaciente ψh(y, y).
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2.14. Construcción de un método de orden 5

Hemos construido un esquema del tipo (2.13)– (2.15) que satisface (2.41)–
(2.42) basado en el conocido método Runge-Kutta expĺıcito de orden 5 de
Dormand y Prince [6], al que llamaremos DOPRI5 . Más en concreto, hemos
elegido los parámetros s, bi, aij (1 ≤ i, j ≤ s) de forma que ψh(y) coinci-
da exactamente con un paso del método DOPRI5. Por tanto, tenemos que
s = 6, y para nuestro esquema hemos elegido s = 10. Tal y como suele ser
habitual en la construcción de pares de métodos embebidos, hemos hecho
que yn−1 y yn sean la primera y última etapa del esquema (2.13)– (2.15),
para lo cual han de cumplirse a7i = bi (1 ≤ i ≤ s = 6), µ1 = 1, y µ7 = 1.

El resto de los parámetros aij (8 ≤ i ≤ 10, j < i), µ8, µ9, µ10 y bi
(1 ≤ i ≤ 10) han sido determinados de forma que se cumpla la estimación

ψ(y, y) − φ(y) = O(h7 + h4 ‖e‖ + h2 ‖e‖2 + h ‖e‖3), (2.44)

es decir, , q0 = 7, q1 = 4, q2 = 2, q3 = 1 en (2.43).

Esta condición reduce el número de parámetros libres a 10, y hemos
tratado de elegirlos de tal forma que se minimicen las constantes de error
de los términos correspondientes a h7, a h4 ‖e‖ y a h2 ‖e‖2. Es decir, he-
mos tratado de minimizar numéricamente en el sentido de la suma de
los cuadrados de los errores, las condiciones correspondientes a los árbo-
les que faltan por cumplirse para que la estimación (2.44) sea de la forma
O(h8 + h5 ‖e‖ + h3 ‖e‖2 + h ‖e‖3).

Tras realizar una intensiva búsqueda numérica y tras una comparación
de los resultados de la búsqueda, especialmente en cuanto a la región de
estabilidad lineal, hemos elegido un conjunto particular de valores para los
parámetros libres que determinan el resto de parámetros aij (8 ≤ i ≤ 10,
j < i), µ8, µ9, µ10 y bi (1 ≤ i ≤ 10) del método con el que hemos realizado los
experimentos. Estos parámetros pueden verse en la tabla 2.3, cuyos valores
aparecen racionalizados con una precisión de 10−20.

En la Figura 2.5 mostramos la región de estabilidad correspondiente al
método dado en la Tabla 2.3. El eje vertical corresponde al eje imaginario
y el horizontal representa el eje real. En la gráfica de abajo podemos ver
la región de estabilidad y en la de arriba se puede ver que parte del eje
imaginario entra en la región de estabilidad.
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Figura 2.5: Abajo, región de estabilidad del método para la estimación del
error global basado en DOPRI5. Arriba, se puede ver que la región abarca
parte del eje imaginario.
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Tabla 2.3: El resto de los parámetros del método basado en DOPRI5

i 1 − µi ci a8,i a9,i a10,i bi

1 0 0 26251126
75292183

−126276029
115017392

89178409
82486612

56696811
789712427

2 0 1
5

−30511879
68834945

153409379
49308629

−275044175
99029299

0

3 0 3
10

11490887
155205387

−107711621
48274693

115406143
68971088

− 47431484
279691831

4 0 4
5

700737845
174891007

−675136779
64711289

140298385
24130572

72791025
357831874

5 0 8
9

−5336
941

559269939
36928210

−344040692
42025591

17490085
349505178

6 0 1 5735
1214

−669687859
52442748

121333564
17575013

− 66245097
563676842

7 0 1 −2507
898

193952703
25738526

−190380249
47005513

− 24
611

8 140719960
143529893

204
823

0 169021117
130072535

− 12078143
165601005

40757463
82884629

9 941
896

579
1036

0 0 56747365
92317949

33159666
111811519

10 92493035
95359057

1 0 0 0 42422453
199331202

2.15. Experimentos numéricos

El comportamiento del esquema a la hora de estimar el error global
ha sido analizado mediante experimentos numéricos. El objetivo de de los
experimentos es comprobar si las estimaciones del error global que nos ofrece
el método implementado con longitud de paso variable son útiles y válidos
para varios problemas. En este apartado consideramos tres problemas de
valor inicial:

1. El primero de los problemas ha sido extraido de [20]. Se trata de un
problema de valor inicial de dimensión 4, al que llamamos Arenstorf.
Los valores iniciales corresponden a una solución periódica del pro-
blema restringido de los tres cuerpos. Anteriormente hemos utilizado
este mismo problema para mostrar los problemas de independencia
que sufŕıan los métodos estudiados con longitud de paso fijo.

2. El segundo, al que llamamos Pleiades, es uno de los que aparecen en
el conjunto de problemas IVPTest [11] para analizar los métodos de
resolución de problemas de valor inicial. Se trata de un problema de
dimensión 28.
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3. El tercero de los problemas ha sido extraido de [23]. Se trata del
problema unidimensional mostrado en (1.2) y su equivalente autónomo
en (1.6). Su solución es y(t) = esin(t), una función periódica cuyo
periodo es 2π. Este problema también lo hemos utilizado en el estudio
del comportamiento de los métodos con paso fijo, donde nos hemos
referido a él como el problema expsin.

Para cada uno de los problemas mostramos dos gráficas, una de ellas ha
sido obtenida utilizando una tolerancia muy pequeña, mientras que la otra
corresponde a los resultados obtenidos con una tolerancia mayor.

En la figura 2.6 vemos los resultados obtenidos con el problema Arens-
torf en la integración sobre dos periodos. El eje horizontal corresponde al
tiempo mientras que el vertical muestra los valores de la norma infinita
del error global en escala logaŕıtmica. En las gráficas se pueden observar
dos curvas, una corresponde a la estimación del error global obtenida por
nuestro esquema mientras que la otra muestra el error global exacto. La
comparación de ambas curvas nos lleva a la conclusión de que tanto el error
global estimado como el exacto tienen un comportamiento muy parecido. El
cambio de la tolerancia tampoco afecta tanto a los resultados, en la gráfica
de arriba se ha utilizado una tolerancia de 10−9 mientras que en la de aba-
jo podemos observar los resultados obtenidos con una tolerancia de 10−6.
Evidentemente, al relajar la tolerancia el número de pasos requeridos para
la integración baja, en este caso de 1268 a 309, y el error global obtenido
se ve incrementado, pero la estimación del error global sigue reflejando de
forma satisfactoria ese incremento y comportamiento.

Podemos observar los resultados obtenidos con el problema Pleiades en
la figura 2.7. Volvemos a mostrar dos integraciones, las dos con diferentes
tolerancias, una con tolerancia de 10−9 que requiere 1603 pasos y la otra
con tolerancia de 10−4 con 182 pasos. Nuevamente vemos que las estima-
ciones del error global, tanto con una tolerancia como con la otra vuelven a
comportarse como pequeñas perturbaciones del error global exacto, es de-
cir, podemos repetir lo dicho para el problema Arenstorf para el caso del
problema Pleiades.

Otra cuestión a destacar es que el esquema cumple las condiciones
(2.41)– (2.42) por lo que la solución numérica ofrecida por el método coin-
cide con la solución numérica del método Runge-Kutta expĺıcito DOPRI5.
Evitando de esta forma los problemas de degeneración debido a la influen-
cia del error global que padećıamos con los pares que no cumplen esas dos
condiciones.

Otro ejemplo de los resultados obtenidos, pero en este caso con más
diferencias que en los anteriores experimentos, son los correspondientes al
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Figura 2.6: Problema Arenstorf. Arriba una tolerancia de 10−9 que requiere
1268 pasos. Abajo, 10−6 que requiere 309 pasos
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Figura 2.7: Problema Pleiades. Arriba con tolerancia de 10−9 con 1603 pasos.
Abajo tolerancia de 10−4 con 182 pasos.
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tercero de los problemas. En la figura 2.8 mostramos dos gráficas, cada una
obtenida con diferentes tolerancias, y en ellas se aprecia una mayor diferen-
cia entre la estimación del error global y los valores reales del error global.
De todas formas, hay que decir que el comportamiento de los dos errores
siguen siendo parecidos, y que, por tanto, siguen siendo unas estimaciones
válidas, que dan información útil sobre el comportamiento del error global.

2.16. Conclusiones

Todos los experimentos realizados indican que la información obtenida
en torno al error global es una estimación aceptable, por lo que, surgen
nuevas expectativas con respecto a su utilización. En concreto, una prime-
ra utilización puede darse en la toma de decisiones sobre la validez de las
soluciones ofrecidas por el sistema, es decir, podremos utilizar nuevas tole-
rancias globales que indiquen hasta qué punto son o dejan de ser aceptables
los resultados, lo cual puede ayudarnos a la hora de realizar integraciones
costosas, ya que podremos detener los procesos, en los que, aún siendo acep-
tables todos y cada uno de los pasos según el sistema tradicional de control
de las longitudes de paso basado en tolerancias locales, puede llegarse a
soluciones cuya validez se aleje de lo que es aceptable globalmente.

A la hora de realizar los experimentos numéricos, muchas veces nos he-
mos encontrado con problemas cuyo error crece exponencialmente, y en
estos casos, los pequeños errores aceptados en cada paso, errores por debajo
de la tolerancia, se ven amplificados según avanza la integración. Todo esto
nos lleva a que al final de la integración las soluciones numéricas obtenidas
no sean aceptables, es decir, obtenemos soluciones para los que el error glo-
bal es demasiado grande. En estos casos la cuestión que se puede plantear
es doble, por una parte, se debe detectar la situación lo antes posible, y por
otra, se debeŕıa utilizar la información sobre el error global para tratar de
corregir la situación, o incluso para abaratar el costo computacional de la
integración.

En este último sentido, parece posible el abaratamiento del coste compu-
tacional ya que el mantenimiento de una tolerancia local sin tener en cuenta
la evolución del error global puede no ser una buena poĺıtica, especialmente
cuando la propagación de los errores de los pasos previos superan los efec-
tos del error local en el error global. Es decir, parece no tener demasiado
sentido el tratar de mantener el error local de un paso por debajo de una
tolerancia dada, cuando se sabe que la propagación de los errores locales
de pasos anteriores provocan un error muy por encima de dicha tolerancia.
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Figura 2.8: Problema expsin. Arriba con tolerancia de 10−9 con 7467 pasos.
Abajo tolerancia de 10−4 con 416 pasos.
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En el siguiente caṕıtulo exploraremos las posibilidades de incrementar la
eficiencia de las estrategias de ajuste de la longitud de paso utilizando la
estimación del error global.



Caṕıtulo 3

Control de la Longitud de Paso

Basado en Estimaciones del

Error Global

3.1. Introducción

El control del proceso de integración de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (1.1) mediante métodos Runge-Kutta expĺıcitos se basa en el
control de la discretización t0 < t1 < · · · < tN = tf de la variable indepen-
diente t, siendo hn = tn − tn−1 la longitud del n-ésimo paso. Dicho control
se realiza manteniendo la diferencia entre dos soluciones numéricas, que se
toma como estimación del error local (1.15) de cada paso, por debajo de
cierta tolerancia, adecuando la longitud de paso a la longitud óptima, en el
sentido de que con la longitud utilizada la estimación del error local se apro-
xime a la tolerancia sin superarlo. No obstante, el error global (1.16), que es
lo que realmente es importante cuando tenemos que valorar los resultados
obtenidos en una integración numérica, puede crecer substancialmente con
respecto al error local según avanza la integración. Cuando integramos un
problema cuyo error global crece exponencialmente, la propagación de los
pequeños errores aceptados en cada paso tienen un efecto en el error global
que crece con el avance de la variable independiente, por lo que podemos
pensar que puede no tener sentido el algoritmo de control de la integración
comentado anteriormente. Recientes trabajos confirman que la elección de
la longitud de paso puede ser mejorada, por ejemplo, Jitse Niessen en [19]
busca la longitud de paso óptima para la integración de diferentes problemas
y cita entre las conclusiones que los errores locales iniciales tienen mucha

77
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mayor importancia que las finales, por lo que las longitudes de paso iniciales
debeŕıan ser menores que las finales.

Los esquemas planteados en el capitulo sobre métodos de Runge-Kutta
con estimación del error global (2.13)-(2.14) nos ofrecen estimaciones del
error global, y hemos explorado la posibilidad de utilizarlas para incrementar
la eficiencia de las estrategias de ajuste de la longitud de paso. Parece posible
aumentar la eficiencia del integrador con el hecho de aumentar la tolerancia
del error local cuando la propagación de los errores previos se ve aumentada.

Proponemos, por una parte, utilizar la información del error global pa-
ra determinar los efectos de los errores previos en cada paso y, por otra,
retocar la poĺıtica de ajuste de la longitud de paso haciendo uso de dicha
información.

3.2. Utilización de la estimación del error global

Se pretende buscar una condición para el error local (1.15) que garan-
tice que su efecto en el error global (1.16) sea comparable al efecto de la
propagación de los errores locales previos.

En (1.17) descompońıamos el error global como la suma del error lo-
cal y la propagación de los errores previos. Asumiendo que el error global
es suficientemente pequeño podemos decir que el error en el n-ésimo paso
satisface

en ≃ Rn,n−1en−1 + δn (3.1)

donde δn = δ(yn−1, hn) = ψhn
(yn−1) − φhn

(yn−1) y Rn,j es la matriz Jaco-
biana del (tn − tj)-flujo φtn−tj (y),

Rn,j =
∂φtn−tj
∂y

(y(tj)) .

Para simplificar la exposición asumiremos a partir de ahora que (3.1)
se cumple exactamente. Debido a las propiedades del flujo se cumple que
Rn,j = Rn,kRk,j para n ≥ k ≥ j, lo que implica que

en = Rn,jej +

n∑

k=j+1

Rn,kδk, 1 ≤ j < n. (3.2)

3.2.1. Propagación de los errores

Para encontrar las condiciones que buscamos para el error local, hay
que ver cómo y en qué condiciones se propagan los errores de los pasos
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anteriores.

Lema 3 Asumiendo que (3.2) se cumple, si

‖δk‖ ≤ hk ‖Rk,j‖ εj
C

, (3.3)

εj =
‖ej‖
tj − t0

, (3.4)

C = máx
j≤k≤n

(‖Rn,k‖ ‖Rk,j‖
‖Rn,j‖

)

, (3.5)

entonces, se cumple
εn ≤ ‖Rn,j‖ εj

para 1 ≤ j < n.

Demostración De la hipótesis del lema y de (3.2) llegamos a la desigualdad

‖en‖ ≤ ‖Rn,j‖ (tj − t0)εj +
n∑

k=j+1

‖Rn,k‖
‖Rk,j‖ hkεj

C
,

que podemos reescribir como

‖en‖ ≤ ‖Rn,j‖ εj

(

(tj − t0) +
n∑

k=j+1

hk
1

C

‖Rn,k‖ ‖Rk,j‖
‖Rn,j‖

)

,

y por la definición de C llegamos a

‖en‖ ≤ ‖Rn,j‖ εj

(

(tj − t0) +
n∑

k=j+1

hk

)

= ‖Rn,j‖ εj(tn − t0),

que nos lleva al resultado requerido. 2

Lema 4 Bajo los supuestos del Lema 3, si

εn−1 ≤ ‖Rn−1,j‖ εj,
‖δn‖ ≤ 1

C2
‖Rn,n−1‖hnεn−1,

entonces se cumple que

εn ≤ ‖Rn,j‖ εj. (3.6)
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Demostración Utilizando las dos desigualdades de las hipótesis del lema,
llegamos a

‖δn‖ ≤ 1

C2
‖Rn,n−1‖hn ‖Rn−1,j‖ εj =

1

C

‖Rn,n−1‖ ‖Rn−1,j‖
C

hnεj,

y teniendo en cuenta que, por definición de C, se cumple

‖Rn,n−1‖ ‖Rn−1,j‖
C

≤ ‖Rn,j‖ ,

llegamos a la desigualdad (3.3) que es la condición del Lema 3, cuya apli-
cación nos da la desigualdad que buscábamos. 2

La forma t́ıpica de ajustar la longitud de paso (véase [23, pp. 335])
depende de la tolerancia τ establecida por el usuario y de una norma ‖·‖
con el que se mide el error local. En el caso del criterio de error por unidad
de paso se asume que la longitud de paso óptima en el n-ésimo paso es el
mayor hn para el que la norma del error local satisface

‖δn‖ ≤ hn τ. (3.7)

Si tenemos en cuenta (3.2), con j = 0 y suponiendo que e0 = 0, la
condición (3.7) nos limita el error en el paso n dándonos la siguiente cota:

||en|| ≤ τ
n∑

k=1

||Rn,k||hk. (3.8)

Hay que decir que la condición (3.8) no garantiza que el error global
en un cierto momento t sea menor que la tolerancia establecida, pero, en
general, se puede tener la esperanza de que el error global vaya en proporción
a la tolerancia τ (la cota (3.8) puede dar una idea de esa proporcionalidad).
En la práctica, la norma del error local es desconocida, por lo que en su
lugar se utilizan estimaciones de las mismas.

Análisis del parámetro C para problemas lineales

Obviamente el parámetro C depende del problema que se quiere resolver.
Para el caso de los problemas lineales, la solución de y′ = Ay es

y(t) = e(t−t0)Ay(t0),

en cuyo caso tenemos que ‖Rnj‖ =
∥
∥e(tn−tj)A

∥
∥. Teniendo en cuenta que

‖Rn,k‖ ‖Rk,j‖
‖Rn,j‖

= C(tn − tj , tn − tk), (3.9)
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donde

C(t, s) =

∥
∥esA

∥
∥
∥
∥e(t−s)A

∥
∥

‖etA‖ ,

según la definición de C dada en (3.5) tenemos que

C = máx
j≤k≤n

C(tn − tj , tn − tk) ≤ sup
t,s∈R
0≤s≤t

C(t, s) =: C∗,

lo cual implica que siempre se cumple que C ≥ 1. Además, con la norma
eucĺıdea, si la matriz A es simétrica, se cumple que C = 1: En ese caso,
si A es de dimensión n × n, podemos escribirla como A = P TDP donde
P es una matriz ortonormal y D es una matriz diagonal, y la diagonal de
D está compuesta por los valores propios λ1, λ2, . . . , λn de A . En ese caso
tenemos que etA = P T etDP . Puesto que la norma eucĺıdea de una matriz B
es

‖B‖2 =
√

ρ(BTB)

donde ρ indica el radio espectral, tenemos que

∥
∥etA

∥
∥ =

√

ρ(P T etDPP TetDP ),

y teniendo en cuenta que, al ser P una matriz ortonormal, PP T es la matriz
identidad, llegamos a

∥
∥etA

∥
∥ =

√

ρ(P T (etD)2 P ) =
√

ρ (e2tD) = et|λmáx|

donde |λmáx| = máx(|λ1|, |λ2|, . . . , |λn|). Si sustituimos estos valores en
C(t, s) llegamos a

C(t, s) =
es|λmáx|e(t−s)|λmáx|

et|λmáx|
=
et|λmáx|

et|λmáx|
= 1.

No obstante, para sistemas lineales con matriz A no simétrica C∗ puede
ser considerablemente mayor.

Hemos realizado una serie de experimentos numéricos para obtener C∗

para distintas matrices A. Las matrices se han elegido utilizando la función
Random[] de la aplicación Mathematica, lo que nos da valores reales elegidos
de forma pseudoaleatoria distribuidos uniformemente entre 0 y 1. En cuanto
a las dimensiones de las matrices hemos utilizado matrices de 3 × 3, 4 × 4
y 5 × 5. Para cada una de las matrices tomamos distintos valores de t y de
s (0 ≤ s ≤ t) y obtuvimos el valor que toma C(t, s).
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Figura 3.1: A la izquierda, los valores C(t, s) para una matriz 3×3 con t = 5.
Los valores máximos de C(t, s) se dan para el valor s = t

2
. A la derecha,

mostramos los valores C(t, s) para una matriz 5×5 con t = 10. Las máximos
valores de C(t, s) vuelven a darse en la zona central del intervalo (0, t).
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En la Figura 3.1 podemos observar el comportamiento de C(t, s) para
dos matrices diferentes, con un valor de t prefijado y haciendo variar s en
el intervalo (0, t). La gráfica de la izquierda corresponde a una matriz 3× 3
con t = 5, la de la derecha a una matriz 5 × 5 con t = 10. El eje horizontal
corresponde al valor s y el eje vertical a C(t, s).

En las gráficas de la Figura 3.1 se puede ver el comportamiento de C(t, s)
para t prefijado: en los extremos del intervalo el valor se aproxima a 1 y
en la medida que nos alejamos de los extremos del intervalo el valor de
C(t, s) crece, tomando los valores máximos en la zona central del intervalo.
Este comportamiento es general, es decir, aunque mostremos las gráficas
de dos matrices el resto de matrices proporcionan resultados con el mismo
comportamiento. Lo que nos interesa es conocer el máximo de dichos valores,
es decir C∗, ya que C, dado en (3.5), es menor o igual que dicho valor. Hemos
observado experimentalmente que con un valor de t suficientemente grande
(t > 10), los valores obtenidos para C(t, s) con s ≈ t/2, se acercan mucho a
C∗.

En la Figura 3.2 mostramos los valores de C∗ de 900 matrices elegidas
al azar (de forma pseudoaleatoria con valores uniformemente distribuidos
entre 0 y 1), de ellas, las primeras 300 corresponden a matrices de dimensión
3x3, las 300 siguientes a matrices de dimensión 4x4 y las 300 siguientes a
matrices de dimensión 5x5. La altura de cada punto indica el logaritmo
decimal del valor de C∗ correspondiente a cada matriz.

Los resultados nos indican que para matrices de mayor dimensión se
obtiene, por regla general, valores de C∗ mayores. En la Figura 3.2 la con-
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Figura 3.2: Distribución del valor log10C
∗ para 900 matrices elegidas al azar:

300 de dimensión 3x3, 300 de dimensión 4x4 y 300 de dimensión 5x5
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centración de puntos para las matrices de 3x3 es mayor para valores de C∗

entre 1 y 1.5 (logaritmo decimal entre 0 y 0.176). Esta afirmación se puede
ver mejor si mostramos los valores de C∗ en una tabla, en ella hemos puesto
el número de matrices que tienen C∗ en rangos de valores que van de menor
a mayor, y separando las matrices de distintas dimensiones:

intervalo de log10C
∗ 3 × 3 4 × 4 5 × 5

(0.000, 0.176) 174 148 118
(0.176, 0.477) 83 104 117
(0.477, 1.000) 38 37 59
(1.000, 2.500) 4 10 5

3.3. Nuevas estrategias de selección de longitud de paso

En [13] propusimos una nueva estrategia para la selección de la longitud
de paso para los métodos Runge-Kutta expĺıcitos. La nueva estrategia se
basa en el Lema 4, y consiste en primeramente elegir una longitud de paso
inicial h1 en la forma estándar, exigiendo que cumpla (3.7), y a partir del
segundo paso, n = 2, determinar la longitud de paso hn de forma que cumpla

‖δn‖ ≤ hnεn−1

C2
, (3.10)

donde ε y C son los definidos en (3.5–3.3).
Como ||Rn,n−1|| ≥ 1, se puede aplicar el Lema 4, que nos da εn ≤

‖Rn,1‖ ε1. Y, además, como h1 se ha elegido de forma que cumpla ||ε1|| ≤ τ ,
obtenemos la cota

‖en‖ ≤ τ ‖Rn,1‖ (tn − t0). (3.11)

Podemos decir que si comparamos esta cota con la cota (3.8), que corres-
ponde al error global obtenido utilizando la estrategia estándar de ajuste de
la longitud de paso, es una cota razonable. Nótese que el ratio entre las dos
cotas crece, como mucho linealmente con el tiempo, y la nueva estrategia
nos permitirá la utilización de pasos mas largos en la medida que avance la
integración (suponiendo que la secuencia εn = en/(tn − t0) es creciente).

La condición (3.10) se puede tomar como la condición (3.7) con una tole-
rancia variable τ = εn−1

C2 . En la práctica, proponemos modificar la estrategia
t́ıpica sustituyendo la tolerancia τ por el valor resultante en

τ ′ = máx(τ,Kεn−1) (3.12)
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donde K es un parámetro prefijado. Idealmente,

K =
1

C2
. (3.13)

En la práctica, no vamos a conocer el valor exacto de C definido en (3.5).
Sabemos que C ≥ 1 por lo que K debe ser un valor que cumpla 0 ≤ K ≤ 1.

Si elegimos un valor de K = 0, la nueva estrategia se convierte en la
estrategia estándar, ya que máx(τ,Kεn−1) = τ , y en ese caso estaŕıamos
siguiendo el procedimiento normal de ajuste de longitud de paso. Por otro
lado, si hacemos que K tenga un valor demasiado grande, de forma que
K > 1

C2 y la condición (3.10) no se cumpla, entonces no se puede garantizar
la cota (3.11), lo que puede provocar un crecimiento demasiado veloz del
error global ||en||.

Desafortunadamente el valor óptimo de K ∈ (0, 1] depende del problema
que se quiera resolver, y seŕıa deseable obtener un método automático de
ajuste del parámetro K, para poder incluir la implementación de la nueva
estrategia de una forma robusta. Ese método automático debeŕıa ajustar
el valor de K según se avance en la integración del problema. Para los
problemas cuyo error global crece muy suavemente debeŕıa elegir valores
cercanos a 0, mientras que para aquellos problemas cuyo error global crece
exponencialmente debeŕıa ajustar K a valores cercanos a 1. La búsqueda de
dicho tratamiento automático puede suponer nuevas v́ıas de investigación
en la ĺınea de la optimización de las estrategias de ajuste de la longitud de
paso.

3.4. Implementación de la nueva estrategia

Al igual que se hace con las estrategias de ajuste de longitud de paso
usuales (véase [20, pp.167-168], [23, pp.334-347]), nuestra estrategia también
debe ser cauta a la hora de modificar la tolerancia, y debe evitar en lo posible
incrementos demasiado grandes. La implementación de la nueva estrategia
se ha realizado teniendo en cuenta mecanismos de seguridad y ralentización
parecidos a los mecanismos mencionados en la sección 1.10.

Cada vez que se decida incrementar la tolerancia τ ′ dada en (3.12),
limitamos el cambio a realizar poniendo un margen de seguridad, que por
ejemplo puede ser que en un único cambio, como mucho, se permita doblar la
tolerancia. Otro posible mecanismo de control es que la tolerancia variable
τ ′, independientemente de los cambios que haya podido sufrir durante el
proceso de integración, no pueda superar una determinada cota prefijada,
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por ejemplo, no permitiendo que en ningún momento la tolerancia variable
τ ′ sea mayor que 100 veces la tolerancia inicial.

Por otro lado, para poder decidir que se va a realizar un cambio de la
tolerancia es muy importante contar con la mejor información posible, por lo
que solo se permite el cambio de la tolerancia cada cierto número de pasos.
En este sentido, hemos implementado un mecanismo que cada cierto tiempo,
obtiene una estimación más exacta del error local. Para ello nos basamos
en la aplicación de dos pasos consecutivos con la misma longitud de paso.
Con las etapas de los dos pasos se puede obtener un método Runge-Kutta
más preciso, ya que disponemos del doble de etapas intermedias, y aunque
la longitud de paso sea mas larga, se puede obtener una aproximación mejor
del error local con lo que podemos establecer un factor de corrección de la
estimación del error local. El mecanismo de paso doble hay que controlarlo,
ya que, la frecuencia de realizar los pasos dobles puede provocar que la
integración no siga la secuencia óptima de longitudes de paso, y de esa
forma incrementaŕıamos el costo computacional. No obstante si la frecuencia
es muy baja es posible que no aprovechemos al máximo la potencialidad de
mejora de la nueva estrategia de ajuste de longitud de paso, por lo que
también estaŕıamos perdiendo eficiencia.

3.5. Experimentos numéricos con el nuevo método de

ajuste de la longitud de paso

Hemos incluido la implementación de la nueva estrategia basada en
(3.10) y en (3.12) en nuestro código de resolución de ODEs y hemos lle-
vado a cabo varios experimentos numéricos con diferentes problemas de
valor inicial. Podemos ver los resultados obtenidos con cuatro problemas
distintos:

1. El problema definido en [20, pp.129–130], el cual hemos mostrado en
(1.4) y comentado en la Sección 2.15 (al que hemos llamado Arenstorf).
Se trata de un problema cuyo error crece muy rápidamente.

2. Al igual que el anterior, hemos utilizado este segundo problema tam-
bién en la Sección 2.15. Se trata del problema que hemos tomado del
conjunto de problemas IVPTest [11] para analizar métodos de reso-
lución de problemas de valor inicial, en dicho conjunto al problema
elegido lo llaman el problema de Pleiades y es un problema de dimen-
sión 28.
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Figura 3.3: Comparación de costos para el problema Arenstorf : nueva es-
trategia de ajuste de longitud de paso y la estrategia usual
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3. El problema de valor inicial que hemos tomado de [20, pp. 120-121]
conocido como problema de Lorenz.

4. El problema de Kepler de los dos cuerpos [23, pp. 91] con excentricidad
= 0,5.

Con el objetivo de analizar la eficiencia del nuevo sistema de ajuste de
la longitud de paso mostramos en las gráficas el número de pasos necesarios
contra el error global al final de la integración. Los dos ejes se muestran en
escala logaŕıtmica, y en cada gráfica mostramos diferentes ĺıneas de eficien-
cia: para obtener cada una de las lineas se ha integrado el problema varias
veces, cada vez con una tolerancia distinta, por lo que obtenemos la curva
que nos relaciona el número de pasos con el error global.

En cada gráfica tenemos varias curvas de eficiencia, en todas ellas una
corresponde a la estrategia t́ıpica de ajuste de longitud de paso (linea con-
tinua), mientras que el resto de ĺıneas corresponden a la nueva estrategia
de ajuste de longitud de paso planteada en la Sección 3.3 para diferentes
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valores de K. Los valores que hemos utilizado para K son K = 0,1, K = 0,5
y K = 1 (la estrategia estándar es la que corresponde a K = 0).

Podemos ver los resultados obtenidos con el problema Arenstorf en la
Figura 3.3. La linea continua corresponde a la estrategia usual de ajuste
de la longitud de paso, y se puede ver que independientemente de la tole-
rancia, es decir, independientemente del número de pasos utilizados para la
integración, la estrategia usual es claramente menos eficiente que la nueva
estrategia planteada por nosotros.

De las tres lineas de eficiencia obtenidas con la nueva estrategia, y que
mostramos para este problema, la mejor corresponde a K = 0,5, aunque
cuando la tolerancia es muy exigente la ĺınea correspondiente a K = 1
obtiene prácticamente los mismos resultados. No obstante, para tolerancias
relajadas se ve que los resultados obtenidos con K = 1 son malos, es decir
hay un crecimiento grande del error global. Esto se debe, al parecer, a que
en estos casos K = 1 > 1

C2 , y la condición (3.10) deja de cumplirse, lo que
hace que la cota del error (3.8) tampoco se cumpla. Para este problema, la
mejora de la eficiencia en la integración cuando K = 0,5 es alrededor del
33% para todas las tolerancias, o dicho de otra forma, la estrategia usual
es un 50% mas costosa que la nueva estrategia.

La Figura 3.4 muestra la diferencia entre la estrategia usual de ajuste
de la longitud de paso y la estrategia derivada de la Sección 3.3 para el
problema Pleiades. En este caso los mejores resultados se han logrado con
K = 1, mientras que los peores vuelven a ser los obtenidos con la estrategia
usual de ajuste de la longitud de paso. La ganancia de la eficiencia para
este problema está entre el 20% y el 45% respecto a la estrategia usual. Las
tolerancias relajadas son las que muestran las menores ganancias, mientras
que en la medida en que la tolerancia se vuelve más exigente la ganancia
en el costo computacional se incrementa hasta llegar a un incremento que
parece estabilizarse.

Los resultados para el problema Lorenz se muestran en la Figura 3.5.
Volvemos a obtener unos resultados que muestran que la nueva estrategia
mejora la eficiencia de la integración sin perder la precisión de los resultados.
En este problema los resultados son muy buenos para todos los valores de
K, y en concreto para K = 1 y para K = 0,5 la ganancia en la eficiencia es
de al rededor del 45% respecto a la estrategia usual, es decir, la estrategia
usual tiene un costo de casi el doble que la nueva estrategia propuesta.

Podemos comparar en la Figura 3.6 las longitudes de paso utilizadas en
la integración del problema Lorenz utilizando las dos estrategias: la estrate-
gia usual, que solo atiende al error local y la nueva estrategia con K = 0,5
que tiene en cuenta la propagación del error. La ĺınea continua muestra las
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Figura 3.4: Comparación de costos para el problema Pleiades : nueva estra-
tegia de ajuste de longitud de paso y la estrategia usual
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Figura 3.5: Comparación de costos para el problema Lorenz : nueva estrate-
gia de ajuste de longitud de paso y la estrategia usual
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Figura 3.6: Comparación de las longitudes de paso para el problema Lorenz
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longitudes de paso que determina el sistema usual, mientras que la discon-
tinua muestra las longitudes de paso que acepta la nueva estrategia. Se ve
claramente que las longitudes de paso aceptadas van creciendo según avanza
la integración, esto se debe a que la propagación de los errores se incremen-
ta según avanza la integración y por ello las tolerancias locales pueden ser
más relajadas, ya que el incremento del error global se debe sobre todo a la
propagación de los errores de los pasos anteriores.

Hasta ahora hemos visto el comportamiento de la nueva estrategia con
problemas cuyos errores crecen muy rápidamente, y podemos decir que los
resultados son francamente buenos. Por otra parte, también nos hemos plan-
teado la cuestión de cual es el comportamiento de la nueva estrategia cuando
el problema no ofrece un crecimiento del error global tan acelerado. En la
Figura 3.7 podemos ver el comportamiento del nuevo ajuste de la longitud
de paso con el problema de Kepler con excentricidad 0.5, es decir, un proble-
ma relativamente fácil en el que el error global no crece tan rápidamente, ya
que crece de forma cuadrática. En este caso la nueva estrategia actúa como
si se tratara de un cambio de tolerancia: no ofrece grandes diferencias res-
pecto a la estrategia usual. Todas la ĺıneas de eficiencia se sobreponen, hay
algunas lineas que para alguna tolerancia son un poco mejores que otras.
Quizás la ĺınea correspondiente a K = 0,1 muestra una insignificante ga-
nancia respecto a la estrategia usual cuando las tolerancias son exigentes,
pero en general, todas muestran comportamientos parecidos, por lo que se
puede decir que en este caso no hay ni ganancias ni pérdidas de eficiencia.

Otra posible cuestión que se puede plantear es si la estimación del error
global puede verse afectada por la elección de otra secuencia de longitudes
de paso. Hemos realizado muchos experimentos numéricos para analizar y
aclarar esta cuestión y hemos visto que la calidad de la estimación del error
global no se ve afectada por la nueva selección de la longitud de paso. Los
resultados y las gráficas obtenidas son muy parecidas a las mostradas en
la Sección 2.15 del caṕıtulo sobre el error global. Hay que tener en cuenta
que la motivación teórica dada en la Sección 2.3 no depende de la secuencia
{hn} utilizada en la integración numérica del problema. Lo único requerido
es que cada hn sea lo suficientemente pequeño, de forma que la estimación
(2.43)

ψh(y + e, y) − φh(y) = O(hq0 + hq1||e|| + hq2||e||2 + · · ·)

tenga sentido. Por tanto, mientras se cumpla el criterio (2.43), es de esperar
que las estimaciones del error global sean parecidas.
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Figura 3.7: Comparación de costos para el problema de Kepler con excen-
tricidad 0.5: nueva estrategia de ajuste de longitud de paso y la estrategia
usual

1

10
2

10
3

10
4

10

-11

10

-10

10

-9

10

-8

10

-7

10

-6

10

-5

10

-4

10

-3

10

-2

10

-1

10

0

10

K=0 
K=1 

K=0.5 
K=0.1 



94 Conclusiones

3.6. Conclusiones

Podemos concluir diciendo que la nueva estrategia basada en el control
del error local (3.10) y en la tolerancia variable (3.12) ofrece la posibilidad
de un ahorro computacional considerable para los problemas que presentan
una propagación de los errores que hace que el error global crezca rápida-
mente, mientras que para los problemas que no presentan esa caracteŕıstica
sigue siendo una estrategia tan válida como la usual. Su implementación
permite al usuario la elección de la estrategia pero le obliga a proporcio-
nar el valor del parámetro K (3.13) que depende del problema a resolver.
Seŕıa interesante disponer de algún método heuŕıstico que eligiera para cada
problema un valor de K cercano al óptimo.



Caṕıtulo 4

Comparación de los métodos

de Runge-Kutta

4.1. Introducción

En este caṕıtulo presentamos un procedimiento general para obtener
estimaciones rigurosas del error local de los métodos de Runge-Kutta apli-
cados a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Bajo la suposición de que f
es anaĺıtica real en un conjunto abierto del espacio de fases daremos un
procedimiento para obtener, para cada método particular de orden p, una
estimación del error local δ(y, h) de la forma ||δ(y, h)|| ≤ hC(y)D(hL(y)),
donde C(y) y L(y) son constantes que solo dependen de f y de y, y la
función D(τ) depende sólo del tablero de Butcher del esquema de Runge-
Kutta. La función del error local D(τ) está definida para 0 ≤ τ ≤ κ donde
κ > 0 es una constante que depende del tablero de Butcher. De esta manera
el error local se puede estimar para todo h ≤ 1

κL(y)
.

La correspondiente función D(τ) puede ser utilizada para comparar la
precisión teórica de los diferentes métodos de Runge-Kutta. Es decir, pro-
ponemos la utilización de D(τ) como indicador del comportamiento del
error local cometido por el esquema de Runge-Kutta aplicado a Ecuacio-
nes Diferenciales Ordinarias generales que cumplen nuestras suposiciones.
Mostraremos experimentos numéricos que apoyan esta propuesta.

Podremos evaluar la eficiencia teórica de diferentes esquemas de Runge-
Kutta con el mismo número de etapas efectivas, incluso métodos de diferen-
tes órdenes, comparando los diagramas de sus correspondientes funciones
D(τ). Usamos este enfoque para elegir entre diferentes métodos de Runge-
Kutta los esquemas más eficientes para cada rango de tolerancias.
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4.2. Notación y resultados básicos

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias autónomo (1.3)
consideremos la aplicación de un paso ψh : Rd → Rd a dicho sistema tal y
como hemos definido en (1.9)–(1.10).

Las etapas internas Yi del método definidas en (1.10) pueden ser conside-
radas en śı mismas como métodos de Runge-Kutta. Aśı, cualquier esquema
de Runge-Kutta ψh(y) se puede escribir de forma uńıvoca de la siguiente
manera

ψh(y) = y + h

s∑

i=1

bif(ψih(y)), (4.1)

donde bi 6= 0, i = 1, . . . , s, y ψih(y) es un esquema de Runge-Kutta.

4.2.1. Árboles con ráız, diferenciales elementales y B-series

Sea Tn el conjunto de árboles con ráız de n vértices, y T = ∪n≥1Tn el con-
junto de todos los árboles con ráız. Como dećıamos en la sección 1.8, el árbol
con un único vértice lo denotamos como •, y el árbol t = [t1 · · · tk] ∈ T lo re-
presentamos uniendo las ráıces de t1, · · · , tk a un nuevo vértice que es la ráız
de t. La ráız la colocamos debajo de las ráıces de los árboles que representan
a t1, · · · , tk. Es posible que en los árboles t1 · · · tk haya árboles repetidos, por
lo que a veces nos interesará denotar al árbol t como [tj11 · · · tjmm ] donde ji
indica el número de veces que aparece el árbol ti, i = 1, . . . , m.

Recordemos que el número de vértices de t ∈ T lo denotamos como |t|,
es decir, | • | = 1 y |[t1 · · · tk]| = 1 + |t1| + · · · + |tk| para t1, · · · , tk ∈ T .

Para cada t ∈ T denotamos como ω(t) el número racional positivo defi-
nido de forma recursiva como

ω(•) = 1,

ω([tj11 · · · tjmm ]) = kk
m∏

i=1

(
ω(ti)

ji

)ji

, (4.2)

donde k =
∑m

i=1 ji, t = [tj11 · · · tjmm ], y los árboles t1, · · · , tm son distintos dos
a dos.

Como ya hemos visto en la Sección 1.7, tanto el h-flujo φh, definido en
(1.13), como la aplicación de un paso ψh de un método de Runge-Kutta
(4.1), pueden ser desarrollados formalmente como B-series φh(y) = B(φ, y),
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ψh(y) = B(ψ, y), con φ(∅) = ψ(∅) = 1, donde la definición de B-serie viene
dada por (1.25). Además, Yi (1 ≤ i ≤ s) admite un desarrollo en B-serie de
la forma B(ψi, y), con ψi(∅) = 1.

Los coeficientes φ(t) para cada t ∈ T de la B-serie correspondiente al
h-flujo vienen dados por 1

γ(t)
, con γ(t) dado en (1.40), o de forma equivalente

por (1.39) que volvemos a mostrar aqúı:

φ(•) = 1,

y para t = [t1 · · · tk]

φ(t) =
φ(t1) · · ·φ(tm)

ρ(t)
, (4.3)

donde ρ(t) indica el orden del árbol t y equivale al número de vértices del
árbol.

Los coeficientes ψ(t) y ψi(t) para cada t ∈ T son polinomios en los
parámetros bi, aij, y vienen dados por las recursiones (1.37) y (1.36) respec-
tivamente. Para facilitar la lectura mostramos las dos recursiones de nuevo:

ψ(•) =

s∑

i=1

bi,

ψi(•) = ci =
s∑

j=1

aij ,

y para t = [t1 · · · tk]

ψ(t) =

s∑

i=1

biψi(t1) · · ·ψi(tk), (4.4)

ψi(t) =
s∑

j=1

aijψj(t1) · · ·ψj(tk). (4.5)

Según la definición del error local de un método numérico dado en (1.15)
y teniendo en cuenta las expansiones en forma de B-series de φh(y) y de
ψh(y) tenemos:

Proposición 1 El error local (1.15) puede ser desarrollado como una B-
serie B(δ, y) con

δ(∅) = 0,

δ(t) = ψ(t) − φ(t) para t ∈ T . (4.6)
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Recordemos que en la Sección 1.8 al definir las B-series mediante (1.25)
asociamos a cada árbol con ráız t ∈ T una diferencial elemental F (t) : Rd →
Rd, y teniendo en cuenta (1.33) junto con el Lema 1 tenemos que

F (•) = f

F ([t1 · · · tk])(y) = f (k)(y)(F (t1)(y), . . . , F (tk)(y)). (4.7)

Claramente, las diferenciales elementales no dependen de los parámetros bi,
aij del esquema de Runge-Kutta. Además, normalizamos cada término de
la B-serie con cierto número σ(t) (la simetŕıa del árbol con ráız t) definido
en (1.35).

Podemos escribir el desarrollo en serie de potencias de h del error local
como

δ(y, h) =
∑

n≥p+1

hnδn(y) (4.8)

donde p es el orden de consistencia del método. Sabemos por la Proposición 1
que (4.8) se puede expresar como una B-serie, es decir, cada δn(y) es una
combinación lineal de diferenciales elementales, una diferencial elemental
por cada árbol con ráız de n vértices, y por tanto, combinando (4.8) con la
B-serie dada en la Proposición 1, podemos escribir el desarrollo en serie de
potencias de h de δ(y, h) como

δ(y, h) =
∑

n≥p+1

hn
∑

t∈Tn

δ(t)

σ(t)
F (t)(y), (4.9)

donde Tn es el conjunto de árboles de n vértices y, para cada árbol con ráız
t, el coeficiente δ(t) es un polinomio de los parámetros bi, ai,j del método de
Runge-Kutta dado por (1.9)-(1.10).

Podemos obtener estimaciones rigurosas de δ(y, h) acotando las diferen-
ciales elementales F (t)(y). Las suposiciones básicas sobre el sistema (1.1)
y algunas de las técnicas utilizadas en este caṕıtulo están inspiradas en la
teoŕıa del análisis regresivo del error de los integradores numéricos para
ecuaciones diferenciales ordinarias [1], [9], [21].

En [9], Hairer y Lubich obtienen cotas para las diferenciales elementales
F (t) (también para los coeficientes de δ(t)) que pueden ser utilizadas para
obtener cotas rigurosas para el error local de los métodos de Runge-Kutta.
Asumen que f es una función anaĺıtica real en y, y que ||f(z)||1 ≤ M para
todo z ∈ Cd tal que ||z − y||∞ ≤ R (donde || · ||1 es la norma-1 y || · ||∞ es
la norma del máximo), y obtienen cotas para cada ||F (t)(y)||1 que pueden
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ser expresadas de la forma

||F (t)(y)||1 ≤ ν(t)M

(
M

R

)n−1

, (4.10)

donde n es el número de vértices del árbol con ráız t, y ν(t) es un núme-
ro asociado a t. Es de señalar que estas cotas dependen en general de la
dimensión d del sistema: considérense las diferenciales elementales del siste-
ma ẏ1 = g(y1), ẏ2 = g(y2), . . . , ẏd = g(yd) con valor inicial (y1, y2, . . . , yd) =
(y0, y0, . . . , y0), donde g : R → R. La diferencial elemental correspondiente
a cada t ∈ T de este sistema evaluadas en (y0, y0, . . . , y0) ∈ Rd coinciden
con d copias de la diferencial elemental del sistema simple ẏ = g(y), con
valor inicial y = y0. Supongamos que ||g(z)||1 ≤ M para todo z ∈ Cd tal
que ||z − y||∞ ≤ R, por lo que en el sistema simple obtendŕıamos las cotas
de las diferenciales elementales dependientes de M y de R, dadas en (4.10).
Pero en el caso a considerar, tenemos que ||g(z)||1 ≤ d ·M para todo z ∈ Cd

tal que ||z − y||∞ ≤ R, por lo que tendŕıamos las siguientes cotas para la
diferencial elemental F (t) del sistema de dimensión d

||F (t)(y)||1 ≤ ν(t) d ·M
(
d ·M
R

)n−1

≤ ν(t)M

(
M

R

)n−1

dn.

Como alternativa, consideramos suposiciones que solo implican una única (y
arbitraria) norma (en lugar de las dos mencionadas, la norma-1 y la norma
máxima) que nos proporciona cotas de ||F (t)(y)|| que son independientes
de la dimensión d. Nuestra suposición 1 está estrechamente relacionada con
las consideradas (para la norma máxima) por Reich [21] (ver también [12]).

4.2.2. Cotas de las derivadas de las funciones anaĺıticas

Si una aplicación r : {s ∈ C : |s| ≤ ρ} → Cl es anaĺıtica, entonces las
estimaciones de Cauchy dan las cotas

||r(j)(0)||l ≤
j!

ρj
sup
|s|≤ρ

||r(s)||l, (4.11)

donde || · ||l es una norma arbitraria en Cl.
Para cada s ∈ C tal que |s| < ρ, podemos acotar cada coeficiente de la

serie de Taylor mediante las estimaciones de Cauchy, y el resto del desarrollo
de Taylor truncado puede ser representado como

r(s) −
n−1∑

j=0

sj

j!
r(j)(0) =

sn

2πi

∫

|w|=ρ
O

r(w)

wn(w − s)
dw,
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lo que nos lleva a la cota

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
r(s) −

n−1∑

j=0

sj

j!
r(j)(0)

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
l

≤ ξ(|s|/ρ)
(|s|
ρ

)n

sup
|s|≤ρ

||r(s)||l, (4.12)

donde para cada τ ≥ 0,

ξ(τ) =

∫ 1

0

1
√

1 + τ 2 − 2 τ cos(2 πθ)
dθ <

1

1 − τ
. (4.13)

Las estimaciones de Cauchy se pueden generalizar a las aplicaciones anaĺıti-
cas r : V ⊂ C

m → C
l de la siguiente manera. Dados ρ1, · · · , ρm > 0,

∣
∣
∣
∣r(j1,···,jm)(0)

∣
∣
∣
∣
l
≤ j1!

ρj11
· · · jm!

ρjmm
sup

|si|≤ρi

||r(s)||l, (4.14)

donde s = (s1, · · · , sm), y r(j1,···,jm)(s) = ∂j1

∂s
j1
1

· · · ∂jm

∂sjm
m

r(s1, . . . , sm). Suponga-

mos ahora que tenemos una cota de ||r(s)||l para |s|1 ≤ 1 (|s|1 = |s1|+ · · ·+
|sm|). En este caso, (4.14) aplicado a ρ1, . . . , ρm > 0 arbitrarios tales que
ρ1 + · · · + ρm = 1 nos da la cota

∣
∣
∣
∣r(j1,···,jm)(0)

∣
∣
∣
∣
l
≤ j1!

ρj11
· · · jm!

ρjmm
sup
|s|1≤1

||r(s)||l.

Para obtener la mejor opción de los valores de ρi, debemos hallar el mı́nimo
de j1!

ρ
j1
1

· · · jm!

ρjm
m

sujeto a la restricción ρ1 + · · · + ρm = 1. Podemos hallar la

solución de dicho problema de minimización con restricciones utilizando el
método de los multiplicadores de Lagrange, lo que nos lleva a

ρk =
jk

j1 + j2 + . . .+ jm
, k = 1, . . . , m.

Por tanto, (4.14) implica el siguiente resultado:

Lema 5 Sea r : V ∈ Cm → Cd anaĺıtica, entonces se cumple que

∣
∣
∣
∣r(j1,···,jm)(0)

∣
∣
∣
∣
l
≤ (j1 + · · · + jm)j1+···+jm j1!

jj11

· · · jm!

jjmm
sup
|s|1≤1

||r(s)||l. (4.15)

Ahora nos interesa obtener cotas para las derivadas de frêchet g(k)(y)
(de orden k) de una aplicación anaĺıtica g : U ⊂ Cd → Cl para y ∈ U .
Más exactamente, queremos obtener cotas del resultado g(k)(y)(v1, . . . , vk),
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es decir, cotas de la aplicación k-lineal g(k)(y) actuando sobre los vectores
v1, . . . , vk ∈ Cd. Si se da el caso de que algunos de los vectores de (v1, . . . , vk)
se repiten se pueden obtener mejores cotas. En este contexto puede ser más
conveniente el uso de la notación (vj11 , . . . , v

jm
m ) := (v1, . . . , vk), donde ji

indica el número de copias de vi para i = 1, . . . , m (j1 + · · ·+ jm = k). Con
esta notación, se cumple que

g(k)(y)(vj11 , . . . , v
jm
m ) = r(j1,···,jm)(0), (4.16)

donde r(s1, . . . , sm) = g(y +
∑m

i=1 sivi).

Lema 6 Sea g : U ⊂ Cd → Cl anaĺıtica, y ∈ U , v1, · · · , vm ∈ RD, y sean
|| · ||d, || · ||l normas en Cd y Cl respectivamente. Sean j1, · · · , jm enteros
positivos tales que k = j1 + · · · + jm ≥ 1, entonces se cumple que

||g(k)(y)(vj11 , . . . , v
jm
m )||l ≤ kk

j1!

jj11

· · · jm!

jjm1

||v1||j1d · · · ||vm||jmd sup
||z−y||d≤1

||g(z)||l.

(4.17)

Demostración Debido a la k-linealidad de g(k)(y), podemos asumir sin
perdida de generalidad que ||vi||d = 1, 1 ≤ i ≤ m. Ahora, (4.16) junto con
(4.15) nos lleva a (4.17). 2

Observación 4 La ecuación (4.16) también se cumple para r(s) = g(y +
∑
sivi) − g(y), y por tanto el Lema 6 también se cumple con sup ||g(z)||l

reemplazado por sup ||g(z) − g(y)||l.

4.3. Cotas para el error local de los métodos RK

Nuestra intención es la obtención de un procedimiento que nos dé cotas
significativas del error local (1.15) de un paso de un método de Runge-
Kutta (1.9) aplicado a un y ∈ U dado para un sistema dado (1.3). Utili-
zaremos las cotas proporcionadas por las estimaciones de Cauchy, por lo
que tenemos que asumir las condiciones en las que se pueden aplicar dichas
estimaciones. Haremos la siguiente suposición

Suposición 1 Dado y ∈ U ⊂ R
d y una norma ||·|| en C

d, la transformación
f : U ⊂ Rd → Rd puede ser extendida anaĺıticamente a

{z ∈ C
d : ||z − y|| ≤ 1}.

En lo que sigue, denotamos

L = sup
||z−y||≤1

||f(z)||. (4.18)
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Primero vamos a acotar, bajo la Suposición 1, las diferenciales elemen-
tales F (u)(y), de forma que los primeros términos de la expansión (4.9)
puedan ser acotadas para cada esquema particular de Runge-Kutta. Segui-
damente obtendremos cotas para el resto del desarrollo de Taylor truncado
del error local δ(y, h).

4.3.1. Cotas de las diferenciales elementales

Lema 7 Bajo la suposición 1, se cumple para cada árbol con ráız t ∈ T que

1

σ(t)
||F (t)(y)|| ≤ ω(t)L|t|, (4.19)

donde σ(t) y ω(t) están definidas recursivamente en (1.35) y (4.2) respec-
tivamente.

Demostración Mediante la inducción sobre el número de vértices |t| de
los árboles. Es trivial para |t| = 1 (es decir t = •), ya que F (•)(y) = f(y),
σ(•) = 1 y ω(•) = 1. Esto nos lleva a ||f(y)|| ≤ L que se cumple por la
Suposición 1. Para un árbol dado t ∈ T con |t| > 1, sean t1, . . . , tm m
árboles con ráız distintos de forma que t = [tr11 · · · trmm ]. Por definición de
σ(t), dada en (1.35), y de F (t)(y), dada en (4.7), tenemos que

1

σ(t)
||F (t)(y)|| =

1
r1!···rm!σ(t1)r1 ···σ(tm)rm

||f (k)(y)(F (t1)(y)
r1 · · ·F (tm)(y)rm)||,

entonces la aplicación del Lema 6 con vi = F (ti)(y), (1 ≤ i ≤ m), g = f , y
la norma || · ||, nos lleva a

1

r1! · · · rm!σ(t1)r1 · · ·σ(tm)rm
||f (k)(y)(F (t1)(y)

r1 · · ·F (tm)(y)rm)|| ≤
1

σ(t1)r1 · · ·σ(tm)rm
Lkk

1

rr11 · · · rrmm
||F (t1)(y)||r1 · · · ||F (tm)(y)||rm

donde podemos aplicar la hipótesis de inducción a los subárboles ti, y lle-
gamos a

1

σ(t)
||F (t)(y)|| ≤ Lkk

m∏

i=1

(
1

ri
ω(ti)L(y)|ti|

)ri

= L1+|t1|r1+···|tm|rmkk
m∏

i=1

(
ω(ti)

ri

)ri

(4.20)
que nos lleva a la desigualdad requerida, teniendo en cuenta el número de
vértices del árbol t, |t| = 1 + |t1|r1 + · · · + |tm|rm, y la definición de ω(t),
dada en (4.2). 2
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Ejemplo 1 Consideremos el problema de Kepler de los dos cuerpos, q̈ =
−q/(q2

1 + q2
2)

3/2, donde q = (q1, q2). Podemos escribir el problema como un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (1.3), con
y = (q, p) y f(y) = (p,−q/(q2

1 + q2
2)

3/2). Consideramos la norma en C4

dada por ||(Q,P )|| = máx(||Q||, ||P ||), donde ||Q|| =
√

|Q1|2 + |Q2|2 para
cada Q ∈ C2. Para cada Q,P ∈ C2, denotamos 〈P,Q〉 = P1Q1 + P2Q2.
Queremos ver si la Suposición 1 se cumple con esta norma para (q, p) ∈ R4

dado. La función f(Q,P ) es anaĺıtica en Q,P ∈ C4 si Q2
1 + Q2

2 6= 0, y
||f(Q,P )|| = máx(||P ||, K(Q)), donde

K(Q) =
(|Q1|2 + |Q2|2)1/2

|Q2
1 +Q2

2|3/2
=

||Q||
|〈Q,Q〉|3/2

. (4.21)

Buscamos primero una cota inferior de |〈Q,Q〉| suponiendo que ||(Q,P ) −
(q, p)|| ≤ 1, y por tanto ||∆Q|| ≤ 1, donde ∆Q = Q− q.

Tenemos que

〈Q,Q〉 = 〈q, q〉 + 〈∆Q,∆Q〉 + 〈∆Q, q〉 + 〈∆Q, q〉,

y por tanto,

||q||2 = |〈Q,Q〉 − 〈∆Q,∆Q〉 − 〈∆Q, q〉 − 〈∆Q, q〉|,

y aplicando la desigualdad triangular y la de Schwartz llegamos a

||q||2 ≤ |〈Q,Q〉| + ||∆Q||2 + 2||∆Q||||q||,

y finalmente

|〈Q,Q〉| ≥ ||q||2 − ||∆Q||2 − 2||∆Q|| ||q||.
Aśı pues, |〈Q,Q〉| ≥ 0 siempre que ||q||2 ≥ ||∆Q||2 + 2||∆Q|| ||q||, es decir,
si ||q|| ≥ (1 +

√
2)||∆Q||, en cuyo caso,

K(Q) ≤ ||q|| + ||∆Q||
(||q||2 − 2||q|| ||∆Q|| − ||∆Q||2)3/2

. (4.22)

Entonces la Suposición 1 se cumple en y = (q, p) con L ≤ máx(||p|| +
1, (||q|| + 1)/(||q||2 − 2||q|| − 1)3/2) siempre que ||q|| > 1 +

√
2. En ese

caso, el Lema 7 nos permite acotar cada diferencial elemental F (u)(q, p).
No obstante, tales cotas se pueden ajustar considerablemente, en la manera
que veremos en la Subsección 4.3.3.
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Observación 5 Se puede demostrar en la misma ĺınea de la demostración
del Lema 7 que, bajo la Suposición 1, se cumple para cada árbol con ráız
t ∈ T que

1

σ(t)
||F (t)(y)|| ≤ ω(t) ||f(y)||〈t〉L|t|−〈t〉, (4.23)

donde 〈t〉 indica el número de hojas de t ∈ T , que se define recursivamente
como 〈•〉 = 1 y 〈[t1 · · · tk]〉 = 〈t1〉 + · · · + 〈tk〉. Además, la Observación 4
muestra que L (4.18) puede ser sustituido por

L∗ = sup
||z−y||≤1

||f(z) − f(y)||. (4.24)

En general, (4.23) (con o sin L sustituido por L∗) nos dará cotas más ajusta-
das que (4.19) para cada diferencial elemental, pero la correspondiente cota
de la B-serie tiene una estructura más compleja. Sin embargo, (4.23) mues-
tra que L|t| en (4.19) puede ser sustituido por mı́n(L∗, ||f(y)||)|t|−1||f(y)||,
o también por

L|t|−1||f(y)||. (4.25)

Corolario 1 Dada una B-serie (1.25), el término correspondiente a la n-
sima potencia de h puede ser acotado bajo la Suposición 1 como

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∑

t∈Tn

c(t)

σ(t)
F (t)(y)

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
≤ Ln

∑

t∈Tn

ω(t)|c(t)|. (4.26)

Observación 6 Se pueden obtener mejores cotas que (4.26) para combi-
naciones lineales particulares de diferenciales elementales. Por ejemplo, se
puede probar que

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∑

t∈Tn

1

σ(t)γ(t)
F (t)(y)

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
≤ Ln.

(Esto se puede demostrar considerando el Lema 9 de más adelante, aplican-
do las estimaciones de Cauchy y teniendo en cuenta que la expansión en B-
series de la solución exacta es B(1/γ, y)). Cotas de combinaciones lineales
de diferenciales elementales de esta forma nos pueden llevar a mejores cotas
que (4.26) para B-series particulares (se puede ver, por ejemplo, que esto su-
cede con las B-series correspondientes a métodos de Runge-Kutta impĺıcitos
con simplificaciones en las condiciones de orden del tipo

∑

j aijc
n−1
j =

cni
n
).
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Ejemplo 2 Consideremos el modelo de Lotka-Volterra

u̇ = u(v − 2),

v̇ = v(1 − u).

Queremos obtener cotas para F (u)(2, 3), con la norma del máximo, apli-
cando el Lema 7. Por tanto, tenemos que calcular L de la Suposición 1
para y = (2, 3) y f(u, v) = (u(v − 2), v(1 − u)). Si u, v ∈ C son tales que
||(u, v) − (2, 3)|| ≤ 1, tenemos que

|u− 2| ≤ 1 y |v − 3| ≤ 1,

y en particular, |u| ≤ 3, |u − 1| ≤ 2, |v| ≤ 4, |v − 2| ≤ 2, de modo
que el supremo L de ||f(u, v)|| = máx (|u(v − 2)|, |v(1 − u)|) para u, v ∈ C

tales que ||(u, v) − (2, 3)|| ≤ 1 satisface la desigualdad L ≤ máx(6, 8) = 8.
Además, ||f(3, 4)|| = 8, de modo que para la norma del máximo L = 8, lo
que nos permite acotar cada diferencial elemental aplicando el Lema 7.

4.3.2. Cotas para la expansión de Taylor del error local

Consideremos el desarrollo en serie de potencias de h de un paso ψh(y)
de un esquema de Runge-Kutta (1.9)

ψh(y) = y +
∑

n≥1

hngn(y), (4.27)

donde para cada n ≥ 1, gn(y) =
∑

t∈Tn

ψ(t)
σ(t)

F (t)(y), con ψ(t) dado en (4.4)
y siendo Tn el conjunto de árboles con n vértices.

El Corolario 1 junto con el desarrollo en B-serie (4.9) da las siguientes
cotas para los términos del error local y para los términos gn(y) de (4.27).

Lema 8 Bajo la Suposición 1, el n-ésimo término δn(y) del error local
(1.15), (4.8) del esquema de Runge-Kutta (1.9) y el n-ésimo término gn(y)
de (4.27) pueden ser acotados como

||δn(y)|| ≤ Ln d′n, d′n =
∑

u∈Tn

ω(u)

∣
∣
∣
∣
ψ(u) − 1

γ(u)

∣
∣
∣
∣
, (4.28)

||gn(y)|| ≤ Ln d̂′n, d̂′n =
∑

u∈Tn

ω(u)|ψ(u)|. (4.29)

Donde ψ(u) está dado en 4.4, ω(u) en 4.2 y γ(u) es la densidad del árbol u
dada por (1.40).
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Acotando las diferenciales elementales, y usando el Lema 8 podemos
acotar cada término de la expansión de Taylor del error local (1.15). Pero
para acotar el error local tenemos que truncar la expansión de Taylor y
necesitamos alguna cota para el resto. Considerando (4.8) como una función
de la variable compleja h, las estimaciones de Cauchy nos pueden ayudar a
acotar tanto los términos como el resto de la expansión de Taylor truncada.

Bajo la Suposición 1 podemos obtener esas cotas obteniendo una segunda
cota para los términos de la expansión de Taylor. La comparación de las
dos cotas nos va a servir de gúıa a la hora de la toma de decisión de cómo
truncar la expansión de Taylor del error local.

Sea φh la extensión compleja (h ∈ C) del h-flujo de (1.1). Lo siguiente
es un resultado estándar

Lema 9 Bajo la Suposición 1, φh(y) es anaĺıtico en {h ∈ C : |h| ≤ 1
L
}, y

||φh(y) − y|| ≤ |h|L, para |h| ≤ 1

L
. (4.30)

Nos interesa un resultado similar para ψh(y).

Definición 1 Dado un esquema de Runge-Kutta expĺıcito ψh(y), conside-
remos los números reales positivos K > 0 tales que para cada ODE (1.1) y
cada norma en Rd para los que cumpla la Suposición 1, ψh(y) es anaĺıtico
en {h ∈ C : |h| ≤ 1

KL
} y ||ψh(y) − y|| ≤ |h|KL para |h| ≤ 1

KL
. Denotamos

como κ el ı́nfimo de tales K.

Veremos que κ está bien definida:

Proposición 2 Para cada esquema de Runge-Kutta expĺıcito de la forma
(4.1), existe K ≥ 0 tal que la Suposición 1 garantiza que ψh(y) es anaĺıtica
en {h ∈ C : |h| ≤ 1

KL
}, y

||ψh(y) − y|| ≤ |h|KL, para |h| ≤ 1

KL
. (4.31)

Demostración Cualquier esquema de Runge-Kutta expĺıcito de s etapas
puede escribirse como (4.1) donde cada ψih(y) es un esquema de Runge-
Kutta expĺıcito de si etapas con si ≤ i < s. El resultado se cumple de forma
trivial cuando s = 0 (es decir, ψh(y) = y). En otro caso, podemos asumir por
inducción sobre s que el resultado se cumple para los esquemas de Runge-
Kutta ψih, i = 1, . . . , s. Para cada i, sea κi dado por la Definición 1 para el
esquema de Runge-Kutta ψih(y) en (4.1). Por la suposición 1, f(ψih(y)) es
anaĺıtico (como función de la variable compleja h) y ||f(ψih(y))|| ≤ L para



Comparación de los métodos de Runge-Kutta 107

|h| ≤ 1
κiL

. Por lo tanto, ψh(y) es anaĺıtico y ||ψh(y) − y|| ≤ |h|L∑s
i=1 |bi|

para |h| ≤ 1
κ̂L

, donde κ̂ = máx1≤i≤s κi. Finalmente, el resultado requerido
se cumple para K = máx(κ̂,

∑s
i=1 |bi|). 2

Observación 7 Para esquemas de Runge-Kutta expĺıcitos de la forma (4.1)
con bi > 0, i = 1, . . . , s, se cumple que

κ = máx(κ1, . . . , κs,

s∑

i=1

bi), (4.32)

donde κi viene dado por la Definición 1 para el esquema de Runge-Kutta
ψih(y) en (4.1). Para verlo, consideremos el problema de valor inicial y′ = 1
con y(0) = 0. Tomemos la norma dada por ||y|| = |y|. La Suposición 1 se
cumple en y = 0 para dicha norma, y ||f(z)|| = 1 = L para cualquier z tal
que ||z − y|| ≤ 1. Por la Definición 1, |h∑s

i=1 bi| = ||ψh(y) − y|| ≤ |h|κ
siempre que |h| ≤ 1

κ
. Por lo tanto

∑s
i=1 bi ≤ κ y de la demostración de la

Proposición 2 obtenemos el valor de κ dado en (4.32).

Lema 10 Bajo la Suposición 1, el n-ésimo término de δn(y) del error local
(1.15), (4.8) y el n-ésimo término gn(y) de la expansión de Taylor (4.27)
del esquema de Runge-Kutta (1.9) pueden ser acotados como

||δn(y)|| ≤ Ln d′′n, d′′n = 1 +

s∑

i=1

|bi|κn−1
i , (4.33)

||gn(y)|| ≤ Lnd̂′′n, d̂′′n =
s∑

i=1

|bi|κn−1
i (4.34)

donde cada κi viene dado por la Definición 1 para el esquema de Runge-
Kutta ψih(y) en (4.1). Y para el resto, tenemos

||δ(y, h) −
n−1∑

j=p+1

δj(y)h
j|| ≤ (hL)n

(

ξ(hL) +

s∑

i=1

|bi|κn−1
i ξ(κihL)

)

,

||ψh(y) −
n−1∑

j=1

gj(y)h
j|| ≤ (hL)n

s∑

i=1

|bi|κn−1
i ξ(κihL).
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Demostración Acotamos el n-ésimo término de la expansión de Taylor
del error local

δ(y, h) =

(

y + h

s∑

i=1

bif(Yi)

)

− φh(y)

acotando independientemente el n-ésimo término de la expansión de φh(y)−
y y hbif(Yi), 1 ≤ i ≤ s. Según el Lema 9, φh(y)− y es una función anaĺıtica
de h acotada (en la norma ||·||) por |h|L para |h| ≤ 1/L. De la demostración
de la Proposición 2, tenemos que hbif(ψih(y)) es anaĺıtico y está acotado por
|h||bi|L para |h| ≤ 1/(κiL). Por lo tanto, si aplicamos (4.11) y (4.12) por un
lado para r(h) = φh(y)−y y por el otro para r(h) = hbif(ψih(y)) obtenemos,
para la primera

||φh(y) − y|| ≤
(
n−1∑

j=1

|h|jLj + ξ(hL)|h|nLn
)

sup
|h|≤ 1

L

||φh(y) − y||

lo que nos lleva a

||φh(y) − y|| ≤
n−1∑

j=1

hj+1Lj+1 + ξ(hL)(hL)n+1.

Mientras que para la segunda función tenemos que

hbif(ψih(y)) ≤
n−1∑

j=1

hj(κiL)jh|bi|L+ ξ(hκiL)(hκiL)nh|bi|L

Teniendo en cuenta todas las cotas, obtenemos finalmente,

δ(y, h) ≤
n−1∑

j=1

hj+1Lj+1

(

1 +
s∑

i=1

|bi|κji

)

+

+hn+1Ln+1

(

ξ(hL) +

s∑

i=1

ξ(hκiL)κni |bi|
)

donde tenemos las estimaciones requeridas. 2

El Lema 8 y el Lema 10 implican el siguiente resultado.

Teorema 1 Bajo la Suposición 1, el error local (1.15), (4.8) de un esquema
de Runge-Kutta (1.9) de orden p y ψh(y)−y pueden ser acotados, para cada
n ≥ p+ 1, como ||δ(y, h)|| ≤ Dn(hL), y ||ψh(y) − y|| ≤ D̂n(hL), donde

Dn(τ) =

n−1∑

j=p+1

djτ
j + rn(τ)τ

n, (4.35)
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D̂n(τ) =
n−1∑

j=1

d̂jτ
j + r̂n(τ)τ

n, (4.36)

y dn = mı́n(d′n, d
′′
n) (d′n y d′′n dados en (4.28) y (4.33) respectivamente),

d̂n = mı́n(d̂′n, d̂
′′
n) (d̂′n y d̂′′n dados en (4.29) y (4.34) respectivamente), y

rn(τ) = ξ(τ) +

s∑

i=1

|bi|κn−1
i ξ(κiτ), (4.37)

r̂n(τ) =
s∑

i=1

|bi|κn−1
i ξ(κiτ), (4.38)

donde cada κi está determinada como en el Lema 10.

Si bi < 0 para algún i ∈ 1, 2, . . . , s, las cotas que se derivan del Teore-
ma 1 para ||ψh(y) − y|| pueden ser utilizadas para acotar κ, siempre que
los correspondientes valores κi de los esquemas de Runge-Kutta internos
ψh(y) sean conocidos o se disponga de cotas superiores de los parámetros
κi. Para ||ψh(y) − y||, una cota alternativa a la dada en el Teorema 1
puede ser obtenida basándonos en la cota del error local ||ψh(y) − y|| ≤
||φh(y) − y|| + ||δ(y, h)|| ≤ hL+Dn(hL) para |hL| ≤ 1.

Observación 8 En los cálculos realizados con diferentes esquemas hemos
observado que, si para un esquema de Runge-Kutta de orden p dado, n ≥
p + 1 es tal que d′n ≥ d′′n, entonces d′j ≥ d′′j para todos los j ≥ n. Esto
sugiere que una opción adecuada para el ı́ndice de truncamiento n en el
Teorema 1 resulta ser el primer n ≥ p + 1 tal que d′n ≥ d′′n. Mediante el
siguiente ejemplo mostramos cómo elegimos el ı́ndice de truncamiento, y a
su vez, lo comparamos con las cotas que se obtienen con otros ı́ndices de
truncamiento.

Ejemplo 3 Para el esquema de Runge-Kutta de segundo orden y de dos
etapas dado por el tablero de Butcher

0

1 1
1
2

1
2

tenemos que κ1 = 0 (como para cualquier método de Runge-Kutta expĺıcito)
y de la Observación 7 obtenemos que κ2 = 1, de forma que el Lema 10
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se cumple con d′′n = 3/2 para todo n. El Lema 8 nos da d′3 = 1/3, d′4 =
7/8, d′5 = 8/5, y d′n ≈ 2d′n−1 para mayores ı́ndices n. Siguiendo el criterio
descrito en la Observación 8 elegimos n = 5 en el Teorema 1, llegando a

D5(τ) =
1

3
τ 3 +

7

8
τ 4 +

3

2
ξ(τ)τ 5.

Para el método de Runge-Kutta de orden 3 y de 3 etapas dado en el tablero,

0
1
2

1
2

3
4

0 3
4

2
9

1
3

4
9

(4.39)

tenemos que la Proposición 2 se cumple con κi = ci, i = 1, 2, 3, y teniendo
en cuenta los valores que obtenemos según el Lema 8 (d′4 = 1

16
, d′5 = 241

640
,

d′6 = 25141
20736

...) y los obtenidos por el Lema 10 (d′′4 = 59
48

, d′′5 = 223
192

, d′′6 = 857
768

<
d′6...), debido al criterio descrito en la Observación 8 tomamos n = 6 en el
Teorema 1, y llegamos a

D6(τ) =
1

16
τ 4 +

241

640
τ 5 +

(
1

96
ξ(
τ

2
) +

27

256
ξ(

3τ

4
) + ξ(τ)

)

τ 6.

En la Figura 4.1 mostramos las curvas correspondientes a D6(τ), D5(τ)
y D7(τ) del método de RK dado por el tablero de Butcher (4.39) en es-
cala logaŕıtmica (eje vertical), frente a los valores de τ , también en escala
logaŕıtmica (eje horizontal). La curva correspondiente a D6(τ) es la curva
continua, mientras que la de tramos cortos corresponde a D7(τ) y la de tra-
mos largos a D5(τ). Se puede observar que para valores pequeños de τ la
función D7(τ) toma valores muy cercanos a D6(τ) y para valores grandes
de τ tanto D5(τ) como D6(τ) toman valores similares. Teniendo en cuenta
todos los valores que puede tomar τ , siempre es la curva correspondiente a
D6(τ) la que nos da las menores cotas.

Observación 9 Siguiendo las pautas de la demostración de la Proposi-
ción 2 y la Observación 7, para esquemas de Runge-Kutta expĺıcitos de la
forma (4.1), siempre tenemos que κ ≤ máx(κ1, . . . , κs,

∑s
i=1 |bi|). No obs-

tante, en el caso de que algunos valores bi sean negativos, si se da el caso
de que

∑s
i=1 |bi| > máx(κ1, . . . , κs), normalmente suele ser posible mejorar

(decrementar) la cota de κ.
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Figura 4.1: Curvas de las cotas de error para el tablero de Butcher 4.39
obtenidas para el Teorema 1 con ı́ndices de truncamiento n = 5, 6, 7. Donde
n = 6 (curva continua) es el ı́ndice sugerido por la observación 8.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

-5

-4

-3

-2

-1
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Ejemplo 4 Consideremos el método de Runge-Kutta dado en el siguiente
tablero de Butcher.

0
1
2

1
2

1 −1 2
1
6

2
3

1
6

(4.40)

Tenemos que κ1 = 0 y, como los coeficientes son positivos para ψ2
h(y), κ2 =

1/2. De la demostración de la Proposición 2 llegamos a que κ3 ≤ 3, pero es
posible que esta cota para κ3 se pueda mejorar, ya que c3 = 1 < 3 =

∑ |a3j |.
Consideremos el método de Runge-Kutta ψ3

h(y) para el cual queremos en-
contrar un K > 0 tal que bajo la Suposición 1, si h ≤ 1

KL
, se cumple que

||ψ3
h(y) − y|| ≤ |h|KL.
Sea K > 0 tal que D̂n(

1
K

) = 1, en ese caso, según el Teorema 1 tenemos

que ||ψ3
h(y) − y|| ≤ D̂n(

hKL
K

), y si h ≤ 1
KL

tenemos que hKL ≤ 1. Sea

s = hKL. Según la definición de D̂n(τ) dada en (4.36), y teniendo en
cuenta que para s ≤ 1 se cumple r̂n(

s
K

) ≤ r̂n(
1
K

) llegamos a

D̂n

( s

K

)

≤ s

(
n−1∑

j=1

dj

(
1

K

)j

+

(
1

K

)n

r̂n

(
1

K

))

,

es decir,

||ψ3
h(y) − y|| ≤ sD̂n

(
1

K

)

≤ |h|KL.

Por lo que nos interesa obtener el valor de K que cumpla

||ψ3
h(y) − y|| ≤ D̂n(

1

K
) = 1, (4.41)

para cualquier n > p. Por otra parte, teniendo en cuenta que ψh(y) − y =
φh(y) − y + δh(y) y que φh(y) − y ≤ hL para h ≤ 1

L
, tenemos una segunda

cota del error local y de ah́ı podemos obtener un valor de K que cumpla

||ψ3
h(y) − y|| ≤ |hL| +Dn(

1

K
) = 1 (4.42)

En el caso concreto de nuestro ejemplo, para acotar el error local de ψ3
h

mediante (4.42) necesitamos Dn(
1
K

) del Teorema 1, y para ello nos hacen
falta los valores d′n del Lema 8 y d′′n del Lema 10 correspondientes al método
de Runge-Kutta ψ3

h. Según (4.33), tenemos d′′k = 1 + 22−k para cada k, y
mediante (4.28) obtenemos d′1 = 0, d′2 = 1/2, d′3 = 1/3, d′3,4 = 5/8 < d′′4 =
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5/4, d′5 = 11/8 > d′′5 = 9/8 (y d′k ≈ 2d′k−1 para valores superiores de k).
Por lo tanto, siguiendo lo indicado en la Observación 8, elegimos n = 5, y
obtenemos

||ψ3
h(y) − y|| ≤ hL+D5(hL)

para |hL| ≤ 1, donde

D5(τ) =
1

2
τ 2 + 1/3τ 3 +

5

8
τ 4 +

(

ξ(τ) +
1

8
ξ(τ/2)

)

τ 5.

Por otro lado, para utilizar la cota (4.41) necesitamos D̂n(τ) y para obtenerlo
hemos de obtener los valores d̂′n del Lema 8 y d̂′′n del Lema 10 correspon-
dientes al método de Runge-Kutta ψ3

h: según (4.34) tenemos que d̂′′k = 22−k

para cada k, y de (4.29) obtenemos d̂′1 = 1 < d̂′′1 pero d̂′2 = 1 = d̂′′2 (y d̂′k = d̂′′k
para k ≥ 2). Si tomamos

||ψ3
h(y) − y|| ≤ D̂2(hL),

donde

D̂2(τ) = τ + ξ(τ/2)τ 2

la solución K de la ecuación D̂2(
1
K

) = 1 es K ≈ 1,6291. No obstante, y

puesto que d̂′3 = d̂′′3, podemos obtener la solución K para D̂3(
1
K

) = 1 con

D̂3(τ) = τ+τ 2+ 1
2
τ 3ξ(τ/2) y llegamos a que K ≈ 1,74225. Evidentemente la

primera solución es mejor que esta última, y por lo tanto κ ≤ K ≈ 1,6291 ≤
44
27

.

De igual forma la solución de 1
K

+D5(
1
K

) = 1 es K ≈ 1,69202 lo que no
mejora nuestra anterior cota para κ3 (1,6291 ≤ 44

27
).

Ahora, una vez acotado el valor de κ3 con 44
27

, siguiendo lo estableci-
do en la Observación 7, hemos de tomar como valor de κ4 = κ3, ya que
máx(κ1, . . . , κs) >

∑s
i=1 |bi|. Y con estos valores, la correspondiente función

Dn(τ) (con valor óptimo n = 6) dado por el Teorema 1 para el esquema de
Runge-Kutta original ψh(y) dado en (4.40), esta acotada por

D6(τ) ≤
5 τ 4

24
+

109 τ 5

120
+ τ 6

(
ξ( τ

2
)

48
+ ξ(τ) +

82458112 ξ(44τ
27

)

43046721

)

,

ya que d′4 = 5/24 < d′′4 = 1,80394, d′5 = 109/120 < d′′5 = 2,21561 y d′6 =
7655/2592 > d′′6 = 2,93332.
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4.3.3. La dependencia de la norma elegida

Obviamente, el valor de L en la Suposición 1, y consecuentemente, todas
las cotas obtenidas hasta el momento en esta sección dependen de la norma
que hayamos elegido.

Ejemplo 5 Consideremos de nuevo el problema de los dos cuerpos. Pero
ahora consideremos una familia bi-paramétrica de normas: dados ρ1, ρ2 >
0, sea la norma ||(Q,P )||ρ1,ρ2 = máx(||Q||/ρ1, ||P ||/ρ2), con Q,P ∈ C2.
Entonces tenemos que ||f(Q,P )||ρ1,ρ2 ≤ máx(||P ||/ρ1, ||K(Q)||/ρ2), donde
K(Q) está dado en (4.21). De la desigualdad (4.22), llegamos a la conclusión
de que la Suposición 1 se cumple para esta norma para los valores de (q, p) ∈
R

4 tales que ||q|| > (1 +
√

2)ρ1. Por tanto, para (q, p) ∈ R
4 arbitrario con

‖q‖ 6= 0, la Suposición 1 se cumple para la norma dada si ρ1 <
‖q‖

1+
√

2
.

Aśı mismo, llegamos a que

L ≤ máx

( ||p|| + ρ2

ρ1

,
||q||+ ρ1

ρ2(||q||2 − 2ρ1||q|| − ρ2
1)

3/2

)

.

Si y = (q, p) es tal que la función Hamiltoniana H(q, p) = 1/2||p||2 − 1/||q||
es negativa (trayectorias eĺıpticas del movimiento de los dos cuerpos), en-
tonces ||p|| <

√
2||q||−1/2, y por lo tanto,

L ≤ L̃(y) := máx

(√
2||q||−1/2 + ρ2

ρ1
,

||q||+ ρ1

ρ2(||q||2 − 2ρ1||q|| − ρ2
1)

3/2

)

.

Esto junto con el Lema 7 nos da diferentes cotas (dependiendo de ρ1 y
ρ2) para las diferenciales elementales F (u)(q, p). Con el objeto de optimizar
tales cotas, determinamos para cada y = (q, p), los valores de los parámetros
ρ1 ∈ (0, 1

1+
√

2
||q||) y ρ2 > 0 que minimicen L̃(y). Obsérvese que L̃(y) es el

mayor de dos valores; el primero creciente con respecto al valor de ρ2 y el
segundo decreciente con respecto a ρ2, por lo que el valor mı́nimo de L̃(y)
se da con el valor de ρ2 que hace que

√
2||q||−1/2 + ρ2

ρ1
=

||q|| + ρ1

ρ2(||q||2 − 2ρ1||q|| − ρ2
1)

3/2
.

cuyo valor mı́nimo se da para ρ1 ≈ 0,27396 ||q|| y ρ2 ≈ 0,709832 ||q||−1/2, y
con dichos valores obtenemos L̃(y) ≈ 7,75297 ||q||−3/2.

Supongamos que queremos acotar las diferenciales elementales F (u)(y)
en una norma dada || · || en Cd. Esta norma, en lo que sigue, será tratada
como una norma fija.
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Como hemos visto, el Lema 7 con esta norma puede no dar cotas ajus-
tadas para las diferenciales elementales. Incluso puede pasar que la Suposi-
ción 1 no se cumpla para esta norma.

Definición 2 Dados f : U ⊂ Rd → Rd y una norma ||·|| en Cd, supongamos
que para y ∈ U y S ∈ GL(d), donde GL(d) es el conjunto de matrices
cuadradas invertibles de dimensión d, la Suposición 1 se cumple para la
norma || · ||S en C

d definida como

||z||S = ||Sz||. (4.43)

En ese caso denotamos

LS(y) = sup
||z−y||S≤1

||f(z)||S. (4.44)

Si para un S ∈ GL(d) no se cumple la Suposición 1 para la norma || · ||S,
entonces denotamos LS(y) = ∞.

Finalmente, denotamos

L(y) = ı́nf
S∈GL(d)

LS(y), (4.45)

y CS = ||S||−1. Por el Teorema 1 tenemos que el error local (1.15), (4.8)
de un esquema de Runge-Kutta de orden p (1.9) puede ser acotado para la
norma || · ||S y para cada n ≥ p+ 1 como

||δ(y, h)||S ≤ Dn(hLS(y)),

donde Dn(τ) viene dado por (4.35). Si volvemos a la norma original || · ||
tenemos, por tanto, para cada n ≥ p+ 1,

||δ(y, h)|| = ||S−1δ(y, h)||S ≤ ||S−1|| ||δ(y, h)||S ≤ CSDn(hLS(y)). (4.46)

Ejemplo 6 Volvamos al problema de los dos cuerpos. Sean q, p tales que se
encuentren en la solución del problema de valor inicial con

q(0) = (1 − e, 0),

p(0) =

(

0,

√

1 + e

1 − e

)

.
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En ese caso, 1 − e ≤ ||q|| ≤ 1 + e. Sea || · || la norma de C
4 considerada

en el Ejemplo 1. En el Ejemplo 5 hemos visto que LS(q, p) ≤ 7,75297||q||− 3

2

para

S =








1
ρ1

0 0 0

0 1
ρ1

0 0

0 0 1
ρ2

0

0 0 0 1
ρ2







,

con ρ1 = 0,27396||q||, ρ2 = 0,709832||q||−1

2 (por tanto LS(q, p) ≤ 7,75297||q||− 3

2 )
y CS = ||S−1|| = máx (ρ1, ρ2), es decir,

CS = máx
(
0,27396 ||q||, 0,709832 ||q||−1/2

)
≤ 0,709832√

1 − e
.

Ejemplo 7 Consideremos el modelo de Lotka-Volterra

u̇ = u(v − 2),

v̇ = v(1 − u).

Sea || · || la norma máxima. Queremos obtener cotas de de las diferenciales
elementales ||F (t)(2, 3)||.

Por ejemplo, para la matriz

S =

(
1 0,0711014

0,588736 1

)

,

obtenemos LS(u, v) = 4,3803 y CS = ||S−1|| = 1,65815.

Ejemplo 8 En este caso vamos a considerar el problema restringido de
los tres cuerpos dado en (1.4) y la norma || · || de C4 considerada en el
Ejemplo 1. Buscaremos una cota L̃S(q, v) de LS(q, v) para

S =







λ1 0 0 0
0 λ1 0 0
0 −λ3 λ2 0
λ3 0 0 λ2







con λ1, λ2, λ3 ∈ R arbitrarios.
El problema (1.4) se puede escribir de la siguiente forma:

q′ = v,

v′ = q + 2vT − µ′ q+

(r+)3
− µ

q−

(r−)3
,
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donde µ y µ′ son parámetros del problema, q =

(
q1
q2

)

, v =

(
v1

v2

)

, q+ =
(
q1 + µ
q2

)

, q− =

(
q1 − µ′

q2

)

, vT =

(
v2

−v1

)

, r+ =
√

(q+
1 )2 + (q+

2 )2 y

r− =
√

(q−1 )2 + (q−2 )2.
Para obtener una cota de LS(q, v), hay que buscar una cota de ‖f(Q, V )‖S,

donde Q = q + ∆Q y V = v + ∆V , para los valores (Q, V ) que cumplen
‖(∆Q,∆V )‖S ≤ 1. Se tiene que

‖(∆Q,∆V )‖S = ‖(λ1∆Q, λ2∆V + λ3∆Q
T )‖

≤ máx (|λ1|‖∆Q‖, |λ2|‖∆V ‖ + |λ3|‖∆Q‖) ,

de donde llegamos a que si |λ1| > |λ3| y

‖∆Q‖ ≤ 1

|λ1|
, (4.47)

‖∆V ‖ ≤ 1

|λ2|

(

1 − |λ3|
|λ1|

)

(4.48)

entonces ‖(∆Q,∆V )‖S ≤ 1.
Por otra parte, se tiene que

‖f(Q, V )‖S = ‖Sf(Q, V )‖,

donde

S · f(Q, V ) =

(

λ1V, λ2(Q+ 2V T ) + λ3V
T + λ2

(

−µ′ Q+

(R+)3
− µ

Q−

(R−)3

))

y R+ =
√

(Q+
1 )2 + (Q+

2 )2, R− =
√

(Q−
1 )2 + (Q−

2 )2, Q+ = q+ + ∆Q y Q− =
q− + ∆Q. Siguiendo la notación utilizada en el Ejemplo 1, se llega a

‖f(Q, V )‖S ≤ máx( |λ1|‖V ‖,
‖λ2(Q+ 2V T ) + λ3V

T‖ + |λ2|
(
µ′K(Q+) + µK(Q−)

)
)

donde K(Q) viene dado en (4.21). Buscamos, por tanto, el máximo de dos
valores sujetos a las restricciones (4.47)-(4.48). El primero, |λ1|‖V ‖, se
puede acotar mediante

|λ1|‖V ‖ ≤ |λ1| (‖v‖ + ‖∆V ‖) ≤ |λ1|
(

‖v‖ +
1

|λ2|

(

1 − |λ3

|λ1|

))

,
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mientras que para el segundo término, por una parte, se tiene que

‖λ2(Q+ 2V T ) + λ3V
T‖ ≤ C,

con

C = ‖λ2q + (λ3 + 2λ2)v
T‖ +

|λ2|
|λ1|

+
|λ3 + 2λ2|

|λ2|

(

1 − |λ3

|λ1|

)

, (4.49)

y, por otra parte, utilizando la cota (4.22) de K(Q) dada en el Ejemplo 1,
se tiene la cota

|λ2|
(
µ′K(Q+) + µK(Q−)

)
≤ |λ2|

(
µ′C+ + µC−) ,

donde

C+ =
‖q+‖ + 1

|λ1|
(

‖q+‖2 − 2‖q+‖
|λ1| − 1

|λ1|2

) 3

2

, (4.50)

y

C− =
‖q−‖ + 1

|λ1|
(

‖q−‖2 − 2‖q−‖
|λ1| − 1

|λ1|2

) 3

2

. (4.51)

Por todo ello, se llega a

‖f(Q, V )‖S ≤ máx

(

|λ1|
(

‖v‖ +
|λ1| − |λ3|
|λ2||λ1|

)

, C + |λ2|(µ′C+ + µC−)

)

=: L̃S(q, v) (4.52)

donde C,C+ y C− son los dados en (4.49), (4.50) y (4.51) respectivamente.
Finalmente, definimos

L̃(q, v) = mı́n
λ1,λ2,λ3

L̃S(q, v)

restringido a la condición |λ1| > |λ3|. La obtención de L̃(q, v) es un problema
de minimización con respecto a los parámetros λ1, λ2 y λ3, y en los experi-
mentos numéricos que mostramos más adelante, para el problema Arenstorf
(1.4) se ha utilizado la aplicación Mathematica para buscar L̃(q, v) en cada
(q, v) de la trayectoria de la solución del problema, y hemos observado que
los valores dados por

G(q, v) = 4

√

µ′

(r+)3
+

µ

(r−)3
(4.53)

se aproximan mucho a las cotas L̃S(q, v) de LS(q, v) obtenidas por Mathe-
matica.
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A partir de ahora, suponemos para simplificar la presentación, que para
cada y ∈ U , ∃S ∈ GL(d) tal que LS(y) = L(y). En tal caso, denotamos
C(y) = CS y de (4.46) tenemos que

||δ(y, h)|| ≤ C(y)Dn(hL(y)).

Observación 10 Si se diera el caso de que no exista S ∈ GL(d) tal que
LS(y) = L(y), podŕıamos definir para cada C > 0

LC(y) = ı́nf
||S−1||≤C

LS(y)

de forma que
ĺım
C→∞

LC(y) = L(y).

En tal caso, se tiene para cada C > 0 que para cada n ≥ p+ 1,

||δ(y, h)|| ≤ C Dn(hLC(y)).

4.4. Experimentos numéricos

En esta sección presentamos una serie de experimentos numéricos con
diferentes métodos aplicados a diferentes problemas.

En los experimentos numéricos se han tenido en cuenta los nueve méto-
dos considerados por el software Mathematica, una aplicación extensamente
usada que ofrece distintos métodos de Runge-Kutta expĺıcitos para la re-
solución numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Además de esos
métodos también hemos tenido en cuenta los métodos de orden 5 [6] y de
orden 8 propuestos por Dormand y Prince, cuya construcción se comenta
en [20] (donde los dan a conocer como Dopri5 y Dopri8). Otro método in-
teresante para la comparación es el método clásico de Runge-Kutta de orden
4, que denotaremos como RK4 y que mostramos en el siguiente tablero de
Butcher:
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2

1
2

1
2

0 1
2

1 0 0 1
1
6

2
6

2
6

1
6

(4.54)
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Figura 4.2: Los diferentes puntos de las soluciones orbitales para los que
se han calculado soluciones numéricas junto con su correspondiente error
local. A la izquierda los puntos correspondientes al problema de Kepler, y
a la derecha los del problema Arenstorf.
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Este método tiene la particularidad de que todos los valores del tablero de
Butcher son positivos.

Por otro lado, hemos construido un nuevo método de Runge-Kutta te-
niendo en cuenta la Proposición 2, y en especial, la Observación 7, tratando
de optimizar la cota del error local (1.15), (4.8) dada en el Teorema 1. Este
último método lo denotamos como m4.

Para cada uno de los métodos que se han tomado en consideración hemos
obtenido la función Dn(τ) derivada del Teorema 1 y dada en (4.35), con
el ı́ndice de truncamiento apropiado según la Observación 8, y la hemos
comparado con los errores locales obtenidos en los experimentos numéricos.
Los problemas que hemos elegido son el problema de Kepler de los dos
cuerpos, el mismo que hemos mostrado y utilizado en el ejemplo 1, y el
problema de valor inicial de dimensión 4 extraido de [20, pp.129–130] que
mostramos en (1.4). Este problema corresponde a una solución periódica
del problema restringido de los tres cuerpos y en la sección 2.10 lo hemos
denominado Arenstorf. Ambos problemas tienen una solución periódica, y
para cada una de dichas soluciones hemos tomado diferentes puntos de las
soluciones para el cálculo de los errores locales. Estos puntos, proyectados
en el plano (q1, q2), se muestran en la Figura 4.2 (la gráfica de la izquierda
corresponde al problema de Kepler y la de la derecha al problema restringido
de los tres cuerpos).

Hemos utilizado estos puntos para calcular el error local con diferentes
longitudes de paso para compararlos con las cotas teóricas del error.

En la segunda parte de los experimentos numéricos comparamos los
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métodos mencionados mediante la comparación de las funciones Dn(τ) da-
das en (4.35) correspondientes a cada uno de ellos.

4.4.1. El control del error local

Hemos acotado el error local (1.15) de los métodos de Runge-Kutta
mediante la funciónDn(hL(y)), es decir, la cota depende tanto de la longitud
del paso h como de L(y). Observamos que en la resolución numérica de
cualquier problema, en caso de que utilicemos la misma longitud de paso,
los errores locales que obtenemos en cada punto difieren mucho entre si.

Hemos realizado experimentos numéricos para ver si los errores locales
que se obtienen para valores prefijados de hL(y) se asemejan y los resultados
han sido altamente satisfactorios. Los experimentos han confirmado lo que
la teoŕıa daba a entrever: si la longitud de paso que se utiliza en cada
punto y del espacio de fases es aquel que hace que se mantenga constante el
valor hL(y), los errores locales que se obtienen son de magnitud parecida,
a diferencia de lo que ocurre si lo que se mantiene constante es la longitud
de paso.

Para mostrar dicho comportamiento, podemos observar la Figura 4.3
donde aparecen dos gráficas, una de ellas corresponde al problema de Kepler,
y la otra al problema Arenstorf. En ellas aparecen varias curvas, una por
cada punto mostrado en la Figura 4.2, y cada curva muestra los errores
locales δ(y, h) obtenidos frente a la longitud de paso h. Hay que destacar
que las curvas de los errores locales son muy distantes entre si, aunque sean
paralelas, por lo que se puede deducir que el error local en cada punto no solo
depende de la longitud de paso, sino también de la dificultad o variabilidad
del problema, por lo que podemos decir que hay una variación de la escala
de tiempo.

En la gráfica de la izquierda podemos ver los errores locales obtenidos
con el método m4, que construimos en la Sección 4.4.3, en la resolución del
problema de Kepler. La dificultad del problema va variando por lo que los
errores locales también vaŕıan.

La figura de la derecha muestra más curvas agrupadas, pero sigue ha-
biendo puntos con magnitudes de errores locales muy distintos entre śı. La
dificultad del problema es muy grande al comienzo y al final de la órbita,
mientras que en el resto del problema no hay tanta variación, de ah́ı que en
la gráfica correspondiente a este problema veamos más curvas agrupadas.
Las curvas de la norma del error local ‖δ(y, h)‖ corresponden al método
Dopri8.

Puesto que la cota teóricaDn(hL(y)) del error local ‖δ(y, h)‖ depende de
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Figura 4.3: Los errores locales obtenidos en diferentes puntos de la solución
del problema de Kepler con el método Dopri8 (izquierda) y el problema
Arenstorf con el método m4 (derecha). Para cada punto y de la órbita se ha
dado un paso con distintas longitudes de paso, y cada curva muestra cómo
cambia log10 ‖δ(y, h)‖ en función de h en cada uno de los puntos.
.
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hL(y), nos preguntamos si las longitudes de paso que vayamos a utilizar son
aquellas que hacen que hL(y) tenga valores prefijados, los errores locales que
obtengamos en los distintos puntos y sean de magnitud muy parecida. En
la Figura 4.4 consideramos los mismos problemas resueltos con los mismos
métodos que los mostrados en la Figura 4.3, pero en vez de mostrar las
gráficas de los errores locales ‖δ(y, h)‖ en función de h, consideramos, para
distintos puntos y, el error local ‖δ(y, τ

L(y)
)‖ en función de τ = hL(y). En la

Figura 4.4 observamos que las distintas curvas obtenidas (en doble escala
logaŕıtmica) para ‖δ(y, τ

L(y)
)‖ para distintos puntos y de las órbitas de cada

uno de los problemas se encuentran concentrados en una estrecha banda,
lo que muestra que de alguna forma, L(y) nos da la variación de la escala
de tiempo del problema, por lo que si adecuamos la longitud de paso h a lo
largo de la integración de tal forma que hL(y) toma un valor prefijado τ ,
obtenemos errores locales de parecida magnitud.

En la práctica, no disponemos de una expresión expĺıcita de L(y) en
ninguno de los dos problemas considerados, de modo que en su lugar con-
sideramos una cota superior L̃(y) de L(y). La cota L̃(y) se ha obtenido
siguiendo el procedimiento mostrado en el ejemplo 5 para el problema de
Kepler de los dos cuerpos. Y para el problema Arenstorf llegamos a la cota
mostrada en el Ejemplo 8.
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Figura 4.4: Los errores locales obtenidos en diferentes puntos de la solución
del problema de Kepler (izquierda) resuelto con el método Dopri8 y el pro-
blema Arenstorf (derecha) resuelto con el problema m4. Para cada punto y
de la órbita se ha dado un paso con distintos valores τ = hL̃(y) y se muestra
el logaritmo decimal de la norma del error local δ(y, τ

L̃(y)
) para cada τ .
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4.4.2. El comportamiento de la función Dn(τ)

Queremos mostrar que la cota teórica del error local, dada por la función
Dn(τ), muestra un comportamiento parecido a los errores locales obtenidos
en las resoluciones numéricas de los problemas, es decir, que la relación entre
la norma del error local δ(y, h) y la cota del error local dada por Dn(hL(y))
vaŕıa relativamente poco con respecto de h y de y.

Para cada uno de los puntos preestablecidos en la solución de los pro-
blemas (que se muestran en la Figura 4.2), se ha obtenido, siguiendo el
procedimiento mostrado en el ejemplo 5, una cota L̃(y) de L(y), y hemos
obtenido diferentes soluciones numéricas junto con su correspondiente error
local (1.15) para diferentes valores de hL̃(y): hL̃(y) = 1

28 ,
1
27 , . . . , 8, 16.

En la Figura 4.5 mostramos los resultados obtenidos con el problema
de los dos cuerpos resuelto mediante dos métodos distintos. Cada gráfica
contiene varias curvas, una gruesa y varias finas. Para todas ellas el eje
horizontal corresponde a los valores τ = hL̃(y), pero el significado del eje
vertical vaŕıa: en el caso de la curva gruesa el eje vertical corresponde a los
valores de la función Dn(τ), mientras que para las curvas finas el eje vertical
representa la norma del error local ‖δ(y, τ

L̃(y)
)‖, y cada curva corresponde

a los errores cometidos en uno de los puntos mostrados en la Figura 4.2.
Para cada uno de estos puntos y se han obtenido, utilizando un método
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Figura 4.5: La función Dn(τ) y la norma de los errores locales ‖δ(y, h)‖
correspondientes a cada valor τ = hL̃(y) obtenidos para los 21 puntos en la
órbita de la solución del problema de Kepler. A la izquierda los resultados
obtenidos con el método de orden 3 de la aplicación Mathematica, y a la
derecha los correspondientes al método de orden 6.
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dado, distintas soluciones numéricas ψh(y) y su correspondiente error local
δ(y, h), una por cada valor de τ = hL̃(y) preestablecido. Es precisamente ese
conjunto de errores locales lo que nos muestra cada curva fina, es decir, la
norma del error local δ(y, τ

L̃(y)
) dado en (1.15) en función de τ = hL̃(y) para

cada punto y. Y todo ello en escala logaŕıtmica, tanto un eje como el otro.
Obviamente, el error obtenido crece al incrementar el valor τ = hL̃(y). El
gráfico de la izquierda ha sido obtenido con el método de orden 3 utilizado
en el Mathematica, mientras que el de la derecha corresponde al método de
orden 6 utilizado en la misma aplicación.

Se puede observar que las 21 curvas finas están unas muy cerca de otras,
o que incluso se sobreponen, es decir, la relación entre Dn(hL̃(y)) y δ(y, h)
es más o menos constante, independientemente del punto y donde hayamos
obtenido los resultados. Por ello podemos decir que dicha relación depende
poco del punto y y de la longitud de paso, es decir:

Dn(hL̃(y))

δ(y, h)
≈ Cte. (4.55)

Por otra parte, se puede ver que la curva gruesa, la que corresponde a la
cota teórica del error local, está, como era de esperar, por encima de los
valores obtenidos numéricamente para los errores locales.

En la Figura 4.6 mostramos los resultados obtenidos con otro proble-
ma, en este caso el problema Arenstorf, y otros dos métodos: el método de
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Figura 4.6: La función Dn(τ) y la norma de los errores locales ‖δ(y, h)‖,
obtenidos con el problema Arenstorf, en función de τ = hL̃(y). A la izquierda
el método de orden 4, a la derecha el método de orden 9.
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Runge-Kutta de orden 4 y el de orden 9 que utiliza la aplicación Mathe-
matica. Para este otro problema se han obtenido curvas de la norma del
error local δ(y, h) en bastantes más puntos que en el problema de Kepler, es
decir, en cada gráfica hay tres veces más curvas finas que en la Figura 4.5.
No obstante, aunque los métodos y el problema sean distintos, volvemos
a apreciar que la relación mostrada en (4.55) se vuelve a mantener más o
menos constante, tanto para el método de orden 4 como para el de orden 9.

Otra cuestión que nos surge y que debe ser aclarada es si la relación dada
en (4.55) vaŕıa al cambiar de método. Para ello, en la Figura 4.7 mostramos
los resultados superpuestos que hemos obtenido con tres métodos distintos.
En la gráfica de la izquierda vemos los resultados con los métodos de orden
2, orden 4 y orden 7 aplicados todos ellos al problema de los dos cuerpos. En
ella se puede ver que si para algún valor hL̃(y) un método obtiene un error
local δ(y, h) menor que otro método, sus respectivas funciones Dn(hL̃(y))
muestran el mismo proceder, es decir, si para valores altos de hL̃(y) un
método A resuelve el problema con un error local δ(y, h) menor que el
método B entonces para valores altos de hL̃(y) el método A tiene un valor
de Dn(hL̃(y)) menor que el método B.

Mostramos también, en la gráfica de la derecha de la Figura 4.7, los
resultados obtenidos con el problema Arenstorf mediante los métodos de
Runge-Kutta de orden 4, de orden 5 y de orden 8 utilizados por la apli-
cación Mathematica. En esta nueva gráfica también se puede decir que si
un método obtiene mejores resultados numéricos que otros métodos para
algunos valores de hL̃(y) la cota teórica del error local Dn(hL̃(y)) corres-
pondiente a dicho método también muestra valores inferiores a los valores
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Figura 4.7: La función Dn(hL(y)) y la norma de los errores locales ‖δ(y, h)‖
para distintos métodos: a la izquierda, el de orden 2, el de 4 y el de 7
aplicados al problema de Kepler. A la derecha, el método de orden 4, el de
5 y el de 8 aplicados al problema de los tres cuerpos
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de las cotas correspondientes para dichos métodos.

Tras los resultados comentados hasta ahora se puede decir que la re-
lación (4.55) vaŕıa poco independientemente del punto donde obtengamos
los errores locales, es decir, para un método dado, incluso en la integra-
ción de distintos sistemas de ecuaciones diferenciales, los errores locales que
cabe esperar debeŕıan mantener esa relación. Los resultados numéricos ob-
tenidos para un método de Runge-Kutta con distintos problemas parecen
indicar que dicha relación se mantiene: en la Figura 4.8 mostramos los erro-
res locales obtenidos con el método de Runge-Kutta m4, cuya construcción
comentamos en la Sección 4.4.3. Hemos resuelto numéricamente el problema
de los dos cuerpos y el problema Arenstorf utilizando este método, y como
siempre, hemos establecido los distintos puntos en las órbitas de la solu-
ción de los dos problemas, y para cada punto hemos obtenido una solución
numérica junto con el error local para distintas longitudes de paso (para
valores preestablecidos de τ = hL̃(y)). Para cada punto mostramos la curva
que se obtiene uniendo los distintos valores del error local y podemos ob-
servar que todas las curvas correspondientes a los errores locales obtenidos
en las distintas integraciones aparecen sobrepuestas unas encima de otras, y
no pueden diferenciarse entre si. Si dibujamos primero las curvas obtenidas
con el problema de los dos cuerpos y luego los obtenidos con el problema
Arenstorf las del segundo problema ocultan las curvas correspondientes al
primer problema.

En las figuras que hemos comentado podemos observar los resultados
obtenidos con todos los métodos utilizados en la aplicación Mathematica,
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Figura 4.8: La función Dn(τ) y los errores locales δ(y, h) cometidos con el
método m4, que corresponden a cada valor h = τ

L̃(y)
obtenidos tanto para

los 21 puntos en la órbita de la solución del problema de los dos cuerpos
(curvas oscuras ocultas bajo las curvas claras) como para los 80 puntos de
la órbita de la solución del problema Arenstorf (curvas claras).
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todos ellos, desde el método de orden 2 hasta el método de orden 9, aparecen
en alguna de las gráficas. Y de todas estas gráficas podemos concluir que
la relación (4.55) depende poco del punto donde obtengamos el error local,
y a su vez depende poco del método que utilicemos en dicho cálculo. Por
lo que podemos decir que la función Dn(τ) correspondiente a un método
puede ser utilizada para la comparación del error local δ(y, h) que se puede
esperar con la utilización de dicho método.

4.4.3. Construcción de métodos con Dn(τ) optimizado

Lo que queremos hacer es comparar los diferentes métodos comparando
las funciones Dn(τ) correspondientes a dichos métodos. La función Dn(τ)
del método depende de los valores κ resultantes del Lema 10, por lo que
son de gran importancia a la hora de la comparación. Si tenemos en cuenta
la Observación 7, podemos obtener un método para el que κ = 1. Una
condición suficiente para ello es que los valores del tablero de Butcher del
método sean positivos, y que 0 ≤ ci =

∑

j aij ≤ 1 para cada i = 1, . . . , s.

Basándonos en una familia de métodos de orden 4 con 6 etapas hemos
realizado una búsqueda de métodos con valores aij positivos y que a su vez
optimizan las condiciones de los árboles de orden 5, 6 y 7 en el sentido de
mı́nimos cuadrados, junto con el objetivo de que posea un área de estabilidad
relativamente amplia, y hemos llegado a obtener el siguiente método al que
denotamos m4:
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1018823
7137144
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7782703
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b1 b2 b3 b4 b5 b6

(4.56)

donde

b1 =
24635841840343

250724932259886

b2 =
25247197004665

125362466129943
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b3 =
25247197004665

125362466129943

b4 =
629053720835935

3259424119378518

b5 =
905130449608

8622815130631

b6 =
933206410860

4643054301109

4.4.4. Comparación de diferentes métodos

Nuestra intención es la obtención del mejor método para diferentes ran-
gos de valores de hL(y), pero para poder comparar diferentes esquemas
de Runge-Kutta debeŕıamos tener en cuenta el número de etapas internas
que usa en cada paso, es decir, el costo computacional requerido en cada
paso. Dicho costo computacional depende fundamentalmente del número
de evaluaciones de la función f(y) que requiere el método de Runge-Kutta
(1.9-1.10), es decir, una evaluación por etapa. Aśı, por ejemplo, podemos
comparar el método de orden 8 utilizado en Mathematica con el método
Dopri8 ya que ambos tienen el mismo número de etapas internas en cada
paso. Pero en el caso de que esto no sea aśı, la comparación debe tener
en cuenta esa diferencia. Si queremos comparar el método de orden 4 de
Mathematica, que tiene cuatro etapas, con el método de orden 8, que tiene
12 etapas, debeŕıamos dar un paso de longitud h con el método de orden 8
y tres pasos de longitud h

3
con el método de orden 4. De esta forma el cos-

te computacional en ambos casos es parecido aśı como el tamaño de paso.
Esto significa que debemos comparar el método de orden 8 con el método
resultante de combinar tres subpasos del método de orden 4.

Los métodos que hemos considerado para la comparación tienen un
número de etapas internas muy diferentes entre si, por lo que no siempre
hemos trabajado con la composición de subpasos de forma que tengamos
métodos con un coste computacional idéntico. Por ejemplo, si quisiéramos
comparar el método de orden 7 que tiene 10 etapas, los dos métodos de
orden 8 compuestos por 12 etapas y el de orden 9 que tiene 15 etapas,
tendŕıamos que considerar los métodos obtenidos mediante 6 subpasos del
método de orden 7 (60 etapas internas), 5 subpasos de los métodos de or-
den 8 (60 etapas internas) y 4 subpasos del método de orden 9 (60 etapas
internas). No obstante, hemos comparado éstos cuatro métodos sin tener
en cuenta la diferencia de costo computacional que tienen, porque aún aśı,
ha sido posible obtener conclusiones claras en cuanto a su eficiencia teórica
relativa.
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Para la comparación de los diferentes métodos mencionados, y con la idea
de realizar una comparación en igualdad de condiciones, ó, por lo menos,
en condiciones similares, en cuanto a costo computacional, hemos obtenido
las siguientes composiciones de los métodos:

método etapas subpasos de la composición etapas resultantes
orden 3 3 4 12
orden 4 4 3 12
RK4 4 3 12
m4 6 2 12

Dopri5 6 2 12
orden 5 7 1 7
orden 6 8 1 8
orden 7 10 1 10
orden 8 12 1 12
Dopri8 12 1 12
orden 9 15 1 15

Para cada uno de los métodos compuestos hemos obtenido su corres-
pondiente función Dn(τ) para compararlas entre śı. La composición de n
subpasos de idéntica longitud de un método cualquiera equivale a un méto-
do de Runge-Kutta cuyo tablero de Butcher tiene la siguiente forma:

C
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n
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n

+ C
n

B
n
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n

B
n
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bi
n

bi
n
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n

Donde A
n

es la matriz del tablero de Butcher compuesto por los valores
aij

n

con i, j = 1 . . . s del método en cuestión, donde B
n

es la matriz cuadrada de

s× s en la que cada fila tiene los valores bi
n

(i = 1 . . . s) correspondientes al
método, y donde C es el vector compuesto por los valores ci del tablero de
Butcher del método.

Para estos métodos compuestos obtenemos su correspondiente función
Dn(τ) que acota la norma del error local ‖δ(y, h)‖ para h = τ

L(y)
basándonos

en el Teorema 1, al igual que haćıamos en el Ejemplo 4.
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Mostramos las gráficas de las funciones Dn(τ) de los métodos de orden
alto, es decir, de orden 7, 8 y 9, en la Figura 4.9. Ya hemos comentado antes
que estos métodos los hemos comparado sin componerlos, con la diferencia
de coste computacional que tienen entre ellos. Cuando obtuvimos la función
Dn(τ) del método de orden 9 observamos que el parámetro κ que nos da
el Lema 10 para este método tenia un valor muy alto, y la gráfica de la
función Dn(τ) nos confirmó los malos resultados que esperábamos para este
método. En la figura se pueden ver cuatro curvas, la que corresponde al
método de orden 9 es la curva compuesta por trazos largos y cortos. La
curva continua corresponde al método Dopri8, la curva con trazos largos
corresponde al método de orden 7, y finalmente, la curva con trazos cortos,
la que va paralela a la continua, es la del método de orden 8 utilizada por
Mathematica.

En la gráfica de la Figura 4.9 podemos ver que la curva correspondiente
al método de orden 8 utilizado por Mathematica está en todo momento por
encima de la curva continua, que corresponde a Dopri8. Los dos métodos
tienen el mismo número de etapas, por lo que concluimos que Dopri8 ob-
tiene mejores cotas del error local para todos los valores de τ = hL(y) que
el método de orden 8 de Mathematica. En cuanto al método de orden 7,
para valores pequeños de τ , claramente Dopri8 obtiene mejores resultados,
mientras que para valores grandes de τ los resultados para ambos métodos
empiezan a igualarse. Teniendo en cuenta que el costo computacional del
método de orden 7 es menor que el de Dopri8, 10 etapas contra 12, se podŕıa
decir que para valores muy grandes de τ el método de orden 7 utilizado por
Mathematica puede llegar a ser un poco mejor que Dopri8, pero la mejora
es mı́nima. Si nos fijamos en la gráfica correspondiente al método de orden
9, veremos que solo para valores muy pequeños de τ mejora los resultados
que muestra Dopri8, pero teniendo en cuenta que tiene 3 etapas más que
Dopri8 podŕıamos decir que dicha mejora se anula por el incremento del
costo computacional. Resumiendo, de entre los cuatro métodos comparados
en la Figura 4.9 es el método Dopri8 el que mejores resultados muestra. Sólo
el método de orden 7 podŕıa considerarse equiparable, o un poco mejor que
Dopri8 pero para valores de τ grandes.

De la Observación 7 sabemos que para los métodos consistentes cuyo
tablero de Butcher contiene exclusivamente valores positivos se tiene que
κ = 1. Este es el caso de dos métodos que hemos incluido en la comparación:
por un lado el método clásico de Runge-Kutta dado en (4.54), que es un
método de orden 4 con 4 etapas internas, y por tanto la composición de 3
pasos de longitud h

3
del método se puede comparar con Dopri8. Y por otro

lado el método que denotamos como m4 dado en (4.56) que tiene 6 etapas, y
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Figura 4.9: Curvas de las cotas teóricas del error local Dn(τ) del método de
orden 7 (curva a trazos largos), método de orden 8 (curva a trazos cortos),
Dopri 8 (curva continua) y el método de orden 9 (curva con trazos largos y
cortos).
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la composición de dos pasos de longitud h
2

del método tiene el mismo costo
computacional que Dopri8.

En la figura 4.10 mostramos las funciones Dn(τ) de los métodos que
tienen 12 etapas o que la composición de varios pasos menores generan
métodos de 12 etapas:

Cuatro pasos de longitud h
4

del método de orden 3 de Mathematica

Tres pasos de longitud h
3

del método de orden 4 de Mathematica

Tres pasos de longitud h
3

del método clásico de Runge-Kutta, RK4

Dos pasos de longitud h
2

del método m4

Dos pasos de longitud h
2

de Dopri5

Dopri8

De entre todos ellos solo dos toman los valores más bajos para algu-
na franja de valores de τ = hL(y). Se trata de las dos curvas continuas y
corresponden a Dopri8 (curva negra) y a m4 (curva gris). Para valores pe-
queños de τ Dopri8 es el mejor método, pero para valores grandes, es decir
para pasos largos, m4 es el método que obtiene cotas del error local más
pequeñas.

Todav́ıa nos quedan dos métodos para comparar, el de orden 5 y el de
orden 6. Mostramos la cota teórica del error local en la gráfica de la Figu-
ra 4.11 y se puede ver que para valores altos de τ = hL(y) el método de
orden 5 puede ser considerado mejor que el de orden 6, ya que, aunque la
curva de la cota sea similar para ambos, el costo computacional es menor
para el método de orden 5. Este método tiene 7 etapas mientras que el
método de orden 6 tiene 8 etapas. Para valores pequeños de τ la cota del
error local para el método de orden 5 es mayor, pero la diferencia es muy
pequeña, por lo que podemos decir que los dos métodos son muy similares.
Hemos comparado el método compuesto por dos pasos de longitud h

2
del

método de orden 5 con Dopri8 y con la composición de dos pasos de lon-
gitud h

2
del método m4. La comparación se puede ver en la gráfica de la

Figura 4.12. La cota del error del método de orden 5 está representado por
la curva a tramos. Su costo computacional es mayor que el de los otros dos,
ya que tiene 14 etapas mientras que los otros tienen 12. Aun aśı, para va-
lores pequeños de τ el método Dopri8 obtiene mejores resultados, mientras
que para pasos largos m4 es mejor que el método de orden 5.

En la Figura 4.13 mostramos los esquemas de Runge-Kutta que ofrecen
las cotas de los errores locales más pequeños para algún rango de valores de
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Figura 4.10: Comparación de las funciones de las cotas del error local Dn(τ)
del método de orden 3, el de orden 4, el método clásico de Runge-Kutta,
m4, Dopri5 y Dopri8
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Figura 4.11: Cotas teóricas del error local de los métodos de orden 5 (curva
con tramos cortos y largos) y de orden 6 (curva con tramos largos).

τ

Dn(τ)

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

-12.5

-10

-7.5

-5

-2.5

2.5



Comparación de los métodos de Runge-Kutta 135

Figura 4.12: Comparación de la cota teórica del error local de Dopri8 (curva
negra), m4 (curva gris) y el método de orden 5 (curva a tramos).
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τ = hL(y). Se trata de Dopri8, cuya curva de error es la de color negro, y
la composición de dos pasos del método m4, representado por la curva gris.
Para valores grandes de τ la curva gris está por debajo de la curva negra,
mientras que para valores pequeños la curva de Dopri8 esta por debajo de
la curva gris. Además de las curvas correspondientes a la cota del error local
mostramos en la misma figura los resultados numéricos obtenidos con esos
dos métodos en la resolución del problema Arenstorf. En ellos se observa
que, nuevamente, los peores resultados numéricos muestran una curva muy
parecida a la curva obtenida para la cota teórica del error local, dada por
Dn(τ).

Esta gráfica merece ciertos comentarios a modo de conclusiones generales
que hemos observado en las diferentes pruebas y experimentos realizados.

Antes de nada, conviene destacar que los dos métodos que aparecen en
la Figura 4.13 tienen un número de etapas muy distinto, el método Dopri8
tiene 12 etapas, mientras que el de orden 4 tiene 6. Evidentemente 12 eta-
pas permiten un método de orden superior al que permiten 6 etapas, pero,
a su vez, 6 etapas posibilitan una adecuación de la longitud de paso más
dinámica que la que permiten 12 etapas, es decir, con el método m4 cada
seis evaluaciones de la función f(y) podemos adecuar la longitud de paso,
mientras que con el método Dopri8 podemos adecuarla cada 12 evaluaciones
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Figura 4.13: La gráfica de la cota teórica del error local, Dn(τ), y los re-
sultados numéricos del error local δ(y, h) ( para h = τ

L̃(y)
) obtenidos en la

resolución del problema Arenstorf con los métodos Dopri8, curvas oscuras,
y m4, curvas más claras.
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de f(y). Todo ello indica que con el mismo coste computacional podemos
resolver un problema de dos formas distintas: mas pasos con mayor adapta-
bilidad frente a menos pasos pero mayor orden. En el caso de la Figura 4.13
las gráficas corresponden a un paso del método Dopri8 frente a dos pasos de
longitud h/2 del método m4, sin tener en cuenta la posibilidad de adapta-
ción de la longitud de paso que permite el método de orden 4. No está claro
cual de las dos estrategias es mejor cuando nos acercamos al limite de lo
aceptable.

En relación a lo que hemos observado sobre el comportamiento de la
función Dn(τ) hemos de resaltar unas cuantas cuestiones:

Por un lado, las cotas del error local dadas por Dn(τ) (donde la función
Dn(τ) es obtenida según el teorema 1) son cotas que muestran, de algún
modo, el comportamiento del método a la hora de resolver numéricamente
los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por otra parte, conviene que el dominio de definición de Dn(τ) sea
lo más amplio posible, y de la Observación 7 se deduce que los métodos
consistentes cuyos tableros de Butcher se componen de números positivos,
aśı como aquellos métodos con algunos valores negativos, pero que cumplen
que

∑i
j=1 |aij| ≤ 1 son tales que Dn(τ) está bien definido para τ ∈ [0, 1).

Entre estos métodos están los que aparecen en el trabajo de S.J. Ruuth
[22]. En él podemos encontrar varios métodos que reúnen las condiciones
que hemos mencionado y que a su vez muestran unas cotas de error teórico
bastante buenas. No obstante, y aunque hayamos realizado varias pruebas
y experimentos con dichos métodos, sobre todo con los métodos de orden 4
(compuesto por valores positivos) y el de orden 5 (con algunos valores ne-
gativos pero κ pequeño), los resultados obtenidos no mejoran los que hemos
mostrado en la Figura 4.13 y por tanto no hemos incluido ninguna gráfica
correspondiente a dichos métodos.

Otra cuestión a destacar es que el error local que se puede esperar en
la resolución numérica de un problema depende no solo de h sino también
de L(y). Es decir, el valor L(y), de alguna forma, indica la dificultad o la
variabilidad en la resolución del problema, y en la medida en que crezca la
dificultad hay que reducir la longitud del paso para poder mantener el error
cometido en cada paso. En este sentido, parece razonable establecer una
estrategia de variación de la longitud de paso h que mantenga hL(y) apro-
ximadamente constante para obtener errores locales de magnitud parecida
a lo largo de la integración numérica.
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4.4.5. Estimaciones numéricas de L(y) y del error local

En general L(y) depende del problema que se quiere resolver, y de alguna
forma indica la variabilidad o la dificultad del problema a resolver. Seŕıa muy
útil si dispusiéramos de dicha información, ya que, como hemos comentado,
la magnitud del error local depende de hL(y). En (1.30) hemos mostrado
la forma que tiene la expansión en serie de potencias de h de cada f(Yi)
de (1.9). Si nos basamos en (1.30), sabemos que una combinación de las
evaluaciones de f de las primeras k etapas de la aplicación de un paso del
proceso de integración mediante un método de Runge-Kutta tiene la forma

k∑

i=1

λif(Yi) =
∑

t∈T

h|t|−1

σ(u)

k∑

i=1

λic
′
i(t)F (t)(y). (4.57)

Dicho valor está acotado, teniendo en cuenta (4.26) y (4.25), por
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y teniendo en cuenta (4.43) llegamos a
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|λic′i(t)ω(t)|L(y)|t|−1 ||f(y)|| .

(4.59)
Si elegimos de forma adecuada los valores λi para i = 1, . . . , k, podemos

anular los coeficientes λic
′
i(t) de los árboles de menos vértices. El número de

árboles cuyos coeficientes podemos anular depende del número de etapas que
queramos utilizar para la obtención de la combinación lineal. En general,
necesitamos por lo menos dos etapas para anular el árbol de un vértice,
tres etapas para anular también el coeficiente del árbol de dos vértices, 5
etapas para anular también los de los árboles de tres vértices, etc. Es decir,
una etapa más que el número de coeficientes que queramos anular, ya que
debemos evitar el caso trivial de λi = 0 para todo i. Con la anulación de los
coeficientes de los árboles con menos de m vértices, la cota (4.59) se puede
escribir de la siguiente forma:
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donde Tl es el conjunto de árboles con l vértices. De la ecuación (4.60)
llegamos a,

ĺım
h→0
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∣
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∣
∑k

i=1 λif(Yi)
∣
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∣
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||f(y)|| hm−1
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, (4.61)

de donde podemos obtener una estimación L̂h(y) de L(y), definida como

L̂h(y) =
1

h




||∑k

i=1 λif(Yi)||
||f(y)||∑t∈Tm

ω(t)
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(4.62)

y tenemos que

L̂(y) := ĺım
h→0

L̂h(y) ≤
(∣
∣
∣
∣S−1

∣
∣
∣
∣ ||S||

) 1

m−1 L(y).

Hemos realizado varios experimentos con distintos métodos, entre los que
se incluyen Dopri8 y Dopri5 aplicados a varios problemas como Arenstorf o
el de Kepler, y en ellos hemos tomado distintos valores de m. Para cada m
hemos tenido en cuenta las condiciones de los árboles a anular y a dichas
condiciones les hemos añadido una condición más para evitar la solución
trivial λi = 0 para i = 1, . . . , k. En concreto, para el método Dopri8 las
condiciones son:

para m = 2, utilizando las dos primeras etapas del proceso de inte-
gración hemos calculado los valores λi que cumplen

2∑

i=1

λi = 0

junto con la condición añadida λ2 = 1, para evitar el caso trivial
λ1 = λ2 = 0.

para m = 3 hemos utilizado tres etapas, y los valores de λi han de
cumplir

3∑

i=1

λi = 0,

3∑

i=1

λici = 0,

además de la condición añadida, λ3 = 1
3
.
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y para m = 4 necesitamos cinco etapas, y las condiciones que se deben
cumplir son

5∑

i=1

λi = 0,

5∑

i=1

λici = 0,

5∑

i=1

λi

i∑

j=1

aijcj = 0,

5∑

i=1

λic
2
i = 0,

y hemos añadido la condición λ5 = 1
12

.

Los experimentos realizados se han encaminado a mostrar lo que la teoŕıa
nos indica, es decir, por un lado hemos mirado que los valores obtenidos para
la expresión dada en (4.61) realmente atienden a la forma

||∑k
i=1 λif(Yi)||
||f(y)|| ≈ C(hL(y))m−1

y por otro lado hemos comprobado que las estimaciones L̂(y) obtenidas
para L(y) en la ecuación (4.61) son valores válidos, es decir, toman valores
inferiores a las cotas teóricas de L(y), y que para distintos valores de h las
estimaciones de L̂(y) toman valores muy parecidos.

A la hora de verificar que la expresión dada en (4.61) realmente depende
de (hL(y))m−1, hemos supuesto que

||∑k
i=1 λif(Yi)||
||f(y)|| = C(hL(y))α,

donde C y α son valores constantes desconocidos. Y para cada par de valores
de h hemos resuelto el sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas, y se ha
podido ver que para distintos valores de m el valor resultante para α es
siempre un valor muy cercano a m − 1. Estas pruebas han sido realizadas
para distintos problemas, resueltos con diversos métodos. No parece que
tenga ningún interés mencionar todos los experimentos, ya que los resultados
han sido muy claros.
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Para ver en qué medida las estimaciones L̂(y) de L(y) obtenidas a partir
de la ecuación (4.61) son estimaciones válidas, hemos realizado más experi-
mentos, aunque aqúı sólo mostramos los resultados obtenidos con el método
Dopri8 y el problema Arenstorf. Para cada punto de la solución del proble-
ma mostrado en la Figura 4.2 hemos calculado el valor de la cota teórica de
L(y), es decir L̃(y) obtenido como se explica en el Ejemplo 8 (y que puede
ser aproximado por (4.53)). Estas cotas se pueden ver en la Figura 4.14,
en ella aparece en escala logaŕıtmica el valor de L̃(y) de cada uno de los
80 puntos de la órbita de la solución del problema Arenstorf. A partir de
estos valores hemos obtenido 30 valores de h para cada punto, de forma que
tengamos 30 valores de hL̃(y) ∈ [1, 0,001] distribuidos uniformemente en
el intervalo. Con cada h hemos computado un paso del método de integra-
ción y hemos calculado el valor de la expresión (4.62) correspondiente a la
estimación numérica L̂h(y) de L(y) que surge de (4.61).

Como era de esperar, para los diferentes valores de h suficientemente
pequeñas, todas las estimaciones L̂h(y) son muy parecidas, por lo que hemos
aproximado el valor L̂(y) como el valor L̂h(y) con h = 0,001

L̃(y)
.

Los experimentos se han repetido para m = 2, 3 y 4. En la Figura 4.15
podemos ver los resultados obtenidos con m = 2. En ella se pueden ver
dos curvas, por un lado, vemos los mismos puntos mostrados en la Figu-
ra 4.14, que corresponden a las cotas teóricas L̃(y) de L(y). Y bajo esa cota
de L(y), con valores inferiores, se pueden ver los valores correspondientes a
las estimaciones numéricas L̂(y) de L(y). Para cada punto de la Figura 4.2
tenemos, por tanto, 2 puntos; el que corresponde a la cota teórica L̃(y) más
la estimación numérica L̂(y) de L(y). Para el caso m = 2, la estimación uti-
liza las dos primeras etapas del proceso de integración numérica, y se puede
observar que, aunque solo estemos utilizando la información de un único
árbol para obtener L̂(y), lo que significa que estamos teniendo en cuenta
una única diferencial elemental de f , los resultados obtenidos aproximan
en cierta medida la forma de la curva que siguen los valores de las cotas
teóricas L̃(y) de L(y).

En el caso de m = 3, las condiciones impuestas anulan los coeficientes
de los árboles de uno y de dos vértices, por lo que la estimación de L(y) se
obtiene utilizando los dos árboles de 3 vértices, y para esta estimación se
requieren por lo menos tres etapas del proceso de integración numérica. Los
resultados obtenidos de esta forma se muestran en la Figura 4.16, y en ella
volvemos a mostrar junto con el valor de L̃(y) las estimaciones numéricas
L̂(y) para cada punto de la Figura 4.2. En este caso la forma de la curva
que muestran las estimaciones se aproxima más a la forma de la curva que
muestran las cotas teóricas L̃(y) de L(y). Se puede volver a ver que las cotas
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Figura 4.14: La gráfica muestra los valores de la cota teórica L̃(y) de L(y) en
escala logaŕıtmica para cada uno de los puntos de la solución del problema
Arenstorf mostrados en la Figura 4.2
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Figura 4.15: La gráfica muestra los valores de la cota teórica L̃(y) de L(y)
para cada uno de los puntos de la solución del problema Arenstorf mostrados
en la Figura 4.2 junto con los valores L̂(y) estimados numéricamente para
m = 2. Ambos valores se muestran en escala logaŕıtmica.
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Figura 4.16: Valores de la cota teórica L̃(y) de L(y) en escala logaŕıtmica
para cada uno de los puntos de la solución del problema Arenstorf mostrados
en la Figura 4.2 junto con los valores log10 L̂(y) estimados numéricamente
para m = 3.
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teóricas vuelven a estar por encima de las estimaciones numéricas L̂(y) de
L(y).

Por último, mostramos los resultados obtenidos para m = 4 en la Figu-
ra 4.17. En este caso se han anulado los coeficientes de los árboles de uno, de
dos y de tres vértices, por lo que en la estimación de L(y) toman parte los
cuatro árboles de cuatro vértices. Para la combinación lineal hemos utiliza-
do las cinco primeras etapas del método Dopri8 y las gráficas nos muestran
que la curva que forman las estimaciones L̂(y) en los diferentes puntos se
aproxima mucho a la forma que toman las cotas teóricas L̃(y) de L(y), pero
siempre por debajo de los valores de la cota.

En definitiva, podemos concluir diciendo que la estimación de los valores
de L(y) es factible y no es computacionalmente demasiado costoso. En la
Figura 4.18 mostramos las estimaciones obtenidas tanto con m = 3 como
con m = 4. En la figura mostramos para cada punto de la órbita de la
solución del problema 3 valores: la cota teórica L̃(y), la estimación L̂(y)
de L(y) obtenida con m = 3, y otra estimación L̂(y) de L(y), esta última
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Figura 4.17: Para el caso de m = 4 las estimaciones L̂(y) de L(y) en los
puntos mostrados en la Figura 4.2 siguen la forma de la curva mostrada por
las cotas teóricas L̃(y) de L(y).
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Figura 4.18: Cota teórica L̃(y) de L(y) junto con las estimaciones numéricas
L̂(y) de L(y) obtenidas para m = 3 y para m = 4 en cada uno de los puntos
mostrados en la Figura 4.2.
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obtenida con m = 4. Se puede observar que la diferencia entre los puntos
que corresponden a las estimaciones es muy pequeña en la mayoŕıa de los
puntos.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y plan de trabajo

futuro

5.1. Conclusiones

En los caṕıtulos anteriores se ha estudiado tanto el error local (1.15)
como global (1.16) de los métodos de Runge-Kutta.

En cuanto al error global podemos destacar, a modo de conclusiones, lo
siguiente:

Hemos dado una metodoloǵıa para construir métodos que aporten esti-
maciones del error global cometido a lo largo de la integración numéri-
ca, para los que las condiciones a cumplir toman la forma (2.43).

Hemos mostrado que, sin un elevado coste computacional, es posible
obtener información útil sobre el error global mediante los métodos
dados en (2.13)-(2.14).

Se ha estudiado la propagación de los errores locales en el proceso de
la integración, y en los Lemas 3 y 4 se han dado a conocer ciertas
condiciones bajo las que se puede acotar el error global en función de
las longitudes de cada paso.

Hemos visto cómo puede ser utilizada la información sobre el error
global para mejorar la eficiencia del proceso del cálculo de la solución
numérica. Basándose en las condiciones del Lema 4, la información
sobre el error global posibilita la utilización de tolerancias variables
(3.12), lo que permite la elección de longitudes de paso más largas,
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sin que por ello la cota del error global se vea incrementada sustan-
cialmente.

En lo relativo al error local se pueden resaltar las siguientes conclusiones:

Hemos acotado de forma rigurosa el desarrollo en serie de potencias
de h del error local de los métodos de Runge-Kutta dada en (4.9)
mediante la función Dn(τ) dada en (4.35), lo que nos ha permitido
comparar la precisión de diferentes métodos de Runge-Kutta.

Las cotas obtenidas para el error local de los métodos de Runge-Kutta
nos han dado información sobre los criterios, tales como el dado en la
Observación 7, que pueden ser utilizados para construir métodos de
Runge-Kutta optimizados.

El estudio de las cotas del error local nos ha llevado a entender mejor
cómo cambia la escala de tiempo a lo largo de una solución del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Hemos mostrado que la escala
de tiempo depende de L(y) dado en (4.45) y que si en la integración
se avanza manteniendo constante hL(y), entonces los errores locales
se mantienen en unos márgenes muy estrechos.

Se ha dado una forma de obtener estimaciones numéricas de L(y)
(4.62) de forma que no suponga un incremento de coste computacional.

Todo ello nos da las bases para poder trabajar en el desarrollo de algo-
ritmos de resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias que exploten las
ventajas que se puedan derivar de las aportaciones realizadas. La inclusión
de dichas ventajas nos dará como resultado algoritmos de integración de
EDOs que con menor coste computacional obtengan mejores resultados.

5.2. Mejoras en el proceso de la integración

Las mejoras que mostramos a continuación se basan en las aportaciones
realizadas sobre el error local y global del proceso de integración mediante
métodos de Runge-Kutta. En cuanto al error global, podemos utilizar dicha
información de dos formas:

Podemos controlar que el error global no exceda de un máximo tole-
rable, y en caso contrario, parar el proceso de integración.

Podemos variar la poĺıtica de adecuación de la longitud de paso intro-
duciendo en ella la información acerca del error global.
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Respecto al error local, tenemos la posibilidad de utilizar nuevas técnicas
de adecuación de la longitud de paso basándonos en los resultados de la
Sección 3.3, e incluso podemos elegir mejor los métodos que vayamos a
utilizar dependiendo de la tolerancia que quiera utilizar el usuario.

Primeramente analizaremos el algoritmo básico de resolución de EDOs,
y seguidamente mostraremos cómo se puede mejorar dicho proceso con la
inclusión de las ventajas derivadas del estudio de los errores.

5.2.1. Proceso básico de resolución de una EDO mediante méto-

dos de RK

Cualquier código de uso general para la resolución de EDOs debe pedir al
usuario ciertos datos mı́nimos: por un lado debe especificar el problema que
se debe resolver, dando las ecuaciones correspondientes al sistema (1.1),
también debe indicar el intervalo (t0, tf ) para el que se quiere resolver el
problema, y el valor inicial y(t0), es decir, el valor que toma la solución para
el valor inicial de la variable independiente. Además, deberá especificar de
alguna forma la precisión requerida para el proceso de integración numérica,
normalmente con un valor de la tolerancia al error local.

Con todos estos datos, el proceso básico de la resolución de una ecuación
diferencial ordinaria mediante métodos de Runge-Kutta expĺıcitos realiza
una iteración hasta llegar a la solución final. La iteración parte del valor
inicial de la variable independiente y va dando pasos de longitud variable
hasta llegar al valor final de la variable independiente. Podemos ver el es-
quema del algoritmo en la Figura 5.1, y en términos generales, el proceso,
expresado en lenguaje C, debeŕıa tener la siguiente forma:

ivp_solve()

{

obten_val_inicial(&y0, &t0, &tf, &tol_local);

obtener_h_inicial(tol_local,&h);

for (t = t0; //inicialización

t < tf; //condición final

h = h_nuevo) //actualización

{

ivp_step(t, h, y, &y_nuevo, &δ̄) ;

post_step_funct(y, h, y_nuevo, δ̄...);

if (aceptable(err_local,tol_local, &h_nuevo...))

{

t += h;
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y = y_nuevo;

}

}

devolver_resultados();

}

En este proceso simple faltaŕıan por definir las siguientes funciones:

1. obtener h inicial debe calcular una longitud de paso inicial, acorde a
la tolerancia, con la que comenzar el proceso iterativo.

2. ivp step se encarga de dar un paso en el proceso de la integración, es
decir, partiendo del valor y que es la solución numérica para y(t) debe
obtener el valor de la solución numérica ynuevo que se pretende que
sea la solución numérica para y(t + h). Esta función, además, debe
devolver δ̄(y, h), que es la diferencia entre dos soluciones numéricas.
El control del error local se suele realizar mediante el uso de otra
solución numérica ŷ obtenida mediante un método embebido o enca-
jado en el tablero de Butcher, por lo que no supone un incremento
significativo de coste computacional. La diferencia entre las dos solu-
ciones numéricas, δ̄(y, h) = ψh(y) − ψ̂h(y), es lo que se utiliza como
estimación del error local, pero no es el error local. No obstante, se
espera que, manteniendo dicha diferencia mas o menos constante (o
por debajo de cierta tolerancia), indirectamente, se controle el error
local δ(y, h).

ynuevo = ψh(y),

δ̄ = ynuevo − ψ̂h(y).

3. aceptable, esta función se encarga de comparar la diferencia entre las
dos soluciones numéricas con la tolerancia al error local, para ello
necesita hacer uso de alguna expresión parecida a las mostradas en
la Sección 1.10 como pueden ser (1.45) ó (1.46) . El usuario debe
tener la posibilidad de especificar la expresión que le interese, pero
en su defecto el código debe aportar expresiones genéricas o estándar
para que el usuario pueda elegir entre ellas. Según sea el valor de la
expresión el paso se aceptará o se rechazará, pero en todo caso debe
dar la longitud del nuevo paso que se debe realizar en el proceso de
la integración. La nueva longitud de paso se calcula utilizando una
expresión parecida a la mostrada en (1.47).
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Figura 5.1: Algoritmo general del proceso de resolución de problemas de
valor inicial
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Si esta función decide que el paso es aceptable el proceso debe
avanzar y el nuevo paso que hay que computar debe partir de
t + h, siendo ynuevo el valor aceptado como solución numérica
para y(t+ h), y calculará la solución numérica para un paso de
longitud hnuevo,

mientras que si decide que el paso no es aceptable, tiene que
volverse a calcular el paso partiendo de nuevo de t, pero con la
longitud de paso rectificada hnuevo.

4. post step funct, esta otra función debe dar la posibilidad de que el
usuario pueda realizar la acción que le interese tras el cómputo del
paso. Bien sea el cálculo de soluciones en puntos internos al intervalo
avanzado, bien sea el almacenamiento de los valores de cada paso
para su posterior manipulación o estudio, etc. El usuario ha de tener
la posibilidad de elegir o incluso especificar las acciones a realizar, y
en su defecto el código debe aportar distintas posibilidades (entre las
que se incluye el no hacer nada) para que el usuario haga uso de las
mismas.

5.2.2. Control del error global

El proceso definido en la Sección 5.2.1 se gúıa por la tolerancia al error
local aportada por el usuario. No tiene en cuenta el error global y en este
sentido, habŕıa que empezar a variar el punto de vista tradicional de resolu-
ción de problemas de valor inicial: el usuario, además de la tolerancia al error
local, debeŕıa tener la opción de aportar una tolerancia al error global de
la solución. Es decir, si la acumulación y propagación de los errores locales
se hace intolerable se debeŕıa parar el proceso, o como mı́nimo habŕıa que
avisar al usuario de lo que ocurre para que decida si merece que continúe el
proceso o no. Es decir, antes del cálculo de cada paso habŕıa que introducir
un control que nos dé dicha posibilidad, o al menos habŕıa que dar la opción
de activar el control y dejar en manos del usuario la posibilidad de hacer
uso del nuevo sistema de control.

Esta posibilidad obliga a que la función ivp step tenga que aportar,
además del valor ynuevo una segunda solución al problema ȳnuevo , o me-
jor, una estimación del error global. Una forma eficiente para la obtención
de dicha estimación se basa en la utilización de los métodos presentados en
(2.13-2.14). Por tanto, la función ivp step deberá calcular:

ynuevo = ψh(y, ȳ),



Conclusiones y plan de trabajo futuro 153

errglobal = Eh(y, ȳ),

δ̄ = ynuevo − ψ̂h(y).

Aparte de cambiar la función que computa cada paso, hay que darle al
usuario la opción de establecer la tolerancia respecto al error global. Y en
la iteración que controla el proceso de integración se puede controlar que
el error global del proceso sea aceptable, por lo que habŕıa que cambiar la
condición que controla la iteración, y en su lugar pondŕıamos:

.../...

err_global= 0;

for (t = t0; //inicialización

control_err_global(err_global, tol_global) &&

t < tf; //condición final

h = h_nuevo) //actualización

{

ivp_step(t_inicial, h, y_inicial,

&y_nuevo, &err_global,δ̄);

.../...

}

La función control err global se encargaŕıa de mirar si los resultados que
va obteniendo el proceso son aceptables desde el punto de vista del error
global; si hiciera falta debeŕıa preguntar al usuario si hay que detener o no
la integración y finalmente deberá devolver un valor indicando si el proceso
ha de continuar o no.

5.2.3. Tolerancia variable al error local

Si el proceso de integración de la EDO maneja información relativa al
error global podemos hacer uso de las ventajas que aporta la utilización
de tolerancias variables al error local de la forma (3.12), tal y como hemos
mostrado en la Sección 3.3. Esta estrategia nos pide que el usuario aporte in-
formación sobre el valor de K definido en (3.13), al que habŕıa que asignarle
un valor por defecto predefinido como, por ejemplo K = 0,2, o como hemos
comentado anteriormente, habŕıa que buscar alguna forma automática para
obtener dicha información.

En la Sección 3.4 hemos comentado la forma de introducir en el código
el control de la tolerancia local. Hemos mostrado cómo limitar el cambio
de la tolerancia para evitar cambios demasiado grandes, y a su vez, hemos



154 Mejoras en el proceso de la integración

comentado que el cambio se realiza cada cierto número de pasos. Todo ello
exige algunos cambios en el código:

El usuario debe tener la posibilidad de activar o no el mecanismo, para
ello utilizamos una variable tol variable que indica si el mecanismo
está activo (tol variable > 0) o no (tol variable < 0), y además, si
está activo, el contenido de la variable indica cada cuantos pasos hay
que actualizar la tolerancia.

Ya que hay que controlar el número de pasos desde la última vez que
se adecuó la tolerancia, cada paso que se avance debe incrementar un
contador para controlarlo, pero cuando se actualice la tolerancia hay
que reinicializar el contador.

Cuando el contador de pasos para controlar la actualización de la tole-
rancia lo indique, hay que variar el valor de la tolerancia al error local
tal y como se indica en (3.12). Y habrá que tener en cuenta el máximo
cambio permitido cada vez, e incluso la máxima tolerancia permitida.
Estos dos últimos valores deben tener unos valores por defecto, pero
al usuario se le debe permitir la posibilidad de establecerlos a su gusto
en la inicialización de la integración.

La función aceptable encargada de aceptar o rechazar el paso, como
ya hemos comentado, debe proporcionar la longitud de paso óptima
para el siguiente paso a computar, y para ese cálculo deberá utilizar la
tolerancia variable, y no la tolerancia inicial establecida por el usuario.
No obstante, hay que guardar el valor establecido inicialmente por el
usuario, ya que si queremos controlar la variación máxima permitida
para la tolerancia habrá que conocer el valor dado por el usuario.

5.2.4. Control de la variación de la escala temporal del problema

A la hora de acotar el error local de cada paso de la integración mediante
métodos de Runge-Kutta, en el Teorema 1 hemos dado la cota definida por
(4.35). Esta cota depende de h y de L(y) (4.18), y en la Subsección 4.4.5
hemos mostrado la forma de obtener estimaciones numéricas del valor L(y).
El procedimiento a seguir no supone casi ningún coste computacional adi-
cional, ya que se basa en la reutilización de los valores f(Yi) de las etapas
intermedias del paso y del propio valor f(y). La estimación de L(y) viene
dada por (4.62), y junto con la longitud de paso h utilizada en cada paso
estamos en condiciones de predecir en cierta medida la alteración que va a
sufrir el error local del paso (1.15).
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La estrategia estándar de adecuación de la longitud de paso, y por tan-
to la gran mayoŕıa de las aplicaciones del mercado, trata de mantener el
error local constante, por debajo de la tolerancia, y para ello hace variar la
longitud del paso en función de la ecuación (1.47). No obstante, utiliza la
diferencia entre dos soluciones numéricas como estimación del error local y
se basa en la esperanza de que dicha diferencia tenga un comportamiento
parecido al error local. En contraposición, hemos visto en la Figura 4.4 que
en distintos momentos de la integración de un problema, si mantenemos
fijo el valor de hL(y) el error local obtenido se mantiene en unos márgenes
muy estrechos, por lo que si conociéramos L(y) tendŕıa sentido adecuar la
longitud de paso de forma que hL(y) se mantenga constante a lo largo de
la integración.

En (4.62) tenemos una forma de obtener una estimación L̂(y) de L(y)
que no supone un incremento computacional significativo, no mayor que el
cálculo de una segunda solución numérica mediante un método embebido en
el tablero de Butcher. Esta estimación puede ser utilizada para la adecuación
de la longitud de paso en la integración, en lugar de utilizar la segunda
solución numérica.

El valor de L̂(y) del que podemos disponer en cada momento es la esti-
mación correspondiente al comienzo del último paso computado, es decir, si
hasta este momento hemos aceptado la solución numérica para t, y para ese
punto hemos aceptado el valor y como solución numérica, podemos dispo-
ner de la estimación L̂(yt−h) de L(yt−h) que se haya realizado al computar
ese paso. Con esa estimación L̂(yt−h) se puede predecir la longitud de paso
que mantiene el error local dentro de unos márgenes muy estrechos para
ese mismo paso, aunque nosotros vayamos a utilizar la estimación L̂(yt−h)
para obtener la longitud del siguiente paso. En la Figura 5.2 podemos ver
la situación que se da antes de dar un nuevo paso: hasta el momento se
ha aceptado la solución numérica para el punto en el que la variable inde-
pendiente toma el valor de t, el último paso aceptado ha comenzado en un
punto anterior, y es justo en ese punto anterior donde se ha realizado la
estimación L̂(yt−h), por lo que a ese paso previo le hubiera correspondido
la longitud de paso hL̂t−h

.

Tanto en el método tradicional de adecuación de la longitud de paso,
basada en la estimación del error local mediante la diferencia de dos solu-
ciones numéricas, como en el método basado en la estimación de L(y), la
información disponible en cada momento se refiere al último paso compu-
tado, pero podemos esperar que el cambio en la escala de tiempo no se
dé muy bruscamente, por lo que en el nuevo paso a computar se espera que
la longitud de paso adecuada para el paso previo sea una longitud de paso
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Figura 5.2: Proceso de adecuación de la longitud de paso: la longitud de
paso que en el anterior paso hubiera mantenido el error local dentro de unos
márgenes muy estrechos es la que se utilizará para avanzar en la integración

t

y

L̂t =?

h hL̂t−h

hL̂t−h

aceptable. No obstante, la adecuación de la longitud de paso basada en la
estimación de L(y) nos da la posibilidad de obtener la nueva estimación de
L(y) (correspondiente a la situación actual y) sin tener que esperar a que
se calculen todas las etapas internas del paso, por lo que la corrección de
la longitud de paso podŕıa tener un coste computacional menor (en caso de
que el paso en curso hubiera que rechazarse debido a un cambio sustancial
del valor de L(y)).

Los cambios en el código no son muy grandes, pero afectaŕıan a la propia
estructura del cuerpo de la iteración, ya que tanto la decisión de aceptar
o rechazar el paso como la longitud óptima del paso se pueden establecer
antes de la finalización del mismo.

Por otra parte, nos interesa combinar la posibilidad de utilizar una to-
lerancia variable, comentado en la Subsección 5.2.3, con el nuevo método
de control del error local basado en la estimación de L(y). Para poder com-
binar ambas mejoras habrá que establecer una relación entre la tolerancia
(inicialmente aportada por el usuario) y los valores hL(y) correspondientes
a dicha tolerancia, y el hecho de variar la tolerancia debe reflejarse en un
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nuevo valor hL(y).

5.2.5. Elección del método a utilizar en la integración

Cuando en la Subsección 4.4.4 hemos comparado los métodos de Runge-
Kutta hemos utilizado la función Dn(τ) definida en (4.35) asociada a cada
uno de los métodos. En la comparación hemos comentado el comportamien-
to de unos métodos es mejor que el de otros dependiendo del rango de valores
de τ = hL(y), y en este sentido, creemos que es posible construir métodos
de Runge-Kutta optimizados para ciertos rangos de valores de τ = hL(y).
Si obtuviéramos un conjunto de estos métodos de forma que para cualquier
valor de τ = hL(y) pudiéramos elegir el método que, a igual coste compu-
tacional, vaya a obtener unos resultados numéricos con el menor error local
posible, estaŕıamos en condiciones de elegir el método con el que resolver el
problema que nos plantee el usuario. Esta elección, en principio, seria una
elección a mantener durante toda la integración del problema, pero en la
medida que avancemos en la resolución numérica, podŕıamos ir obteniendo
junto con la solución numérica, estimaciones del error global, lo que nos
permitiŕıa variar la tolerancia del error local, es decir, estaŕıamos aumen-
tando la tolerancia, lo cual es equivalente a aumentar el valor de τ . Para
el nuevo valor de τ = hL(y) es posible que otro método obtenga mejores
resultados, lo que nos lleva a la necesidad de cambiar el método utilizado
en la resolución del problema.

5.3. Plan de trabajo futuro

De las mejoras planteadas en la Subsección 5.2 se desprenden algunas
ĺıneas de trabajo que quedan por cubrir, y por otra parte, se puede plantear
la extensión de estas aportaciones a otros métodos numéricos:

Queda por cubrir la obtención de métodos de Runge-Kutta optimiza-
dos para diferentes rangos de valores de hL(y).

Habrá que obtener métodos de la forma (2.13)-(2.14) para la estima-
ción del error global de los métodos optimizados.

Todav́ıa hay que trabajar en la implementación de la adecuación de la
longitud de paso que tenga en cuenta los nuevos métodos, las estima-
ciones del error global y la estrategia de control del error local basada
en estimaciones de L(y).
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Es posible que el método de la variación de la escala de tiempo me-
diante L(y) se pueda aplicar en los métodos simplécticos para proble-
mas Hamiltonianos, más concretamente, para determinar para clases
de problemas Hamiltonianos concretos, el cambio de escala temporal
apropiado para una implementación eficiente de métodos simplécticos.

Creemos posible la construcción de métodos optimizados para rangos
de valores de hL(y). Para ello habŕıa que optimizar los métodos de Runge-
Kutta de forma que la función Dn(τ) correspondiente al método sea opti-
mizado para el rango de τ elegido. Dicha optimización habrá que realizarla
teniendo en cuenta los criterios derivados del estudio de las cotas del error
local, tales como el comentado en la Observación 7 derivado de la Propo-
sición 2, aśı como los valores que toma la función Dn(τ), definida según el
Teorema 1, para los valores de τ pertenecientes al rango elegido. Las búsque-
das de estos métodos optimizados requerirá la utilización de máquinas de
elevada capacidad de cálculo.

Basándonos en los métodos optimizados habrá que construir los métodos
Runge-Kutta embebidos con estimación del error global (2.13)-(2.15) con
las condiciones de independencia adecuadas y, probablemente, teniendo en
cuenta las condiciones (2.41)-(2.42), para que la optimización realizada sobre
el método no se vea afectada por el segundo método ψ̄h(y, ȳ).

Una vez que tengamos los métodos optimizados para diferentes rangos
de valores de hL(y), junto con las estimaciones del error global aportadas
por los métodos globalmente embebidos, habrá que modificar el algoritmo
de resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias para que la adecuación
de la longitud de paso tenga en cuenta la propagación de los errores locales
y la estimación de L(y) dada por (4.62). En función de la propagación de
los errores locales habŕıa que activarse la posibilidad del uso de la tolerancia
variable, y para ello habŕıa que buscar algún medio de calcular automáti-
camente el valor K dado en (3.13). Además, el cambio de la tolerancia
deberá permitir el cambio del método a utilizar en la resolución numérica,
ya que es posible que para el valor de hL(y) derivado de la nueva tolerancia,
otro método tenga un comportamiento mejor que el método utilizado hasta
ese momento.
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