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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se estudia el error cometido por los métodos explicitos
de Runge-Kutta en la resolucion de problemas de valor inicial de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias. El trabajo se basa en el andlisis de
las condiciones de orden de los métodos asi como en el estudio de las cotas
de los errores, tanto los errores locales (es decir los errores cometidos en
un paso de la integracién) como el error global del proceso de integracién
numérica.

La integracion de los sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDOs) mediante métodos de un paso (en particular, los métodos de Runge-
Kutta explicitos) consiste en obtener aproximaciones a la solucién para un
conjunto discreto de valores de la variable independiente. Basdndose en
la aproximacion a la soluciéon en un valor de la variable independiente se
obtiene la soluciéon numérica para el siguiente punto, y asi sucesivamente.

La discretizacion de la variable independiente se suele controlar dinami-
camente; en la medida que avanzamos en la integracién del problema, y
dependiendo de los errores locales estimados numéricamente para cada pa-
so, se adecua la longitud del paso, de forma que no se permite un error por
encima de una cierta tolerancia predeterminada para el problema. El error
local del método disminuye al reducir la longitud del paso, por lo que si el
error estimado sobrepasa la tolerancia habra que disminuir la longitud de
paso. Evidentemente, si se dan pasos muy pequenos el coste computacional
del proceso se incrementa, ya que dicho coste depende del niimero de pa-
sos que se dan en la integracion numérica. El error local de cada paso se
suele estimar utilizando una segunda solucién numérica del problema, que
partiendo de la misma solucién para un punto dado, mediante un segundo
método de Runge-Kutta obtiene una segunda aproximacion a la solucién



del siguiente punto. La comparacion de las dos soluciones nos puede dar
una idea de cémo es el error cometido por el método de menor orden.

Aunque el error estimado de cada paso esté por debajo de la tolerancia,
esta forma de controlar la integracién no nos asegura que la solucién final
obtenida para el problema sea aceptable, puesto que no tiene en cuenta
la propagacién de los errores intermedios, y puede darse el caso de que
dicha propagacion sea tal que las soluciones numéricas proporcionadas por
el método sean inaceptables. Si quisiéramos evitar este problema deberiamos
controlar el error global del problema. El mayor inconveniente del control
del error global es su alto coste computacional, ya que en general, equivale
a la obtencion de otra solucién, de modo que la evolucién de la diferencia
entre las dos soluciones nos puede dar una idea de la propagaciéon del error
global.

El célculo de la estimacion del error local se suele realizar utilizando
pares embebidos de métodos de Runge-Kutta construidos de tal forma que
la segunda solucion no exige casi ningn costo adicional. No podemos decir
lo mismo con respecto a la obtencién de la aproximaciéon del error global.
Su estimacién exige nuevas evaluaciones del sistema de ecuaciones lo que
sube el coste computacional.

En el segundo capitulo de este trabajo presentamos unas nuevas formas
de obtener esa segunda integracion del problema que nos permita la estima-
cion del error global de modo que el coste computacional no se incremente
demasiado. En el siguiente capitulo estudiamos nuevas estrategias de elec-
cién de la longitud de paso que hacen uso de la informacion del error global
disponible, y que permiten resolver el problema de forma mas eficiente.

En el cuarto capitulo presentamos un estudio de los errores locales de los
métodos de Runge-Kutta y obtenemos unas cotas de los mismos. El error lo-
cal de los métodos lo acotamos mediante una funciéon que puede ser utilizada
para la comparacion de los distintos métodos. Por una parte, nos ofrecen
criterios para la optimizacién de los métodos de Runge-Kutta, y por otra,
esos mismos criterios nos aportan conocimientos sobre el comportamiento
del error local, lo que se puede traducir en la optimizacién del proceso de
discretizacion de la variable independiente, es decir nos permiten adecuar
los pasos de forma que el error local que vayamos a obtener en cada paso
sea mas parecido a la prediccion hecha.
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1.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden es un sistema de
la siguiente forma

%:f(t,y), f:VcRPH SR (1.1)
donde t es la variable independiente, y V es un abierto de RP+1.

Un ejemplo de ecuacién diferencial que usaremos més adelante (que to-
mamos de [23]) es

y' = cos(t)y. (1.2)

Si el valor de la funcién f es independiente de la variable ¢ se dice que
es un sistema autonomo y en ese caso tendremos un sistema de la forma

dy
)] (13)
donde f:U C RP — RP.

Un ejemplo de sistema de ecuaciones diferenciales auténomo que uti-
lizaremos como problema test en capitulos posteriores, es el del problema
restringido de los tres cuerpos, que hemos tomado de [20, pp.129-130]. Dicho
problema se presenta como un sistema de segundo orden, pero introducien-
do las primeras derivadas como variables del problema se convierte en el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

Q1 = 7y,
qé = U,
g
/ — 2 _ / _
(1 1+ 23 — 1 D o Dy
q2 q2
L = — 2 — 4= — — 1.4
Uy g2 U1 ,MDl MD27 ( )

donde, p = 0012277471, i = 1 — 1, Dy = (1 + p)% + @2)3 v Dy =
3
(g1 = p)?* +d3)>.
En el caso de sistemas no auténomos, siempre podemos utilizar el equi-
valente auténomo

WzFW%(Mﬂ;Yz(é) ﬂm:<fém). (1.5)



4 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Por ejemplo, el problema (1.2) puede ser expresado de forma auténoma
con el siguiente sistema de ecuaciones:

v = 1,
Yy = cos(y1)yo. (1.6)

1.2. Resolucion numérica

Se pretende integrar problemas de valor inicial de la forma

Y _ ). ) =u (1.7

sobre el intervalo [tg,tf], es decir, buscamos la solucién y(t) en t € [to, tf].
Cuando integramos numéricamente un sistema de ecuaciones diferencia-
les ordinarias mediante un método de un paso, se realiza una discretizacion
to <t <...<ty =ty de la variable independiente ¢, con h,, =, —t,_1 y
obtenemos valores
Yn = Vn, (tn—1, Yn—1),

paran =1,..., N, que aproximan a los valores y(¢,) (n =1,..., N). Aqui,
1y, es una familia uniparamétrica de transformaciones de la forma

Yy, RPT - RP (1.8)
tal que para cualquier solucién y(t) del sistema (1.1)
y(t + h) = dn(t,y(t)).

El ejemplo mas sencillo de métodos de un paso es el método de Euler
explicito, donde la transformacién 1y, viene dada por 1y, (t,y) = y+hf(t,y).

1.3. Meétodos de Runge-Kutta

Para la familia de métodos de Runge-Kutta (RK) la transformacion ¢y,
se define como

Un(t,y) =y +h Y bif(t+ch,Y), (1.9)

1=1
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donde parat=1,...,s,

Yi=y+h) af(t+chY)). (1.10)

J=1

Los coeficientes de los métodos de Runge-Kutta de s etapas se represen-
tan generalmente mediante el tablero de Butcher

Ci|ap Q2 ... 0dis

Co | 21 Q22 ... s
(1.11)

Cs | Qg1 Qg2 Ugss

by by ... b

El método de Runge-Kutta es explicito cuando se cumple que a;; = 0 si
j > i. Si queremos que cada etapa Y; de (1.10) sea una aproximacién de
orden uno de y(t + ¢;h) (donde y(t) es la solucién del sistema (1.1) que
pretendemos aproximar) se debe cumplir la condicién

=Y ay i=12.s (1.12)
j=1

A partir de ahora, consideraremos métodos de Runge-Kutta que satisfacen
la condicién (1.12). Dicha condicién implica ademds que la solucién numéri-
ca que resulta de aplicar el método de Runge-Kutta al sistema autéonomo
equivalente (1.5) coincide con la solucién numérica obtenida al aplicar dicho
método al sistema no auténomo original (1.1). En lo que sigue, supondremos
sin pérdida de generalidad que el sistema a resolver es auténomo.

1.4. Flujo de un sistema auténomo

Llamamos h-flujo del sistema auténomo (1.3) a la transformacién pa-
ramétrica del espacio de fases

on : RP — RP tal que on(y(t)) =y(t+h) (1.13)

para cualquier solucién y(t) del sistema (1.3). En lo que sigue, vamos a
suponer que f(y) es infinitas veces diferenciable, en cuyo caso, el h-flujo
(1.13) es (si existe) infinitas veces diferenciable tanto respecto a h como
respecto a y.
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La existencia del h-flujo de (1.3) tal como es definido en (1.13) no esta ga-
rantizada ni siquiera en el caso de que f : RP? — R sea una transformacién
polinémica. Por ejemplo, consideremos la ecuacién diferencial auténoma de
dimensién D = 1 dada por

dy
T 2. (1.14)
En tal caso, y(t + h) = 1—nyZ)(t) para cualquier solucién de dicha ecuacién

diferencial pero, obviamente, el dominio de definicion de la transformacion
¢y, dada por ¢y(y) = ﬁ es R — {%}, y por tanto, ¢, no esta definido
en todo el espacio de fases R, como se considera en la definicién de h-flujo
(1.13). En cambio, se puede definir un flujo local del sistema (1.14) como

una transformacion
6:V={(hy) €R’|hy <1} = R,

donde para cada (h,y) € V, ¢(h,y) = én(y) = 1—y—hy

A menudo se tiene que la aplicacién f de (1.3) no estd definida para
todo RP, como es el caso de (1.4), donde f estd definida en el abierto
U={(q1,q,v1,v2) ERY/ (g1 +p)* + ¢ # 0N (1 + 1')* + g3 # 0}

En general, vamos a tener que el sistema auténomo (1.3) es tal que
f:U CRP — RP donde U es un abierto de R”. En tal caso, el flujo local
es una aplicacion ¢ : V € RP+*!1 — RP donde V es un abierto de RP*! que
contiene {0} x U y es tal que para cualquier solucién y(t), t € («, ), se
cumple que ¢(h, y(t)) = y(t + h) siempre que a <t <t+h < 3.

En lo que sigue, vamos a suponer para simplificar la exposicién que el sis-
tema auténomo (1.3) es tal que f : R? — RP es infinitamente diferenciable
y que el h-flujo ¢y, : RP — RP existe para cada h € R.

1.5.  Error local y error global

Los métodos de integracion de un paso, y en particular, los métodos
de RK explicitos, estan caracterizados por una familia de transformaciones
Yy, : RP — RP dependientes de un pardmetro real h, tal que para cualquier
solucién y(t) de (1.3), se tiene que ¥, (y(t)) =~ y(t + h) (es decir, ¢, =~
¢p) para h suficientemente pequeno. Asi, para integrar numéricamente el
sistema (1.3) con valor inicial y(ty) = yo y una discretizacion ty < t; <
... < ty de la variable independiente t, se obtiene

Yn = 'lvbhn (yn—l)
paran=1,2,..., N, donde h, =t, —t,_1.
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Al resolver numéricamente un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias mediante un método de Runge-Kutta cometemos un error en cada
paso, conocido como error local y que se define como

6(y, h) = ¥n(y) — dnly). (1.15)

Es decir, el error local es el error cometido en un tnico paso en el caso
de que el punto de partida es el mismo para ambas transformaciones. Se
dice que el método v, es de orden p si §(y,h) = O(h?™) cuando h — 0.
No obstante, lo que finalmente interesa es la diferencia entre la solucion
numérica y la solucion exacta del problema en cualquier punto del intervalo
de integracion, es decir,

en = Yn — Y(tn), (1.16)

que se conoce como error global.
El error global satisface

en = Un,(Yn-1) = O, (Y(tn-1))
O(Yn—1,Pn) + On, (Yn-1) — Gn, (Y(tn-1))
- (Qshn(y(tn—l) + 6n—1) - ¢hn(y(tn—l))) + 5(yn—1> hn)a (1'17)

lo cual nos muestra que el error global puede ser considerado como la suma
de dos errores distintos,

» Por una parte el error local debido al tltimo paso, (y,_1, hy)-

= Y por otra, la propagacién del error global del paso anterior, o dicho
de otra forma, la propagacién y la acumulacién de los errores locales
cometidos en los pasos anteriores.

1.6. Condiciones de orden de los Métodos de RK

Para obtener las condiciones de orden de un método de Runge-Kutta
se debe comparar el desarrollo en serie de potencias de h de ¥p(y) con el
desarrollo en serie de potencias de h del h-flujo ¢y (y).

El desarrollo en serie de potencias de h de ¢y (y) se puede obtener por
medio del desarrollo en serie de Taylor de y(t + h) en torno a h = 0,

On(y(t)) = y(t+h) = y( +Z],y' (1.18)

j>1
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En este desarrollo de Taylor nos interesa saber cémo son las diferentes
derivadas 3\ (t). Si escribimos el sistema (1.3) teniendo en cuenta cada
componente tenemos que (omitimos el argumento ¢ en y' y en y)

(y') ()
(y?) P )
donde fi:RP — Rparai=1,...,D.
A la hora de obtener (y*)” con i = 1,... D, hay que tener en cuenta que

(y*)" depende de todas las componentes de y, por lo que, al derivar respecto
de t ambos lados de la igualdad 3’ = f(y), nos surgen las derivadas parciales

= o
o mostrado en forma matricial
of1(y) of(y)
()" o) o ()
= : : : (1.20)
(yP)" af"(y) afP(y) 2(y)
ayl .« . . ayD

Es decir, nos aparece la Matriz Jacobiana. Podemos simplificar la notacion
escribiendo

donde f’(y) es la Matriz Jacobiana de f(y).

Si tratamos de obtener las expresiones de (y*)” parai = 1,... D, veremos
que cada sumando de (1.19) vuelve a depender de todas las componentes
de y, y por tanto, al derivar respecto de t, y aplicar la regla de la cadena,
surgen nuevos sumatorios de derivadas parciales:

/// o k a ! ' k
Z<<Zaymy f<>> (Z gy” f”f()))

Jj=1 k=1
(1.21)
Para poder trabajar con las expresiones que nos van surgiendo pode-
mos hacer uso de las derivadas de Fréchet (véase por ejemplo [10]), cuya
definicién es:

"
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Definicién 1 Seany € RP y f : RP — RP. La Msima derivada de Fréchet
de f en y, denotado por f™M(y), es un operador R” x RP? x ... x R” —

P
Muveces
RP, lineal en cada operando, cuyo valor aplicado a los operandos

Kl,KQ,...,KMeRD €S

D D D D
LTIT T ST 9D ) SID DY B U

=1 j1=1jo=1 Jm=1
(1.22)

donde
= K= (K} K2 ..., KPP eRP 1=1,2,..., M,
" para i, ji,jo, ... ju € {1...D}

M
PP — T

J15J2°IM ayjlang o aij

me; = (0,0,...0,1,0,...,0)7 € RP (vector compuesto de ceros y un
( ) ( p y

i—1 D—i
uno en la iésima posicion).

Se trata en definitiva de un vector de dimensiéon D, ya que el primer
sumatorio de (1.22) con indice ¢ junto con los vectores e; hacen que la
expresion tenga D componentes. Por otra parte, el resto de los sumatorios
hacen que en la expresién aparezcan todas las posibles derivadas parciales
de orden M de las funciones f%(y) (donde las derivadas parciales se realizan
respecto a las componentes del vector y).

Segiin la Definicién 1, resulta que las derivadas y9) de (1.18) se pueden
expresar como comb1na<31ones lineales de derivadas de Fréchet cuyos ope-
randos son f(y) o el resultado de derivadas de Fréchet de f. En concreto,
tenemos

y = fy),

y' = Oy (f)

y" = P (W), f)+ Py )( ()( (¥)))

y" = YW, Fw) W)+ FO @)D W) W) +
+fYW P W) (f), fy )))+3f(2 W) (VW) (FW), f(y)
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La notacién que estamos utilizando se puede abreviar bastante, ya que
en las derivadas de Fréchet siempre tenemos que las derivadas parciales se
evaliian en y, por lo que podemos prescindir de y. De esa forma podemos
simplificar las expresiones escribiendo

y =

y' = fO(f),

y" = fOUN+ FOY),

y" = O+ FOUDUEDEN) + FOSES ) + 3D V), ),
(1.23)

Lo que se puede observar es que 3’ es la derivada de Fréchet de f de
orden 0, y” es la derivada de Fréchet de f de orden 1 operando sobre f(y),
y"" es combinacion lineal del resultado de aplicar derivadas de Fréchet de f
de orden 1y 2, y en definitiva, se puede ver que y® es una combinacién
lineal de resultados de aplicar derivadas de Fréchet de f de orden hasta p—1
(con operandos que a su vez son resultados de aplicar derivadas de Fréchet
de f de orden menor que p — 1). A las componentes de dicha combinacién
lineal se les denomina diferenciales elementales y podemos definirlas como

sigue:

Definicién 2 Una diferencial elemental de orden j (j > 1) asociada al
sistema (1.3) es una transformacién g : RP — R definida como

9() = Y (0(Y), 92y, -, 90 ()

donde 1 < M < j, cada g; es una diferencial elemental de orden j; < j para
i=A{1l,....M}, yj=14+(j1+j2+-+jm). La inica diferencial elemental
de orden 1 es g=f.

Segin esta definicion, existe una unica diferencial elemental de orden
2, fO(y)(f(y)), y podemos generar las diferenciales elementales de mayor
orden en base a los de menor orden; en concreto, podemos ver que hay dos
diferenciales elementales de orden 3:

n AW, f@)=FO f)—i=1+(1+1)
s SO FYW) W) = FOUD) =i =1+ (2)

y cuatro de orden 4:
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= SO —i=1+1+1+1)
« fOUOS) ) —i=1+2+1)
 fOUOSN)) —i=1+03)

« fOUOERA)) =i =1+(3)

de la misma forma obtendriamos las 9 diferenciales elementales de orden 5,
las 20 de orden 6, etc.

Se puede observar que dichas diferenciales elementales son precisamente
las expresiones que nos han aparecido al calcular las derivadas y)(t), es
decir, y9)(t) es una combinacién lineal de las diferenciales elementales de
orden j.

Una vez que sabemos cémo son los 37 (¢) del desarrollo de Taylor de y(t+
h) dada en (1.18), nos interesa obtener el desarrollo en serie de potencias de
h de la aplicacién de un paso ¢, (y) del método de Runge-Kutta (1.9)-(1.10).
Puede verse que

Un(y) = y+haif+RPanf' f+ g f"(f, f)+ a2 f f'f)+

R aqu f" (f £ )+ anf F P f+asf f/(f F)+auaf"(F £, f)) +
O(h?), (1.24)

donde los valores ¢;; dependen exclusivamente de los coeficiente a;;, b;, ¢; del
método de Runge-Kutta. Obsérvese que de nuevo aparecen combinaciones
lineales de diferenciales elementales.

Para el caso de un método de Runge-Kutta explicito de un paso se puede
ver que

qun = Z@w
i=1
Q1 = Zbizaija
i=1  j=1
q3 = %Zbi(zaij)(zaik)a
i=1  j=1 k=1
qz2 = Zbizaijzaﬂw
) Jj=

s

qu1 = _Zb Zam Zazk Zazl
j=1 k=1
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S

S S S
qi2 = § biE aijE ajkE Qgl,
=1

i=1 =1 k=1

Qi3 = %Zbizazj(zag’k)(zaﬂ)a
=1 k=1 =1

= 7j=1

qua = ;bi(zaij;ajk)(;ail)

Jj=1

Siigualamos (1.24) y (1.18), obtendremos las condiciones que debe cum-
plir un método para que su aplicaciéon nos dé una aproximacién a la solucién
del orden que queramos.

1.7. Arboles y condiciones de orden

En [14], Merson observa que a cada diferencial elemental que aparece
en el desarrollo en serie de un paso 1, (y) de un método de Runge-Kutta le
corresponde de forma natural un arbol con raiz.

A partir de los trabajos de Butcher [4, 3], la obtencién de las condiciones
de orden se simplifica mucho con la utilizaciéon de arboles con raiz. Butcher
muestra que, ademéas de existir una unica diferencial elemental de orden r
por cada arbol con raiz con r vértices, la estructura del arbol nos permite
la obtencién recursiva de los valores ¢;; que aparecen en (1.24). Los arboles
con raiz se representan graficamente como grafos en forma de érbol, en los
que hay un unico vértice principal, al que llamamos raiz, y que lo situamos
debajo del resto de vértices. A la raiz unimos mediante aristas, tanto otros
vértices, como otros arboles (subarboles) cuyas raices dejan de llamarse
raices en el nuevo grafo, ya que se colocan una posicién mas arriba que la
nueva raiz y unidas a ella mediante una arista. El arbol més simple es aquel
que solo se compone de la raiz y que representamos graficamente como e. En
un arbol también hablaremos de hojas, que son aquellos vértices sobre los
que no hay més vértices unidos al mismo (en el arbol puede haber vértices en
una posicién superior a la hoja, pero nunca unidos a ella). Los vértices que
no son hojas, si se quiere destacar tal condicién, diremos que son vértices
internos, y el arbol que solo tiene una hoja diremos que es un arbol sin
ramificaciones. Abajo, a la izquierda, podemos ver un ejemplo de arbol en
el que las hojas se han dibujado como circulos blancos mientras que los
nodos o vértices internos son los vértices negros. A la derecha podemos ver



Introduccion 13

otro arbol, éste sin ramificaciones (y que, por tanto, sélo tiene una hoja):

%

)

Una forma elegante de obtener las condiciones de orden se basa en la
utilizacién de B-series [20], que hacen uso de los arboles con rafz. Cada
diferencial elemental se asocia a un arbol con raiz y para cada arbol tenemos
una forma muy sencilla de obtener el coeficiente ¢;; de (1.24). En la literatura
podemos encontrar diferentes definiciones de B-series, sirvan como ejemplo
los que aparecen en [20] y en [12], y aunque pertenezcan a los mismos
autores, las definiciones difieren en la funcién de normalizacién utilizada
para la serie. No obstante, ambas definiciones son equivalentes. La definicion
que vamos a utilizar es la que utilizé Murua en [16], adoptada més tarde por
Butcher y Sanz-Serna en [5] y que posteriormente también ha sido utilizada
por Hairer, Lubich y Wanner en [12].

Definicién 3 Sea a(0), a(e), a() ... a(t) ... una secuencia de coeficientes
reales definidos para todo drbol t € T. Entonces se llama B-serie a la serie

B(a)(y) = a(0)y+hals)f(y)+ 5 aMFO)(y) + ...

2
p(t)
- ¥ atrOw) (1.25)

teT

Donde para cada t € T, p(t) indica el orden del arbol t (el nimero de
vértices de t), o(t) indica el nimero de distintas simetrias que admite el
drbol t y F(t) es una determinada transformacion del espacio de fases RP,
la diferencial elemental asociada al sistema (1.3) correspondiente al drbol
con raiz t.

Las definiciones precisas de F'(t), p(t) y de o(t) las daremos en la Seccién 1.8.

Tanto la expansién en serie de potencias de h de la solucién numeérica
de un método de Runge-Kutta como la expansion de la solucion exacta se
pueden representar como B-series. De hecho, cada Y; en (1.10) admite una
expansion en B-serie. Para la solucién exacta, el coeficiente real de cada uno
de los drboles es ﬁ, donde (1) es la densidad del arbol t (que definiremos en
(1.40)), mientras que para la soluciéon numérica del método de Runge-Kutta
podemos obtener esos coeficientes combinando la B-serie correspondiente a

Y; con la que corresponde a ¢p(y). En [20] podemos encontrar la forma
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que toma la composicion de dos B-series, que es a su vez una nueva B-
serie. El resultado de la composicién nos revela los coeficientes de cada
arbol, que al igualarlos a ﬁ, el coeficiente de la solucién exacta, nos dan
las condiciones que debe cumplir el método de Runge-Kutta para que la
diferencial elemental tenga el mismo coeficiente tanto en la solucién exacta
como en la aproximacién numérica.

1.8. Series formales y condiciones de orden

En esta seccién vamos a obtener el desarrollo en B-serie de la solucién
exacta y de la solucién numérica haciendo uso de unas herramientas presen-
tadas en [17], herramientas que utilizaremos en la seccién 2.5 en el proceso
de obtencién de las condiciones de orden de una clase de métodos numéricos
mas complejos que los métodos de Runge-Kutta puros.

Ese proceso se basa en que debemos ordenar las expansiones de 1y, ; y
de ¢, en potencias de h de forma que compartan una estructura comiun,

p(t) p(t)
g =i+ Y TS UOF0), o= id+ Y TS0 (126

teT teT

donde 7 es un conjunto contable de indices a determinar (més adelante
veremos que en el caso de los métodos de Runge-Kutta se puede tomar
7 como el conjunto de arboles con raiz), y para cada elemento t € 7,
el orden p(t) es un numero positivo, o(t) es un factor de normalizacién
que se elegira de forma conveniente, y donde las diferenciales elementales
F(t) : RP — RP son transformaciones en el espacio de fases que dependen
del sistema (1.1) que se pretende integrar, mientras que los coeficientes
reales 1 (t) y ¢(t) no dependen del sistema.

Evidentemente, para que el método 1 s sea de orden p la condicion
suficiente es que para cada t € 7 con p(t) < p se cumpla ¥ (t) = ¢(t).

Para poder obtener esas condiciones, previamente hay que conocer la
expansion (1.26), es decir, necesitamos determinar una clase apropiada de
series formales

d(t)F(t) (1.27)

donde d es una funcién 7 — R, y se cumple (1.26).
En el caso de los método de Runge-Kutta conviene obtener la expansion
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de f(Y;), donde suponemos que Y; a su vez se puede representar como

= y+z hp () (y). (1.28)

ter 7
En [17] podemos encontrar la forma que toma la expansion general de

una funcién suave k aplicada a una expansién de la forma (1.27).

Lema 1 Sea

y sea k una funcion suave de D variables, entonces, el desarrollo de Taylor

de k o B(d) viene dada por

koB(d) =) @d’(u)X(u)k, (1.29)

ueF

donde cada elemento u € F es una tupla no ordenada de elementos de
T, que se puede interpretar formalmente como un producto conmutativo
u=tyty - t,, de elementos de T, y para cadau € F, X (u)k es una funcion
suave de D wariables que definimos a continuacion, d'(u) € R, y tanto
o(u) como p(u) son enteros positivos. Teniendo en cuenta las repeticiones,
podemos también escribir cada w € F de la forma uw=1]"---t]" cont; #t,
si i # j. El elemento neutro () tal que Du = u también pertenece a F.
Ademas, tenemos que:

O)E(y) = k(y) y X(tr--tn)k(y) = KM @) (E )W), - Ftn) (),
n (D) =1y d(t--tn) =d(tr) - d(tn),
wo(@)=1 y ot} -tim) =r!-rlo(t)™ - o(t,)™,
otm) = pt) + - p(tm).

Si aplicamos esa expansion a f(Y;) obtenemos
)

fY) =3

ueF

= p(ty

hr(w

i) X (u) f (y), (1.30)

o(u)

que sustituido a su vez en la expresién de Y; en (1.10) nos da

AP hp Zamw (W)X (u) £ (1), (1.31)

donde
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= X(t ) f(y) = [ ) (F () (), - Ftm) (1)),
n Y5(0) =
= param > 1,y ty,... t, €T arbitrarios ¢(u) = ¥;(t1) - - - ¥ (tm).

Hasta ahora no hemos definido el conjunto 7, lo inico que hemos dicho
es que se trata de un conjunto contable, pero si igualamos (1.28) con (1.31)
obtenemos

0
y+zhp y+z

teT

s

p(u)+
= Zw Wi (132)

donde podemos comparar los coeficientes de h! en cada una de las expan-
siones. Asi, si denotamos para cada | > 1,7, = {t € T /p(t) = I} vy
Fioy ={u e F/p(u) =1—1} (de modo que T = U1 7, y F = UpoF1)
tendremos que

s

Z %wi(t)F(t)(y) = Z ﬁ Z aij@D;(U)X(u)f(y)

teT; u€F;_1 j=1

para cada [ > 1. Esto nos permite definir los conjuntos 7 y F de forma
consistente, imponiendo que se cumplan las siguientes condiciones:

= Hay una correspondencia univoca entre el conjunto 7; y F;_1. Los dos
lados de la igualdad deben tener la misma estructura, y han de constar
del mismo conjunto de indices. Al elemento t € 7; correspondiente a
un elemento v € F;_y, lo denotaremos como ¢ = [u].

» La diferencial elemental F'(t) asociada a t = [u] satisface

F(t) = X (u)f. (1.33)

» El orden p(t) asociado a t = [u] satisface p(t) = p(u) + 1.

= Los pesos asociados a cada uno de ellos también deben coincidir, por

lo que,

Yilt) = agv(u), (1.34)

J=1

y por otro lado, si t = [t]* - - tI"]

o) =r!...rlot)™ .. .o(t,)™. (1.35)
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Estas observaciones nos permiten definir recursivamente los conjuntos
7, vy Fi (al mismo tiempo que F'(t) y o(t) para todo t € T)):

» Para [ =0, F, consta de un sélo elemento: Fy = {0}.

= Paral=1,2,3,...
T = {[ul/u € Fi}.
Fi = {m-tuplas no ordenadas t, - - -t,,, t; €7T;,, > ji=1}

El conjunto 7 admite la representacion grafica conocida como arboles
con raiz, donde t = [()] se representa mediante el tnico &rbol de un sélo
vértice, y el resto de elementos de 7, que son de la forma t = [ty - t,,]
donde tq,...,t, son arboles con menos vértices que t, se representan re-
cursivamente colocando una raiz unida a las raices de las representaciones
de los arboles tq,...,t,. La representacion tipica se realiza colocando la
nueva raiz debajo de los vértices que a su vez son las raices de los arboles
t1,...,tm. El orden p(t) de los elementos de 7 coincide con el nimero de
vértices, y el tnico elemento de orden 1 es [()] cuya representacién gréfica
corresponde al arbol con un tnico vértice e.

Observacién 1 Las definiciones de o(t), o(u) y F(t) son un tanto arbi-
trarias, pues basta con que

Pl X
o(t)  o(u)
Por ejemplo, podriamos definir o(t) =1 y F(t) = mX(u)f para cada

t = [u], u=1t"---ti" (cont; # t; siempre que i # j). Adoptamos las
definiciones (1.33) y (1.35) principalmente por mantener la consistencia
con la notacion estandar de diferencial elemental F(t) asociado a un drbol
con raiz t.

Podemos encontrar la recursién para v;(t) basandonos en (1.34), puesto
que cada tupla de F se compone de elementos de menor orden y sabemos

que @b;(u) =1 (t1)Y;(t2) ... (ty), donde u = tyty - - - t,,,. Por tanto,
Gi[0]) =D ([0) = ay,
i=1 i=1

Ui(t) = Zawj(tle(@) () con t = [tyty - - tn). (1.36)
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Finalmente, fijando o()) = 1, (1.35) determina de forma recursiva los
valores de o(t).

Con todo esto, si tomamos a1, = b; (i = 1...s) tenemos que ¢y, ; =
Ys11, v por tanto

P([0]) = Zbi,

U(t) =D bibi(t)tilta) .. i(tn) cont = [ty ta, .. ], (1.37)

i=1

con lo cual tenemos la expansién (1.26) de )y, r. Solo nos queda saber si ¢y, s
admite un desarrollo de la forma

bn,; = B(o),

y si lo admite, como es la expansion de ¢, ¢. Para ello, y basandonos en la
definicién del flujo, tenemos que

ons(y) = F(6rs), (1.38)

La parte izquierda, teniendo en cuenta (1.26), puede ser expresada de la
siguiente forma

d hP)—1

d%gb"’f(y) = B(0)(y) = tEZT Wﬂ(t)cﬁ(t)F(t)(y)

El desarrollo de Taylor de la parte derecha de (1.38) puede ser expresada
como f(B(¢)(y)) y teniendo en cuenta (1.29) llegamos a

p(u)
FBOW) =3 g ) (X () ) ),

ueF U(u)

donde ¢'(u) = ¢(t1) - d(t,m) para u =ty -+ tp,.
Ambos lados deben coincidir, lo que nos lleva a que para t = [u] se debe
cumplir p(t)é(t) = ¢'(u), es decir, si t = [t; - t,,]

¢(t) = = (1.39)

con ¢([0]) = 1.
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Noétese que la definicion de la serie que estamos utilizando en (1.26)
difiere, en cuanto a notacién, de la definiciéon de las B-series utilizada por
algunos autores en la literatura (véase por ejemplo [20]), e incluso sin utilizar

el concepto o la definicién de B-serie ([4, 10]), las series que se utilizaban

sustituian ﬁ por %. No obstante, en los mencionados trabajos podemos
ver que O‘(:()Z)Et) = ﬁ, donde «(t) se conoce como densidad del arbol. Si

sustituimos en (1.25) dicha expresiéon vemos que lo que nosotros hemos
denominado como ¢(t) no es més que ﬁ y, ademas, vemos que la definicién
recursiva (1.39) es acorde a la definicién recursiva de (t) utilizada en los
citados trabajos:

(0 = 1
Y[t tm]) = p(ft - ]y () - (). (1.40)

Por otro lado, la definicién de series (1.26) puede encontrarse en diversas
publicaciones. Sirva como ejemplo el libro de Hairer, Lubich y Wanner [12],
e incluso algunos afios atrds, Butcher y Sanz-Serna en [5] y Murua en [16]
utilizaron la misma notacion.

Una vez definidas las expansiones de ¢ s v de 93 s, tenemos que las
siguientes condiciones garantizan que v, 5 es de orden p:

Y(t) = ¢(t) para todot € T con p(t) < p,

donde ¥(t) y ¢(t) vienen dados de forma recursiva en (1.37) y (1.39) res-
pectivamente.

Podemos ver en las tablas 1.1 y 1.2 los valores que toman ¢(t) y 1(t)
para los arboles de grado menor que 6. En las mismas tablas se muestra
la combinacion de arboles de menor orden del que surge cada uno de los
arboles.

1.9.  Error global

La mayoria del software para la integracién numérica de Ecuaciones
Diferenciales trata de mantener la diferencia entre dos soluciones numéricas
(tomada como estimacién del error local) de cada paso por debajo de cierta
tolerancia definida por el usuario. Se tiene la esperanza de que de esta forma
el error global no sea demasiado grande. Si se desea informacién adicional
sobre el error global hay que realizar un sobreesfuerzo computacional que
depende del método utilizado para la estimacion del error global acumulado
en la integracion. Podemos encontrar en la literatura diferentes formas de
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Tabla 1.1: Condiciones para los arboles de orden menor que 5.

| [t1--tn) | drbol [ orden | o(t) | Y(t) |
[(Z)] 1 1 Zz bi
[o] 2 5 | b a =i
[.7 .] 3 % ZZ biczz

wW
W ol
I

> bi Do aije
Zi bic?

\
v
<
.\:)
o, %] Q 4 > bici 225 aije
'\{

[

=

|

4 % Zz b, Zj CLUC?

< 4 ﬁ > bi Zj ij Dy, AjkCh

obtener aproximaciones del error global, sirva como referencia el trabajo de
R. D. Skeel [24] que recoge y analiza trece distintas formas.

Es importante ser consciente de que en funcion de las propiedades del
sistema de ecuaciones, del intervalo de tiempo de la integracién, e incluso
del método de integracion que se vaya a utilizar, el error global puede ser
mucho mayor que el error local, por lo que habria que prestar méas aten-
cién a la evolucion del error global de la integracién. No obstante, el costo
computacional que requieren las distintas formas de calculo del error global
hace que la mayoria de los usuarios de métodos de integracién de ecuacio-
nes diferenciales se guien tnica y exclusivamente con la informacion sobre
la estimacién del error local.

1.9.1. Meétodos de estimacion del Error Global

La mayoria de los métodos de estimacion del error global se basan en
el computo de dos soluciones numéricas del problema, de forma que la di-
ferencia entre las dos soluciones nos pueda dar una idea del tamano del
error.

Un método clasico para la estimacion del error global es el llamado méto-
do de Extrapolacion de Richardson y consiste en el calculo de dos soluciones
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Tabla 1.2: Condiciones para los arboles de orden 5.

| [ti---tm] | drbol |orden | ¢(t) |

U(t)

(0.0,0.0] °\V/° 5 % > bict

[c,c,'\o] \3} 5 % S bic? E;' a;;C;
[O,V] .\-y 5 = doibicid i
IR 4 5003, asge)?
[o,<] -\-ﬁ 5 % > bic Zj Aij Y QikCh
S s % 500 5, )
[.\>] Q 5 % ZZ b; Zj Q;;Cj Ek a;kCr
[\‘C‘] %‘ 5 & Do biys aii Yo, aic
[%] é 5 ﬁ > bi Zj Qij Dy, Ak D A4C1
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numéricas 4 y y utilizando el mismo método para las dos soluciones, pero
la primera de ellas se obtiene utilizando una discretizacién de la variable
independiente t en la que cada paso es de longitud h; parai=1,2..., N,
y la segunda solucién y se obtiene haciendo que cada paso de la primera
discretizacion se convierta en dos pasos de longitudes % De esta forma,
y teniendo en cuenta que el error global e de un método de Runge-Kutta

explicito de orden p cumple
e=O(HP),

donde H > h; parat=1,2,..., N, tenemos que se cumple

. Y-y
= = O(H?
€= g,— =0
con H > h; parai = 1,2,...,2N, siendo h; las longitudes de paso corres-

pondientes a la solucién numérica y. El valor € nos puede dar una idea de
cémo es el error global de la solucion y.

Otra interesante forma de estimar el error global se presenta en [7]. En
ella se propone estimar el error global mediante la resolucién de una ecuacion
diferencial construida para tal fin, y la estimacion del error global posibilita
la obtencion de una segunda solucion numérica extrapolada. Sea el método
de orden p

() =y +h b ()

donde parai=1,...,s

i—1

Yi=y+h> ai;f(V).
=1

En [7] se muestra una forma de obtener una segunda solucién de orden p+r
de la siguiente forma:

Gy ) =5+h S BV,

i=s+1

donde parai = 1,..., s el valor Y; es el correspondiente al método 1, (y) (de
ahi que pongamos la doble dependencia de v, sobre y y sobre ), mientras
que para 1= s+ 1,...,5 tenemos

i—1

Yi=g+h> ai; f(Y;).
j=1
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En el segundo capitulo de este trabajo mostraremos una forma mas general
de obtencién del error global que la ofrecida en [7], y a su vez, mostraremos
una forma alternativa para obtener las condiciones de los métodos v, y
Yy, v la forma de trasladar dichas condiciones sobre los parametros de los
métodos.

1.10. Control de las longitudes de paso de la integracion

Como ya hemos comentado, en la mayoria de los casos la integracion del
sistema de ecuaciones diferenciales se suele guiar con algin tipo de infor-
macién sobre el error local. Evidentemente el error local no se conoce, y se
realizan estimaciones de forma que el proceso no suponga un costo compu-
tacional elevado. En el caso de los métodos de Runge-Kutta, ver [20](pp
164-172), la estimacién del error local se realiza utilizando métodos embebi-
dos que no requieren el cdlculo de nuevas etapas Y; dados en (1.10), es decir,
reutilizando las etapas que hacen falta para la solucién numérica (1.9), se
obtiene una nueva aproximacion numérica g de la solucién, que suele ser
una aproximacién de orden p inferior (p < p) o superior (p > p).

El tablero de Butcher que corresponde al par de métodos embebidos

tiene la forma
C1 | a11
C1 | a11 Q12

(1.41)
Cs | As1 Qg2 Qs
by by ... b,
by by ... b,

con dicho par, obtenemos dos aproximaciones 1, (y) v ¢ (y) del flujo ép(y)
como

Un(y) =y+h > bif (V).
i=1

Un(y) =y +hY_ bif(V:),
i=1

donde, Y; viene dado por (1.10).
La magnitud de la resta de las dos soluciones numéricas

~

5(y, h) = ¥n(y) — Ynly) (1.42)
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nos puede dar una idea de la magnitud del error local de la soluciéon numéri-
ca. En el caso tipico en que p < p la diferencia 6(y, h) es una estimacion
del error local §(y, k) = 1n(y) — dn(y) del método ¥y (y), y no del método
¥ (y) con el que se propaga la solucién. En la practica, se trata de contro-
lar la diferencia 0(y, h) manteniéndola aproximadamente constante, con la
esperanza de controlar indirectamente el error local del método ¢y, (y). En
adelante, cuando nos refiramos a la estimacién del error local de un méto-
do de Runge-Kutta nos estaremos refiriendo a la diferencia &(y, h) dada en
(1.42) entre las dos soluciones numéricas.

El procedimiento general adoptado en gran parte de las implementacio-
nes de pares de esquemas de Runge-Kutta embebidos acepta las soluciones
numeéricas siempre que la estimacion del error local sea, de alguna forma,
menor que la tolerancia definida por quien use el sistema. La tolerancia pue-
de ser absoluta o relativa, o una combinacion de ambas. Podemos definir la
tolerancia para cada componente del vector solucién:

tol' = Atol' + 3’ Rtol’, (1.43)

donde ¢ = 1,...D. Si Rtol’ = 0, estaremos trabajando con tolerancias
absolutas mientras que si Atol’ = 0, se trabajard con tolerancias relativas.

Una vez definida la tolerancia, el proceso de integracién debera aceptar
o rechazar los pasos, y para ello hay que definir algiun criterio. Podemos
utilizar el criterio de error por unidad de paso, que aceptara los pasos que
tengan una estimacion del error inferior a la longitud de paso multiplicado
por la tolerancia, o podemos utilizar el criterio del error por paso que acepta
los pasos que cumplan la condicion

ly' — 4| <tol', i=1,...,D, (1.44)

donde y = (v%,...,yP), 9= (9, ..., 9").
Para aceptar o rechazar el paso se utiliza alguna norma dependiente de
la tolerancia tol y se aceptara el paso si

1y = Gl < 1.

Pueden servir como ejemplo las dos normas que mostramos a continua-
cion:

o (=7
= il = s, (P

ly =8l = 4|~ D ( o )

1=1
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Este tipo de normas sélo permiten tener en cuenta la tolerancia al error
absoluto. Para tener en cuenta la tolerancia al error relativo se suelen sus-
tituir las normas anteriores respectivamente por las siguientes expresiones:

) ly' — |
o= i 1.45
R (Atol’ ¥y Ritoli (1.45)

n

1 yi — g 2
=] = A — 1.4
aprion = | 7> (Atoﬁ ¥ yZRtoll) (1.46)

i=1

Si el valor de dichas expresiones es menor o igual que 1 se aceptara el pa-
S0, pero, por el contrario, si es mayor se rechaza la solucién. Evidentemente,
el rechazo de un paso significa que los calculos realizados en la obtencion de
la solucién numérica se han echado a perder, y se tendra que volver a calcu-
lar una nueva solucién numérica con una longitud de paso menor para que la
expresion dependiente de la tolerancia dé valores aceptables. Por otro lado,
tampoco interesa utilizar longitudes de paso demasiado pequenas, ya que el
coste computacional requerido se veria incrementado. La proximidad entre
la expresion utilizada y el valor 1 significa que la longitud de paso se acerca
al paso 6ptimo. Por tanto, se intenta que los pasos que se den se aproximen,
sin pasarse, a la longitud maxima aceptable. Suponiendo que la estimacién
del error local es de orden g, se tiene que expryy = Ch?*t + O(h?"?) (donde
C' es el coeficiente del término dominante), de modo que para h suficiente-
mente pequeno,

expriy = ChIT.

De ahi, y sabiendo que para la longitud de paso actual se ha obtenido un
valor que ya se conoce, es posible obtener una aproximacion de la longitud
de paso Optima que supuestamente harda que esa expresién se acerque al
limite. Se trata de una simple regla de tres, que da como longitud de paso

optima gy
hopt = h L " (1.47)
o EXPT 10l . ‘

Tanto si se acepta el paso como si se rechaza, la nueva longitud de
paso que se utilizard en la integracion serd la obtenida en (1.47), pero para
evitar en lo posible los rechazos de los pasos de la integraciéon conviene
ser conservador a la hora de escoger la longitud de paso, de esa forma se
incrementan las probabilidades de aceptarlo, evitando la perdida de tiempo
computacional que provocan los rechazos. La politica conservadora puede
tener varias vertientes, por ejemplo, se puede limitar el valor maximo que se
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permite para la longitud de un paso, o se puede también limitar el porcentaje
maximo de variacién de la longitud de un paso al siguiente. Hay también
otras cuestiones a tener en cuenta, como la citada en [15] sobre la posibilidad
de que en algiin punto de la integracién se anule el coeficiente dominante de
la estimacion del error local, lo que puede provocar una eleccién errénea de
la longitud de paso y para evitarlo proponen la utilizacién de una pequena
variacién en (1.47) con un pequeno incremento de coste computacional. En
cualquier caso, la longitud de paso a utilizar sera de la forma general

hnew = F(hopt>-

En realidad se esta estimando la longitud de paso que se supone que
hubiera hecho que expr;, fuera menor que el limite tolerable en el paso
que se acaba de dar, de forma que se maximicen las posibilidades de que la
solucién numérica obtenida sea aceptable. Si se ha partido de y, que es la
solucién numérica dada para t = t,,, se habra obtenido la soluciéon numérica
Yn(yn) para t = t, + h, y mediante el calculo de h,e, se calcula la longitud
de paso que supuestamente se acerca a la longitud maxima aceptable. A
partir de este momento de la integraciéon hay dos opciones:

1. Siel paso dado desde t,, hasta t,,+h ha resultado ser aceptable, es decir,
el valor expry, obtenido es menor que la tolerancia, la solucién ¥, (y,)
dada por el paso se acepta, y el proceso de integracién procedera al
célculo de una nueva solucién numérica para y(t,+h+hpe, ) basandose
en la solucién numérica 1y, (y,,) aceptada. La longitud de paso hy,e, que
va a utilizar es la que se supone 6ptima para el paso anterior pero no
tiene por qué ser la longitud 6ptima del nuevo paso (aunque se tenga
la esperanza de que sea muy parecida).

2. Por el contrario, si el paso desde t = t,, hasta t = t,, + h ha resultado
ser inaceptable, hay que desechar los valores obtenidos ¥, (y,) y reali-
zar nuevos calculos partiendo desde y, con la longitud que se supone
que sera la optima, con el objeto de obtener el resultado numérico
Uh,ow (Un) que se dard como solucion numérica de y(t, + hpew), Si es
que dichos calculos son tolerables.

La diferencia que hay entre aceptar o rechazar el paso es que, tras el
rechazo, volvemos a realizar los calculos partiendo de ¥, y con una longitud
de paso hye, con el objeto de obtener la soluciéon numérica y,11 = ¥p,,.., (Yn)
para y(t, + hpew), mientras que si se ha aceptado el paso, realizaremos
los célculos partiendo de y,+1 = ¥n(y,) vy con la pretensién de obtener la
solucién numérica y, 1o = ¥n,.., (Ynt1) Para y(t, + h + hpew)-
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1.11. Estabilidad lineal de los métodos de Runge-Kutta
explicitos

Es deseable que las propiedades cualitativas de las soluciones numéricas
sean parecidas a las propiedades de la solucion real del problema. En parti-
cular, si la solucién exacta de un problema lineal es estable, es deseable que
la soluciéon numérica que resulta de aplicar un método dado al problema
lineal sea también estable.

En el caso de los métodos de Runge-Kutta explicitos, se utiliza la ecua-
cion test de Dahlquist:

vy =Xy, y(0)=1. (1.48)
La solucién del problema es y(t) = e, que es estable si y solo si Re(\) < 0.
La aplicacion de un paso del método de Runge-Kutta con este problema
equivale a

Ynt1 = R(h)‘)ym

donde R(z) se conoce como funcion de estabilidad lineal del método. Ob-
viamente, la solucién numérica y, es estable (es decir, estd acotada para
todo n > 1) si y solo si |[R(hA)] < 1 (y, — 0 cuando n — oo si y solo
si |[R(z)] < 1). Se llama region de estabilidad del método al conjunto de
nimeros complejos

§={zeC; |R(z)| <1},

de modo que la soluciéon numérica es estable si y solo si hA € S.
Podemos calcular R(z) sustituyendo f(Y;) por AY;, en

Y1 = Yo+ D bif (V3)
i=1
y haciendo lo mismo, recursivamente, para
i—1
Vi =y + > aif(¥y).
j=1

Si sustituimos hA por z llegamos a

Ynt1 = R(2)yn
donde R(z) viene dado por

s s 7 s i i s
1+2 Z b,+22 Z b, Z aij+23 Z bz Z Qjj Z ajk“" ct-25 Z bz . Z Al -
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Se puede observar que los coeficientes asociados a 2 corresponden a los
coeficientes 1 dados en (1.37) de los drboles de orden i sin ramificaciones:

o %, <, ...y, por tanto, si el método es de orden p, sabemos que los
coeficientes de dichos arboles son % parat=1,...,p.



Capitulo 2

Métodos de Tipo Runge-Kutta

con estimacion del Error
Global

2.1. Introduccion

Generalmente la integraciéon numérica de un problema de valor inicial
de ecuaciones diferenciales ordinarias se realiza tratando de mantener la es-
timacion del error local de cada paso por debajo de cierta tolerancia, pero
no se suele tener en cuenta la evolucién del error global del sistema, que es
realmente de lo que depende la validez de los resultados de la integracion
numérica. Esto se debe al coste computacional que exige el calculo de la es-
timacién del error global. En este sentido, hemos trabajado en el desarrollo
de metodologias para construir métodos de integracion para problemas no
stiff que aporten informacién 1til sobre la propagacion del error global sin
que supongan un incremento substancial del coste computacional. Dichos
trabajos han sido publicados y pueden ser consultados en [18] y [13]. Po-
demos encontrar aportaciones anteriores en el mismo sentido en el trabajo
realizado por J. R. Dormand, J. P. Gilmore y P. J. Prince [7].

Nuestro trabajo se ha basado inicialmente en integraciones con longitud
de paso constante. No obstante, tras los primeros resultados y con la expe-
riencia obtenida se ha trabajado en la obtencién de métodos que se adectian
a estrategias de paso variable.

29
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2.2.  Error Global de los métodos de un paso

Para simplificar, consideramos (sin pérdida de generalidad) sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) en la forma auténoma (1.1). El
error global de los métodos de un paso (1.8) satisface la recurrencia

€n = Ehn(yn—laen—l)a

donde la aplicacién Ej, : R*P’ — RP se define como Ej(y,e) = ¥p(y) —
on(y — e). Evidentemente, en la medida en que desconocemos el flujo ¢, de
(1.3) desconocemos también la aplicacién Ej,.

Los distintos métodos de estimacién del error global propuestos en la
literatura (véase por ejemplo [24]) pueden describirse como una recurrencia
definida por una aplicacién E, que de alguna forma aproxima la aplicacién
E}, del error global real. Por lo tanto, las estimaciones del error global en
cada paso €, se obtienen como

én:Ehn(yn—l>én—l)> n217"'>N' (21)

Si las estimaciones ¢, del error global son buenas en algtin sentido, se
puede extrapolar y obtener una segunda solucion del problema ¢, como
Yn— €, que bien podria ser una soluciéon mejor al problema. Este nuevo punto
de vista puede hacer que el proceso de la obtencion de soluciones numéricas
Yn junto con estimaciones del error global ¢, pueda ser considerado como el
proceso de obtener dos aproximaciones y, y ¥, de la solucién y posterior-
mente obtener la estimacién del error global como la diferencia de las dos
soluciones numéricas. Es decir, definimos v, (y, ) = ¥n(y) — Eh(y, y—1),y
obtenemos

Yn = Q/jhn (yn—1>7
gn /l/}hn (yn—h gn—l)v (22)
én = Yn — Un-

Evidentemente, cualquier proceso de la forma (2.2) puede ser interpretado
como la aplicacién de un método de un paso (1.8) junto con la estimacion
del error global de la forma (2.1), donde Ej(y, e) = ¥ (y) — ¥n(y, y — €).
Un ejemplo de la nueva interpretacion de los métodos tradicionales de
la literatura puede ser la siguiente: consideremos la extrapolacién de Ri-
chardson basado en un método ﬁh, tal y como hemos comentado en la
Seccién 1.9.1. La obtencién de la estimacion del error global consiste en el
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célculo de dos aproximaciones numéricas y,, 9, (n =1,...,N) con gy = yo
de la siguiente forma

Yn = lﬁhn/z @hn/z(yn—l))a

Un = Un, (Gnr), (2.3)
1

€n = 2p_1(yn_yn)

y la solucién extrapolada se obtiene como ¥, = 4, — €,. Lo cual puede ser
interpretado como un proceso de la forma (2.2) donde

@Dh(y) = @Eh/2 (@h/z(y)),

W) = e (20) @) con=5-2(5—y)

Todavia queda por aclarar qué se entiende por una aproximacion buena
del error global ¢€,. Tipicamente se requiere que €, sea una correcta estima-
cién del error global asintoticamente, en el sentido que

én= I+ O(H))e,, paranH < Constante, H = mdxh,,,

lo cual es equivalente a que la aproximacion extrapolada ¥, sea de orden
p + 1, es decir,

Un — y(t,) = O(HP*Y),  nH < Constante.

Mas en general, se puede requerir que €, tenga para algun valor r > 1,
r términos asintoticamente correctos, esto es,

€=+ O(H"))e,,

6 equivalentemente, 7, — y(t,) = O(HP), con p=p+r.

La extrapolaciéon de Richardson (2.3), ofrece en general una estimacién
del error global asintéticamente correcto con r = 1, pero si el método es
simétrico ([20]) nos da dos términos del error global asintéticamente correc-
tos (es decir, r = 2), ya que la expansion asintética solo tiene exponentes
pares de H.

Una interesante clase de esquemas que también se ajustan en el forma-
to (2.2) son los llamados globally embedded RK methods desarrollados por
Dormand, Gilmore y Prince [7], donde las aplicaciones 1, y 1, se definen
de la siguiente manera:
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) = v+ b b, (2.4
donde h
Vo= oy hSapf). =1 (2.5)
y g
Un(yy) = g+h § bif (Yi), (2.6)
donde o

0|

i—1
Y, = g+h> a;f(V;), i=s+1,...5 (2.7)
j=1

El procedimiento aplicado en [7] en la construccién de esquemas de este
tipo con ordenes p y p = p+r se puede describir de la siguiente manera: Se
construye un método de s etapas de orden p, con una apropiada extension
continua, y a continuacién se le aplica una técnica de estimacién del error
global conocida como Solving for the correction [24], utilizando esquemas
RK especialmente disenadas para este objetivo.

Otra forma alternativa para la obtencién de este tipo de esquemas con
valores p y p dados, puede ser el estudio directo de las condiciones que
deben satisfacer las aplicaciones 1, v ¥, para que den aproximaciones de
y(t,) de ordenes p y p respectivamente y trasladar dichas condiciones a los
parametros b;, b; y ;5.

2.3. Una clase general de esquemas para la obtencion
del Error Global

Consideramos la siguiente generalizaciéon de los procesos de la forma
(2.2): Sean 9o = yo = y(to), y calculemos paran =1,2, ...,

Yn = Qéhn (yn—h gn—l)a
gn whn(yn—lagn—l)a (28)

€n = Un _gn
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donde, por el momento, ¥, v 1, pueden considerarse como cualquier apli-
cacion R*P — RP. Se supone que los valores ¥, i, son aproximaciones de
la solucién y(t,) de (1.3) con valor inicial y(ty) = yo, y que é, serda una
estimacion del error global e, =y, — y(t,,) de la aproximacién y,,.

Se ha trabajado en la obtencion de las condiciones que deben cumplir las
aplicaciones 1, y ¥, para que el proceso (2.8) obtenga una aproximacién y,,
de la solucién y(t,) de orden p junto con estimaciones vélidas é, = v, — Uy
del error global e,,.

En el proceso (2.8) subyacen dos integradores de un paso que pueden
definirse como ¥, (y) == Un(y,y), Un(y) :== ¥n(y,y) v a los que llamaremos
como integradores de un paso subyacientes. Sean ¢, q > 0 los mayores enteros
positivos tales que

Un(y.y+e) = vuly,y) + O [el| + hlle|?), (2.9)

Uny+ey) = valy,y) + O™ lel| + hlle|), (2.10)

cuando h — 0 y e — 0. Cuanto mayores sean los valores ¢ y ¢, mas se
asemeja la aplicacion de (2.8) a la aplicacién de forma independiente de los
dos métodos subyacientes ¥,11 = ¥n(Yn) ¥ Jns1 = Un(n). Es por ello que
nos referimos a (2.9)—(2.10) como condiciones de independencia.

Ademas, nos puede interesar reducir la contribucién del término O(h||e||?)
en (2.9)—(2.10). En ese caso deberemos considerar nuevas condiciones de in-
dependencia en los que apareceran nuevos términos. Por ejemplo, en algunos
casos se puede reemplazar O(h||e||?) por O(h?||e||* + h||e||?). Méas adelante,
en la seccion 2.5 veremos la forma de obtener las condiciones que deben cum-
plir los métodos para que los métodos subyacientes sean de un orden dado
y para que cumplan las condiciones de independencia que establezcamos.

Denotemos el error local de los métodos subyacientes de un paso me-
diante

y
5(y, h) = Un(y,y) — on(y).

Lema 2 Silos métodos subyacientes de un paso 1y (y) y ¥n(y) son respecti-
vamente de orden p y p+r, y las condiciones de independencia (2.9)—(2.10)
se cumplen para q,q > 0, entonces

€n = Rn,n—len—l + 6n + T,
en = Rpn16n_1+0p+ Tp, (2.11)
Rn,n—lén—l + (6n - gn) + (7Tn - 7_Tn>7

o
3
|

o
3
Il
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donde e, = yn — y(tn): €n = Yn — y(tn): €n =Yn — Un, ¥

on = 6(Yn—1,hn), Op = S(gn—lahn)a

T = OE M 1En-1ll + ha(||En]l* +[[En-1]]*)),

T = OE ™ 1En1ll + ha(||En-]l* + [len-l]*)),
ol —

Ru = Z5=(y(te),

Ademds,

€n = ZRnk(5k+7rk)7

k=1
= Y Ru(dr + ), (2.12)
k=1
€, = ZRnk((Sk — Sk + T — ﬁk).
k=1

Observacién 2 Se deduce de (2.11) que, para que e,, €,, y €, Sigan pa-
trones de propagacion similares w, y T, deberian ser lo suficientemente
pequenos. En este sentido se puede suponer que, para valores de h,, suficien-
temente pequenos, cuanto mayores sean q y q, tendremos menores valores
para T, Y T, Yy por tanto seria preferible tener q y q lo mayores que sea po-
sible. De todas formas, no es obvio la medida en la que en la prdctica, donde
los valores de h pueden mo ser tan pequenos, es importante tener mayores
o menores valores de q vy q.

Observacién 3 FEvidentemente, (2.12) no garantiza que los errores globales
€n, €y y €l error global estimado €, se propaguen de una forma similar, ni
siquiera en el caso de que T, y T, sean insignificantes. Podemos mencionar
un ejemplo en el que todo el proceso fallaria: Consideremos un sistema
bidimensional, en el que las matrices Jacobianas R, tengan dos valores
propios A\, y \i con vectores propios vi y vi, de tal forma que |[\}| >> |\7].
Sea 0 = 0}vj+0202 y &), = 6}vp+02v? (para cada k). Si 5 = 62, entonces é,
puede ser mucho menor que e, y é,. De todas formas, en general, podemos
esperar que las distintas formas en las que cada R, afecte a e,, €,, y €,
(dependiendo de la direccion de Oy, Ok Y O — Sk) tenderdn a compensarse
para distintos valores de k =1,...,n.

Demostracién Probaremos la primera igualdad de (2.11). La segunda
se puede probar de forma andloga, mientras que la tercera se obtiene sus-
trayendo término a término las dos primeras igualdades de (2.11). Tenemos
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que

€n = <¢hn (yn—la yn—l) - ¢hn (yn—la yn—l))
+ (%n (yn—h yn—l) - ¢hn (yn—l))
+ (Cbhn (yn—l) - ¢hn(y(tn—l))) :

De la definicién de §,, y teniendo en cuenta la condicién de independencia
(2.9), llegamos a

€n = O(hq+1||én—1|| + h||én—l||2) + 571 + (¢hn(yn—1) - ¢hn(y(tn—1))) ’

y teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de ¢y, (y(t,—1) +€,—1) en torno
a e,_1 = 0, podemos escribir

€, = O(hq+l||én_1||+h||én_1||2)+5n+

(2 tr-pens + OOl

lo que nos da la primera igualdad de (2.11). Las igualdades de (2.12) se
obtienen de (2.11) ya que R, = Ry, 1 Rp—15. O

Se pueden adaptar las técnicas estandares de estudio de la convergencia
de los métodos de un paso para ODEs [20] con el objeto de obtener el
siguiente resultado:

Teorema 1 Bajo la hipotesis de Lema 2, si ¢ > r, entonces las aproxima-
ciones numeéricas obtenidas mediante el esquema (2.8) satisfacen

en = Yo —Y(tn) = O(H")
n = Pn—y(tn) = O(H"),

para todo n tal que nH < Constante, H = max,, h,,.

2.4. Meétodos Runge-Kutta embebidos con estimacion
del Error Global

Ya hemos comentado que los métodos propuestos por Dormand, Gilmore
y Prince (2.4)—(2.7) son de la forma (2.2). Es decir, obtienen una solucién
con un método Runge-Kutta puro, mientras que una segunda aproximacion
es obtenida combinando las etapas de la primera aproximacion con otras
etapas que dependen a su vez de una segunda aproximacion. La segunda
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solucion es utilizada para la estimacion del error global. Nosotros hemos
propuesto una generalizacion de este proceso que encaja en el formato (2.8)
donde las aplicaciones ¢, 1, : R*P — RP se definen como

Un(y.5) = y+h> bif(Y), (2.13)
i=1
Un(y.g) = g+ bif(Y), (2.14)
i=1
donde parai=1,...,5,
i—1
Yi = wy+my+ hz ai; f(Y}), (2.15)
j=1

donde fi; =1 — p; parai=1,...,5.
Se pueden obtener esquemas que encajan en la forma (2.2) con el simple
requerimiento en (2.13)—(2.15) de que para algin s < s,

[ — 1, izl,...,S
bi = 0, i:S+1,...,§

Asi mismo, si ademads de las anteriores restricciones imponemos las siguien-
tes

bi = 0, izl,...,s,
w = 0, 1=s54+1,...,5,

obtendremos la familia de los métodos globalmente embebidos & globally
embedded RK methods definidos en (2.4)—(2.7).

En el esquema definido por (2.13)—(2.15) subyacen dos métodos Runge-
Kutta de un paso, es decir, tanto 1, (y,y) como v (y,y) son dos métodos
Runge-Kutta que encajan en la definicién estandar (1.9)—(1.10).

2.5.  Condiciones sobre los pardmetros del método

Para poder aplicar el Lema 2 y el Teorema 1, nos hace falta saber el orden
de los métodos Runge-Kutta subyacientes, al igual que para la obtencion de
q y q para los que se cumplen las condiciones de independencia (2.9)—(2.10).
En la introduccién se muestra una forma de obtener sistematicamente las
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condiciones que han de cumplir los coeficientes de un método RK explicito
para que el método sea de un orden dado.

Necesitamos conocer la expansién de vy, (y, y +¢€) y de ¢5,(y, y +¢€) en po-
tencias de h para poder igualarla a la expansion del flujo ¢, (y) y asi obtener
las condiciones que deben cumplir los parametros del esquema.

Para conocer el desarrollo en serie de potencias de h de ¥p,(y,y +¢€) y
de ¥p,(y,y + €) vamos a seguir el procedimiento seguido en la seccién 1.8,
es decir, suponiendo que la serie correspondiente a cada Y; tiene una forma
general dada, deduciremos los valores de cada elemento de la serie.

Supongamos que Y; se puede representar como

p(t)
Vst 3 SO (O.e). (2.16)

teT,

donde 7, es un conjunto contable de indices (veremos que se puede tomar
como el conjunto de arboles con hojas blancas y negras y nodos internos
negros), y para cada t € 7,, el orden p(t) es un numero positivo, o(t) es
un factor que se elegird de forma conveniente, la diferencial elemental F'(t)
es una aplicacién F(t) : R?’ — RP que depende del sistema (1.1) que se
pretende integrar, y 1;(t) es un coeficiente real que no depende del sistema.

Lo primero que nos hace falta conocer es la expansién de f(Y;) y podemos
obtenerlo aplicando el Lema 1:

pu)
=30 %wxu)X(u)ﬂy,e), (2.17)

uef*

donde cada elemento u € F, es una tupla no ordenada de elementos de
7., que se puede interpretar formalmente como un producto conmutativo
u = tyity - - - t,, de elementos de 7., y el elemento neutro, que denotaremos
como (), es la tupla compuesta por 0 elementos de 7, y también pertenece
a F,. Para cada u € F,, p(u) € Z*, ¢;(u) € R, asi como la aplicacién
X(u)f(y) : R*P — RP | estan determinados segiin el Lema 1 a partir de los
valores de p(t), 1;(t) v de la definicién de F'(t) : R?? — RP para los indices
det € 7..

Si sustituimos la expresién correspondiente a f(Y;) dada por (2.17) en
(2.15), llegamos a

plu)+1 5 R
S gl )XW fwe),  (218)

Jj=1

o(u)

Yi=y+ et )
u€F

que debe ser equiparable a (2.16).
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Sean
Ta={teT. | pt)=1}

Fa={titm | €Ty, > ji=I}
i=1

Teniendo en cuenta las relaciones entre el conjunto 7, y el conjunto F,,
de la equiparacién de (2.18) con (2.16) fijandonos en los coeficientes de
h', podemos definir recursivamente tanto el conjunto 7, como F, de forma
coherente.

1. Para el caso h%; en (2.18) tenemos el término fi;e, por lo que elegimos
un elemento en 7,q, que denotamos como o, para el que

2. Para los casos de h! con | = 1,2,3,..., tenemos que los elementos
u € Fy—_1 son las m-tuplas no ordenadas ty---t,, con t; € T, ,, y
S ji =1—1,y para cada uno de estos elementos u € F,, elegimos
un tnico elemento en 7, que denotamos como ¢t = [u].

Hemos comentado en el Lema 1 que la tupla con 0 elementos de 7, (el
elemento neutro si consideramos las tuplas como productos conmutativos de
elementos de 7,) forma parte de F,, y lo denotamos como (). Para el drbol
t = [0] correspondiente a dicho elemento neutro, y representado a partir de
ahora mediante e, definimos

= p(e) =p0) +1=1,

= o(e) =0(0) =1,

= Fo)(y.e) = X(0)[f1(y,e) = f(y),
o (o) = D05, aiy(0) = Y05, ayy.

Para el resto de elementos de F,, sean tq,...,t,, € 7, talesque u = t; - - - t,,,
entonces, para el arbol ¢t = [u] € 7, elegimos

= o[t tm]) = p(u) + 1= p(t2) + ...+ p(tm) + 1,
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= Flty - tl)(y,e) = ( - tm])[f1(y, €) =
= f"(F(t)(y.e), .. ( m) (Y, €)),

= la recursiéon que nos posibilitara la obtencién de las condiciones sobre
los parametros del método,

il Zamw] Zam (t) .. ¥i(tm),  (2.19)

» Ademas, si u = t]'---t7» donde ty,...t, son distintos dos a dos, en-

tonces
o([tt---tr]) =r! - orplo(t)™ - o(t,)™.

El conjunto 7, se puede representar como el conjunto de los arboles
con hojas blancas y negras y nodos internos negros. Es decir, podemos
representar graficamente estos elementos, por una parte, como el arbol con
un unico nodo blanco, y por otra, como los arboles con raiz y vértices negros,
pero a los que hemos anadido un conjunto de hojas blancas, siendo el nimero
de hojas blancas mayor o igual que 0. Las hojas blancas corresponden a los
elementos o € 7,y que siempre se sittian como hojas, no como nodos internos
al arbol, ya que la raiz de un arbol es siempre un vértice negro excepto en
el caso del arbol o que tiene un tunico vértice y es blanco. El conjunto de
arboles con raiz con vértices negros 7, considerado en el caso de los métodos
de Runge-Kutta estandar, es obviamente un subconjunto de 7,. Ademss,
si t € 7, solo tiene vértices negros, las definiciones de p(t), o(t) y F(¢)
coinciden con las dadas en la Seccion 1.8 para las B-series. Otra interesante
observacién es que las hojas blancas no tienen ningun efecto en p(t), por lo
que la potencia de h a la que afecta el arbol solo depende de los nodos negros.
Maés concretamente, p(t) es el nimero de vértices negros. En consecuencia,
el nimero de arboles que hay para una potencia h” con p > 0 es ilimitado
ya que podemos anadir tantas hojas blancas como queramos sin alterar el
valor p(t).

Ahora que conocemos la expansién de f(Y;), lo podemos sustituir en
(2.13) y haciendo uso de (2.17) obtendremos

p(u)+1 i R
U(y,y+e) = y+ Z ha o <Z bﬂh(ﬂ)) X(uw)[f](y,e)

i=

- y+zhpt (t)(y, e), (2.20)

L o"

donde para los diferentes elementos ¢ € 7, tenemos que
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» para t = o, se cumplen ¢(o) =0, o(0) =1, p(o) =0y F(o)(y,e) =e,

» para t = [()] = e, se cumplen (o) = > 7 b, o(e) =1, p(e) =1y
F(e)(y,e) = f(y),

= y para el resto de elementos t = [t; - - - t,,,], tenemos que

[ty t)) = Zbﬂpi(tl) (), (2.21)

con ¥;(t) dado en (2.19),

F(ftr-tul)(y, ) = ™ (F(t)(y,€), . F(tn)(y. ),

y si expresamos el arbol ¢ de la forma ¢t = [t}* - - - '] donde t1,...t,
son distintos dos a dos, entonces

o[t -t =ril - orplo(ty)™ o ()™

Para la expansion del flujo, sabemos de la Seccién 1.8 que puede ser
expandido como una B-serie

On.s = B(9), (2.22)

donde ¢(t) viene dada por la recursién que se muestra en (1.39), y donde
los elementos que aparecen en la serie corresponden a los arboles con raiz
con vértices negros 7 C 7,. Definiendo ¢(t) = 0sit € 7, — 7, entonces

p(t)
ng =1+ 3 TSP W) (0,0) (2.23)

teT

Por tanto, para que el método cumpla las condiciones de orden que nos
interese, solo nos resta hacer que los coeficientes de cada érbol en (2.20)
sean iguales a los coeficientes de los mismos drboles en (2.23). Los drboles
que aparecen en el desarrollo en potencias de h en (2.20) son los arboles con
raiz negra y hojas blancas y negras. Estos arboles junto con las condiciones
que surgen de cada uno de ellos se muestran en la Tabla 2.1.

Para el caso del segundo método v, definido en (2.14) podemos obtener
la expansién de igual manera que para 1y,. La expansién de f(Y;) dada en
(2.17) la podemos sustituir en (2.14) con lo que obtenemos
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Tabla 2.1: Condiciones de los arboles con hojas blancas y negras de menos
de 5 vértices, y el agrupamiento de arboles para que las condiciones de
independencia tengan los términos indicados. Para que la estimacion de
Un(y,y+e) — on(y) tenga la forma que aparece en la columna de la derecha
habran de cumplirse todas las condiciones de los arboles que estén mas
arriba.
drbol | Condicién: (t) = ¢(t) | Estimacion ¢y,(y,y +€) — on(y) |
h

dibi=1

>

hS Zi bici = %

hllel

B > i bifti =0 O(h* + I?[le][ + Rle]?)
h3

< S b, ages = O(h* + 12| lel| + hlle] |2
h2|le]

>0 0i Y aifi; =0 O(h" + h?|lel| + hllel*)

hllell?

Y > bifi; =0 O(h* + I7[le]] + h2[le][* + hlle][*)
h4

Soibici Yo aie; = §
> i bi Zj aijc? - %
Zi b; Zj Qi Zk AkCr = 2—14 O(h5 + h3||6|| + h2||6||2 + h||6||3)

Ao S

=
-~
o

> bicipi =0
doibicid iz =0
> bifti 325 aije; = 0
Zi bi Zj aijCifly = 0
2o bi D0 aii >y agiie = 0 | O(R® + h'le|| + h?[le||* + Alle|[°)

Ao 5 p o
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B p(u)+1 s o
Hpten) = g+ 3" <Zbi¢i<u>) X100

VO F()(y,e), (2.24)

donde p(t) y o(t) se definen igual que en (2.20) y v(t) estd definido para
cada t € 7, como sigue:

¥(e) = 0,

con

Gilltr - tm]) = D ady(t) - Py(tm)-

Obtendremos las condiciones correspondientes comparando (2.23) con
el desarrollo en serie de potencias de h de ¢,,(7 + e,7) dado en (2.24),
pero no mostramos las condiciones de orden del método subyaciente ni las
condiciones de independencia (2.10) que han de cumplir los pardmetros del
método 1, (§-+e, §), porque son muy similares a las condiciones mostradas en
la Tabla 2.1 para el método ¥, (y, y+e). Por simetria, basta con sustituir en
la Tabla 2.1 b; v ji; por b;, v ju; respectivamente para obtener las condiciones
del método ¥y, (7 + e, 7).

2.6. Consideraciones practicas

Supongamos que el Teorema 1 se cumple con r > 1 para el esquema
(2.13)—(2.15). Entonces, tiene sentido proporcionar la aproximacion de ma-
yor orden ¥,, en lugar de y,, como la solucion numérica. En ese caso, é,
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ya no es una estimacién del error global asintoticamente correcta, sino una
estimacion incierta [24]. Asi, esperamos que €, = y, — ¥, Sea mayor que
én = Un — y(t,) para secuencias de pasos h,, suficientemente pequenos, y a
su vez, esperamos que el error exacto €, y el estimado €, se propaguen de
una forma similar. En este sentido, no hace falta que p = p + r sea mucho
mayor que p, ya que en ese caso, €, seria una estimacion excesivamente
conservadora de €, para secuencias de h,, suficientemente pequenas.

Si comparamos la aplicacion del esquema (2.8) definido por (2.13)—(2.15)
con la aplicacion del método Runge-Kutta subyaciente de orden p, 9, =
Un, (Un—1, Jn—1), podemos observar por un lado que en cada paso requieren
practicamente el mismo esfuerzo computacional, y por otro lado, que cuanto
mayor sea ¢, mas similares son 4, v U, (para pequenos valores de h,, y €,).
Por tanto, podemos esperar para valores razonables de ¢ en la condicién
de independencia (2.10), que las dos aproximaciones ¢, y ¥, muestren una
precisién parecida. En concreto, bajo las hipotesis del Teorema 1 se puede
demostrar que,

Yn — y(tn) = ([ + O(Hq_r))(gn - y(tn))> (2'25)

para nH < Constante y H = max,, h,,.

Estas consideraciones hacen que esperemos que el calculo de 7, junto con
la estimacion incierta €, del error global ofrezca unas soluciones numéricas
comparables a las que se obtendrian con el método Runge-Kutta subyaciente
Un, por lo que obtendriamos informacion sobre el error global sin pérdida
sustancial de eficiencia del proceso numérico.

2.7. Region de estabilidad de los métodos

A la hora de calcular un paso del método numérico con el problema de
testeo (1.48) de Dahlquish, con el objeto de analizar la regién de estabilidad
(lineal) para los métodos Runge-Kutta embebidos con estimacion del error
global, hay que sustituir f(Y;) por AY; en (2.13) y en (2.14) y hacer recur-
sivamente lo mismo para cada Y; dado por (2.15). Con estas sustituciones
obtenemos la siguiente expresion

( Yn+1 ) _ < Rll(z) R12(z) ) ( Yn )
gn—l—l Rgl(z) R22(z) gn
donde z = hAy

Ru(2) = 1+ 2) buyn+2°Y bi) jayp++
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+2° Z bi Z A~ Z A foms
i j !

g

Ri2(2) = szi( — i)+ z Zb Zaw 1) -4
—I—ZEZbiZai] Zalm m
i J

Ryi(z) = 2 b+ 2> b Z aijhty +
i { J

—I—Zg Z BZ Z Qij Z Qo
i J l

g

Ryp(z) = 1+ sz 1— ) + 2 Zb Zaw )+
_I—ZEZBZZQUZalm(l_,UJm)
i J l

v~
5

Los coeficientes asociados a z* son los valores ¢(t) definidos en la seccién 2.5
(cuyo valor obtenemos mediante la recursién (2.21) y que mostramos en la
Tabla 2.1) correspondientes a los arboles ¢ sin ramificaciones con una hoja

blanca: Qo, { ..

Por otra parte, si sumamos Ry (z)+ Ri2(2) (0 en su caso Ry (2)+ Raa(2))
obtenemos la funciéon de estabilidad del método Runge-Kutta subyaciente
Yn(y) (respectivamente vy,(y)), definida en la Seccién 1.11, en la que los
coeficientes de 2’ son los valores que toma la funcién 1(t;), definida en
(1.26) y cuyo valor se obtiene mediante la recursion (1.34), donde t; es el
arbol con i nodos que no tiene ramificaciones ni nodos blancos.

La region de estabilidad lineal es aquella para la que los autovalores de

la matriz 2 x 2
e = () w ) (220

son en médulo menores que o iguales a 1.
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2.8. Representacion binaria de los arboles

De la equiparacion de (2.20) con (2.22) se obtienen las condiciones nece-
sarias para definir el conjunto 7, y a su vez, hemos obtenido las recursiones
que nos posibilitan la obtencién de las condiciones sobre los parametros del
método que corresponden a cada uno de los elementos de 7,. No obstante,
necesitamos algiin método para construir y representar el conjunto de los
arboles 7,.

En [17] Murua muestra una forma de representar y construir el conjunto
de arboles 7,. En ella se define la descomposicion estdndar de los arboles,
mas concretamente de una generalizacion de arboles llamados N-Trees, que
son arboles que admiten N tipos de nodos en su estructura. En nuestro
caso, admitimos dos tipos de nodos en un arbol ¢t € 7., los nodos blancos y
negros, pero en la raiz solo admitimos los nodos negros, excepto el arbol con
un unico nodo blanco o. Ademas de la descomposicién estandar establece
una relacion de orden entre los N-arboles, y proporciona un algoritmo para
la construccion de la tabla correspondiente a la descomposicion estandar
para los arboles desde el orden 1 hasta cualquier orden pmax dado. En
nuestro caso, para un arbol ¢ hay que distinguir entre el orden del arbol
p(t) y el numero de vértices del arbol |¢|. El nimero de vértices de un arbol
viene dado por:

u |t|:18it:.ot:o7
[ =14 [t o ] STt = [t )

Como hemos dicho, las hojas blancas no influyen en el orden del arbol,
pero en [17] Murua supone que ambos coinciden. No obstante el algoritmo
de construcciéon de arboles nos sirve igualmente, ya que aunque se base en
el nimero de vértices podemos obtener todos los drboles en funcién de ese
numero en vez de obtenerlos en funcion del orden.

Para poder definir la descomposicion estandar de los arboles necesitamos
definir una operacion binaria entre dos arboles, a menudo conocida como
el producto de Butcher en la literatura del anélisis numérico de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

Definicién 4 Dados t1,ty € T, el producto de Butcher ti -ty € T, se define
como:

Bl -ty = [tg] sit; = [@],

oty = [t t] sty =[]t ]
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Obsérvese que los elementos ¢ = [ty - - -t,,] de 7, los definimos en fun-
cion de sus componentes tq, ..., t,,, y no importa como estén ordenadas las
componentes, es decir, son tuplas no ordenadas, por lo que el producto de
Butcher cumple la propiedad (t1 - to) - t3 = (t1 - t3) - to.

El producto de Butcher nos posibilita la descomposicion de un arbol
t # [0] en dos arboles (t4,t,) de forma que ¢ = t, - t,. Sin embargo, dicha
descomposicion no es tunica. Para establecer una descomposicion tunica, nos
basaremos en una relacion de orden total del conjunto 7.

Sea 7' = {t € 7. / |[t| = i}, suponiendo que tenemos ordenado el
conjunto 7/~ = T1UT2U...UT ! (con r > 1) de tal forma que t, < t;
si |ta] < [t

» llamaremos descomposicion estandar de t = [tity---t,] € 7] con
t1 <ty <...<t, al par dec(t) = (decy(t),decs(t)) donde decy(t) =
[tltg cee tm—l] y deCQ(t) = tm.

= v a su vez, dados ti,ty € 7., si su descomposicién estandar es t; =
(t1a,t1p) Y ta = (t2a, top), diremos que t; < tg si se cumple una de estas
dos condiciones:

tla < t2a7 (227)
tla = tga y tlb < tgb. (2.28)

» Finalmente, los dos elementos de 7,! = {e 0} no se pueden descom-
poner, y establecemos el orden e < o, con lo que completamos la
definicion de la relacién de orden.

La definicion de descomposicion estandar junto con la relacién de orden
ofrecen una forma simple de representar el conjunto de arboles 7,. Identifi-
camos cada arbol de 7, con un nimero positivo en funcion de la relacion de
orden establecida; empezando desde 1 para e y 2 para o, asociamos a cada
arbol el nimero que le corresponde a su posicion segiin el orden establecido
por la relacion de orden definida junto con la descomposicion estandar.

A la hora de construir los arboles de cierto niimero de vértices p hay que
tener en cuenta que la descomposicién estandar del arbol ¢ obliga a que el
par (decy(t),decs(t)) esté compuesto por dos arboles de ntimero de vértices
menor que p, pero cuya suma sea igual a p. Ademds, al ser decy(?) el maximo
posible, obliga a que los posibles niimeros que puedan combinarse con un
dec (t) dado sean mayores o iguales a decy(dec;(t)). Estas dos condiciones
nos van a guiar a la hora de construir los arboles, empezando desde el arbol
e = 1 y o = 2 que no pueden descomponerse.
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Para obtener todos los arboles con un ntmero de vértices p dado, el
algoritmo a seguir es bastante simple: supongamos que tenemos construidos
de forma ordenada segun la relacién de orden dada todos los arboles con
menos vértices que p, y supongamos a su vez que tenemos el niimero del pri-
mer arbol de cada nimero de vértices ¢ < p, que denotaremos como first(q).
Por tanto, el siguiente arbol que debemos generar serd first(p), y todos esos
arboles que ya hemos generado estan numerados desde 1 hasta first(p) — 1.
Por ejemplo, para el caso de que queramos crear los arboles de 5 vértices,
partimos de que tenemos los arboles de menos de 5 vértices, numerados
desde 1 hasta 22 (ver Tabla 2.2) y tenemos que first(1) = 1, first(2) = 3,
first(3) = 5, y first(4) = 10 y el siguiente a generar sera first(5) = 23.

Para generar los arboles de p vértices en orden ascendente, debemos
tener en cuenta primeramente, la condicién (2.27) de la relacién de orden
dada, por lo que los primeros drboles a generar seran los que tengan dec(t)
minimo, es decir debemos empezar desde 1 e ir subiendo hasta p — 1. En
nuestro ejemplo, empezaremos a combinar los drboles de un vértice con los
de 4 vértices, luego los de 2 con los de 3, los de 3 con los de 2 y terminaremos
combinando los de 4 vértices con los de 1 tinico vértice.

Pero entre los arboles de p vértices con decy(t) dado, el orden lo esta-
blece la condicién (2.28), por lo que para generar estos arboles habré que
empezar desde el minimo decs(t) posible. Como hemos dicho, el minimo
decy(t) posible debe ser mayor o igual a decy(decy(t)), de ahi que para cons-
truirlos debamos empezar desde el mayor entre decq(decy (¢)) y first(p — ¢q).
Siguiendo con el ejemplo, supongamos que estamos tratando de generar los

arboles t que se obtienen de combinar el arbol .\> de 4 vértices, cuya
descomposicién estandar es (3,3) y su identificador es el nimero 15, con
los arboles de un vértice. En ese caso, decy(t) deberia ser como minimo 3,
ya que decy(15) = 3 y first(5 — 4) = 1, pero no hay drboles de un vértice
mayores o iguales a 3, por lo que no habrd arboles ¢ de 5 vértices cuya
descomposicién estandar tenga decy () = 15.

Por otra parte, no admitimos los arboles que tengan vértices internos
blancos. Para saber si un arbol t es aceptable o no podemos utilizar un test
que se asegure de que tanto dec;(t) como decsy(t) sean aceptables: para ello
diremos que un arbol es de tipo 1 si su raiz es un nodo negro, y el drbol es de
tipo 2 si tiene raiz blanca. Si queremos aceptar arboles sin vértices internos
blancos, basta con que decy(t) sea siempre del tipo 1, lo que hard que el
arbol resultante tenga raiz negra (la raiz del resultado de la multiplicacién
de Butcher de dos arboles el la raiz del primer &rbol) mientras que para
decy(t) tenemos dos posibilidades, la primera es que sea un vértice blanco
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sin nada més decy(t) = 2 (estarfamos anadiendo una hoja blanca unida a
la raiz al arbol dec;(t)), y la segunda es que sea un arbol de tipo 1 (y su
descomposicion estandar volvera a tener como primer elemento un arbol de
tipo 1).

Tenemos por un lado el test que indica si un arbol es valido o no:

int test(int ul, int u2)

{
if (tipo[ul] == 1) && ((tipo[u2] == 1)||(u2 == 2))
return(l);
else return(0);
}

Y por otro lado el cédigo que genera las tablas con la informacion de
cada arbol:

numero de vértices que tiene,

orden al que corresponde,

su descomposicién estandar (decl y dec2)
» tipo (siempre 1 a excepcion del drbol 2)

Ademads, genera una tabla, la tabla first, donde para cada indice ¢ guarda
el primer arbol con ¢ vértices.

first([1] =
numvert [1]
numvert [2]
tipo[1]= 1;
tipo[2]= 2;
dec_1[1]=1; dec_2[1]=0;
dec_1[2]=2; dec_2[2]=0;
orden (1] 1;
orden[2] = O;
siguiente = 3;
for (p = 2; p < p_max; p++) {// &rboles con p vértices
first[pl= siguiente;
for (9 = 1; q < p; g++) {
//trataremos de combinar todos los arboles con i vértices
for (ul = first[ql; ul < first[q+1]; g++) {

1;
= 1,
1;
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u2min= max(first[p-ql,dec_2[ull);
for (u2 = u2min; u2 < first[p-q+1]; u2++) {
if (test(ul,u2)) {
numvert [siguiente]l = p; // = q + p-q;
tipo[siguiente] = tipol[ull; // = 1;
dec_1[siguiente]= ul;
dec_2[siguiente]= u2;

orden[siguiente] = orden[ul]+orden[u2];
siguiente ++;
Y //if
} // for (u2...
} // for (ul...
} // for (q...

} // for (p...

Con este algoritmo podemos obtener los arboles junto con su descompo-
sicién y la informacion sobre el nimero de vértices, p(t) y el tipo del arbol.
En la Tabla 2.2 vemos los resultados que obtiene el cédigo para los arboles
con menos de 5 vértices. Podemos ver a su vez, como entre los arboles de 4
vértices aparecen tanto arboles de orden cuatro como de tres, dos e incluso
orden 1, y si siguiéramos adelante con el proceso de obtencién de arboles
veriamos que entre los arboles de n vértices siempre hay arboles de orden
1 hasta n; el nimero de hojas blancas reduce el orden del arbol respecto
al nimero de vértices del arbol, y siempre podemos crear el arbol con raiz
negra y el resto de vértices pueden ser hojas blancas que salen de la raiz.
Todo ello nos indica que para este tipo de métodos el desarrollo en serie
(2.20) tiene un ndimero infinito de elementos para cada potencia de h > 0.

2.8.1. Condiciones de orden con la representacion binaria de los
arboles

En la seccion 2.5 hemos dado a conocer las expansiones en potencias de
h de ¥p,(y, y+e) y de ¥y, (y + e, y) mediante (2.20) y (2.24) respectivamente,
y en dichas expansiones la recursién para obtener los coeficientes 1(t) de
cada arbol vienen dadas por (2.21). Asi mismo, se han dado las recursiones
para obtener o(t), p(t) v F(t)(y,e). Todas las recursiones mencionadas se
basan en la forma de representar los arboles mediante la tupla de subarboles
que quedan al quitar la raiz del arbol. Pero si representamos los arboles
mediante su descomposicion estandar, conviene que podamos obtener todos
los valores que aparecen en (2.20) basdndonos en esa descomposicién.
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Tabla 2.2: Descomposicién estandar de los arboles de menos de 5 vértices
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El orden y el niimero de vértices de cada elemento se pueden obtener de
las recursiones

p(e) =1,p(c) =0,

p(t) = p(deci(t)) + p(deca(t))
o] =1]0|=1,

|u| = [decy (£)] + [deca(t)]

En cuanto a los valores de ¢(t) de (2.22), y de 9 (t) de (2.20) tenemos
por un lado los casos triviales:

¢(') = Z b;,

P(e) =0
¢(e) =1,
¢(e) = 0.

mientras que para los casos generales hemos de mirar el origen de la recur-
siones dadas en (2.22) y en (2.20) para t = [ty - - - t,,,]. Por la aplicacion del
Lema 1, tenemos que a cada arbol t € 7, le corresponde una tupla u =
tity - - - t,, € F,. Supongamos sin perder generalidad que t; <ty < ... <t,
por lo que la descomposicién estandar del arbol ¢t es t = ([t; - - tim—1], tm)-
Si continudramos descomponiendo recursivamente la parte izquierda de la
descomposicion llegariamos a

t:(---(1,t1),t2),---,tm).
—~—

m

Teniendo en cuenta esta descomposicién de ¢, junto con la recursién dada
para ¥(t) en (2.21)

U(t) = Zbi%’(tl) (),
i=1
la recursién correspondiente a ;(t) dada en (2.21)
Vilt) =Y () -+ by (tm),
j=1

y la recursién de ¢(t) dada en (1.39)

Vo= Loy
o(t) = @Cﬁ (t) = p(t)gb(tl) P(tm),
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podemos establecer las siguientes recursiones para ¢ (t) y para ¢(t):

vi(e) =1,

?&1(0) = Z g
j=1

Q%Z(O> = Mi,

Di(t) = gi(decy ())d(decs(1)), 1< i <s,

s

Gilt) = agUl(t), 1<i<s,

b(t) = Z bl (t),

#(e) =1,

@' (t) = ¢'(decy (t))p(deca(t)),
()

=

2.9. Construccion de un método de 7 etapas

Para ver si los esquemas generales globalmente embebidos (2.13)—(2.15)
pueden realmente ser tan eficientes como los métodos de Runge-Kutta estanda-
res, hemos construido un método de orden 5 (mds precisamente s = 8,
p=25,p=4,q=2,q=1) basdndonos en un método de RK muy eficiente,

a saber, el método de RK explicito de orden 5 de Bogacki y Shampine [2]
implementado en el cédigo RKSUITE [8]. Nos referiremos a éste método
como BSRKS5.

Hemos determinado los coeficientes b; (1 <@ < 7),y a;; (1 <4,5 <7)
de tal forma que el método subyaciente de orden 5 sea el esquema BSRKSH.
Al igual que es tipico en la construccién de esquemas de Runge-Kutta lo-
calmente embebidos, hemos hecho que y,_1 v v, sean respectivamente la
primera y ultima etapa del esquema (2.13)—(2.15) (FSAL: First Same As
Last). Ello se consigue haciendo que ag; = b; (1 <i<7), 3 =1y pus = 1.
Por tanto, aunque el método resultante sea formalmente de ocho etapas,
requiere unicamente siete evaluaciones de f(y) en cada paso.

El resto de pardmetros, es decir, b; (1 < i < 8)y pu; (2 <i < 7), se
han elegido de tal forma que el método de RK subyaciente v, (y) =
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sea de orden 4 y las condiciones de independencia (2.9)—(2.10) se satisfagan
parag=1yq=2.

Para que ¢y,(y,y + €) = ¥n(y,y) + O(h?|le|| + hlle|*), se debe cumplir
que en la expansion (2.24) el coeficiente del arbol % se anule, ya que es el
tnico arbol con término proporcional a hl|el|.

Por otro lado, para que ¢(y + e,y) = ¥n(y,y) + O(R3|le]| + hlle|?)

en la expansién (2.20), se deben anular los coeficientes de %, *¥° y . Los
dos tltimos arboles son los que aparecen multiplicando a h?||e||. Por tanto,
las condiciones de independencia conllevan que se tengan que cumplir las
siguientes cuatro condiciones:

> b =0 (2.29)
zi: bi(1 — ) =0, (2.30)
ibiqu — ) =0, (2.31)
i b, Zazj(l — 1) = 0. (2.32)

No obstante, los coeficientes del método BSRK5 cumplen ciertas propie-
dades, que como veremos seguidamente, hacen que las condiciones (2.29)-
(2.32) no sean independientes entre si. En la construccion de métodos explici-
tos de Runge-Kutta es usual que se impongan ciertas condiciones que sim-
plifican las condiciones de orden de los métodos. Seguidamente veremos que
las condiciones simplificadoras que verifica el esquema BSRK5 simplifican
a su vez las condiciones requeridas para nuestro método embebido.

2.9.1. Aplicacion de;' las propiedades de BSRK5 a las condiciones
del método ¥y, (y,y)

A la hora de construir métodos de Runge-Kutta explicitos se deben
establecer los valores que toman las variables que aparecen en el tablero
de Butcher del método a construir, y dependiendo del orden del método,
los valores del tablero deberan cumplir mas o menos condiciones. Estas
condiciones son las que surgen al igualar elementos de los desarrollos en
serie de potencias de h de la soluciéon numérica vy, y los elementos del flujo
exacto ¢p,, dadas en (1.26).

En la Seccién 1.8 hemos explicado la forma de obtener la condicion
correspondiente a cada uno de los arboles. No obstante, se pueden estable-
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cer condiciones generales, no asociadas a un tnico arbol, de forma que las
condiciones derivadas individualmente de cada arbol se simplifiquen entre
si, haciendo que algunas de ellas sean redundantes. Estas simplificaciones
son utilizadas muy ampliamente en la construccién de familias de métodos
de Runge-Kutta.

Una de las ventajas que ofrecen las simplificaciones es que las expre-
siones que surgen en los sistemas de ecuaciones resultantes son mucho més
manejables, y por otro lado, nos posibilitan la obtencién de los valores del
tablero de Butcher de forma escalonada.

Las propiedades que vamos a utilizar en la simplificacién son las siguien-
tes:

Zbiaij:bj(l—cj), jzl,...,S (233)
=1

S C2
Zaijcj—ézo, i=3,...,8 (2.34)
j=1

S 03
Zaijcj—ézo, i=3,...,8 (2.35)
j=1

En particular, el esquema de Runge-Kutta explicito BSRK5 de Bogacki y
Shampine [2] en el que basamos la construccién de nuestro esquema global-
mente embebido cumple las condiciones (2.33)-(2.35).

La propiedad dada en (2.33) permite escribir la condicién (2.32) como

ij(l — )1 —py) = sz‘(l — i) — Zbicz’(l — i) =0

Esto implica que si se cumplen (2.30) y (2.31) también se cumple (2.32).

Para que el método subyaciente v,(y,y) sea de orden 4, deben cumplir-
se las condiciones que surgen de los éarboles con raiz y vértices negros con
cuatro o menos vértices, es decir, han de cumplirse las 8 condiciones que
obtenemos al igualar 1)(t) a ¢(t) para los arboles de la Tabla 1.1, donde
U(t) v ¢(t) representan los coeficientes correspondientes al arbol ¢ en las
expansiones en potencias de h de v,(y) v de ¢y (y) respectivamente, y que
hemos dado en (1.37) y en (1.39). Sin embargo, podemos reducir el nimero
de condiciones gracias a las propiedades (2.33)—(2.35) que cumple el esque-
ma BSRK5. Supongamos que las condiciones asociadas a e, %, " y “¥* se
cumplen, es decir,

U(e) =1, 0(%) =

Wl =

5 9(V) =
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Vamos a demostrar que las condiciones 1(t) = ¢(t) asociadas a los arboles

t = <,\>,%,.\{ se reducen a by =0y > ba = 0.

1. Teniendo en cuenta que la condicién asociada a ** se cumple, podemos
reescribir

CcOo1mo

que equivale a
2
_ c;
i j

Sabemos que el esquema BSRK5 cumple la propiedad dada en (2.34)
para todo i > 2, por lo que todos los sumandos de la expresién (2.36)
se anulan, excepto la correspondiente a i = 2, es decir, (2.36) se reduce

A 2

e
Por tanto, basta que by, = 0 para que se cumpla la condicién asociada
al drbol %.

2. Podemos reescribir igualmente la condicién asociada a \5' como
_ 1 1 /- 1
N N ) —
o de forma equivalente ,

2
ZBZCZ(Z aijcj — %) = 0,
( J

que vuelve a reducirse a la condicion by = 0.

3. El caso de .\Q lo podemos tratar como

(600 55) - 3 (seen =) =0
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que se puede reescribir como
7 2 C?

En este caso hay que tener en cuenta que el esquema BSRK5 cumple
(2.35) para ¢ > 2, por lo que dicha condicién se reduce a by = 0.

4. Para %, consideramos

es decir,
2
_ C
sz‘ Zaij(z AjkCr — gj) =0,
i 7 k
y, teniendo en cuenta (2.34), basta con que se cumpla Y, b;a;s = 0.

Por tanto, teniendo en cuenta que el método subyaciente lph(y,_y) es el
método BSRKS5, las condiciones para que el método subyaciente ¥y, (y,y),
sea de orden 4 son:

° dYubi=1

.\o > bic; =
aad S bict =
.\:/. Zz Bch’ =
.\.}

% by =0
\{ Zil_)iaig =0

Los pardmetros que hay que establecer son b; (1 <i<8)y pu; (2<i<
7), en total son 14 pardmetros, pero las 6 condiciones de la tabla de arriba
junto con las tres condiciones de independencia (2.29), (2.30) y (2.31), nos
dejan cinco parametros libres, y para elegirlos hemos tratado de minimizar
una funcién objetivo, en la que hemos incluido los siguientes elementos:

= o= o=

(2.38)

<

= Por un lado hemos tratado de minimizar la dependencia entre los
dos métodos, para lo que hemos introducido en la funcién objetivo
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el cuadrado de los coeficientes de algunos arboles que inciden en las
condiciones de independencia. En concreto, para el método ¢ (y, y+h)
hemos introducido los cuadrados de los coeficientes de los drboles

y ", mientras que para ¥ (y+ e, y) los cuadrados de los coeficientes de

los drboles *¥° y '\} Dichos coeficientes toman los siguientes valores:
Z Eici,uia
20D aiits,
( J
> obici ) ais(l— )
? J

= Por otra parte, hemos tratado de minimizar el efecto de las ecua-
ciones de los arboles de orden 5 del método Runge-Kutta subyaciente
¥ (y,y) que buscamos. Es decir, hemos incluido en la funcién objetivo
la suma de los cuadrados de los nueve coeficientes de error ¥(t) — ¢(t)
correspondientes a los nueve arboles ¢ de orden 5.

Por tltimo, hemos tratado de que la regién de estabilidad lineal del
método incluya un intervalo del eje imaginario centrado en el origen. Para
ello, para cada minimo local obtenido para nuestra funcién objetivo, hemos
desechado los que no cumplen esta condicién. Es decir, sean A\ (z) y Aa(z) los
valores propios de la matriz de estabilidad M (z) dada en (2.26), queremos
que |A(1y)] < 1y [A(iy)] < 1 para todo y € R suficientemente pequetio.
Por las condiciones de independencia (2.29)—(2.32), tenemos que

Ri3(2) = O(2%) y Rai(2) = O(2%) cuando z — 0. (2.39)
Ello implica que
M (2) = Rii(2) + O(2°), Xa(2) = Rya(2) + O(2°) cuando z — 0.

Por otro lado, puesto que en nuestro caso el método de Runge-Kutta sub-
yaciente vp,(y,y) (BSRK5) es de orden 5, y el método de Runge-Kutta
subyaciente (y,y) es de orden 4, tenemos que

RH(Z) + R12(Z) =¢e° -+ O(ZG), RQl(Z) + RQQ(Z) =¢° -+ 0(25),
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lo cual implica, teniendo en cuenta (2.39), que

RY(0) ,

§ Rﬁ)(o) 3 Py +O(25)

2
— 1 J—
Ry (2) —|—Z+2—|— 6 27+ 2
(2)
Ryy(2) =1+ 2+ RmT(mzz + O(2%).

Por tanto, tenemos para z =1y, y € R, que

. 2 R(4) 0 » R(3) 0
Amwzﬁ—%+%§%4+zy—%§%g+mﬂ,

patin) = (1= 72052 iy + 0,

cuando y — 0, de modo que

IA1(2y)|2:1+<_+11<>_ ) (0)

4 5
1 2 5 )y +O(y?),

Paliy)l? =1+ (1= Boal0)) y* + Oy,
Tenemos pues, finalmente, que si se verifican las dos desigualdades

3+ Ry (0) < 4R;(0),
Ryy(0) > 1, (2.40)

entonces la region de estabilidad del método incluye un intervalo del eje
imaginario centrado en el origen.

Tras una intensiva busqueda realizada con una rutina numérica de bisque-
da de minimos locales, y tras haber eliminado los métodos que no cumplen
las condiciones (2.40), hemos elegido los cinco pardmetros libres como:

_ 539 _ 969 _ 621
:u2 — 2617 :u3 - 5007 ,LL4 — 1017
27180 . —26
5= 017 7~ 295

Con lo que el resto de parametros queda determinada por las tres ecuaciones
(2.29)—(2.31) de independencia y por las condiciones dadas en (2.38) que son
las necesarias para que el método subyaciente ¢y, (y,y) sea de orden 4. Los
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valores que toman son:

4768373937707 1492653337169
6 = 5780060864000° H7 T T 204320767000
;272606507613 . 6645196186371

L 3565852042400° 2 7 * T 25350985762375’
 84603482815521 . 11356676118237

47 331114916080000° °  89146323560000°
120399657242 - 1300793

6= 578582261125° T 7056000

La regién de estabilidad que le corresponde al método puede verse en el
grafico inferior izquierdo de la Figura 2.1, y en el grafico de arriba puede
observarse como el eje imaginario entra en la region de estabilidad hasta una
altura aproximada de y = 1,2. La region de estabilidad, en comparacion
con la del método BSRK5, mostrado en el grafico inferior derecho de la
misma figura, no es muy amplia, y en general, los métodos obtenidos en la
bisqueda tienen el mismo problema. Hemos buscado métodos con regiéon
de estabilidad méas amplia, introduciendo en la funciéon objetivo el médulo
de valores de la funcién de estabilidad en ciertos puntos, pero los métodos
obtenidos muestran peores resultados en cuanto al efecto en los coeficientes
de error de los arboles de orden 5, por lo que hemos optado por conformarnos
con una regiéon de estabilidad no muy amplia.

2.10. Experimentos numéricos

Al principio trabajamos con longitud de paso constante (es decir h,, = h
para todo n) para poder ver si las expectativas que tenfamos se cumplian
y para poder calibrar la utilizacion de estas técnicas a la hora de estimar
el error global. En [18] se presentaron los primeros resultados de los experi-
mentos numéricos realizados con longitud de paso constante.

A continuacién podemos ver los resultados obtenidos para dos problemas
de valor inicial:

1. El primer problema se extrajo de [23]. Se trata de un sistema de
dimension D = 1 y el problema de valor inicial se define como

Yy = cos(t)y, y(0)=1, te[0,94,6]

La solucién es y(t) = e®)  una funcién periédica con periodo 2.
)

Nos referiremos a este problema como expsin.
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Figura 2.1: Abajo a la izquierda, regién de estabilidad del método para la
estimacion del error global basado en BSRK5. Abajo a la derecha, region
de estabilidad del método BSRKb5. Arriba, se puede ver que la regién del
método basado en BSRK5 abarca parte del eje imaginario.
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2. El segundo ejemplo, al que llamaremos Arenstorf, se trata de un pro-
blema de valor inicial de dimensién 4 extraido de [20, pp.129-130]
que mostramos en (1.4). Corresponde a una solucién periddica del
problema restringido de los tres cuerpos.

El objeto de estos experimentos es comprobar en qué medida el método
de orden 5(4) creado siguiendo el esquema (2.13-2.15) puede proporcionar
estimaciones tutiles del error global, y si es tan preciso como el método
Runge-Kutta subyaciente de orden 5, es decir, el método BSRKS5.

Para cada uno de los problemas y dada una longitud de paso h, mostra-
mos dos graficas, ambas en escala logaritmica, tanto el eje del tiempo como
el eje de la norma || ||, del error: La primera grafica compara el error global
exacto de nuestra soluciéon numérica g, de orden 5 (linea a tramos) con el
error global estimado por el proceso numérico (linea continua). En la segun-
da grafica se comparan el error global exacto de nuestra soluciéon numérica
Un (linea a tramos) con el error global exacto de la solucién del método
estandar Runge-Kutta subyaciente ¢, (en este caso el método BSRK5, que
aparece con linea continua).

Hemos integrado el ejemplo ’expsin’ en el intervalo [0,307] con longi-
tud de paso constante h = 27/7. Las dos gréficas correspondientes a esta
integracién pueden verse en la Figura 2.2. Los resultados obtenidos son
prometedores ya que el error global estimado por el método es mayor que
el error global exacto (grafica de la arriba), tal y como esperdbamos para
valores de h suficientemente pequenos, y ademas, nuestro método muestra
un comportamiento parecido al BSRKS5, es decir, se puede considerar como
una pequena perturbacién de la solucion BSRK5 (grafica de abajo). Por
todo ello, en este caso, nuestro esquema RK general globalmente embebido
ha sido tan eficiente como el método Runge-Kutta subyaciente, y al mismo
tiempo, proporciona informacién til sobre el error global cometido.

Otro problema con el que hemos realizado experimentos es el proble-
ma Arenstorf. Hemos integrado el problema sobre un periodo [0,7] (T =
17,0652165 .. .), primero con una longitud de paso h = 7'/14000 (Figura 2.3).
Los resultados siguen siendo tan positivos como en el caso de expsin.

En un nuevo experimento se ha utilizado una longitud de paso mayor que
el anterior, h = T7'/3500 (Figura 2.4), con el objeto de analizar lo que sucede
cuando el proceso de integracion ofrece resultados completamente erréneos.
La primera gréfica, Figura 2.3, muestra que la estimaciéon del error global
refleja de forma satisfactoria la propagacion del error global verdadero, y
que, al igual que con el anterior problema, la solucion ofrecida por el esquema
es una pequena perturbacién de la solucion ofrecida por el método Runge-
Kutta subyaciente.
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h=0.8975979
error

-2
10

L B B
1009 102 196 289 382 476 569 662 756 849 942

h=0.8975979
error
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Figura 2.2: Resultados del problema ’expsin’ para h = 27 /7. En la gréfica
de arriba comparamos el error global cometido (linea a tramos) con el error
global estimado (linea continua), mientras que en la de abajo comparamos el
error cometido por nuestro esquema (linea a tramos) con el error cometido
por el esquema BSRK5 (linea continua).
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h=0.0012548
error
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Figura 2.3: Resultados del problema ’Arenstorf’ con h = 7'/14000. Arriba,
error global (linea a tramos) frente al error global estimado (linea continua).
Abajo, comparacion del error global del nuevo esquema (linea a tramos)
frente al error global del método BSRK5 (linea continua).
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No obstante, la segunda integracion, Figura 2.4, para el que hemos utili-
zado una longitud de paso superior, ofrece unos resultados que muestran que
la aproximacién numérica correspondiente al método de orden 5, g, (curva
discontinua de la grafica de abajo), ofrece valores completamente erréneos
antes del final del intervalo de integracion, mientras que la solucion ofrecida
por el método BSRKS5, ¢, (curva continua), es considerablemente mejor.
Esto, aparentemente se debe al hecho de que la aproximacion de orden 4
yn se degrada antes que la soluciéon de orden 5 BSRKS5 g, de forma que

= Yp — Yn deja de ser un valor pequeno y despreciable, y por tanto el
termlno O(hl|é,_1]]?) en 7, (Lema 2) domina la propagacién del error &,.

2.11. Conclusiones de los experimentos

Los experimentos resultan muy esperanzadores, y de hecho continuamos
realizando més experimentos, sobre todo en la linea de poder corregir y
mejorar los resultados cuando el error empieza a dejar de ser insignificante.
La degradacion de la solucién de orden 4 obliga a reconsiderar la condiciones
de independencia y a hacer que la repercusion de la estimacién del error
global €, en €, se minimice. Se debe avanzar, por tanto, en dos direcciones:
por un lado, hay que extender la utilizacion de estas técnicas a la integracion
de problemas con longitud de paso variable, y por otro lado, debemos buscar
pares de métodos en los que las condiciones de independencia aseguren que
la repercusion de los errores de un método no tengan tanta incidencia en
el otro método del par, y asi evitar que las soluciones numéricas obtenidas
mediante estas técnicas, cuando el error global empieza a ser considerable,
se alejen tanto de las soluciones ofrecidas por los métodos subyacientes.

La busqueda de pares de métodos, en los que las condiciones de indepen-
dencia aseguren que la degradacién de los resultados obtenidos no difieran
tanto de los resultados obtenidos por los métodos subyacientes no ha sido
muy fructifera en la clase general de esquemas Runge-Kutta embebidos con
estimacion del error global (2.13)— (2.15).

2.12. Experimentos con longitud de paso variable

La extension de la aplicacién de las nuevas técnicas a una implementa-
cién con longitud de paso variable ha sido realizada de forma satisfactoria
y los resultados obtenidos han sido publicados en [13].

Para poder aplicar de forma eficiente el nuevo esquema de funcionamien-
to, hace falta que la longitud de paso sea variable, y las estrategias usuales
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Figura 2.4: Resultados del problema ’Arenstorf’ con h = T'/3500. La mayor
tolerancia hace que el error global aumente, y en consecuencia la solucion
numérica se degenera. Arriba, error global (linea a tramos) frente al error
global estimado (linea continua). Abajo, error global del nuevo esquema
(linea a tramos) frente al error del método BSRK5 (linea continua).
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de adecuacion de la longitud de paso requieren una estimacion del error
local dada como la diferencia entre dos soluciones numéricas (ver [23], pp.
334-340, y [20], pp. 167). Evidentemente, esa estimacién no debe ser compu-
tacionalmente costosa, por lo que se utilizan los valores intermedios f(Y;)
ya disponibles. En el caso de los nuevos esquemas planteados en (2.13)—
(2.15), los valores intermedios dependen tanto de y,,_1 como de 7,,_,, por lo
que se ven afectados por el tamano de la estimacién del error global €,,_;.
Este efecto puede provocar ciertas dificultades, parecidas a las que hemos
comentado en la seccion de los experimentos numéricos, que pueden ser evi-
tadas (a expensas de perder algunos parametros del método) de la siguiente
forma. Si hacemos que se cumplan las siguientes condiciones

=1, di=1,...s, (2.41)
bj=0, di=s+1,...,5 (2.42)

la transformacion 1, deja de depender del valor de 7. Realmente v, pasa
a ser una transformacion Runge-Kutta explicita, perteneciente a la fami-
lia definida en (1.9)—(1.10), por lo que la estimacién del error local puede
realizarse de la forma usual.

El cumplimiento de las condiciones (2.41)—(2.42) supone que nuestro
esquema sea de la forma (2.2), por lo que el proceso de obtencién del error
global se puede interpretar como (2.1), con Ey(y, h) := n(y) — b, (y, y —€).

Si ademas de las condiciones (2.41)—(2.42) se cumplen las siguientes con-
diciones

biIO, ’izl,...,S,
i =0, 1=s+1,...,5,

se obtendria la familia de pares de métodos Runge-Kutta globalmente em-
bebidos de Dormand, Gilmore y Prince [7].

Al restringir la clase general de esquemas Runge-Kutta embebidos con
estimacién del error global (2.13)—(2.15) mediante la imposicién de las condi-
ciones (2.41)—(2.42), hemos obtenido una subclase cuyas caracteristicas nos
permiten el cdlculo de la estimacion del error local utilizando las vias usua-
les ya que la solucién numérica se obtiene con un método de Runge-Kutta
estandar. Ademads, ello nos evita los problemas de la temprana degradacién
de la solucién numérica debido al crecimiento de la estimacion del error
global. Por todo ello, en lo que sigue nos hemos centrado en el estudio del
comportamiento de esa subclase de esquemas.
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2.13.  Condiciones de los parametros del nuevo método

En la seccion 2.5 hemos comentado cémo podemos determinar los va-
lores apropiados para los parametros b;, b;, a;; y i a la hora de obtener
métodos del tipo (2.13)— (2.15). Estos parametros deben ser elegidos, una
vez establecidos los valores de s y 3, en funcién de ciertos criterios.

1. El error local 6(y, h) = ¢¥n(y) — ¢n(y) del esquema Runge-Kutta ha
de ser tan pequeno como sea posible. Normalmente se requiere que
5(y,h) = O(hP™h) para algin p > 1 (es decir, que el método sea de
orden p) con constantes razonablemente pequenios en O(h?T1).

2. La diferencia ¥, (y + e,y) — ¢n(y) también ha de ser tan pequeia
como sea posible. Cuanto menor sea esta diferencia mas similar serd la
transformacién Ej(y, e) a la transformacién del error global Ej(y, e).
Nuestro objetivo es la obtencién de estimaciones de ¥, (y+e, ) —on(y)
de la forma

Un(y + e y) — dn(y) = O(h™ + h [[e]| + h®|le]|* +--+)  (2.43)

con ¢, enteros positivos suficientemente altos, y constantes de error
pequenos.

El primer criterio es tipico para los métodos Runge-Kutta explicitos, y se
sabe cémo obtener las condiciones de los coeficientes del método para lograr
un orden prescrito utilizando drboles con raiz [4], [20]. Cada arbol genera
una condicién en términos de los pardmetros b;, a,;; del método, y el método
serd de orden p si se satisfacen todas las condiciones de los arboles con
nimero de vértices negros menor o igual que p.

Para el segundo criterio volvemos a aplicar el procedimiento explicado
en la Seccién 2.5, basado en la utilizaciéon de arboles con raiz con vértices de
dos colores. En la tabla 2.1 podemos encontrar las condiciones que genera
cada arbol y los valores que van tomando los exponentes ¢, (k =0,1,2,...).
El valor ¢; depende de las condiciones generadas por los arboles con k vérti-
ces blancos y nos indica el nimero de vértices negros que tiene el primer
arbol cuya condicién no se cumple. Es decir si ¢; = 5 significa que la con-
dicion asociada a cualquier arbol con un tnico nodo blanco con menos de
5 vértices negros se cumple. Los pardametros p; aparecen en las condiciones
correspondientes a los arboles con nodos blancos, por lo que, ¢y depende
Unica y exclusivamente de los pardmetros a;; y b;. Ademés, p = go — 1, nos
indica el orden del método Runge-Kutta subyaciente 1, (1, 7).
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2.14. Construccion de un método de orden 5

Hemos construido un esquema del tipo (2.13)— (2.15) que satisface (2.41)—
(2.42) basado en el conocido método Runge-Kutta explicito de orden 5 de
Dormand y Prince [6], al que llamaremos DOPRI5 . Més en concreto, hemos
elegido los pardmetros s, b;, a;; (1 < 4,7 < s) de forma que ¥(y) coinci-
da exactamente con un paso del método DOPRI5. Por tanto, tenemos que
s = 6, y para nuestro esquema hemos elegido § = 10. Tal y como suele ser
habitual en la construccién de pares de métodos embebidos, hemos hecho
que Y,—1 y Yn sean la primera y tltima etapa del esquema (2.13)— (2.15),
para lo cual han de cumplirse a7; =b; (1 <i<s=6), g =1,y uy = 1.

El resto de los pardmetros a;; (8 < ¢ < 10, j < 4), ps, fo, 1o y b
(1 <i < 10) han sido determinados de forma que se cumpla la estimacién

D7) — @) = O+ h* [lell + 1* [lel* + R [lel|*), (2.44)

es decir, , qo =7, q1 =4, g2 =2, g3 = 1 en (2.43).

Esta condicion reduce el nimero de parametros libres a 10, y hemos
tratado de elegirlos de tal forma que se minimicen las constantes de error
de los términos correspondientes a h7, a h'|le| y a h?|le|*. Es decir, he-
mos tratado de minimizar numéricamente en el sentido de la suma de
los cuadrados de los errores, las condiciones correspondientes a los arbo-
les que faltan por cumplirse para que la estimacién (2.44) sea de la forma

O(h® + B lel| + B lel|” + R |e]|*).

Tras realizar una intensiva busqueda numérica y tras una comparacion
de los resultados de la busqueda, especialmente en cuanto a la regién de
estabilidad lineal, hemos elegido un conjunto particular de valores para los
parametros libres que determinan el resto de pardmetros a;; (8 < i < 10,
§ <), ps, fo, p1o ¥ bi (1 < i < 10) del método con el que hemos realizado los
experimentos. Estos parametros pueden verse en la tabla 2.3, cuyos valores
aparecen racionalizados con una precisién de 1072,

En la Figura 2.5 mostramos la region de estabilidad correspondiente al
método dado en la Tabla 2.3. El eje vertical corresponde al eje imaginario
y el horizontal representa el eje real. En la gréfica de abajo podemos ver
la region de estabilidad y en la de arriba se puede ver que parte del eje
imaginario entra en la region de estabilidad.
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Figura 2.5: Abajo, region de estabilidad del método para la estimacion del
error global basado en DOPRI5. Arriba, se puede ver que la regién abarca
parte del eje imaginario.
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Tabla 2.3: El resto de los parametros del método basado en DOPRI5

1| 1 —py Ci as ag,; 10, b;
1 0 0 26251126 | _ 126276029 | 89178409 56696811
75292183 115017302 | 82486612 7ROT12427
9 0 1 | _ 30511879 | 153409379 | _ 275044175 0
5 68334945 | 49308629 99029299
3 0 3 11490887 | _ 107711621 | 115406143 | _ 47431484
10 | 155205387 48274693 68971088 279691831
4 0 4 700737845 | _ 675136779 | 140298385 72791025
5 174891007 64711280 24130572 357831874
5 0 8 5336 559269939 | 344040692 | 17490085
9 941 36928210 42025591 | 349505178
G 0 1 5735 669687859 | 121333564 | _ 66245097
1214 52442748 17575013 563676842
- 0 1 2507 193952703 | _ 190380249 o
808 25738526 47005513 611
g | 140719960 | 204 0 169021117 | _ 12078143 40757463
143529803 | 823 130072535 165601005 | R2884629
9 941 579 0 0 56747365 33159666
896 1036 92317949 111811519
92493035 42422453
10| 55350057 1 0 0 0 199331202

2.15. Experimentos numéricos

El comportamiento del esquema a la hora de estimar el error global
ha sido analizado mediante experimentos numéricos. El objetivo de de los
experimentos es comprobar si las estimaciones del error global que nos ofrece
el método implementado con longitud de paso variable son ttiles y validos
para varios problemas. En este apartado consideramos tres problemas de
valor inicial:

1. El primero de los problemas ha sido extraido de [20]. Se trata de un
problema de valor inicial de dimensién 4, al que llamamos Arenstorf.
Los valores iniciales corresponden a una solucion periddica del pro-
blema restringido de los tres cuerpos. Anteriormente hemos utilizado
este mismo problema para mostrar los problemas de independencia
que sufrian los métodos estudiados con longitud de paso fijo.

2. El segundo, al que llamamos Pleiades, es uno de los que aparecen en
el conjunto de problemas IVPTest [11] para analizar los métodos de
resolucion de problemas de valor inicial. Se trata de un problema de
dimensién 28.
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3. El tercero de los problemas ha sido extraido de [23]. Se trata del

problema unidimensional mostrado en (1.2) y su equivalente auténomo

n (1.6). Su solucién es y(t) = €™ una funcién periédica cuyo

periodo es 27. Este problema también lo hemos utilizado en el estudio

del comportamiento de los métodos con paso fijo, donde nos hemos
referido a él como el problema ezxpsin.

Para cada uno de los problemas mostramos dos graficas, una de ellas ha
sido obtenida utilizando una tolerancia muy pequena, mientras que la otra
corresponde a los resultados obtenidos con una tolerancia mayor.

En la figura 2.6 vemos los resultados obtenidos con el problema Arens-
torf en la integracién sobre dos periodos. El eje horizontal corresponde al
tiempo mientras que el vertical muestra los valores de la norma infinita
del error global en escala logaritmica. En las graficas se pueden observar
dos curvas, una corresponde a la estimacién del error global obtenida por
nuestro esquema mientras que la otra muestra el error global exacto. La
comparacion de ambas curvas nos lleva a la conclusién de que tanto el error
global estimado como el exacto tienen un comportamiento muy parecido. El
cambio de la tolerancia tampoco afecta tanto a los resultados, en la grafica
de arriba se ha utilizado una tolerancia de 10~ mientras que en la de aba-
jo podemos observar los resultados obtenidos con una tolerancia de 1076,
Evidentemente, al relajar la tolerancia el niimero de pasos requeridos para
la integracion baja, en este caso de 1268 a 309, y el error global obtenido
se ve incrementado, pero la estimacién del error global sigue reflejando de
forma satisfactoria ese incremento y comportamiento.

Podemos observar los resultados obtenidos con el problema Pleiades en
la figura 2.7. Volvemos a mostrar dos integraciones, las dos con diferentes
tolerancias, una con tolerancia de 107 que requiere 1603 pasos y la otra
con tolerancia de 107 con 182 pasos. Nuevamente vemos que las estima-
ciones del error global, tanto con una tolerancia como con la otra vuelven a
comportarse como pequenas perturbaciones del error global exacto, es de-
cir, podemos repetir lo dicho para el problema Arenstorf para el caso del
problema Pleiades.

Otra cuestién a destacar es que el esquema cumple las condiciones
(2.41)— (2.42) por lo que la solucién numérica ofrecida por el método coin-
cide con la solucién numérica del método Runge-Kutta explicito DOPRIS5.
Evitando de esta forma los problemas de degeneracién debido a la influen-
cia del error global que padeciamos con los pares que no cumplen esas dos
condiciones.

Otro ejemplo de los resultados obtenidos, pero en este caso con mas
diferencias que en los anteriores experimentos, son los correspondientes al
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Figura 2.6: Problema Arenstorf. Arriba una tolerancia de 10~ que requiere
1268 pasos. Abajo, 107¢ que requiere 309 pasos

4
10
5

-13 T T T T T T T T
0.00 341 6.83 10.24 13.65 17.07 20.48 23.89 27.30 30.72 34.13

global error

******* estimated global error

-10 T T T T T T T T
0.00 341 6.83 10.24 13.65 17.07 20.48 23.89 27.30 30.72 34.13
global error
******* estimated global error



Métodos de Tipo Runge-Kutta con estimacion del Error Global 73

-10 o

10

-11 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.032 0.329 0.626 0.922 1.219 1516 1.813 2110 2.406 2.703 3.000
global error

******* estimated global error

10

-7
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.110 0.399 0.688 0.977 1.266 1.555 1844 2133 2422 2711 3.000

10

global error
——————— estimated global error

Figura 2.7: Problema Pleiades. Arriba con tolerancia de 10~ con 1603 pasos.
Abajo tolerancia de 10~ con 182 pasos.



74 Experimentos numéricos

tercero de los problemas. En la figura 2.8 mostramos dos graficas, cada una
obtenida con diferentes tolerancias, y en ellas se aprecia una mayor diferen-
cia entre la estimacion del error global y los valores reales del error global.
De todas formas, hay que decir que el comportamiento de los dos errores
siguen siendo parecidos, y que, por tanto, siguen siendo unas estimaciones
validas, que dan informacién til sobre el comportamiento del error global.

2.16. Conclusiones

Todos los experimentos realizados indican que la informacién obtenida
en torno al error global es una estimacién aceptable, por lo que, surgen
nuevas expectativas con respecto a su utilizacién. En concreto, una prime-
ra utilizacion puede darse en la toma de decisiones sobre la validez de las
soluciones ofrecidas por el sistema, es decir, podremos utilizar nuevas tole-
rancias globales que indiquen hasta qué punto son o dejan de ser aceptables
los resultados, lo cual puede ayudarnos a la hora de realizar integraciones
costosas, ya que podremos detener los procesos, en los que, aun siendo acep-
tables todos y cada uno de los pasos segtn el sistema tradicional de control
de las longitudes de paso basado en tolerancias locales, puede llegarse a
soluciones cuya validez se aleje de lo que es aceptable globalmente.

A la hora de realizar los experimentos numéricos, muchas veces nos he-
mos encontrado con problemas cuyo error crece exponencialmente, y en
estos casos, los pequenos errores aceptados en cada paso, errores por debajo
de la tolerancia, se ven amplificados segin avanza la integracion. Todo esto
nos lleva a que al final de la integracion las soluciones numéricas obtenidas
no sean aceptables, es decir, obtenemos soluciones para los que el error glo-
bal es demasiado grande. En estos casos la cuestion que se puede plantear
es doble, por una parte, se debe detectar la situacion lo antes posible, y por
otra, se deberia utilizar la informacién sobre el error global para tratar de
corregir la situacion, o incluso para abaratar el costo computacional de la
integracion.

En este ultimo sentido, parece posible el abaratamiento del coste compu-
tacional ya que el mantenimiento de una tolerancia local sin tener en cuenta
la evolucién del error global puede no ser una buena politica, especialmente
cuando la propagacién de los errores de los pasos previos superan los efec-
tos del error local en el error global. Es decir, parece no tener demasiado
sentido el tratar de mantener el error local de un paso por debajo de una
tolerancia dada, cuando se sabe que la propagacion de los errores locales
de pasos anteriores provocan un error muy por encima de dicha tolerancia.
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En el siguiente capitulo exploraremos las posibilidades de incrementar la
eficiencia de las estrategias de ajuste de la longitud de paso utilizando la

estimacion del error global.



Capitulo 3

Control de la Longitud de Paso
Basado en Estimaciones del

Error Global

3.1. Introduccion

El control del proceso de integracion de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (1.1) mediante métodos Runge-Kutta explicitos se basa en el
control de la discretizacion ty < t; < --- <ty = t; de la variable indepen-
diente t, siendo h, = t, — t,_1 la longitud del n-ésimo paso. Dicho control
se realiza manteniendo la diferencia entre dos soluciones numéricas, que se
toma como estimacion del error local (1.15) de cada paso, por debajo de
cierta tolerancia, adecuando la longitud de paso a la longitud 6ptima, en el
sentido de que con la longitud utilizada la estimacion del error local se apro-
xime a la tolerancia sin superarlo. No obstante, el error global (1.16), que es
lo que realmente es importante cuando tenemos que valorar los resultados
obtenidos en una integracién numérica, puede crecer substancialmente con
respecto al error local segiin avanza la integracién. Cuando integramos un
problema cuyo error global crece exponencialmente, la propagacion de los
pequenos errores aceptados en cada paso tienen un efecto en el error global
que crece con el avance de la variable independiente, por lo que podemos
pensar que puede no tener sentido el algoritmo de control de la integracion
comentado anteriormente. Recientes trabajos confirman que la eleccion de
la longitud de paso puede ser mejorada, por ejemplo, Jitse Niessen en [19]
busca la longitud de paso 6ptima para la integracién de diferentes problemas
y cita entre las conclusiones que los errores locales iniciales tienen mucha

7
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mayor importancia que las finales, por lo que las longitudes de paso iniciales
deberian ser menores que las finales.

Los esquemas planteados en el capitulo sobre métodos de Runge-Kutta
con estimacion del error global (2.13)-(2.14) nos ofrecen estimaciones del
error global, y hemos explorado la posibilidad de utilizarlas para incrementar
la eficiencia de las estrategias de ajuste de la longitud de paso. Parece posible
aumentar la eficiencia del integrador con el hecho de aumentar la tolerancia
del error local cuando la propagacién de los errores previos se ve aumentada.

Proponemos, por una parte, utilizar la informacién del error global pa-
ra determinar los efectos de los errores previos en cada paso y, por otra,
retocar la politica de ajuste de la longitud de paso haciendo uso de dicha
informacion.

3.2. Utilizacion de la estimacion del error global

Se pretende buscar una condicién para el error local (1.15) que garan-
tice que su efecto en el error global (1.16) sea comparable al efecto de la
propagacién de los errores locales previos.

En (1.17) descomponifamos el error global como la suma del error lo-
cal y la propagacién de los errores previos. Asumiendo que el error global
es suficientemente pequeno podemos decir que el error en el n-ésimo paso
satisface

ey X an_len_l + 5n (31)

donde 0, = 0(Yn—1, hn) = Vn, (Yn—1) — On, (Yn—1) ¥ Ry ; es la matriz Jaco-
biana del (t, — t;)-flujo ¢, ¢, (y),

001,
Roy= =55 (t).

Para simplificar la exposicién asumiremos a partir de ahora que (3.1)
se cumple exactamente. Debido a las propiedades del flujo se cumple que
R, ; = R, Ry j paran > k > j, lo que implica que

en=Ruje;+ > Ropdi, 1<j<n. (3.2)
k=j+1
3.2.1. Propagacion de los errores

Para encontrar las condiciones que buscamos para el error local, hay
que ver como y en qué condiciones se propagan los errores de los pasos
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anteriores.

Lema 3 Asumiendo que (3.2) se cumple, si

hi |l R || €5
o) < Pl Bealles (33
el
R | A I A4
Rkl Ryl
C = SLER L — 3.5
mx( N A (3:5)

entonces, se cumple
en < || Rnjll e

para 1 < j <n.
Demostracién De la hipétesis del lema y de (3.2) llegamos a la desigualdad

R hie
leall < | Rujll (t; — to)e; + Z 1R ”%

k=j+1

que podemos reescribir como

n

|| Rl [ Rl
lenll < 1Rl e, | (£ —to) + he = |
s Z T Rl
y por la definiciéon de C' llegamos a
lenll < [[Rnjlle, <(tj —to) + Y hk) = || B jll €5 (tn — to),
k=j+1
que nos lleva al resultado requerido. O

Lema 4 Bajo los supuestos del Lema 3, si

En-1 < || Rn-14l €5,

1
[0, < o) HRn,n—lH hpen—1,

entonces se cumple que

e < | Rugll & (3.6)
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Demostracion Utilizando las dos desigualdades de las hipdtesis del lema,
llegamos a

1 [ Rl 1Bl

1
I < 3 Rl o R 25 = Al e
y teniendo en cuenta que, por definicién de C', se cumple
| Rt [ B
S At L

llegamos a la desigualdad (3.3) que es la condicién del Lema 3, cuya apli-
cacion nos da la desigualdad que buscabamos. O

La forma tipica de ajustar la longitud de paso (véase [23, pp. 335])
depende de la tolerancia 7 establecida por el usuario y de una norma ||-||
con el que se mide el error local. En el caso del criterio de error por unidad
de paso se asume que la longitud de paso 6ptima en el n-ésimo paso es el
mayor h, para el que la norma del error local satisface

100l < P 7. (3.7)

Si tenemos en cuenta (3.2), con j = 0 y suponiendo que ¢y = 0, la
condicién (3.7) nos limita el error en el paso n ddndonos la siguiente cota:

lleall <73 1| Rl (3.8)
k=1

Hay que decir que la condicién (3.8) no garantiza que el error global
en un cierto momento ¢t sea menor que la tolerancia establecida, pero, en
general, se puede tener la esperanza de que el error global vaya en proporciéon
a la tolerancia 7 (la cota (3.8) puede dar una idea de esa proporcionalidad).
En la practica, la norma del error local es desconocida, por lo que en su
lugar se utilizan estimaciones de las mismas.

Anélisis del parametro C' para problemas lineales

Obviamente el parametro C' depende del problema que se quiere resolver.
Para el caso de los problemas lineales, la solucién de 3’ = Ay es

y(t) = e My (to),

tn—t;

en cuyo caso tenemos que || R,;|| = [|e' )AH. Teniendo en cuenta que

Ry k|l || Rk j
IRkl Busll Cltny —tj, tn — tr), (3.9)
[ Rl
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donde
A )

lesAf

C(t,s) = |

segun la definicién de C' dada en (3.5) tenemos que

C = max C(t, —t;,t, —t;) < sup C(t,s) = C",
j<k=n t,s€R
0<s<t

lo cual implica que siempre se cumple que C' > 1. Ademas, con la norma
euclidea, si la matriz A es simétrica, se cumple que C' = 1: En ese caso,
si A es de dimensién n x n, podemos escribirla como A = PTDP donde
P es una matriz ortonormal y D es una matriz diagonal, y la diagonal de
D esta compuesta por los valores propios Aq, Ag, ..., A, de A . En ese caso
tenemos que et = PTe!’ P. Puesto que la norma euclidea de una matriz B

IBll, = Vp(B"B)

donde p indica el radio espectral, tenemos que

||| = v/ p(PTetP PPTetP P),

y teniendo en cuenta que, al ser P una matriz ortonormal, PP7 es la matriz
identidad, llegamos a

el = \/P(PT (etP)?2 P) = \/p (€2D) = ¢tPmix|

donde [Amax| = max(|A1],|Aa], ..., [An|). Si sustituimos estos valores en
C(t, s) llegamos a

es‘)‘méx|6(t_s)|>‘méx| et‘)‘méx‘

C(t,s) = 1.

6t|>‘ma’ux| o et‘)‘méx‘ o

No obstante, para sistemas lineales con matriz A no simétrica C* puede
ser considerablemente mayor.

Hemos realizado una serie de experimentos numéricos para obtener C*
para distintas matrices A. Las matrices se han elegido utilizando la funcién
Random/] de la aplicacién Mathematica, lo que nos da valores reales elegidos
de forma pseudoaleatoria distribuidos uniformemente entre 0 y 1. En cuanto
a las dimensiones de las matrices hemos utilizado matrices de 3 x 3, 4 x 4
y b x 5. Para cada una de las matrices tomamos distintos valores de ¢ y de
s (0 < s <t)y obtuvimos el valor que toma C(t, ).
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Figura 3.1: A la izquierda, los valores C'(¢, s) para una matriz 3x 3 con t = 5.
Los valores maximos de C(t,s) se dan para el valor s = £. A la derecha,
mostramos los valores C(t, s) para una matriz 5x5 con t = 10. Las méximos
valores de C(t, s) vuelven a darse en la zona central del intervalo (0, ).

4.5 C(5,5) C(10, s
4 1.2
35 1.15
3
2.5 1.1
2 1.05
1.5
1 2 3 4 5 2 4 6 8 10
S S

En la Figura 3.1 podemos observar el comportamiento de C(t,s) para
dos matrices diferentes, con un valor de t prefijado y haciendo variar s en
el intervalo (0,t). La grafica de la izquierda corresponde a una matriz 3 x 3
con t = 5, la de la derecha a una matriz 5 x 5 con ¢ = 10. El eje horizontal
corresponde al valor s y el eje vertical a C'(t, s).

En las graficas de la Figura 3.1 se puede ver el comportamiento de C'(¢, )
para t prefijado: en los extremos del intervalo el valor se aproxima a 1y
en la medida que nos alejamos de los extremos del intervalo el valor de
C(t, s) crece, tomando los valores maximos en la zona central del intervalo.
Este comportamiento es general, es decir, aunque mostremos las graficas
de dos matrices el resto de matrices proporcionan resultados con el mismo
comportamiento. Lo que nos interesa es conocer el maximo de dichos valores,
es decir C*, ya que C, dado en (3.5), es menor o igual que dicho valor. Hemos
observado experimentalmente que con un valor de t suficientemente grande
(t > 10), los valores obtenidos para C(t,s) con s & t/2, se acercan mucho a
C*.

En la Figura 3.2 mostramos los valores de C* de 900 matrices elegidas
al azar (de forma pseudoaleatoria con valores uniformemente distribuidos
entre 0y 1), de ellas, las primeras 300 corresponden a matrices de dimensién
3x3, las 300 siguientes a matrices de dimension 4x4 y las 300 siguientes a
matrices de dimensién 5x5. La altura de cada punto indica el logaritmo
decimal del valor de C* correspondiente a cada matriz.

Los resultados nos indican que para matrices de mayor dimension se
obtiene, por regla general, valores de C* mayores. En la Figura 3.2 la con-
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Figura 3.2: Distribucion del valor log,, C* para 900 matrices elegidas al azar:
300 de dimension 3x3, 300 de dimension 4x4 y 300 de dimension 5x5H

2.5;
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centracién de puntos para las matrices de 3x3 es mayor para valores de C*
entre 1 y 1.5 (logaritmo decimal entre 0 y 0.176). Esta afirmacién se puede
ver mejor si mostramos los valores de C* en una tabla, en ella hemos puesto
el niimero de matrices que tienen C* en rangos de valores que van de menor
a mayor, y separando las matrices de distintas dimensiones:

intervalo de log; C* | 3 x3 4x4 5x5
(0.000, 0.176) 174 148 118

(0.176, 0.477) 83 104 117
(0.477, 1.000) 38 37 59
(1.000, 2.500) 4 10 5

3.3.  Nuevas estrategias de seleccion de longitud de paso

En [13] propusimos una nueva estrategia para la seleccién de la longitud
de paso para los métodos Runge-Kutta explicitos. La nueva estrategia se
basa en el Lema 4, y consiste en primeramente elegir una longitud de paso
inicial h; en la forma estandar, exigiendo que cumpla (3.7), y a partir del
segundo paso, n = 2, determinar la longitud de paso h,, de forma que cumpla

hngn—l

c?
donde ¢ y C son los definidos en (3.5-3.3).

Como ||R,n-1]|] > 1, se puede aplicar el Lema 4, que nos da ¢, <

| Rn1| 1. Y, ademas, como h; se ha elegido de forma que cumpla ||e;]| < 7,
obtenemos la cota

1] < (3.10)

lenll < 7 ([ Rnall (tn = to)- (3.11)

Podemos decir que si comparamos esta cota con la cota (3.8), que corres-
ponde al error global obtenido utilizando la estrategia estandar de ajuste de
la longitud de paso, es una cota razonable. Notese que el ratio entre las dos
cotas crece, como mucho linealmente con el tiempo, y la nueva estrategia
nos permitira la utilizacion de pasos mas largos en la medida que avance la
integracion (suponiendo que la secuencia €, = e, /(t, — ty) es creciente).

La condicién (3.10) se puede tomar como la condicién (3.7) con una tole-
rancia variable 7 = 8851 . En la préactica, proponemos modificar la estrategia
tipica sustituyendo la tolerancia 7 por el valor resultante en

7' = méx(r, Ke,_1) (3.12)
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donde K es un parametro prefijado. Idealmente,

1

(3.13)

En la préctica, no vamos a conocer el valor exacto de C' definido en (3.5).
Sabemos que C' > 1 por lo que K debe ser un valor que cumpla 0 < K < 1.

Si elegimos un valor de K = 0, la nueva estrategia se convierte en la
estrategia estandar, ya que max(r, Ke, 1) = 7, y en ese caso estarfamos
siguiendo el procedimiento normal de ajuste de longitud de paso. Por otro
lado, si hacemos que K tenga un valor demasiado grande, de forma que
K > é y la condicién (3.10) no se cumpla, entonces no se puede garantizar
la cota (3.11), lo que puede provocar un crecimiento demasiado veloz del
error global ||e,]].

Desafortunadamente el valor 6ptimo de K € (0, 1] depende del problema
que se quiera resolver, y seria deseable obtener un método automatico de
ajuste del parametro K, para poder incluir la implementacion de la nueva
estrategia de una forma robusta. Ese método automatico deberia ajustar
el valor de K segin se avance en la integracion del problema. Para los
problemas cuyo error global crece muy suavemente deberia elegir valores
cercanos a 0, mientras que para aquellos problemas cuyo error global crece
exponencialmente deberia ajustar K a valores cercanos a 1. La busqueda de
dicho tratamiento automatico puede suponer nuevas vias de investigacion
en la linea de la optimizacion de las estrategias de ajuste de la longitud de
paso.

3.4. Implementacion de la nueva estrategia

Al igual que se hace con las estrategias de ajuste de longitud de paso
usuales (véase [20, pp.167-168], [23, pp.334-347]), nuestra estrategia también
debe ser cauta a la hora de modificar la tolerancia, y debe evitar en lo posible
incrementos demasiado grandes. La implementacién de la nueva estrategia
se ha realizado teniendo en cuenta mecanismos de seguridad y ralentizacion
parecidos a los mecanismos mencionados en la seccion 1.10.

Cada vez que se decida incrementar la tolerancia 7/ dada en (3.12),
limitamos el cambio a realizar poniendo un margen de seguridad, que por
ejemplo puede ser que en un unico cambio, como mucho, se permita doblar la
tolerancia. Otro posible mecanismo de control es que la tolerancia variable
7/, independientemente de los cambios que haya podido sufrir durante el
proceso de integracion, no pueda superar una determinada cota prefijada,
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por ejemplo, no permitiendo que en ningin momento la tolerancia variable
7/ sea mayor que 100 veces la tolerancia inicial.

Por otro lado, para poder decidir que se va a realizar un cambio de la
tolerancia es muy importante contar con la mejor informacién posible, por lo
que solo se permite el cambio de la tolerancia cada cierto niimero de pasos.
En este sentido, hemos implementado un mecanismo que cada cierto tiempo,
obtiene una estimacion mas exacta del error local. Para ello nos basamos
en la aplicacion de dos pasos consecutivos con la misma longitud de paso.
Con las etapas de los dos pasos se puede obtener un método Runge-Kutta
mas preciso, ya que disponemos del doble de etapas intermedias, y aunque
la longitud de paso sea mas larga, se puede obtener una aproximaciéon mejor
del error local con lo que podemos establecer un factor de correccién de la
estimacion del error local. El mecanismo de paso doble hay que controlarlo,
yva que, la frecuencia de realizar los pasos dobles puede provocar que la
integracion no siga la secuencia Optima de longitudes de paso, y de esa
forma incrementariamos el costo computacional. No obstante si la frecuencia
es muy baja es posible que no aprovechemos al maximo la potencialidad de
mejora de la nueva estrategia de ajuste de longitud de paso, por lo que
también estariamos perdiendo eficiencia.

3.5.  Experimentos numeéricos con el nuevo método de
ajuste de la longitud de paso

Hemos incluido la implementacion de la nueva estrategia basada en
(3.10) y en (3.12) en nuestro cddigo de resolucion de ODEs y hemos lle-
vado a cabo varios experimentos numéricos con diferentes problemas de
valor inicial. Podemos ver los resultados obtenidos con cuatro problemas
distintos:

1. El problema definido en [20, pp.129-130], el cual hemos mostrado en
(1.4) y comentado en la Seccién 2.15 (al que hemos llamado Arenstorf).
Se trata de un problema cuyo error crece muy rapidamente.

2. Al igual que el anterior, hemos utilizado este segundo problema tam-
bién en la Seccién 2.15. Se trata del problema que hemos tomado del
conjunto de problemas IVPTest [11] para analizar métodos de reso-
luciéon de problemas de valor inicial, en dicho conjunto al problema
elegido lo llaman el problema de Pleiades y es un problema de dimen-
sion 28.
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Figura 3.3: Comparacién de costos para el problema Arenstorf: nueva es-
trategia de ajuste de longitud de paso y la estrategia usual
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3. El problema de valor inicial que hemos tomado de [20, pp. 120-121]
conocido como problema de Lorenz.

4. El problema de Kepler de los dos cuerpos [23, pp. 91] con excentricidad
=0,5.

Con el objetivo de analizar la eficiencia del nuevo sistema de ajuste de
la longitud de paso mostramos en las gréaficas el nimero de pasos necesarios
contra el error global al final de la integracién. Los dos ejes se muestran en
escala logaritmica, y en cada grafica mostramos diferentes lineas de eficien-
cia: para obtener cada una de las lineas se ha integrado el problema varias
veces, cada vez con una tolerancia distinta, por lo que obtenemos la curva
que nos relaciona el niimero de pasos con el error global.

En cada grafica tenemos varias curvas de eficiencia, en todas ellas una
corresponde a la estrategia tipica de ajuste de longitud de paso (linea con-
tinua), mientras que el resto de lineas corresponden a la nueva estrategia
de ajuste de longitud de paso planteada en la Seccién 3.3 para diferentes
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valores de K. Los valores que hemos utilizado para K son K = 0,1, K = 0,5
y K =1 (la estrategia estandar es la que corresponde a K = 0).

Podemos ver los resultados obtenidos con el problema Arenstorf en la
Figura 3.3. La linea continua corresponde a la estrategia usual de ajuste
de la longitud de paso, y se puede ver que independientemente de la tole-
rancia, es decir, independientemente del nimero de pasos utilizados para la
integracion, la estrategia usual es claramente menos eficiente que la nueva
estrategia planteada por nosotros.

De las tres lineas de eficiencia obtenidas con la nueva estrategia, y que
mostramos para este problema, la mejor corresponde a K = 0,5, aunque
cuando la tolerancia es muy exigente la linea correspondiente a K = 1
obtiene practicamente los mismos resultados. No obstante, para tolerancias
relajadas se ve que los resultados obtenidos con K = 1 son malos, es decir
hay un crecimiento grande del error global. Esto se debe, al parecer, a que
en estos casos K =1 > é, y la condicién (3.10) deja de cumplirse, lo que
hace que la cota del error (3.8) tampoco se cumpla. Para este problema, la
mejora de la eficiencia en la integracion cuando K = 0,5 es alrededor del
33 % para todas las tolerancias, o dicho de otra forma, la estrategia usual
es un 50 % mas costosa que la nueva estrategia.

La Figura 3.4 muestra la diferencia entre la estrategia usual de ajuste
de la longitud de paso y la estrategia derivada de la Seccion 3.3 para el
problema Pleiades. En este caso los mejores resultados se han logrado con
K =1, mientras que los peores vuelven a ser los obtenidos con la estrategia
usual de ajuste de la longitud de paso. La ganancia de la eficiencia para
este problema estd entre el 20 % y el 45 % respecto a la estrategia usual. Las
tolerancias relajadas son las que muestran las menores ganancias, mientras
que en la medida en que la tolerancia se vuelve mas exigente la ganancia
en el costo computacional se incrementa hasta llegar a un incremento que
parece estabilizarse.

Los resultados para el problema Lorenz se muestran en la Figura 3.5.
Volvemos a obtener unos resultados que muestran que la nueva estrategia
mejora la eficiencia de la integracion sin perder la precisién de los resultados.
En este problema los resultados son muy buenos para todos los valores de
K, y en concreto para K =1y para K = 0,5 la ganancia en la eficiencia es
de al rededor del 45 % respecto a la estrategia usual, es decir, la estrategia
usual tiene un costo de casi el doble que la nueva estrategia propuesta.

Podemos comparar en la Figura 3.6 las longitudes de paso utilizadas en
la integracion del problema Lorenz utilizando las dos estrategias: la estrate-
gia usual, que solo atiende al error local y la nueva estrategia con K = 0,5
que tiene en cuenta la propagacion del error. La linea continua muestra las
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Figura 3.4: Comparacion de costos para el problema Pleiades: nueva estra-
tegia de ajuste de longitud de paso y la estrategia usual
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Figura 3.5: Comparacién de costos para el problema Lorenz: nueva estrate-
gia de ajuste de longitud de paso y la estrategia usual
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Figura 3.6: Comparacion de las longitudes de paso para el problema Lorenz
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longitudes de paso que determina el sistema usual, mientras que la discon-
tinua muestra las longitudes de paso que acepta la nueva estrategia. Se ve
claramente que las longitudes de paso aceptadas van creciendo segin avanza
la integracion, esto se debe a que la propagacién de los errores se incremen-
ta segiin avanza la integracion y por ello las tolerancias locales pueden ser
mas relajadas, ya que el incremento del error global se debe sobre todo a la
propagaciéon de los errores de los pasos anteriores.

Hasta ahora hemos visto el comportamiento de la nueva estrategia con
problemas cuyos errores crecen muy rapidamente, y podemos decir que los
resultados son francamente buenos. Por otra parte, también nos hemos plan-
teado la cuestion de cual es el comportamiento de la nueva estrategia cuando
el problema no ofrece un crecimiento del error global tan acelerado. En la
Figura 3.7 podemos ver el comportamiento del nuevo ajuste de la longitud
de paso con el problema de Kepler con excentricidad 0.5, es decir, un proble-
ma relativamente facil en el que el error global no crece tan rapidamente, ya
que crece de forma cuadratica. En este caso la nueva estrategia actiia como
si se tratara de un cambio de tolerancia: no ofrece grandes diferencias res-
pecto a la estrategia usual. Todas la lineas de eficiencia se sobreponen, hay
algunas lineas que para alguna tolerancia son un poco mejores que otras.
Quizas la linea correspondiente a K = 0,1 muestra una insignificante ga-
nancia respecto a la estrategia usual cuando las tolerancias son exigentes,
pero en general, todas muestran comportamientos parecidos, por lo que se
puede decir que en este caso no hay ni ganancias ni pérdidas de eficiencia.

Otra posible cuestion que se puede plantear es si la estimacion del error
global puede verse afectada por la eleccién de otra secuencia de longitudes
de paso. Hemos realizado muchos experimentos numéricos para analizar y
aclarar esta cuestion y hemos visto que la calidad de la estimacion del error
global no se ve afectada por la nueva seleccién de la longitud de paso. Los
resultados y las gréaficas obtenidas son muy parecidas a las mostradas en
la Seccién 2.15 del capitulo sobre el error global. Hay que tener en cuenta
que la motivaciéon tedrica dada en la Seccion 2.3 no depende de la secuencia
{hy} utilizada en la integracién numérica del problema. Lo tinico requerido
es que cada h,, sea lo suficientemente pequeno, de forma que la estimacion
(2.43)

Unly + e.) — on(y) = O™ + hle]] + hl[e]* + - )

tenga sentido. Por tanto, mientras se cumpla el criterio (2.43), es de esperar
que las estimaciones del error global sean parecidas.
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Figura 3.7: Comparacién de costos para el problema de Kepler con excen-
tricidad 0.5: nueva estrategia de ajuste de longitud de paso y la estrategia
usual
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3.6. Conclusiones

Podemos concluir diciendo que la nueva estrategia basada en el control
del error local (3.10) y en la tolerancia variable (3.12) ofrece la posibilidad
de un ahorro computacional considerable para los problemas que presentan
una propagaciéon de los errores que hace que el error global crezca rapida-
mente, mientras que para los problemas que no presentan esa caracteristica
sigue siendo una estrategia tan valida como la usual. Su implementacion
permite al usuario la eleccion de la estrategia pero le obliga a proporcio-
nar el valor del parametro K (3.13) que depende del problema a resolver.
Seria interesante disponer de algin método heuristico que eligiera para cada
problema un valor de K cercano al 6ptimo.



Capitulo 4

Comparacion de los métodos
de Runge-Kutta

4.1. Introduccion

En este capitulo presentamos un procedimiento general para obtener
estimaciones rigurosas del error local de los métodos de Runge-Kutta apli-
cados a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Bajo la suposicion de que f
es analitica real en un conjunto abierto del espacio de fases daremos un
procedimiento para obtener, para cada método particular de orden p, una
estimacién del error local 6(y, h) de la forma ||6(y, h)|| < h C(y) D(hL(y)),
donde C(y) y L(y) son constantes que solo dependen de f y de y, y la
funciéon D(7) depende sélo del tablero de Butcher del esquema de Runge-
Kutta. La funcién del error local D(7) estd definida para 0 < 7 < x donde
k > 0 es una constante que depende del tablero de Butcher. De esta manera
el error local se puede estimar para todo h < #(y)

La correspondiente funcién D(7) puede ser utilizada para comparar la
precision tedrica de los diferentes métodos de Runge-Kutta. Es decir, pro-
ponemos la utilizacion de D(7) como indicador del comportamiento del
error local cometido por el esquema de Runge-Kutta aplicado a Ecuacio-
nes Diferenciales Ordinarias generales que cumplen nuestras suposiciones.
Mostraremos experimentos numéricos que apoyan esta propuesta.

Podremos evaluar la eficiencia tedrica de diferentes esquemas de Runge-
Kutta con el mismo nimero de etapas efectivas, incluso métodos de diferen-
tes 6rdenes, comparando los diagramas de sus correspondientes funciones
D(7). Usamos este enfoque para elegir entre diferentes métodos de Runge-
Kutta los esquemas més eficientes para cada rango de tolerancias.

95
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4.2.  Notacion y resultados basicos

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo (1.3)
consideremos la aplicacién de un paso 1, : R? — R? a dicho sistema tal y
como hemos definido en (1.9)—(1.10).

Las etapas internas Y; del método definidas en (1.10) pueden ser conside-
radas en si mismas como métodos de Runge-Kutta. Asi, cualquier esquema
de Runge-Kutta 1, (y) se puede escribir de forma univoca de la siguiente
manera

Un(y) =y+h > bif (W), (4.1)

i=1

donde b; #0,i=1,...,s,y ¢! (y) es un esquema de Runge-Kutta.

4.2.1. Arboles con raiz, diferenciales elementales y B-series

Sea 7,, el conjunto de arboles con raiz de n vértices, y 7 = U,,>1 7, el con-
junto de todos los arboles con raiz. Como deciamos en la seccién 1.8, el arbol
con un unico vértice lo denotamos como e, y el &rbol ¢ = [t - -1;] € T lo re-
presentamos uniendo las raices de tq, - - -, {5 a un nuevo vértice que es la raiz
de t. La raiz la colocamos debajo de las raices de los arboles que representan
aty,---,tp. Esposible que en los arboles ¢; - - - t;, haya arboles repetidos, por
lo que a veces nos interesara denotar al arbol ¢ como [t' - - -#/=] donde j;
indica el nimero de veces que aparece el arbol ¢;, i =1,...,m.

Recordemos que el nimero de vértices de ¢ € 7 lo denotamos como [¢,
es decir, |® | =1y |[t;---ty]| =14 |ta] +--- + |tx| paraty, - -, tp €T,

Para cada t € 7 denotamos como w(t) el ntiimero racional positivo defi-
nido de forma recursiva como

w(e) = 1, '.
(it -tn]) = kH(@) , (12)

donde k=3"" ji, t = [t{l -+« tJm]. y los drboles ty, - - -, t,, son distintos dos
a dos.

Como ya hemos visto en la Seccion 1.7, tanto el h-flujo ¢y, definido en
(1.13), como la aplicacién de un paso 1, de un método de Runge-Kutta
(4.1), pueden ser desarrollados formalmente como B-series ¢, (y) = B(¢,y),
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Yn(y) = B(w,y), con ¢(0) = (@) = 1, donde la definicién de B-serie viene
dada por (1.25). Ademés, Y; (1 < i < s) admite un desarrollo en B-serie de
la forma B(v;,y), con ¢;(0) = 1.
Los coeficientes ¢(t) para cada t € 7 de la B-serie correspondiente al
1

h-flujo vienen dados por —&, con 7(t) dado en (1.40), o de forma equivalente

por (1.39) que volvemos a mostrar aqui:

¢(e) = 1,
y para  t= [t;-- 1]

o(t) = M’ (4.3)

donde p(t) indica el orden del arbol t y equivale al nimero de vértices del
arbol.

Los coeficientes 1(t) y 1;(t) para cada t € 7 son polinomios en los
pardametros b;, a;j, y vienen dados por las recursiones (1.37) y (1.36) respec-
tivamente. Para facilitar la lectura mostramos las dos recursiones de nuevo:

Pe) = sz’,

vi(e) = ¢ =) ay,
j=1
IRy

y para t= [t;--

Y(t) = Zbiwi(tl)"'wi(tk), (4.4)
i) = Zaz‘j%(tl)'“%(tk)- (4.5)

Segun la definicién del error local de un método numérico dado en (1.15)
y teniendo en cuenta las expansiones en forma de B-series de ¢,(y) y de
¥ (y) tenemos:

Proposicién 1 El error local (1.15) puede ser desarrollado como una B-
serie B(0,y) con

o(t) =(t) — o(t) parat € T. (4.6)
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Recordemos que en la Seccién 1.8 al definir las B-series mediante (1.25)
asociamos a cada drbol con rafz t € T una diferencial elemental F(t) : RY —
R?, y teniendo en cuenta (1.33) junto con el Lema 1 tenemos que

Flo) = f
Pt -t = fOWEG).. . Fe)w). @D

Claramente, las diferenciales elementales no dependen de los parametros b;,
a;j del esquema de Runge-Kutta. Ademds, normalizamos cada término de
la B-serie con cierto numero o(t) (la simetria del arbol con raiz t) definido
en (1.35).

Podemos escribir el desarrollo en serie de potencias de h del error local
como

Oy, h) = > h'6.(y) (4.8)

n>p+1

donde p es el orden de consistencia del método. Sabemos por la Proposicion 1
que (4.8) se puede expresar como una B-serie, es decir, cada d,(y) es una
combinacion lineal de diferenciales elementales, una diferencial elemental
por cada drbol con raiz de n vértices, y por tanto, combinando (4.8) con la
B-serie dada en la Proposicion 1, podemos escribir el desarrollo en serie de
potencias de h de d(y, h) como

s =3 S M piy), (4.9)

n>p+1 teT, U(t)

donde 7, es el conjunto de arboles de n vértices y, para cada arbol con raiz
t, el coeficiente §(¢) es un polinomio de los parametros b;, a; ; del método de
Runge-Kutta dado por (1.9)-(1.10).

Podemos obtener estimaciones rigurosas de d(y, h) acotando las diferen-
ciales elementales F'(t)(y). Las suposiciones bésicas sobre el sistema (1.1)
y algunas de las técnicas utilizadas en este capitulo estan inspiradas en la
teoria del analisis regresivo del error de los integradores numéricos para
ecuaciones diferenciales ordinarias [1], [9], [21].

En [9], Hairer y Lubich obtienen cotas para las diferenciales elementales
F(t) (también para los coeficientes de §(t)) que pueden ser utilizadas para
obtener cotas rigurosas para el error local de los métodos de Runge-Kutta.
Asumen que f es una funcién analitica real en y, y que ||f(z)||; < M para
todo z € C? tal que ||z — y||oo < R (donde || - ||; es la norma-1y || - ||o es
la norma del maximo), y obtienen cotas para cada ||F(t)(y)||1 que pueden



Comparacion de los métodos de Runge-Kutta 99

ser expresadas de la forma

Il <o () (410)

donde n es el nimero de vértices del arbol con raiz ¢, y v(t) es un niime-
ro asociado a t. Es de senalar que estas cotas dependen en general de la
dimension d del sistema: considérense las diferenciales elementales del siste-
ma §1 = g(y1), Y2 = g(Y2), - -, Ya = g(ya) con valor inicial (y1, v, ..., ya) =
(Yo, Yo, - - -, Yo), donde g : R — R. La diferencial elemental correspondiente
a cada t € 7 de este sistema evaluadas en (yo,vo,...,%) € R? coinciden
con d copias de la diferencial elemental del sistema simple y = ¢(y), con
valor inicial y = yo. Supongamos que ||g(z)||; < M para todo z € C? tal
que ||z — y||oo < R, por lo que en el sistema simple obtendriamos las cotas
de las diferenciales elementales dependientes de M y de R, dadas en (4.10).
Pero en el caso a considerar, tenemos que ||g(z)||; < d- M para todo z € C?
tal que ||z — y|| < R, por lo que tendriamos las siguientes cotas para la
diferencial elemental F'(t) del sistema de dimensién d

IE@ W)L < v(tyd- M (%) <oty M (%)d

Como alternativa, consideramos suposiciones que solo implican una tnica (y
arbitraria) norma (en lugar de las dos mencionadas, la norma-1y la norma
méxima) que nos proporciona cotas de ||F'(t)(y)|| que son independientes
de la dimension d. Nuestra suposicion 1 esta estrechamente relacionada con
las consideradas (para la norma méaxima) por Reich [21] (ver también [12]).

4.2.2. Cotas de las derivadas de las funciones analiticas

Si una aplicacién 7 : {s € C : |s| < p} — C! es analitica, entonces las
estimaciones de Cauchy dan las cotas

. |
1rD ()] < Z sup [|r(s)]: (4.11)
P 1sl<p
donde || - ||; es una norma arbitraria en C'.

Para cada s € C tal que |s| < p, podemos acotar cada coeficiente de la
serie de Taylor mediante las estimaciones de Cauchy, y el resto del desarrollo
de Taylor truncado puede ser representado como

r(s) — s—jr(j)(O) = 28—; " %

dw,

<.
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lo que nos lleva a la cota

3 ls_j S |S| nsu r(s
=3 50 <e o (%) sop (o)l (412

donde para cada 7 > 0,

1 1
do < : (4.13)
V1472 =27 cos(270) =7

Las estimaciones de Cauchy se pueden generalizar a las aplicaciones analiti-

cas 7 : YV C C™ — C' de la siguiente manera. Dados p1,- -, pm > 0,

(j1,72Gm) ]1' Am!
[ o)||, < 222 e S |71, (4.14)
si|<pi

donde s = (51’ cee Sm), y T(jlv"'vj’!?l)(s) — ;)9:}1 c. 8881;2” T(Sl, ce Sm). Suponga-
mos ahora que tenemos una cota de ||r(s)|]; para |s|; <1 (|s|1 = |s1]+- -+
|sm|). En este caso, (4.14) aplicado a py, ..., p, > 0 arbitrarios tales que

p1+ -+ pm =1 nos da la cota

[[Grm) (0 Hz— 1,_,
I /)m lsl1<1

Para obtener la mejor opcion de los valores de p;, debemos hallar el minimo

de % : Z’L’" sujeto a la restriccién p; + -+ - + p,, = 1. Podemos hallar la

solucién de dicho problema de minimizacién con restricciones utilizando el
método de los multiplicadores de Lagrange, lo que nos lleva a
Jk
Pk = = . —. k=1,...,m.
N+t ..o+ Im

Por tanto, (4.14) implica el siguiente resultado:

Lema 5 Sear:V € C™ — C? analitica, entonces se cumple que

Hfr(jlf",jm)((])Hl < (JiA4 - A o) EEIm ]i . ]ﬂ sup ||r(s)]];. (4.15)
it ' lsh<i

Ahora nos interesa obtener cotas para las derivadas de fréchet g (y)
(de orden k) de una aplicacién analitica g : & C C? — C! para y € U.
M4s exactamente, queremos obtener cotas del resultado g% (y)(vy,. .., v),
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es decir, cotas de la aplicacién k-lineal ¢g'*)(y) actuando sobre los vectores

vy, ..., € CZ Siseda el caso de que algunos de los vectores de (vy, . .., vy)
se repiten se pueden obtener mejores cotas. En este contexto puede ser mas
conveniente el uso de la notacién (v{',...,vi™) = (vy,...,v;), donde j;
indica el niumero de copias de v; parai=1,...,m (j1 + -+ jm = k). Con
esta notacion, se cumple que

IO, vi) = r) ) (4.16)

donde 7(s1,...,8m) = gy + > i, siv;).

Lema 6 Sea g : U C C? — C! analitica, y € U, vy, -, v, € R, y sean
I - la, || - [li normas en C* y C! respectivamente. Sean ji,- -, jm enteros
positivos tales que k = j1 + - -+ + j,, > 1, entonces se cumple que

g @)l < K2 ol s gl
n g lz=ylla<t
(4.17)

Demostracién Debido a la k-linealidad de g*)(y), podemos asumir sin
perdida de generalidad que ||v;|[g = 1, 1 <@ < m. Ahora, (4.16) junto con
(4.15) nos lleva a (4.17). O

Observacion 4 La ecuacion (4.16) también se cumple para r(s) = g(y +
> sivi) — g(y), y por tanto el Lema 6 también se cumple con sup ||g(2)||;
reemplazado por sup ||g(2) — g(y)|l:-

4.3. Cotas para el error local de los métodos RK

Nuestra intencion es la obtencion de un procedimiento que nos dé cotas
significativas del error local (1.15) de un paso de un método de Runge-
Kutta (1.9) aplicado a un y € U dado para un sistema dado (1.3). Utili-
zaremos las cotas proporcionadas por las estimaciones de Cauchy, por lo
que tenemos que asumir las condiciones en las que se pueden aplicar dichas
estimaciones. Haremos la siguiente suposiciéon

Suposicién 1 Dadoy € U C R? y una norma ||-|| en C%, la transformacion
f:U CRY— R puede ser extendida analiticamente a

{zeC: ||z—y|| <1}
En lo que sigue, denotamos

L= sup [[f(z)I| (4.18)

|lz—yll<1
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Primero vamos a acotar, bajo la Suposicion 1, las diferenciales elemen-
tales F'(u)(y), de forma que los primeros términos de la expansién (4.9)
puedan ser acotadas para cada esquema particular de Runge-Kutta. Segui-
damente obtendremos cotas para el resto del desarrollo de Taylor truncado
del error local §(y, h).

4.3.1. Cotas de las diferenciales elementales

Lema 7 Bajo la suposicion 1, se cumple para cada drbol con raizt € T que
1

—||F(t < w(t) LI 4.19

IO < L, (419)

donde o(t) y w(t) estdn definidas recursivamente en (1.35) y (4.2) respec-

tivamente.

Demostracién Mediante la induccién sobre el nimero de vértices |t| de
los arboles. Es trivial para |t| = 1 (es decir t = o), ya que F(e)(y) = f(y),
o(e) =1y w(e) = 1. Esto nos lleva a ||f(y)|| < L que se cumple por la

Suposicién 1. Para un arbol dado ¢t € 7 con |t| > 1, sean ty,...,t,, m
arboles con raiz distintos de forma que t = [t[*---t"™]. Por definicién de
o(t), dada en (1.35), y de F'(t)(y), dada en (4.7), tenemos que
1
—|IF(#) ()] =
—HIFOWI

[FE ) EE) @)™ - F(tm) ) ™),

entonces la aplicacion del Lema 6 con v; = F(t;)(y), (1 <i<m),g=Ff,y
la norma || - ||, nos lleva a

1
Tl rmlo (1) o (L )T

e MO Pl )™ <
1 k 1 1 Tm
T P WI P )

donde podemos aplicar la hipotesis de induccion a los subarboles t;, y lle-
gamos a

— < k _ ) |ti] — 7 l+talriteltmlrm 1.k i
SO0l < i I (Fewmw) = o1 ()

)

(4.20)
que nos lleva a la desigualdad requerida, teniendo en cuenta el niimero de
vértices del drbol ¢, [t| = 1+ [t1|r1 + - - + [tm|rm, ¥ la definicion de w(t),
dada en (4.2). O
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Ejemplo 1 Consideremos el problema de Kepler de los dos cuerpos, ¢ =
—q/(¢? + ¢2)%?, donde q = (q1, q2). Podemos escribir el problema como un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (1.3), con
y = (¢,p) v fly) = (p,—q/(¢? + ¢3)*?). Consideramos la norma en C*
dada por |[(Q, P)|| = méx([|Q[[, ||P]]), donde ||Q|| = /|Q1]* + |Q2|* para
cada Q € C%. Para cada Q,P € C?, denotamos (P,Q) = PiQ, + P,Q,.
Queremos ver si la Suposicién 1 se cumple con esta norma para (q,p) € R
dado. La funcién f(Q,P) es analitica en Q,P € C* si Q? + Q3 # 0, y
1/(Q, P)[| = max([|P||, K(Q)), donde

(| 1|2 | 2|2)1/2 || ||
k() = (@l +1Q _ e _
=" o (Q, Q)2 (421)

Buscamos primero una cota inferior de |(Q, Q)| suponiendo que ||(Q, P) —
(g,p)|| <1, y por tanto ||AQ|| < 1, donde AQ = Q — q.
Tenemos que

(Q,Q) = (¢.9) + (AQ, AQ) + (AQ,7) + (AQ, q),
y por tanto,

lall* = {Q. Q) — (AQ,AQ) — (AQ.7) — (AQ. q)],

y aplicando la desigualdad triangular y la de Schwartz llegamos a

lall> < Q. @) + IAQI* + 2[|AQ][l4ll,

y finalmente

Q. Q) = llall* = 1AQI]* — 2/|AQ]| |]all.

Asi pues, [(Q, Q)| > 0 siempre que ||q||> > [|AQ||* + 2||AQ]|||q]|, es decir,
si |lql] > (1 +V2)[|AQ]], en cuyo caso,

lall +112Q] |
(Tl — 214/l [AQT -~ [[AQI

Entonces la Suposicion 1 se cumple en y = (q,p) con L < méx(||p|| +
L (llall + 1)/(lall* = 2[lgl| = 1)*?) siempre que |lg|]] > 1+ V2. En ese
caso, el Lema 7 nos permite acotar cada diferencial elemental F(u)(q,p).
No obstante, tales cotas se pueden ajustar considerablemente, en la manera
que veremos en la Subseccion 4.5.5.

K(Q) <

(4.22)
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Observaciéon 5 Se puede demostrar en la misma linea de la demostracion
del Lema 7 que, bajo la Suposicion 1, se cumple para cada drbol con raiz
teT que

1 _

%HF(f)(y)H < w(t) |IF)I® L0, (4.23)
donde (t) indica el nimero de hojas de t € T, que se define recursivamente
como (@) =1 y ([t1---tg]) = (t1) + -+ + (tx). Ademads, la Observacion 4
muestra que L (4.18) puede ser sustituido por

L*= sup [[f(z) = F(w)ll- (4.24)

[lz—yll<1

En general, (4.23) (con o sin L sustituido por L*) nos dard cotas mds ajusta-
das que (4.19) para cada diferencial elemental, pero la correspondiente cota
de la B-serie tiene una estructura mds compleja. Sin embarqo, (4.23) mues-
tra que LI en (4.19) puede ser sustituido por min(L*, || f(y)|)H=|f ()|,
o también por

LY f(y)ll. (4.25)

Corolario 1 Dada una B-serie (1.25), el término correspondiente a la n-
sima potencia de h puede ser acotado bajo la Suposicion 1 como

S D gty y)

teTy U(t)

< L") w(t)e(t)]- (4.26)

teTy

Observacién 6 Se pueden obtener mejores cotas que (4.26) para combi-
naciones lineales particulares de diferenciales elementales. Por ejemplo, se
puede probar que

1
teZTn WF@)(?J)

(Esto se puede demostrar considerando el Lema 9 de mds adelante, aplican-
do las estimaciones de Cauchy y teniendo en cuenta que la expansion en B-
series de la solucion exacta es B(1/7,y)). Cotas de combinaciones lineales
de diferenciales elementales de esta forma nos pueden llevar a mejores cotas
que (4.26) para B-series particulares (se puede ver, por ejemplo, que esto su-
cede con las B-series correspondientes a métodos de Runge-Kutta implicitos
con simplificaciones en las condiciones de orden del tipo Zj aijc?_l = %)
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Ejemplo 2 Consideremos el modelo de Lotka-Volterra

= u(v—2),
v =v(l—u).

Queremos obtener cotas para F(u)(2,3), con la norma del mdzximo, apli-
cando el Lema 7. Por tanto, tenemos que calcular L de la Suposicion 1
para y = (2,3) y f(u,v) = (u(v —2),v(1 —w)). Si u,v € C son tales que
[(u,v) = (2,3)|| <1, tenemos que

lu—2/<1ylv—-3] <1,

y en particular, |u| < 3, lu—1] < 2, |v] < 4, |[v —2| < 2, de modo
que el supremo L de ||f(u,v)|| = max (|u(v — 2)|,|v(1 —w)|) para u,v € C
tales que ||(u,v) — (2,3)|| < 1 satisface la desigualdad L < max(6,8) = 8.
Ademds, ||f(3,4)|| = 8, de modo que para la norma del mdzimo L =8, lo
que nos permite acotar cada diferencial elemental aplicando el Lema 7.

4.3.2. Cotas para la expansion de Taylor del error local

Consideremos el desarrollo en serie de potencias de h de un paso ¥, (y)
de un esquema de Runge-Kutta (1.9)

Un(y) =y + > hgay), (4.27)

n>1

donde para cada n > 1, g,(y) = >_,c7, %F(t)(y), con 1(t) dado en (4.4)
y siendo 7, el conjunto de drboles con n vértices.
El Corolario 1 junto con el desarrollo en B-serie (4.9) da las siguientes

cotas para los términos del error local y para los términos g,(y) de (4.27).

Lema 8 Bajo la Suposicion 1, el n-ésimo término 0,(y) del error local
(1.15), (4.8) del esquema de Runge-Kutta (1.9) y el n-ésimo término g,(y)
de (4.27) pueden ser acotados como

Bl <, d= Y ww) \wu) -1 (1.28)
= v(u)
ol <2y d = 3 wiwhiu) (4.20)

UETn

Donde ¢(u) estd dado en 4.4, w(u) en 4.2 y y(u) es la densidad del drbol u
dada por (1.40).
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Acotando las diferenciales elementales, y usando el Lema 8 podemos
acotar cada término de la expansion de Taylor del error local (1.15). Pero
para acotar el error local tenemos que truncar la expansién de Taylor y
necesitamos alguna cota para el resto. Considerando (4.8) como una funcién
de la variable compleja h, las estimaciones de Cauchy nos pueden ayudar a
acotar tanto los términos como el resto de la expansién de Taylor truncada.

Bajo la Suposicién 1 podemos obtener esas cotas obteniendo una segunda
cota para los términos de la expansién de Taylor. La comparacion de las
dos cotas nos va a servir de guia a la hora de la toma de decisién de cémo
truncar la expansion de Taylor del error local.

Sea ¢y, la extension compleja (h € C) del h-flujo de (1.1). Lo siguiente
es un resultado estandar

Lema 9 Bajo la Suposicion 1, ¢n(y) es analitico en {h € C: |h| < 1}, y

1
1én(y) —yll < [AIL, para |h] < . (4.30)

Nos interesa un resultado similar para 1, (y).

Definicién 1 Dado un esquema de Runge-Kutta explicito 1y (y), conside-
remos los nimeros reales positivos K > 0 tales que para cada ODE (1.1) y
cada norma en RY para los que cumpla la Suposicion 1, vy,(y) es analitico
en{heC: |h| <L} yllnly) —yll < |hKL para |h| < 2. Denotamos
como kK el infimo de tales K.

Veremos que k esta bien definida:

Proposicion 2 Para cada esquema de Runge-Kutta explicito de la forma
(4.1), existe K > 0 tal que la Suposicion 1 garantiza que ¥p(y) es analitica
en{heC: |h| <5}y
1

1¥n(y) —yll < [RIKL,  para || < 7. (4.31)
Demostracion Cualquier esquema de Runge-Kutta explicito de s etapas
puede escribirse como (4.1) donde cada v} (y) es un esquema de Runge-
Kutta explicito de s; etapas con s; <1 < s. El resultado se cumple de forma
trivial cuando s = 0 (es decir, 1, (y) = y). En otro caso, podemos asumir por
induccion sobre s que el resultado se cumple para los esquemas de Runge-
Kutta ¢!, i =1,...,s. Para cada 4, sea x; dado por la Definicién 1 para el
esquema de Runge-Kutta ¢} (y) en (4.1). Por la suposicién 1, f(¢}(y)) es
analitico (como funcién de la variable compleja h) y ||f (45 (y))|| < L para
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|h] < F%L Por lo tanto, ¢ (y) es analitico y |[¢n(y) — y|| < |R|L> 5, |bi]
para |h| < é, donde & = méx;<;<s K;. Finalmente, el resultado requerido
se cumple para K = max(&, > ;_, [b;]). O

Observacién 7 Para esquemas de Runge-Kutta explicitos de la forma (4.1)
conb; >0,1=1,...,s, se cumple que

K = max(Kq,. .., Kg, Z b:), (4.32)
i=1

donde k; viene dado por la Definicion 1 para el esquema de Runge-Kutta
Vi (y) en (4.1). Para verlo, consideremos el problema de valor inicial y' = 1
con y(0) = 0. Tomemos la norma dada por ||y|| = |y|. La Suposicion 1 se
cumple en y = 0 para dicha norma, y ||f(2)|| = 1 = L para cualquier z tal
que ||z — y|| < 1. Por la Definicion 1, |hY ;_ bl = [[¥n(y) — y|| < |h|s
siempre que |h| < <. Por lo tanto Y_:_ b; < k y de la demostracion de la
Proposicion 2 obtenemos el valor de k dado en (4.32).

Lema 10 Bajo la Suposicion 1, el n-ésimo término de 6,(y) del error local
(1.15), (4.8) y el n-ésimo término g,(y) de la expansion de Taylor (4.27)
del esquema de Runge-Kutta (1.9) pueden ser acotados como

o)l < L™dy,  dy =14 [bils ™, (4.33)
=1
lgn()ll < Ldy,  dl =" |bif sy~ (4.34)
=1

donde cada k; viene dado por la Definicion 1 para el esquema de Runge-
Kutta % (y) en (4.1). Y para el resto, tenemos

16y, h) — z_: 0;(y)h[| < (hL)" (f(hLHZIbiI%Z‘_lS(/ﬂhL)),

j=p+1 i=1

—_

n—

[ln(y) = g ()W < (hL)" Y il s~ E(mih L)

1 1=1

S

<
Il
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Demostracion Acotamos el n-ésimo término de la expansién de Taylor
del error local

6(y, h) = <y + hZ bz‘f(Yi)) — on(y)

acotando independientemente el n-ésimo término de la expansion de ¢p,(y) —
yy hbf(Y:), 1 <i<s.Segun el Lema 9, ¢,(y) — vy es una funcién analitica
de h acotada (en la norma ||-||) por |h|L para |h| < 1/L. De la demostracién
de la Proposicién 2, tenemos que hb; f (¢} (y)) es analitico y estd acotado por
|h||b;| L para |h| < 1/(k;L). Por lo tanto, si aplicamos (4.11) y (4.12) por un
lado para r(h) = ¢, (y) —y y por el otro para r(h) = hb; f (1} (y)) obtenemos,
para la primera

[l¢n(y) —yll < <i\h\jLJ+£(hL)|hI"L"> sup ||¢n(y) — yl|

1
j=1 lhl<%

lo que nos lleva a

n—1

én(w) — vl < 3 WL 4 E(hL) (L),

i=1

Mientras que para la segunda funcién tenemos que

—_

hbif (Vi () < y W (i L) h|bi| L + € (hisi L) (s L)" R bi] L

1

<.
Il

Teniendo en cuenta todas las cotas, obtenemos finalmente,

n—1 s
oy, h) < Zhj“LjJrl <1 —I—Z|bl|/~€f> +

=1 i=1
Fprt Lt <§(hL) +) f(h/@iL)/{?|bi|>
i=1
donde tenemos las estimaciones requeridas. O

El Lema 8 y el Lema 10 implican el siguiente resultado.

Teorema 1 Bajo la Suposicion 1, el error local (1.15), (4.8) de un esquema
de Runge-Kutta (1.9) de orden p y 1n(y) —y pueden ser acotados, para cada
n>p+1, como |6y, h)|| < Du(hL), y |[¢n(y) — y[| < Dn(hL), donde

D, (1) = i d; 7 + ()", (4.35)

Jj=p+1
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[y

Dn(1) =Y d;jm7 4 (7)T, (4.36)
1

J
y d, = min(dy,,dy) (d, y d, dados en (4.28) y (4.33) respectivamente),

ny “'n

d, =min(d,,d) (d, y d! dados en (4.29) y (4.34) respectivamente), y

r(r) = s<r>+Z|bz-|f<?-1s<w>, (4.37)
Po(T) = Z|bi|n?_1§(/fﬂ), (4.38)

donde cada k; estd determinada como en el Lema 10.

Si b; < 0 para algin ¢ € 1,2,...,s, las cotas que se derivan del Teore-
ma 1 para |[¢n(y) — y|| pueden ser utilizadas para acotar k, siempre que
los correspondientes valores k; de los esquemas de Runge-Kutta internos
Y (y) sean conocidos o se disponga de cotas superiores de los pardmetros
ki. Para [|Yn(y) — y||, una cota alternativa a la dada en el Teorema 1
puede ser obtenida basdndonos en la cota del error local ||¢,(y) — y|| <
on(y) = yll + 1[6(y, h)[| < hL + Dy (hL) para |hL| < 1.

Observacion 8 FEn los cdlculos realizados con diferentes esquemas hemos
observado que, si para un esquema de Runge-Kutta de orden p dado, n >
p+ 1 es tal que d, > dy, entonces d; > dj para todos los j > n. Esto
sugiere que una opcion adecuada para el indice de truncamiento n en el
Teorema 1 resulta ser el primer n > p + 1 tal que d, > d!!. Mediante el
siguiente ejemplo mostramos como elegimos el indice de truncamiento, y a
su vez, lo comparamos con las cotas que se obtienen con otros indices de
truncamiento.

Ejemplo 3 Para el esquema de Runge-Kutta de seqgundo orden y de dos
etapas dado por el tablero de Butcher

0
1

1

2

N | =

tenemos que k1 = 0 (como para cualquier método de Runge-Kutta explicito)
y de la Observacion 7 obtenemos que ko = 1, de forma que el Lema 10
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se cumple con d = 3/2 para todo n. El Lema 8 nos da dy = 1/3, dj =
7/8, di = 8/5, y d, =~ 2d.,_, para mayores indices n. Siguiendo el criterio
descrito en la Observacion 8 elegimos n =5 en el Teorema 1, llegando a

Ds(7) = 17‘3 + 7

S Lt ()

Para el método de Runge-Kutta de orden 3 y de 3 etapas dado en el tablero,

(4.39)

‘plw o= O

o | O NI
W |kl

4
9

tenemos que la Proposicion 2 se cumple con k; = ¢;, 1 = 1,2, 3 y teniendo

en cuenta los valores que obtenemos segin el Lema 8 (d) = 16, dy = 23(1),
/25141 - _ 59 g _ 223 g _ 857
ds = Sge55---) Y los obtenidos por el Lema 10 (df = 32, ds = 155, dg = = <

dg...), debido al criterio descrito en la Observacion 8 tomamos n =6 en el
Teorema 1, y llegamos a

1 241 1 7
D) = 157+ 257"+ (563 + e+ € )

En la Figura 4.1 mostramos las curvas correspondientes a Dg(T), D5(7)
y D+(1) del método de RK dado por el tablero de Butcher (4.39) en es-
cala logaritmica (eje vertical), frente a los valores de T, también en escala
logaritmica (eje horizontal). La curva correspondiente a Dg(T) es la curva
continua, mientras que la de tramos cortos corresponde a D(T) y la de tra-
mos largos a Ds(T). Se puede observar que para valores pequenos de T la
funcion Dz(T) toma valores muy cercanos a Dg(T) y para valores grandes
de T tanto Ds(T) como Dg(T) toman valores similares. Teniendo en cuenta
todos los valores que puede tomar T, siempre es la curva correspondiente a
Dg(T) la que nos da las menores cotas.

Observacion 9 Siguiendo las pautas de la demostracion de la Proposi-
cion 2 y la Observacion 7, para esquemas de Runge-Kutta explicitos de la
forma (4.1), siempre tenemos que k < max(ki,..., ks, » oy |bi|). No obs-
tante, en el caso de que algunos valores b; sean negativos, si se da el caso
de que >0 | |b;| > méx(ki, ..., Ks), normalmente suele ser posible mejorar
(decrementar) la cota de k.
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Figura 4.1: Curvas de las cotas de error para el tablero de Butcher 4.39
obtenidas para el Teorema 1 con indices de truncamiento n = 5,6, 7. Donde
n =6 (curva continua) es el indice sugerido por la observacién 8.

I L L L I L L L I L L L I L L L I L L "

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2_
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Ejemplo 4 Consideremos el método de Runge-Kutta dado en el siguiente
tablero de Butcher.

— e O

2 (4.40)

Tenemos que k1 = 0 y, como los coeficientes son positivos para Vi(y), ky =
1/2. De la demostracion de la Proposicion 2 llegamos a que k3 < 3, pero es
posible que esta cota para k3 se pueda mejorar, ya que cz =1 < 3 =) |as;].
Consideremos el método de Runge-Kutta 13 (y) para el cual queremos en-

contrar un K > 0 tal que bajo la Suposicion 1, si h < ﬁ, se cumple que

[3(y) = Il < BIKL.
Sea K >0 tal que Dn(%) =1, en ese caso, sequn el Teorema 1 tenemos

que ||V} (y) — y|| < Dn(%), y si h < 75 tenemos que hKL < 1. Sea
s = hKL. Segin la definicion de D, () dada en (4.36), y teniendo en

cuenta que para s < 1 se cumple (%) < 7,,(3) llegamos a

b= (So (1)« (1) n (5).

J

es decir,
- 1
13 (y) =yl < sD (E) < |h|KL.

Por lo que nos interesa obtener el valor de K que cumpla

) — ol < Dal) =1, (141)

para cualquier n > p. Por otra parte, teniendo en cuenta que Vp(y) —y =
On(y) =y +0n(y) y que ¢p(y) —y < hL para h < 1, tenemos una segqunda
cota del error local y de ahi podemos obtener un valor de K que cumpla

W) — 911 < L]+ D) =1 (142

En el caso concreto de nuestro ejemplo, para acotar el error local de 1}
mediante (4.42) necesitamos Dn(%) del Teorema 1, y para ello nos hacen
falta los valores d,, del Lema 8 y d., del Lema 10 correspondientes al método
de Runge-Kutta 3. Seqiin (4.33), tenemos dj = 1 + 227% para cada k, y
mediante (4.28) obtenemos dy =0, dy = 1/2, dy =1/3, d3, = 5/8 < dj =
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5/4, dy = 11/8 > df = 9/8 (y d}, = 2d,_, para valores superiores de k).
Por lo tanto, siguiendo lo indicado en la Observacion 8, elegimos n =5, y
obtenemos

1¥i(y) — yll < hL + Ds(hL)

para |hL| < 1, donde

Ds(7) = %7‘2 +1/37% + 27‘4 + <§(7‘) + %5(7‘/2)) 7’

Por otro lado, para utilizar la cota (4.41) necesitamos ﬁn(T) y para obtenerlo
hemos de obtener los valores cZ’ del Lema 8 y cZ” del Lema 10 correspon-
dientes al método de Runge-Kutta 1/1h segin (4 34) tenemos que d” = 2%k
para cada k, y de (4.29) obtenemos d, =1 < d perody, =1 =d} (yd, = d/
para k > 2) Si tomamos

103(y) = yll < Da(hL),

donde
Dy(1) = 7+ £(1/2)7?

la solucion K de la ecuacion ﬁg(%) =1 es K =~ 1,6291. No obstante, y
puesto que cig = cZg, podemos obtener la solucion K para 153(%) =1 con
D3(7) = T+ 72+ 173¢(7/2) y llegamos a que K = 1,74225. Evidentemente la

primera solucion es mejor que esta ultima, y por lo tanto Kk < K ~ 1,6291 <
44
27
De igual forma la solucion de = + Ds(+) =1 es K ~ 1,69202 lo que no
mejora nuestra anterior cota para k3 (1,6291 < %
Ahora, una vez acotado el wvalor de k3 con %, sigutendo lo estableci-
do en la Observacion 7, hemos de tomar como valor de ky = K3, ya que
MAX (K1, ..., Kks) > .y |bi]. Y con estos valores, la correspondiente funcion
D, (1) (con valor dptimo n = 6) dado por el Teorema 1 para el esquema de

Runge-Kutta original 1y, (y) dado en (4.40), esta acotada por

Dg(1) <

=24 " 120

574 1097° o (&(3) 82458112 (%47)
* 7 (48 §(r) 43046721 )

ya que d, = 5/24 < d = 1,80394, d = 109/120 < d! = 221561 y d, =
7655/2592 > d! = 2,93332.
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4.3.3. La dependencia de la norma elegida

Obviamente, el valor de L en la Suposicion 1, y consecuentemente, todas
las cotas obtenidas hasta el momento en esta seccién dependen de la norma
que hayamos elegido.

Ejemplo 5 Consideremos de nuevo el problema de los dos cuerpos. Pero
ahora consideremos una familia bi-paramétrica de normas: dados pi, ps >
0, sea la norma |[(Q, P)llp,p, = max(|[Ql|/py, ||P[|/p2), con Q, P € C.
Entonces tenemos que ||f(Q, P)ly,,p, < max(|[P|[/py, [[K(Q)I|/p2), donde
K(Q) estd dado en (4.21). De la desigualdad (4.22), llegamos a la conclusion
de que la Suposicion 1 se cumple para esta norma para los valores de (q,p) €
R* tales que ||q|| > (1 4+ V/2)p1. Por tanto, para (¢,p) € R* arbitrario con
llg|l # 0, la Suposicion 1 se cumple para la norma dada si p; < all_

o 1+v2°
Asi mismo, llegamos a que

[Ipl] + po llall + /1 )
prp2(llall? = 2ol lgl| = p1)*?

Lgméx<

Siy = (q,p) es tal que la funcion Hamiltoniana H(q,p) = 1/2||p||*—1/||q||
es negativa (trayectorias elipticas del movimiento de los dos cuerpos), en-
tonces ||p|| < V/2||q||7*2, y por lo tanto,

V2llgl| 2 + po llgll + /1
P “p2(llall” = 2pllal] = p7)*?

L < L(y) := méax (

FEsto junto con el Lema 7 nos da diferentes cotas (dependiendo de p; y
p2) para las diferenciales elementales F(u)(q,p). Con el objeto de optimizar
tales cotas, determinamos para caday = (q,p), los valores de los pardametros
p1 € (O,ﬁHqH) y pa > 0 que minimicen L(y). Obsérvese que L(y) es el
mayor de dos valores; el primero creciente con respecto al valor de ps y el
sequndo decreciente con respecto a po, por lo que el valor minimo de i(y)

se da con el valor de ps que hace que

V2llgll ™2 + o2 llall + /1
P p2(llal]* = 2p1llql] — p1)*?

cuyo valor minimo se da para p; ~ 0,27396 ||q|| y po &~ 0,709832q|| 72, y
con dichos valores obtenemos L(y) ~ 7,75297 ||q||~3/2.

Supongamos que queremos acotar las diferenciales elementales F'(u)(y)
en una norma dada || - || en C? Esta norma, en lo que sigue, serd tratada
como una norma fija.
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Como hemos visto, el Lema 7 con esta norma puede no dar cotas ajus-
tadas para las diferenciales elementales. Incluso puede pasar que la Suposi-
cion 1 no se cumpla para esta norma.

Definicién 2 Dados f : U C RY — R y una norma ||-|| en C?, supongamos
que para y € U y S € GL(d), donde GL(d) es el conjunto de matrices
cuadradas invertibles de dimension d, la Suposicion 1 se cumple para la
norma || - ||s en C? definida como

[Iz[ls = [IS=]]. (4.43)
En ese caso denotamos
Ls(y) = sup [[f(2)]]s- (4.44)
llz—ylls<1
Si para un S € GL(d) no se cumple la Suposicion 1 para la norma || - ||s,

entonces denotamos Lg(y) = oc.
Finalmente, denotamos

L(y) = sé&f W Ls(y), (4.45)

y Cs = ||S||7. Por el Teorema 1 tenemos que el error local (1.15), (4.8)
de un esquema de Runge-Kutta de orden p (1.9) puede ser acotado para la
norma || - ||s y para cada n > p+ 1 como

16(y, h)lls < Dn(hLs(y)),

donde D, (7) viene dado por (4.35). Si volvemos a la norma original || - ||
tenemos, por tanto, para cada n > p + 1,

16Cy, Il =115~ d(y, W)lls < IS [l0(y, h)lls < CsDn(hLs(y)). (4.46)

Ejemplo 6 Volvamos al problema de los dos cuerpos. Sean q,p tales que se
encuentren en la solucion del problema de valor inicial con

Q(O) = (1_6a0)>

p(0) = (0, E) .
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En ese caso, 1 —e < ||q| < 1+e. Sea || || la norma de C* considerada
en el Ejemplo 1. En el Ejemplo 5 hemos visto que Lg(q,p) < 7,75297||q||_§
para

o o o
o ORI o

o3~ o o
o o o

y Cs = [|S7Y| = méx (p1, p2), es decir,

0,709832
Cs = méx (0,27396 ||q||, 0,709832 ||| "'/?) < ?
— e

Ejemplo 7 Consideremos el modelo de Lotka-Volterra

u = u(v—2),
= v(l —u).
Sea || - || la norma mdzima. Queremos obtener cotas de de las diferenciales

elementales || F(t)(2,3)]].
Por ejemplo, para la matriz

g_ 1 0,0711014
~\ 0,588736 1 ’

obtenemos Lg(u,v) = 4,3803 y Cg = ||S7Y| = 1,65815.

Ejemplo 8 En este caso vamos a considerar el problema restringido de
los tres cuerpos dado en (1.4) y la norma || - || de C* considerada en el
Ejemplo 1. Buscaremos una cota Lg(q,v) de Ls(q,v) para

MO0 0
o x 0 0
=10 a A 0

Ay 00 A

con A\, A\a, A3 € R arbitrarios.
El problema (1.4) se puede escribir de la siguiente forma:

/
qg = v,

I 9 T _ _
v q_l_ v 1% (’f’+)3 :u(/r_)3>
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donde p y ' son pardmetros del problema, q = ( Zl ), v = ( 21 ), qt =
2 2

Qr+p _ @ — 1 Uy
< 0 ),q =< 0 ),UT=<_U1);T+= (@) +(g5)? v

rm =@ )P+ ()

Para obtener una cota de Ls(q,v), hay que buscar una cota de || f(Q, V)]s,
donde Q = q+ AQ yV = v+ AV, para los valores (Q,V) que cumplen
I(AQ, AV )||s < 1. Se tiene que

IAQ. AV)[ls = [[(MAQ, }AV + \AQ7)|
< méax ([A[AQY, [Al[[AV] 4 [As][[AQID)

de donde llegamos a que si [\| > |A3] y

1
1AQ] < ook (4.47)
1 | A3
A < —[1-== 4.4
v < 5 (- 3) s

entonces ||[(AQ, AV)|s < 1.

Por otra parte, se tiene que

7@ V)lls = [ISF(@Q VI,

donde

5 5(@V) = (W@ e 20 e xs (e — i) )

y RY = V(Q7 )2+ (Q3)% B =V(Q1)?+ (@)% QT =¢" +AQ y Q™ =
g + AQ. Siguiendo la notacion utilizada en el Ejemplo 1, se llega a

1£(Q,V)|ls <max( AV,
A2(Q 4 2V7T) + MV || + [ Ao (W K(QF) + nK(Q7)))

donde K(Q) viene dado en (4.21). Buscamos, por tanto, el mdzimo de dos

valores sujetos a las restricciones (4.47)-(4.48). El primero, |[M||V||, se
puede acotar mediante

1 A
VIS Pl ol -+ 18VID < Il (1ol + 73 (1= 52 ),
| A A1
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mientras que para el sequndo término, por una parte, se tiene que
A2(Q +2V7) + XV < C,

con

A A 2 A
C = A2q + (A3 +2)\2)UT|| + ol + [As 4 24 <1 — |—3) , (4.49)
A1l | Az | Al

y, por otra parte, utilizando la cota (4.22) de K(Q) dada en el Ejemplo 1,
se tiene la cota

Xo| (WK(Q") + nK(Q7)) < Ao (WCH +pC7) |

donde .
ot ||q+||+\)\1\ (4.50)
. . .
+ 2
(a2 = 2t~ )
y a1l + iy
LY
C- = ! - (4.51)
- 2
(e 112 = 25! — ke )

Por todo ello, se llega a
(Al = [As

@ V)s < max (w (uvu i ) Ot et ﬂm)
| Aal| A
= Ls(q,v) (4.52)

donde C,CT y C~ son los dados en (4.49), (4.50) y (4.51) respectivamente.
Finalmente, definimos
L = min L
(g,v) = min Ls(qg,v)

restringido a la condicidn | M| > |\s|. La obtencidn de L(q,v) es un problema
de minimizacion con respecto a los pardametros A\, Ao y A3, y en los experi-
mentos numéricos que mostramos mds adelante, para el problema Arenstorf
(1.4) se ha utilizado la aplicacion Mathematica para buscar L(q,v) en cada
(q,v) de la trayectoria de la solucion del problema, y hemos observado que
los valores dados por

O
G(q,v) = 4\/(r+)3 + ) (4.53)

se aproziman mucho a las cotas Lg(q,v) de Lg(q,v) obtenidas por Mathe-
matica.
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A partir de ahora, suponemos para simplificar la presentacién, que para
cada y € U, 3S € GL(d) tal que Ls(y) = L(y). En tal caso, denotamos
C(y) = Cs y de (4.46) tenemos que

16y, W)[| < C(y) Dn(hL(y)).

Observacién 10 Si se diera el caso de que no exista S € GL(d) tal que
Ls(y) = L(y), podriamos definir para cada C' > 0

Le(y) = Hsyglufgc Ls(y)

de forma que
lim Le(y) = L(y).

C—oo

En tal caso, se tiene para cada C > 0 que para cadan > p—+1,

16y, W)[| < € Dn(hLc(y)).

4.4. Experimentos numeéricos

En esta secciéon presentamos una serie de experimentos numéricos con
diferentes métodos aplicados a diferentes problemas.

En los experimentos numéricos se han tenido en cuenta los nueve méto-
dos considerados por el software Mathematica, una aplicacién extensamente
usada que ofrece distintos métodos de Runge-Kutta explicitos para la re-
solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Ademas de esos
métodos también hemos tenido en cuenta los métodos de orden 5 [6] y de
orden 8 propuestos por Dormand y Prince, cuya construccién se comenta

n [20] (donde los dan a conocer como Doprib y Dopri8). Otro método in-
teresante para la comparacion es el método cldsico de Runge-Kutta de orden
4, que denotaremos como RK4 y que mostramos en el siguiente tablero de
Butcher:

(4.54)

= N - O

o= | O O N
| D I
Q0| =

o=
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Figura 4.2: Los diferentes puntos de las soluciones orbitales para los que
se han calculado soluciones numéricas junto con su correspondiente error
local. A la izquierda los puntos correspondientes al problema de Kepler, y
a la derecha los del problema Arenstorf.
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Este método tiene la particularidad de que todos los valores del tablero de
Butcher son positivos.

Por otro lado, hemos construido un nuevo método de Runge-Kutta te-
niendo en cuenta la Proposicién 2, y en especial, la Observacién 7, tratando
de optimizar la cota del error local (1.15), (4.8) dada en el Teorema 1. Este
ultimo método lo denotamos como m4.

Para cada uno de los métodos que se han tomado en consideracién hemos
obtenido la funcién D, (7) derivada del Teorema 1 y dada en (4.35), con
el indice de truncamiento apropiado segin la Observacion 8, y la hemos
comparado con los errores locales obtenidos en los experimentos numéricos.
Los problemas que hemos elegido son el problema de Kepler de los dos
cuerpos, el mismo que hemos mostrado y utilizado en el ejemplo 1, y el
problema de valor inicial de dimensién 4 extraido de [20, pp.129-130] que
mostramos en (1.4). Este problema corresponde a una solucién periédica
del problema restringido de los tres cuerpos y en la secciéon 2.10 lo hemos
denominado Arenstorf. Ambos problemas tienen una solucién periddica, y
para cada una de dichas soluciones hemos tomado diferentes puntos de las
soluciones para el calculo de los errores locales. Estos puntos, proyectados
en el plano (¢, ¢2), se muestran en la Figura 4.2 (la gréfica de la izquierda
corresponde al problema de Keplery la de la derecha al problema restringido
de los tres cuerpos).

Hemos utilizado estos puntos para calcular el error local con diferentes
longitudes de paso para compararlos con las cotas tedricas del error.

En la segunda parte de los experimentos numéricos comparamos los
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métodos mencionados mediante la comparacién de las funciones D,,(7) da-
das en (4.35) correspondientes a cada uno de ellos.

4.4.1. El control del error local

Hemos acotado el error local (1.15) de los métodos de Runge-Kutta
mediante la funcion D,,(hL(y)), es decir, la cota depende tanto de la longitud
del paso h como de L(y). Observamos que en la resoluciéon numérica de
cualquier problema, en caso de que utilicemos la misma longitud de paso,
los errores locales que obtenemos en cada punto difieren mucho entre si.

Hemos realizado experimentos numéricos para ver si los errores locales
que se obtienen para valores prefijados de hL(y) se asemejan y los resultados
han sido altamente satisfactorios. Los experimentos han confirmado lo que
la teoria daba a entrever: si la longitud de paso que se utiliza en cada
punto y del espacio de fases es aquel que hace que se mantenga constante el
valor hL(y), los errores locales que se obtienen son de magnitud parecida,
a diferencia de lo que ocurre si lo que se mantiene constante es la longitud
de paso.

Para mostrar dicho comportamiento, podemos observar la Figura 4.3
donde aparecen dos graficas, una de ellas corresponde al problema de Kepler,
y la otra al problema Arenstorf. En ellas aparecen varias curvas, una por
cada punto mostrado en la Figura 4.2, y cada curva muestra los errores
locales §(y, h) obtenidos frente a la longitud de paso h. Hay que destacar
que las curvas de los errores locales son muy distantes entre si, aunque sean
paralelas, por lo que se puede deducir que el error local en cada punto no solo
depende de la longitud de paso, sino también de la dificultad o variabilidad
del problema, por lo que podemos decir que hay una variacién de la escala
de tiempo.

En la grafica de la izquierda podemos ver los errores locales obtenidos
con el método m4, que construimos en la Seccion 4.4.3, en la resolucién del
problema de Kepler. La dificultad del problema va variando por lo que los
errores locales también varian.

La figura de la derecha muestra mas curvas agrupadas, pero sigue ha-
biendo puntos con magnitudes de errores locales muy distintos entre si. La
dificultad del problema es muy grande al comienzo y al final de la érbita,
mientras que en el resto del problema no hay tanta variacion, de ahi que en
la grafica correspondiente a este problema veamos mas curvas agrupadas.
Las curvas de la norma del error local [|d(y, h)|| corresponden al método
Dopri8.

Puesto que la cota tedrica D,,(hL(y)) del error local ||d(y, h)|| depende de
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Figura 4.3: Los errores locales obtenidos en diferentes puntos de la solucion
del problema de Kepler con el método Dopri8 (izquierda) y el problema
Arenstorf con el método m4 (derecha). Para cada punto y de la 6rbita se ha
dado un paso con distintas longitudes de paso, y cada curva muestra cémo
cambia log,, ||5$y, h)|| en funcién de h en cada uno de los puntos.

0810 ||5(Z/a h)” logy ||5(y7 h)”
‘ W L prtls oy i
-2 2 AT 2

gy
.

hL(y), nos preguntamos si las longitudes de paso que vayamos a utilizar son
aquellas que hacen que hL(y) tenga valores prefijados, los errores locales que
obtengamos en los distintos puntos y sean de magnitud muy parecida. En
la Figura 4.4 consideramos los mismos problemas resueltos con los mismos
métodos que los mostrados en la Figura 4.3, pero en vez de mostrar las
graficas de los errores locales ||0(y, h)|| en funcién de h, consideramos, para
distintos puntos y, el error local [|6(y, z77) |l en funcién de 7 = hL(y). En la
Figura 4.4 observamos que las distintas curvas obtenidas (en doble escala
logaritmica) para ||0(y, ﬁ)” para distintos puntos y de las érbitas de cada
uno de los problemas se encuentran concentrados en una estrecha banda,
lo que muestra que de alguna forma, L(y) nos da la variacion de la escala
de tiempo del problema, por lo que si adecuamos la longitud de paso h a lo
largo de la integracién de tal forma que hL(y) toma un valor prefijado T,
obtenemos errores locales de parecida magnitud.

En la practica, no disponemos de una expresién explicita de L(y) en
ninguno de los dos problemas considerados, de modo que en su lugar con-
sideramos una cota superior L(y) de L(y). La cota L(y) se ha obtenido
siguiendo el procedimiento mostrado en el ejemplo 5 para el problema de
Kepler de los dos cuerpos. Y para el problema Arenstorf llegamos a la cota
mostrada en el Ejemplo 8.
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Figura 4.4: Los errores locales obtenidos en diferentes puntos de la solucién
del problema de Kepler (izquierda) resuelto con el método Dopri8 y el pro-
blema Arenstorf (derecha) resuelto con el problema mj. Para cada punto y
de la érbita se ha dado un paso con distintos valores 7 = hi(y) y se muestra

el logaritmo decimal de la norma del error local 6(y, ﬁ) para cada 7.

logy [[0(y, = logg [|0(y, =
1‘0 16 ( L(y))HM logyo | 10 116 ¢ L(y))Hl Aoz T
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4.4.2.  El comportamiento de la funcion D,,(T)

Queremos mostrar que la cota tedrica del error local, dada por la funcién
D,,(7), muestra un comportamiento parecido a los errores locales obtenidos
en las resoluciones numeéricas de los problemas, es decir, que la relacién entre
la norma del error local d(y, h) y la cota del error local dada por D,,(hL(y))
varia relativamente poco con respecto de h y de y.

Para cada uno de los puntos preestablecidos en la solucién de los pro-
blemas (que se muestran en la Figura 4.2), se ha obtenido, siguiendo el
procedimiento mostrado en el ejemplo 5, una cota L(y) de L(y), y hemos
obtenido diferentes soluciones numéricas junto con su correspondiente error
local (1.15) para diferentes valores de hL(y): hL(y) = 55y 57 8, 16.

En la Figura 4.5 mostramos los resultados obtenidos con el problema
de los dos cuerpos resuelto mediante dos métodos distintos. Cada grafica
contiene varias curvas, una gruesa y varias finas. Para todas ellas el eje
horizontal corresponde a los valores 7 = hf)(y), pero el significado del eje
vertical varia: en el caso de la curva gruesa el eje vertical corresponde a los
valores de la funcién D,,(7), mientras que para las curvas finas el eje vertical

representa la norma del error local ||d(y, == )||, v cada curva corresponde

L(y)
a los errores cometidos en uno de los puntos mostrados en la Figura 4.2.

Para cada uno de estos puntos y se han obtenido, utilizando un método
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Figura 4.5: La funcién D, (7) y la norma de los errores locales ||0(y, h)]||
correspondientes a cada valor 7 = hi(y) obtenidos para los 21 puntos en la
orbita de la solucion del problema de Kepler. A la izquierda los resultados
obtenidos con el método de orden 3 de la aplicaciéon Mathematica, y a la
derecha los correspondientes al método de orden 6.
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dado, distintas soluciones numéricas v, (y) y su correspondiente error local
d(y, h), una por cada valor de 7 = hL(y) preestablecido. Es precisamente ese
conjunto de errores locales lo que nos muestra cada curva fina, es decir, la
norma del error local d(y, ﬁ) dado en (1.15) en funcién de 7 = hL(y) para
cada punto y. Y todo ello en escala logaritmica, tanto un eje como el otro.
Obviamente, el error obtenido crece al incrementar el valor 7 = hL(y). El
grafico de la izquierda ha sido obtenido con el método de orden 3 utilizado
en el Mathematica, mientras que el de la derecha corresponde al método de
orden 6 utilizado en la misma aplicacion.

Se puede observar que las 21 curvas finas estdn unas muy cerca de otras,
o que incluso se sobreponen, es decir, la relacién entre Dy, (hL(y)) y 6(y, h)
es mas o menos constante, independientemente del punto y donde hayamos
obtenido los resultados. Por ello podemos decir que dicha relaciéon depende
poco del punto y y de la longitud de paso, es decir:

D, (hL(y))
6(y, h)

Por otra parte, se puede ver que la curva gruesa, la que corresponde a la
cota tedrica del error local, esta, como era de esperar, por encima de los
valores obtenidos numéricamente para los errores locales.

En la Figura 4.6 mostramos los resultados obtenidos con otro proble-
ma, en este caso el problema Arenstorf, y otros dos métodos: el método de

~ Cte. (4.55)
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Figura 4.6: La funcion D, (7) y la norma de los errores locales [6(y, )|,
obtenidos con el problema Arenstorf, en funciéon de 7 = hL(y). A la izquierda
el método de orden 4, a la derecha el método de orden 9.

Runge-Kutta de orden 4 y el de orden 9 que utiliza la aplicaciéon Mathe-
matica. Para este otro problema se han obtenido curvas de la norma del
error local §(y, h) en bastantes mas puntos que en el problema de Kepler, es
decir, en cada grafica hay tres veces mas curvas finas que en la Figura 4.5.
No obstante, aunque los métodos y el problema sean distintos, volvemos
a apreciar que la relacion mostrada en (4.55) se vuelve a mantener més o
menos constante, tanto para el método de orden 4 como para el de orden 9.

Otra cuestién que nos surge y que debe ser aclarada es si la relacion dada
en (4.55) varfa al cambiar de método. Para ello, en la Figura 4.7 mostramos
los resultados superpuestos que hemos obtenido con tres métodos distintos.
En la gréfica de la izquierda vemos los resultados con los métodos de orden
2, orden 4 y orden 7 aplicados todos ellos al problema de los dos cuerpos. En
ella se puede ver que si para algin valor hi(y) un método obtiene un error
local (y, h) menor que otro método, sus respectivas funciones D, (hL(y))
muestran el mismo proceder, es decir, si para valores altos de hi(y) un
método A resuelve el problema con un error local d(y, h) menor que el
método B entonces para valores altos de hL(y) el método A tiene un valor
de D, (hL(y)) menor que el método B.

Mostramos también, en la grafica de la derecha de la Figura 4.7, los
resultados obtenidos con el problema Arenstorf mediante los métodos de
Runge-Kutta de orden 4, de orden 5 y de orden 8 utilizados por la apli-
cacion Mathematica. En esta nueva grafica también se puede decir que si
un método obtiene mejores resultados numéricos que otros métodos para
algunos valores de hL(y) la cota tedrica del error local D, (hL(y)) corres-
pondiente a dicho método también muestra valores inferiores a los valores
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Figura 4.7: La funcién D,,(hL(y)) y la norma de los errores locales ||6(y, h)]||
para distintos métodos: a la izquierda, el de orden 2, el de 4 y el de 7
aplicados al problema de Kepler. A la derecha, el método de orden 4, el de
5y el de 8 aplicados al problema de los tres cuerpos

hL(y)

-2

5 -2

de las cotas correspondientes para dichos métodos.

Tras los resultados comentados hasta ahora se puede decir que la re-
lacién (4.55) varia poco independientemente del punto donde obtengamos
los errores locales, es decir, para un método dado, incluso en la integra-
cién de distintos sistemas de ecuaciones diferenciales, los errores locales que
cabe esperar deberian mantener esa relacion. Los resultados numéricos ob-
tenidos para un método de Runge-Kutta con distintos problemas parecen
indicar que dicha relacién se mantiene: en la Figura 4.8 mostramos los erro-
res locales obtenidos con el método de Runge-Kutta m/, cuya construccion
comentamos en la Seccion 4.4.3. Hemos resuelto numéricamente el problema
de los dos cuerpos y el problema Arenstorf utilizando este método, y como
siempre, hemos establecido los distintos puntos en las orbitas de la solu-
cion de los dos problemas, y para cada punto hemos obtenido una solucion
numérica junto con el error local para distintas longitudes de paso (para
valores preestablecidos de 7 = hL(y)). Para cada punto mostramos la curva
que se obtiene uniendo los distintos valores del error local y podemos ob-
servar que todas las curvas correspondientes a los errores locales obtenidos
en las distintas integraciones aparecen sobrepuestas unas encima de otras, y
no pueden diferenciarse entre si. Si dibujamos primero las curvas obtenidas
con el problema de los dos cuerpos y luego los obtenidos con el problema
Arenstorf las del segundo problema ocultan las curvas correspondientes al
primer problema.

En las figuras que hemos comentado podemos observar los resultados
obtenidos con todos los métodos utilizados en la aplicacion Mathematica,
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Figura 4.8: La funcién D, (1) y los errores locales d(y, h) cometidos con el
método m4, que corresponden a cada valor h = I obtenidos tanto para
los 21 puntos en la orbita de la solucion del problema de los dos cuerpos
(curvas oscuras ocultas bajo las curvas claras) como para los 80 puntos de
la 6rbita de la solucién del problema Arenstorf (curvas claras).

hL(y) 77

-2.5
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todos ellos, desde el método de orden 2 hasta el método de orden 9, aparecen
en alguna de las graficas. Y de todas estas graficas podemos concluir que
la relacién (4.55) depende poco del punto donde obtengamos el error local,
y a su vez depende poco del método que utilicemos en dicho calculo. Por
lo que podemos decir que la funcién D, (7) correspondiente a un método
puede ser utilizada para la comparacion del error local §(y, h) que se puede
esperar con la utilizacion de dicho método.

4.4.3.  Construccion de métodos con D,,(T) optimizado

Lo que queremos hacer es comparar los diferentes métodos comparando
las funciones D, (7) correspondientes a dichos métodos. La funcién D, (7)
del método depende de los valores x resultantes del Lema 10, por lo que
son de gran importancia a la hora de la comparacion. Si tenemos en cuenta
la Observacién 7, podemos obtener un método para el que x = 1. Una
condicién suficiente para ello es que los valores del tablero de Butcher del
método sean positivos, y que 0 < ¢; = Zj a;; <1lparacadai=1,...,s.

Basandonos en una familia de métodos de orden 4 con 6 etapas hemos
realizado una busqueda de métodos con valores a,; positivos y que a su vez
optimizan las condiciones de los arboles de orden 5, 6 y 7 en el sentido de
minimos cuadrados, junto con el objetivo de que posea un area de estabilidad
relativamente amplia, y hemos llegado a obtener el siguiente método al que
denotamos m4:

0
3 3
10 10
3 3
10 0 10
3 3
3 0 0 g (4.56)
11 1018823 39 108904 2754557
14 7137144 289 892143 7137144
9 506699231 296 7782703 4 266709499
10 4850396100 829 88189020 197 808399350
bl b2 b3 b4 b5 bG
donde
 24635841840343
! 250724932259886
) 25247197004665
2 p—

125362466129943
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) _ 2524719700665
s 125362466129943
, _ 029053720835935
4 3259424119378518
) _ 905130449608

b 8622815130631

, _ 933206410860

6 4643054301109

4.4.4. Comparacion de diferentes métodos

Nuestra intencién es la obtencion del mejor método para diferentes ran-
gos de valores de hL(y), pero para poder comparar diferentes esquemas
de Runge-Kutta deberiamos tener en cuenta el nimero de etapas internas
que usa en cada paso, es decir, el costo computacional requerido en cada
paso. Dicho costo computacional depende fundamentalmente del nimero
de evaluaciones de la funcién f(y) que requiere el método de Runge-Kutta
(1.9-1.10), es decir, una evaluacién por etapa. Asi, por ejemplo, podemos
comparar el método de orden 8 utilizado en Mathematica con el método
Dopri8 ya que ambos tienen el mismo ntimero de etapas internas en cada
paso. Pero en el caso de que esto no sea asi, la comparacién debe tener
en cuenta esa diferencia. Si queremos comparar el método de orden 4 de
Mathematica, que tiene cuatro etapas, con el método de orden 8, que tiene
12 etapas, deberiamos dar un paso de longitud h con el método de orden 8
y tres pasos de longitud % con el método de orden 4. De esta forma el cos-
te computacional en ambos casos es parecido asi como el tamano de paso.
Esto significa que debemos comparar el método de orden 8 con el método
resultante de combinar tres subpasos del método de orden 4.

Los métodos que hemos considerado para la comparacién tienen un
numero de etapas internas muy diferentes entre si, por lo que no siempre
hemos trabajado con la composicion de subpasos de forma que tengamos
métodos con un coste computacional idéntico. Por ejemplo, si quisiéramos
comparar el método de orden 7 que tiene 10 etapas, los dos métodos de
orden 8 compuestos por 12 etapas y el de orden 9 que tiene 15 etapas,
tendriamos que considerar los métodos obtenidos mediante 6 subpasos del
método de orden 7 (60 etapas internas), 5 subpasos de los métodos de or-
den 8 (60 etapas internas) y 4 subpasos del método de orden 9 (60 etapas
internas). No obstante, hemos comparado éstos cuatro métodos sin tener
en cuenta la diferencia de costo computacional que tienen, porque ain asi,
ha sido posible obtener conclusiones claras en cuanto a su eficiencia teérica
relativa.
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Para la comparacion de los diferentes métodos mencionados, y con la idea
de realizar una comparaciéon en igualdad de condiciones, 6, por lo menos,
en condiciones similares, en cuanto a costo computacional, hemos obtenido

las siguientes composiciones de los métodos:

método | etapas | subpasos de la composicién | etapas resultantes
orden 3 3 4 12
orden 4 4 3 12
RK4 4 3 12
m4 6 2 12
Doprib 6 2 12
orden 5 7 1 7
orden 6 8 1 8
orden 7 10 1 10
orden 8 12 1 12
Dopri8 12 1 12
orden 9 15 1 15

Para cada uno de los métodos compuestos hemos obtenido su corres-
pondiente funcién D, (7) para compararlas entre si. La composicién de n
subpasos de idéntica longitud de un método cualquiera equivale a un méto-
do de Runge-Kutta cuyo tablero de Butcher tiene la siguiente forma:

(&} A
n n
1,cC B A
n_'_n n n
n-1 , C| B B A
n+n n n n
bi b b;
n n o n

Donde % es la matriz del tablero de Butcher compuesto por los valores %
coni,j =1...s del método en cuestion, donde % es la matriz cuadrada de
s x s en la que cada fila tiene los valores % (1 =1...s) correspondientes al
método, y donde C' es el vector compuesto por los valores ¢; del tablero de
Butcher del método.

Para estos métodos compuestos obtenemos su correspondiente funcién
D,,(7) que acota la norma del error local ||0(y, h)|| para h = iy Pasdndonos

en el Teorema 1, al igual que haciamos en el Ejemplo 4.
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Mostramos las gréficas de las funciones D,,(7) de los métodos de orden
alto, es decir, de orden 7, 8 y 9, en la Figura 4.9. Ya hemos comentado antes
que estos métodos los hemos comparado sin componerlos, con la diferencia
de coste computacional que tienen entre ellos. Cuando obtuvimos la funcién
D, (1) del método de orden 9 observamos que el pardmetro x que nos da
el Lema 10 para este método tenia un valor muy alto, y la grafica de la
funcién D,,(7) nos confirmé los malos resultados que esperdbamos para este
método. En la figura se pueden ver cuatro curvas, la que corresponde al
método de orden 9 es la curva compuesta por trazos largos y cortos. La
curva continua corresponde al método Dopri8, la curva con trazos largos
corresponde al método de orden 7, y finalmente, la curva con trazos cortos,
la que va paralela a la continua, es la del método de orden 8 utilizada por
Mathematica.

En la grafica de la Figura 4.9 podemos ver que la curva correspondiente
al método de orden 8 utilizado por Mathematica estda en todo momento por
encima de la curva continua, que corresponde a Dopri8. Los dos métodos
tienen el mismo numero de etapas, por lo que concluimos que Dopri8 ob-
tiene mejores cotas del error local para todos los valores de 7 = hL(y) que
el método de orden 8 de Mathematica. En cuanto al método de orden 7,
para valores pequenos de 7, claramente Dopri8 obtiene mejores resultados,
mientras que para valores grandes de 7 los resultados para ambos métodos
empiezan a igualarse. Teniendo en cuenta que el costo computacional del
método de orden 7 es menor que el de Dopri8, 10 etapas contra 12, se podria
decir que para valores muy grandes de 7 el método de orden 7 utilizado por
Mathematica puede llegar a ser un poco mejor que Dopri8, pero la mejora
es minima. Si nos fijamos en la grafica correspondiente al método de orden
9, veremos que solo para valores muy pequenos de 7 mejora los resultados
que muestra Dopri8, pero teniendo en cuenta que tiene 3 etapas mas que
Dopri8 podriamos decir que dicha mejora se anula por el incremento del
costo computacional. Resumiendo, de entre los cuatro métodos comparados
en la Figura 4.9 es el método Dopri8 el que mejores resultados muestra. Sélo
el método de orden 7 podria considerarse equiparable, o un poco mejor que
Dopri8 pero para valores de 7 grandes.

De la Observacién 7 sabemos que para los métodos consistentes cuyo
tablero de Butcher contiene exclusivamente valores positivos se tiene que
k = 1. Este es el caso de dos métodos que hemos incluido en la comparacién:
por un lado el método clasico de Runge-Kutta dado en (4.54), que es un
método de orden 4 con 4 etapas internas, y por tanto la composicién de 3
pasos de longitud % del método se puede comparar con Dopri8. Y por otro
lado el método que denotamos como m/ dado en (4.56) que tiene 6 etapas, y
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Figura 4.9: Curvas de las cotas tedricas del error local D, (7) del método de
orden 7 (curva a trazos largos), método de orden 8 (curva a trazos cortos),
Dopri 8 (curva continua) y el método de orden 9 (curva con trazos largos y
cortos).

2.5F D, (1)
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la composicion de dos pasos de longitud % del método tiene el mismo costo
computacional que DopriS8.

En la figura 4.10 mostramos las funciones D, (7) de los métodos que
tienen 12 etapas o que la composicion de varios pasos menores generan
métodos de 12 etapas:

= Cuatro pasos de longitud % del método de orden 3 de Mathematica

Tres pasos de longitud % del método de orden 4 de Mathematica

Tres pasos de longitud % del método clasico de Runge-Kutta, RK/4

Dos pasos de longitud g del método m/4

Dos pasos de longitud % de Doprib

Dopri8

De entre todos ellos solo dos toman los valores mas bajos para algu-
na franja de valores de 7 = hL(y). Se trata de las dos curvas continuas y
corresponden a Dopri8 (curva negra) y a m4 (curva gris). Para valores pe-
quenos de 7 Dopri8 es el mejor método, pero para valores grandes, es decir
para pasos largos, m4 es el método que obtiene cotas del error local mas
pequenas.

Todavia nos quedan dos métodos para comparar, el de orden 5 y el de
orden 6. Mostramos la cota tedrica del error local en la grafica de la Figu-
ra 4.11 y se puede ver que para valores altos de 7 = hL(y) el método de
orden 5 puede ser considerado mejor que el de orden 6, ya que, aunque la
curva de la cota sea similar para ambos, el costo computacional es menor
para el método de orden 5. Este método tiene 7 etapas mientras que el
método de orden 6 tiene 8 etapas. Para valores pequenos de 7 la cota del
error local para el método de orden 5 es mayor, pero la diferencia es muy
pequena, por lo que podemos decir que los dos métodos son muy similares.
Hemos comparado el método compuesto por dos pasos de longitud % del
método de orden 5 con Dopri8 y con la composicién de dos pasos de lon-
gitud % del método m4. La comparacién se puede ver en la grafica de la
Figura 4.12. La cota del error del método de orden 5 esta representado por
la curva a tramos. Su costo computacional es mayor que el de los otros dos,
ya que tiene 14 etapas mientras que los otros tienen 12. Aun asi, para va-
lores pequenos de 7 el método Dopri8 obtiene mejores resultados, mientras
que para pasos largos m4 es mejor que el método de orden 5.

En la Figura 4.13 mostramos los esquemas de Runge-Kutta que ofrecen
las cotas de los errores locales mas pequenos para algin rango de valores de
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Figura 4.10: Comparacién de las funciones de las cotas del error local D,,(T)
del método de orden 3, el de orden 4, el método cldsico de Runge-Kutta,

m4, Doprid y Dopri8

Figura 4.11: Cotas tedricas del error local de los métodos de orden 5 (curva
con tramos cortos y largos) y de orden 6 (curva con tramos largos).

2.5¢

D, (1)

-12.5;
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Figura 4.12: Comparacién de la cota tedrica del error local de Dopri8 (curva
negra), m4 (curva gris) y el método de orden 5 (curva a tramos).

2.3 D, (1)

T = hL(y). Se trata de Dopri8, cuya curva de error es la de color negro, y
la composicion de dos pasos del método m4, representado por la curva gris.
Para valores grandes de 7 la curva gris estd por debajo de la curva negra,
mientras que para valores pequenos la curva de Dopri8 esta por debajo de
la curva gris. Ademas de las curvas correspondientes a la cota del error local
mostramos en la misma figura los resultados numéricos obtenidos con esos
dos métodos en la resolucion del problema Arenstorf. En ellos se observa
que, nuevamente, los peores resultados numéricos muestran una curva muy
parecida a la curva obtenida para la cota tedrica del error local, dada por
D, (7).

Esta grafica merece ciertos comentarios a modo de conclusiones generales
que hemos observado en las diferentes pruebas y experimentos realizados.

Antes de nada, conviene destacar que los dos métodos que aparecen en
la Figura 4.13 tienen un ntmero de etapas muy distinto, el método Dopri8
tiene 12 etapas, mientras que el de orden 4 tiene 6. Evidentemente 12 eta-
pas permiten un método de orden superior al que permiten 6 etapas, pero,
a su vez, 6 etapas posibilitan una adecuacion de la longitud de paso mas
dinamica que la que permiten 12 etapas, es decir, con el método m4 cada
seis evaluaciones de la funcién f(y) podemos adecuar la longitud de paso,
mientras que con el método Dopri8 podemos adecuarla cada 12 evaluaciones
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Figura 4.13: La gréfica de la cota tedrica del error local, D, (7), y los re-
sultados numéricos del error local §(y,h) ( para h = ﬁ) obtenidos en la
resolucion del problema Arenstorf con los métodos Dopri8, curvas oscuras,
y m4, curvas mas claras.

-2
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de f(y). Todo ello indica que con el mismo coste computacional podemos
resolver un problema de dos formas distintas: mas pasos con mayor adapta-
bilidad frente a menos pasos pero mayor orden. En el caso de la Figura 4.13
las graficas corresponden a un paso del método Dopri8 frente a dos pasos de
longitud h/2 del método m4, sin tener en cuenta la posibilidad de adapta-
cion de la longitud de paso que permite el método de orden 4. No esta claro
cual de las dos estrategias es mejor cuando nos acercamos al limite de lo
aceptable.

En relaciéon a lo que hemos observado sobre el comportamiento de la
funcion D,,(7) hemos de resaltar unas cuantas cuestiones:

Por un lado, las cotas del error local dadas por D,,(7) (donde la funcién
D, (1) es obtenida segun el teorema 1) son cotas que muestran, de algin
modo, el comportamiento del método a la hora de resolver numéricamente
los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por otra parte, conviene que el dominio de definicién de D,(7) sea
lo més amplio posible, y de la Observacién 7 se deduce que los métodos
consistentes cuyos tableros de Butcher se componen de ntimeros positivos,
asi como aquellos métodos con algunos valores negativos, pero que cumplen
que Y |ai;| < 1 son tales que D, (1) estd bien definido para 7 € [0,1).
Entre estos métodos estan los que aparecen en el trabajo de S.J. Ruuth
[22]. En él podemos encontrar varios métodos que retinen las condiciones
que hemos mencionado y que a su vez muestran unas cotas de error tedérico
bastante buenas. No obstante, y aunque hayamos realizado varias pruebas
y experimentos con dichos métodos, sobre todo con los métodos de orden 4
(compuesto por valores positivos) y el de orden 5 (con algunos valores ne-
gativos pero k pequeno), los resultados obtenidos no mejoran los que hemos
mostrado en la Figura 4.13 y por tanto no hemos incluido ninguna grafica
correspondiente a dichos métodos.

Otra cuestion a destacar es que el error local que se puede esperar en
la resolucién numérica de un problema depende no solo de h sino también
de L(y). Es decir, el valor L(y), de alguna forma, indica la dificultad o la
variabilidad en la resolucion del problema, y en la medida en que crezca la
dificultad hay que reducir la longitud del paso para poder mantener el error
cometido en cada paso. En este sentido, parece razonable establecer una
estrategia de variacion de la longitud de paso h que mantenga hL(y) apro-
ximadamente constante para obtener errores locales de magnitud parecida
a lo largo de la integracion numeérica.
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4.4.5. Estimaciones numéricas de L(y) y del error local

En general L(y) depende del problema que se quiere resolver, y de alguna
forma indica la variabilidad o la dificultad del problema a resolver. Seria muy
util si dispusiéramos de dicha informacion, ya que, como hemos comentado,
la magnitud del error local depende de hL(y). En (1.30) hemos mostrado
la forma que tiene la expansién en serie de potencias de h de cada f(Y})
de (1.9). Si nos basamos en (1.30), sabemos que una combinacién de las
evaluaciones de f de las primeras k etapas de la aplicacién de un paso del
proceso de integracién mediante un método de Runge-Kutta tiene la forma

k k

h|t\—1

SNFYV) =D ==Y N (OF(t)(y). (4.57)

. o(u) 4
i=1 teT =1

Dicho valor estd acotado, teniendo en cuenta (4.26) y (4.25), por

k

> Nf(V:)

1=1

< 3RS o) L) S W)l (459)

teT 1=

y teniendo en cuenta (4.43) llegamos a

k k
DO <SS RIS N @w @) L) f ()]
i=1 teT i=1

(4.59)
Si elegimos de forma adecuada los valores \; para¢=1,..., k, podemos

anular los coeficientes \;c(t) de los arboles de menos vértices. El nimero de
arboles cuyos coeficientes podemos anular depende del niimero de etapas que
queramos utilizar para la obtencion de la combinacion lineal. En general,
necesitamos por lo menos dos etapas para anular el arbol de un vértice,
tres etapas para anular también el coeficiente del arbol de dos vértices, 5
etapas para anular también los de los arboles de tres vértices, etc. Es decir,
una etapa mas que el nimero de coeficientes que queramos anular, ya que
debemos evitar el caso trivial de A\; = 0 para todo 7. Con la anulacion de los
coeficientes de los arboles con menos de m vértices, la cota (4.59) se puede
escribir de la siguiente forma:

k

D Aif(Y)

1=1

k
> hidi(t)

T weo)

<[|STULISIIF@I D (L) w(t)

te7; l>m

Y
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donde 7; es el conjunto de arboles con [ vértices. De la ecuacién (4.60)
llegamos a,

o]
o ([ F(y)][ A

k

> hici(t)

i=1

<[[ST IS L™ Y wt)

t€Tm

. (4.61)

de donde podemos obtener una estimacién Ly(y) de L(y), definida como

_1
m—1

b — L 1325y S (V)] (4.62)

"\ IO i, w®) [ M)

y tenemos que
. R 1
L(y) := lim La(y) < (|[S7|[ [ISI1) ™ L(y).

Hemos realizado varios experimentos con distintos métodos, entre los que
se incluyen Dopri8 y Doprib aplicados a varios problemas como Arenstorf o
el de Kepler, y en ellos hemos tomado distintos valores de m. Para cada m
hemos tenido en cuenta las condiciones de los arboles a anular y a dichas
condiciones les hemos anadido una condicion mas para evitar la solucién
trivial \; = 0 para ¢ = 1,...,k. En concreto, para el método Dopri8 las
condiciones son:

= para m = 2, utilizando las dos primeras etapas del proceso de inte-
graciéon hemos calculado los valores A\; que cumplen

2
i=1

junto con la condicién anadida Ay = 1, para evitar el caso trivial
)\1 - )\2 - 0

= para m = 3 hemos utilizado tres etapas, y los valores de A\; han de
cumplir

3
> Xi=0,
zzl
Z )\ici = 0,
i=1

ademas de la condicién anadida, A3 = %
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= y para m = 4 necesitamos cinco etapas, y las condiciones que se deben
cumplir son

5
Z )\2022 = 0,
i=1

y hemos anadido la condicion A5 = %

Los experimentos realizados se han encaminado a mostrar lo que la teoria
nos indica, es decir, por un lado hemos mirado que los valores obtenidos para
la expresion dada en (4.61) realmente atienden a la forma

18 MYl
Fon ¢

y por otro lado hemos comprobado que las estimaciones f}(y) obtenidas
para L(y) en la ecuacién (4.61) son valores vélidos, es decir, toman valores
inferiores a las cotas tedricas de L(y), y que para distintos valores de h las
estimaciones de ﬁ(y) toman valores muy parecidos.

A la hora de verificar que la expresién dada en (4.61) realmente depende
de (hL(y))™™!, hemos supuesto que

IS N F()]]
1F )]

donde C'y a son valores constantes desconocidos. Y para cada par de valores
de h hemos resuelto el sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, y se ha
podido ver que para distintos valores de m el valor resultante para « es
siempre un valor muy cercano a m — 1. Estas pruebas han sido realizadas
para distintos problemas, resueltos con diversos métodos. No parece que
tenga ningun interés mencionar todos los experimentos, ya que los resultados
han sido muy claros.

(RL(y))""

= C(hL(y))",
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Para ver en qué medida las estimaciones L(y) de L(y) obtenidas a partir
de la ecuacién (4.61) son estimaciones validas, hemos realizado més experi-
mentos, aunque aqui sélo mostramos los resultados obtenidos con el método
Dopri8 y el problema Arenstorf. Para cada punto de la solucién del proble-
ma mostrado en la Figura 4.2 hemos calculado el valor de la cota tedrica de
L(y), es decir L(y) obtenido como se explica en el Ejemplo 8 (v que puede
ser aproximado por (4.53)). Estas cotas se pueden ver en la Figura 4.14,
en ella aparece en escala logaritmica el valor de L(y) de cada uno de los
80 puntos de la drbita de la solucién del problema Arenstorf. A partir de
estos valores hemos obtenido 30 valores de h para cada punto, de forma que
tengamos 30 valores de hL(y) € [1,0,001] distribuidos uniformemente en
el intervalo. Con cada h hemos computado un paso del método de integra-
cién y hemos calculado el valor de la expresion (4.62) correspondiente a la
estimacién numérica Ly (y) de L(y) que surge de (4.61).

Como era de esperar, para los diferentes valores de h suficientemente
pequenas, todas las estimaciones Ly (y) son muy parecidas, por lo que hemos

aproximado el valor L(y) como el valor Ly (y) con h = 05?2)1 :

Los experimentos se han repetido para m = 2,3 y 4. En la Figura 4.15
podemos ver los resultados obtenidos con m = 2. En ella se pueden ver
dos curvas, por un lado, vemos los mismos puntos mostrados en la Figu-
ra 4.14, que corresponden a las cotas tedricas L(y) de L(y). Y bajo esa cota
de L(y), con valores inferiores, se pueden ver los valores correspondientes a
las estimaciones numéricas L(y) de L(y). Para cada punto de la Figura 4.2
tenemos, por tanto, 2 puntos; el que corresponde a la cota tedrica f)(y) mas
la estimacién numérica L(y) de L(y). Para el caso m = 2, la estimacién uti-
liza las dos primeras etapas del proceso de integracion numérica, y se puede
observar que, aunque solo estemos utilizando la informacion de un tnico
arbol para obtener ﬁ(y), lo que significa que estamos teniendo en cuenta
una tunica diferencial elemental de f, los resultados obtenidos aproximan
en cierta medida la forma de la curva que siguen los valores de las cotas

tedricas L(y) de L(y).

En el caso de m = 3, las condiciones impuestas anulan los coeficientes
de los drboles de uno y de dos vértices, por lo que la estimacién de L(y) se
obtiene utilizando los dos arboles de 3 vértices, y para esta estimaciéon se
requieren por lo menos tres etapas del proceso de integracion numérica. Los
resultados obtenidos de esta forma se muestran en la Figura 4.16, y en ella
volvemos a mostrar junto con el valor de L(y) las estimaciones numéricas
f)(y) para cada punto de la Figura 4.2. En este caso la forma de la curva
que muestran las estimaciones se aproxima mas a la forma de la curva que
muestran las cotas tedricas L(y) de L(y). Se puede volver a ver que las cotas
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Figura 4.14: La grafica muestra los valores de la cota tedrica L(y) de L(y) en
escala logaritmica para cada uno de los puntos de la solucién del problema

Arenstorf mostrados en la Figura 4.2

3

logyg L(?/) .

2.5
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Figura 4.15: La gréfica muestra los valores de la cota teérica L(y) de L(y)
para cada uno de los puntos de la solucién del problema Arenstorf mostrados
en la Figura 4.2 junto con los valores ﬁ(y) estimados numéricamente para
m = 2. Ambos valores se muestran en escala logaritmica.

logy E(?/) :

2. 5 ., . %
logyy L(y) ° ) .
2 -t .. .
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Figura 4.16: Valores de la cota teérica L(y) de L(y) en escala logaritmica
para cada uno de los puntos de la solucién del problema Arenstorf mostrados

en la Figura 4.2 junto con los valores log,, L(y) estimados numéricamente
para m = 3.

logyo E(?ﬂ?’ N
logyo L(y) ) **

2 '
1.5. ", :

. 2(-} .;....‘ .4‘9..5,. -, 6&00. ‘ 80
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tedricas vuelven a estar por encima de las estimaciones numéricas L(y) de
L(y).

Por tultimo, mostramos los resultados obtenidos para m = 4 en la Figu-
ra 4.17. En este caso se han anulado los coeficientes de los arboles de uno, de
dos y de tres vértices, por lo que en la estimacién de L(y) toman parte los
cuatro arboles de cuatro vértices. Para la combinacién lineal hemos utiliza-
do las cinco primeras etapas del método Dopri8 y las graficas nos muestran
que la curva que forman las estimaciones f}(y) en los diferentes puntos se
aproxima mucho a la forma que toman las cotas tedricas L(y) de L(y), pero
siempre por debajo de los valores de la cota.

En definitiva, podemos concluir diciendo que la estimacién de los valores
de L(y) es factible y no es computacionalmente demasiado costoso. En la
Figura 4.18 mostramos las estimaciones obtenidas tanto con m = 3 como
con m = 4. En la figura mostramos para cada punto de la 6rbita de la
solucién del problema 3 valores: la cota teérica L(y), la estimacion L(y)
de L(y) obtenida con m = 3, y otra estimacién L(y) de L(y), esta tltima
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Figura 4.17: Para el caso de m = 4 las estimaciones L(y) de L(y) en los
puntos mostrados en la Figura 4.2 siguen la forma de la curva mostrada por

las cotas tedricas L(y) de L(y).
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Figura 4.18: Cota tedrica L(y) de L(y) junto con las estimaciones numéricas

~

L(y) de L(y) obtenidas para m = 3 y para m = 4 en cada uno de los puntos
mostrados en la Figura 4.2.
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obtenida con m = 4. Se puede observar que la diferencia entre los puntos
que corresponden a las estimaciones es muy pequena en la mayoria de los

puntos.



Capitulo 5

Conclusiones y plan de trabajo
futuro

51.

Conclusiones

En los capitulos anteriores se ha estudiado tanto el error local (1.15)
como global (1.16) de los métodos de Runge-Kutta.

En cuanto al error global podemos destacar, a modo de conclusiones, lo
siguiente:

Hemos dado una metodologia para construir métodos que aporten esti-
maciones del error global cometido a lo largo de la integraciéon numéri-
ca, para los que las condiciones a cumplir toman la forma (2.43).

Hemos mostrado que, sin un elevado coste computacional, es posible
obtener informacion ttil sobre el error global mediante los métodos
dados en (2.13)-(2.14).

Se ha estudiado la propagacién de los errores locales en el proceso de
la integracién, y en los Lemas 3 y 4 se han dado a conocer ciertas
condiciones bajo las que se puede acotar el error global en funcion de
las longitudes de cada paso.

Hemos visto como puede ser utilizada la informacion sobre el error
global para mejorar la eficiencia del proceso del calculo de la solucién
numérica. Basandose en las condiciones del Lema 4, la informacién
sobre el error global posibilita la utilizacién de tolerancias variables
(3.12), lo que permite la eleccién de longitudes de paso més largas,

147
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sin que por ello la cota del error global se vea incrementada sustan-
cialmente.

En lo relativo al error local se pueden resaltar las siguientes conclusiones:

= Hemos acotado de forma rigurosa el desarrollo en serie de potencias
de h del error local de los métodos de Runge-Kutta dada en (4.9)
mediante la funciéon D, (7) dada en (4.35), lo que nos ha permitido
comparar la precision de diferentes métodos de Runge-Kutta.

= Las cotas obtenidas para el error local de los métodos de Runge-Kutta
nos han dado informacién sobre los criterios, tales como el dado en la
Observacién 7, que pueden ser utilizados para construir métodos de
Runge-Kutta optimizados.

s El estudio de las cotas del error local nos ha llevado a entender mejor
como cambia la escala de tiempo a lo largo de una solucion del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Hemos mostrado que la escala
de tiempo depende de L(y) dado en (4.45) y que si en la integracién
se avanza manteniendo constante hL(y), entonces los errores locales
se mantienen en unos margenes muy estrechos.

» Se ha dado una forma de obtener estimaciones numéricas de L(y)
(4.62) de forma que no suponga un incremento de coste computacional.

Todo ello nos da las bases para poder trabajar en el desarrollo de algo-
ritmos de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias que exploten las
ventajas que se puedan derivar de las aportaciones realizadas. La inclusion
de dichas ventajas nos dard como resultado algoritmos de integracién de
EDOs que con menor coste computacional obtengan mejores resultados.

5.2.  Mejoras en el proceso de la integracion

Las mejoras que mostramos a continuacién se basan en las aportaciones
realizadas sobre el error local y global del proceso de integracién mediante
métodos de Runge-Kutta. En cuanto al error global, podemos utilizar dicha
informacion de dos formas:

= Podemos controlar que el error global no exceda de un méaximo tole-
rable, y en caso contrario, parar el proceso de integracion.

= Podemos variar la politica de adecuacion de la longitud de paso intro-
duciendo en ella la informacion acerca del error global.
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Respecto al error local, tenemos la posibilidad de utilizar nuevas técnicas
de adecuaciéon de la longitud de paso basandonos en los resultados de la
Seccién 3.3, e incluso podemos elegir mejor los métodos que vayamos a
utilizar dependiendo de la tolerancia que quiera utilizar el usuario.

Primeramente analizaremos el algoritmo basico de resolucion de EDOs,
y seguidamente mostraremos como se puede mejorar dicho proceso con la
inclusién de las ventajas derivadas del estudio de los errores.

5.2.1. Proceso basico de resolucion de una EDO mediante méto-
dos de RK

Cualquier codigo de uso general para la resolucién de EDOs debe pedir al
usuario ciertos datos minimos: por un lado debe especificar el problema que
se debe resolver, dando las ecuaciones correspondientes al sistema (1.1),
también debe indicar el intervalo (fo,ty) para el que se quiere resolver el
problema, y el valor inicial y(ty), es decir, el valor que toma la solucién para
el valor inicial de la variable independiente. Ademads, debera especificar de
alguna forma la precision requerida para el proceso de integracién numeérica,
normalmente con un valor de la tolerancia al error local.

Con todos estos datos, el proceso basico de la resolucién de una ecuacion
diferencial ordinaria mediante métodos de Runge-Kutta explicitos realiza
una iteracion hasta llegar a la solucion final. La iteracién parte del valor
inicial de la variable independiente y va dando pasos de longitud variable
hasta llegar al valor final de la variable independiente. Podemos ver el es-
quema del algoritmo en la Figura 5.1, y en términos generales, el proceso,
expresado en lenguaje C, deberia tener la siguiente forma:

ivp_solve()

{

obten_val_inicial(&yO, &tO, &tf, &tol_local);
obtener_h_inicial(tol_local,&h);

for (t = tO; //inicializacién
t < tf; //condicién final
h = h_nuevo) //actualizacién
{

ivp_step(t, h, y, &y_nuevo, &5_)_;
post_step_funct(y, h, y_nuevo, §...);

if (aceptable(err_local,tol_local, &h_nuevo...))

{
t += h;
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}

y = y_nuevo;
b

devolver_resultados();

3

En este proceso simple faltarian por definir las siguientes funciones:

1. obtener_h_inicial debe calcular una longitud de paso inicial, acorde a

la tolerancia, con la que comenzar el proceso iterativo.

. tup_step se encarga de dar un paso en el proceso de la integracién, es

decir, partiendo del valor y que es la solucién numérica para y(t) debe
obtener el valor de la solucién numérica ynuevo que se pretende que
sea la soluciéon numérica para y(t + h). Esta funcién, ademas, debe
devolver (y, h), que es la diferencia entre dos soluciones numéricas.
El control del error local se suele realizar mediante el uso de otra
solucion numérica g obtenida mediante un método embebido o enca-
jado en el tablero de Butcher, por lo que no supone un incremento
significativo de coste computacional. La diferencia entre las dos solu-
ciones numéricas, d(y, h) = ¥ (y) — @Eh(y), es lo que se utiliza como
estimacion del error local, pero no es el error local. No obstante, se
espera que, manteniendo dicha diferencia mas o menos constante (o
por debajo de cierta tolerancia), indirectamente, se controle el error
local 6(y, h).

ynuevo = Un(y),
0 = Ynuevo — ¢h(y)~

aceptable, esta funcién se encarga de comparar la diferencia entre las
dos soluciones numéricas con la tolerancia al error local, para ello
necesita hacer uso de alguna expresion parecida a las mostradas en
la Seccién 1.10 como pueden ser (1.45) 6 (1.46) . El usuario debe
tener la posibilidad de especificar la expresiéon que le interese, pero
en su defecto el codigo debe aportar expresiones genéricas o estandar
para que el usuario pueda elegir entre ellas. Segtn sea el valor de la
expresion el paso se aceptara o se rechazara, pero en todo caso debe
dar la longitud del nuevo paso que se debe realizar en el proceso de
la integracion. La nueva longitud de paso se calcula utilizando una
expresion parecida a la mostrada en (1.47).
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Figura 5.1: Algoritmo general del proceso de resolucién de problemas de

valor inicial

\l/ y0, 10, tf, tol

y0, t0, tf, tol

<
-
- y_nuevo
IVp_step h_nuevo
post_step_func error_estimado No
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= Devolver_resultados
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= Si esta funcién decide que el paso es aceptable el proceso debe
avanzar y el nuevo paso que hay que computar debe partir de
t 4+ h, siendo ynuevo el valor aceptado como soluciéon numérica
para y(t + h), y calculara la solucién numérica para un paso de
longitud hnuevo,

= mientras que si decide que el paso no es aceptable, tiene que
volverse a calcular el paso partiendo de nuevo de t, pero con la
longitud de paso rectificada hpyevo-

4. post_step_funct, esta otra funcién debe dar la posibilidad de que el
usuario pueda realizar la accion que le interese tras el computo del
paso. Bien sea el calculo de soluciones en puntos internos al intervalo
avanzado, bien sea el almacenamiento de los valores de cada paso
para su posterior manipulacién o estudio, etc. El usuario ha de tener
la posibilidad de elegir o incluso especificar las acciones a realizar, y
en su defecto el cddigo debe aportar distintas posibilidades (entre las
que se incluye el no hacer nada) para que el usuario haga uso de las
mismas.

5.2.2.  Control del error global

El proceso definido en la Seccién 5.2.1 se guia por la tolerancia al error
local aportada por el usuario. No tiene en cuenta el error global y en este
sentido, habria que empezar a variar el punto de vista tradicional de resolu-
cion de problemas de valor inicial: el usuario, ademas de la tolerancia al error
local, deberia tener la opcion de aportar una tolerancia al error global de
la solucion. Es decir, si la acumulacién y propagacién de los errores locales
se hace intolerable se deberia parar el proceso, o como minimo habria que
avisar al usuario de lo que ocurre para que decida si merece que continte el
proceso o no. Es decir, antes del calculo de cada paso habria que introducir
un control que nos dé dicha posibilidad, o al menos habria que dar la opcién
de activar el control y dejar en manos del usuario la posibilidad de hacer
uso del nuevo sistema de control.

Esta posibilidad obliga a que la funcién iwp_step tenga que aportar,
ademas del valor ynyevo una segunda solucion al problema ynyevo , 0 me-
jor, una estimacién del error global. Una forma eficiente para la obtencion
de dicha estimacion se basa en la utilizacién de los métodos presentados en
(2.13-2.14). Por tanto, la funcién ivp_step debera calcular:

ynuevo = Un(Y, ),
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errglobal = Eh(y7 g)v
6= Ynuevo — wh(y)-

Aparte de cambiar la funcién que computa cada paso, hay que darle al
usuario la opcién de establecer la tolerancia respecto al error global. Y en
la iteracion que controla el proceso de integracién se puede controlar que
el error global del proceso sea aceptable, por lo que habria que cambiar la
condicién que controla la iteracién, y en su lugar pondriamos:

o/
err_global= 0;
for (t = tO; //inicializacién
control_err_global(err_global, tol_global) &&
t < tf; //condicién final
h = h_nuevo) //actualizacién
{

ivp_step(t_inicial, h, y_inicial,

&y_nuevo, &err_global, 5);

}
La funcién control_err_global se encargaria de mirar si los resultados que
va obteniendo el proceso son aceptables desde el punto de vista del error
global; si hiciera falta deberia preguntar al usuario si hay que detener o no

la integracion y finalmente debera devolver un valor indicando si el proceso
ha de continuar o no.

5.2.3. Tolerancia variable al error local

Si el proceso de integracion de la EDO maneja informacién relativa al
error global podemos hacer uso de las ventajas que aporta la utilizacion
de tolerancias variables al error local de la forma (3.12), tal y como hemos
mostrado en la Seccién 3.3. Esta estrategia nos pide que el usuario aporte in-
formacién sobre el valor de K definido en (3.13), al que habria que asignarle
un valor por defecto predefinido como, por ejemplo K = 0,2, o como hemos
comentado anteriormente, habria que buscar alguna forma automatica para
obtener dicha informacion.

En la Seccion 3.4 hemos comentado la forma de introducir en el cédigo
el control de la tolerancia local. Hemos mostrado cémo limitar el cambio
de la tolerancia para evitar cambios demasiado grandes, y a su vez, hemos
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comentado que el cambio se realiza cada cierto nimero de pasos. Todo ello
exige algunos cambios en el codigo:

» El usuario debe tener la posibilidad de activar o no el mecanismo, para
ello utilizamos una variable tol_variable que indica si el mecanismo
esta activo (tol_variable > 0) o no (tol_variable < 0), y ademads, si
estd activo, el contenido de la variable indica cada cuantos pasos hay
que actualizar la tolerancia.

= Ya que hay que controlar el nimero de pasos desde la iltima vez que
se adecuo la tolerancia, cada paso que se avance debe incrementar un
contador para controlarlo, pero cuando se actualice la tolerancia hay
que reinicializar el contador.

= Cuando el contador de pasos para controlar la actualizacion de la tole-
rancia lo indique, hay que variar el valor de la tolerancia al error local
tal y como se indica en (3.12). Y habra que tener en cuenta el maximo
cambio permitido cada vez, e incluso la maxima tolerancia permitida.
Estos dos tltimos valores deben tener unos valores por defecto, pero
al usuario se le debe permitir la posibilidad de establecerlos a su gusto
en la inicializacion de la integracion.

» La funcién aceptable encargada de aceptar o rechazar el paso, como
ya hemos comentado, debe proporcionar la longitud de paso 6ptima
para el siguiente paso a computar, y para ese calculo debera utilizar la
tolerancia variable, y no la tolerancia inicial establecida por el usuario.
No obstante, hay que guardar el valor establecido inicialmente por el
usuario, ya que si queremos controlar la variaciéon maxima permitida
para la tolerancia habra que conocer el valor dado por el usuario.

5.2.4. Control de la variacion de la escala temporal del problema

A la hora de acotar el error local de cada paso de la integracién mediante
métodos de Runge-Kutta, en el Teorema 1 hemos dado la cota definida por
(4.35). Esta cota depende de h y de L(y) (4.18), y en la Subseccién 4.4.5
hemos mostrado la forma de obtener estimaciones numéricas del valor L(y).
El procedimiento a seguir no supone casi ningtin coste computacional adi-
cional, ya que se basa en la reutilizacién de los valores f(Y;) de las etapas
intermedias del paso y del propio valor f(y). La estimacion de L(y) viene
dada por (4.62), y junto con la longitud de paso h utilizada en cada paso
estamos en condiciones de predecir en cierta medida la alteracién que va a
sufrir el error local del paso (1.15).
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La estrategia estandar de adecuaciéon de la longitud de paso, y por tan-
to la gran mayoria de las aplicaciones del mercado, trata de mantener el
error local constante, por debajo de la tolerancia, y para ello hace variar la
longitud del paso en funcién de la ecuacion (1.47). No obstante, utiliza la
diferencia entre dos soluciones numéricas como estimacion del error local y
se basa en la esperanza de que dicha diferencia tenga un comportamiento
parecido al error local. En contraposicién, hemos visto en la Figura 4.4 que
en distintos momentos de la integracion de un problema, si mantenemos
fijo el valor de hL(y) el error local obtenido se mantiene en unos margenes
muy estrechos, por lo que si conociéramos L(y) tendria sentido adecuar la
longitud de paso de forma que hL(y) se mantenga constante a lo largo de
la integracion.

En (4.62) tenemos una forma de obtener una estimacién L(y) de L(y)
que no supone un incremento computacional significativo, no mayor que el
calculo de una segunda solucion numérica mediante un método embebido en
el tablero de Butcher. Esta estimacién puede ser utilizada para la adecuacion
de la longitud de paso en la integracion, en lugar de utilizar la segunda
solucion numérica.

El valor de f}(y) del que podemos disponer en cada momento es la esti-
macién correspondiente al comienzo del iltimo paso computado, es decir, si
hasta este momento hemos aceptado la solucién numérica para t, y para ese
punto hemos aceptado el valor y como solucién numérica, podemos dispo-
ner de la estimacion L(y_p) de L(y—n) que se haya realizado al computar
ese paso. Con esa estimacion f)(yt_h) se puede predecir la longitud de paso
que mantiene el error local dentro de unos mérgenes muy estrechos para
ese mismo paso, aunque nosotros vayamos a utilizar la estimacion ﬁ(yt_h)
para obtener la longitud del siguiente paso. En la Figura 5.2 podemos ver
la situacién que se da antes de dar un nuevo paso: hasta el momento se
ha aceptado la soluciéon numeérica para el punto en el que la variable inde-
pendiente toma el valor de ¢, el tltimo paso aceptado ha comenzado en un
punto anterior, y es justo en ese punto anterior donde se ha realizado la
estimacion ﬁ(yt_h), por lo que a ese paso previo le hubiera correspondido
la longitud de paso h; .

Tanto en el método tradicional de adecuacion de la longitud de paso,
basada en la estimacion del error local mediante la diferencia de dos solu-
ciones numéricas, como en el método basado en la estimacion de L(y), la
informacion disponible en cada momento se refiere al tltimo paso compu-
tado, pero podemos esperar que el cambio en la escala de tiempo no se
dé muy bruscamente, por lo que en el nuevo paso a computar se espera que
la longitud de paso adecuada para el paso previo sea una longitud de paso
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Figura 5.2: Proceso de adecuacion de la longitud de paso: la longitud de
paso que en el anterior paso hubiera mantenido el error local dentro de unos
margenes muy estrechos es la que se utilizard para avanzar en la integracion

h hi, .
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aceptable. No obstante, la adecuacién de la longitud de paso basada en la
estimacion de L(y) nos da la posibilidad de obtener la nueva estimacion de
L(y) (correspondiente a la situacién actual y) sin tener que esperar a que
se calculen todas las etapas internas del paso, por lo que la correccién de
la longitud de paso podria tener un coste computacional menor (en caso de
que el paso en curso hubiera que rechazarse debido a un cambio sustancial
del valor de L(y)).

Los cambios en el c6digo no son muy grandes, pero afectarian a la propia
estructura del cuerpo de la iteracion, ya que tanto la decisién de aceptar
o rechazar el paso como la longitud 6ptima del paso se pueden establecer
antes de la finalizacién del mismo.

Por otra parte, nos interesa combinar la posibilidad de utilizar una to-
lerancia variable, comentado en la Subseccién 5.2.3, con el nuevo método
de control del error local basado en la estimacién de L(y). Para poder com-
binar ambas mejoras habrd que establecer una relacién entre la tolerancia
(inicialmente aportada por el usuario) y los valores hL(y) correspondientes
a dicha tolerancia, y el hecho de variar la tolerancia debe reflejarse en un
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nuevo valor hL(y).

5.2.5. Eleccion del método a utilizar en la integracion

Cuando en la Subseccion 4.4.4 hemos comparado los métodos de Runge-
Kutta hemos utilizado la funcién D, (7) definida en (4.35) asociada a cada
uno de los métodos. En la comparacion hemos comentado el comportamien-
to de unos métodos es mejor que el de otros dependiendo del rango de valores
de 7 = hL(y), y en este sentido, creemos que es posible construir métodos
de Runge-Kutta optimizados para ciertos rangos de valores de 7 = hL(y).
Si obtuviéramos un conjunto de estos métodos de forma que para cualquier
valor de 7 = hL(y) pudiéramos elegir el método que, a igual coste compu-
tacional, vaya a obtener unos resultados numéricos con el menor error local
posible, estariamos en condiciones de elegir el método con el que resolver el
problema que nos plantee el usuario. Esta eleccion, en principio, seria una
eleccién a mantener durante toda la integracion del problema, pero en la
medida que avancemos en la resolucién numeérica, podriamos ir obteniendo
junto con la solucién numérica, estimaciones del error global, lo que nos
permitiria variar la tolerancia del error local, es decir, estariamos aumen-
tando la tolerancia, lo cual es equivalente a aumentar el valor de 7. Para
el nuevo valor de 7 = hL(y) es posible que otro método obtenga mejores
resultados, lo que nos lleva a la necesidad de cambiar el método utilizado
en la resolucion del problema.

5.3.  Plan de trabajo futuro

De las mejoras planteadas en la Subseccion 5.2 se desprenden algunas
lineas de trabajo que quedan por cubrir, y por otra parte, se puede plantear
la extensién de estas aportaciones a otros métodos numéricos:

= Queda por cubrir la obtencion de métodos de Runge-Kutta optimiza-
dos para diferentes rangos de valores de hL(y).

= Habrd que obtener métodos de la forma (2.13)-(2.14) para la estima-
cion del error global de los métodos optimizados.

s Todavia hay que trabajar en la implementacién de la adecuacién de la
longitud de paso que tenga en cuenta los nuevos métodos, las estima-
ciones del error global y la estrategia de control del error local basada
en estimaciones de L(y).
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= Es posible que el método de la variacion de la escala de tiempo me-
diante L(y) se pueda aplicar en los métodos simplécticos para proble-
mas Hamiltonianos, mas concretamente, para determinar para clases
de problemas Hamiltonianos concretos, el cambio de escala temporal
apropiado para una implementacion eficiente de métodos simplécticos.

Creemos posible la construccion de métodos optimizados para rangos
de valores de hL(y). Para ello habria que optimizar los métodos de Runge-
Kutta de forma que la funcién D,,(7) correspondiente al método sea opti-
mizado para el rango de 7 elegido. Dicha optimizacién habré que realizarla
teniendo en cuenta los criterios derivados del estudio de las cotas del error
local, tales como el comentado en la Observacién 7 derivado de la Propo-
sicién 2, asi como los valores que toma la funcién D, (7), definida segin el
Teorema 1, para los valores de 7 pertenecientes al rango elegido. Las busque-
das de estos métodos optimizados requerira la utilizacién de maquinas de
elevada capacidad de célculo.

Basandonos en los métodos optimizados habra que construir los métodos
Runge-Kutta embebidos con estimacién del error global (2.13)-(2.15) con
las condiciones de independencia adecuadas y, probablemente, teniendo en
cuenta las condiciones (2.41)-(2.42), para que la optimizacién realizada sobre
el método no se vea afectada por el segundo método ¥y, (y, 7).

Una vez que tengamos los métodos optimizados para diferentes rangos
de valores de hL(y), junto con las estimaciones del error global aportadas
por los métodos globalmente embebidos, habra que modificar el algoritmo
de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias para que la adecuacion
de la longitud de paso tenga en cuenta la propagacién de los errores locales
y la estimacién de L(y) dada por (4.62). En funcién de la propagacion de
los errores locales habria que activarse la posibilidad del uso de la tolerancia
variable, y para ello habria que buscar algiin medio de calcular automati-
camente el valor K dado en (3.13). Ademas, el cambio de la tolerancia
deberd permitir el cambio del método a utilizar en la resolucion numérica,
ya que es posible que para el valor de hL(y) derivado de la nueva tolerancia,
otro método tenga un comportamiento mejor que el método utilizado hasta
ese momento.
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