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Introducción

Este trabajo está orientado al estudio de matrices doblemente estocáticas,
partiendo, para ello, de definiciones e ideas fundamentales. Con el fin de
poder trabajar con ellas en diferentes aplicaciones presentamos un primer
caṕıtulo basado en las matrices no negativas, donde se hace un estudio de
sus propiedades y resultados más conocidos incluyendo demostraciones y,
en particular, el teorema más importante de este primer caṕıtulo como es
el Teorema de Perron-Frobenious. Este teorema sobre matrices no negati-
vas, fue probado, para matrices estrictamente positivas, por Oskar Perron
(1880-1975) en 1907 y fue extendido por Ferdinand Georg Frobenius (1849-
1917) a las matrices con entradas no negativas e irreducibles en 1912. El
teorema garantiza la existencia de un valor propio positivo que acota en
módulo al resto de valores propios de la matriz y que, además, dicho va-
lor propio tiene asociado un vector propio no negativo. Este es un hecho
que juega un papel importante como instrumento para conseguir condicio-
nes de existencia, unicidad, positividad y estabilidad de las soluciones en
modelos lineales. A parte de las pruebas mencionadas podemos encontrar
otras diferentes. Entre ellas, la más conocida, en particular, por los econo-
mistas, es la de Wieldant (1950) que utiliza el teorema del punto fijo de
Brouwer y que se popularizó por el trabajo de Debreu y Herstein en 1953.
Otra alternativa para dar la demostración de dicho teorema es el uso de la
Teoŕıa de Juegos. Encontramos diferentes aplicaciones para este teorema en
matrices no negativas, en particular, también se aplica en matrices estocásti-
cas, resultado que se ve en el segundo caṕıtulo, en las cadenas de Markov
aśı como en operadores compactos o en la teoŕıa algebraica de grafos. En un
segundo caṕıtulo, trabajaremos directamente con las matrices doblemente
estocásticas. De nuevo, estudiaremos diferentes conceptos aśı como resulta-
dos importantes. Entre ellos cabe destacar el Teorema de Hardy, Littlewood
y Pólya, expuesto en 1929. Este teorema supone una importante relación
entre las matrices doblemente estocásticas y la mayorización para cuya de-
mostración se requiere un resultado expuesto por Muirhead en 1903. Otro
de los grandes teoremas de este caṕıtulo es el Teorema de Birkhoff. Entre
la diferentes pruebas que podemos encontrar para este teorema están las
siguientes: Berge (1958, 1959, 1971), Dulmage y Halperin (1955), Hoffman
y Wielandt (1953), von Neumann (1953), Mirsky (1958) o Dantzig (1951).
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Este último da un algoritmo para solucionar el problema del transporte,
solución que gúıa el teorema de Birkhoff. Muchas de las demostraciones an-
teriores tienen una orientación combinatoria o geométrica. Ambos caṕıtulos
nos permiten establecer una relación entre nuestra teoŕıa a desarrollar y la
teoŕıa de grafos. De hecho, muchas de las demostraciones hechas a lo largo
de todo el trabajo, se podŕıan hacer también mediante el uso de grafos y
sus propiedades. Por último nos encontramos con un caṕıtulo más práctico
donde vemos diferentes aplicaciones de las matrices doblemente estocásticas
y de la mayorización. Las áreas donde se pueden aplicar estas matrices son
muy diversas. Podemos trabajar en diferentes ámbitos de las matemáticas
como es el análisis combinatorio, donde incluimos la Teoŕıa de Grafos, la
geometŕıa, la Teoŕıa de Juegos o el análisis númerico. Además encontramos
aplicaciones estocásticas en probabilidad y estad́ıstica. No podemos olvidar
mencionar las aplicaciones a la economı́a y al mundo de la comunicación.



Caṕıtulo 1

Matrices no negativas

1.1. Notación, algunas definiciones y resultados
básicos

Nuestro objetivo en este primer caṕıtulo es demostrar el teorema de Perron-
Frobenious para el cual se requieren conceptos previos. Son estos mismos
conceptos y propiedades de las matrices no negativas los que veremos en
este primer apartado.

La terminoloǵıa y la notación que se aplica a lo largo de toda la memoria
es la que se expone a continuación.
R denota el conjunto de los números reales; C es el conjunto de los núme-
ros complejos; P indica el conjunto de números no negativos. La letra F
nos indica que trabajamos con R o C. Si nos encontramos con los términos
Rn,Cn,Pn, los conjuntos son los mismos salvo que trabajamos con vectores
de n componentes, representados con letras minúsculas en negrita. Los vec-
tores con los que trabajaremos serán vectores columna, salvo en la Sección
(2.2), que se utilizarán vectores fila. Para un conjunto cualquiera S, deno-
tamos Mm,n(S) al conjunto de matrices no negativas m×n con entradas de
S. Si m = n, escribimos Mn(S).
Las matrices las representaremos con letras mayúsculas. Dado A = (aij)
tenemos que A es la matriz cuya entrada (i, j) denotamos por aij .
La fila i-ésima y la columna j-ésima de una matriz A se denota Ai, A

j ,
respectivamente. Dada una potencia de la matriz A, por ejemplo, Ak, deno-

tamos a la entrada (i, j) de dicha matriz como a
(k)
ij .

A la matriz identidad, aquella que tiene entradas 1 en su diagonal y cero en
el resto, n× n se denota por In o, en ocasiones, simplemente por I.

Definición 1. Sea A = (aij) una matriz m × n. Diremos que A es una
matriz no negativa si aij ≥ 0 para todo i, j. Escribiremos A ≥ 0.

Aśı, sean dos matrices A y B, se dice que A ≥ B si A−B ≥ 0.

1



2 1.1. Notación, algunas definiciones y resultados básicos

Definición 2. Sea A una matriz con m filas y n columnas. La matriz tras-
puesta de A, que denotamos por AT , se define como

(aT )ij = aji, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Esto es lo mismo que decir que, el elemento aji de la matriz original A se
convertirá en el elemento aij de la matriz AT .

Definición 3. Sea A una matriz n × n. Entonces, A es invertible si existe
otra matriz cuadrada de orden n, llamada inversa de A y que denotamos
A−1, y tal que se cumple que:

AA−1 = A−1A = In.

Definición 4. Sea A una matriz n×n. Entonces A es una matriz ortogonal
si su matriz inversa coincide con su matriz traspuesta, es decir, si se cumple
que:

A−1 = AT ,

o alguna de las siguientes,

AAT = In, ATA = In.

Definición 5. Sea A una matriz compleja n×n. Entonces A es una matriz
unitaria si se satisface que:

A∗A = AA∗ = In,

donde A∗ denota el traspuesto conjugado de A. Aśı pues, A es unitaria si su
matriz inversa coincide con su matriz traspuesta conjugada, es decir,

A−1 = A∗.

Definición 6. Una matriz de permutación P es una matriz que tiene las
mismas filas de la matriz identidad, pero no necesariamente en el mismo
orden.
Una matriz de permutación resulta del intercambio de filas de una matriz
identidad.
La matriz P satisface que:

P TP = PP T = I.

Definición 7. Una matriz de permutación generalizada es una matriz con
el mismo número de entradas nulas que una matriz de permutación, esto
es, sólo tiene una entrada no nula en cada fila o columna. Estas entradas,
a diferencia de una matriz de permutación, pueden ser distintas de 1 y
necesariamente no nulas.
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Definición 8. Si A ∈ Fn×n, λ0 ∈ C es valor propio de A si ∃v0 ∈ Cn,v0 6= 0,
tal que

Av0 = λ0v0 ⇐⇒ (λ0In −A)v0 = 0.

v0 es el vector propio de A asociado a λ0.

Definición 9. El valor propio λ0 tiene asociado un subespacio propio que
definimos como:

Sλ0 = {x ∈ Cn : Ax = λ0x} = Ker(λ0In −A).

Definición 10. Definimos la multiplicidad geométrica de λ0 como:

mg(λ0) = dim Ker(λ0In −A),

es decir, la dimensión del subespacio propio asociado a λ0.

Definición 11. Definimos el polinomio caracteŕıstico de una matriz A como:

pA(λ) = det(λIn −A)

= λn + p1λ
n−1 + · · ·+ pn−1λ+ pn.

Factorizándolo en C obtenemos,

pA(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 · · · · · (λ− λs)ms , λi 6= λj .

Definición 12. Se define la multiplicidad algebraica de λi como:

ma(λi) = mi.

Teorema 1.1.1. (Forma canónica de Jordan). Para A ∈ Fn×n(F = R o C),
existe T ∈ Cn×n invertible tal que

T−1AT = Diag(Jn1(λ1), Jn2(λ2), . . . , Jns(λs)),

y

Jni(λi) = Diag(Jni1(λi), Jni2(λi), . . . , Jniri
(λi)),

con

Jnij (λi) =


λi 1 . . . 0 0

0 λi
. . . 0 0

...
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . λi 1
0 0 . . . 0 λi

 ∈ Cnij×nij .

J, conocida como matriz de Jordan de A, es única salvo el orden de los
bloques.



4 1.2. Matrices irreducibles

A la secuencia (ni1, . . . , niri) la denominamos multiplicidades parciales
de λi, y tienen las siguientes propiedades:

ma(λi) = ni = ni1 + · · ·+ niri .

mg(λi) = ri.

Sea Sr = Ker(A−λI)r, donde r vaŕıa a lo largo del conjunto de números
enteros no negativos. Se verifica que

0 = S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ Sp = Sp+1 = . . . , (1.1)

para algún entero positivo p.

Definición 13. Al subespacio Sr (1 ≤ r ≤ p) que verifica (1.1), se le
denomina subespacio propio generalizado de A de orden r asociado al valor
propio λ. Además, sea x un elemento no nulo tal que x ∈ Sr pero x /∈ Sr−1,
decimos que x es un vector propio generalizado de A de orden r asociado al
valor propio λ, esto es,

x ∈ Ker(A− λI)r, pero x /∈ Ker(A− λI)r−1.

Definición 14. Los divisores elementales son polinomios ı́ntimamente re-
lacionados con la matriz de Jordan de A y se definen como:

(λ− λ1)n11 , . . . , (λ− λ1)n1s1 , . . . , (λ− λn)nn1 , . . . , (λ− λn)nnsn ,

siendo los λi los diferentes valores propios de la ecuación caracteŕıstica.

Definición 15. Una matriz X se dice que es cogrediente (su palabra original
es el término inglés cogredient) con otra matriz Y si existe una matriz de
permutación P tal que X = P TY P .

1.2. Matrices irreducibles

Definición 16. Sea A una matriz no negativa n× n, n ≥ 2. Se dice que A
es reducible si es cogrediente con una matriz de la forma(

B C
0 D

)
donde B y D son submatrices cuadradas.
En caso contrario, se dice que A es irreducible.

Observación 1. Las matrices 1× 1 son irreducibles por definición.
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Ejemplo 1. Vamos a ver que si A = (aij) ≥ 0 es una matriz n×n irreducible
y x = (x1, . . . , xn) ≥ 0, entonces Ax = 0 implica que x = 0. Lo probamos:
Supongamos que xk > 0 para algún k. Entonces,

0 = (Ax)i =
n∑
j=1

aijxj ≥ aikxk.

Como hemos supuesto xk > 0, entonces tenemos que aik = 0 para todo i.
Esto es lo mismo que decir que la matriz A tiene una columna de ceros y,
por tanto, A es reducible, lo cual es absurdo. Por consiguiente, x = 0.

Proposición 1.2.1. Sea A una matriz no negativa irreducible. Su inversa
es no negativa si y sólo si A es una matriz de permutación generalizada.

Demostración. Sea A = (aij) ∈ Mn(P ) y supongamos que A−1 = (bij) es
no negativa. Aśı,

n∑
i=1

aitbtj = δij i, j = 1, 2, ..., n.

Si la fila i-ésima de A tiene exactamente k entradas positivas en posiciones
(i, js), con s = 1, 2, ..., k y j 6= i, entonces btj debe ser cero para t = j1, . . . , jk.
O lo que es lo mismo, A−1 debe contener una submatriz nula de dimensión
k×(n−1). Pero si k fuera mayor que 1, entonces claramente el determinante
de A−1 seŕıa 0. Por lo que k no puede ser mayor de 1. Como A tiene a lo
sumo una entrada positiva en cada fila, y además es no singular, debe ser
una matriz de permutación generalizada.

A continuación vamos a probar una importante propiedad de las matrices
irreducibles.

Teorema 1.2.2. Sea A es una matriz irreducible no negativa n×n, n ≥ 2, y
sea y un vector de Rn no negativo con exactamente k componentes positivas,
1 ≤ k ≤ n− 1, entonces (In +A)y tiene más de k componentes positivas.

Demostración. Supongamos que y tiene k componentes positivas y el resto
todas 0.
Sea P una matriz de permutación tal que las primeras k componentes de x =
Py son positivas y el resto nulas. Como A ≥ 0, el número de componentes
nulas de (In +A)y = y +Ay no puede ser mayor que n− k.
Supongamos que exactamente son n − k. Esto significaŕıa que (Ay)i = 0
cuando yi = 0, esto es, (PAy)i = 0 cuando (Py)i = 0. Pero Py = x, y
entonces asegurar que (In + A)y tiene tantos 0’s como y es equivalente a
decir que, (PAP Tx)i = 0 para i = k + 1, k + 2, . . . , n.
Sea B = (bij) = PAP T . Entonces, (Bx)i =

∑n
j=1 bijxj =

∑k
j=1 bijxj = 0

para i = k + 1, k + 2, . . . , n. Pero xj > 0 para 1 ≤ j ≤ k y por lo tanto,
bij = 0 para i = k + 1, k + 2, . . . , n y j = 1, 2, . . . , k. Por lo que si (In +A)y
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tiene el mismo número de componentes nulas que y, por lo que la matriz A
tendŕıa que ser reducible, lo cual es una contradicción.

Corolario 1.2.3. Sea A es una matriz irreducible n× n, y sea y un vector
no nulo y no negativo, entonces (In +A)n−1y > 0.

Demostración. Supongamos que y tiene k componentes positivas. Por el
Teorema 1.2.2, sabemos que (In +A)y tiene mayor número de componentes
positivas, es decir, tiene al menos k + 1 componentes positivas. Sea ahora
y
′

= (In+A)y con al menos k+1 componentes positivas, volviendo a aplicar
el Teorema 1.2.2, tenemos que (In +A)y

′
= (In +A)2y va a tener al menos

k + 2 componentes positivas. Repitiendo este proceso n − 1 veces llegamos
a que (In +A)n−1y tiene al menos k + n− 1 componentes positivas.
Dado que y ≥ 0,y 6= 0, entonces aseguramos que k va a ser al menos 1.
Entonces, tenemos que n+ k − 1 ≥ n, dándose la igualdad para k = 1.
De esta forma, si k = 1, es en este último paso donde aseguramos que (In +
A)n−1y > 0. Si k > 1 existirá un exponente p < n−1 tal que (In+A)py > 0,
pero, por la misma razón, también se verificará para n− 1.
Con todo ello queda probado que,

(In +A)n−1y > 0.

Proposición 1.2.4. Sea A una matriz n × n no negativa. Entonces A es
irreducible si y sólo si (In +A)n−1 > 0.

Para probar esta proposición vamos a ver primero un par de propiedades
de las matrices irreducibles:

Lema 1.2.5. Si Ap es irreducible para algún p > 1, entonces A es irreduci-
ble.

Demostración. Sea Ap irreducible para algún p > 1. Supongamos que A es
reducible. Esto es, existe una matriz de permutación P tal que

PAP T =

(
B1 C1

0 D1

)
,

con B1 y D1 matrices cuadradas.
Además PAP TPAP T = PA2P T , y, entonces

PA2P T =

(
B2 C2

0 D2

)
,
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donde B2 y D2 son también matrices cuadradas. De forma más general, para
alguna matriz Ct y matrices cuadradas Bt, Dt, se tiene que

PAtP T =

(
Bt Ct
0 Dt

)
.

Es decir, hemos visto que si A es reducible, Ap es reducible para todo p, lo
cual contradice la hipótesis y, aśı, queda probado que A es irreducible.

Lema 1.2.6. Sea (In +A) irreducible. Entonces A es irreducible.

Demostración. Sea (In +A) irreducible. Supongamos que A es reducible, es
decir, existe una matriz de permutación P tal que

PAP T =

(
B C
0 D

)
,

con B y D matrices cuadradas.
Entonces,

P (In +A)P T = PInP
T + PAP T

= In + PAP T

= In +

(
B C
0 D

)

=

(
B + In1 C

0 D + In2

)
.

Es decir (In +A) seŕıa reducible, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, queda probado que A es irreducible.

Ya podemos demostrar la Proposición 1.2.4.

Demostración. ⇒) Sea y ≥ 0, y 6= 0 un vector arbitrario de Rn. Por el
Corolario 1.2.3,

(In +A)n−1ej > 0,

para j = 1, 2, . . . , n. Esto es lo mismo que decir que todas las columnas de
(In +A)n−1 son positivas, es decir,

(In +A)n−1 > 0.

⇐) Sea ahora nuestra hipótesis que (In + A)n−1 > 0. Esto es lo mismo que
decir que (In+A)n−1 es irreducible. Por el Lema 1.2.5 tenemos que (In+A)
es irreducible. Y, ahora, por el Lema 1.2.6 tenemos que A es irreducible.
Por tanto quedan probadas las dos implicaciones de la Proposición.
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Teorema 1.2.7. Todo vector propio no negativo de una matriz irreducible
no negativa debe ser estrictamente positivo.

Demostración. Supongamos que

Ax = λx,

donde A ≥ 0 es irreducible y x ≥ 0, x 6= 0. Vamos a ver que debe ser
estrictamente mayor que 0. Como A ≥ 0 y x ≥ 0, λ debe ser no negativo.
Entonces, tenemos

(In +A)x = (1 + λ)x.

Si x tiene k componentes nulas, 1 ≤ k < n, entonces (1 + λ)x, también
deberá tener k componentes nulas, aunque por el Teorema 1.2.2, (In +A)x
hemos visto que tendrá menos de k componentes nulas, lo cual es contradic-
torio. Por lo tanto, concluimos que x debe ser positivo.

Teorema 1.2.8. Sea A = (aij) una matriz cuadrada no negativa. Entonces

A es irreducible si y sólo si para cada (i, j) existe un entero k tal que a
(k)
ij > 0.

Demostración. Tenemos que probar la doble implicación.
Por un lado, suponemos que A es irreducible. Aplicando la Proposición 1.2.4,
sabemos que (In +A)n−1 > 0.
Definimos, ahora, B = (bij) = (In + A)n−1A. Dado que (In + A)n−1 > 0 y
A es irreducible, necesariamente B > 0. En caso contrario, A debeŕıa tener
una columna nula, lo cual contradice la irreducibilidad de A.
Sea

B = An + cn−1A
n−1 + ...+ c2A

2 + c1A.

Entonces,

bij = a
(n)
ij + cn−1a

(n−1)
ij + ...+ c2a

(2)
ij + c1aij > 0,

para todo (i, j). Por tanto, va a existir un entero k con 1 ≤ k ≤ n y tal que

a
(k)
ij > 0.

Para demostrar el rećıproco, vamos a probar que si A es reducible, entonces

a
(k)
ij = 0 para algún (i, j), y para cualquier k entero.

Suponemos que A es una matriz reducible n × n y existe P matriz de per-
mutación tal que

P TAP =

(
B C
0 D

)
,

donde B es una submatriz s × s. Pero, entonces para todo i, j que cumpla
que s ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ s, la entrada (i, j) de P TAkP es nula para cualquier
k entero. Podemos obtener P TAkP multiplicando k veces P TAP , esto es,
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P TAPP TAP . . . P TAP . En efecto, por ser P una matriz de permutación se
tiene que PP T = I, por lo que nos queda P TAkP que será de la forma(

Bk Ck
0 Dk

)
,

con Bk y Dk matrices cuadradas y donde la entrada (i, j) es nula.

1.3. La función de Collatz-Wielandt

Para probar el teorema de Perron-Frobeniuos usaremos la función de Collatz-
Wielandt, la cual vamos a estudiar a continuación.
Recordemos que Pn denota el conjunto de los vectores no negativos de n
componentes. Sea, ahora, En un subconjunto de Pn definido por:

En = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Pn|
n∑
i=1

xi = 1}.

Definición 17. Sea A = (aij) una matriz n × n irreducible no negativa.
Denotamos con fA la función fA : Pn −→ P definida por

fA(x) = mı́n
xi 6=0

(Ax)i
xi

,

para todo x no nulo, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Pn.
A la función fA la llamamos función de Collatz-Wielandt asociada con A.

Definición 18. Sea una función f : V −→ W , entre dos subconjuntos de
espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F. Entonces se dice que f es una
función homogénea de grado k si se verifica:

f(αx) = αkx, ∀α 6= 0 ∈ F, ∀x ∈ V.

Teorema 1.3.1. Sea A una matriz irreducible no negativa y sea fA la fun-
ción de Collatz-Wielandt asociada a A. Entonces se verifica:

(i) la función fA es homogénea de grado 0;

(ii) si x es no negativo y no nulo, y ρ es el mayor número real para el cual
se cumple que

Ax− ρx ≥ 0,

entonces tenemos que ρ = fA(x);

(iii) sea x ∈ Pn,x 6= 0 y sea y = (In +A)n−1x, entonces fA(y) ≥ fA(x).
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Demostración. (i) Para t > 0 y x ∈ Pn, x 6= 0, tenemos que

fA(tx) = mı́n
(tx)i 6=0

(A(tx))i
(tx)i

= mı́n
(tx)i 6=0

t(Ax)i
txi

= mı́n
xi 6=0

(Ax)i
xi

= fA(x).

(ii) Vamos a probar que la definición de fA implica que

Ax− fA(x)x ≥ 0,

y que existe un número entero k, 1 ≤ k ≤ n, tal que xk 6= 0 y la
k-ésima componente de Ax− fA(x)x es 0.

Sea fA(x) = mı́n
xi 6=0

(Ax)i
xi

, entonces fA(x) ≤ (Ax)i
xi

, ∀i tal que xi 6= 0.

Diferenciamos dos casos:

xi = 0.
fA(x)xi = 0 y (Ax)i − fA(x)xi ≥ 0.

xi > 0.
fA(x)xi ≤ (Ax)i.

Por tanto, obtenemos que

fA(x)xi ≤ (Ax)i ∀i,

y en definitiva,
Ax− fA(x)x ≥ 0.

Por otro lado, dada la definción de fA, si su valor se da cuando i = k,
entonces podemos asegurar que xk 6= 0, y además que Ax−fA(x)x = 0.
Si se da que c > fA(x), entonces la k-ésima componente de Ax− cx es
negativa. Por lo que queda probado que fA(x) = máx{ρ ∈ R|Ax−ρx ≥
0}.

(iii) Podemos partir de que

Ax− fA(x)x ≥ 0.

Multiplicando a ambos lados de la igualdad por (In + A)n−1, obtene-
mos:

(In +A)n−1Ax− (In +A)n−1fA(x)x ≥ 0.
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Como A y (In +A)n−1 conmutan, nos queda,

A(In +A)n−1x− fA(x)(In +A)n−1x ≥ 0.

Sea y = (In +A)n−1x, nos queda que

Ay− fA(x)y ≥ 0.

Por el apartado (ii), fA(y) es el mayor número que verifica

Ay− fA(y)y ≥ 0.

Con todo ello concluimos que

fA(y) ≥ fA(x).

Teorema 1.3.2. Sea A una matriz n× n irreducible no negativa. Entonces
la función fA alcanza su máximo en En.

Recordemos el siguiente teorema:

Teorema 1.3.3. (Teorema de Heine-Borel). Sea S un subconjunto de Rn,
entonces son equivalentes:

(i) S es cerrado y acotado.

(ii) Todo cubrimiento abierto de S tiene un subrecubrimiento finito, es
decir, S es compacto.

Notemos que En es cerrado y acotado y, en consecuencia, es compacto.
Podemos escribir el conjunto En como :

En = [0, 1]n ∩ |x1|+ · · ·+ |xn| = 1.

Tenemos, por un lado, [0, 1]n que sabemos que es cerrado y acotado, y , por

otro lado, |x1|+ · · ·+ |xn| = 1 = {x ∈ Rn|
∑
i

|xi| = 1}, que se corresponde

con la esfera unidad trabajando en norma 1,

||x||1 =
∑
i

|xi|.

Este conjunto también es cerrado y acotado. Puesto que la intersección finita
de cerrados es cerrada, tenemos que En es cerrado. Además la intersección de
conjuntos acotados también está acotada, basta tomar el mı́nimo de ambas
cotas. Con todo ello, queda probado que el conjunto En es compacto. Si la
función fA fuese continua en En, el resultado seŕıa inmediato por el siguiente
resultado [15]:
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Teorema 1.3.4. Supongamos que f : X −→ R, una función real continua
en un espacio métrico compacto X, y

M = sup
p∈X

f(p), m = ı́nf
p∈X

f(p).

Existen puntos p,q ∈ X, tales que f(p) = M y f(q) = m.

También puede enunciarse la conclusión como sigue: Existen puntos p y
q en X tales que f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) para todo x ∈ X; esto es, f alcanza
su máximo (en p) y su mı́nimo (en q).

La función fA es continua en cualquier vector positivo de En. Sea x ∈ Pn
y sean las funciones continuas f y g definidas como:

f : Pn −→ Rn

de forma que f(x) = ( (Ax)1x1
, . . . , (Ax)nxn

),

g : Rn −→ R

que lleva el vector anterior al mı́ni
(Ax)i
xi

.
De esta forma tenemos que fA : Pn −→ R, se puede expresar como com-
posición de las funciones continuas f y g, fA = g ◦ f. La composición de
funciones continuas es continua, por tanto, concluimos que fA(x) es conti-
nua para cualquier vector positivo. Sin embargo, la función fA puede no ser
continua en la frontera de En. Veamos un ejemplo. Sea

A =

2 2 1
2 2 1
0 2 1


y sea x(ε) = (1, 0, ε)/(1 + ε), donde ε > 0, entonces

Ax(ε) = (2 + ε, 2 + ε, ε)/(1 + ε),

y

fA(x(ε))) = mı́n(
2 + ε

1
,
ε

ε
) = 1.

Sin embargo,
fA(x(0)) = 2 6= 1 = ĺım

ε−→0
fA(x(ε)).

Ya estamos en condiciones de dar la siguiente demostración del Teorema
1.3.2.

Demostración. Sea

G = (In +A)n−1En = {y|y = In +A)n−1x,x ∈ En}.
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G es la imagen de un conjunto compacto, En, por una aplicación lineal entre
espacios vectoriales de dimensión finita y éstas son siempre continuas. Como
la imagen de un compacto por una aplicación continua es compacto, G es
compacto.
Además, por el Corolario 1.2.3, sabemos que todas los vectores de G son
estrictamente positivos. Por ello, fA es continua en G.
Como G es compacto y fA es continua en G, entonces por el Teorema 1.3.4, la
función fA alcanza su máximo valor en G en algún y0 = (y01, y

0
2, ..., y

0
n) ∈ G.

Sea x0 = y0∑n
i=1 y

0
i
∈ En, y sea x un vector arbitrario de En. Entonces si

y = (In +A)n−1x, tenemos:

fA(x) ≤ fA(y), por el Teorema 1.3.1(iii),

≤ fA(y0), por la maximilitud de y0 en G,

= fA(x0), por el Teorema 1.3.1(i).

Como x es cualquier vector de En, se sigue que fA tiene un máximo absoluto
en En en x0.

Ya hemos visto que fA puede no ser continua en Pn, sin embargo, si
está acotada. Lo vemos en la siguiente proposición.

Proposición 1.3.5. Sea A = (aij) una matriz n×n irreducible no negativa.
Entonces, la función fA está acotada.

Demostración. Sea la matriz A ≥ 0 y por la definición de fA es claro que la
cota inferior para la función es 0, esto es, fA(x) ≥ 0, para todo x ∈ Pn.
Lo que queremos es conocer una cota superior. Ésta va a ser el valor más
alto de las sumas de las columnas de A.
Sea cj el valor de la suma de la columna j-ésima de A, esto es,

cj =
n∑
i=1

aij , j = 1, 2, . . . , n.

Para probar lo que queremos y gracias al Teorema 1.3.1 (i), es suficiente
probar que

fA(x) ≤ máx
j
cj ,

para todo x ∈ En. Lo vemos.

Sea x ∈ Pn y sea t =

n∑
i=1

xi, entonces x
′

= x
t ∈ En.
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Si fA(x
′
) ≤ c, ∀x′ ∈ En, entonces, por ser fA una función homogénea, se

tiene que
fA(x) = fA(tx

′
) = fA(x

′
) ≤ c.

Además, sabemos que

(Ax)i ≥ fA(x)xi, ∀x ∈ En,

o, lo que es lo mismo,

n∑
j=1

aijxj ≥ fA(x)xi, para i = 1, 2, . . . , n.

Si ahora, hacemos a ambos las sumas respecto de i nos queda,

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxj ≥
n∑
i=1

fA(x)xi

= fA(x),

dado que

n∑
i=1

xi = 1. Pero, además también tenemos lo siguiente:

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxj =
n∑
j=1

xj

n∑
i=1

aij

=
n∑
j=1

xjcj ≤
n∑
j=1

xj máx
j
cj

= máx
j
cj .

Teniendo en cuenta ambos resultado obtenemos que

fA(x) ≤ máx
j
cj .

Aśı queda visto que
0 ≤ fA(x) ≤ máx

j
cj .

1.4. Valor propio máximo de una matriz no nega-
tiva

A lo largo de este apartado desarrollaremos el teorema de Perron-Frobenious.
El primer teorema es quizás la parte más importante del teorema.
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Teorema 1.4.1. Toda matriz A irreducible no negativa tiene un valor propio
real positivo tal que

r ≥ |λi|,

para cualquier valor propio λi de A. Además hay un vector propio positivo
asociado a r.

El valor propio r se conoce como valor propio máximo de A, y cualquier
vector propio positivo asociado a r se denomina vector propio máximo de
A.

Demostración. Sea A una matriz n× n irreducible no negativa. Por el Teo-
rema 1.3.2, sabemos que existe un vector x0 en En tal que

fA(x) ≤ fA(x0),

para todo x ∈ En. Tomamos

r = fA(x0),

esto es,
r = máx{fA(x) | x ∈ En}.

Primero vamos a probar que r es positivo.

Tomamos el vector u =
(1, 1, ..., 1)

n
∈ En. Entonces, tenemos:

r ≥ fA(u)

= mı́n
i

(Au)i
ui

= mı́n
i

n∑
j=1

aij

> 0,

ya que A no puede tener una fila nula, por ser A irreducible.
Una vez visto esto, seguimos probando que r es un valor propio de A.
Por una parte, sabemos que

Ax0 − rx0 ≥ 0,

vamos a ver que, Ax0 − rx0 = 0. Por el Corolario 1.2.3 , sabemos que

(In +A)n−1(Ax0 − rx0) > 0.

Si tomamos y0 = (In +A)n−1x0, entonces, nos queda

Ay0 − ry0 > 0.
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Por ser una desigualdad estricta, va a existir un número positivo ε tal que:

Ay0 − (r + ε)y0 ≥ 0.

Entonces, ahora, por el Teorema 1.3.1 (ii),

r + ε ≤ fA(y0),

y entonces,
r < fA(y0),

lo cual contradice la maximalidad de r. Por tanto, hemos llegado a un ab-
surdo y podemos asegurar que Ax0 − rx0 = 0, es decir, que r es un valor
propio de A y x0 un vector propio asociado.
En realidad hemos probado que si x es un vector no negativo y no nulo y

Ax− rx ≥ 0,

entonces x es un vector propio de A asociado a r. Entonces, el Teorema 1.2.7
implica que x > 0.

A continuación, sea λi un valor propio arbitrario de A. Entonces Az = λiz,
donde z = (z1, z2, ..., zn) 6= 0. Entonces, tenemos

λizt =

n∑
j=1

atjzj , t = 1, 2, ..., n,

y tomando valores absolutos en ambos lados queda,

|λi||zt| ≤
n∑
j=1

atj |zj |, t = 1, 2, ..., n.

Pasando a notación vectorial,

|λi||z| ≤ A|z|,

donde |z| = (|z1, . . . , |zn|).
Finalmente, por el Teorema 1.3.1(ii) y por ser r = máx{fA(x)|x ∈ En},
entonces,

|λi| ≤ fA(|z|) ≤ r.

De la misma forma que hemos definido y trabajado con fA, podemos
definir otra función

gA(x) = máx
xi 6=0

(Ax)i
xi

(1.2)
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La demostración del teorema anterior seŕıa análoga, solo que definiŕıamos el
máximo valor propio de A como

s = mı́n{gA(x)|x ∈ En}.

Con esta función se verifica el siguiente teorema cuya demostación es análoga
a la del Teorema 1.3.1.

Teorema 1.4.2. Sea A una matriz irreducible y sea gA la función anterior.
Entonces,

(i) gA es homogénea de grado 0.

(ii) Sea x un vector no negativo tal que xi > 0 siempre que (Ax)i > 0 y
sea σ el menor número para el cual se cumple

σx−Ax ≥ 0,

entonces, σ = gA(x).

(iii) Sea x un vector no negativo y sea y = (In+A)n−1x, entonces gA(y) ≤
gA(x).

(iv) gA alcanza su mı́nimo en En en un vector positivo.

Ejemplo 2. Sea

A =

1 3 4
2 1 1
3 4 5


y sea fA la función de Collatz-Wielandt y gA la funcion definida en (1.2).
Sea x1 = (1, 1, 1),x2 = (1, 0, 2),x3 = (2, 1, 3). Calcular fA(x) y gA(x) para
cada xi. Deducir una cota superior e inferior para el valor propio máximo
de A.

fA(x1) = mı́n{8, 4, 12} = 4;

fA(x2) = mı́n{9, 13/2} = 13/2;

fA(x3) = mı́n{17

2
, 8,

25

3
} = 8.

Como sabemos que fA alcanza su máximo, y dado que r ≥ fA(x), entonces
fA(x) nos da valores menores, lo cual nos permite tomar como cota inferior
el mayor de los fA(xi). En este caso, es 8.
Hacemos lo mismo para gA.

gA(x1) = máx{8, 4, 12} = 12;

gA(x2) = máx{9, 13/2} = 9;
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gA(x3) = máx{17

2
, 8,

25

3
} =

17

2
.

En este caso, sabemos que gA alcanza su mı́nimo, y tenemos que gA(x) ≥ r.
por lo que gA(x) nos da una cota superior, en este caso es, 17

2 . Por lo tanto,
el valor propio máximo r va a verificar,

8 ≤ r ≤ 8, 5.

Sea ahora otro vector y = (I3 + A)2x, donde x = (2, 1, 3). Vamos a calcu-
lar los valores de fA(y) y gA(y) correspondientes. Después de realizar las
operaciones necesarias obtenemos y = (177, 84, 261). Calculamos ahora fA:

fA(y) = mı́n{1473

177
,
699

84
,
2172

261
}

= (8,3220 . . . , 8,3214 . . . , 8,3218 . . . ) = 8,3214.

De la misma forma hallamos gA :

gA(y) = máx{1473

177
,
699

84
,
2172

261
}

= (8,3220 . . . , 8,3214 . . . , 8,3218 . . . ) = 8,3220.

De esta forma, podemos reducir más el intervalo donde r alcanza su valor.
Los dos nuevos valores obtenidos se corresponden, de hecho, con la cota
inferior y superior de r, esto es:

8, 3214 ≤ r ≤ 8, 3220.

Si aplicáramos este mismo procedimiento a y = (I3 + A)3x, obtendŕıamos
cotas para r con 5 d́ıgitos de exactitud.

Del teorema de Perron-Frobenious se derivan otros como son los siguien-
tes:

Teorema 1.4.3. El valor propio máximo de una matriz irreducible no ne-
gativa es una ráız simple de su ecuación caracteŕıstica.

Demostración. Vamos a suponer que z es un vector propio de A asociado a
r. Es decir, Az = rz con z 6= 0, y sabemos por la demostración del Teorema
1.4.1 que,

r|z| ≤ A|z|.

En la demostración del Teorema 1.4.1 se ha visto que si x ≥ 0 y Ax−rx ≥ 0,
entonces x es un vector propio de A asociado a r. Aśı pues, |z|, es vector
propio de A. Por el Teorema 1.2.7 sabemos que |z| > 0, es decir, zi 6= 0,
para i = 1, 2, . . . , n. Vamos a ver que la dimensión del subespacio propio de
r es 1. Sea

Sr = {z ∈ Rn : Az = rz}.
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Supongamos que dimSr > 1. Por tanto, existen al menos dos vectores dis-
tintos z1 6= 0, z2 6= 0 ∈ Sr linealmente independientes y |z1| > 0, |z2| > 0.
Aśı existen también números α, β tales que

αz1 + βz2 = y,

siendo y = (y1, . . . , yn) y tal que existe un i de forma que yi = 0. Puesto que
y es combinación lineal de dos vectores propios pertenecientes a Sr, entonces
y ∈ Sr. Por tanto, |y| > 0,, es decir, yi 6= 0, para todo i. Hemos llegado a
una contradicción, por lo que concluimos que

dimSr = 1.

Esto es lo mismo que decir que la multiplicidad geométrica de r es 1.
Pero esto no es suficiente para probar el teorema. Necesitamos ver que su
multiplicidad algebraica también es 1. Notemos que A ≥ 0 si y sólo si AT ≥
0, y A es irreducible si y sólo si AT es irreducible. Además los valores propios
de A y AT coinciden porque son semejantes. Aśı, sean x1 > 0,y > 0 vectores
propios de A y de AT , respectivamente, asociados al valor propio r. Esto es,

(rI −A)x1 = 0, (rI −AT )y = 0.

Supongamos que existe un vector generalizado x2 6= 0, es decir, que se
cumple que

(rI −A)x2 = x1.

Como tenemos que yT (rI − A) = 0T , si multiplicamos a ambos lados de la
igualdad por el vector generalizado x2 obtenemos,

yT (rI −A)x2 = 0,

y sustituyendo por su valor, nos queda que

yTx1 = 0.

Pero este hecho contradice la positividad de los vectores x1 e y, lo cual nos
permite asegurar que r debe tener multiplicidad algebraica 1.
De esta forma, queda visto que el valor propio r es ráız simple del polinomio
caracteŕıstico de A.

Corolario 1.4.4. Si A es una matriz irreducible con valor propio máximo
r, y Ax = rx, entonces x es un múltiplo de un vector positivo.

Demostración. Por el Teorema anterior sabemos que dimSr = 1, lo cual
implica que todo vector propio debe ser múltiplo de un vector propio máximo
que es positivo.
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Ya hemos probado que el valor propio máximo de una matriz irreducible
es simple. Además, la matriz puede tener otros valores propios positivos.
Podemos destacar que el vector propio máximo de una matriz irreducible
es (a parte de múltiplos positivos) el único vector propio no negativo que la
matriz puede tener.

Teorema 1.4.5. Una matriz irreducible tiene exactamente un vector propio
en En.

Demostración. Sea A una matriz irreducible con valor propio máximo r, y
sea y ∈ En un vector propio máximo de AT . Entonces y > 0. Además, dado
z ∈ En cualquier vector propio de A,

Az = ξz.

Si (, ) denota el producto interno estándar, entonces

ξ(z,y) = (Az,y) = (z, ATy) = r(z,y).

Ahora, como z ∈ En e y > 0, entonces (z,y) > 0. Y, además, ξ = r. Esto
es, el único valor propio de A con vector propio no negativo es r.

Con las funciones fA(x) y gA(x) y conocido este último teorema podemos
probar lo siguiente:

Teorema 1.4.6. Sea A una matriz n× n irreducible no negativa con valor
propio máximo r. Si

s = mı́n{gA(x)|x ∈ En},

entonces s = r.

Demostración. Sea x0 un vector positivo en En de forma que se verifica que

gA(x0) ≤ gA(x),

para todo vector x ∈ En.
Vamos a probar que es es un valor propio y x0 su vector propio asociado de
A.
Puesto que ya sabemos que

sx0 −Ax0 ≥ 0,

es suficiente probar que necesariamente tiene que ser 0.
Supongamos por reducción al absurdo que dicha resta es distinta de 0. En-
tonces, por el Corolario 1.2.3,

(In +A)n−1(sx0 −Ax0) > 0.
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Sea y0 = (In +A)n−1x0, nos queda que

sy0 −Ay0 > 0.

Aśı, para un ε suficientemente pequeño se verifica que

(s− ε)y0 −Ay0 ≥ 0,

y, además, por el Teorema 1.4.2 (ii),

gA(y0) ≤ s− ε.

Por lo tanto, se debeŕıa verificar que

gA(y0) < s,

lo cual es absurdo ya que contradice la minimalidad de s.
Aśı queda probado que sx0 −Ax0 = 0, esto es,

Ax0 = sx0,

de donde, por la definición de valor propio, concluimos que s es valor propio
de A y x0 un vector propio asociado.
Finalmente, por el Teorema 1.4.5, tenemos que r = s.

1.5. Matrices primitivas y no primitivas

Definición 19. Sea A una matriz n×n irreducible con valor propio máximo
r, y supongamos que A tiene exactamente h valores propios de módulo r. El
número h se denomina ı́ndice de imprimitividad(proviene del término inglés
index of imprimitivity) de A, o simplemente, ı́ndice de A. Si h = 1, entonces
la matriz A se denomina primitiva. En caso contrario, A se dice no primitiva.

Necesitaremos el siguiente Teorema fundamental debido a Frobenious
cuya demostración alargaŕıa en exceso la extensión de esta memoria. Una
demostración puede encontrarse en [1].

Teorema 1.5.1. Sea A una matriz irreducible con ı́ndice h ≥ 2. Entonces,
A es cogrediente con una matriz de la forma

0 A12 0 . . . 0 0
0 0 A23 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . 0 Ah−1,h
Ah1 0 . . . 0

 ,

donde los bloques nulos de la diagonal son cuadrados.





Caṕıtulo 2

Matrices doblemente
estocásticas

En este caṕıtulo vamos a hacer un estudio de las matrices doblemente es-
tocásticas. Estas matrices son matrices no negativas con importantes apli-
caciones en diversos ámbitos tanto de las matemáticas como de otras áreas
cient́ıficas.
En matemáticas, una matriz estocástica (también denominada matriz de
probabilidad, matriz de transición, matriz de sustitución o matriz de Mar-
kov) es una matriz utilizada para describir las transiciones en una cadena
de Markov, un tipo especial de proceso estocástico discreto en el que la pro-
babilidad de que ocurra un evento no depende del evento inmediatamente
anterior.
Ha encontrado uso en la teoŕıa de la probabilidad, en estad́ıstica y en álgebra
lineal, aśı como en informática. Existen varias definiciones y tipos de matriz
estocástica:

Una matriz estocástica derecha es una matriz cuadrada donde cada
una de sus filas está formada por números reales no negativos, sumando
cada fila 1.

Una matriz estocástica izquierda es una matriz cuadrada donde cada
una de sus columnas está formada por números reales no negativos,
sumando cada columna 1.

Una matriz doblemente estocástica es una matriz cuadrada donde to-
dos los valores son no negativos y todas las filas y columnas suman
1.

2.1. Definiciones y primeros resultados

A lo largo del caṕıtulo nos centraremos en las matrices doblemente estocásti-
cas, cuya definición formal se puede escribir como:

23
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Definición 20. Una matriz real A se dice quasi-estocástica si cada una de
sus filas y columnas suman 1.
Una matriz A = (aij) cuadrada n× n es doblemente estocástica si

aij ≥ 0 para i, j = 1, . . . , n,

y ∑
i

aij = 1, j = 1, . . . , n;
∑
j

aij = 1, ı = 1, . . . , n.

Al conjunto de matrices doblemente estocásticas n×n se le denota como Ωn.
Debe observarse que una matriz doblemente estocástica es necesariamente
cuadrada, puesto que al sumar todas las filas obtenemos n, de forma que el
número de columnas también debe ser n.

Sea el vector e =

1
...
1

, la segunda condición se puede ver como:

eTP = eT ; Pe = e.

Esto significa que una matriz n × n A es doblemente estocástica si y sólo
si 1 es valor propio de A y (1, . . . , 1) es un vector propio asociado a dicho
valor propio para A y AT . Aśı una matriz n× n no negativa es doblemente
estocástica si y sólo si

AJn = JnA = Jn,

siendo Jn una matriz n× n con todas sus entradas 1/n.

Recordemos que una combinación convexa es una combinación lineal tal

que sea b = (b1, . . . , bn) un vector, entonces
n∑
i=1

αibi verifica que:

0 ≤ αi ≤ 1, y
n∑
i=1

αi = 1.

Además aplicando el Teorema de Perron a las matrices (doblemente)
estocásticas obtenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.1.1. El valor propio máximo de una matriz n×n no negativa
doblemente estocástica es 1.
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Demostración. Como hemos dicho antes, sea A una matriz estocástica, en-
tonces Ae = e.

A

1
...
1

 =



n∑
i=1

a1i

n∑
i=1

a2i

...
n∑
i=1

ani


=

1
...
1

 .

De esta forma queda probado que el 1 es valor propio de A = (aij). Ahora,
veamos que de todos los valores propio de A, 1 es el mayor de ellos. Supon-
gamos por reducción al absurdo que existe un valor propio λ > 1 y tal que

Ax = λx, donde x =

x1...
xn

. Sea xi la mayor componente de x. Por ser A

estocástica, sus filas son no negativas y suman 1. Por tanto, cada entrada
en Ax implica que λx es combinación convexa de los elementos de x.
Aśı ninguna entrada en λx puede ser mayor que xi, esto es,

λxi =
n∑
j=1

aijxj ≤
n∑
j=1

aij máx (x1, . . . , xn) = máx (x1, . . . , xn)
n∑
j=1

aij = máx (x1, . . . , xn) = xi.

Entonces, como λ > 1, multiplicando a ambos lados de la desigualdad por
xi nos queda

λxi > xi.

De esta forma, llegamos a una contradicción de forma que podemos concluir
que 1 es el mayor valor propio de A, con A matriz estocástica.

Podemos dar otra demostración gracias a lo probado en la Proposición
1.3.5 del Caṕıtulo anterior.

Demostración. sea A una matriz estocástica, entonces Ae = e, esto, es te-
nemos que 1 es valor propio de A.
Además dado que A una matriz doblemente estocástica, sabemos que la su-
ma de las colmunas es la misma, independientemente de la columna y, por
tanto, que el máximo de dichas sumas va a ser 1. Por la Proposición 1.3.5
vista en el Caṕıtulo 1, tenemos que,

0 ≤ fA(x) ≤ 1.

Por otro lado, tenemos definido r como

r = máx{fA(x)|x ∈ En}.
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Por tanto, necesariamente r = 1, es decir, 1 es el mayor valor propio de
A.

Definición 21. Sea A = (aij) una matriz n × n. Se dice que A es ortoes-
tocástica si existe una matriz ortogonal real T = (tij) tal que aij = t2ij , i, j =
1, . . . , n.

Definición 22. Sea A = (aij) una matriz n × n. Se dice que A es Schur-
estocástica o unitario-estocástica si existe una matriz unitaria U = (uij) tal
que aij = |uij |2, i, j = 1, . . . , n.

Es claro, que toda matriz ortoestocástica es matriz Schur-estocástica y
ésta a su vez es matriz doblemente estocástica. En cambio, el rećıproco no
es cierto siempre.

Ejemplo 3. Dadas las siguientes matrices:

A =
1

16

8 7 1
7 2 7
1 7 8

 , B =
1

4

0 2 2
2 1 1
2 1 1

 , C =
1

3


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 .

Veamos cuáles son ortoestocásticas y cuáles Schur-estocásticas.

Podemos ver que tanto B como C son ortoestocásticas, y, por tanto,
también son Schur-estocásticas. La matrices ortogonales que verifican la con-
dición para B y C, respectivamente, son:

 0 1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/2 1/2

1/
√

2 1/2 −1/2

 ,
1

3


0 1/

√
3 1/

√
3 1/

√
3

1/
√

3 0 1/
√

3 1/
√

3

1/
√

3 1/
√

3 0 1/
√

3

1/
√

3 1/
√

3 1/
√

3 0

 .

Por tanto, B y C son tanto ortoestocásticas como Schur-estocásticas.

En cambio, A no va a cumplir las dos condiciones. Veamos que no es
ortoestocástica.

Sea T = (tij) una matriz 3×3 tal que aij = t2ij , i, j = 1, 2, 3. Tenemos que

t11t21+t12t22+t13t23 =
√
56+
√
14+
√
7

4 6= 0, por lo que T no es ortoestocástica.
Sin embargo, si es Schur-estocástica. Lo vemos. Sea la matriz U de la forma:

U =


√
8
4 e

iθ11
√
7
4 e

iθ12 1
4e
iθ13

√
7
4 e

iθ21
√
2
4 e

iθ22
√
7
4 e

iθ23

1
4e
iθ31

√
7
4 e

iθ32
√
8
4 e

iθ33

 .

Se debe verificar que UU∗ = I, para lo cual plantearemos un sistema de 9
ecuaciones que se puede ver que tienen solución, esto es, podemos encontrar
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valores para θij con i, j = 1, 2, 3, que verifiquen las diferentes ecuaciones.
Por lo tanto, A si es Schur-estocástica.

Lema 2.1.2. El producto de matrices doblemente estocásticas es una matriz
doblemente estocástica.

Demostración. Haremos la demostración para dos matrices. Sean A y B
matrices doblemente estocásticas n× n, sabemos que se verifica:

AJn = JnA = Jn = BJn = JnB.

Sea entonces AB su producto, tenemos que :

(AB)Jn = A(BJn) = AJn = Jn,

y

Jn(AB) = (JnA)B = JnB = Jn.

Aśı queda visto que AB también es doblemente estocástica.

De la misma forma se podŕıa probar para un número cualquiera de ma-
trices doblemente estocásticas.

Lema 2.1.3. La inversa de una matriz doblemente quasi-estocástica no sin-
gular es doblemente quasi-estocática.

En particular, la inversa de una matriz doblemente estocástica es doble-
mente quasi-estocástica.

Demostración. Sea A una matriz doblemente estocástica no singular n× n.
Entonces tenemos que:

Jn = JnIn = JnAA
−1 = JnA

−1,

por ser A doblemente estocástica. Y de igual forma, se tiene que

Jn = InJn = A−1AJn = A−1Jn.

Por tanto, queda probado que A−1 es doblemente quasi-estocástica.

Sin embargo, no podemos asegurar que A−1 sea doblemente estocástica,
ya que por la Proposición 1.2.1, A−1 no tiene porque ser no negativa.

La permanente de una matriz es un concepto del álgebra lineal parecido
al determinante. La diferencia entre ambos conceptos se debe a que la per-
manente no tiene en cuenta la signatura mientras que el determinante si lo
hace.
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Definición 23. La permanente de una matriz A = (aij) cuadrada n× n se
define como

per(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=0

ai,σ(i).

Ejemplo 4. Sea la matriz A =

(
a b
c d

)
, entonces calculamos su permanente

como:

per(A) = ad+ bc.

Definimos ahora el conjunto Qr,n = {(i1, . . . , ir)|1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n}.
Sea A una matriz n × n y α ∈ Qr,n, entonces α = (i1, . . . , ir), 1 ≤ i1 <
. . . < ir ≤ n, son algunas filas o columnas de A.

Además tenemos que saber que A[α|β] = A

(
i1 . . . ir
j1 . . . jr

)
= (aisjt), y

A(α|β) es la matriz de resulta al quitarle a A las filas de α y las colum-
nas de β.
Conocidos estos términos podemos dar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Sea A = (aij) una matriz n×n, y sea α una secuencia en
Qr,n. Para algún i, 1 ≤ i ≤ n, se verifica que

per(A) =
∑

β∈Qr,n

per(A[α|β]) per(A(α|β)) (2.1)

En particular, para cualquier i, 1 ≤ i ≤ n,

per(A) =
n∑
t=1

ait per(A(i|t).

Demostración. Consideremos las entradas de A indeterminadas. Para β ∈
Qr,n, la permanente de A[α|β] es una suma de r! productos diagonales y la
de A(α|β) es una suma de

(
n−r
n−r
)
(n − r)! = (n − r)! productos diagonales.

El producto de un producto diagonal de A[α|β] por un producto diagonal
de A(α|β), es un producto diagonal de A. Aśı, para un β fijo, se tiene
que per(A[α|β]) per(A(α|β)) es suma de r!(n− r)! productos diagonales de
A. Además, para diferentes secuencias β, se obtienen diferentes productos
diagonales. Como hay

(
n
r

)
secuencias en Qr,n y además el lado derecho de

(2.1) es la suma de (
n

r

)
r!(n− r)! =

(
n

n

)
n! = n!

productos diagonales, esto es, tenemos la suma de todos los productos dia-
gonales de A, que es igual a la permanente de A.
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Teorema 2.1.5. (Teorema de Frobenious-Köning). La permanente de una
matriz no negativa n× n es 0 si y sólo si la matriz contiene una submatriz
nula s× t con s+ t = n+ 1.

Demostración. ⇐=) Sea A una matriz no negativa n×n y supongamos que
A[α|β] = 0, donde α ∈ Qs,n, β ∈ Qt,n y s + t = n + 1. Entonces, la
submatriz A[α|1, 2, . . . , n] contiene al menos t = n − s + 1 columnas nulas,
y, por lo tanto, toda submatriz s × s, A[α|ω], con ω ∈ Qs,n, tiene una
columna nula. O lo que es lo mismo, per(A[α|ω]) = 0, ∀ω ∈ Qs,n. Si s = n,
entonces el teorema estaŕıa probado. En cambio, si s < n, por el Teorema
2.1.4, tenemos:

per(A) =
∑

ω∈Qs,n

per(A[α|ω]) per(A(α|ω)) = 0.

=⇒) Supongamos ahora que A = (aij) es una matriz n×n y que per(A) =
0. Vamos a usar inducción sobre n. Si n = 1, entonces A debe ser la matriz
nula. Supongamos ahora que n > 1 y que el teorema se verifica para n.
Vamos a ver que también lo hace para n+ 1.
Si A = 0 no hay nada que probar. En otro caso, A contiene una entrada no
nula ahk. Puesto que

0 = per(A) ≥ ahk per(A(h|k)),

entonces tenemos que per(A(h|k)) = 0. Por hipótesis de inducción, la sub-
matriz A(h|k) contiene una submatriz nula p × q con p + q = n. Sean P y
Q matrices de permutación tales que

PAQ =

(
X Y
0 Z

)
,

donde X es (n− p)× q y Z es p× p. Claramente, (n− p) ≤ q y además

0 = per(A) = per(PAQ) ≥ per(X) per(Z).

Por tanto, se debe cumplir que per(X) = 0 o per(Z) = 0. Vamos a probar
para el primer caso, siendo la demostración análoga para el segundo.
Supongamos per(X) = 0. Aplicando de nuevo la hipótesis de inducción, te-
nemos que X contiene una submatriz nula u×v, X[i1, i2, . . . , iu|j1, j2, . . . , jv]
con u+v = q+1. Por lo tanto, PAQ, y, en consecuencia A, contiene una sub-
matriz nula (u+p)×v, (PAQ)[i1, . . . , iu, n−p+1, n−p+2, . . . , n|j1, . . . , jv]
con

q + p = (u+ p) + v = p+ (u+ v)

= p+ q + 1

= n+ 1.
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Un resultado importante es el siguiente, el cual fue expuesto por Köning
[8].

Teorema 2.1.6. (Köning). Toda matriz doblemente estocástica tiene una
diagonal positiva.

Demostración. Sea A una matriz doblemente estocástica. Supongamos por
reducción al absurdo que no tiene diagonal positiva. Entonces, la permanen-
te de A deberá ser nula y, por el Teorema de Frobenious-Köning, existen
matrices de permutación P y Q de forma que

PAQ =

(
B C
0 D

)
,

donde el bloque nulo es de dimensión p× q, siendo p+ q = n+ 1.
Denotemos ahora σ(X) a la suma de las entradas de la matriz X.
Entonces,

n = σ(PAQ)

≥ σ(B) + σ(D)

= q + p

= n+ 1.

Puesto que hemos obtenido una contradicción, queda probado el teorema.

Por otro lado, tenemos que tener en cuenta que las matrices doblemente
estocásticas reducibles e no primitivas irreducibles tienen propiedades es-
tructurales especiales.
A continuación veremos algunas de ellas.
Vamos a definir la suma directa de matrices, que denotaremos con ⊕, como
sigue:

B ⊕D = diag(B,D) =

(
B 0
0 D

)
.

Teorema 2.1.7. Una matriz doblemente estocástica reducible es cogrediente
a una suma directa de matrices doblemente estocásticas.

Demostración. Sea A una matriz reducible n × n doblemente estocástica.
Por ser A reducible, tenemos que A es cogrediente a una matriz de la forma

X =

(
B C
0 D

)
,

esto es,

A = P TXP.
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La matriz B es una submatriz cuadrada de dimensión k × k, y D tiene
dimensión (n− k)× (n− k). Es claro que X es doblemente estocástica.
La suma de las primeras k columnas de X es k, es decir,

σ(B) = k.

De la misma forma, ocurre que

σ(D) = n− k.

Pero, por otro lado tenemos,

n = σ(X)

= σ(B) + σ(C) + σ(D)

= k + σ(C) + n− k
= n+ σ(C),

lo cual implica que
σ(C) = 0.

Y, en consecuencia,
C = 0.

De esta forma, nos queda que

X = B ⊕D,

donde B y D son matrices doblemente estocásticas.
Queda aśı probado que A es cogrediente a X = B ⊕ D, suma directa de
matrices doblemente estocásticas.

Además también se cumplen los siguientes resultados:

Corolario 2.1.8. Una matriz doblemente estocástica reducible es cogredien-
te a una suma directa de matrices irreducibles doblemente estocásticas.

Demostración. Por el Teorema 2.1.7, sabemos que una matriz doblemente
estocástica reducible es cogrediente a una suma directa de matrices doble-
mente estocásticas. Esto es, X = B ⊕D.
Si B y D son irreducibles ambas dos ya estaŕıa probado. En caso contra-
rio, puede ocurrir que una de las dos sea reducible o las dos. Supongamos
que B es reducible. Por tanto, podemos volver a aplicar el Teorema 2.1.7 y,
entonces,

B = B
′ ⊕D′ ,

siendo B
′
y D

′
matrices doblemente estocásticas cuadradas de menor dimen-

sión. Aśı, quedaŕıa X = B
′⊕D′⊕D. De nuevo, si B

′
y D

′
son irreducibles ya

estaŕıa probado. En otro caso, se repetiŕıa el mismo proceso. Este proceso es
finito, puesto que como mucho vamos a obtener matrices 1×1, que sabemos
que son irreducibles por definición. Esto es, vamos a realizar como mucho
un número finito de pasos, en concreto, n pasos.
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Corolario 2.1.9. Los divisores elementales correspondientes a 1, autovalor
máximo de una matriz doblemente estocástica, son lineales.

Demostración. Dado que 1 es valor propio de una matriz doblemente es-
tocástica y por el Teorema 1.4.3 para λi = 1, cada nisi = 1, y, por tanto,
queda visto que los divisores elementales asociados a 1 son lineales.

El siguiente teorema, el cual se le debe a Marcus, Minc y Moyls, describe
la estructura de matrices doblemente estocásticas imprimitivas irreducibles.

Teorema 2.1.10. Sea A una matriz n×n doblemente estocástica irreducible
con ı́ndice de imprimitividad h. Entonces, h divide a n, y la matriz A es
cogrediente a una matriz de la forma

0 A12 0 . . . 0 0
0 0 A23 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . 0 Ah−1,h
Ah1 0 . . . 0 0

 , (2.2)

donde todos los bloques son (n/h)-cuadrados.

Demostración. Por el Teorema 1.5.1 del Caṕıtulo 1, A es cogrediente a una
matriz de la forma (2.2), donde los bloques nulos de la diagonal princi-
pal son cuadrados. Cada uno de los bloques A12, A23, . . . , Ah−1,h, Ah1, debe
ser doblemente estocástico y, por lo tanto, cuadrado (por ser toda matriz
doblemente estocástica cuadrada). Esto implica que los bloques nulos a lo
largo de la diagonal principal tengan el mismo orden. De ah́ı obtenemos el
resultado.

2.2. Mayorización y caracterizaciones

Recordemos que a lo largo de esta sección trabajaremos con vectores fila por
conveniencia notacional.

Para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x[1] ≥ · · · ≥ x[n] son las componentes de
x en orden decreciente (o, mejor, no creciente). De forma similar se verifica
para y.

Definición 24. Dados x,y ∈ Rn, se dice que x está mayorizado por y,
x ≺ y, si se cumple que:

(i)

k∑
i=1

xi ≤
k∑
i=1

yi, k = 1, . . . , n− 1;
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(ii)

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

yi.

Ejemplo 5. (i) El ejemplo más sencillo se puede dar para n = 2:

(2, 1) ≺ (3, 0).

(ii) Si tomamos n = 3:

(3, 2, 1) ≺ (3, 3, 0) ≺ (6, 0, 0).

(iii) Para n mayor, un ejemplo conocido es:

(
1

n
,

1

n
, . . . ,

1

n
) ≺ (

1

n− 1
, . . . ,

1

n− 1
, 0) ≺ · · · ≺ (

1

2
,
1

2
, 0, . . . , 0) ≺ (1, 0, . . . , 0).

Una vez conocido este concepto podemos caracterizar a las matrices do-
blemente estocásticas de la siguientes forma:

Teorema 2.2.1. P = (pij) es una matriz n× n doblemente estocástica si y
sólo si yP ≺ y para todo y ∈ Rn.

Demostración. ⇐=) Supongamos primero que yP ≺ y para todo y ∈ Rn.
En particular, eP ≺ e siendo e = (1, . . . , 1). De esta forma si para algún
vector z, tenemos z ≺ e, necesariamente z = e, y, por tanto, eP = e.
Tomando ahora y = ei, esto es, yi = 1, yj = 0 si j 6= i, obtenemos

eiP = (pi1, pi2, . . . , pin) ≺ ei, lo cual significa que
∑
j

pij = 1, o lo que

es lo mismo, PeT = eT . Como también tenemos que pij ≥ 0, podemos ase-
gurar que P es una matriz doblemente estocástica.

=⇒) Supongamos ahora que P es una matriz doblemente estocástica. Sea
y ∈ Rn y x = yP. Vamos a suponer, por sencillez notacional, que x1 ≥ · · · ≥
xn, y1 ≥ · · · ≥ yn. En caso contrario aplicaŕıamos el mismo procedimiento a
los vectores x’ = (x[1], . . . , x[n]), y’ = (y[1], . . . , y[n]). Entonces tenemos,

k∑
j=1

xj =
k∑
j=1

n∑
i=1

yipij =
n∑
i=1

yiti,

donde tenemos que

0 ≤ ti =

k∑
j=1

pij ≤ 1
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ya que por ser P matriz doblemente estocástica, sabemos que

k∑
j=1

pij = 1 y,

tenemos que, k < n. También se verifica que

n∑
i=1

ti =
n∑
i=1

k∑
j=1

pij =
k∑
j=1

n∑
i=1

pij = k.

De esta forma tenemos,

k∑
j=1

xj −
k∑
j=1

yj =

n∑
i=1

yiti −
k∑
i=1

yi

=

n∑
i=1

yiti−
k∑
i=1

yi+yk(k−
n∑
i=1

ti) =

k∑
i=1

(yi−yk)(ti−1)+

n∑
i=k+1

ti(yi−yk) ≤ 0,

puesto que ambos sumandos son negativos. En el primer sumando tenemos
que (yi− yk) ≥ 0 y (ti− 1) ≤ 0 y, en el segundo, (yi− yk) < 0 y ti > 0, para
los respestivos valores de i.

Por tanto,
n∑
i=1

xi = yPeT = yeT =
n∑
i=1

yi. Y dado que se cumplen las

condiciones de mayorización aseguramos que yP ≺ y.

En esta demostración hemos visto que los vectores de la forma x = yP ,
están mayorizados por y. Con el siguiente resultado, veremos que los vectores
mayorizados por y son de la forma x = yP . El resultado es conocido como
teorema de Hardy, Littlewood y Pólya.

Teorema 2.2.2. (Hardy, Littlewood and Pólya, 1929). Sean x,y ∈ Rn.
Entonces, x ≺ y si y sólo si x = yP para alguna matriz P doblemente
estocástica.

Para poder dar una demostración de este teorema necesitamos definir
la siguiente matriz conocida como T -transformación y que tiene la siguiente
forma:

T = λI + (1− λ)Q

donde 0 ≤ λ ≤ 1 y Q es una matriz de permutación que intercambia unica-
mente dos componentes. Aśı xT tiene la forma

xT = (x1, . . . , xj−1, λxj+(1−λ)xk, xj+1, . . . , xk−1, λxk+(1−λ)xj , xk+1, . . . , xn).

Observación 2. La matriz T es doblemente estocástica.

Lema 2.2.3. (Muirhead,1903; Hardy, Littlewood and Pólya, 1934, 1952) Si
x ≺ y, entonces x se puede derivar de y por sucesivas aplicaciones de un
número finito de T -transformaciones.
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Demostración. Como las matrices de permutación Q que sólo intercambian
dos componentes son T -tranformaciones, y dado que cualquier matriz de
permutación es producto de matrices de permutación simples, supongamos
que x no se puede obtener de y mediante permutaciones en sus argumentos.
Además, podemos suponer sin pérdida de generalidad que x1 ≥ · · · ≥ xn,
y1 ≥ · · · ≥ yn.

Sea j el mayor sub́ındice tal que xj < yj y sea k el menor sub́ındice, mayor
que j, tal que xk > yk. Por la elección tenemos que

yj > xj ≥ xk > yk.

Sea δ = min(yj − xj , xk − yk), y definamos 1− λ = δ/(yj − yk). Dado

y
′

= (y1, . . . , yj−1, yj − δ, yj+1, . . . , yk−1, yk + δ, yk+1, . . . , yn).

Sabemos que 0 ≤ λ ≤ 1 y además por la elección de 1− λ nos queda:

y
′

= λy + (1− λ)(y1, . . . , yj−1, yk, yj+1, . . . , yk−1, yj , yk+1, . . . , yn).

Por lo que y
′

= yT , siendo en este caso Q la matriz que intercambia exacta-
mente las componentes j-ésima y k-ésima. Vamos a ver que, y

′ ≺ y. Veremos

primero que
n∑
i=1

y
′
i =

n∑
i=1

yi.

n∑
i=1

y
′
i = y1+· · ·+yj−1+λyj+(1−λ)yk+yj+· · ·+yk−1+λyk+(1−λ)yj+yk+1+

· · ·+yn= y1+ · · ·+yj−1+yj +yj+1+ · · ·+yk−1+yk+yk+1+ · · ·+yn=
n∑
i=1

yi.

Ahora nos falta ver que,
t∑
i=1

y
′
i ≤

t∑
i=1

y para cualquier t < n. Para ello dife-

renciamos tres casos:

CASO 1: t < j
t∑
i=1

y
′
i = y1 + · · ·+ yt =

t∑
i=1

yi

CASO 2: j ≤ t < k
t∑
i=1

y∗i = y1+· · ·+λyj+(1−λ)yk+· · ·+yt = y1+λ(yj−yk)+yk+· · ·+yt

Como λ ≤ 1 y yj − yk ≥ 0, tenemos que

λ(yj − yk) + yk ≤ yj − yk + yk = yj

Y, en consecuencia
t∑
i=1

y
′
i = y1+· · ·+λyj+(1−λ)yk+· · ·+yt ≤ y1+· · ·+yj+· · ·+yt =

t∑
i=1

yi
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CASO 3: t ≥ k
t∑
i=1

y
′
i = y1 + · · ·+ λyj + (1− λ)yk + · · ·+ λyk + (1− λ)yj + · · ·+ yt

≤ y1 + · · ·+ yj + · · ·+ yk + · · ·+ yt =
t∑
i=1

yi

Queda aśı probado que y
′ ≺ y.

Ahora queremos ver que también se verifica que x ≺ y
′
. Veamóslo:

j−1∑
i=1

y
′
i =

j−1∑
i=1

yi ≥
j−1∑
i=1

xi

y
′
j ≥ xj , porque y

′
i = yi, i = j + 1, . . . , k − 1,

n∑
i=k+1

y
′
i =

n∑
i=k+1

yi ≥
n∑

i=k+1

xi

n∑
i=1

y
′
i =

n∑
i=1

yi =

n∑
i=1

xi.

Para cualquier par de vectores u,v, su distancia d(u,v) se define como el
número de diferencias no nulas ui − vi.
Como y

′
j = xj si δ = yj − xj e y

′
k = xk si δ = xk − yk, se tiene que

d(x,y∗) ≤ d(x,y)−1. Y, por consiguiente, y se puede derivar de x mediante
un número finito de T -transformaciones.

Ya estamos en condiciones de probar el Teorema 2.1.7.

Demostración. Vamos a probar el doble contenido:

⇐=) Supongamos primero que existe una matriz P doblemente estocástica
tal que x = yP . Entonces, por el Teorema 2.1.6, tenemos que x = yP ≺ y,
es decir, x ≺ y.

=⇒) Supongamos ahora que x ≺ y. Como las T-transformaciones son ma-
trices doblemente estocásticas y, por el Lema 2.1.2, el producto también
es doblemente estocástico, podemos asegurar la existencia de una mariz P
doblemente estocástica tal que x = yP .
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Ejemplo 6. Sea x = (9, 7, 5, 4, 4) e y = (10, 10, 5, 3, 1). Encontrar una ma-
triz P doblemente estocástica tal que x = yP .

En este caso, tomamos j = 2 y k = 4 y podemos ver que se verifica que
y2 > x2 ≥ x4 > y4 ya que 10 > 7 > 4 > 3.
Para seguir tomamos ahora

δ = mı́n{y2 − x2, x4 − y4}

= mı́n{3, 1} = 1.

Y además

1− λ =
1

y2 − y4
=

1

7
,

por lo que

λ = 1− 1

7
=

6

7
.

Aśı podemos obtener

y
′

= (10, 10− 1, 5, 3 + 1, 1) = (10, 9, 5, 4, 1).

Pero, a su vez, y
′

= yT con T = λI + (1− λ)Q, esto es,

y
′

= λy + (1− λ)(y1, y4, y3, y2, y5)

=
6

7
(10, 10, 5, 3, 1) +

1

7
(10, 3, 5, 10, 1)

= (10, 9, 5, 4, 1).

Se cumple tanto que y
′ ≺ y como que x ≺ y

′
.

Repetimos el mismo proceso para x = (9, 7, 5, 4, 4) e y
′

= (10, 9, 5, 4, 1).
Tomamos ahora, j = 2 y k = 5 y se sigue verificando que 9 > 7 > 4 > 1.
En este caso,

δ = mı́n{y′2 − x2, x5 − y
′
5}

= mı́n{2, 3} = 2.

Y además

1− λ =
2

y
′
2 − y

′
5

=
2

8
=

1

4
,

por lo que

λ = 1− 1

4
=

3

4
.

De esta forma, obtenemos

y
′′

= (10, 9− 2, 5, 4, 1 + 2) = (10, 7, 5, 4, 3).
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Pero, a su vez, y
′′

= y
′
T1 con T1 = λI + (1− λ)Q1, esto es,

y
′′

= λy
′
+ (1− λ)(y

′
1, y

′
5, y

′
3, y

′
4, y

′
2)

=
3

4
(10, 9, 5, 4, 1) +

1

4
(10, 1, 5, 4, 9)

= (10, 7, 5, 4, 3).

Se cumple tanto que y
′′ ≺ y

′
como que x ≺ y

′′
.

Como aún no hemos obtenido x tenemos que seguir repitiendo el proceso.
Partiendo ahora de x = (9, 7, 5, 4, 4) e y

′′
= (10, 7, 5, 4, 3). Solo podemos

tomar j = 1 y k = 5. Aśı,

δ = mı́n{y′′1 − x1, x5 − y
′′
5}

= mı́n{1, 1} = 1.

Y además

1− λ =
1

y
′′
1 − y

′′
5

=
1

7
,

y entonces, λ = 6
7 . De esta forma, obtenemos

y
′′′

= (10− 1, 7, 5, 4, 3 + 1) = (9, 7, 5, 4, 4) = x.

Pero, a su vez, y
′′′

= y
′′
T2 con T2 = λI + (1− λ)Q2, esto es,

y
′′′

= λy
′′

+ (1− λ)(y
′′
5 , y

′′
2 , y

′′
3 , y

′′
4 , y

′′
1 )

=
6

7
(10, 7, 5, 4, 3) +

1

7
(3, 7, 5, 4, 10)

= (9, 7, 5, 4, 4) = x.

De esta forma, partiendo de y hemos obtenido x que es lo que queŕıamos.
Ahora, solo nos falta calcular P .
Sabemos que T, T1, T2 son matrices doblemente estocásticas y su producto
nos da una nueva matriz también doblemente estocástica. Por tanto,

P = TT1T2.

Vamos a calcular expĺıcitamente cada una de ellas:

T = λI + (1− λ)Q,

esto es,

T =
6

7


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

+
1

7


1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

 .
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=


1 0 0 0 0
0 6

7 0 1
7 0

0 0 1 0 0
0 1

7 0 6
7 0

0 0 0 0 1


De forma análoga calculamos T1 y T2.

T1 =
3

4


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

+
1

4


1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0

 .

=


1 0 0 0 0
0 3

4 0 0 1
4

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1

4 0 0 3
4


y, por último,

T2 =
6

7


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

+
1

7


0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0

 .

=


6
7 0 0 0 1

7
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1
7 0 0 0 6

7


Y, por tanto,

P =


1 0 0 0 0
0 6

7 0 1
7 0

0 0 1 0 0
0 1

7 0 6
7 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0 0
0 3

4 0 0 1
4

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1

4 0 0 3
4




6
7 0 0 0 1

7
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1
7 0 0 0 6

7



=


6
7 0 0 0 1

7
3
98

9
14 0 1

7
3
14

0 0 1 0 0
1

196
3
28 0 6

7
3
98

3
28

1
4 0 0 9

14


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2.3. Teorema de Birkhoff

En esta sección veremos que la clase de matrices doblemente estocásticas es
un politopo convexo, envolvente convexa de un conjunto finito de puntos,
conocido como el politopo Birkhoff.

El teorema de Birkhoff-von Neumann indica que este politopo es la en-
volvente convexa del conjunto de matrices de permutación.

Observación 3. Toda combinación convexa de matrices de permutación es
doblemente estocástica.

Sea A =
s∑
i=1

αiPi, donde por ser combinación convexa se verifica que

s∑
i=1

αi = 1, 0 ≤ αi ≤ 1.

Aśı, si tomamos la j-ésima columna Aj = α1P1j + . . . αsPsj , nos queda que

s∑
k=1

ajk = α1 + · · ·+ αs = 1.

El teorema se puede enunciar de la siguiente forma:

Teorema 2.3.1. El conjunto de matrices doblemente estocásticas n × n
forma un poliedro convexo cuyos vértices son matrices de permutación.

Esto es lo mismo que decir que, dada A una matriz doblemente estocásti-
ca n× n, entonces

A =
s∑
j=1

θjPj ,

donde Pi son matrices de permutación con i = 1, . . . , s, y θj son números

positivos que verifican que
s∑
j=1

θj = 1.

Demostración. Vamos a probarlo por inducción sobre π(A) siendo éste el
número de entradas positivas de la matriz A.
Si π(A) = n, entonces, A es una matriz de permutación, y el teorema se
verifica para s = 1.
Supongamos que π(A) > n y que el teorema se cumple para toda matriz
doblemente estocástica n × n con un número de entradas positivas menor
que π(A).
Por el Teorema 2.1.6 sabemos que toda matriz doblemente estocástica tiene
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una diagonal positiva, por tanto, la matriz A va a tener una diagonal positi-
va, (aσ(1),1, aσ(2),2, . . . , aσ(n),n), donde σ ∈ Sn, siendo éste el grupo simétrico
de orden n.
Dada P = (pij) una matriz de permutación con 1 en posiciones (σ(i), i), con
i = 1, . . . , n, la cual se denomina matriz incidente de la permutación σ, y
sea aσ(t),t = mı́ni(aσ(i),i) = a. Es claro que 0 < a < 1. Si a = 1, esto significa
que la matriz A tiene en todas las posiciones aσ(i),i con i = 1, . . . , n 1’s y , en
consecuencia, A seŕıa matriz de permutación. También tenemos que A−aP
es una matriz no negativa gracias a la minimalidad de a.
Podemos asegurar que la matriz

B = (bij) =
1

1− a
(A− aP )

es doblemente estocástica. En efecto,

n∑
j=1

bij =

n∑
j=1

(aij − apij)/(1− a)

= ((

n∑
j=1

aij)− a(

n∑
j=1

pij)/(1− a)

= (1− a)/(1− a)

= 1, i = 1, 2, . . . , n.

De forma análoga se prueba que

n∑
i=1

bij = 1, j = 1, . . . , n.

Ahora, π(B) ≤ π(A) − 1, ya que B tiene entradas nulas en todas las posi-
ciones donde A tiene ceros y, además bσ(t),t = 0. Por lo tanto, haciendo uso
de la hipótesis de inducción, tenemos que

B =

s−1∑
j=1

γjPj ,

donde las Pj son matrices de permutación, γj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , s − 1 y
s−1∑
j=1

γj = 1. Pero entonces, por lo que ya sabemos

A = (1− a)B + aP

= (

s−1∑
j=1

(1− a)γjPj + aP )
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=

s∑
j=1

θjPj ,

donde θj = (1− a)γj para j = 1, 2, . . . , s− 1 y además θs = a y Ps = P. Es
claro que los θj son no negativos y nos falta ver que su suma total es 1:

s∑
j=1

θj = (
s−1∑
j=1

(1− a)γj) + a

= (1− a)(
s−1∑
j=1

γj) + a

= (1− a) + a

= 1.

Una vez enunciado el teorema de Birkhoff surge una cuestión interesante:

Cuál es el menor número, al que denotaremos β(A), de matrices de
permutación cuya combinación convexa es igual a A?

Esta es una cuestión propuesta por Farahat y Mirsky [13], la cual ha
obtenido como respuesta diferentes cotas superiores que veremos a conti-
nuación.
La primera cota fue dada por Marcus y Newman [10]. Esa cota fue deduci-
da del proceso usado en la demostración del Teorema 2.3.1. Es un proceso
que consiste es “desmontar”múltiples matrices de permutación, una a una,
a partir de una matriz doblemente estocástica A, de tal forma que en cada
paso al menos se obtuviese una entrada adicional nula. Aśı, despúes de no
más de n(n − 1) pasos, se obtiene una matriz doblemente estocástica con
exactamente n entradas no nulas. Y por lo tanto, esta matriz obtenida es
una matriz de permutación. Por tanto, A es una combinación convexa de a
lo sumo n(n− 1) + 1 matrices de permutación. Es decir,

β(A) ≤ n2 − n+ 1,

para toda matriz A doblemente estocástica.
Sin embargo, la igualdad no se va a alcanzar.

Posteriormente, se obtuvo otra cota que mejoraba la anterior.

Teorema 2.3.2. Sea A una matriz doblemente estocástica, entonces

β(A) ≤ (n− 1)2 + 1.
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Demostración. La dimensión del espacio lineal de matrices n×n es n2. Hay,
además, 2n condiciones lineales tanto en la suma de columnas como de filas
de matrices doblemente estocásticas n × n. De todas ellas, solo 2n − 1 son
independientes, ya que la suma de todas las sumas de filas en una matriz
es necesariamente igual a la suma de todas las sumas de columnas. Por
tanto, Ωn es un subconjunto de Rn2−(2n−1), esto es, de R(n−1)2 . Se sigue,
por el teorema de Caratheodory *, que toda matriz A de Ωn, está en una
envolvente convexa de (n−1)2+1 matrices de permutación. En consecuencia,

β(A) ≤ (n− 1)2 + 1.

Considerando ahora las matrices doblemente estocásticas irreducibles,
podemos mejorar la cota anterior usando el ı́ndice que imprimitividad.
Para ello, es necesario el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. Sea S =
m∑
i=1

Si, donde Si ∈ Ωni, para i = 1, 2, . . . ,m.

Entonces,

β(S) ≤
m∑
i=1

Si −m+ 1.

Demostración. Vamos a probar el teorema anterior por inducción sobre m.
Sea m = 2, queremos ver que se verifica que

β(S1 ⊕ S2) ≤ β(S1) + β(S2))− 1.

Sean S1 =
r∑
i=1

θiPi y S2 =
s∑
j=1

ϕjQj , donde Pi y Qj son matrices de per-

mutación n1 × n1 y n2 × n2, respectivamente. Además los coeficientes θi
y ϕj , verifican que 0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ · · · ≤ θr, 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕs;
r∑
i=1

θi =

s∑
j=1

ϕj = 1; y tenemos que r = β(S1) y s = βS2 .

Vamos a usar ahora inducción sobre r + s. Si r + s = 2, entonces tenemos
que S1 = P1 y S2 = Q1, y, por tanto, S1 ⊕ S2 = P1 ⊕Q1, que es una matriz
de permutación, y se verifica que

β(P1 ⊕Q1) ≤ β(P1) + β(Q1)− 1 = 1,

esto es,
β(P1 ⊕Q1) = 1.

*Teorema de Caratheodory. Si un punto x de Rd está en la envolvente convexa de un
conjunto P , existe un subconjunto P

′
de P que consta de a lo sumo d + 1 puntos tal que

x está en la envolvente convexa de P
′
.
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Ahora, supongamos que r + s > 2. Podemos asegurar, sin pérdida de gene-
ralidad, que θ1 ≤ ϕ1. Entonces, lo que queremos es expresar

S1 ⊕ S2 = θ1(P1 ⊕Q1) + (1− θ1)R,

siendo R suma directa de dos matrices doblemente estocásticas. Teniendo

en cuenta que se debe verificar que S1 =
r∑
i=1

θiPi y S2 =
s∑
j=1

ϕjQj , entonces

nos queda:

S1 ⊕ S2 = θ1(P1 ⊕Q1)

+(1− θ1)((
r∑
i=2

θi
1− θ1

Pi)⊕ (
ϕ1 − θ1
1− θ1

Q1 +

s∑
j=2

ϕj
1− θ1

Qj).

Por la Observación 3, tenemos que

r∑
i=2

θi
1− θ1

Pi ∈ Ωn1 , y
ϕ1 − θ1
1− θ1

Q1 +
s∑
j=2

ϕj
1− θ1

Qj ∈ Ωn2 .

Vemos que se verifica que 0 ≤ θi
1−θ1 ≤ 1 y además, dado que sabemos que,

r∑
i=1

θi = θ1 + θ2 + · · · + θr = 1, entonces se verifica que
r∑
i=2

θi
1− θ1

= 1.

Con ambas condiciones tenemos una combinación convexa de matrices de
permutación Pi y, por tanto, una matriz doblemente estocástica. De la misma
manera, tenemos que 0 ≤ ϕ1−θ1

1−θ1 ≤ 1 y 0 ≤ ϕj

1−θ1 ≤ 1 y, además, puesto que
s∑
j=1

ϕj = ϕ1 +ϕ2 + · · ·+ϕs = 1, entonces ϕ1−θ1
1−θ1 +

r∑
i=2

θi
1− θ1

= 1, y de nuevo

tenemos una matriz doblemente estocástica por se combinación convexa de
matrices de permutación Qj .
Es decir,

S1 ⊕ S2 = θ1(P1 ⊕Q1) + (1− θ1)R,

siendo R suma directa de dos matrices doblemente estocásticas, donde la
primera de ellas una combinación convexa de r − 1 matrices de permuta-
ción, y la segunda, combinación convexa de s matrices. Por tanto, aplicando
nuestra hipótesis de inducción a R, β(R) ≤ r + s− 2, y, en consecuencia,

β(S1 ⊕ S2) ≤ r + s− 1.

Con todo ello, queda probado el teorema para m = 2.
Suponemos cierto el teorema para m− 1. Veamos que se cumple para m.

β(S) = β(
m⊕
i=1

Si)
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≤ β(
m−1⊕
i=1

Si) + β(Sm)− 1

≤
m−1∑
i=1

β(Si)− (m− 1) + 1 + β(Sm)− 1

=

m∑
i=1

β(Si)−m+ 1.

Ya podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.3.4. Si A es una matriz doblemente estocástica irreducible n×n
con ı́ndice de imprimitividad h, entonces

β(A) ≤ h(
n

h
− 1)2 + 1.

Demostración. Sabemos por el Teorema 2.1.10, que el ı́ndice h divide a
n. Por tanto, va a existir un elemento q tal que n = qh. Y sea R la
matriz de permutación con 1’s en posiciones (i, j) para i, j satisfaciendo
que i − j ≡ q(mod n). Sea P otra matriz de permutación tal que PAP T

está en la forma Frobenious (ver Teorema 2.1.10) con bloques cuadrados
A12, A23, . . . , Ah−1,h, Ah1, todos ellos de orden n, en la superdiagonal. En-
tonces,

PAP TR = A12 ⊕A23 ⊕ · · · ⊕Ah−1,h ⊕Ah1,

y por el Teorema 2.3.3,

β(A) = β(PAP TR)

≤ β(A12) + β(A23) + · · ·+ β(Ah−1,h) + β(Ah1)− h+ 1.

Pero, además, por el Teorema 2.3.2, tenemos que

β(Ai,i+1) ≤ (q − 1)2 + 1, i = 1, 2, . . . , h− 1,

y

β(Ah1) ≤ (q − 1)2 + 1.

Por lo que, finalmente nos queda,

β(A) ≤ h((q − 1)2 + 1)− h+ 1

= h(
n

h
− 1)2 + 1.
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Ejemplo 7. Sea

A =

(
0 C
I4 0

)
∈ Ω8,

donde

C =
1

2


0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

 .

Estimar el valor para β(A).

Sea nuestra matriz

A =



0 0 0 0 0 1
2 0 1

2
0 0 0 0 1

2 0 1
2 0

0 0 0 0 0 1
2 0 1

2
0 0 0 0 1

2 0 1
2 0

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


.

Por el Teorema 2.3.2, tenemos que

β(A) ≤ (8− 1)2 + 1 = 50.

Queremos estudiar ahora la irreducibilidad de nuestra matriz A. Sabemos
que A es irreducible si y sólo si ∀Q matriz de permutación, se verifica que
QTAQ es irreducible. Vamos, por tanto, a modificar nuestra matriz aplican-
do una matriz de permutación P .(

P T 0
0 P T

)
A

(
P 0
0 P

)
=

(
0 P TCP

P T IP 0

)
Tomamos P matriz de permutación que intercambia las filas dos y tres y la
matriz que obtenemos es:

A =



0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 0 0 1
2

1
2 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


.
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Esto es,

P TCP =

(
0 J2
J2 0

)
.

Por tanto, trabajamos ahora con

A =


0 0 0 J2
0 0 J2 0
I2 0 0 0
0 I2 0 0

 .

Vamos a aplicar la Proposición 1.2.4 para estudiar la irreducibilidad de A.
Es decir, vamos a probar que (I8 + A)7 = I8 + A + A2 + · · · + A7 > 0. Sea
A la matriz que ya conocemos, calculamos las sucesivas potencias hasta ver
que todas las entradas son positivas.

A2 = A×A =


0 0 0 J2
0 0 J2 0
I2 0 0 0
0 I2 0 0

×


0 0 0 J2
0 0 J2 0
I2 0 0 0
0 I2 0 0

 =


0 J2 0 0
J2 0 0 0
0 0 0 J2
0 0 J2 0

 .

De forma análoga calculamos las demás.

A3 =


0 0 J2 0
0 0 0 J2
0 J2 0 0
J2 0 0 0

 .

A4 =


J2 0 0 0
0 J2 0 0
0 0 J2 0
0 0 0 J2

 .

A5 =


0 0 0 J2
0 0 J2 0
0 J2 0 0
J2 0 0 J2

 .

Con estas 5 primeras potencias ya hemos conseguido obtener todas las en-
tradas positivas, es decir, I8 + A+ A2 + A3 + A4 + A5 > 0. Por lo tanto, y
dado que A6 y A7 tienen entradas positivas y nulas, entonces, es claro que

(I8 +A)7 > 0.

Queda aśı probado que A es irreducible.
Necesitamos calcular ahora su ı́ndice de primitividad. Si calulamos los valo-
res propios de nuestra matriz A obtenemos: {1,−1, i,−i, 0, 0, 0, 0}. Como 1
es el mayor de ellos, y hay 4 con módulo 1, entonces deducimos que h = 4.
Hay otra forma de obtener el valor de h utilizando el siguiente resultado:
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Teorema 2.3.5. (Minc). Sea A una matriz no negativa dada en la forma
0 A12 0 . . . 0 0
0 0 A23 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . 0 Ah−1,h
Ah1 0 . . . 0 0

 ,

sin columnas ni filas nulas. Entonces A es irreducible con ı́ndice de primiti-
vidad h si y sólo si A12A23 . . . Ak1 es irreducible con ı́ndice de primitividad
h/k.

Vemos que en nuestro caso tenemos I4C, entonces k = 2. Pero además si
calculamos los valores propios y hallamos el ı́ndice de primitividad tenemos
que h/k = 2, por lo que h/2 = 2, y en definitiva, h = 4, que es lo mismo
que hemos obtenido.
Una vez conocido h podemos aplicar el Teorema 2.3.4, y nos queda:

β(A) ≤ 4(
8

4
− 1)2 + 1 = 4 + 1 = 5.

De esta forma, hemos reducido de manera muy amplia la cota para β(A).
Si aplicasemos el Teorema 2.3.3 obtendŕıamos una cota de 6,

β(A) ≤ β(I4) + β(J2) + β(J2)− 3 + 1 = 6,

que es superior a la hallada anteriormente. Por tanto, nos quedamos con la
menor cota obtenida, y podemos estimar el número mı́nimo de matrices de
permutación cuya combinación convexa es igual a A como:

β(A) ≤ 5.

2.4. La conjetura de van der Waerden

En 1926 van der Waerden[17] planteó el problema de determinar el mı́nimo
de la permanente de las matrices de Ωn, el poliedro de matrices doblemente
estocásticas n× n.
Por una parte, tenemos:

Teorema 2.4.1. La permanente de una matriz doblemente estocástica es
positiva.

Demostración. Sea A una matriz doblemente estocástica, entonces A =
(aij) ≥ 0. Por esto y la definición de permanente de una matriz, tenemos
que

per(A) ≥ 0.
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Lo que queremos ver es que, per(A) > 0. Para ello es suficiente ver que, uno
de los sumandos es distinto de 0, es decir, que la matriz A tiene, al menos,
una diagonal positiva.
Por el Teorema 2.1.6, tenemos que toda matriz doblemente estocástica tiene
una diagonal positiva, por tanto, A tiene una diagonal positiva, y queda
probado que

per(A) > 0.

Van der-Waerden conjeturó que:

per(A) ≥ n!/nn,

para toda matriz A ∈ Ωn. La igualdad se da únicamente si A = Jn.

Las pruebas de esta conjetura fueron publicadas en 1980 por B. Gyires
[7] y en 1981 por G.P. Egorychev [4] y D.I. Falikman [5]. Además por este
trabajo, Egorychev y Falikman ganaron el Premio Fulkerson en 1982 [14].
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Aplicaciones

Podemos encontrar diferentes aplicaciones de las matrices doblemente es-
tocásticas aśı como de la mayorización.
De todas ellas nos centraremos en dos que estudiaremos más en profundidad.

3.1. El problema de Asignación

La primera que vamos a ver es el problema de asignación.
Se trata de un caso particular del problema de transporte donde los asigna-
dos son recursos destinados a la realización de tareas, los asignados pueden
ser personas, máquinas, veh́ıculos, plantas o peŕıodos de tiempo. En estos
problemas la oferta en cada origen es de valor 1 y la demanda en cada destino
es también de valor 1. El problema a resolver es el siguiente:

mı́n
∑
i

∑
j

cijXij

n∑
j=1

Xij = 1, para i = 1, 2, . . . ,m

m∑
i=1

Xij = 1, para j = 1, 2, . . . , n

Xij ≥ 0 para i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . , n.

Vemos que las condiciones que debe verificar son las de una matriz doblemen-
te estocástica. De hecho, el problema de asignación se trata de un algoritmo
cuya solución es una matriz doblemente estocástica.
Para su resolución se desarrolló un algoritmo particular muy eficiente, co-
nocido como el método Húngaro. Los valores de m y n pueden ser iguales o
distintos. En este último caso es necesario añadir nudos ficticios para igualar

51
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el número de filas y columnas, lo cual se conoce como balancear la matriz.
Es un problema que se puede entender como la asiganción de máquinas a
tareas para minimizar un costo total.
Veamos en que consiste el método Húngaro.

3.1.1. Método Húngaro

Este método fue desarrollado por Harold Kuhn en 1955. En este método
partimos de una solución infactible primal, Xij , y llegamos a obtener una
solución factible dual, ui, vj , mediante transformaciones de filas y columnas
reducidas en una matriz de coste C.

Vamos a ver que pasos sigue este método aplicándolo al siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Tenemos 5 máquinas y 5 tareas a realizar, con una matriz de
coste C = (cij):

C =


2 9 2 7 1
7 9 8 7 2
5 7 6 4 2
6 4 9 5 3
5 3 9 5 1

 ,

donde cij es el coste de la i-ésima máquina para realizar la j-ésima tarea.

PASO 1. Balanceamos la matriz, aunque es este caso ya lo está pues
n = 5 = m. Restamos a cada fila el mı́nimo de dicha fila. Creamos
para ello un vector u de elementos mı́nimos y obtenemos C

′
.

u =


1
2
2
3
1

 , =⇒ C
′

=


1 8 1 6 0
5 7 6 5 0
3 5 4 2 0
3 1 6 2 0
4 2 8 4 0

 .

De la misma forma, creamos un vector v con los mı́nimos de cada
columna. Restamos a cada columna su mı́nimo.

v =


1
1
1
2
0

 , =⇒ C
′′

=


0 7 0 4 0
4 6 5 3 0
2 4 3 0 0
2 0 5 0 0
3 1 7 2 0

 .

PASO 2. Determinar un conjunto independiente maximal.

(i) Empezando por filas y luego columnas, se selecciona aquella que
tenga un único cero. Si no existe pues con 2 ceros, 3 ceros,...
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(ii) Si en la fila o columna hay r ceros se marca el 0 asociado a la
casilla con menor suma de ı́ndices. Se elimina la fila y columna
del cero marcado.

(iii) Si en la submatriz que queda hay algún cero repetimos este paso
hasta que la submatriz no contenga ningún cero.

Si se tiene un conjunto independiente maximal con m ceros marcados
siendo m < n ir al paso 3.
En otro caso se ha encontrado la solución óptima.

En nuestro ejemplo vemos que en la segunda fila hay un único cero,
por tanto lo marcamos y eliminamos dicha fila y columna:

0 7 0 4
0∗

2 4 3 0
2 0 5 0
3 1 7 2


En la submatriz obtenida vemos que vuelve a haber una fila con un
único cero. Repetimos el proceso:

0 7 0
0∗

0∗

2 0 5
3 1 7


Y se vuelve a repetir una tercera vez:

0 0
0∗

0∗

0∗

3 7


Como aún queda una fila con ceros, debemos volver a repetir el proceso:

0∗

0∗

0∗

0∗

7


La submatriz (7) no tiene ceros. Hay 4 ceros marcados y m = 4 < 5.
Vamos al paso 3.
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PASO 3. Cubrir todos los ceros de la matriz. Para ello debemos seguir
las siguientes pautas.

(i) Determinar m ĺıneas horizontales que cubren todos los ceros mar-
cados.

(ii) Buscamos el cero no cubierto más a la izquierda, de forma que
tachamos la fila corresponiente con una ĺınea vertical eliminando
la horizontal correspondiente al cero marcado por el que pasa. Se
repite el proceso hasta que todos los ceros estén cubiertos.


0∗ 7 0 4 0
4 6 5 3 0∗

2 4 3 0∗ 0
2 0∗ 5 0 0
3 1 7 2 0


Hay tres tipos de elementos:

(i) No cubiertos por ninguna ĺınea.

(ii) Cubiertos por una horizontal o vertical.

(iii) Cubiertos por 2 en forma de cruz.

Se calcula el mı́nimo de los elementos de tipo (i) y se suma a los de
tipo (iii). Volvemos al paso 2.
mı́n{4, 6, 5, 3, 3, 1, 7, 2} = 1

0 7 0 4 1
3 5 4 2 0
2 4 3 0 1
2 0 5 0 1
2 0 6 1 0


PASO 2.


0∗ 7 0 4 1
3 5 4 2 0∗

2 4 3 0∗ 1
2 0∗ 5 0 1
2 0 6 1 0


La submatriz (6) no tiene ceros. Hay 4 ceros marcados y m = 4 < 5.
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Vamos al paso 3. 
0∗ 7 0 4 1
3 5 4 2 0∗

2 4 3 0∗ 1
2 0∗ 5 0 1
2 0 6 1 0


Buscamos de nuevo el mı́nimo.

mı́n{3, 2, 2, 2, 4, 3, 5, 6, } = 2
0 9 0 6 3
1 5 2 2 0
0 4 1 0 1
0 0 4 0 1
0 0 6 1 0


PASO 2. 

0 9 0∗ 6 3
1 5 2 2 0∗

0∗ 4 1 0 1
0 0 4 0∗ 1
0 0∗ 6 1 0


Hay 5 ceros marcados y m = 5. Paramos, puesto que ya hemos alcan-
zado la solución óptima.

La asignación óptima es,

X = (Xij) =


1

1
1

1
1


Esta solución no es única.
Además vemos que como ya hemos comentado, la matriz final es una
matriz cuyas filas y columnas suman 1, es decir, es una matriz doble-
mente estocástica. En particular, es una matriz de permutación.

Encontramos como caso particular del problema de asignación pero, a
su vez, una aplicación de las matrices doblemente estocásticas, la teoŕıa
de la comunicación referente a los satellite -switched y a los time-division
multiple-access systems(SS/TDMA systems). Consideramos un satélite de la
tierra equipado con k transponders. El satélite se emplea para proporcionar
información de m estaciones de origen, x1, . . . , xm, a n estaciones de destino,
y1, . . . , yn.
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Figura 3.1: Esquema visual del problema a resolver.

3.2. Análisis combinatorio. Grafos

Esta aplicación está directamente relacionada con la mayorización, pero en
el Caṕıtulo 2 ya hemos estudiado que la mayorización está relacionada, a su
vez, con las matrices doblemente estocásticas.

La mayorización se aplica en diferentes temas relacionados con el análisis
combinatorio, como por ejemplo, en la teoŕıa de grafos, en la teoŕıa de flujos
de red o en el estudio de matrices de incidencia.
Vamos a empezar viendo algunos conceptos de las tres ramas.

3.2.1. Algunos conceptos sobre grafos, redes y matrices de
incidencia

Definición 25. Un grafo dirigido consiste de un conjunto X de puntos no
vaćıo llamados vértices o nodos, y un conjunto U de pares (x, y) ordenados
donde x, y ∈ X. Los pares (x, y) se llaman arcos o bordes del grafo.

Trabajaremos únicamente con grafos finitos, es decir, grafos con un
número finito de vértices, y nos referiremos a G como “grafo” en lugar de
“grafo dirigido”.

Asociada a cada grafo finito G = (X,U) hay siempre una matriz de
incidencia asociada.

Definición 26. Una matriz de incidencia es una matriz en cuyas entradas
hay solo 0’s o 1’s.

Para un orden dado x1, x2, . . . , xn de puntos en X, la matriz A = (aij)
con

aij =

{
1, si (xi, xj) ∈ U
0, si (xi, xj) /∈ U



Caṕıtulo 3. Aplicaciones 57

se llama matriz de incidencia asociada. Por ejemplo, sea n = 5 y U =
{(x1, x2), (x2, x3), (x3, x1), (x1, x5), (x5, x4)}, entonces la matriz A asociada
es

A =


0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

 .

En la teoŕıa de redes, se tiene una grafo dirigido finito G = (X,U) sin
bucles, es decir, no existen arcos de la forma (x, x). Asociado a cada arco
(x, y) hay un número no negativo c(x, y) llamado capacidad del arco. De
esta forma, el grafo se denomina red.

Conocidas ya ciertas nociones vamos a centrarnos en un problema par-
ticular de grafos, como es la coloración de grafos.

3.2.2. Coloración de grafos

Aunque los problemas de coloración de bordes para grafos finitos es, en ge-
neral, bastante dif́ıcil, se conocen algunos resultados obtenidos por Folkman
y Fulkerson (1969) para grafos bipartitos, grafos cuyos vértices se pueden
separar en dos conjuntos disjuntos U y V . También obtuvieron un resultado
para grafos generales incluyendo la mayorización.

La coloración de bordes de un grafo G consiste en la asignación de colo-
res a los bordes de G de forma que cualesquiera dos bordes que compartan
vértice tengan diferentes colores.
Una secuencia p1, . . . , pn de enteros positivos se dice color-factible(del término
inglés original color-feasible) en el grafo G si existe una coloración de los bor-
des de G en la cual exactamente pi bordes tengan color i para i = 1, . . . , l.

Figura 3.2: Posible coloración de los bordes de un grafo.

En este grafo vemos que los colores naranja y rojo se emplean en 3 bor-
des, el azul en 2, y el verde sólo en 1. Por tanto, los enteros (3, 3, 2, 1) son
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color-factibles para el grafo G.

Además las nociones de circuito y cadena son útiles y necesarias para
demostrar un teorema posterior.
Un circuito es una secuencia de bordes (xi1 , xi2), (xi2 , xi3), . . . , (xin , xi1) con
xi1 , . . . , xin vértices diferentes todos ellos. Una cadena es una secuencia de
bordes (xi1 , xi2), . . . , (xin−1 , xin) de nuevo con xi1 , . . . , xin vértices diferentes.

Teorema 3.2.1. (Folkman y Fulkenson 1969). Sea G = (X,U) un grafo
arbitrario y suponemos que P = (p1, . . . , pn) es color-factible en G. Si

P � Q = (q1, . . . , qn),

entonces Q también es color-factible en G.

El grafo de la Figura 3.2 se correponde con los enteros (3, 3, 2, 1). Como
(3, 3, 2, 1) � (3, 2, 2, 2), entonces por el Teorema 3.2.1 se sigue que los enteros
(3, 2, 2, 2) también son color-factibles para G. Lo vemos en la siguiente figura:

Figura 3.3: Otra posible coloración para el mismo grafo.

Antes de demostrarlo, veamos lo siguiente.

Definición 27. Si b1 ≥ · · · ≥ bn son enteros y bi > bj , entonces la transfor-
mación

b
′
i = bi − 1,

b
′
j = bj + 1,

b
′
k = bk, k 6= i, j,

se llama transferencia,(viene de la palabra inglesa transfer) de i a j.

Lema 3.2.2. (Muirhead,1903). Si a1, . . . , an, b1, . . . , bn son enteros y a ≺
b, entonces a se puede obtener de b mediante sucesivas aplicaciones de un
número finito de transferencias.
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Demostración. Supongamos que a1 ≥ · · · ≥ an y b1 ≥ · · · ≥ bn, y que a 6= b.
Sea l el entero mas grande tal que

l∑
i=1

ai <
l∑

i=1

bi.

Entonces, al+1 > bl+1, y hay un entero k < l para el cual ak < bk. Por lo
tanto, tenemos

bk > ak > al+1 > bl+1.

Sea b
′

obtenida a partir de b mediante un transferenia de k a l + 1. Enton-
ces a ≺ b

′ ≺ b, y repitiendo el mismo proceso un número finito de veces
acabaremos obteniendo el vector a.

Vemos que este lema es un caso particular del Lema 2.2.3, pero, en este
caso, para números enteros.

Ahora ya podemos demostrar el Teorema 3.2.1.

Demostración. Por el Lema anterior, basta probar que si P
′
se puede obtener

de P mediante un número finito de transformaciones de i a j, entonces P
′

es color-factible.
Sea U = U1 ∪ · · · ∪ Un, donde Uk consta de los bordes pk con color k, k =
1, . . . , n. Entonces, Gk = (X,Uk) consta de bordes desconectados, puesto
que no hay ningún vértice donde coincida un mismo color. Supongamos que
pi > pj y consideramos Gi+Gj = (X,Ui∪Uj). Cada componente conectada
de este subgrafo debe estar en algún circuito o en una cadena con los bordes
alternando en Ui y Uj , puesto que no se puede pasar dos veces por un mismo
vértice. Como pi > pj , debe existir al menos una cadena que tenga el primer
y el último borde en Ui, puesto que de no ser aśı se verificaŕıa que p(i) ≤ p(j),
lo cual es una contradicción. Sean U

′
i y U

′
j obtenidas, respectivamente, de Ui

y Uj intercambiando los bordes en esta cadena. Esto produce una coloración
de G en la cual se cumple que p

′
i = pi− 1 bordes tienen color i y p

′
j = pj + 1

bordes tienen color j.





Apéndice A

Acerca de la bibliograf́ıa
utilizada

La gran mayoŕıa de la información de la memoria ha sido extráıda del libro
Nonnegative Matrices de Mink, salvo la Sección (2.2) que ha sido traba-
jada de acuerdo al libro de Marshall y Olkin, Theory of Majorization and
Its Applications, al igual que la aplicación de grafos dada en el Caṕıtulo 3.
Cabe mencionar que la aplicación del algortimo de asignación está sacada
de lo estudiado en la asignatura de Programación Matemática impartida en
4 curso de la titulación. Por último, comentar que a lo largo de la memoria
se pueden encontrar diferentes ejemplos y ejercicios resueltos, todos ellos
trabajados y obtenidos a partir del libro de Mink nuevamente.
Junto a los dos libros ya mencionados también se ha trabajado con el libro
The Theory of Matrices de Lancaster y Tismenetsky para dar algunas defi-
niciones y, en particular, la demostración del Teorema 1.4.3.
En la bibliograf́ıa se pueden encontrar más citas conocidas a partir de estos
libros y algún enlace de Internet.
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