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Introduccion

En la asignatura de Matematicas III, en la Licenciatura en Administracion y
Direccion de Empresas, se complementan los estudios de Algebra Lineal introducidos
en Matematicas I y se estudian en profundidad los problemas de programacion lineal,
imprescindibles en estos estudios. En la primera parte de esta asignatura se aborda el
problema de la diagonalizacion de matrices y el estudio de las formas cuadraticas. La
segunda parte de la asignatura se dedica a la programacion lineal, incidiendo
especialmente en el analisis grafico de este tipo de tipo de problemas y en el método
simplex, que permite resolver estos problemas cuando el nimero de variables aumenta.
Asi mismo, se insiste en el correcto planteamiento de estos problemas y en el anélisis de
sensibilidad. Todos estos conceptos son necesarios en los estudios de Administracion y

Direccion de Empresas (LADE).

Esta publicacion recoge la resolucion de todos los examenes propuestos en la
asignatura de Matematicas III, Licenciatura en Administracion y Direccion de
Empresas, en la Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales de la UPV\EHU
entre los cursos 2001-2002 y 2009-2010. Los examenes estan dispuestos en el orden en

que se realizaron, esto es, los ultimos que aparecen son los mas recientes.



Programa de Matematicas 111

2° curso de la Licenciatura en Administracion y Direccion de Empresas

I. Algebra Lineal

Conceptos previos: Coordenadas de un vector respecto a una base. Matriz de paso. Bases de

referencia ortonormales. Matrices ortogonales.

Diagonalizacion: Planteamiento del problema. Valores propios y vectores propios.

Condiciones de diagonalizabilidad. Polinomio caracteristico. Método operativo de

diagonalizacion. Diagonalizacion de matrices simétricas.

Formas Cuadraticas: Definicion, representacion matricial y clasificacion. Criterio de los

menores principales.
II. Programacion Lineal
Introduccidn: Planteamiento general del problema.-Teoremas basicos. Analisis grafico.

M¢étodo Simplex: Forma estindar. Soluciones basicas factibles. Base tedrica del método

simplex. Sistematizacion del analisis mediante tablas. Formulas de paso de una tabla a otra.
Multiplicidad de 6ptimos. Solucion basica factible inicial. Método de las penalizaciones. El

problema de minimizacion. Analisis post dptimo.

Referencia Bibliografica Basica:

Temas de Matematicas para Economistas. Autores: F. Valenciano y M.
Aramendia, Editorial: Servicio Editorial de la UPV, 1991.



Examen de Matematicas I11
LADE enero de 2002

b)

1 a 0
Sea A= 1 0].
b 0 1
i) (Para qué valoresde ay b es (2, 1, 0) un vector propio de la matriz A?
ii) ¢Para qué valores de a'y b es 1 un valor propio de la matriz A?
ii1) ¢Para qué valores de a y b es la matriz A diagonalizable?
a 2 o0
Sea M(Q)=|2 -1 3|.
0 3 a

Clasificar la forma cuadratica Q para los distintos valores de a.

a) i) (2,1,0) es un vector propio de la matriz A si cumple: AM(2,1,0)=AM(2,1,0) para

algun numero real A . Es decir, si

1 a 0)(2 2 2+a=24
01 0ff1|=41|= =4 =a=b=0; A=1
b 0 1)l0 0 2b=0

ii) 1 es un valor propio de la matriz A si cumple: |A -1 I| =0. Esto es, si
0
0
Luego 1 es un valor propio de la matriz A para todo valor de a y b.

iii) El polinomio caracteristico, |A-Al|, es:
1-4 a 0
0 1-4 0 |=(1-1) y (-1 =0 A=I1(triple)
b 0 1-4
Entonces A es diagonalizable si y solo si dimS(1)=3. Como dimS(1)=3 - rg(A-11),

se tiene que A es diagonalizable si y solo si rg(A-11) =0.




0 a o
A-1-1={0 0 0], luego A es diagonalizable si y solo si a=b=0.

b 0 0
a 2 0
b) M(Q)=|2 -1 3. Criterio de los menores principales:
0 3 a

deordenl: a,-1,a
deorden2: -a-4, az, -a-9
de orden 3:  |M(Q)[=-a*-13a= -a(a+13)

Si a> -9 entonces tenemos un menor de orden dos negativo, -a-9<0, y por tanto
es indefinida.

Si—13 <a <-9, los menores de orden uno son negativos, los de orden dos
positivos, pero el de orden tres también es positivo, luego Q es una forma cuadratica
indefinida.

Sia=-13, los menores de orden uno son negativos, los de orden dos positivos y
el de orden tres se anula, luego Q es una forma cuadratica semidefinida negativa.

Si a <-13, los menores de orden uno son negativos, los de orden dos positivos y

el de orden tres negativo, luego Q es una forma cuadratica definida negativa.

2. A partir de trigo, lupulo y malta, una empresa fabrica dos tipos de cerveza: rubia y

negra. Actualmente dispone de 40 kg de trigo, 30 kg de lupulo y 40 kg de malta. Un

litro de cerveza rubia se vende a 40 céntimos y requiere 0.1 kg de trigo, 0.1 kg de lapulo

y 0.2 kg de malta. Un litro de cerveza negra se vende a 50 céntimos, y se necesitan 0.2

kg de trigo, 0.1 kg de lapulo y 0.1 kg de malta. La empresa puede vender toda la

cerveza que produce.

a) Formula un programa de programacion lineal para maximizar los ingresos de la
empresa, y halla la solucion 6ptima de dicho programa.

b) Encuentra el intervalo de los valores del precio de la cerveza rubia para que la
solucidn Optima siga siendo la misma que en el apartado 1).

c) Enel caso de que dispusiera de 4 kg mas de malta, ;cudl seria la solucion 6ptima?
(Cuanto estaria dispuesta a pagar esta empresa por esos 4 kg de mas?

d) Siun estudio de mercado recomendara que la cerveza negra no superara el 40% de

la produccion total, ;cudl seria la solucion dptima?




a) X; denota el numero de litros de cerveza rubia y X; el numero de litros de cerveza

negra,

max 0,4X, +0,5X,
0,1x, +0,2x, <40
0,1x, +0,1x, <30
0,2x +0,1x, <40
X, 20,%x, 20

(0,200)

\
N

\ M4

(200 0

2

La restriccion 2 no afecta al conjunto de soluciones factibles. Ademas:

m;=-2 < m=-4/5 <m;=-1/2 (6 |[m;|=1/2 < |m¢|=4/5 < |m;|=2).

Luego la solucion es el punto de corte de las restricciones 1 y 3, es decir, el punto

(400/3, 400/3). En ese punto los ingresos son 120€.

b) Para que la solucion sea el mismo punto se necesita que la pendiente de la funcion

objetivo esté entre las pendientes de las restricciones 1 y 3, es decir,

-2 <m=-pr/0,5 < -1/2 (6 1/2 < |mg=pp/0,5 < 2)

donde py es el precio de la cerveza rubia. Entonces, 0,25 < pp < 1.

¢) La nueva restriccion M’; es: 0,2X,+0,1X,<44 y la nueva solucion es el punto de corte

de M, con M; esto es: (160, 120) y el ingreso 124€; como en el caso inicial los ingresos

eran 120, la empresa estaria dispuesta a pagar 4€ por los 4 kg de malta.

d) Ahora tenemos una nueva restriccion Ma: X; < 0,4(X;+X;) y la nueva solucion es el

punto de corte de M3 y My esto es: (150,100).

v



‘3. Sea el problema
max (4x;+x,)

X +X, =24
2%, + X, <8
X = 0, X, = 0
a) Completar la siguiente tabla sabiendo que corresponde a una solucion basica

factible de este problema:

A A, A; Ay b
1 -1 4
1 1 4
-3 -1 4
b) La siguiente es una tabla 6ptima de este problema:
4 1 0 0
A, A, A, Ay b
4 A 1 1/2 0 1/2 4
0 A, 0 -1/2 1 1/2 0
0 1 0 2 16

1) ;Cambia la solucion Optima si el término independiente de la segunda
restriccion es 127

i1) ;Cudl tiene que ser el término independiente de la segunda restriccion para
que el optimo sea el punto (8,0)?

ii1) Si el coeficiente de x, en la funcidn objetivo es 6 ;varia la solucion optima?
En caso afirmativo, calcula la nueva solucion optima.

iv) ¢ Cual tiene que ser el coeficiente de x; en la funcion objetivo, si se mantienen

el resto de los datos del problema, para que el valor 6ptimo sea 24?

I -1 0

0 J. La base tiene que ser A, y A4 ya que

. , 1
a) La matriz de coeficientes es: L

son las Unicas columnas que pueden ser (1,0,0) y (0,1,0) respectivamente. Luego solo

falta por determinar un coeficiente de A; respecto de esta base. (1,2)=a(1,1)+1(0,1),

luego a=1 y la tabla queda asi:



AL A AL A b
A, [ 1 1 -1 0 4
Ayl 1 0 1 1 4

3 0 -1 0 4

b) i) Para estudiar los cambios en el término independiente de la segunda restriccion

0
tenemos que considerar la columna L en la matriz de coeficientes, esta columna

es A4. Entonces, si el término independiente de la segunda restriccion es 8+b la

nueva columna b queda asi:

b
4+b/2
b/2
16+2b

Si el término independiente de la segunda restriccion es 12 entonces b=4 y por tanto
la tabla optima es del punto (6,0,2,0) y la solucién dptima es (6,0). Luego si cambia

(en el problema inicial la solucion optima es (4,0)).

ii) Para que la solucion optima sea el punto (8,0) se tiene que cumplir que (se
deduce inmediatamente del apartado anterior) 4+ b/2 =8, luego b=8 y por tanto el
término independiente de la segunda restriccion tiene que ser 16. Como para b=8 la

nueva columna b es

32

La tabla optima es la asociada al punto (8,0,4,0) y el 6ptimo es el punto (8,0).

iii) La nueva tabla es:



AL A A A b o
4 Al 1 12 0 12 4 18 |>
0 Ayl 0 -112 1 1/2 0
0 -4 0 2 16
T

4 6 0 0
Ay A, Aj Ay b
6 A, 2 1 0 1 8
0 A; 1 0 1 1 4
8 0 0 6 48
Esta ya es una tabla dptima, luego la nueva solucion es (0,8).
iv)
n 1 0 0
A, A, A Ay b
n A, 1 1/2 0 172 4
0 A, 0 -1/2 1 172 0
0 -1+n/2 0 n/2 4n

Para que 4n=24, tiene que ser N=6 y para este niumero la tltima fila no tiene

nimeros negativos, asi que es una tabla 6ptima.



Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2002
a 3 8
1. Sealamatriz A={3 a 0].
0 0 a

a) Para qué valores de a es diagonalizable la matriz A?
b) Sea la forma cuadratica Q(X)="M(X)AM(X). Halla M(Q) y clasifica dicha forma

cuadratica para los diferentes valores de a.

a) El polinomio caracteristico de A es:

a-4 3 8
p(A=| 3 a-1 0 |=@-A[@-2)7-9]=(@-A)(4 -2a1+a’-9).
0 0 a-4

Luego los valores propios son: 4, =a, 4, =a+3, 4, =a—3. Como son tres nimeros

reales y distintos para todo valor de a, se tiene que la matriz tiene tres valores propios

simples y por tanto es diagonalizable para cualquier valor de a.

a 3 4
b) M(Q)=|3 a 0. Criterio de los menores principales:
4 0 a

-de orden 1: {a,a, a}
- de orden 2: {a2 -9,a’-16, az}
- de orden 3: |[M(Q)|=a(a’ -25)

Q es definida positiva si todos los menores son positivos (>0), esto es: a>0, a2-9>0, a’-

16>0, a>>0, a(a’-25)>0. Solucion: a > 5.

Q es semidefinida positiva si: a>0, a2-920, a2-1620, a220, a(a2-25)=0. Solucion: a=5.

Q es definida negativa si : a<0, a’-9>0, a>-16>0, a2>0, a(a2-25)<0. Solucién: a < -5.

Q es semidefinida negativa si: a<0, a’>-9>0, a’>-16>0, a’>0, a(a’-25)=0. Solucién: a = -5.

Y Q es indefinida en los demas casos. Solucion: -5 <a <S5.

10




2. Una empresa produce mesas y sillas de un tipo determinado, de las cuales obtiene un

beneficio de 20 y 25 euros respectivamente. El proceso de fabricacion requiere que cada

mesa o silla pase por tres divisiones distintas de la empresa. Una mesa necesita 1,3 y 1

horas en las divisiones A, B y C respectivamente, mientras que una silla requiere 2 h., 1

h. y 3 h. respectivamente. Las divisiones A y B trabajan un maximo de 16 y 18 horas

diarias respectivamente mientras que la C trabaja como minimo 9 horas diarias.

a) Encuentra la produccidn optima diaria si la empresa se propone maximizar el
beneficio.

b) ;(Como deberia ser el beneficio de cada mesa para que lo mejor para la empresa
fuera producir el maximo nimero posible de sillas?

¢) Bajo las condiciones iniciales, si la empresa pudiera aumentar una hora de trabajo
diario en s6lo una de las divisiones A y B, ;cual elegiria?

d) Tras un estudio de ventas la empresa decide fabricar por cada 2 mesas al menos 7

sillas, ;cambiaria la solucion dptima inicial?

X; numero de mesas y X, nimero de sillas:

\A
\.18)

max 20X, + 25X,
X, +2X, <16
3X, +X, <18
X +3%X, 29
X, 20,%x, =0

a) Como el conjunto de soluciones factibles es compacto, para calcular el maximo
podemos evaluar en los vértices:

f(0,8)=200€ f(0,3)=75€ f(45/8,9/8)=140,625€ f(4,6)=230€
Solucion (4,6) y valor 6ptimo 230€.

11




b) La pendiente de las curvas de nivel de la funcidn objetivo tiene que coincidir con la
pendiente de la primera restriccion:

_8_ Lasosp-nns.
25 2

Si el beneficio en cada mesa es de 12,5 la solucidon optima es el segmento (0,8)(4,6) y

si el beneficio es menor que 12,5 la solucién es el punto (0,8) y por tanto sélo producira

sillas.

¢) Se calculan los precios sombra, y la solucion es el mayor de ellos.
Divisidn A: X;+2X%,< 16
El optimo: (4,6)—(0,18)
El término independiente: 16—36
_£(0,18)- (4,6)
20

A =11€

Division B: 3x3+x, < 18
El optimo (4,6)—(16,0)

El término independiente: 18—48

P f(16,0)— f(4,6)

=3€

Luego elegiria la division A.

d) La nueva restriccion es 7X;<2X;. El anterior dptimo, (4,6), ya no es solucion factible,

luego la solucion 6ptima cambia y el nuevo 6ptimo es el punto (2,7).

12



3. Sea el problema:
max (3X;+2X,)

3X, + X%, <9
X +X, £5

X —2X, <0
X =20,x, 20

a) Completar la siguiente tabla sabiendo que corresponde a una solucion basica

factible de este problema:

A A, A; Ay A b
1 1 0 5
0 1 -1 4
0 10

b) Sabiendo que la siguiente tabla es una tabla dptima de este problema:

3 2 0 0 0

A, A | A, | A, | A b
2[A, | 0 1 12 | 32 0 3
3[A ] 1 0 12 | <12 | 0 2
0[As| 0 0 | 32 | 2 1 4

0 0 12 | 312 0 12

1) Determinar el rango de variacion del término independiente de la primera

restriccion para que la base Optima no varie.
el 6ptimo sea el punto (0,9)?
para que la solucidon 6ptima no varie.

optimo sea 9?

i1) ;Cual tiene que ser el término independiente de la segunda restriccion para que
1i1) Determinar el rango de variacion del coeficiente de x; en la funcion objetivo

iv) (Cuadl tiene que ser el coeficiente de x, en la funcién objetivo para que el valor

31 100
a) Matriz de coeficientes: A=|1 1 0 1 O
1 -2 0 0 1

13



b)

A A A; Ay As b
2|1 A 1 1 0 1 0 5
0] A3 0 1 -1 0 4
0] As 3 0 0 2 1 10
-1 0 0 2 0 10
1
i) 3X;tX:<9+a. En la matriz de coeficientes el vector | 0 | es el A;. Por tanto la
0

nueva tabla se modifica asi:

b+A;
3-a/2
2+al2
4-3a/2
12+a/2

Y para que se corresponda con una solucion bésica factible los nimeros tienen que

. 8
ser positivos, luego: a € {-4, E} )

0
ii) X;+X,<5+4. En la matriz de coeficientes el vector | 1 | es el A4, por tanto la
0
nueva tabla se modifica asi:
b+A4f3
3+34/2
2-/2
4+7 /2
12+35/2

Y para que la tabla sea la correspondiente al punto (0,9) se tiene que cumplir: 2-
£2=0y 3+3/2=9, luego 4.

iii)
A 2 0 0 0
A A; Az Ay As b
2 A 0 1 -1/2 3/2 0 3
A A 1 0 1/2 -1/2 0 2
0 As 0 0 -3/2 7/2 1 4
0 0 -1+4/2 3-1/2 0 6+24

Para que la tabla sea optima: -1+4/2>0 y 3—-1/2>0, luego A € [2, 6]

14



3 n 0 0 0

A A, A; Ay As b
n A 0 1 -1/2 3/2 0 3
3A 1 0 1/2 -1/2 0 2
0 As 0 0 -3/2 7/2 1 4

0 0 3/2-n/2 3/2-3n/2 0 3n+6=9

3n+6=9 para n=1. (para n=1 la tabla es 6ptima).

15



Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2003

1 0 a
1. Sealamatriz A=|0 3 b|dondeabelR.
a 01

a) (Para qué valores de ay b es diagonalizable la matriz A?
b) Para b=0 sea Q la forma cuadratica tal que M(Q)=A. Clasifica esta forma

cuadratica para los distintos valores de a.

a) El polinomio caracteristico de la matriz A es:
1I-4 0 a
p)= 0 3-4 b |=G-D(1-2)’-aB3-H=B-)|[(-4) -2 ]
a 0 1-4

Asi que los valores propios son: 3, 1+a, 1-a.
0 00

a=0 valores propios: 3 y 1 (doble); dimS(1)=3-rg| 0 2 b |=2 (paratodo beR)y Aes
0 0 0

diagonalizable.

a=2 valores propios: 3 (doble) y -1;

-2 0 2

=2,
dimS(3)=3-rg| 0 0 b : , _
2 0 -] 1, si b =0, yentonces A no es diagonalizable.

si b=0, yentonces A es diagonalizable.

a=-2 valores propios: 3 (doble) y -1;
-2 0 2
dimS(3)=3-rgl 0 0 b

-2 0 2

=2, si b =0, yentonces A es diagonalizable.
=1, si b=#0, yentonces A no es diagonalizable.

a=0, a#2, a=-2 tres valores propios distintos, y por tanto, la matriz A si es

diagonalizable (para todo beR).

16
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1
b) M(Q)=| 0
a

menores principales de orden 1: 1,3, 1
menores principales de orden 2: 3, 1-a7, 3

menores principales de orden 3: |M(Q)|=3(l-a2)

ae(-1,1). Q es definida positiva, ya que todos los menores principales son mayores que
cero.

a=-1y a=1. Q es semidefinida positiva, ya que todos los menores principales son
mayores o iguales que cero y |[M(Q)|=0.

ag|[-1,1]. Q es indefinida ya que existen menores principales de orden 2 negativos.

2. Sea el siguiente problema donde acR:

max [2X, + X, |
X+ X, 22
X, +ax, <4
X, 20,x,20

a) Resuelve el problema para a=2. ;Para qué valores del pardmetro a la solucion

optima del problema coincide con la hallada en este apartado?

b) Resuelve el problema para aZi .

c) Resuelve el problema para a<0.

a) La solucion es el punto (4,0) ya que la pendiente de la curva de nivel cero de la
funcion objetivo es —2, y la pendiente de la segunda restriccion es —1/2 (—2<-1/2).

La solucién seguird siendo el punto (4,0) mientras esta situaciéon no se modifique, es
decir, que la pendiente de la curva de nivel cero sea menor que la pendiente de la

segunda restriccion. Por tanto, se tiene que cumplir que —2<-1/a . Luego a>1/2.

17




e
i

N2 5

iii)

o (40) 0.2) (4,0

M,

M2 M2

M;

b) Para a=1/4 la solucion es el punto (0,16).

¢) Para valores de a menores o iguales que cero, el conjunto de soluciones factibles no

estd acotado y es inmediato comprobar que el problema no tiene solucion.

3. Una empresa textil produce dos modelos de bufanda (I y II). Para ello usa dos tipos
de lana (A y B) de las cuales se dispone de 400 y 600 kg respectivamente. Para producir
una bufanda del modelo I se necesitan 0.2 kg de lana A y el doble de lana B. Para una
bufanda II se necesitan 0.25 kg de lana A y 0.45 kg de lana B. El tiempo necesario para
producir una bufanda del modelo I es la mitad del necesario para una bufanda II. Con el
tiempo disponible para la produccion de bufandas se pueden producir el equivalente a
1500 bufandas del modelo I. Un estudio de mercado indica que la demanda para este
afo del modelo I estd limitada a 1000 bufandas y que por cada 100 bufandas modelo I
conviene producir al menos 50 del modelo II. Por ultimo el beneficio obtenido por la
venta de una bufanda I es 2/3 del beneficio obtenido por una del modelo II.

Formula un problema de programacion lineal para determinar el nimero de bufandas de
cada modelo que debe producir la empresa para maximizar el beneficio (sélo

formular).

2
maxg X+ X,

0,2x, +0,25x, <400
0,4x,+0,45%, <600
X, +2X, <1.500

X, £1000; 50x, <100x,
X =0,%x,20

18




4. Sea el problema:

max (2X;+X,)

X, +2X, <6
X, +X,<6
3X, +X, <8
X =20,X, 20
a) Completa la siguiente tabla sabiendo que corresponde a la solucion bésica factible
(0,3,0,3,5):
A, A, A; Ay Ag b
1/2 1
12 -1/2 1
-1/2

b) Sabiendo que la siguiente tabla es una tabla 6ptima de este problema:

2 1 0 0 0

A, A, A, A A b
1Al 0 1 3/5 0 -5 | 2
0 Ayl 0 0 265 1 15| 2
2 A 1 0 -1/5 0 2/5 2

0 0 1/5 0 3/5 6

1) Determina el valor mdximo del término independiente de la primera restriccion
para que la base Optima no varie.

i1) Si el término independiente de la tercera restriccion fuera 13, ;cudl seria el nuevo
oOptimo?

1i1) Determina el valor maximo del coeficiente de X; en la funcion objetivo para que
el punto (2,2) sea un 6ptimo del problema.

1v) Si el coeficiente de X, en la funcion objetivo fuera 6, ;cudl seria el nuevo 6ptimo?

a) El problema en forma estandar es:

max 2X; + X,
X +2X,+X, =6 1 2100
X, +X, +X,=6 Y la matriz de coeficientes: A=|1 1 0 1 0
3X, + X, + X, =8 31001

x>0 (i=1,..,5)

19



La base esta formada por las columnas A, A3 y As. Como A = % A, +% A, +§ Ay

1 1 1
=—A ——A ——A,latablaes:
A 2A2 2A4 2AS

AL A A A A b
A [ 112 1 172 0 0 3
Ay | 12 0 12 1 0 3
As | 512 0 <12 0 1 5
320 12 0 0 3

1

b) i) X +2X, +X, =6+« . En la matriz de coeficientes, el vector | 0 | es la columna

0
As. Por tanto:

2 1 0 0 0

A, A, A A, A b+ Az
1A, 0 1 3/5 0 -1/5 | 243a/5
0 A 0 0 -2/5 1 -1/5 2-2a/5
2 A 1 0 -1/5 0 2/5 2-a/5

0 0 1/5 0 3/5 6+a/5

La base optima no varia mientras la ultima columna no tome ningtn valor negativo,
y esto es cierto para a[-10/3, 5]. Por tanto el valor maximo es =5 y el término

independiente correspondiente es 11.

0
ii) 3%, + X, + X; =8+ . En la matriz de coeficientes, el vector | 0 | es la columna As.
1

Por tanto:
2 1 0 0 0
Al Ay A Ay As b+A;
1A, 0 1 3/5 0 -1/5 2-y/5
0 A, 0 0 -2/5 1 -1/5 2-y5
2 A 1 0 -1/5 0 2/5 24245
0 0 1/5 0 3/5 6+37/5
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El término independiente es 13 para y=5, En este caso la ultima columna toma los

valores 1,1,4, que se corresponde con la solucion basica factible (4,1,0,1,0).

Entonces, la solucion optima es (4,1).

iii)

a 1 0 0 0

A A, As A, As b
N 1 3/5 0 -1/5 2
0 Al 0 0 -2/5 1 -1/5 2
a Al 1 0 -1/5 0 2/5 2

0 0 3/5-a/5 0 -1/5+2a/5| 6+2a

El valor maximo que puede tomar el pardmetro a para que la tltima fila tome

valores positivos es 3.

™) 2 6 0 0 0
A, A, As A, As b o
6 A 0 1 3/5 0 15 2
0 Al 0 0 2/5 1 -1/5 2
2 A 1 0 -1/5 0 2/5 2 |5 |5
0 0 16/5 0 2215 14
T
2 6 0 0 0
A, A A A A b
6 A [ 12 1 12 0 0 3
0 Ay | 12 0 -2 1 0 3
0 As | 512 0 12 0 1 5
1 0 3 0 0 18

Solucién 6ptima: (0,3).
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2003

1. Seala matriz A=

—_ o A
R v o
NN O

(Para qué valores de o la matriz A es diagonalizable? En los casos en que lo sea, halla

una matriz diagonal semejante a A.

Polinomio caracteristico:
4-2 0 0
p(A)=| 0 2-4 2 :(4—/1)(2—/1)2—205(4—/1):(4—2)[(2—2)2—2a]
1 a 2-1
Raices del polinomio: 4, 2 + \/E , 2 —\/ﬂ.
a<0: soluciones no reales, luego la matriz no es diagonalizable.

o=0: valores propios 4 y 2 (doble).

2 00
dimS(2)=3-rango| 0 0 2 |=1. Entonces A no es diagonalizable.
1 00

o=2: valores propios 4 (doble) y 0.

0 0 O
dimS(4)=3-rango| 0 -2 2 |=I. Entonces A no es diagonalizable.
1 2 2

Resto de los casos: la matriz tiene 3 valores propios simples y por tanto es

diagonalizable. La matriz diagonal semejante a A es:

4
D=|0 2++2«x 0
0
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4 0 0
2. Se considera la matriz A=| 0 2 0| y la forma cuadratica Q:R*—>R tal que
2 a 2

para todo XxeR*: Q(X)="M(x)AM(X).
a) Halla M(Q) y clasifica Q segln los valores del pardmetro o

b) Dien qué casos se cumple que
i) existe xeR? tal que Q(X)<0.
ii) existe xeR*-{0} tal que Q(x)<O0.

iii) para todo xeRR® se cumple Q(X)>0.

4 0 1
a) M(Q)=|0 2 /2
1 a2 2

Menores principales de orden 1:{4, 2, 2}
Menores principales de orden 2:{8, 7, 4-c#/4}
IM(Q)[=14-¢
Q nunca es definida negativa ni semidefinida negativa, ya que los menores de

orden 1 son positivos (>0).
Q es definida positiva si el determinante es >0: 14-o/>0 = —/14 <a < J14 y
ademds 4-02/4>0 = —4<a <4 . Esto es: /14 <a <+/14 .
Q es semidefinida positiva si [M(Q)[=0: 14-o/=0 = a = J14 ya= 14 y
ademés 4-7/4>0. Esto es: o =~/14 ya= 14
Q es indefinida si « ¢ [—\/ﬁ,\/ﬁ] )
b) i) Esto se cumple si Q es definida negativa, semidefinida negativa (y distinta de la
nula) o indefinida, esto es: o ¢ [—\/ﬁ,\/ﬁ] .
ii) Esto se cumple si Q es definida negativa, semidefinida negativa, semidefinida

positiva o indefinida, esto es « ¢ (—x/ﬁ ,\/ﬁ ) .

iii) Esto se cumple si Q es definida positiva o semidefinida positiva, esto es:

w e[ TN,
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3. Una empresa produce televisores y videos, por los cuales obtiene un beneficio de 40
y 20 euros respectivamente. El proceso de fabricacion requiere que cada televisor o
video pase por tres divisiones distintas de la empresa. Un televisor necesita 1/2, 1/2 'y
3/2 horas de las divisiones A, B y C respectivamente, mientras que un video requiere 1,
1/2 y 1/2 respectivamente. Las divisiones A y B trabajan un méximo de 30 horas
semanales cada una, mientras la C trabaja como maximo 40 horas semanales.

a) Encuentra la produccion dptima semanal si la empresa se propone maximizar el

beneficio.

b) (Cual debe ser el beneficio por video para que la empresa maximice el beneficio al
producir inicamente videos?

c) Enelcaso de que la empresa dispusiera de 5 horas de trabajo semanales mas en la
divisién C, ;jen cudnto podria aumentar sus beneficios? ;Cuanto estaria dispuesta a
pagar la empresa por cada una de estas horas? Contesta a estas mismas preguntas si
el nimero de horas se refiere a la division B.

d) Siun estudio de mercado recomendara que el nimero de videos no superara el 25%

de la produccion total, ;cual seria la solucion optima?

X;: numero de televisores y X, numero de videos,
max 40X, + 20X,
-%x+x2£30
1 X, + 1 X, <30
2 2

éx1 +lx2 <40
2 2

X 20,% 20

v

M,
M,
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a) El conjunto de soluciones factibles es compacto, luego el éptimo es uno de sus

veértices:
f(0,0)=0€ (0,30)=600€ 1(20,20)=1200€ f(80/3,0)=1066,6€

Solucioén: (20,20) y su valor 1200€.
Otra forma de hacerlo es mediante pendientes: (M; pendiente de M;, m; pendiente de M3
y m; pendiente de la funcion objetivo):

—op < (8013.0) m3:_3 (20,20) m1:—1/2 030 4

Y my=-2 que esta situado entre m; y m3, luego la solucion es el punto de corte entre M; y

Mjs, esto es, el punto (20,20).

b) Para que la solucion sea el punto (0,30) la pendiente de la funcion objetivo tiene que

cumplir lo siguiente: (ms =-40/my,, donde My, es el beneficio por video):

m, :—O,SS—ﬂ: m, 2ﬂ=80
m, 0,5

Esto es, el beneficio por video tiene que ser mayor o igual que 80€.

¢) La nueva solucion sigue siendo el punto de corte de M; y Ms:

lx] +X, =30

(24,18)
3 1
=X, +=X, =45
2 2

Y el valor 6ptimo es 1320€. Por tanto, por esas 5 horas puede pagar hasta 120€, es decir
24¢€ por hora.

(20,20)—>  (24,18)

c=0 — =5

1200€ —»  1320€

, _ 124.18)- 1(20,20) _ 13201200

i =24€
Ac

La segunda restriccion no estd saturada, asi que la solucion optima es la misma, el punto

(20,20) y por tanto no esta dispuesta a pagar nada por cada una de esas horas.
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d) La nueva restriccion es x, < 0,25(x, + x,) — 0,25x,—0,75x, > 0 y el punto 6ptimo
inicial, (20,20) ya no es una solucion factible. La nueva solucion es el punto de corte de

Mj3 con la nueva restriccion, esto es: (24,8). El nuevo valor 6ptimo es 1120€.

4. Considérese el problema de programacion lineal:
max 2X, +2X, — X,
X +4X, +2%, <10
=X, +X, =X, <4
X, Xy, X3 20
Y la siguiente tabla asociada al problema anterior:

Al Az A3 A4 A5 b

A 1 4 2 1
As| 0 1 1
0 6 5

a) Completa la tabla y resuelve el problema.
b) Halla el intervalo de variacion del término independiente de la primera restriccion
de forma que la base 6ptima no varie.

c) Di si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones y por qué:
1) Si el término independiente de la primera restriccion pasa de 10 a 6 la solucién
Optima no varia.
i1) No hay ningun término independiente de la primera restriccion para el cual el
valor 6ptimo sea 10.

d) Si el coeficiente de X, en la funcion objetivo es 10 en vez de 2 resuelve el problema

resultante.

a) El problema en forma estandar es:

max 2X, +2X, — X,
X +4X, +2X, + X, =10

. . 1 4 2 10
y la matriz de coeficientes es:
-1 1 -1 0 1

=X +X, =X +X; =4
X5 Xy, X5, X4, Xs 20
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2 2 -1 0 0

A A A; A, As b
2 A 1 4 2 1 0 10
0 As 0 5 1 1 1 14

0 6 5 2 0 20

A5 esta en la base, A2:4A1+5A5 y b:10A1+14A5.

La tabla anterior es Optima, luego la solucion es (10,0,0), y el valor 6ptimo es 20.

b) X, +4X, +2X, +X, =10+ .

Entonces:
A A A; Ay As  b+ahA,
A 1 4 2 1 0 10+«
As| O 5 1 1 1 14+
0 6 5 2 0 |20«

Y los nimeros son positivos cuando >-10. Por tanto, el término independiente de la

primera restriccion tiene que ser mayor o igual que 0.

¢) i) Falso. Como en el apartado ii), para a=-4, la nueva solucion 6ptima es (6,0,0).

ii) Falso. Como en el apartado ii), el valor 6ptimo es 10 si 20+2a=10. Esto es, o=-5.

d)
2 10 -1 0 0
A A, A; Ay As b %
2 A 1 4 2 1 0 10 5/2
0 As| 0 5 1 1 1 14 14/5
0 -2 5 2 0 20
0
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10 A,
0 As

2 10 -1 0 0

A A As Ay As b
1/4 1 1/2 1/4 0 5/2
-5/4 0 372 -1/4 1 32
1/2 0 6 5/2 0 25

Nueva soluciéon 6ptima: (0,5/2,0). Valor 6ptimo: 25.
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Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2004
a 4 0
1. Dada la matriz A= 0 a 0/, donde a,beR.
0 0 b

a) Estudia la diagonalizabilidad de A segun los valores de a 'y b.

b) Se considera la forma cuadratica Q(X)="M(X)AM(x). Determina para qué valores de

ay b existen x,yeR tales que Q(X)<0 y Q(y)>0.

a—-A4A 4 0
a) p,(A)= 0 a-1 0 [=(@-2)°(b-1)=0.
0 0 b-4

0 40
e Sia=Db, A=a es un valor propio triple. Y dimS(a)=3-rango| 0 0 0 |#3y
0 0 0
entonces, A no es diagonalizable.

e Sia#b, /=a es un valor propio doble y A=b un valor propio simple.

04 0
dimS(a)=3-rango| 0 0 0 |=3-2=1 y entonces, A no es diagonalizable..
0 0 b-a
a 20
b) M(Q)=|2 a 0 /|.Menores principales:
0 0D

Orden 1:{a,a,b}
Orden 2: {a>-4,ab,ab}
IM(Q)[=b(a’-4)
Y Q es indefinida en los siguientes casos:
a) a2-4<0, esto es, -2<a<2, y para todo b.
b) a>2y b<0.
¢) a<-2yb>0.

29




2. Con rubies y zafiros Bitxi Joyeros produce dos tipos de anillos. Un anillo tipo 1
requiere 2 rubies, 3 zafiros y 1 una hora de trabajo de un joyero. Un anillo tipo 2
requiere 3 rubies, 2 zafiros y 2h de trabajo de un joyero. Actualmente se dispone de 100
rubies, 120 zafiros y 60 horas de trabajo de un joyero. Cada anillo de tipo 1 se vende a
400 euros y cada anillo de tipo 2 a 500 euros. Se pueden vender todos los anillos
producidos.

a) Formula un programa lineal para maximizar los ingresos de la empresa y
resuélvelo.

b) (Entre qué precios podria oscilar el precio de venta del anillo tipo 2 de modo que se
mantenga la misma solucioén 6ptima?

¢) Se pueden comprar mas rubies a un costo de 100 euros el rubi. ;Cuantos
compraria? ;Cudl seria ahora la solucion 6ptima?

d) Eljoyero adquiere nueva maquinaria de manera que ahora producir un anillo de
tipo 1 requiere el doble de tiempo de trabajo que producir un anillo de tipo 2.
Ademas si todos los anillos producidos fueran del tipo 1, entonces podria producir
un total de 70 anillos. ;Cambiaria la solucion 6ptima?

e) Si se tuviera que producir al menos 22 anillos de tipo 2, ;cual seria el beneficio

optimo?

X1 es el nimero de anillos de tipo 1 y X; el nimero de anillos de tipo 2,

A
(0,60
maX(400X1 +500X2) (0,10%
2, +3%, <100 0.30)
3%, +2X, <120
X, +2X, <60
X =0,X, =0
a) El conjunto de soluciones factibles es compacto, luego tiene solucién 6ptima. La

calculamos por pendientes.
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Pendiente de la funcidn objetivo: |m¢g=4/5.
Pendiente de la primera restriccion: |m;|=2/3.
Pendiente de la segunda restriccion: |m,|=3/2.
Pendiente de la tercera restriccion: |ms|=1/2.
Luego la solucion optima es el punto de corte de la primera y segunda restriccion, esto

es: (32,12). Y el valor optimo: 18800€.

b) La pendiente de la funcion objetivo debe estar comprendida entre la de la

primera y segunda restriccion. Formalmente, si p, es el precio de los anillos de tipo 2:

202 o 6005 p, 220
2 p, 3
) La primera restriccion (rubies) se puede trasladar hasta que pase por el punto de

corte de la segunda y tercera restriccion, que es el punto (30,15). Para elaborar esas
cantidades se necesitan 2-30+3-15=105 rubies, esto es, 5 rubies mas. El valor 6ptimo
seria 400-30+500-15=19500€. Y el precio sombra de cada rubi es:

a1 19500 —-18800
105-100

=140€

Luego se compraria 5 rubies, y la nueva solucion 6ptima seria (30,15).

d) La tercera restriccion pasa a ser 2X;+X,<140:

A
(0,60)

(0,1003)

// 32,12)
(70,0)

40.0) N (50, \ >
WO Ty,

Y la solucion Optima no varia, esto es (32,12).

e) Elnuevo grafico es:
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(0,60)

(0,10803
N

0,30
© )% M,

(16,22)

(60,0)

(40,0) \M(so,b)\ M,
2 M,

ya que al problema original hay que anadirle una nueva restriccion: X;>22. La nueva
solucion optima es el punto de corte de la nueva restriccion con la tercera, esto es,

(16,22). El valor 6ptimo es 17400€.

3. Considérese el problema
max 4X, +6X, +5X,

3X, + X, +2X; <65
X+ X, + X, <20
X, +2X, +3X%;, <30
X 20,X,20,%X, =0
Donde las primeras restricciones indican la cantidad méxima de tres recursos
disponibles en una empresa que pretende maximizar beneficios.

a) Completar la siguiente tabla sabiendo que corresponde al problema anterior y a

partir de ella halla la solucién 6ptima del problema.

A Ay A; Ay As As b
0 -2 -1 1 -3 0 5
1 0 1 0 20
1 -1 10

b) (Qué recursos son abundantes y cuales son escasos?

¢) (Cudl es el rango de variacion del término independiente de la tercera restriccion de
modo que la base 6ptima no varie? Si se pueden comprar 5 unidades adicionales de
dicho recurso por un precio unitario de 1, ;convendria comprarlo para incorporarlo
a la produccion?

d) ;Cual es el rango de variacion del coeficiente de X; en la funcion objetivo de modo

que la solucion 6ptima no varie?
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4 6 5 0 0 0
A A As Ay As Ag b 0
0 A 0 -2 -1 1 -3 0 5 -
4 A 1 1 1 0 1 0 20 20
0 A¢ 0 1 2 0 -1 1 10 10 -
0 -2 -1 0 4 0 80
T
4 6 5 0 0 0
Ay Ay As Ay As Ag b
0 A 0 0 -3 1 -5 2 25
4 A 1 0 -1 0 2 -1 10
6 A 0 1 2 0 -1 1 10
0 0 3 0 2 2 100

Solucion 6ptima: (10,10,0), y valor 6ptimo: 100.

b) Sustituyendo la solucion optima (10,10,0) en las restricciones se comprueba que::
3(10)+1(10)+2(0)=40<65
1(10)+1(10)+1(0)=20
1(10)+2(10)+3(0)=30.

El recurso 1 es abundante y los recursos 2 y 3 son escasos.

©)
4 6 5 0 o 0
A A, As A4 As 1 As | btehAg
o Al 0 0 3 1 500 2 12542¢
4 A 1 0 -1 0 Co-1 1 10-¢
6 Al 0 1 2 0 -1 1 | 10+¢
0 0 3 0 2 1100+2¢

Rango de variacion: 25+220, 10-£20 y 10+&>0 . Por tanto -10<e<10
Dado que 5 pertenece al rango de variacion y el precio sombra es 2>1 se puede afirmar
que le conviene comprar 5 unidades adicionales a un precio unitario de 1. La nueva

solucion Optima sera (5,15,0) y el nuevo beneficio seria 100+5(2)=110.
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d)

4+ 6 5 0 0 0

A A As A As As b
0 A 0 0 3 1 5 2 25
a2 A1 0 -1 0 2 -1 10
6 Al 0 1 2 0 -1 1 10

0 0 3-1 0  2(1+4) 2-1 |100+104

Rango de variacion: 3-2>0, 2(1-1)>0 y 2-4>0. Por tanto -1<1<2. Entonces el coeficiente

de x; debe estar entre 3 y 6 para que la solucién no varie.
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2004

a a o0
1. Sealamatriz A=|a a c|,dondeab,ceR.
0 b a
a) Estudiar la diagonalizabilidad de A en el caso en que b=1.

b) Sea la forma cuadratica Q(X)="M(X)AM(X).

i) Si b=c=0y a=0, existe algiin xR’ tal que Q(x)<0?

ii) Si b=0y c=2, sexiste algin xeR® tal Q(x)<0?

a) A y el polinomio caracteristico es:

I
S 9 o
- o
O o O

a-4 a 0
A-2ll=| a a-1 ¢ |=(a-4)(4’-2al-c).
0 1 a-4

Raices: A=a, A =a*+/a’ +c. Entonces,

e a’+c<0, existen raices complejas del polinomio caracteristico y entonces A no es
diagonalizable.

e a’+c>0, existen 3 raices reales simples y entonces A es diagonalizable.

e a’+c=0, entonces a es un valor propio triple y

0 a 0
dimS(a)=3-(A-al)=3-| a 0 c |#3,y entonces A no es diagonalizable.
010

b) i) A= =M (Q) . Menores principales:

S v ©
S 2 D
v O O

orden 1:{a,a,a}
orden 2:{0,a%,a%}

IM(Q)[=0
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Si a>0, Q es semidefinida positiva, luego no existe xeR® tal que Q(X)<0.

Si a<0, Q es semidefinida negativa, luego si existe xeR® tal que Q(x)<O0.

i) A= yM(@Q)=

S v o
D N O

a 0
a 1 |. Menores principales:
1 a

S v O
S 9 ®

orden 1:{a,a,a}
orden 2:{0,a%,a’-1}
IM(Q)=-a

Si a#0, los menores principales de orden 1y 3 son de signo contrario y entonces

Q es indefinida. Por tanto, si existe algun xeR> tal Q(x)<O0.

Si a=0, hay un menor principal de orden 2 negativo y entonces Q es indefinida.

Por tanto, si existe algiin xeR? tal Q(x)<0.

Luego la respuesta es afirmativa para todo a€R.

2. Una empresa artesanal de elaborados de pato oferta 2 productos, uno fresco y otro en

conserva. La siguiente tabla muestra el tiempo (en horas) necesario para la elaboracion

y puesta en el mercado de cada Kg. de los productos ofertados:

Fresco (horas/kg) Conserva (horas/kg) Horas disponibles
Matadero 0,5 0,8 1600
Elaboracion 1,25 2,5 5000
Envasado 0,125 0,16 400

El almacén puede almacenar como méaximo 2000 kg de productos frescos. Por otro lado,

dado el éxito de sus productos, la empresa puede vender toda la cantidad que desee de

ambos productos. El precio de cada Kg de producto fresco es 18 euros y el precio de

cada Kg de producto en conserva es 9 euros.
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b)

Hallar las cantidades que la empresa debe producir de cada producto para que el
ingreso sea maximo. Calcular la cantidad de horas que se utiliza en cada seccion
para producir esas cantidades Optimas.

Dada la respuesta del apartado anterior, di en que seccion le convendria a la
empresa pedir a los trabajadores que hagan horas extras para aumentar el ingreso.
LA qué precio estaria la empresa dispuesta a pagar cada hora extra en las diferentes
secciones?

Una gran superficie se compromete a adquirir toda la produccion en exclusiva, a los
precios 24 y 12 euros, si la empresa se compromete a fabricar una cantidad de
productos en conserva superior o igual a la cantidad de productos frescos. ;Le

conviene a la empresa vender toda su produccion a esta gran superficie?

X1: Kg. de productos frescos

X2: Kg. de productos en conserva

a)

s M.
v, (02500

max(18x, +9X,) (0,2000) ?,
0,5 +0,8x, <1600 %/
1,25%, +2,5%, <5000 //
0,125x, +0,16%, < 400 /
X, <2000

X, >0,%x,>0 | (2000,0) (3200,0)

El conjunto de soluciones factibles es compacto, luego el problema tiene

solucion y esta se alcanza en alguno de sus vértices:

£(0,0)=0
f(0,2000)=18000
f(2000,750)=42750
f(2000,0)=36000

Se produciran 2000 kg de productos frescos y e 750 kg en conserva. El valor 6éptimo

sera 42750 euros.

Horas por seccion:

Matadero: 0,5(2000) + 0,8(750) =1600
Elaboracion: 1,25(2000) + 2,5(750) = 4375
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Envasado: 0,125(2000)+0,16(750) =370

b) Le conviene aumentar el numero de horas disponible en la seccion de Matadero
que corresponde a la primera restriccion. Esta restriccion se puede trasladar hasta que
pase por el punto de corte de la tercera y cuarta restriccion, esto es, el punto
(2000,937°5). El precio sombra es:

A= 44437,5-42750 11,25
1750 -1600

En las otras secciones el precio sombra es cero, ya que no estan saturadas.

c)

max(24x, +12x,)
0,5x, +0,8x, <1600
1,25x, +2,5x%, <5000
0,125x, +0,16x, <400
X, <2000
X, 2 X,
X =0,x,20

(0,2000)

18,1230°78)

M,
(4000,0)

| (2000,0) (3200,0)

Solucién Optima: (1230°78,1230°78).
Productos frescos: 1230’78 kg
Productos en conserva: 1230°78 kg.
Valor 6ptimo: 44307°69 euros.

El nuevo valor 6ptimo es mayor que el inicial, luego si seria conveniente.
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3. Sea el siguiente problema de programacion lineal:

b)

max 5X, + 6X,
2X, +X,26
X <2
X, <4
X, 20,X,=20
Halla graficamente la solucion.

Completa la siguiente tabla sabiendo que corresponde al problema anterior.

A A As Ay As b

1 0
1
1

0 4
2

0 0 0 5 34

(Cuadl es el rango de variacion del coeficiente de X; en la funcion objetivo de forma
que la solucion dptima no cambie?

Determinar el rango de variacion del término independiente de las restricciones
segunda y tercera para que la base dptima no varie, y determinar sus precios
sombra.

Con la ayuda del grafico del apartado 1), di qué ocurriria con la solucion 6ptima del
nuevo problema si la variacion del término independiente de la segunda restriccion

no estuviera dentro del rango hallado en el apartado anterior.

max(5x, + 6X,)

2% +X, 26
X <2 24)
X, <4 @4
X =20,%,20
(2.2)
} >

Solucidén optima: (2,4) y valor 6ptimo: 34.

b)

La tabla es:
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5 6 0 0 0
Ay A As Ay As b
5 A 1 0 0 1 0 2
6 A 0 1 0 0 1 4
0 A 0 0 1 2 1 2
0 0 0 5 6 34

©)

St 6 0 0 0
A Ay As Ay As b
S+r Ay 1 0 0 1 0 2
6 A 0 1 0 0 1 4
0 A 0 0 1 2 1 2

0 0 0 5+rx 6 3442

La solucion es (2,4) si 5+7220, esto es, 7>-5. Luego el coeficiente de X; tiene que ser

mayor o igual que cero.

d) Segunda restriccion:

5 6 0 0 0

A A, As A, As b
5A 1 0 0 1 0 2+a
6 A 0 1 0 0 1 4
0 A; 0 0 1 2 1 2+2a

0 0 0 5 6 34+5a

2+a>0y 2+2a>0, esto es, a=-1. El precio sombra es 4,=5.

Tercera restriccion:

5 6 0 0 0

A A As A, As b
5 A 1 0 0 1 0o : 2
6 A 0 1 0 0 1 | 4+b
0 A 0 0 1 2 1 2+b

0 0 0 5 6 | 34+6b

4+b>0 y 2+b>0, esto es, b>-2. El precio sombra es 4;=6.

e) Para a<-1 el conjunto de soluciones factibles es vacio y por tanto el problema no

tiene solucidn.
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Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2005
1. Sea la matriz
1 00
A=|1 1 1|, donde aeR.
1l a 3

(Para qué valores de o es la matriz A diagonalizable?

Calculamos el polinomio caracteristico:

1-424 0 0
p(A)=| 1 1-4 1 :(1—/1)[(1—/1)(3—/1)—0{]:0
1 a 3-14
Raices: 1, 2++1l+a, 2—1l+«a.

Casos:

a<-1: Dos de las raices del polinomio son complejas, luego A no es diagonalizable.

=-1: Raices: 1 (simple) y 2 (doble).

)

Por ser raiz simple, dimS(1)=1. Calculamos ahora dimS(2).

-1 0 0
dimS(2)=3-rango| 1 -1 1 |=I.
1 -1 1

Luego, dimS(1)+dimS(2)=2<3, por tanto, A no es diagonalizable.

o=0: Raices: 1 (doble) y 3 (simple).

Por ser raiz simple, dimS(3)=1. Calculamos ahora dimS(1).

0 00
dimS(1)=3-rango| 1 0 1 |=I.
1 0 2

Luego, dimS(1)+dimS(3)=2<3, por tanto, A no es diagonalizable.

o>-1y o#0: Las tres raices del polinomio son reales y distintas, luego A es

diagonalizable.
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2. Sea la forma cuadratica Q(X) definida por:

Q(X)="M(x)-B-M(x), VxeR’,

donde B=

(e S R
o ~ O

0
b|,beR.
3

Hallar la matriz de representacion de Q(X) y decir para qué valores de b se da cada uno

de los siguientes casos, explicando el porqué:
a) VxeR>-{0} se cumple Q(x)<O0.
b) VxeR»-{0} se cumple Q(x)>0.
¢) 3y, xR’ tales que Q(x)<0 y Q(x2)>0.

d) VxeR’® se cumple Q(x)>0.

La matriz de representacion de esta forma cuadratica es:
1 10
M@Q)=|1 1 bJ.
0 b 3
Menores principales de primer orden: {1, 1, 3}.
Menores principales de segundo orden: {0, 3, 3-b*}.
IM(Q)=-b”.
Esta forma cuadratica es semidefinida positiva si b=0 y es indefinida para b+0.

Entonces:

a) Para ningan valor de b es definida negativa, porque los menores principales de

primer orden son positivos y hay un menor principal de segundo orden igual a cero.

b) Para ningtn valor de b es definida positiva, porque hay un menor principal de

segundo orden igual a cero.

¢) Q es indefinida para b0, porque el menor principal de orden tres es negativo y los

de orden uno son positivos.

d) Q es semidefinida positiva para b=0, porque |M(Q)[=0 y los demas menores

principales son mayores o iguales que cero.
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3. Una empresa produce guitarras y mandolinas utilizando madera, metal y mano de
obra. Las cantidades precisas de esos inputs para realizar una unidad de cada

instrumento se muestran en la siguiente tabla:

Guitarra Mandolina
Madera 2 1
Metal 1 1
Mano de obra 1 2

La empresa dispone de 50 unidades de madera, 34 unidades de metal y 60 unidades de

mano de obra, y vende cada guitarra a 200€ y cada mandolina a 125€. Se pide:

a) Encontrar la produccion que maximiza el ingreso.

b) (Qué cantidad estaria dispuesta a pagar la empresa por una unidad adicional de
madera? /Y de trabajo?

c) Sila empresa para garantizar sus ventas decide que por cada 11 guitarras debe
producir como maximo 3 mandolinas, jcudl es la produccion que maximiza el
ingreso?

d) ;Cual es la produccion que minimiza el nimero de unidades de mano de obra si la

empresa quiere garantizar al menos unos ingresos de 4000 euros?

Sean X; n°® de guitarras y X, n° de mandolinas,

max 200X, +125x,
2X, + X, <50
X, +X, <34
X +2X, <60
X =0,%X, >0

a) Puede resolverse de dos formas:
1) Dado que el conjunto X es compacto, el problema tiene solucién 6ptima 'y

alguna es vértice de este conjunto. Luego:
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f(0,0)=0 (0,30)=3750€ f(8,26)=4850€ f(16,18)=5450€
f(25,0)=5000€
Solucion 6ptima (16,18) y valor 6ptimo 5450€.

2) Dado que |p,|<[p,| <|p;|<|p,| donde [p,|=112, |p,|=1,

p,|=200/125=1,6 y

| pl| =2, la solucion Optima es el punto de corte entre la primera y la segunda restriccion.

Es decir, el punto (16,18) y el valor dptimo es 5450€.

b) Para calcular el precio sombra de una unidad de madera:
2X1+X%=50+a
(16,18) — (34,0)
a=0 — a=18
5450€ — 6800€

A= 68001—85450 _75¢

Luego, a la empresa le interesaria adquirir como méximo 18 unidades de madera a un
precio por unidad en ningln caso superior a 75€.
La mano de obra es abundante, luego a la empresa no le interesa contratar mas

unidades.

¢) Se introduce una nueva restriccion My en el modelo:
3x1=211%,

El conjunto de soluciones factibles pasa a ser Z y la solucion 6ptima es ahora (22,6)

porque‘pf‘<|p1|.

d) Tenemos un nuevo problema:

min X; + 2X, (0,32)
200x, +125x, = 4000
2%, + X, <50
X + X, <34
X, 20,x,20
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|pi|=1/2'y |p,|=200/125=1,6. Luego|p, | <|p,

; entonces la solucion optima es (20,0) y

el valor optimo es 20 unidades de mano de obra.

4. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:

max (2X, — X, +5X;)
X, +3X, +2X, <10
X, +3X, =X <1
=X, +3X%, + X, <2
X, 20,X, 20,X, 20

a) Sabiendo que la tabla siguiente es una tabla correspondiente al problema anterior,

hallar la tabla que le sigue aplicando el método simplex (hallar so6lo una tabla).

2 -1 5 0 0 0

Al A2 A3 A4 A5 A6 b
0 A4 1 3 2 1 0 0 10
0 As 1 3 -1 0 1 0 1
0 Aq -1 3 1 0 0 1 2

-2 1 -5 0 0 0 0

b) Rellenar los huecos de la tabla siguiente correspondiente al problema anterior sin

usar las tablas anteriores y explicando como se hallan los nameros

correspondientes.
2 -1 5 0 0 0
Al Ay Az Ay As As b
2 A 1 -1 0 1/3 0 -2/3
0 As 0 6 0 0 1 1 3
S A; 0 2 1 0 1/3 4
0 0 7/3 0 1/3 24

c) (Cual es el rango de variacion del término independiente de la tercera restriccion
para que la base 6ptima no varie? Hallar el precio sombra de la tercera restriccion.

d) (Cudl es el rango de variacion del coeficiente de X, en la funcion objetivo para que
no varie la solucidon 6ptima?

e) Si el término independiente de la tercera restriccion pasa de 2 a 3, ;jcambia la

solucion optima?, ;por qué?.
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a)

max (2%, — X, +5X;)

X, +3%, + 2%, + %, =10 1 3 2 10
X, +3%, — X + X, =1 la matriz de coeficienteses: A=| 1 3 -1 0 1
=X, +3X, + X, + X, =2 -1 3 1 00
X =0
2 -1 5 0 0 0
A A As Ay As As b 0
0 A4 1 3 2 1 0 0 10
0 As 1 3 -1 0 1 0 1
0 Ag -1 3 1 0 0 1 2 2
-2 1 -5 0 0 0 0
T
2 -1 5 0 0 0
Al A2 A3 A4 A5 A6 b
0 Ay 3 -3 0 1 0 -2 6
0 As 0 6 0 0 1 1 3
5 A3 -1 3 1 0 0 1 2
-7 16 0 0 0 5 10
b)
2 -1 5 0 0 0
Al A2 A3 A4 A5 A6 b
2 A 1 -1 0 1/3 0 -2/3 2
0 As 0 6 0 0 1 1 3
5 A; 0 2 1 1/3 0 1/3 4
0 9 0 7/3 0 1/3 24

2x(-1)+0x6+5%x2-(-1)=9.

1 1/3 2a
As=1/3A;+0As+aA; = | 0 |=| 1/3 |+| —a|; luego, a=1/3.
0 -1/3 a

10 10 b 0 8
=bA+3As+4A; = | 1 |=| b |+| 3 |+| -4 |; luego, b=2.
2 2 -b 0 4
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Esta ltima tabla es optima, luego la solucion optima del problema es (2,0,4) y el valor

Optimo es 24.

©)
b+ah¢
2-20/3 2-2a/320; a<3
3+0/f 3+a>0, a>-3
4+a/3
> 0): >
YAt o3 44a/320;, a=>-12

Se cumplen las tres condiciones para: -3<a<3.
24d+a/3-24 1

Precio sombra: A, = 3
a

d) Funcion objetivo: 2X, +CX, + 5X,

2 c 5 0 0 0
Al A2 A3 A4 A5 A6 b
2 A 1 -1 0 1/3 0 -2/3 2
0 As 0 6 0 0 1 1 3
5 A; 0 2 1 1/3 0 1/3 4
0 8-C 0 7/3 0 1/3 24
Para que la solucion optima no varie, 8 —C > 0, luego c<8.
e) Si el término independiente de la tercera restriccion pasa de 2 a 3, tenemos que

o=1, que pertenece al rango de variacion obtenido en el apartado iii) para que la base
Optima no varie, luego sustituyendo =1 obtenemos que la nueva solucién 6ptima es

(4/3,0,13/3) y el nuevo valor éptimo es 73/3.
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2005

, donde a,b,ceR.

S T O
—_— Q) =

1
1. Sea lamatriz A=| a
C

a) Para b=2, estudiar la diagonalizabilidad de A segtn los valores de a y C.

b) Seanb=a, c=1y Q(x)="'M(x)AM(x), VxeR’. Hallar la matriz de representacion

y clasificar la forma cuadratica segun los valores de a.

1 0 1
a) A=|a 2 a|.Paracalcular los valores propios:
c 0 1
-2 0 1 A=2
pAH=| a 2-1 a |=2-DH[A-4-c]={i=1+c
c 0 1-4 A=1-+/c
Casos:

e <0, el polinomio tiene soluciones no reales, y entonces A no es diagonalizable.
e c=0, valores propios: 2y 1 (doble).

0 0 1
dimS(1)=3-rango| a 1 a |=1, esto es, dimS(1)=1 y entonces A no es diagonalizable.
0 0 0

e c=1, valores propios: 2 (doble) y 0.

-1 0 1
. a=0,dimS(2)=2
dimS(2)=3-rango| a 0 a |= .
L0 -1 a#0, dmS(2)=1

Entonces, para c=1 y a=0 A es diagonalizable. Y para c=1 y a0 A no es diagonalizable.

e c>( y c#1, 3 valores propios simples y entonces A es diagonalizable.
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1 0 1
b) A=|a a a| entonces:
1 0

1
1 a/2 1
M@Q)=|a/2 a a/2|.
1 a/2 1

Menores principales de primer orden: {1, a, 1}.
Menores principales de segundo orden: {a-a*/4, 0, a-a*/4}.
IM(Q)[=0.
Luego, como |M(Q)|=0 esta forma cuadratica no es definida positiva ni definida
negativa. Y dado que dos menores principales de primer orden son mayores que 0,
tampoco es semidefinida negativa.
Es semidefinida positiva si a>0 y a-a*/4>0, esto es, 0<a<4.

Por tanto, si a<0 6 a>4 Q es indefinida.

2. Una pequena empresa textil realiza dos tipos de alfombras: de calidad excelente y de
primera calidad. Para confeccionarlas utilizan lana y algodon, de los que disponen de
480 kilos y 450 kilos respectivamente. Para realizar una alfombra de calidad excelente
necesitan 6 kilos de lana y 5 de algodon mientras que para terminar una alfombra de
primera calidad necesitan 4 kilos de lana y 5 de algodon. Ademas, como consecuencia
de estudios realizados sobre las ventas de las alfombras, han decidido que la produccion
de alfombras de primera calidad sea igual o inferior a 60 alfombras. Cada alfombra de
calidad excelente se vende a 800€ y cada una de primera calidad a 600€; ademas venden
sin problemas todo lo que producen.

a) Encontrar la produccion 6ptima de alfombras de tal modo que la empresa maximice
sus ingresos.

b) Si pudieran incrementar la cantidad de algodén de que disponen, ;cuanta les
interesaria?, ;a qué precio?

c) Sise mantiene el precio de las alfombras de calidad excelente, ;a cuanto deberian
vender las alfombras de primera calidad para que en el 6ptimo el nimero de
alfombras de calidad excelente sea superior al obtenido en el apartado 1)?

d) Sideciden que por cada 2 alfombras de calidad excelente fabrican como maximo 3

de primera calidad, jcambiaria la solucién dptima obtenida en el primer apartado?
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X1 es el n® de alfombras de calidad excelente y X, el n® de alfombras de primera calidad,

M;

max 800X, +600x,
6X, +4X, <480
5%, +5X%, <450
X, £60
X =20,x, =20

a) El conjunto de soluciones factibles, X, es compacto, luego el problema tiene

solucion. La calculamos por pendientes.

o0 «(80.0) m =-3/2 (60,30) m, =—1 (30.60) m, =0

Y la pendiente de la funcidn objetivo es m=-4/3. Por tanto, la solucion es el punto de
corte entre la primera y segunda restriccion, esto es: (60,30). Y el valor optimo es

66.000€.

b) Para calcular el precio sombra de una unidad de algodon:
M,: 5X, +5%X, =450+Db
(60,30)—(40,60)
b=0—b=50

66.000€—>68.000€

_ £(40,60) - f(60,30) _ 68.000—66.000
Ab 50

A, = 40€

Luego la empresa podria adquirir como méaximo 50 kilos de algodoén, a un precio no

superior a 40€ el kilo.

¢) La solucion (80,0) es optima si m<m;; luego, si p, es el precio de la alfombra de

primera calidad:
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d) La nueva restriccion My es 3X, =2X,. Como la solucion Optima obtenida en el

apartado 1) la verifica, esta solucion, (60,30), es Optima.

3. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:
max(2x1 + X, + X3)
X +X, <3
X +2X, +X, =24
X, + X, <2
X =0,X, 20, =20

a) Completar la tabla siguiente sabiendo que corresponde al problema anterior y, a

partir de ella, hallar la solucion 6ptima del problema si €sta existe.

O -

b) Determinar el rango de variacion del término independiente de la primera
restriccion para que la base Optima no varie y determinar su precio sombra.

c) Siel coeficiente de X, en la funcion objetivo se cambia de 1 a 4, ;la solucion
hallada sigue siendo 6ptima?, ;por qué?

d) Si el término independiente de la primera restriccion se cambia de 3 a 4, ;la

solucion hallada sigue siendo 6ptima?, jpor qué?

a) El problema en forma estandar es:

max (2X, + X, +X; )

X, + X, + X, =3 1101 00
X, +2X, + X, — X, = 4 A=11 210 -10
X, + X + X, =2 01 1 0 0 1

X =0

La base asociada a la tabla dada es A;, A; y As, luego,
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0 0 0
As=0A;+aAs;+Aq, estoes,| -1 |=a| 1 |+| 0| = a=-1.
0 1 1

El altimo elemento de la columna A4 es: 2x1+1x(-1)+0x1=1

Y la solucion basica factible es: b=3A;+As;+bAs, esto es,

3 1 0 0
4 |=3|1|+|1|+b] 0| = b=1.
2 0 1 1

Por tanto, el valor de la funcion es: 3x2+1x1+1x0=7.

2 1 1 0 0 0
A A A Ay As Ag b 6
2 A 1 1 0 1 0 0 3
I A;1 O 1 1 -1 -1 0 1
0 Ag| O 0 0 1 1 1 1 [N
0 2 0 1 -1 0 7
T
2 1 1 0 0 0
A A A; Ay As A¢ b
2 A 1 1 0 1 0 0 3
1 A;] O 1 1 0 0 1 2
0 As| O 0 0 1 1 1 1
0 2 0 2 0 1 8

Como todos los elementos de la tltima fila son no negativos, esta tabla es dptima y la

solucion Optima es (3,0,2).

b+0€A4

b) 3+a
2

I+

82«

Para que sea factible: 3+0>0, 1+a>0, luego a>-1.

8+2a—-8
a

El precio sombra: A= 2.
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2 4 1 0 0 0

A A A Ay As Ag b
2 A1 1 0 1 0 0 3
I As| 0O 1 1 0 0 1 2
0 As| O 0 1 1 1 1

0 -1 0 2 0 1 8

La solucion hallada ya no es dptima porque en la ultima fila aparece un namero

negativo.
d) Elincremento en el término independiente es a1, entonces aplicando el apartado

i1), la solucioén 6ptima pasa a ser (4,0,2) y el valor 6ptimo 10, luego la solucion hallada

ya no optima.
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Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2006
1. Sea la matriz
0 ab
A=|0 I 0|, a,beR.
110

(Para qué valores de a y b la matriz A es diagonalizable?

-4 a b
|[A=21|=|0 1-2 0|=(1-2)(A*-b)=0
1 1 =2

Raices: 1, \/6, —\/5.

Casos:
e b<0: Dos de las raices del polinomio son complejas, luego A no es diagonalizable.
e b=0: Raices: 0(doble) y 1(simple).

Por ser raiz simple, dimS(1)=1. Por tanto, A sera diagonalizable si dimS(0)=2.

0 a 0
dimS(0)=3—-rangol0 1 0]|=3-2=1. Luego, A no es diagonalizable.
1 1 0

e b=1: Raices: -1(simple) y 1(doble).

Por ser raiz simple, dimS(-1)=1. Por tanto, A serd diagonalizable si dimS(1)=2.

-1 a 1 .
-1 a
dimS(1)=3-rango|0 0 Of; ‘1 | =—l-a
1 1 -1

Sia=-1 =rango(A-1)=1= dimS(1)=2. Luego, A es diagonalizable.
Sia#—-1 =rango(A-1)=2= dimS(l)=1. Luego, A no es diagonalizable.

e b>0 y b#1: Las tres raices del polinomio son reales y distintas, luego A es

diagonalizable.
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2. Sea Q(X) la forma cuadratica:
Q(x)="M(x)BM(x), VxeR?
a

donde B=|-1 a 0/, aeR.
3 0

Hallar la matriz de representacion de Q(X) y clasificar la forma cuadratica segtn los

valores de aeR.

La matriz de representacion es:

M(@Q) =

N O D
S v O
D O N

Los menores principales son:
de orden 1: {a, a, a}
de orden 2: {a?, a’-4, a’}
de orden 3: |M (Q)| =a(a’-4)
Casos:
e Si a%-4<0, esto es, -2<a<2: hay un menor principal de orden 2 negativo, luego Q es

indefinida.

e Sia=2: |[M(Q)|=0 y los demas menores principales son mayores o iguales que cero,

luego Q es semidefinida positiva.

¢ Si a=-2: IM(Q)|=0, los menores principales de orden 1 son negativos y los de orden 2

son mayores o iguales que cero, luego Q es semidefinida negativa.

¢ Si a>2: todos los menores principales son positivos, luego Q es definida positiva.

e a<-2: los menores principales de orden impar son negativos y los de orden 2 son

positivos, luego Q es definida negativa.
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3. Una compaiiia produce lavadoras y lavavajillas en tres talleres. En el taller 1 se
fabrican los motores y tiene asignados 1200 trabajadores; en el taller 2 se producen los
demas elementos, y ocupa a 1850 trabajadores; finalmente, el taller 3 se dedica al
montaje final de ambos productos, y emplea a 900 trabajadores. Cada operario trabaja
40 horas semanales. En la tabla se resumen el nimero de horas requeridas en cada taller

para elaborar una unidad de cada producto.

Lavadoras Lavavajillas
Taller 1 1 3
Taller 2 3 4
Taller 3 2 1

El beneficio obtenido por cada lavadora asciende a 50 euros y el de cada lavavajillas es
de 80. Por otra parte, la compafiia conoce que puede vender la cantidad que desee de
ambos productos con la capacidad disponible en los tres talleres.

a) Calcular la produccion 6ptima de la compaiia mediante un problema de
programacion lineal.

b) Si se mantiene fijo el beneficio de cada lavavajillas, ;jen qué intervalo debe estar el
beneficio de cada lavadora para que la produccion optima sea la misma que en el
apartado anterior?

c) Calcular los precios sombra de las horas de trabajo de los talleres 1 y 3.

d) A lavista de los resultados obtenidos en el apartado a), el gerente de la compaiiia
observa que en el taller 3 emplea mas trabajadores de los necesarios, y decide pasar
125 trabajadores del taller 3 al taller 2, ;qué ocurre con el beneficio 6ptimo?

e) Si por exigencias de la demanda de estos productos, la empresa decidiera fabricar

como minimo 7 lavadoras por cada 2 lavavajillas, ;cudl seria la produccion optima?

a) X;- numero de lavadoras

Xo— numero de lavavajillas

El problema es el siguiente:
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max(50x, +80x,)
X, +3X, <48.000
3X, +4x, <74.000
2X, + X, £36.000
X, =20,%X,20

[ (18.000,0)\ (24%Q0,0) (48.000,07~
My M
Las pendientes son:

p,=-1/3

p,=-3/4
oo = Ipl<[pd<lpl<lp)
3

p, =-5/8

Por tanto, la solucidon optima es el punto de corte entre la primera y la segunda

restriccion, es decir, el punto (6.000,14.000) y el valor 6ptimo es 1.420.000 euros.

b) Ahora la funcion objetivo es (ax;+80X;) y su pendiente es p, = _a2 . Por tanto, para

que la solucion sea la misma, tiene que cumplirse:

1 380
Ip|<[pi|<|ps|= ES%SZ > SEazo

¢) La primera restriccion se puede desplazar hasta que el nuevo 6ptimo sea el punto
(0,18.500).

M;i: X;+3X,=48.000+a

(6.000,14.000) — (0,18.500)

a=0 — a=7.500
A= f(0,18.500) - f(6.000,14.000) 1.480.000—1.420.000 %€
55.500-48.000 7.500

La tercera restriccion es no saturada, luego su precio sombra es 0.
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d) El nuevo problema es:

max(50x, +80X,)
X, +3X, <48.000
3x, +4X, <79.000

2X, + X, <31.000 (15. 500\) (26.333 0) (8. 000‘0)\

1
X 20,X,20

La nueva solucién 6ptima esta en el punto de corte de las tres restricciones, es decir, el

punto (9.000,13.000) y el nuevo valor 6ptimo es 1.490.000€.

e) Al problema del apartado a) hay que afiadirle
una nueva restriccion (My): 4

(0,36.000)
max(50x, +80Xx,)

X +3X, £48.000

. (0,18.50)
3X, +4x, <74.000 ~

(0,16.000
2X, + X, <36.000 M,
2% > 7X (15[750,4.500
1= 2
X, >0,%,>0 (18.000,0)\ (24°%6Q0,0) (48. 000‘0)\
M; M,

La nueva solucion optima es el punto de corte entre la nueva restriccion y la tercera, es

decir, (15.750,4.500) y el nuevo valor 6ptimo es 1.147.500€.
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4. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:

max (3, +2X, )
X, +2X,<4
X +X, <3
X =1
X, 20,%, 20
Completar la siguiente tabla sabiendo que corresponde a una solucion bésica factible del

problema anterior, y resolverlo.

A Ax A3 Ay As b
1 -1 2 0 2
1 -1 0 1
-1 1
0 4 0
3 2 0 0 0
Al A2 A3 A4 A5 b
3 A 1 -1 2 0 2
2 A 1 -1 0 1
0 As -1 C 1 Xs
0 d 4 0
El problema en forma estandar es:
max (3, +2X, )
X, +2X, + X, = 4 12100
X, + X, + X, = 3 A=l1 1 0 1 0
X, — X =1 1 0 0 0 -1
X, 20,i=1,...,5.

La base es [A; A, As]. La solucion basica factible asociada a esta base es (2,1,0,0,Xs).

Para calcular Xs.

2+2=4
2+1=3 = x =1
2-x,=1

Para calcular c:
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0 1 2 0
A=2A-1A+CAs = [ 1|=2|1|-|1|+c| 0 | = c=2
0 1) {0 -1
Para calcular d:  d=3-(-1)+2-1+0-(-1)-0=-1.

La tabla completa es:

3 2 0 0 0
A A As A, As b 0
3 A 1 0 -1 2 0 2
2 A 0 1 1 -1 0 1 1
0 As 0 0 -1 2 1 1
0 0 -1 4 0 8
T
Sale A, de la base y entra Az y se obtiene:
3 2 0 0 0
A A, A; Ay As b
3A 1 1 0 1 0 3
0 A; 0 1 1 -1 0 1
0 As 0 1 0 1 1 2
0 1 0 3 0 9

Esta tabla es optima. La solucién es (3,0) y el valor 6ptimo 9.

60



5. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:
max (X, +2X, +3X;)
X+ X, +4%, <12
X +4X, +2X, <8
2X + X, +2X%, <5
X 20,X,20,%X,=20
Si la siguiente es una tabla Optima de este problema, contestar a las siguientes

cuestiones:

A A Az Ay As Ag b
-10/3 0 0 1 1/3 -7/3 3
-1/3 1 0 0 173 -1/3 1

7/6 0 1 0 -1/6 2/3 2
11/6 0 0 0 1/6 4/3 8

a) (Cual es el rango de variacion del término independiente de la segunda restriccion
para que la base 6ptima no varie? Hallar el precio sombra de la segunda restriccion.

b) (Cudl es el rango de variacion del coeficiente de X, en la funcion objetivo para que
no varie la solucion 6ptima?

c) ¢(Qué ocurre con la solucion optima si el término independiente de la tercera

restriccion pasa de 5 a 67

a) Si el término independiente de la segunda restriccion cambia de 8 a 8+¢':

b+€A5
1
358 3+ie300 £3-9
l+1e 3
2-g¢ 1+1520¢> e>-3
8+1¢ 3
2—%820@ <12

Se cumplen las tres condiciones para -3<& <12. Luego el rango de variacion del término
independiente de la segunda restriccion para que la base 6ptima no varie es [5, 20] y el

precio sombra es 1/6 (tltimo elemento de la columna As en la tabla 6ptima).
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b) Funcion objetivo: X, +CX, +3X,

1 c 3 0 0 0

A A A; Ay As A b
0 A4 [-10/3 0 0 1 1/3 -7/3 3
c A |-1/3 1 0 0 1/3 -1/3 1
3 A3 |7/6 0 1 0 -1/6 2/3 2

5/2-¢/3 0 0 0 c/3-1/2 2-¢/3 [6+C

Para que la solucion optima no varie:

é—1C20<:> c<15/2
2 3

lc—120<:> c>3/2
3 2

2—%c20<:> c<6

Se cumplen las tres condiciones para 3/2<c<6.

¢) Si el término independiente de la tercera restriccion pasa de 5 a 6, tenemos que

&=1, entonces:

b+8A6
3-7/3=2/3
1-1/3=2/3
2+2/3=8/3
8+4/3=28/3

Luego, cambia la solucion 6ptima y ahora es (0,%,%) y el valor 6ptimo 28/3.
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2006

1. Sea la matriz A= , donde a,beRR.

T 9 N
S N O
S =

a) Estudiar la diagonalizabilidad de A segun los valores de a,beR.

b) Sib=-1, considérese la forma cuadratica

Q(x) = 'M(X)AM (X), VxeR®>.

Hallar M(Q) y clasificar la forma cuadratica Q segun los valores aeR.

a) Calculamos los valores propios:

2-12 0 1 A=2
A-l|=] a 2-1 a|=-A(2-2)-b2-A1)=0=A=1+1+b
b 0 - A=1-1+b

Casos:

e Si b<-1: Dos de las raices del polinomio son complejas, luego A no es diagonalizable.
¢ Si b=-1: Raices: 2 (simple) y 1 (doble).

A seré diagonalizable si dimS(1)=2.

1 0 1
dimS(1)=3-rango| a 1 a |=3-2=I, luego, A no es diagonalizable.
-1 0 -1

e Si b=0: Raices: 2 (doble) y 0 (simple).

0 0 1
dimS(2)=3-rangola 0 a
0 0 2

Hay dos subcasos:

Sia=0 =rg(A-21)=1=dimS(2) =2 = A es diagonalizable
Sia#0 =rg(A-21)=2=dimS(2) =1= A no es diagonalizable
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e Si b>-1 y b#0: Las tres raices del polinomio son reales y distintas, luego A es

diagonalizable.
2 01
b) A=|a 2 a
-1 0 0
2 a/2 o0
La matriz de representacion es: M(Q)=|a/2 2 a/2
0 a/2 0

Los menores principales son:

-de orden 1:2,2,0

2 2
-de orden 2: 4—a—,—a—,0
4 4

2

-de orden 3: |M (Q)| = —2%= e

Casos:

¢ Si a=0: |M (Q)| =0 y los demés menores principales son mayores o iguales que cero,

luego Q es semidefinida positiva.

¢Si a * 0: Hay un menor principal de orden 2 (—a2 /4) negativo, luego Q es indefinida.

2. Una empresa produce dos tipos de hilo, A y B, mezclando hilo de seda y de algodén
en las siguientes proporciones. Para obtener hilo de tipo A la proporcion es: 60% de hilo
de seda y 40% de hilo de algodon. Para obtener hilo de tipo B la proporcion es: 40% de
hilo de seda y 60% de hilo de algodén. Un metro de seda cuesta 3 u.m. y un metro de
algodon 0,5 u.m. El coste del proceso productivo, excluido el de las materias primas, es
de 2,5 u.m. por un metro de hilo de tipo Ay de 1 u.m. por 1 metro de hilo de tipo B.
Semanalmente se dispone de un maximo de 1.800 metros de hilo de seda y 2.400 de
algodon. Ademas, el coste del proceso productivo (excluido el de las materias primas)
no puede superar las 6.000 u.m. El precio de venta es de 8,5 um. y 4,5 um.,

respectivamente, por 1 metro de hilo de tipo Ay tipo B.
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a) Determina la produccion semanal que maximice los beneficios totales de la
empresa.

b) (Le interesaria a la empresa aumentar el coste del proceso productivo por encima
de las 6.000 u.m.? ;Hasta qué cantidad?
(e interesaria comprar mas seda? /A cudnto estaria dispuesto a comprarla?

¢) Manteniendo el precio de 1 metro de hilo de tipo A en 8,5 u.m., ;para qué precios
del hilo de tipo B decidird producir tnicamente hilo de tipo B? Para estos nuevos

precios qué le interesaria a la empresa: jcomprar mas seda o mas algodon?

a) VARIABLES:
X;=metros de hilo A
Xo,=metros de hilo B
FUNCION OBJETIVO:
Ingresos (I): 8,5%, +4,5X,
Coste proceso productivo (CPP): 2,5%; + X,

Coste materias primas (CMP): 3 (O, 6%, +0,4x, ) +0,5 (O, 4x,+0,6X, )

[-CPP-CMP=4Xx, +2X,

El problema es el siguiente: 4

(0,6.000)

max 4X; +2X,
0,6x,+0,4x, <1.800 (0,4.500{
0,4x%, +0,6X, <2.400 (0,4.000)
2,5%, + X, £6.000
X, =20,%,20

0, =2 (6.000.0)

o =—1.5 (2.400,0)\ \(3.000,0)
p::—(;,6 = P3< P <P <P,

p,=-2,5

El 6ptimo se alcanza en la interseccion de la 1* y de la 3? restricciones, es decir, el punto

(1.500,2.250) y el valor 6ptimo es 10.500 u.m.
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b) La tercera restriccion (coste productivo) representa un recurso escaso. Se puede

desplazar hasta que el nuevo Optimo sea el punto (3.000,0), en el que el coste productivo

es 7.500.

La primera restriccion (seda) representa un recurso escaso. Se puede desplazar hasta que

el nuevo 6ptimo sea el punto (12.000/11,36.000/11).

Mi: 0,6%, +0,4x, =1.800+a

b

(1.500,2.250) — (
11 11

12.000 36.000)

0y o 1:800
11

f(1.500,2.250)=10.500 u.m. — f [ ,
11 11 11

12.000 36.000} _120.000

117 11
1.800
11

f(12.000 36.000)_ £ (1.500,2.250)
A

=—=2,5um.
2

¢) Para que sea conveniente producir tinicamente hilo tipo B, la solucién 6ptima debera
alcanzarse en el punto (0,4.000). Para ello, la pendiente de la funcioén objetivo ha de ser
mayor que la de la segunda restriccion.

Si se denota por p al nuevo precio del hilo B, la nueva funcién objetivo seria:

4X, +(p—2,5)X, . Luego, debera ocurrir

4 0,4
Z_
p-2,5_ 0,6

= p=8,5.
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3. Sea el siguiente problema de programacion lineal:

max (ax, + bx, — x;)
1
X +2X, + X, <6
=X + X, =3X, <3
X, 20,X,20,%x, 20

donde a, beR.

a) Cuando a=2 y b=-1, resolver ¢l problema.

b) Cuando a=0y b=3, considérese la siguiente tabla asociada al problema resultante.
0 3 -1 0 0
A Ay As Ay As

3 A 174 1 172 172 0

0 As| -54 0 772 -172 1

3/4 0 52 372 0

o © W T

1) Hallar los precios sombra de las dos restricciones del problema y el intervalo de
variacion del término independiente de cada restriccion para que la base 6ptima no
varie.

i1) Si el término independiente de la primera restriccion se reduce de 6 a 2, ;la
solucion Optima varia? En caso afirmativo, dar la nueva solucion 6ptima.

ii1) Hallar el rango de variacion del coeficiente de X; en la funcion objetivo de forma

que la solucion optima no varie.

a) El problema en forma estandar es:

max (2X, — X, = X;)

5x1+2x2+x3+x4:6 /2 2 1 1 0
=X + X, =3X, + X, =3 _{—1 1 -3 0 1}
X, 20,Vi

2 -1 -1 0 0

A Ax Az Ay As b
0 Ayl 12 2 1 1 0 6 —>s
0 As -1 1 -3 0 3

-2 1 1 0 0 0

T
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0 0
A Az A A4 As b
2 A 1 4 2 2 0 12
0 As 0 5 -1 2 1 15
0 9 5 4 0 24

Esta tabla es optima, luego la solucion dptima del problema es (12,0,0) y el valor
optimo es 24.

b) i)

1? restriccion:

b+e Ay
1 1

3+—¢ 3+—20& &2-6
2 2
1

-5 € ——&20& £<0
2 2

H+—¢

Se cumplen las dos condiciones para -6< ¢ <0. Luego el rango de variacion del

término independiente de la primera restriccion para que la base 6ptima no varie es
[O, 6] y el precio sombra es:

9+38—9
p=—2 .3
: & 2
2% restriccion:
b+6‘ A5
3
P
9

Para que la base optima no varie £ >0, luego el rango de variacion del término

independiente de la segunda restriccion para que la base dptima no varie es [3,+oo)
y el precio sombra es 0.
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ii) Si el término independiente de la primera restriccion se reduce de 6 a 2, entonces
& =—4, que estd en el rango de variacion hallado en el apartado 1), luego la base

Optima no varia y tenemos:

b+(-4) Ay
Lo
3+ (41

Lo
- (42

3
9+ (-4)=3
2( )

es decir, la solucién 6ptima si varia y sera (0,1,0) y el nuevo valor dptimo sera 3.

iii) Funcion objetivo: AX; +3X, — X,

1 3 1 0 0

A A, A; Ay As b

3A 1/4 1 172 172 0 3
0 As -5/4 0 -7/2 -1/2 1 0
Ya- A 0 5/2 3/2 0 9

Para que la solucion 6ptima no varie:

%—/IZOQ/IS3/4.
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Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2007

1. Considérese la siguiente matriz:

a 0 1
A=l0 o 1
B v «a

donde «, 3,y eR.

a) Para f=0y y =1, hallar, si existe, una base de R’ formada por vectores propios
de A y una matriz diagonal semejante a A.

b) Si f=-1y y=5, clasifica la forma cuadratica Q(X)="M(X)AM(X) segtin los valores
de ¢ eR.

a) py(A)=|A-All=| 0 a-1 1 |=(@-Dl(a-1)-1]=0.
0 1 a-4

Los valores propios son A =a, A=a+1 y A=a—1. Como son reales y distintos, A es

diagonalizable V& € R y una matriz diagonal semejante a A es:

o 0 0
D=0 a+l 0
0 0 a—1

S(a)={xeR*/(A-al)M(x) =0} ={x(1,0,0)/ x, € R} = L((1,0,0))

0 0 T1)(x 0
0 0 1% |[=]0]=X=X=0
0 1 0){x 0

S(a+1)={xeR* (A= (a+DDM(x)=0}={x (1,1,1)/x e R} = L{(LL1))

-1 0 1)(x 0
0 -1 1 ||[%[=|0]|=X=X=X
0 1 -=1){x 0

S(a@-1)={xeR (A= (a-DDHM(X) =0} ={(x.%,-x)/x e R} = L{(1,1,-1))
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1 0 1Y(x

X, =
0 1 1 x2=0:>{
0 1 1){x

Luego, una base de R’ formada por vectores propios de A es

B =((1,0,0),(1,1,1),(1,1,-1)).

by M@Q)=

S © R
w R O
QR w o

Los menores principales de M(Q) son:

deorden 1: a,a, .
de orden 2: o*,a*,a* —9

de orden 3: |[M(Q)= &’ -9a = a(a2 —9)

Casos:

o a =3: Q es semidefinida positiva.

o a =-3: Q es semidefinida negativa.
o a >3: Q es definida positiva.

o o <-=3:Q es definida negativa.

. -3 <a <3:Q es indefinida.

2. Una empresa produce dos productos P; y P, a partir de dos materias primas Ay B. En
la siguiente tabla se recogen las cantidades necesarias de cada materia prima para
obtener una tonelada de cada producto, asi como la disponibilidad semanal de las

materias primas, todas ellas en toneladas.

Producto P; | Producto P, Disponibilidad
Materia prima A | 1 2 300
Materia prima B | 4 3 720
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Debido a restricciones tecnologicas, la produccion de P, no puede superar el doble de la
produccion de P;. El beneficio por tonelada del producto P, es de 15 euros, mientras
que el del producto P, es de 20 euros.

a) ¢Cual es la produccion semanal que maximiza los beneficios de la empresa? ;Sera
conveniente adquirir materia prima B por encima de las 720 toneladas? ;Cuanto y a
qué precio?

b) ¢Cuadl debe ser el precio minimo del producto P, si se mantiene el de Py, para que
se decida producir inicamente del producto P,?

c) Si se establece por ley que los beneficios no deben superar los 3.000 euros, ;cual es
la solucion optima?

d) Formula, sin resolverlo, el problema que resulta al anadir la siguiente informacion al
problema anterior:

-Por cada 3 toneladas de P; se han de producir por lo menos 4 de P;.
-Se ha establecido un nuevo impuesto sobre las materias primas que reduce el
beneficio total, de forma que cada tonelada de A esta gravada con 0,5 euros cada

tonelada de B con 0,6 euros.

a) Las variables son:
X;= numero de toneladas del producto P,

X,= numero de toneladas del producto P,

El problema es el siguiente:
max(15x, +20Xx,)

X +2X, <300 (0,240)
4x, +3%x, <720

X, < 2X \

X =20,%,20 (0,150)
(108,96)

Las pendientes son: (300,0)

(180,0) \M
2

»
>

M3 Ml
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0 __5
20

1
=50 S b <p < <.
4

pzz_g

p3:2

Por tanto, la solucion 6ptima se alcanza en el punto de corte de las restricciones 1y 2, 0

sea en (108,96), y el valor 6ptimo 3.540 euros.

Si es conveniente adquirir materia prima B porque es un recurso escaso. La cantidad
conveniente es la que permita producir (300,0), es decir 1200 toneladas, o sea 480
toneladas mas de materia prima B. En este caso, el 6ptimo se alcanzaria en (300,0) y el
valor 6ptimo seria 4500 euros. Por tanto, el precio sombra de la materia prima B es:

, _ 1(300,0)— f (108,96) _ 45003540

B =2 €/tonelada
1200-720 480

b) Hay que calcular el coeficiente de X; en la funcién objetivo de modo que el dptimo se
alcance en (180,0). Es decir, que la pendiente de la funcion objetivo sea menor que la de
la restriccion 2. Si se denota por b a dicho coeficiente debera cumplirse,

15 4 45
——<-— & b<—.
b 3

Por tanto, el precio minimo sera 0.

¢) En este caso aparece una nueva restriccion:

A
max(15x, +20x,) (0,240)
X, +2X, <300
4%, +3x, <720 N
X, < 2X; (600 1200) S (@@)
PR 7 7
15x, +20x, <3.000 11 1
X =20,X,20 (300.0)
180,0 >
M, (150.0) Yoy M,
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Como p, < p; =p, < p, < p,, entonces el 6ptimo se alcanza en los puntos del segmento

(61010 ’ 1??0)(1080 ’ 240) y el valor optimo es 3000.

7 7

d) Hay que afiadir la siguiente restriccion al problema original: 3X, > 4X,.

Ademas, la funcién objetivo sera:

15X, +20X, —0,5(X, +2X,)—0,6(4x, +3X%,) =12.1x, +17.2X, .

Por tanto, el nuevo problema seria:

max(12.1x, +17.2X,)
X, +2X, <300

4x, +3x%x, <720

X, < 2X

15X, +20x, <3.000
3X, > 4x

X, =20,%x, =0

3. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:
max (SOX1 +80x, )
X, +3X, <48
3X, +4x, <74
2X, +4X, =36
X 20,X, =20
a) Utiliza el método de las penalizaciones para encontrar una solucion basica factible
inicial.

b) Si la siguiente tabla corresponde al problema anterior, encuentra la solucién dptima.

A A, As A4 As b
A |1 0 -4/5 3/5 0 6
A |0 1 3/5 -1/5 0 14
As |0 0 4/5 2/5 1 32

0 0 8 14 0 1420

c) (Cuadl es el precio sombra de las dos primeras restricciones?

74




d) Calcula la nueva solucidon 6ptima si el término independiente de la primera
restriccion aumenta en 5 unidades.

e) Si se sustituye la tercera restriccion por 2X, +X, <36, la salida del programa QSB

para el nuevo problema es la siguiente:

|-——————————————— Zolution Z3wmeary for Problewa —————-—————————————————— |

| 01-15-2007 17:03:13 Page: 1 of 1 |
| |
| Variabhle | Variahle | | Opportuni—| Minimnun | Current | Maxirmam |
| MNumber | Natne | Solution | ty Cost |CObj. Coef.|Ckhj. Coef.|Chj. Coef.

e e L A hsminma S Frsamaasaa |
| 1 | 1 | 6 | 0| Z6.66667 | 50 | &0
| 2 | Xz | 14 | 0| 66.66666 | 80 | 150]

| Constraint Sumnary for Prokblems ——————-————————————— |

| 01-18-2007 17:03:13 Page: 1 of 1 |
[EEmEEmet et e CEn T e ms s s B e e e |
| Constraint| Constraint| Shadow | Surplus | Minirman | current | Maxirurn |
Nuarber | Status | Price | | R. H. 5. | R, H. 3. | B. H. 3. |

+ ' ' ' ' ——t————— |

1 | Tight (<] g | a | 3g | 48 | E5.5 |

2 | Tight (<] 14 | a | 64 | 74 | g4 |

3 | Loose (<] ] o | 10 | 26 | 3e | M|

Maximized OBJ = 1420 TIteration = 2 Elapsed CPU seconds = 0 |

1) (Cual es la solucion optima del nuevo problema?

i1) ;/Qué restricciones representan recursos abundantes? ;Por qué?

ii1) En el caso de que el coeficiente de X; en la funcion objetivo aumentara a 55,

[cambiaria la solucion optima? ;Por qué?

a) problema artificial
max (50, +80%, ) max (50, +80X, ) max (50X, + 80X, —Mx)
X, +3X%, <48 X, +3X%, + X, =48 X) + 3%, + X; =48
3X, +4x, <74 3X, +4X, + X, =74 3% +4x, +X, =74
2, +4X, > 36 2X, +4X, — X, =36 2%, + 4%, = X5 + X, =36
X, >0(i=1,2) X >0(i=1,.,5) X 20(i=1,..6)

La matriz de coeficientes:

1 310 0
A=3 4 01 O
2400

— O O

-1

La base candnica es B = <A3, A, A5> . La tabla asociada es:
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50 80 0 0 0 -M
A A; A3 Ay As As b 2]
0 A; |1 3 1 0 0 0 48 16
0 A4 |3 4 0 1 0 0 74 74/4
M Ag |2 4 0 0 -1 1 36 9
-2M-50 -4M-80 0 0 M 0 -36M
T

En la siguiente tabla, entra A, y sale A¢ de la base, que es la columna correspondiente a

la variable artificial;

50 80 0 0 0

A A, A; Ay As b
0 A;|-172 O 1 0 3/4 |21
0 A4l 0 0 1 1 38
80 A, [1/2 1 0 0 -1/4 |9

-10 0 0 0 -20 | 720

Luego, la solucion basica factible inicial e

5 (0,9,21,38,0).

b) La solucion 6ptima es (6,14) y el valor ptimo es 1420.

¢) El precio sombra de la primera restriccion es 8 y el de la segunda es 14, es decir, los

ultimos elementos de las columnas A3 y A4, respectivamente, en la tabla 6ptima.

d) Si el término independiente de la primera restriccion aumenta en 5 unidades, la

nueva columna b es:

b+5 A
4 2
6—§(5)
14 +%(5) -
32 +%(5) 36
1420+8(5) 1460

Luego, la nueva solucion 6ptima es (2,17) y el nuevo valor 6ptimo 1460.
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e) i) La solucion optima es (6,14)

ii) Solamente la tercera restriccion representa recursos abundantes, porque es no

saturada. Exactamente sobran 10 unidades del tercer recurso.

iii) No cambiaria, porque 55 estd dentro del rango de variacion del coeficiente de X

en la funcion objetivo para que la solucion 6ptima no varie, que es [26°6667,60].
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2007
1. Sea la matriz:
b 4 4
A=|0 a b, abeR.
0 b a

Estudiar la diagonalizabilidad de A para los distintos valores de a 'y b.

b-1 4 4
pa(A)=|A-Al|=| 0 a-1 b |=(a-2)(b-2)-b*(b-2)=0
0 b a-4

Los valores propios son: A=b,A=a+b,A=a-b.

Caso 1. a=b=0. Valores propios: 0 (triple)

0 4 4
dimS(0)=3-rango(A-0l)=3—-rango| 0 0 0 |=3-1=2<3 = A no es diagonalizable.
0 00

Caso 2. a#0, b=0. Valores propios: 0 (simple), a (doble)

-a 4 4
dimS(a)=3-rango(A-al)=3—-rango| 0 0 0 |=3-1=2 = A es diagonalizable.
0 00

Caso 3. a=0, b#0. Valores propios: -b (simple), b (doble)

0 4 4
dimS(b)=3-rango(A-bl)=3—-rango| 0 -b b |=3-2=1<2 = A no es diagonalizable.
0 b -b

Caso 4. a,b#0, a=2Db. Valores propios: 3b (simple), b (doble)

0 4 4
dimS(b)=3-rango(A-bl)=3—-rango| 0 b b |=3-1=2 = A es diagonalizable.
0 b b

Caso 5. a,b#0, a#2b. Los valores propios son todos distintos, luego A es diagonalizable.
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2. Considérese el siguiente problema de programacion lineal
max|3X +4X, ]
2X +3x%, <30
X +X%, <12
X, <8
X =0,%x,=0
a) Calcula graficamente su solucioén 6ptima.

b) Calcula el precio sombra de las tres restricciones.
c) Si se afiade en el problema inicial la restriccion 2X, —ax, =0, ;cual ha de ser el

valor de a para que no varie la solucién 6ptima?

M,

(4.8) M;

(0.8) 55

s

(12,0)

(6,6)

(15,0)

a) Las pendientes son:
) 3
g
2
pl:_g = |p3|:0<|p1|<‘pf‘<|p2|

p2=—1
p3=0

Por tanto, la solucion optima se alcanza en el punto de corte de las restricciones 1y 2, o

seaen (6,6), y el valor optimo es 42.
b) Precios sombra.

Restriccion 1. La cantidad conveniente de recurso 1 debe permitir que se alcance

el punto (4,8), es decir 32 unidades.
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_ f(4.8) - f(6,6) 44—42
32-30 2

A 1.

Restriccion 2. La cantidad conveniente de recurso 2 debe permitir que se alcance
el punto (15,0), es decir 15 unidades.

1 f(15,0)— f(6,6) 45-42
g 15-12 3

1.

Restriccion 3. Este recurso es abundante, su precio sombra es 0.

¢) Para que el punto (6,6) siga siendo 6ptimo debe cumplir la restriccion 2X, —ax, = 0.

2:6-a-620 = ax<?2

3. Una compaiiia fabrica dos productos A y B a partir de una materia prima. Para
producir 1 kg de A se necesitan 6 kg y para 1 kg de B se utilizan 2 kg de dicha materia
prima. La empresa que suministra la materia prima dispone diariamente de un maximo
8000 kg a un precio de 2 euros por kg. Para elaborar estos productos la empresa puede
asignar a 50 operarios como maximo, cada uno de los cuales trabaja 8 horas diarias.
Producir 1 kg de A requiere 0.4 horas y 0.3 horas 1 kg de B. El coste de una hora de
trabajo es de 10 euros. En el acabado de los productos se utiliza una maquinaria
especial, y si la empresa fabricara inicamente el producto A, podria utilizar la maquina
para 6000 kg diarios como maximo, pero si solo fabricara el producto B, podria alcanzar
los 5000 kg diarios. Ademas, segun un estudio de mercado las ventas del producto A
son al menos el 60% de las ventas totales de ambos productos. Los precios unitarios de
venta por kg para los productos Ay B son de 20 y 40 euros respectivamente.

Formula sin resolverlo un programa lineal para determinar la cantidad que se debe

producir de cada producto para maximizar los beneficios.

Las variables son:

X; =kg de A producidos diariamente

X, =kg de B producidos diariamente
Ingresos= 20X, +40X,

Coste materias primas=2(6X, +2X, ) =12X, +4Xx,
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Coste mano de obra=10(0.4x, +0.3X, ) = 4, +3X,

Beneficios=4X, +33X,

Ecuacion de la recta que pasa por los puntos (6000,0) y (0,5000):
5X, +6x, =30000

Por tanto, el planteamiento del problema es:

max (4, +33X,)

6X, +2X, <8000
0.4x +0.3, <400
5X, +6X, <30000
X >0.6(X +X,)

x>0 (i=12)

4. Sea el siguiente problema de programacion lineal

a)

b)

d)

max[2X, +4X, + X, ]
X, +2X, =X, <5
2X =X, +2X%, <2
=X, +2X, +2X; <1
X, 20,X,20,% =0

Completar la siguiente tabla que corresponde a este problema y resolverlo.

Al Az A3 A4 A5 A6 b

0 0 -7 -4/3 =573 2/3
1 0 2/3 1/3

0 1 2 1/3 2/3 4/3
0 0 8/3 10/3 | 26/3

Si el coeficiente de X, en la funcion objetivo cambiara a 5, ;variaria la solucion
optima?

Si el término independiente de la segunda restriccion disminuyera en 1 unidad,
(cudl seria la solucion optima del nuevo problema?

(Seria conveniente aumentar el término independiente de la primera restriccion

para obtener un aumento en el valor 6ptimo?
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a) La tabla completa es:

2 4 1 0 0 0
Al A2 A3 A4 A5 A6 b
0 A4 0 0 -7 1 -4/3 -5/3 2/3
2 A 1 0 =2 0 2/3 1/3 c=5/3
4 A 0 1 2 0 1/3 2/3 4/3
0 0 b=11 0 8/3 10/3 26/3
A ==TA, +aA +2A,
-1 1 1 2
2 |=-7|0|+al 2 |+2|-1| = a=2
2 0 -1 2

bh=2x2+4x2-1=11
2c+4%x4/3=26/3=>c=5/3

Como todos los elementos de la tltima fila son no negativos, esta tabla es 6ptima y por

tanto, la solucidon 6ptima del problema es (5/ 3,4/3, 0) y el valor 6ptimo es 26/3.

b) Lanueva ultima fila es:

|0 0 17 0 14/3  13/3 | 413 |

Con lo cual la tabla sigue siendo dptima y la solucidon 6ptima no varia.

¢) Si el término independiente de la segunda restriccion disminuye en 1 unidad, la

nueva columna b es:

b+(-1) As
2/3+(-1)(-4/3)=2
5/3+(-1)2/3=1
4/3+(-1)1/3=1
26/3+(-1)8/3=6

Luego la solucion del nuevo problema es (1,1,0) y el nuevo valor 6ptimo es 6.

d) No, porque el precio sombra de esa restriccion es 0 (0ltimo elemento de la columna
A, en la tabla 6ptima) y, por tanto, aunque aumentemos el término independiente de la

primera restriccion el valor 6ptimo no aumenta.
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5. Una empresa produce hornos y vitroceramicas, por los cuales obtiene un beneficio
unitario de 40 y 20 euros respectivamente. El proceso de fabricacion requiere que cada
horno o placa vitroceramica pase por tres talleres distintos de la empresa. Un horno
necesita 1/2, 1/2 y 3/2 horas de los talleres A, B y C respectivamente, mientras que una
placa requiere 1, 1/2 y 1/2 respectivamente. Los talleres A y B trabajan un maximo de
30 horas semanales cada uno, mientras que C trabaja como maximo 40 horas semanales.
Si X, X representan la cantidad de hornos y placas respectivamente, el problema
consiste en resolver el siguiente programa:
max[40X, + 20X, ]

1/2)x, +x, <30 (taller A)

(1/2)x,+(1/2)x, <30 (taller B)

(3/2)x,+(1/2)x, <40 (taller C)

X =20,% 20

La salida QSB para este problema es:

|- dolution 3wmwary for Problemws —---——-—————————--——- |

| 01-23-2007 17:49:07 Page: 1 of 1 |
B R s e R s s |
| Varishle | Wariable | | Opportuni-| Minimum | Current | Maxirun |
| HNumber | Name | Solution | ty Cost |Chj. Coef.|Obj. Coef.|Chb]. Coef.|
[ ———————— Fo——— - o o F-——— F——— [
| 1 | %1 | 20 | o 10 | 40 | &0
| 2 | X2 | 20 | O] 13.33333 | 20 | 50|
| == s |
| Maximized OBJ = 1200 Iteration = 2 Elapsed CPU seconds = 0O

e B I B A o e st S s |
| < Pagelown > < Pagelp = < Hardcopy > < Cancel =

e S R R L B R R s |
|- Constraint Jwmeary for Problema ———-———————————————— |

| O01-23-2007 17:45:34 Page: 1 of 1
e |

| Constraint | Constraint| Shadow | Surplus | Minirwuam | Current | Maxirmum |

| HNurdbher | Status | Frice | | Ba: HaiesBe | sRsatelsds | aBesdssbs
[[Emeesmaae ey - Fo— ek W T T AR I

| 1 | Tight (<) | = 0O | 13.33333 | 30 | 55 |

| 2 | Loose (<) | o | 10 | 20 | 30 | !

| 3 | Tight (<) | 24 | o | 15 | 40 | Qo |

R R |

| Maximized OBJ = 1200 Iteration = 2 Elapsed CPU =zeconds = 0 |

B R L D S s L SIS |

| < PageDown > < Pagelp = < Hardcopy > < Cancel > |

a) (Cuadl es la solucion 6ptima que maximiza los beneficios de la empresa?
b) Si el beneficio por horno disminuye en 10 unidades, ;cambia la solucion 6ptima?
c) Sise pudiese aumentar en 10 las horas disponibles en algun taller, ;cudl se

elegiria?, ;como afectaria al beneficio 6ptimo?
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a) La solucion optima es (20,20) y el beneficio 6ptimo es de 1200 euros.

b) La solucioén 6ptima no cambia porque si el beneficio por horno disminuye en 10

unidades, entonces éste sera de 30 unidades, el cual pertenece al rango de variacion para

que la solucion dptima no varie, que es [10,60].

¢) Se elegiria el taller que tenga el precio sombra mayor, en este caso, el taller C. Como
su precio sombra es 24, esto quiere decir que por cada hora adicional en ese taller, el
valor 6ptimo (beneficio) aumenta en 24 unidades, por tanto, si aumentamos en 10 las

horas disponibles en ese taller, el beneficio 6ptimo aumentara en 240 unidades.
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Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2008

1. Sea la forma cuadratica Q(X) definida por:
QM) =X +X +(A+1)X +2A%,% +2X X% (AeR)
a) ¢Para qué valores de A €R se cumple que Q(X) >0 paratodo xeR*, Xx=0?
b) (Para qué valores de 4 € R se cumple que siempre existen X, X,, X, € R’ tales que
Q(x)>0, Q(x,)=0y Q(x,)<0?

c) SiA=0, existeun xeR’, x=0 tal que Q(X) =0 ? Determina el conjunto

{xeR*/Q(x) =0}

La matriz de representacion de la forma cuadratica Q(X) es:

1 0 1
M@Q)=|0 1 A
1 4 A+1

donde se tiene que:
Menores principales de orden 1: {1, 1, A+1}
Menores principales de orden 2: {1, A, A+1-A%}
Menores principales de orden 3: A-A*=A(1-1)

Esté claro que la forma cuadratica no puede ser definida negativa o semidefinida

negativa. La forma cuadratica sera definida positiva si y solo si se verifica:

A+1>0 A>-1

A>0 = A>0 & 1e(0,)
A+1-22>0 (1-~5)/2<2<1+5)/2

A-2">0 0<A<l

Y semidefinida positiva si y sélo si:

A+120 A>-1
A+1-2720 (1-5)/2<2<1++/5)/2
A-21=0 A=001
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Como las clases de las formas cuadraticas son mutuamente excluyentes, podemos

asegurar que para los valores de 4 € (—,0) U (1,0) la forma cuadratica es indefinida.

a) Nos preguntan por los valores de 4 € R para los cuales la forma cuadratica es

definida positiva. Por los calculos anteriores, éstos son los 4 € (0,1) .

b) Nos preguntan por los valores de A € R para los cuales la forma cuadratica es

indefinida. Por lo tanto, A4 € (—o0,0)U(1,).

¢) Si 4 =0, la forma cuadratica es semidefinida positiva, y, por definicion, esto nos

permite afirmar que existeun xe R’ ,X#0 con Q(x)=0.

. 2
Si A =0 notar que Q(X) =X, +X; +X; +2XX% = (X +X) +X; , con lo cual

[xeR'/Q(x)=0] ={(x1,x2,x3)eR3/(xl %)+ =o} —{(%,0,-%)/% R}

2. Una empresa produce 4 tipos (1,2, 3 y 4) de aceite empleando en distintas cantidades
dos variedades de aceitunas (A y B). En la siguiente tabla se recoge la cantidad

requerida de kilos de aceituna de cada variedad para obtener un litro de cada tipo de

aceite:
1 2 3 4
Al2 1T 3 3
B |3 4 2 1

Se han de considerar las siguientes restricciones:

- Se dispone de 100 toneladas semanales de aceituna A y 150 toneladas de B.

- La cantidad de aceite de tipo 1 y 2 en total no ha de ser menor que la suma de 3 y 4.
- Por cada 3 litros de tipo 1 se han de producir por lo menos 4 litros entre 2 y 3.

- La produccién del tipo 1 no puede ser superior al 75% de la de tipo 4.

Plantea (sin resolver) un problema de programacion lineal si se desea maximizar la

produccion total de aceite.
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Definiendo las variables:

X, = litros de aceite del tipo 1
X, = litros de aceite del tipo 2

X3= litros de aceite del tipo 3

X4= litros de aceite del tipo 4

El problema de PL a resolver es:

max(X, +X, +X; +X,)
2X, +X, +3X; +3x, <100000
3X, +4X, +2X, +1x, <150000
X +X =X +X,

XX Zﬂxl
3

X <0.75x,
% 20,i=1,..,4

3. Dado el siguiente problema:

max(6X, +2X,)
22x, +15x, <630 (1)
4%, +x, <80 (2)
12X, +5%, <264 (3)
X, =20,x,=20
a) Dibuja el conjunto de soluciones factibles de problema y determina la solucién
optima y el valor 6ptimo del problema.
b) Calcula el precio sombra de las restricciones (1) y (3).

c) (Cudl ha de ser el coeficiente de X, en la funcidon objetivo para que en la

solucion optima se cumpla X, =0?

a)
p, =-22/15
P = = Jpl<lp<]p.|<Ipd
p,=-24
Py =-3
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(0,85

(0,52.8)

(0,42)

(15,20)

Por tanto, la solucion dptima es el punto de corte entre £, y 4, es decir, el punto

(17,12) y el valor 6ptimo es 126.

b) Larestriccién 1 es no saturada, luego su precio sombra es 0.

La restriccidn 3 es saturada y la movemos hasta que pase por el punto (15,20), que

es el punto de corte entre 1, y f,.
12X, +5x,=264+a
(17,12) > (15,20)
a=0 —» a=16
126 — 130

130-126
16

A =0.25

¢) Funcion objetivo: AX, +2X,
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Que en la solucion optima se cumpla X, =0, quiere decir que la solucion Optima sea el

punto (20,0) y, para ello, la pendiente de la funcion objetivo, en valor absoluto, debe ser

mayor que la pendiente de la segunda restriccion, esto es:

‘pf‘>|p2|©§>4c>A>8

4. Considérese el siguiente problema:
max (X, +3X, )
X, +2X, <10
X +X,<6
2% +X, <9
X =20,%X,20
a) Resolverlo mediante el método simplex.
b) Determinar el rango de variacidon del término independiente de la primera restriccion
para que la base 6ptima no varie.
¢) Siel término independiente de la primera restriccion disminuye en 4 unidades,
(cambia la solucion optima del problema?, ;por qué?
d) (Cuales son los precios sombra de las tres restricciones?

e) Siel coeficiente de X, en la funcion objetivo es un niumero a =0, ;coOmo tiene que

ser a para que la solucion optima varie?

max (X, +3X, ) max (X, +3X, )
X, +2X, <10 X +2X, + X, =10
X +X, <6 = X +X,+X,=6
2%, +X%X, <9 2X + X, + X, =9
X, >0,%x, >0 X, 20, Vi

a) La matriz de coeficientes es:

>

Il
[\ — p—
_— = N
e
S = O
- o O
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1 3 0 0 0
A A, Az A, As
0 A 1 2 1 0 0 10 5
0 Ay 1 1 0 1 0 6 6 -
0 Al 2 1 0 0 1 9 9
-1 -3 0 0 0 0
T
(§
1 3 0 0 0
Al Az A3 A4 A5 b
3A 1/2 1 1/2 0 0 5
0 Ay 172 0 -1/2 1 0 1
0 As| 32 0 -172 0 1 4
1/2 0 3/2 0 0 15

Esta tabla es optima, luego la solucién 6ptima del problema es (0,5) y el valor 6ptimo 15.

b) 1° restriccion:

b+cA;
1 1
5+—¢ 54—20& £2>2-10
2 2
1 1
1-58 l——e>0& £<2
2
1
4'35 4-les0e o<
2
15+§g
2

Se cumplen las tres condiciones para -10< & <2. Luego el rango de variacion del término

independiente de la primera restriccion para que la base 6ptima no varie es [0, 12] )

¢) Si el término independiente de la primera restriccion disminuye en 4 unidades,
entonces & =—4 que estd en el rango de variacion hallado en el apartado ii), luego la

base Optima no varia y tenemos:
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b+(-4) As
1 —
S+ (4)3

1o
-2 (43

1o
4= (4)=6

3
15+ (-4)=9
2( )

es decir, la solucion 6ptima si varia y ahora sera (0,3) y el nuevo valor 6ptimo sera 9.

d) Segtn la tabla O6ptima, los precios sombra de las tres restricciones son, en orden: 3/2,

0y 0, es decir, los ultimos elementos de las columnas A, A, y A.

e) Funcion objetivo: X +ax,

1 a 0 0 0

Al Az A3 A4 As b

a A 1/2 1 1/2 0 0 5
Ay 1/2 0 -1/2 1 0 1

0 As 3/2 0 -1/2 0 1 4
a/2-1 0 a/2 0 0 S5a

Como a =0, para que la solucion Optima varie se tiene que cumplir que:

%a—1<0<:>a<2.
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5. Considérese el siguiente problema de maximizacion de beneficios:

max (10x, +15x, +10x;)
X, +2X,+ X, <60 (A)
X, +X +X <50 (B)
2X + X, +X; <40 (horas trabajo)
X 20,X,20,%X, =20

donde x; (i=1,2,3) son los kilos que se producen semanalmente de un producto P a

partir de 2 materias primas A y B, de las cuales se tiene una disponibilidad de 60 y 50

kilos respectivamente, y para ello se trabaja 40 horas a la semana.
La salida de WinQSB es:

Combined Report for LP Sample Problem

10:42:40 Tuesday January 29 2008
Decision | Sclufien |Unit Cost or Total Eeduced Basis  |Allowable | Allowable
Wariable Value Profit c(]) | Contribution Cost Status | Min. ey} | Max. ()
1 X1 0 10,0000 0 -5.0000 | at bound -M 15,0000
2 X3 20,0000 15,0000 300,0000 0 basic 10,0000 | 20,0000
3 X3 20,0000 10,0000 200,0000 0 basic 8,3333 15,0000
Objective | Funetien | (Max)= 500,0000
Left Hand Bight Hand Slack Shadow |Allowable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price  |Min BHS | Max. REHS
1 Cl 60,0000 <= 60,0000 0 5.0000 | 40,0000 | 80,0000
2 c2 40,0000 <= 50,0000 10,0000 0 40,0000 il
3 C3 40,0000 <= 40,0000 0 5.0000 | 30,0000 | 50,0000

a) Si el beneficio unitario de B, aumentara a 15, ;le interesaria aumentar la produccion

de este producto?

b) Si pudiera aumentar la disponibilidad de alguna de las materias primas, ;cual

elegiria? ;Como afectaria al beneficio 6ptimo?

c) ¢Le interesaria contratar horas extras en el taller? ;Cuanto estaria dispuesto a pagar

por ellas?
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a) Si el beneficio unitario de P, aumentara a 15, la solucion 6ptima del problema no

varia (el rango para que la solucion no varie es (-M,15]), luego no le interesa aumentar

la produccién de este producto.

b) Si pudiera aumentar la disponibilidad de alguna de las materias primas, elegiria la
materia prima A ya que es un recurso escaso (Surplus=0), mientras que la materia prima
B es un recurso abundante (Surplus=10). Por cada kilo adicional de materia prima A el
beneficio 6ptimo aumenta en 5 unidades, ya que el precio sombra de la primera

restriccion es 5.

¢) Como la tercera restriccion es saturada (surplus=0), si le interesaria contratar horas
extras en el taller, hasta llegar a un total de 50 horas, es decir, un incremento maximo de
10 horas. Estaria dispuesto a pagar 5 u.m. por cada hora de trabajo extra, ya que el

precio sombra de la tercera restriccion es 5.
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2008
1. Dada la matriz
ab o
A=lc a b a,b,ceR
0 c a
Se pide:
a)  (Qué relaciones deben verificarse entre los parametros a,b y ¢ para que A tenga un

valor propio triple?

b) Paraa=1, calcular los valores de los parametros b y ¢ para que 4 =-1 sea un
valor propio de A que tiene como vector propio asociado el vector X = (1,—2, 2) .

¢) Paraa=1, b=1y c=2, hallar los valores propios, los vectores propios y los
subespacios espectrales de la matriz A. ;Es A diagonalizable? En caso afirmativo,
calcular una matriz diagonal semejante a A.

a) Calculamos los valores propios:

a-14 b 0
p(A)=| ¢ a-41 b [=(a-1) -2bc(a-1)=0
0 c a-A1

La matriz tendra un valor propio 4 =a que sera triple para bc=0 (VaeR).

b) Paraa=lI,

b
A= 1
c

S O =
—_ O O

Para que A =-1 sea un valor propio de A que tenga como vector propio asociado el

vector X =(1,-2,2) se tiene que cumplir:

1 b 0)1 1 1-2b=-1
c 1 bj|=2|=-1]-2|=c-2+2b=2 ,estoes, b=1yc=2.
0 c 1)L 2 2 —2C+2=-2
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¢) Paraa=I1,b=1yc=2,

110
A=[2 1 1
021
-2 1 0
p(A)=| 2 1-2 1 |=(1-2)-4(1-2)=01-D[(1-2)-4]=0
0o 2 1-2

Los valores propios son: A=1, A=-1y A=3.

Los subespacios espectrales son:

S(1)={xeR*/(A- )M (x) =0}

0 1 0)x 0 X, =0
X, =0
2 0 1| x (=0 2% +X, =0 =
X; ==2X
0 2 0)(x 0 2X,=0

S ={(X. %, %) € R® /X, =0, %, =2} = {(x,,0,-2x)/ X, e R} = L < (1,0,-2) >

S(-1)={xeR*/(A+ HM(x) =0}

2 1 0)(x 0 2%, +X,=0 5
X, = —2X
2 2 1| x|=|0 2X 42X, + X, =0p= 5 1
X, = 242X
02 2){x) (o 2%, +2X%, =0 P

SC1) ={(%: %, %) € RY /%, = =2X,, %, =2} = {(X,—2%.,2%)/ % e R} = L < (1,-2,2) >

S(3)={xeR’/(A-3)M(x) =0}

=2 1 0)\[x 0 =2X% +X,=0
X, = 2X
2 =2 1 |x (=0 2% —=2X, + X, =0 = 5
=2X
0 2 2)lx) (o 2%, — 2%, =0 P

S3) ={(X: %, %) € R /%, =2, X, = 2%, | ={(X,2%,,2%)/ X, e R} = L <(1,2,2) >

La matriz A si es diagonalizable porque los tres valores propios son reales y distintos.
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1 0 O
Una matriz diagonal semejanteaAes D={0 -1 0].

0 0 3

2. Dado el siguiente problema:

max(4X, +3X,)

3%, +11x, <270 (1)
X, <35 (2)
X, <20 3)
X, -2X, <22 (4)
X =20,%X 20

a) Dibuja el conjunto de soluciones factibles de problema y determina la solucion
optima y el valor 6ptimo del problema.

b) Calcula el precio sombra de las restricciones (2) y (3).
c) (Cual ha de ser el coeficiente de X, en la funcion objetivo para que en la solucion

Optima se cumpla X,=20?

a)
max(4X, +3X,) 4

3% +11x, <270 (1) 2

X, <35 (2) 027011 4

X <20 ® o LA a

X -2%, <22 (4) 35,15 &)

X =0,X, >0

)

(46,12)

/(35,13/2)

(22,0) 35,0)
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Ordenando, p, < p; < p, < pP; <P,

Por tanto, la solucidén dptima es el punto de corte de las restricciones (1) y (2), esto es, el

punto (35,15) y el valor 6ptimo es 185.

b) La restriccion (2) es saturada y la movemos hasta que pase por el punto (46,12), por
tanto, su precio sombra es:

A f(46,12)- f(35,15) 220-185 35
46-35 11 11

La restriccion (3) es no saturada, por tanto, su precio sombra es 0.

¢) Sillamamos a al coeficiente de X, en la funcion objetivo, para que en la solucion

Optima se cumpla X,=20 se tiene que cumplir que:

a_3 9
, esto es, ES—:aS—

[oi<lp 11 11

3. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:

max (X, + X, +2X;)

X, +2X, + X, <8

X +X+X <6

X, — X, +X; 24

X 20,X,20,X;,=20

a) Sabiendo que la tabla siguiente es una tabla correspondiente al problema anterior,
rellenar los huecos (sin usar las tablas anteriores) y hallar la tabla que le sigue

aplicando el método simplex (hallar s6lo una tabla).

1 1 2 0 0 0

A A As Ay As Ag b
0 A4 |0 3 0 1 0 1 4
0 As|O 0 0 1 1
2 A1 -1 1 0 0 -1 4

1 -3 0 0 0

b) Sabiendo que la siguiente tabla corresponde al problema anterior:
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1 1 2 0 0 0

A A As Ay As Ag b
0 A4 |0 1 0 1 -1 0 2
0 As |0 2 0 0 1 1 2
2 A1 1 1 0 1 0 6

1 1 0 0 2 0 12

1) (Cual es el rango de variacion del término independiente de la segunda

restriccion para que la base Optima no varie? Hallar el precio sombra de la

segunda restriccion.

i1) Si el término independiente de la segunda restriccion pasa de 6 a 7, jcambia

la solucion optima?, ;por qué?

111) ¢ Cual es el rango de variacion del coeficiente de X, en la funcion objetivo

para que no varie la solucion 6ptima?

a) El problema en forma estandar es:

max (X, + X, +2X;)

X, + 2%, + X, + X, =8 12 110 0
X+ X+ X +X =6 A=1 1 101 0
X, =X, + X — X, =4 I -1 1.0 0 -1
X >0,i=1,..,6
1 1 2 0 0 0
A1 Az A3 A4 A5 A6 b
0 A4 |0 3 0 1 0 1 4
0 As |0 a 0 0 1 1 b
2 A5 1 -1 1 0 0 -1 4
1 -3 0 0 0 C d
Para hallar a: A,2=3As+aAs-A3
2 1 0 1
1(=3|0(+all|-1]1| = 1l=a-1=a=2
-1 0 0 1
Para hallar b: b =4A;+bAs+4A;
8 1 0 1
6|=4{0|+b|1|+4|]1| = 6=b+4=b=2
4 0 0 1

Para hallar ¢: ¢=1(0)+1(0)-1(2)-0=-2
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Y, por tltimo, para hallar d: d=4(0)+2(0)+4(2)=8

Calculemos ahora la tabla siguiente:

1 1 2 0 0 0
A; A, Az A4 As A¢ b 0
0 A4 |0 3 0 1 0 1 4 4/3
0 As1|0 2 0 0 1 1 2 1
2 A3 1 -1 1 0 0 -1 4 -
1 -3 0 0 0 -2 8
T
Entra A, y sale As
1 1 2 0 0 0
Al A2 A3 A4 A5 A6 b
0 A4 |0 0 0 1 -3/2 -1/2 1
1 A |O 1 0 0 172 1/2 1
2 Azl 0 1 0 12 -1/2 5
1 0 0 0 3/2 -12 11
b) i)
b+8A5
) 2-e20= L2
-&
2+g 2420 22
6t+¢ 6+e20= g£2-6
12+2¢

Se cumplen las tres condiciones para -2<¢& <2. Luego el rango de variacion del

término independiente de la segunda restriccion para que la base dptima no varie es

[4.8].

El precio sombra de la segunda restriccion es el tltimo elemento de la columna As

en la tabla 6ptima, es decir, 2.

ii) Como el rango de variacion del término independiente de la segunda restriccion

para que la base 6ptima no varie es [4,8] y 7 pertenece a dicho rango (¢=1), la

solucion Optima si varia y ahora sera (0,0,7).

iii) Si llamamos A al coeficiente de X, en la funcion objetivo, la tltima fila de la

tabla dptima anterior sera ahora:
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[A-1 A-1 0 0 ) 0 |

Y para que siga siendo Optima, deben ser no negativos y esto es para A >1. Por

tanto, el rango de variacion del coeficiente de X, para que no varie la solucion

optima es [1,).

4. Considérese el siguiente problema de maximizacion de ingresos:
max (4X, +6X, +5X;)
3% + X, +2X, <65 (A)
X +X+X%X <20 (B)
X, +2X, +3X%, <30 (C)
X =20,X,=20,% =0

donde x, (i=1,2,3) son los kilos que se producen diariamente de un producto P

a partir
de 3 materias primas A, B y C, de las cuales se tiene una disponibilidad de 65, 20 y 30

kilos respectivamente.

La salida de WinQSB e¢s:

Combined Report for LP Sample Problem

16:05:38 Monday January 28 2008
Decision | Sclutten | Unit Cost or Total Eeduced EBasis | Allowable | Allowable
Variahle Value Profit i) | Contribution Cost States | Min. i) | Max. o{)
1 X1 10,0000 4,0000 40,0000 0 basic 3.0000 §,0000
2 X2 10,0000 §,0000 60,0000 0 basic 4,5000 8,0000
3 X3 0 53,0000 0 -3.0000 | at bound -Vl 8,0000
Objective | Functien | (Max) = 100,0000
Left Hand Bight Hand Slack Shadow |Allewable | Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus | Price  |Min RHS | Max. EHS
1 1 40,0000 <= 65,0000 25,0000 0 40,0000 M
2 Cc2 20,0000 <= 20,0000 0 2,0000 [ 150000 | 25,0000
3 C3 30,0000 = 30,0000 o 2,0000 [ 20,0000 | 40,0000
a) (Le interesa a la empresa adquirir mas kilos de A? ;Por qué?
b)  Sila empresa adquiriese 5 kilos adicionales de C, ;en cuanto aumentarian los
ingresos de la empresa?
c) Siel precio unitario de P, disminuyera a5, ;seria conveniente para la empresa

disminuir la produccién de este producto?
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a) No le interesa a la empresa adquirir mas kilos de A porque es un recurso abundante,

sobran 25 kg de A y su precio sombra es 0.

b) Si la empresa adquiriese 5 kilos adicionales de C (en total 35) seguimos dentro del
rango de variacion que es [20,40]. Entonces, segun el precio sombra, por cada Kg
adicional de C los ingresos aumentan en 2 unidades, luego en total, los ingresos

aumentaran en 5(2)=10 unidades.

¢) No, si el precio unitario de P, disminuyera a 5, la solucion 6ptima no cambia, ya

que el rango de variacion de este coeficiente para que la solucion no varie es [4.5,8]. Por
tanto, si la solucion dptima no varia, no seria conveniente para la empresa modificar la

produccion de este producto.
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Examen de Matematicas 111

LADE enero de 2009

1. Una empresa produce dos tipos de levadura: una para pasteleria y otra para pan. La
produccion semanal de levadura para pasteleria ha de ser al menos de 1000 kg y la de
pan de 2500 kg. Ademas por cada 3 kg de levadura para pasteleria se han de producir al
menos 5 kg de levadura para pan. Por ultimo la produccion semanal de levadura para
pan ha de superar al menos en 2000 kg a la de pasteleria.

a) En la actualidad se dispone de una tinica planta A de produccion. Los beneficios en
esta planta son de 15 € por kg de levadura para pasteleria y de 8 € por kg para la de
pan. Formular el problema con el objetivo de maximizar los beneficios.

b) La empresa ha comprado una nueva planta B en la que también va a producir los dos
tipos de levadura. Los beneficios en esta planta B son de 13 € por kg de levadura
para pasteleria y de 10 € por kg para la de pan. Formular el problema para
determinar las cantidades de levadura que se producirdn semanalmente en cada
planta con objeto de maximizar los beneficios, si se tiene en cuenta que en cada

planta se han de producir por lo menos 500 kg semanales de cada tipo de levadura.

a) Definimos las siguientes variables:
X;= kg de levadura para pasteleria
X,= kg de levadura para pan
El modelo es el siguiente:
Max (15x, +8X,)

X, >1000
X, > 2500

X, = X +2000
X 20,% 20

b) Definimos las siguientes variables:
X1a= kg de levadura para pasteleria en la planta A
X2a= kg de levadura para pan en la planta A
X;g= kg de levadura para pasteleria en la planta B
X2p= kg de levadura para pan en la planta B

El modelo es el siguiente:
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Max(15X, 4 +8X,, +13X,5 +10X,;5)
X4 + X =1000
Xy 4 + X5 22500

5
Xat Xog 2 E(XIA + XIB)

Xy p + X5 = X4 + X5 +2000

X 4 2500

X5, =500

X5 =500

X, = 500

Xia 20,%,20,X520,%X520

2. Sea el siguiente problema de programacion lineal:

Max (10X, +7X,)

X, +X, <40

2X, + X, <60

4x, +3%, 260

X 20,X 20
a) Resolver el problema graficamente.
b) Calcular los precios sombra de las restricciones.
c) Si se sustituye el coeficiente de X, en la funcion objetivo por 3, ;varia la solucion

optima del problema?

d) Si se afiade la restriccion ax, — X, <0 ;cual ha de ser el valor de a para que la

solucion Optima sea la obtenida en el apartado a)?

Max (10X, +7X,)
X, + X, <40
2%, +X, <60
4x, +3X, =60
X 20,%20

103




0,60)}
(0,40) \(1)
(0,20) (20,20)
%
<
) (2) ‘
(15,0) (30,0) (40,0) i
Calculamos las pendientes:
b _ 10
=7
P="1 Ordenando:
0, =2 rdenan 0.|p]|<‘pf‘<|p2|
o
3

Como estamos maximizando, la pendiente de la restriccion 3 no interviene en la
eleccion del optimo, luego la solucion Optima es el punto de corte entre las restricciones

1 y 2, esto es, el punto (20,20) y el valor 6ptimo es 340.

b) La restriccion 1 es saturada y para calcular su precio sombra la movemos hasta el
punto (0,60):
X, +X, =40+a
a=0:(20,20) A
a=20:(0,60)

_£(0,60)— f(20,20) 420-340
60— 40 20

4

La restriccidon 2 también es saturada y para calcular su precio sombra la movemos hasta

el punto (40,0):
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2%, +X, =60+a
a=0:(20,20) A
a=20:(40,0)

_ £(40,0)— £(20,20) _ 400-340
80— 60 20

3

La restriccion 3 es no saturada, luego su precio sombra es 0 ( A3 = 0).

¢) En este caso, las pendientes quedan:

10

Py Y
P, =-1} Ordenando, p1|<|p2|<‘pf‘
p, =2

Por tanto, ahora la solucion 6ptima es el punto (30,0) y el valor 6ptimo es 300.

d) Cuando se introduce una nueva restriccion al problema, la condiciéon para que la
solucion Optima anterior siga siendo Optima es que dicho punto cumpla la nueva
restriccion. En nuestro caso, el punto (20,20) debe cumplir ax,—X, <0 , esto es,

a20-20<0=ac<l.

3. Considérese el siguiente problema de programacion lineal:

Max (3, +2X, +4X,)
X, +X, +2X%, <9
X+ X, =X <2
=X, +X, +X <4

X, 20,X,20,%X 20

a) Completar la tabla siguiente si corresponde al problema anterior.
A Ay Az Ay As Ag B
-1 1 0 -2
0 2 0 1 1 6
-1 1 0 0 1 4
-7 0 4
b) Si la siguiente tabla también corresponde al problema anterior, contestar a las

siguientes preguntas:
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3 2 4 0 0 0

A A, A; Ay As Ag b
3 Al 1 0 1/3 2/3 0 13/3
0 As|O 2 0 0 1 1 6
4 A;|0 0 1 1/3 -1/3 0 7/3

0 1 0 7/3 2/3 0 67/3

1) ¢ Cual es la solucion optima si el término independiente de la segunda
restriccion disminuye en 3 unidades?

i1) (Cual es el rango de variacion del coeficiente de X, en la funcion objetivo

para que no varie la solucion 6ptima?
ii1) Si tuviésemos que escoger entre incrementar el término independiente de la
primera o de la tercera restriccion, jcual escogeriamos? ;por qué? ;Cudl es el

efecto de este incremento sobre el valor 6ptimo?

a) El problema en forma estandar es:

Max (3X, +2X, +4X;)

X, +X, +2X +X, =9 1 1 2 1 00
X, +X, =X, +X =2 ylamatriz de coeficienteses A= 1 1 -1 0 1 0
=X+ X+ X+ X, =4 -1'1 1 0 0 2
X >0,Vi
3 2 4 0 0 0
Al Az A3 A4 A5 A6 b
0 Ay a -1 0 1 0 -2 b
0 As 0 2 0 0 1 1 6
L | 1 1 0 0 1 4
-7 c 0 0 0 4 d

La base es <Ay As, As>.

Para calcular a:  A;=aAs+0As-A;3

1 1 2
1(=a|l0|—-]-1| = 1=a-2=a=3
-1 0 1

Para calcular b: b =bAs+6As+4A;

9 1 0 2
2(=b{0|+6]1|+4|-1| = 9=b+8=Db=1
4 0 0 1
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Para calcular c: ¢c=-1(0)+2(0)+1(4)-2=2
Por ultimo, d=1(0)+6(0)+4(4)=16.

b) i)
b-3A5 b‘3A5

13 2 7

— 4= _3 —

3 3( ) 3
6+1(=3) 3

7 1 10

S (=3 —

3 3( ) 3

Por tanto, la solucion 6ptima sera (%’ 0,%} .

ii)
3 2 a 0 0 0

A A, As Ay As A¢

30A 1 1 0 1/3 2/3 0

0 Ag 0 2 0 0 1 1

a A; 0 0 1 1/3 -1/3 0

0 1 0 1+(a/3) 2-(a/3) 0

Para que la solucion 6ptima no varie la ultima fila debe ser no negativa, de ahi se

deduce que -3< @ < 6. Luego, el rango de variacion del coeficiente de X, en la

funcion objetivo para que no varie la solucion optima es [-3,6] .

iii) La primera restriccion es saturada (su precio sombra es A;=7/3) y la tercera no
lo es (A3=0), por tanto, escogeriamos incrementar el término independiente de la
primera restriccion, porque si incrementasemos el de la tercera, el valor 6ptimo no
aumentaria nada. Como el precio sombra de la primera restriccion es 7/3, el efecto
de este incremento es que por cada unidad que aumentemos dicho término, el valor

Optimo aumenta en 7/3.
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4.Sea A=

S O
S NN T
DN O

a) Estudiar para qué valores de a y b la matriz A es diagonalizable.
b) Si a=1y b=0 hallar una base de R* formada por vectores propios de A.

¢)Sib= 2Ja (a=0), sea Q la forma cuadratica definida por Q(X) ='M (x) AM (X)

para todo x € R*. Hallar M(Q) y clasificar Q seglin los valores de a.

a) Se calculan los valores propios:
a-41 b 0
0 2-1 2 [=(@-1’Q2-1)=0 :>{
0 0 a-4

A=a(doble)
A=2

Caso 1. Si a=2. Valores propios: 2 (triple).
0 boO
dimS(2)=3-rango(A-21)=3-rango| 0 0 2 |#3
0 00
luego la matriz A no es diagonalizable.

Caso 2. Si a# 2. Valores propios: a (doble) y 2.

0 b 0
. 3-1=2, sib=0= Aecsdiagonalizable
dimS(a)=3-rango| 0 2-a 2 |= ] i }
0 0 0 3-2=1, sib=#0= Ano es diagonalizable

b) Sia=1y b=0 los valores propios de la matriz A son 2 y 1 (doble).
S2)={(x.y.2) e R /(A-21)M (x) = 0} = {(0,y,0)/ y e R} =L<(0,1,0)>.

-1 0 0)(x 0
0 0 2(y|l=|0|=x=0,z=0
0 -1)\z 0

S(1)={(x.y.2) e R* (A= DM (x) = 0} ={(x,-22,2)/ X,z e R{=L<(1,0,0), (0,-2,1)>.

0 0)x 0
I 2||y|=|0|=Yy+2z=0=>y=-22Z
0 O)\z 0

o O O
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Por tanto, una base de R* formada por vectores propios de A es:

B=<(0,1,0),(1,0,0),(0,-2,1)>.

a +a

0 M@Q=|va 2
0 1

D —~ O

Menores principales de orden 1: {a, 2, a}
Menores principales de orden 2: {a, 2a-1, a*}
Menor principal de orden 3: [IM(Q)|= a(a - 1)
Q no puede ser definida negativa ni semidefinida negativa porque hay un menor de
orden 1 positivo. Por tanto:
¢Si a>1: Q es definida positiva (todos los menores principales son positivos).
¢Si a=1: Q es semidefinida positiva ([M(Q)|=0 y todos los demés menores
principales son no negativos).
¢Si a<1: Q es indefinida (si a <0 hay menores de orden 2 negativos; y si 0<a<l1 el

menor de orden 3 es negativo).
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Examen de Matematicas 111

LADE junio de 2009

1.  Una empresa fabrica 3 productos P, P, y P, mezclando tnicamente dos materias
primas M, y M, en diferentes proporciones: para producir P, se mezclan M, y M, a
partes iguales. Cada kg de P, contiene un 20% de M, y un 80% de M, , y cada kg de

P, contiene un 60% de M, y un 40% de M, . La disponibilidad semanal es de 1000 Kg.

de M, y 2000 Kg. de M,, cuyos precios son 3y 2 u.m. por kilode M, yde M,

respectivamente. Cada kilo producido genera un coste de produccion (exceptuando el

coste de materias primas) de 2 u.m.

En razoén de la demanda existente, por cada 3 kilos de P, se deben producir al menos 2
kilos de P, y la produccion de P, debe ser a lo sumo el doble de la de P,.

Si los precios de venta de los productos son 10, 15 y 20 u.m. por cada kilode P, P, y
P, respectivamente, plantea (sin resolver) un problema de P. L. si se desea maximizar

los beneficios.

Definimos las variables:
Xi= kg. producidos de P cada semana, i=1,2,3.

Ingresos: 10X, +15X, +20Xx,

Costes materia prima M, : 3(0.2x, +0.5%, +0.6X;)
Costes materia prima M, : 2(0.8X, +0.5x, +0.4X;)
Costes produccion: 2X, +2X, + 2X,

Beneficios: 5.8%, +10.5X, +15.4X,

El problema es el siguiente:

Max (5.8x, +10.5x, +15.4X,)

0.2x, +0.5x, +0.6X, <1000

0.8x, +0.5%, +0.4x, <2000
2

X, ZEXI

X, < 2X,
X =20,X,20,X 20
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b)

Sea A=

o o o
S W =
- O O

Sia=0y el vector (1, 0, —2) es un vector propio de la matriz A asociado al valor

propio 0, ¢Cual es el valor de b? Para estos valores de a y b, hallar una base de R’

formada por vectores propios de A.

Para b=1, sea Q la forma cuadratica definida por Q(x)=‘M (x) AM (x) para todo

x € R?. Hallar M(Q) y clasificar Q segtn los valores de a.

a) Si el vector (1,0,-2) es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio 0,

entonces se cumple AM(X)=AM(X) para A=0 y x=(1,0,-2), es decir,

I 0Y)(1 0
0|l 0 |=|0| = b-2=0 = b=2
0 1){-2 0
Entonces:
0 0
A=|0 0
2
A1 0
p(A) =10 3-4 0 [=-A3-A)(1-4)=0
2 0 1-4
Los valores propios son: A=0, A=3 y A=1.
$(0)={xeR’/AM (x) =0}
0 1 0)(x 0 X, =0
X, =0
0 3 0flx|=|0 3x,=0 =
X, =—2X,
2 0 1){x 0 2% +X%, =0

S(0)={(%. %, %) € R* /%, =0, X, = =2} = {(%,,0,-2%)/ x, e R} = L < (1,0,-2) >

S(1)={xeR’/(A-HM(x) =0}
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-1 1 0)(Xx 0 -X + X, =0
X =
0 2 0|lx =0 2%,=0 =
X, =
2 0 0)x 0 2% =0 2

3

S ={(X,%,.%) € R /%, =X, =0} ={(0,0,%)/x, e R} = L <(0,0,1) >

S(3)={xeR’(A-31)M(x) =0

-3 0
0 -3x1+x2:0}:>x2=3x1

2% —2X%, =0

1
0
0 X3 =X

S O O

X1
0 X, |=
2 =2 )\ X
S3) ={(%. %, %) € R /X, =3%:% = X } = {(X.3%.%)/ X e R} =L < (1,3,1)>

Por tanto, una base de R? formada por vectores propios de A es:

B=<(1,0,-2),(0,0,1),(1,3,1)>

a 1/2 1/2
by M@Q-=1/2 3 0
172 0 1

Menores principales de orden 1: {a,3,1}
Menores principales de orden 2: {3a -% ,a -%, 3}

Menor principal de orden 3: [M(Q)|=3a -1

Casos:
Q no puede ser definida negativa, ni semidefinida negativa, porque hay menores

principales de orden 1 positivos. Entonces,

. 1 . . ..

e Sia= 3’ entonces Q es semidefinida positiva.
. 1 . .

e Sia> 3 entonces Q es definida positiva.

. 1 . )
e Siacx 3 entonces Q es indefinida.
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3. Se considera el problema
max (X, +2X,)
X, +X, <8
2% + X%, <10
X, +3X, <15
X, 20,X, 20
a) Representar graficamente el conjunto de soluciones factibles y calcular la solucién
optima.
b) (Cual es el rango de variacion del coeficiente de la variable X; en la funcidén objetivo
en el que la solucidén Optima sea la del apartado anterior?
c) Hallar el precio sombra de la segunda restriccion.
a)

max (X, +2X, ) i

(0,10)
X +X, <8
2%, +X, <10 0.8) ”
X, +3X, <15
X =0,X,20 M
(0.5)

3)

v

(5,0) (8,0) (15,0

~—

Calculamos las pendientes:

__1
Pr 2
P =1 Ordenando p|<‘p‘<|p|.
P, =-2 A f :
_ 1
P 3

Por tanto, la solucion 6ptima es el punto de corte entre las restricciones 2 y 3, es decir,

el punto (3,4) y el valor 6ptimo es 11.
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b) Ahora la funcion objetivo es ax, +2X,, y la solucion 6ptima seguira siendo el punto

(3,4) siempre y cuando se cumpla que |p,| < ‘ P, ‘ <|p,|, es decir,

<q0 o 2ca<4
2 3

W | —

¢) La segunda restriccion es saturada. Para calcular su precio sombra, la trasladamos
hasta el punto de corte entre las restricciones 1 y 3, es decir, hasta el punto (4.5,3.5):
2% +X, =10+a
a=0:(3,4)
a=2.5:(4.5,3.5)

Por tanto, su precio sombra es:

5 _f@535)-f34) _115-11_

, 0.2
12.5-10 2.5

4.  Se considera el problema:
maX(SX1 +3X, +4X3)
4X +2X, +4X, <80
2X, 42X, +3X%, <50
X, +3X, +2X, <10

X 20,X,=20,%x;,20
a) Calcula la solucion 6ptima mediante el método simplex.
b) Determinar el rango de variacion del término independiente de la tercera restriccion

para que la base Optima no varie y determinar el precio sombra.

¢) Denotando por A el coeficiente de X3 en la funcion objetivo, calcular las soluciones

Optimas correspondientes cuando A toma valores mayores o iguales que cero.

a) El problema en forma estandar es:

max (5X, +3X, +4X;)

4X, +2X%, + 4%, + X, =80 424100
2X, +2X, +3X;, + X, =50 y lamatriz de coeficientes A=2 2 3 0 1 0
X, +3%X, +2X;, + X, =10 1 32001

x>0 (i=1,..,6)
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La base canodnica es: B=<A4 As Ag>

5 3 4 0 0 0
A A, A; Ar As  Ag b 0
0 A4 4 2 1 0 0 80 20
0 As 2 3 0 1 0 50 25
0 As 1 3 0 0 1 10 10 | >
Zj~Cj -5 -3 -4 0 0 0 0
/]\
La nueva base: B=<A4 As A;>
5 3 4 0 0 0
Al Az A3 A4 A5 A(, b
0 A4 0 -10 -4 1 0 -4 40
0 As 0 -4 -1 0 1 -2 30
5 A 1 3 0 0 1 10
Zj-Cj 0 12 6 0 0 5 50
La solucion optima es (10,0,0) y el valor éptimo es 50.
b) La tercera restriccion estd asociada a la columna Ag :
b+e A6
40-4¢
30-2¢
10+¢
40-4¢=>0 <10
30-2620 = c<15 = -10<£¢<10
10+£=>0 g>-10

Por tanto, el rango de variacion del término independiente de la tercera restriccion para
que la base optima no varie es [0,20] y su precio sombra es 5 (el ultimo elemento de la

columna A en la tabla 6ptima).

¢) Ahora la funcion objetivo es max (5 X +3X, + /1X3)
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5 3 A 0 0 0
A A, A; Ay As A b 0
0 A, 0 -10 -4 1 0 -4 40 -
0 As 0 -4 -1 0 1 -2 30 -
5 A 1 3 2 0 0 1 10 5 -
Zj-Cj 0 12 10-A 0 0 5 50
T

Para 0< A <10 la solucion optima no varia y el valor 6ptimo tampoco, porque

todos los elementos de la Gltima fila siguen siendo no negativos.

Para A = 10 existe otra solucion dptima, que se obtiene metiendo Az en la base y

sacando A;.

Para A > 10, la nueva base es B=<A4 As A;> y el pivote es 2:

5 3 4 0 0 0
Al A As A As Ag b
0 A 2 -4 0 1 0 =2 60
0 As 1/2 502 o 0 1 32| 35
A 12 3/2 1 0 0 12 5
zici (W25 (W23 0 0 0 A2 5M

Si A > 10, la ultima fila es no negativa, luego la solucion 6ptima es (0,0,5) y el

valor 6ptimo es SA.

Resumiendo:

o 0< A <10, la solucién optima es (10,0,0) y el valor optimo es 50.

. A =10, la solucion optima es (10,0,0)(0,0,5) y el valor 6ptimo es 50.

o A > 10, la solucion 6ptima es (0,0,5) y el valor 6ptimo es SA.
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Examen de Matematicas 111

LADE febrero de 2010

1. Un cierto producto se elabora en dos fabricas F1 y F2. Estas fabricas tienen una
capacidad de produccion maxima de 150 toneladas de producto cada una de ellas. Parte
de su produccioén es enviada para su distribucion a 3 ciudades C1, C2 y C3. La demanda
de dicho producto en las ciudades es de 35, 65 y 50 toneladas respectivamente.

En la tabla adjunta se presentan los costes de envio, por toneladas, en miles de euros,
entre cada una de las fabricas y las ciudades.

Fabricas | C1 | C2 | C3
F1 3 |7 |8
F2 2 |5 |6

Se desea enviar al menos 10 toneladas entre cada fabrica y cada ciudad. La cantidad
total enviada desde F1 suponga, al menos, el 60% de la cantidad total enviada desde
ambas fabricas.

Formula, sin resolver, mediante programacion lineal cudl debe de ser la cantidad que se
debe enviar desde cada fabrica a cada ciudad para que, cubriendo la demanda en las

ciudades, se minimice el coste total de transporte.

Definimos las variables:

x; =n° de toneladas enviadas desde la fébrica Fi (i=1,2) a la ciudad Cj (j=1,2,3)

Entonces, el problema de P.L. que hay que plantear es:

Min(3X;; + 7, +8X,5 +2X,, +5X,, +6Xy,)
X+ X, + X5 <150
Xy; + Xy + X3 <150

X, + Xy, =35
X, + X, =65
X5 + X5, =50

X, 210,Vi, j (i=1,2;j=1,2,3)
Xiy F X + X3 2 0.6( X+ Xy + X5+ Xy + Xy + Xy )
X; 20,Vi,
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2. Sea el problema:

max (3X, +4X,)
X, +2X, <24
X +X, <20
X, —X, =20
X 20,X,20
a) Indicar qué restricciones estan saturadas en la solucion factible (8,5). {Qué valor
alcanza la funcion objetivo en esa solucién?
b) Resolver el problema graficamente y dar la solucion y el valor ptimo.
c¢) Sise puede aumentar el término independiente de la primera o de la segunda
restriccion tantas unidades como se quiera y si deseamos maximizar el valor de la
funcion objetivo, ;cual de ellas escogerias para este aumento? ;Cuantas unidades?
Por qué?
d) (Cual es el precio sombra de las tres restricciones?
e) Elige una forma de modificar la tercera restriccion de modo que la solucion dptima

del problema no pueda ser la obtenida en b).

a) En (8,5) las restricciones toman los valores

X, +2X, =18 = No saturada
X; + X, =13 = No saturada
X, — X, =3 = No saturada

El valor de la funcion objetivo es: (8,5)=44.

b) Calculamos las pendientes:

3
P —_Z
p,=-1/2 Ordenando:|p1|<‘pf‘<|pz|'

p,=-1

p3:1
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(0,20)
(2)

0,12) D
(10,10)

@3 /// 16,4)

(20,0) (24,00

La solucion optima del problema se encuentra en el punto de corte entre las

restricciones 1 y 2, esto es en el punto (16,4) y el valor éptimo es 64.

¢) Si se aumenta tantas unidades como se quiera el término independiente de la
restriccion (1), la solucion pasara a ser (10,10) y el valor de la solucidn sera
f(10,10)=70.

Si se aumenta tantas unidades como se quiera el término independiente de la restriccion
(2), la solucion pasara a ser (24,0) y el valor de la solucion sera f(24,0)=72.
Observando los dos valores de la solucion, conviene aumentar el de la 2* hasta donde la

recta X+ X, corte con (24,0):

X+ X, =24+ 0 =24 = un aumento de 4 unidades

d) La restriccion (1) es saturada, por lo que un aumento en el término independiente de
la restriccion conlleva un aumento en el valor de la funcién objetivo:
cambia la solucion hasta el (10,10) donde X,+2X, =30=24+a = a=6 y f(10,10)=70.

_ £(10,10)— f(16,4)
6

1

A

El precio por unidad del recurso (1) es de 1 hasta un maximo de 6 unidades.
La restriccion (2) es saturada, por lo que un aumento en el término independiente de la

restriccion conlleva un aumento en el valor de la funcion objetivo:

119



cambia la solucion hasta el (24,0) donde X + X, =24=20+a = a=4 y f(24,0)=72.

f(24,0- F(16,4) _,

2=

El precio por unidad del recurso (2) es de 2 hasta un maximo de 4 unidades.

La restriccion (3) es no saturada luego: 4, =0.

e) Una forma posible seria cambiando el signo de la restriccion:

X=X, <0.

3. Sea el problema:
max (2X, + X,)
X, — X, = X; <1
=X +2X, +2X%; <1
X, 20,x,20,Xx,20

a) Completar la tabla siguiente sabiendo que corresponde a un paso del método
simplex aplicado al problema anterior en su forma estdndar con A4y As vectores
asociados a las holguras de la primera y segunda restriccion respectivamente
(trabaja con la tabla adjunta sin realizar el método desde el principio).

Al A A3 AL A b
1 -1 1 0
0 1 1 1

(Cual la solucion basica factible del problema estandar asociada a la tabla? ;Es
solucion optima? En caso contrario indica como cambiaria la base para efectuar el
siguiente paso del método.

b) Si la tabla que se presenta corresponde a un paso del método simplex aplicado al

problema estandar anterior:

—

ol — >
o= o|F
—|— o|>
m»-a[\)?
wlm =2
oo wio
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(Cual la solucion basica factible del problema estandar asociada a la tabla? ;Es
solucion optima? Partiendo de la tabla 6ptima calcula hasta donde puede variar el
término independiente de la primera restriccion para que la base dptima no varie.
Indica cudl es el precio sombra de dicha restriccion.

¢) Sise modificaa > el signo de la segunda restriccion del problema inicial, ;cudl es
la solucién optima del nuevo problema? Razona realizando en la tabla del apartado
b) los cambios pertinentes a la nueva situacion, sin efectuar de nuevo todos los

pasos del método.

a) La base asociada a la tabla presentada es <A;, As>. Las coordenadas de los vectores

incompletos en la tabla en dicha base son:

A =ah + BA :(;1]:0{ lljw(o 2=

1 1 0 b =1
b=b1Al +b2A5j[ljzbl(_lj-i-bz(l}:b::z

La tabla completa es:

Al A A Ay A b 12

A 1 -1 -1 1 0 1 -—

As 0 1 1 1 1 2 2/1
ze| 0 3 2 2 0] 2

La solucion basica factible del problema estandar asociada a la tabla es:
X=(1,0,0,0,2); z=2 que corresponde a la solucién (1,0,0) del problema inicial.

No es solucion dptima puesto que tiene valores zj-¢; negativos.

Entrara en la base la variable que mas aumente el valor de la funcion objetivo (zj-c; mas
negativa): A, y saldra la variable que asegure la factibilidad: menor coeficiente @ entre
los que tengan valores positivos en la coordenada asociada a la variable de entrada en la

base: As. Nueva base es <A,A>.
b) La solucion bésica factible del problema estandar asociada a la tabla es (3,2,0,0,0) de

valor 8. Es solucion optima puesto que todos los z-c; son no negativos. La solucion

ademas es unica.
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Un cambio en el término independiente de la primera restriccion se traduciria en un

nuevo vector de términos independientes: b =b+ £A,. Si lo escribimos en la base de la

L))

Para que la base no cambie dicha solucion debera ser factible, por lo que tiene que

tabla optima <A;, Ay >:

cumplirse:

3+42620—>¢2>-3/2

=&>-3/2
241e20—>¢e2>2-2

Luego, si € €[-3/2,%) el término independiente de la restriccion variara
R1e[-1/2,0) y la nueva solucién sera: (3+2¢, 2+¢, 0, 0,0) de valor 8 + S¢.

El precio sombra de la primera restriccion es 5.

¢) En el nuevo problema estdndar la restriccion sera:
=X, +2X, +2X; — X, =1

Por ello, la variable 5 pasa a ser ahora:

Si calculamos las nuevas coordenadas de este vector en la base de la tabla dptima <A,

A2 >
A A+ BA 0 1 5 -1 a=-1
=aA + = =q + =
’ -1 -1 2 p=-1
Z,—C;=-3
Con el cambio la tabla anterior no lleva a la soluciéon 6ptima puesto que z,—C;=-3 y

* , . .
A entraria en la base. Sin embargo, todas sus coordenadas son negativas luego el

problema no tiene solucién (en este caso es infactible).
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4.

a) Sea la matriz:
d b c
A=|0 a d
0 d a
donde a,b,c,d € R . Estudia la diagonalizabilidad de A segun los valores de a, b, ¢
y dcuando d #0.

b) Se considera la forma cuadratica Q(x) = ‘M (x)BM(x) con:

aao
B=|0 a c
0 b a

Si b+c=0, clasifica Q segun los valores de a, b y c.

a) Hallamos las raices del polinomio caracteristico:

d-4 b C
[A-All=] 0 a-4 d |=(d-2)[(a-4)-d*|=0
0 d a-A1

A=d
= s
(a-A) =d“"=>a-A=td=>A=axd

Casos:
1. a=0. Entonces, los valores propios son A =d (doble) y A =—d (simple) .
dim S(d)=3-rg(A-dI)

0 b ¢
A-dlI=|0 -d d | ; ‘_bd ;‘:d(b+c)¢0<:>b+c¢0,porqued;tO.
0 d -d
Por tanto,
o Si b+c#0 = rg(A-dl)=2 = dim S(d)=1 = A no es diagonalizable.
o Si b+c=0= rg(A-dI)=1 (porque d #0) = dim S(d)=2 = Aes
diagonalizable.

2. a=2d. Entonces, los valores propios son A =d (doble) y A =3d (simple).

dim S(d)=3-rg(A-dI)
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A-dI= =d(b-c)z0<=b-c#0, porque d 0.

oS O O
o O T
o O o

.bc
“ld d

Por tanto,
e Sib-c#0= rg(A-d)=2 = dim S(d)=1 = A no es diagonalizable.

e Si b-c=0= rg(A-dl)=1 (porque d=0) = dim S(d)=2 = A es
diagonalizable.

3. a0 ya=2d.En este caso, los tres valores propios son reales y distintos y, por

tanto, A es diagonalizable.

b) Si b+c=0, entonces la matriz de representacion de Q es:

a a/2 o0
M@Q)=|a/2 a 0
0 0 a

Sus menores principales son:

de orden 1: a; a; a

de orden 2: %az;az;a2

de orden 3: [M(Q)| = %a3

Casos:

1. a<0. Entonces, Q es definida negativa, porque los menores principales de
orden impar son negativos y los de orden par son positivos.

2. a>0. Entonces, Q es definida positiva, porque todos los menores principales
son positivos.

3. a=0. Entonces, Q es semidefinida positiva y semidefinida negativa, porque

todos los menores son nulos.
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Examen de Matematicas 111
LADE junio de 2010

1. Un agricultor valenciano produce dos tipos de naranjas A y B que distribuye en
Espafia y en Francia. El coste por tonelada de produccion de la naranja A es de 200 € y
de 250 € por tonelada de B. En caso de distribuirla en Francia se le tiene que afiadir el
coste del transporte, estimado en un 10% del coste de produccion para cada tonelada
distribuida a este pais y cada tipo de naranja. El agricultor dispone de 1000 ha de
terreno. Para obtener una tonelada de naranjas de tipo B requiere 1.5 ha y para obtener
una tonelada de A 1 ha. Por lo menos la mitad de la produccion de naranjas de tipo B
han de distribuirse en Francia. Del total de la produccion, se distribuird en Espana como
maximo el 60%. Por cada 3 toneladas de tipo A distribuidas en Espana, deben de
distribuirse como minimo 2 en Francia de ese mismo tipo. Han de producirse por lo
menos 300 toneladas de cada tipo de naranjas. Plantear (sin resolver) un problema de
P.L. que permita calcular cuantas toneladas de naranjas de cada tipo deben producirse

con el objeto de minimizar el coste total.

Definimos las variables:

X,, = toneladas de naranjas producidas del tipo A para distribuir en Espafia
X,,= toneladas de naranjas producidas del tipo A para distribuir en Francia
X,,= toneladas de naranjas producidas del tipo B para distribuir en Espafia

X,, = toneladas de naranjas producidas del tipo B para distribuir en Francia

Entonces, el problema de P.L. que hay que plantear es:

Min (200x,, + 220X, + 250X,, + 275X,, )
(X;; + X;,) + 1.5(X,, + X,,) <1000
O-S(le + Xzz) < Xy

0-6(X11 T Xy T Xy + Xzz) Z X Xy

2X,, £3X,,

X, + X, 2300

Xy, + X5, 2300

X 20,%X,2=20,X,,20,X,, 20
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2. Se considera el problema
max (6X, +5X, )
X, +X, <8
2% + X, <10
4x,—3x, <10
X =20,%, 20
a) Representar graficamente el conjunto de soluciones factibles y calcular la solucién
Optima.
b) (Cual es el rango de variacion del coeficiente de la variable X; en la funcidén objetivo
para que la tercera restriccion esté saturada en la solucidon optima?
c) Hallar el precio sombra de la primera restriccion.

d) Si se afiade al problema la restriccion ax, —X, <0, (a=0), ;cudles son los valores

de a para que la solucidén 6ptima cambie?

(0,10)

0.8)

v

(5:0) (8,0)

p=-L p,=-2 p,=-6/5 = |p|<|p|<|p,]
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La solucion optima del problema se encuentra en el vértice (2,6) y el valor 6ptimo es

f(2,6)=42.

b) f(X,X,)=AX +5X,

Para que la tercera restriccion esté saturada en la solucion Optima, la solucion 6ptima

debe estar en el punto (4,2) y para ello, ha de ser ‘ P, ‘ > | p,|, luego ?2 2=A>10.

¢) La restriccion (1) es saturada, por lo que un aumento en el término independiente de
la restriccion conlleva un aumento en el valor de la funcion objetivo:

cambia la solucion hasta el (0,10) donde X,+X, =10=8+a=a=2 y (0,10)=50

_£(0,10)- f(2,6) 50-42
2 2

4.

A

d) Si se aflade al problema la restriccion ax, —X, <0, (a=0), la condicion para que la

solucion optima cambie es que la solucion Optima actual no cumpla la nueva restriccion,
es decir,

2a-6>0<a>3.

3. Considérese el siguiente problema de programacion lineal
Max (6x, +4x, + X, )
9X, +3X, +2X;, <65
3%, +3X, + X, <20
X, +2X, + X, <10
X >0 (i=1,2,3)

a) Completar la tabla siguiente (sin usar las tablas anteriores) y sabiendo que
corresponde al problema anterior y, a partir de ella, halla la siguiente tabla del

método simplex.

A A A; Ay As As b
7 -1 0 1 0 -2

1 0 -1 10

1 2 1 10
|
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b) Sabiendo que la siguiente tabla corresponde al problema anterior, contestar a las

siguientes preguntas:

6 4 1 0 0 0

A A A; Ay As Ag b
0 Ay 0 -6 -1 1 -3 0 5
6 A 1 1 1/3 0 1/3 0 20/3
0 A 0 1 2/3 0 -1/3 1 10/3

0 2 1 0 2 0 40

1) /Qué recursos son escasos y cuales son abundantes?

i1) ;Cual es el rango de variacion del término independiente de la segunda
restriccion para que la base 6ptima no varie? Si se puede comprar 1 unidad adicional
de dicho recurso por un precio unitario de 1, ;convendria comprarla para
incorporarla a la produccion?

1i1) ¢ Cuadl es el rango de variacion del coeficiente de X, en la funcion objetivo para

que no varie la solucion 6ptima?

a) La base asociada a la tabla es: [As A4 As |

6 4 1 0 0 0
A A A; Ay As Ag b
0 A 7 -1 0 1 0 -2 b=45 45/7
0 As| a=2 1 0 0 1 -1 10 5 —S
1 As 1 2 1 0 0 1 10 10
c=-5 d=-2 0 0 0 1 e=10
T
e

9 1 0) (2
A=7TA+aA +IA =3 |=7/0|+a| 1 |+|] |=>3=a+l=>a=2
1 0 0) \1

c=1-6=-5 d=2-4=-2 e=10
65 1 0 2
20 [=b{ 0 |+10| 1 [+10] 1 |=65=b+20=>Db=45
10 0 0 1

La siguiente tabla es:
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6 4 1 0 0 0

Al A2 A3 A4 A5 A6 b
0 A 0 -9/2 0 1 =712 372 10
6 A 1 1/2 0 0 1/2 -1/2 5
1A 0 3/2 1 0 -1/2 3/2 5

0 1/2 0 0 5/2 -3/2 35

b) La solucion optima es (20/3,0,0) y el valor 6ptimo es 40.

i) Los precios sombra de las tres restricciones son, en orden, 0, 2 y 0, , es decir, los

ultimos elementos de las columnas A,, A, y A, . Por tanto, el segundo recurso es

escaso y los otros dos son abundantes.

ii)

bt+e As

5-3¢ 5-3¢620 &<5/3

20 1

20 1

—+—c 4= -

3 3 3+3820<:> £>-20 = 20<g<5/3
10 1

?_55 ?_1520@ <10

40+2¢

Por tanto, el rango de variacion del término independiente de la segunda restriccion
para que la base 6ptima no varie es [0,65/3].
El precio sombra de esta restriccion es 2, por tanto, si convendria comprar una

unidad adicional del segundo recurso a un precio unitario de 1, porque al

incorporarla a la produccion, el valor 6ptimo aumentaria en 2 unidades, que es

mayor que el precio de adquirirla.

iii) Si llamamos a al coeficiente de X, en la funcion objetivo, la tltima fila de la

tabla queda:

a 4 1 0 0 0

A A, A; Ay As Ag b
0 A 0 -6 -1 1 -3 0 5
a A 1 1 1/3 0 1/3 0 20/3
0 Ag 0 1 2/3 0 -1/3 1 10/3

0 a-4 a_, 0 a3 0 20a/3

3
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Para que no varie la solucion 6ptima:
a-4>0=>a>4

%—1zo:>az3 — a4

a/320=a=0

4 -2 0
4. SealamatrizA=|a 2 0
3 0 -3
1
a) (Para qué valores de a es M (X) =| 2 | vector propio de A?
1
b) (Para qué valores de a es la matriz A diagonalizable?

a) Por definicion de valor propio A de una matriz A asociado a un vector propio M(X):
AM(X)=4 M(x)

Luego debe de existir 4 tal que:

4 2 01 1 0 1
a 2 0|2|=4|2|e|a+d4|=1|2
3 0 3)(1 1 0 1

Esta igualdad se verifica para A =0=>a=—4

b) Hallamos las raices del polinomio caracteristico:
4-1 2 0
|A-Al|=| a 2-41 0 =(—3—/1)(22—6/1+(8+2a)):0:>{
3 0 -3-1

A=3++J1-2a

Casos:
1. a>1/2.Entonces, 1 -2a <0 y las raices no son reales luego no es diagonalizable.

2. a=1/2. Los valores propios son A =-3 (simple) y 4 =3 (doble).
dim S(3)=3-rg(A-3])
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1 2 0
rg (A-BI)rg{l/z -1 0 JZ = dim S(3) =1<2 luego no es diagonalizable.
3 0 -6

3. a=-35/2. Los valores propios son A =-3 (doble) y A =9 (simple).
dim S(-3)=3-rg(A+3I)

7 20
rg (A+31)rg(35/2 5 OJ =2 = dim S(-3) =1< 2 no es diagonalizable.
3 00

4. a<1/2 y a#-35/2. Los valores propios son reales y distintos luego es

diagonalizable.
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