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Prodlogo

Este libro trata de explicar con claridad y sencillez la forma canénica de Kro-
necker de haces de matrices para la relacién de equivalencia estricta. El tema es
importante para los ingenieros, fisicos, quimicos, economistas, y otros cientificos
que estudian sistemas lineales con control, por lo que una introduccién asequible
y rigurosa se echa de menos. También esperamos que el libro sera de utilidad
para los matemaéticos en un segundo curso de algebra lineal como complemen-
to natural del estudio de la forma canénica de Jordan. La forma candnica de
Kronecker es llamada igualmente de Weierstrass-Kronecker, ya que Weierstrass
desarroll6 la teoria de los divisores elementales y Kronecker la de los indices mi-
nimales. Desde un punto de vista epistemoldgico e histérico deben relacionarse
estas teorias con el estudio geométrico de los haces de conicas y cuddricas para
la formacién del estudiante de matematicas. Este libro no intenta establecer
estas conexiones. Al lector que desee proseguir en los precedentes histéricos le
recomendamos el libro sobre historia de las matematicas de Bourbaki y tam-
bién articulos de Robert Thompson, Frank Uhlig y otros en la revista Linear
Algebra and Its Applications en los anos 1980. Aunque este librito no vuel-
ve a mencionar la historia de las matemadticas, nos parece su estudio muy ttil
para poder comprender y contextualizar cualquier tema: por ejemplo, intente
el lector comprender lo que sobre las formas candnicas de matrices escribieron
Turnbull-Aitken [22] en su libro de 1932, y Wedderburn [23] en su libro de 1934.

La forma de Jordan de una matriz cuadrada A encuentra una aplicacién
natural en el analisis de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de la forma
& = Az + b(t), donde b(t) es un vector columna de funciones. De igual modo,
la forma de Kronecker permite un estudio completo de la compatibilidad de
sistemas Bx = Ax+b(t), donde A y B son matrices rectangulares de las mismas
dimensiones.

El desarrollo que hemos hecho ha estado basado en la presentacién magistral
del Capitulo 12, tomo 2, del libro de Gantmacher [6]; pero intentando explicar
sus puntos oscuros. También somos deudores de publicaciones previas de Fried-
land [5], Forney [4] y Kailath [12]. El primer autor agradece a Ion Zaballa por
haberle introducido en el estudio de los indices minimales de haces de matrices
hacia 1983.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Haces de matrices

Sea IF un cuerpo infinito (habitualmente pensaremos que F es C cuando con-
venga, lo que se dird explicitamente). Los elementos de F se llamardn constantes
o escalares cuando convenga. Sea F™*™ el espacio vectorial de las matrices m x n
sobre F y sea GL,,(F) el conjunto de las matrices cuadradas n x n no singulares
o invertibles. Por F[)\] designamos el anillo de polinomios en la indeterminada A,
y por F(A) el cuerpo de fracciones (o funciones) racionales en A. Por F[A]"*™ el
conjunto de matrices m x n con elementos en el anillo F[A] o matrices polinémi-
cas, 0 A—matrices. Y por F(\)™*"™ el espacio de matrices m X n con elementos
en el cuerpo F()), o matrices racionales. Por [\, u] designaremos el anillo de
polinomios en dos indeterminadas A\ y p con coeficientes en F, y por F(\, u)
el cuerpo de fracciones racionales en A y p con coeficientes en F. Una matriz
polinémica H(X) € F[A]"™*™ puede identificarse con un polinomio matricial

H()) = Ap + A4 + 224, Foe o APA, € TN

con Ag, A1,..., A, € F™*" y A, # 0, siendo p el mayor de los grados de los
polinomios h;;(A) € F[A] tales que H(\) = (h;j(A)). Como A, # 0, diremos que
el polinomio matricial H(\) tiene grado p. Si Ay = Ay =---=A, =0y A, #0
entonces se dice que H(\) tiene grado 0; si ademds Ay = 0, se dice que el grado
de H(X) es —oo. Un polinomio matricial H(A) € F™*™[\] es un haz de matrices
si tiene grado < 1, es decir si

H(X\) :=AB — A,
donde A, B € Fmxn,

Definicién 1.1.1. Sean H(A\) = A\B — Ay H;(A\) = AB; — A; dos haces de
]Fan[)\].

(i) Se dice que son equivalentes como matrices polinémicas, lo que se de-
notard A\B — A ~ AB; — Aj, si existen matrices U(A) € F[\™*™, y
V(A) € F[A]"*™ con determinantes constantes no nulas, tales que

AB — A = UN(AB — A)V(\).
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(ii) Se dice que son estrictamente equivalentes si existen matrices P € GL,, (F)
y Q € GL,(F) tales que

Hi(A) = PH(M\)Q,
o equivalentemente A1 = PAQ y B; = PBQ; lo que escribiremos

HMN X Hi{(A\) o AB—ARAB, — A

Definicién 1.1.2. Llamaremos rango normal del haz H(\) = AB—A € F[\]™*"
al orden del mayor menor de AB — A que sea diferente del polinomio cero. Lo
denotaremos por rgn H ().

El rango normal, asi definido, coincide con el rango de AB — A como ma-
triz cuyas componentes son elementos del cuerpo F()), cuerpo de fracciones de
F[A]. Una consecuencia inmediata del Lema 1.2.20, que veremos en la seccién
siguiente, es que dos haces equivalentes tienen el mismo rango normal.

Es conocido que para la equivalencia de A—matrices, existe la forma nor-
mal de Smith, a saber, si H(A) € F[A]™*" es una matriz polindmica de rango
r, entonces existen U(A) € F[A]™*™ y V(A) € F[A]"*™ matrices unimodula-
res (es decir, matrices cuyo determinante es una constante no nula) tales que
UMNH(MNV(AX) = D(A) es la forma normal de Smith de H(\), esto es,

di(N)
UO)VHOW V() =

dr(\)
0 0

donde cada polinomio d;(A) (i = 1,...,r — 1) divide al siguiente, d,.()\) # 0, ya
que rg D(A) = rg H(\) = r, y todos los d;(\) son moénicos (es decir, de coefi-
ciente principal 1) y se llaman los factores invariantes de H()\). La demostracién
puede encontrarse en Gantmacher, vol. I, p. 142, Théoréme 3.

Obviamente, la equivalencia estricta de haces implica su equivalencia como
matrices polinémicas. Pero la equivalencia estricta es mas exigente, esto es,
requiere que U(\) y V() sean constantes o independientes de . En el capitulo
siguiente (v. Ejemplo 2.1.2) probaremos que la equivalencia de haces no implica
la equivalencia estricta, en general.

Observacion 1.1.3. Es conocido que si A, A; € F"*™ se dice que A y A; son

semejantes, y se denota A =~ Aj, si existe una matriz P € GL,(F) tal que
A, = P1AP. Es evidente que

A Ay < N, — AR, — A
En efecto, si A; = P~1AP, entonces
M, — Ay = P 'I,P - P AP = P7'(\I, — A)P.
Reciprocamente, si existen P, Q € GL, (F) tales que AI,, — A; = P(Al, — A)Q,

entonces I, = PQ, A1 = PAQ; luego P = Q7 '; de donde 41 = Q TAQ; es
decir que A =~ A;.
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En este libro, tratamos de establecer un criterio de equivalencia estricta de
dos haces de matrices. Vamos a determinar un sistema completo de invarian-
tes, lo que permite determinar, para cada haz, una forma candnica que le es
estrictamente equivalente.

Al final de este libro quedara probado que si F = C, un sistema completo de
invariantes estd dado por:

1) Una sucesién creciente de enteros > 0:
€1 <62 <00 S g,
llamados idices minimales (o de Kronecker) por columnas.
2) Una sucesién creciente de enteros > 0:
m=m2 = <,
llamados indices minimales (o de Kronecker) por filas .
3) Un sistema de divisores elementales de la forma (A — A\o)¥, con Ao € C.

4) Un sistema de polinomios en p de la forma 7, llamados divisores elemen-
tales infinitos.

Para un haz concreto dado pueden faltar uno o varios (hasta tres) de estos sis-
temas de invariantes. A este sistema completo de invariantes viene asociada una
forma candnica llamada de Kronecker. La introducimos mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.1.4. Sea AB — A € C[\]!™!¢ y supongamos que este haz tiene los
invariantes siguientes:

51:0, 62:1, 53:2,

7]1:03 772:()’ 773:1) 774:27
A2 (A +2)2,
pe.

Su forma candnica sera:

0 A+2
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A -1
0 A
donde F T E— se llama la parte de Jordan y
0 A+2
-1 X 0
0 -1 A
0 0 -1
A -1
0 A
A+2 -1
0 A+2

se llama la parte de Weierstrass.

Nuestro problema encuentra una interpretaciéon geométrica natural como

sigue. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el cuerpo F, B = {v1,...,v,} y
B = {ws,...,wy,} sendas bases de V y W. Consideremos una aplicacién lineal
AV —W

de V en W. Recordemos la bien conocida definicién siguiente.

Definicién 1.1.5. Si A(v;) = >0 aj;w;  (j = 1,2,...,n), lamamos matriz
asociada a A respecto a las bases B y B’ a la matriz

* alj *
* a9 *
B . J ,
MB/(A) = : G]FWIXW/.
* amj *

Es bien conocido cémo afecta un cambio de bases a la matriz asociada a
una aplicacién lineal. Si B; y B son nuevas bases de V' y W respectivamente,
sabemos que existen matrices P € GL,,(F) y Q € GL, (F) tales que

Ay = PAQ, (1.1)

y Ay = MB: (A).

siendo A := MB (A B

5 (a)

Proposicion 1.1.6. Sea A : V — W una aplicacion lineal sobre el cuerpo F.
Entonces existen bases B en' V. y B’ en W tales que

ORI E

donde r es la dimensidn del subespacio imagen de A (abreviadamente Im A), es
decir, el rango de A.

DEMOSTRACION. Sea {u1,...,u,} una base de Ker A. Ampliamos esta base
hasta obtener una base de V', digamos,

B={vi,...,vp,u1,...,up}.



1.1. HACES DE MATRICES )

Entonces A(v;) # 0 para i = 1,...,r. Ademds, el conjunto {A(vy),...,A(v,)}
es linealmente independiente. En efecto, si se da la relacién

arA(vy) + -+ aAv) =0
cona; €F (i =1,...,7), entonces

Alajvr + -+ apv,.) =0.

Por lo tanto, existen 3i,..., 3, € IF tales que
a1vy + -+ apve = Brug + -+ Bpuy.
Por consiguiente
ovy + -+ vy — frug — - — Bpu, = 0.

Y por ser B base se sigue que a1 = -+ = o, = 1 = - - = 3, = 0. Ademads, como
{A(v1),...,A(v,)} genera el subespacio A(V), tenemos que {A(v1),...,A(v)}
es base de A(V), asi que rg A = dim A(V) = r. Ampliamos ahora el conjunto
{A(v1),...,A(v,)} hasta conseguir una base

B ={A(v1),...,A(v),w1,...,ws}

de W. Con lo cual, es obvio que

THOR e

O

SiB:V — W es ahora otra aplicacion lineal de V' en W, llamando B :=
ME, (B) y By := Mg,l (B) nos queda la férmula andloga a (1.1)
1

B, = PBQ. (1.2)

De modo que todos los haces de la clase de equivalencia estricta del haz
AB — A nos proporcionan todas las matrices asociadas al par de aplicaciones
(A,B) al efectuar cambios de bases en V' y W. De aqui que para obtener una
forma canénica de un haz, es necesario encontrar bases, digamos B. en V' y B,
en W, respecto de las cuales el par de aplicaciones lineales (A, B) tenga matrices
asociadas B B

ME @) vy ME®)
de la forma més “simple” posible, simultaneamente.

El problema principal a tratar en este libro es como elegir dichas bases B, en
V y B, en W. Curiosamente la solucién aportada no es de naturaleza geométrica,
como se vera.

Obsérvese que si g = dim(Ker ANKer B), podemos elegir una base {e1,...,eq}
de Ker A N Ker B, que se puede ampliar hasta una base

Bi={%...,%x€1,...,¢4}
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de V. De modo que, para toda base B] de W, tenemos

0 : 0 0 : 0

B * ...k B * * .

MB/E(A) B : T : ;MB/;(B) B : Do :
* ... x 0...0 ¥ ... x 0...0

La dificultad del problema estriba, pues, en la eleccién de los n — g vectores
primeros de B; y de la base B} para que las n — g columnas primeras de estas
matrices tengan el mayor ntimero posible de ceros.

Todos los haces de matrices AB — A de dimensién m x n son de dos tipos
fundamentales: los haces regulares y los haces singulares.

Definicién 1.1.7. Un haz de matrices AB — A se dice regular si
(i) Ay B son matrices cuadradas n x n, y
(ii) el determinante |AB — A| #0 .

En todos los demés casos (m #n o m =n pero |AB — A| =0 ) el haz se
llama singular.

Un criterio de equivalencia estricta de haces regulares de matrices y, también,
una forma candnica para tales haces fueron establecidos por Weierstrass en 1867
sobre la base de su teoria de los divisores elementales. Los problemas analogos
para los haces singulares fueron resueltos méas tarde, en 1890, por Kronecker.
Los resultados de Kronecker forman el contenido fundamental de este libro.

1.2. Algunos preliminares algebraicos

Un problema algebraico que aparece de forma natural al estudiar los haces
AB — A es que no bastan los polinomios en una variable. Para el estudio de la
relacién de semejanza de una matriz cuadrada A, es obvio que los menores de
su matriz caracteristica AI — A son polinomios en A cuyos coeficientes dependen
de A. Pero, en un haz A\B — A el papel desempeniado por las matrices A y B en
la A-matriz AB — A es asimétrico, y no da cuenta de la realidad, pues en un haz
AB—A las matrices Ay B estan en pie de igualdad. Para poner esto de manifiesto
algunos autores prefieren hablar de un par de matrices (A, B) € Fm>™ x Fmxn
en vez de un haz A\B — A. Asi pues, debemos introducir apropiadamente el haz
homogéneo

AB — pA;

los menores de esta matriz son polinomios en A y . de esta manera los papeles
de Ay B en AB — A son simétricos. Por consiguiente, se impone trabajar en
el anillo de polinomios en dos variables F[A, u] en vez de sélo en el anillo F[)].

Sin embargo hay un problema, y es que mientras que el anillo F[A] es euclideo,
el anillo F[A, u] no lo es; ni siquiera es un dominio de ideales principales. Por
consiguiente, como tenemos que trabajar con maximos comunes divisores de los
menores de la matriz

AB — pA,
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necesitamos establecer el contexto en el que debemos situar el anillo F[A, u]. Este
anillo es un dominio de factorizacién tnica. Por fortuna, la definicién de méaximo
comun divisor de varios elementos puede extenderse de los dominios de ideales
principales a los dominios de factorizacién tnica. A continuacién daremos un
resumen de estos conceptos.

1.2.1. Elementos notables en un anillo

Por anillo entenderemos siempre anillo conmutativo con elemento identidad
1, igualmente todos los cuerpos seran conmutativos. Esta salvedad tiene su ori-
gen en la terminologia utilizada en los anos 1960, sobre todo en libros franceses,
que contemplaban la existencia de anillos y cuerpos no conmutativos. Aunque
hoy en dia prevalece la terminologia anglosajona en la que la conmutatividad
debe darse por supuesta.

Si A es un anillo y a,b € A son tales que ab =0, a # 0, b # 0, entonces a y b
son llamados divisores de 0. Un dominio de integridad es un anillo sin divisores
de 0. Por ejemplo, el anillo de matrices C2*2 tiene divisores de cero pues existen
matrices A # 0, B # 0, tales que

AB = 0;

G )G 3=00)

En un anillo A se dice que un elemento v € A es una unidad (o elemento
invertible) si existe v € A tal que

basta tomar el caso

uv = 1;

el propio elemento 1 de A es una unidad de A, pero puede haber otras unidades
en A. Por ejemplo, en el anillo Z de lo niimeros enteros las unidades son 1 y —1.
En el anillo de polinomios C[}\] las unidades son todos los nimeros complejos
salvo cero.

Se dice que a € A es un divisor de b € A, si existe z € A tal que

ax = b;

lo que se denota por a | b (y se lee “a divide a b”).

Supongamos de ahora en adelante que D es un dominio de integridad. Si
a,b € D son tales que a | by b | a, entonces diremos que a y b son elementos
asociados y escribiremos a ~ b. Es claro que 0 ~ 0. Supongamos ahora que
a # 0y a~ b, entonces existen u,v € D tales que au = b, bv = a. De donde,

a=bv =auv

y como a # 0, de aqui se sigue que 1 = uw; es decir, u y v son unidades; ademéds
b # 0. Por tanto, a ~ b si y sélo si existe una unidad u tal que b = au.

Diremos que un elemento g € D, g # 0, es un elemento irreducible si ¢ no es
una unidad y sus unicos divisores son las unidades u© € D y los elementos de la
forma ugq, con u unidad. Diremos que p € D, p # 0, es un elemento primo si p
no es una unidad y si para todos a,b € D tales que

p|ab



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

se tiene necesariamente que
pla o p|b.
Proposicion 1.2.1. Sea D un dominio de integridad. Todo elemento primo en

D es irreducible.

DEMOSTRACION. Supongamos que p € D es primo y que 7 | p. Luego p = rs
para algtin s € D, y ya que p es primo, tenemos que p | 7 o p | s. Supongamos
que p | s de tal manera que s = tp para algin ¢t € D. Entonces se tiene que
p=rs=rtp, y de aqui que rt = 1, i.e. r es una unidad. Por otra parte, si p | r,
como ya r | p, entonces se sigue que p y r son asociados. Por lo tanto, los tinicos
divisores de p son las unidades y los asociados con p. Asi pues, p es irreducible.

O

Pero no todo elemento irreducible en D es necesariamente primo, como se
puede ver por medio del ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.2.2. Sea
D:=Z[v-5l={a+b/-5]|a,beZ}

siendo Z el anillo de los niimeros enteros. Es obvio que D es un subanillo de C.
Vamos a demostrar que

a:=24++v-5eD

es irreducible pero no es primo.
Averigiliemos la forma de las unidades a+bv/—5 de D. Si existe c+dv/—5 € D

tal que
(a +bvV=5)(c+dv-5) =1,
multiplicando ambos miembros por a — by/—5 obtenemos
(a® 4+ 5b%)(c + dvV—=5) = a — b\/—5;
y como
a+b/-5=0 <— a=0,b=0,

deducimos que

(@®>+5b%)c = a (1)

(> +5b*)d = —b (2).
Si fuera ¢ = 0, se tendria que a = 0 y 5b%d = —b. Ya que suponemos que
a + by/—5 es una unidad, i.e. que by/—5 es una unidad, seria b # 0. Por lo que
seguirfa que 5bd = —1 con b, d enteros, lo que es imposible. Asi pues, es seguro

que ¢ # 0 y por ser a 6 b no nulos, (1) implica que a # 0. Entonces ha de ser
b =0, pues si fuera b # 0 tendriamos que

|(a® + 5b%) c| > |a
en contradiccién con (1). De modo que a?c = a; de donde ac = 1 y por tanto a
es una unidad en Z; luego a = +1. En resumidas cuentas, hemos probado que
las tnicas unidades de D son

140v=5 = 1
~1+0V=5 =-1.
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En consecuencia, o no es unidad de D.
A continuacién, veremos que o = 2 + v/—5 no es primo, observando que

(2++v-5)(2—-+v-5)=9=33,
luego se tiene que

y sin embargo 2 4+ 1/—5 no es divisor de 3. En efecto, si existiera a +bv/—5 € D
tal que

(2+v=5)(a+bvV/=5) = 3,

multiplicando ambos miembros por 2 — v/—5 se deduciria que
9(a + bv—5) =6 — 3v/—5,

de donde 9a = 6, lo que es imposible con a entero. Por consiguiente o no es
primo.
Sélo falta demostrar que « es irreducible. Supongamos que se verifica

(a4 bvV/=5)(c+ dv/—=5) = 2 4+ /=5, (1.3)

siendo a + by/—5,c+ dv/—5 € D. Si z es el nimero complejo z := u + v, con
u,v € R, denotamos por z := u — v el conjugado de z. Si ahora observamos que

a+bv—5=a+bVbi

tenemos que
a+bv=5=a—bV5bi =a—by/—b;

asi pues, tomando conjugados complejos en (1.3), tenemos también
(a —bv=5)(c —dv—=5)=2— -5, (1.4)

y multiplicando después (1.3) por (1.4) miembro a miembro, se sigue que
(a? + 5b%)(c? + 5d%) = 9.

De manera que a® + 5b% divide a 9 en Z; consecuentemente a’ 4+ 5b% es 1,3 6 9.
Si fuera a® + 5% = 1, se tendria que b = 0 y @ = %1, en cuyo caso a + bv/—5
serfa una unidad de D. Si fuera a? + 5b% = 3, también se seguiria que b = 0 y
a® = 3 lo que es imposible pues a es entero. Por 1ltimo, si a4+ 5b% = 9, entonces
c? + 5d* = 1, lo que implica que d = 0 y ¢ = +1. En otras palabras, (1.3) se
convierte en

(a+bvV=5) = £(24 V=5);

esto significa que a + by/—5 y « son asociados. La conclusién obtenida es que si
a + by/—5 es un divisor de «, a + by/—5 es una unidad de D o es un asociado
de «; es decir que « es irreducible.
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1.2.2. Maximo comun divisor

Definicion 1.2.3. Sea aq,as,...,a, una sucesiéon de n elementos de un dominio
de integridad D. Si

decimos que el maximo comun divisor de ai,as,...,a, es 0 , por definicién.
Si para algiun i € {1,2,...,n} es a; # 0, decimos que un elemento d € D es
un maximo comun divisor de la secuencia ay,as, ..., ay si
(1) d|a; parai=1,...,n,
(2) para cualquier ¢ € D tal que ¢ | a; parai = 1,...,n, se tiene que ¢ | d.
En dominios de integridad podemos hablar de los méximos comunes divi-
sores de una sucesion finita de elementos; la principal dificultad es que éstos,
en general, tal vez no existan. Pero en los dominios euclideos y en los dominios
de factorizacién unica, su existencia es segura. Antes de nada, si d; y ds son
maximos comunes divisores de a1, as, ..., a,, siendo algin a; distinto de 0, por
la parte (2) de la definicién se tiene que

d1|d2yd2‘d1.

Por tanto di ~ ds2 (son asociados); en consecuencia, los maximos comunes di-
visores de una secuencia ai,as,...,a, estan determinados salvo asociados. Es
decir, si d es un méximo comin divisor (med) de aq,as,...,a,, entonces los
restantes maximos comunes divisores de ay,as,...,a, son los elementos de la
forma

ud

donde u recorre las unidades de D.

Definicién 1.2.4. Sea D un dominio de integridad. Sea N = {0,1,2,...} el
conjunto de los nimeros naturales. Se dice que D es un dominio euclideo, si es
posible definir una aplicacién

0:D—-{0} —N
que satisfaga las dos condiciones siguientes:
(1) 0(c) < d(cd) si ed # 0.
(2) Sib#0y a€ D, entonces existen ¢ y r en D tales que
a=bqg+r
siendor =0 & do(r) < d(b).

Observacion 1.2.5. Intuitivamente (2) nos dice que D es un dominio euclideo si
podemos definir en él una “divisién euclidea”.

Ejemplo 1.2.6. (1) El anillo Z de los enteros es un dominio euclideo con la
aplicacién d(m) = |m| para todo m € Z — {0}.

(2) SiF es un cuerpo, el anillo Flz] de polinomios en una variable x sobre TF,
es un dominio euclideo con la aplicacién

5(f(x)) = gradof(z), f(x) # 0.
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Mediante el algoritmo de Euclides se puede demostrar que en todo dominio
euclideo existen méximos comunes divisores de dos elementos. Como el mcd es
una operacion asociativa, i.e. para todo a,b,c € D

med(med(a, b), ¢) = med(a, med(b, ¢)),

esto permite probar que existen med de n elementos de D (n > 2). Por lo tanto,
dados n polinomios fi(x),..., fn(z) € Flz], con F un cuerpo, tiene sentido
hablar de los med de fi(x),..., fn(x), los cuales son asociados entre si, luego se
diferencian sélo en un factor ¢ € F — {0}, ya que las unidades de F[z] son las
constantes no nulas. Llamamos mdnico a un polinomio no nulo cuyo coeficiente
principal es 1; asi un polinomio ménico de grado m tiene la forma

™+ a1 4+ arx + ag.

Si entre los med de fi(x),..., fn(z) elegimos el que es ménico, digamos d(x),
este mcd queda univocamente determinado y podemos llamarle el mcd de

fl(l‘), N fn(l‘)

y denotarlo
mCd(f1($)7 AR fn(x))

Nosotros necesitaremos el concepto de maximo comun divisor de varios poli-
nomios f1(z,y),..., fn(z,y) € Flz,y]. Como el dominio F[z, y] no es un dominio
euclideo, no podemos echar mano del algoritmo de Euclides para probar la exis-
tencia de este maximo comun divisor. Hay una clase de anillos mas general que
la clase de los dominios euclideos, en la que puede hablarse de maximo comun
divisor. Esta clase es la de los dominios de ideales principales.

Definicién 1.2.7. Un ideal I de un dominio de integridad D es un subconjunto
no vacio de D tal que I es un subgrupo aditivo de D y para cualesquiera d € D,
a € I, se verifica que da € I. El conjunto

(a) ={da|d e D},

es un ideal de D, para todo a € D; los ideales de este tipo se llaman principales.
Se dice que un dominio de integridad D es un dominio de ideales principales si
todos sus ideales son principales.

Observacion 1.2.8. SiF es cuerpo, entonces F[z] es un dominio de ideales prin-
cipales (véase p. 126, Theorem 2.15 de [11]). Lamentablemente, el anillo Flz, y]
no es un dominio de ideales principales (véase Ejercicio 1.1). Por eso, no cen-
traremos nuestra atencién en esta estructura.

Sabemos que todo entero a € Z es producto de niimeros primos, tnico salvo
el orden y el signo +1,

a=pip2--Pm O a=—DiP2 ' DPm

con pi,p2,...,Pm DUmMeros primos positivos. Andlogamente, todo polinomio
f(z) € Clx] puede factorizarse de forma tunica (salvo el orden de los facto-
res) en producto de una unidad y de monomios de primer grado, z — a, con
a € C. Es decir,

f@)=cl@z—a)-(z—an)
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con ag,...,qa, € Clas raices de f(x) y ¢ una constante no nula. Una propiedad
andloga a esta factorizacién unica la tienen los anillos F[z] y F[z,y], con F un
cuerpo cualquiera.

Definicién 1.2.9. Un dominio de integridad D se llama un dominio de factori-
zacion dnica (o un anillo factorial) si todo elemento no nulo y no unidad a € D
es expresable como producto de un nimero finito de elementos irreducibles y
esta factorizacion es unica salvo el orden y asociados. Asi, pues, si

a=Ppip2 - Pm = q1q92 " qdn

ypi (it =12,...,m)yq; (j =1,2,...,n) son elementos irreducibles de D,
entonces m = n y existird una permutacién o de {1,2,...,n} tal que para todo
i€{1,2,...,n} los elementos p; y o (;) son asociados.

Observacion 1.2.10. Se puede demostrar que si D es un dominio de ideales
principales, entonces D es un dominio de factorizacién dnica (véase p. 185,
Theorem 3.6 de [17]).

Proposicion 1.2.11. En un dominio de factorizacion unica D, el conjunto de
los elementos primos coincide con el conjunto de elementos irreducibles.

DEMOSTRACION.Por la Proposicién 1.2.1 ya sabemos que todo elemento pri-
mo de D es irreducible. Supongamos que a € D es irreducible. Ya que D es un
dominio de factorizacién tunica, existen elementos irreducibles p1,...,p, € D
tal que

a=pi- Pn.

Ahora bien, a es irreducible, p; | a y p1 no es una unidad; por tanto, p; debe ser
un asociado de a. Entonces a es un asociado de un primo y, de aqui, también a
debe ser primo.

O

Observacion 1.2.12. Entonces, del Ejemplo 1.2.2 se sigue, en virtud de la pro-
posicién anterior, que Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién tnica.

Teorema 1.2.13. Si D es un dominio de factorizacion unica y ay,...,a, son
elementos de D, con alguno no nulo, entonces existe un med de ai,...,a,, que
es unico salvo asociados.

DEMOSTRACION. Sean by, . . ., by, los elementos no nulos que hay en ay, ..., a,
(con m < n). Ya que D es un dominio de factorizacién tinica existen elementos
irreducibles (no asociados) p1,...,p, € D y unidades uq, ..., u,, € D tales que

€1k rk —
b = ugpi** ---pirt, k=1,...,m.

donde los ej; son enteros no negativos (por supuesto, si by es una unidad,

tenemos que e;j, =0, j =1,...,7). Sean
e; := min {e},..., e := min {e, s
in ek}, eri= min {er}
y sea

d:= pil .. .p;’:T.
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Como en un dominio de factorizacién tnica, dados dos elementos cualesquiera
a,b € D pueden escribirse factorizados asi

. mi Mg . ny Ng
aiuql ...qsé" bqul ...qsb,

con u,v unidades qi,...,qs elementos irreducibles y exponentes my,...,ms,
ny,...,Ns enteros no negativos, se tiene que

alb <= my<mn, (i=1,...,5). (1.5)

Por tanto, d | by para k = 1,...,m. Supongamos ahora que c | b, para k =
1,...,m. Puesto que D es un dominio de factorizacién tnica, se tiene que en
la factorizacién de ¢ en elementos irreducibles no pueden aparecer irreducibles
distintos de asociados de p1, ..., p,; ademds, después de multiplicar las unidades
apropiadas, vemos que el exponente de cada p; es menor o igual que e;, por (1.5).
Dicho abreviadamente

c:wp{1 ...p7[r

donde f; <e; (j=1,...,r) y w es una unidad. Por tanto, nuevamente en
virtud de (1.5), se sigue que ¢ | d, lo que prueba que d es un med de by, ..., by,
y, por ello, de aq,...,a,. La unicidad de d salvo asociados es consecuencia de

la definicién de med.
O

Por dltimo, se puede demostrar que si D es un dominio de factorizacién tnica
entonces el anillo de polinomios D[z] también es un dominio de factorizacién
Unica (véase p. 147, Theorem 2.25 de [11]). De aqui que, si F es un cuerpo,
Flx,y] = Flz][y] es un dominio de factorizacién tinica, ya que F[z] lo es.

1.2.3. Invariantes de la equivalencia en un dominio de fac-
torizacién tnica
Introducimos la notacion siguiente
k
Qrn ={a=(a1,...;ap) eN |1 <y <ag <--- <oy <n},

esto es, Q,, denota el conjunto de todas las sucesiones finitas estrictamente
crecientes de k enteros elegidos de 1,...,n.

Sea D un anillo, D™*™ denota el conjunto de todas las matrices con elemen-
tos en D de m filas y n columnas

(255 B Q1n

A =
m1 - Gmn

SiAe D™ " o€ Qrm Y B € Qkn, entonces Al | f] es la submatriz k x k de
A formada por las filas numeradas por « y por las columnas numeradas por .

Definiciéon 1.2.14. Sea D un anillo conmutativo con unidad. La matriz A €
D™*™ ge llama invertible (o unimodular) si existe una matriz B € D™*™ tal que

AB = I, = BA,

donde I,, es la matriz identidad (o unidad) de orden n.
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Proposiciéon 1.2.15. Sea D un anillo conmutativo con unidad y A € D™ ™.
Entonces A es invertible o unimodular si y sélo si det A es una unidad (o ele-
mento invertible) de D.

DEMOSTRACION. (c.f. el libro de Jacobson [11] p. 94, Theorem 2.1.)

O

En adelante, denotaremos mediante GL,, (D) al grupo multiplicativo de todas
las matrices n x n invertibles con elementos en D.

Definiciéon 1.2.16. Sea D un dominio de integridad. Sean A, B € D™*". Se
dice que la matriz A es equivalente a la matriz B, abreviadamente A ~ B, si
existen matrices invertibles P € D"™*™ y () € D™*"™ tales

B =PAQ.
Es facil probar que ~ es una relacién de equivalencia en D™*™,

El problema de seleccionar, entre las matrices equivalentes a una matriz
dada A, una que tenga una forma “normal” particularmente simple lo propor-
ciona el siguiente resultado, cuya demostracién puede encontrarse en el libro de
Jacobson [11], p. 176, Theorem 3.8:

Teorema 1.2.17. Si D es un dominio de ideales principales y A € D™*",
entonces A es equivalente a una matriz que tiene la forma diagonal

diag{dl,dg,...,dr,O....,O},
donde d; # 0, para cadai=1,...,r ydy |da | - |d, .

Definicién 1.2.18. Sea D un anillo conmutativo con unidad. Dada A € D™*™,
se llama rango de A, y se denota rg A, al maximo indice k, k € {1,2,..., min{m,n}}
para el que existen o € Qi y B € Qp,n tales que

det Ala | 8] # 0.

Es decir el rango r de A es el orden del mayor menor no nulo de A.

Definicién 1.2.19. Sea D un dominio de factorizacién tnica y sea A € D™*™.
Entonces definamos, para k = 1,2,..., min{m,n},

Dy (A) := mcd{det Al | 8] | @ € Qk.m, B € Qrn}

Dy (A) se llamard el divisor determinantaldivisor determinantal k—ésimo de A.

Lema 1.2.20. Sea D un dominio de factorizacion inica y sean A, B € D™,
Entonces se verifica

A~ B = Dp(A) = Di(B) para todo k € {1,2,...,min{m,n}}.
Mas aun, si rg A =r, tomando Dy(A) := 1, entonces se tiene

Do(A) | Di(A) [ -~ [ Dr(A)
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y por definicion Dyy1(A) = ... = Dym(m,n)(A4) = 0.
De este modo, los elementos siguientes
‘ Dr(4)
w(A) = —————, (k=1,2,...,7),
HA) = 5 | )

pertenecen a D y son llamados los factores invariantes de A.
En consecuencia, si A ~ B, entoncestg A=rgB e

ir(A) = ix(B) para todo k € {1,2,...,min{m,n}}.

Ademds, si D es un dominio de ideales principales, como es el caso de F[A],
de acuerdo con el teorema anterior se tiene que

i1(A) =di | i2(A) =da |- | ir(A) =d, para todo k € {1,2,...,r}.

DEMOSTRACION. Como A ~ B, existen P € GL,,(D) y Q € GL, (D) tales
que B = PAQ. Sea k € {1,2,...,min{m,n}}. Entonces, aplicando la férmula
de Binet-Cauchy (c.f. Gantmacher Vol. I, p.12), se tiene que para cualesquiera
o €Qrmy B € Qp,p se verifica

det Bla! | B'] = > det P[o’ | a]det Al | 8] det Q[B | 8],

a€Qk,m,BEQK,m

de donde se sigue que Dy (A) divide a todos los menores de orden k de B y
por tanto Dy (A) | Di(B). Andlogamente, del hecho de que A = P~'BQ™1!, se
obtiene Dy (B) | Di(A) y consecuentemente Dy (A) = Dy (B). Las afirmaciones
restantes son evidentes.

O
Definicién 1.2.21. Siguiendo con la notacion del lema anterior, definamos
Dy(A
in(A) = M7
Di_1(4)

para k =1,2,...,r (r =rg A). Los elementos i1(A),i2(A),...,i-(A) son llama-
dos los factores invariantes de A.

Observacion 1.2.22. Del lema anterior sigue directamente que si A y B son
matrices equivalentes, entonces tienen los mismos factores invariantes.

1.3. Polinomios en varias indeterminadas

Definicién 1.3.1. Se llama monomio de F[zq,...,2,] a todo polinomio de la
forma cxi'xs? ...zl con c constante no nula. El grado de este monomio se define
como la suma 97 + i3 + -+ - + i, v se denotard asi

Aexlrak ..ain) =iy +ig+ - i
Se llama grado (total) de un polinomio

F@n, . oan) =Y G iriaR .l €Floy,. .o,

11,12,..4,0n

al mayor de los grados de sus monomios y se denota por 9(f).
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Observacion 1.3.2. Propiedades evidentes del grado son :
1) 9(fg) = 9(f) + 9(g).
2) O(f +g) < max{I(f).0(g)}.

Noétese que en el caso particular n = 1, la definicién anterior coincide con la
bien conocida del grado de un polinomio en una indeterminada.

Ejemplo 1.3.3. Por ejemplo, si
[y, w0, w3, w4) = dxTas + Torwawiay € Qoy, w2, 23, 4],

se tiene que A(f) = 5, pues d(4x2w3) = 3 y O(Tx1m92374) = 5.

Proposicién 1.3.4. Sea F un cuerpo y sea Flxy,...,x,] el anillo de poli-
nomios en n indeterminadas con coeficientes en F. Entonces las unidades de
Flxy1,...,x,] son los elementos no nulos de F.

DEMOSTRACION. Supongamos que f € F[zy,...,z,] es una unidad, es de-
cir, un elemento invertible del anillo F[xy,...,2,]. Entonces existird otro g €
Flx1,...,x,] tal que

fg=1 (1.6)

Sea 0;(f) (resp. 0;(g)) el grado de f (resp. de g) en la indeterminada z;, para
it =1,...,n. Entonces, por la propiedad del grado, de (1.6) sigue

0i(f) +0i(g) = 0:(1) =0

para cada i = 1,...,n; lo que obliga a que sea
2i(f) =0=0i(9)
para cada i =1,...,n, y por tanto f es un polinomio constante no nulo.
O

Definicién 1.3.5. Sea F un cuerpo y sea F[z1,...,xz,] el anillo de polinomios
en n indeterminadas con coeficientes en F. Un polinomio f € Flzy,...,z,]
no constante, se dice que es irreducible en F[z1,...,x,], si siempre que f es
producto de otros dos polinomios, digamos

f=gh
con g, h € Flxy,...,x,], entonces alguno de los dos, g o h, es una constante no
nula.

Observacion 1.3.6. Es fécil ver, que todo polinomio lineal (i.e. de grado 1) en
Flxy,...,2,] es irreducible.

Teorema 1.3.7. Sea F un cuerpo y sea F[xy, ..., x,] el anillo de polinomios en
n indeterminadas con coeficientes en F. Entonces Flxy,...,x,] es un dominio
de factorizacion unica.

DEMOSTRACION. (c.f. el libro de Jacobson [11], p. 147 Theorem 2.25 y tam-
bién en [9], p. 150 Corolario 2.)
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O

Si f(z) € Flx], es bien conocido que el nimero de raices o ceros del polinomio
f en el cuerpo F es a lo sumo igual al grado de f. Por otra parte, si IF es un cuerpo
finito, entonces todos los elementos de F son raices del polinomio z/¥l — 2. En
consecuencia, si [F| > 9(f), podemos asegurar que existe a € F tal que f(a) # 0.
Extendemos este resultado para n indeterminadas en el teorema siguiente.

Teorema 1.3.8. Sean f,g € Flxq,...,x,] polinomios no nulos y sea F un cuer-
po con mds de O(f)+0(g) elementos. Entonces existen elementos a1, az, ..., ay
en I tales que

fla,...;an) #0 y glar,...,a,) #0.

DEMOSTRACION. Probaremos primero, por induccién sobre n, que para cual-
quier f € F[zy,...,z,] no nulo existen a1, as, ..., a, € F tales que f(ai,...,a,)
# 0. Luego el resultado sigue sin més que aplicarlo al polinomio producto fg.

Para n = 1 el resultado es conocido. Lo suponemos cierto para n—1 y vamos
a demostrarlo para n. Consideramos f € F[x1,...,2,-1][x,], esto es,

f(z1,. .. xn) = ho + b1z, + hoa® + - + hya!,

donde h; € F[zy,...,z,-1] y podemos suponer h, = h.(z1,...,2,—1) # 0.
Entonces, por la hipétesis inductiva, sabemos que existen a; € F, e =1,...,n—1,
tales que h.(ay,...,an—1) # 0. Entonces el polinomio f(ai,...,an—1,2,) €

F[x,) es no nulo, y como F tiene més de 9(f) elementos, podemos elegir a,, € F
tal que f(ai,...,a,) #0.

O

1.4. Polinomios homogéneos
Definicién 1.4.1. Un polinomio

. 01,02 4
PICIEERY «— s cnln P i g ey n
f(x1 ) T E @iy ig... in L1 T xyr € Flxy Ty

2143224430

se dice homogéneo de grado k si todos los monomios a;, ;..
nulos) tienen el mismo grado k.

M ‘,z‘!L

Ejemplo 1.4.2. El polinomio de coeficientes racionales
3x§m§ — 7x1x2x§ + 5x§
es homogéneo de grado 4.

Teorema 1.4.3. Sea F un cuerpo. Entonces cualquier factor de un polinomio

homogéneo en Flxq, ..., x,] debe ser homogéneo también.
DEMOSTRACION. Es suficiente probar que si f € F[z1,...,%,] es un polino-
mio no homogéneo, entonces, para cualquier polinomio g = g(x1,...,2,) # 0,

fg tampoco es homogéneo. Podemos escribir f en la forma siguiente

[= anb
1=1
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siendo cada f,, # 0 homogéneo de grado n;, con 0 < ny < -+~ < np yr > 2,
puesto que f no es homogéneo. Analogamente, escribimos

s
g = ngﬂ
i=1

siendo ¢, # 0 homogéneo de grado m,;, con 0 < my < --- < mgy s > 1.
Entonces

f9=fnigmi + -+ fn,Gm,, (1.7)
donde cada uno de los términos de esta suma es homogéneo. Claramente

a(f?ugwn) =n1+m1 <np+ms= a(fnTgms)

y los sumandos intermedios en (1.7) deben tener grados estrictamente compren-
didos entre ny +my y n, + ms. Pero entonces fg no es una suma de monomios
en ry,...,x, todos del mismo grado, asi que fg es no homogéneo.

O

Observacion 1.4.4. Si f(A) € F[)] es el polinomio ménico de grado k

f()\) = \F + ak,1>\k_1 + ak,g)\k_Q + -4+ a1 A+ ao,
entonces p* f (%) resulta ser un polinomio de F[\, u] homogéneo de grado k, con
un monomio donde no aparece y, a saber A\¥, y otro donde no aparece \, a saber

k
app™.

Reciprocamente, todo polinomio homogéneo g(A, 1) € F[A, u] de grado (to-
tal) m + k y de grado k respecto de A se puede escribir en la forma

g\ p) = umukg(g, 1), (1.8)

donde 9(g(A, 1)) es k y el polinomio ukg(%, 1) es homogéneo de grado k con un
monomio de la forma a\* siendo a € F.

Ejemplo 1.4.5. Sea g(\, u) € C[\, p] dado por
g, ) i= 2X%03 — At 1IN3 S+ 1728 + 8T — 4B,

Estd claro que g(A, ) es un polinomio homogéneo de grado 8 y de grado 5
respecto de A. Obviamente,

g 1) =20° — TAT H 1IN3 + 17X + 8\ — 4,
luego g(ﬁ, 1) = 22—2 — 72—;L + 112—2 + 172—2 + 8% — 4. Por lo tanto
A
pPg(=1) = 205 — T 4+ 1IN % + 17208 4+ 8t — 4p
J7
A
,u3,u5g(;, 1) = 2X50% — Tt + 135 + 17028 + 8 ™ — 4B,

Con lo cual tenemos g(A, u) = /13,u5g(%, 1).
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Teorema 1.4.6. Sea F un cuerpo.

1) Sip =pA\p) € FA u] es un polinomio irreducible homogéneo, distinto
de p, con grado d := 9(p(\, 1)), entonces el polinomio p(A\,1) € F[A] es
irreducible en F[)\], de grado d.

2) Reciprocamente, si p(A) € F[A] es un polinomio irreducible de grado d, en-
tonces f(A, p) := udp(%) es un polinomio homogéneo irreducible en F[\, p],
de grado (total) d.

DEMOSTRACION. 1) En efecto, si k es el grado de p(\, 1), por la Observacién 1.4.4
tenemos
_ A
p(A ) = p? ’“ukp(;, 1),

siendo pFp(2,1) € F[\, ul; luego, de la irreducibilidad de p sigue d = k. Para

W’
probar que p(A, 1) es irreducible en F[)], supongamos que existen f;(A\) € F[A],
con d; := 9(fi(N\)) (i = 1,2), tales que

p(A 1) = f1(A) f2(N), (1.9)

luego ha de ser d = dj +ds. Ahora, por la Observacién 1.4.4, de (1.9) obtenemos
la factorizacién siguiente en F[\, ]

A A A
p(A ) = p (= 1) = [ fi(5)][u® fo(5)]-
(A ) (u ) =1 (M)H (M)]
Ahora, de la irreducibilidad de p(A, 1) se sigue que alguno de los dos factores
[udifi(%)] € F[A\, p] (1 =1,2) es una constante no nula; luego, d; =0 o dz = 0.
Asf pues, queda probado que f1(A) o fa(A) es una constante no nula.

Para probar 2), supongamos que existen polinomios g;(A, ) € F[A, p], con
d; == 0(g:(\, 1)) (1 =1,2), tales que

FOu 1) = g1(\ w)ga(A, ). (1.10)

Por la Observacién 1.4.4, se tiene que f(A, ) es homogéneo y tiene grado d;
luego d = d; + dz. Ahora haciendo p =1 en (1.10) tenemos

JAL 1) =p(\) = g1(A, D)g2(N, 1),

y de ahi
d=0(p(A) = 9(g1(A, 1)) + 0(g2(A, 1)).

Como p(A) es irreducible en F[)], algin de los dos divisores de p(A) es una
constante no nula, digamos g(A, 1), de donde sigue

d=0(g1(A\ 1)) < dy < d;

y por consiguiente, d = d; y d2 = 0, lo que significa que ga(A, i) es una constante
no nula. Asf pues, queda probado que f(\, i) es irreducible.

O
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1.4.1. Sustitucidén lineal de indeterminadas

B

Sea F un cuerpo. Sean «,f3,v,6 € F tales que la matriz (: 6) es no

singular. Dado un polinomio f (A, u) € F[\, u] hagamos en €l la sustitucién de A
y p por los polinomios aX + B, YA + §i pertenecientes a F[A, fi] en dos nuevas

indeterminadas: _
A = a\+ b0
N . 1.11
{ po= A+op (L1

Resulta asi o ) . .
FO ) i= flaX + Bi,yA + 01) € F[A, fi].

-6

Dado un polinomio G(\, i) € F[\, i) hagamos en él la sustitucién de las indeter-
minadas A\ y fi por los polinomios aX 4 by, cA + du € F[A, pl:

{

g\, 1) = glaX +bu, eA + dp) € F[A, p.

Sea ahora

= a\+bu

= cA+dp (1.12)

= >

resultando

Estas sustituciones son involutivas como se ve en la proposicion siguiente.
Proposicion 1.4.7. Siguiendo con la notacion anterior.
(1) Dado f(A, ) € FI\, p]. Si f(A i) := f(ah + Bfi,y\ + 6fi), entonces

JlaX+bp, X+ dp) = f(, ).

(2) Reciprocamente, dado §(\, i) € F\, fi]. Si g(\, p) == g(aX + bu, A + dp),
entonces ~ B :
g(aX + B, yA + 0f1) = G(A, fi).

DEMOSTRACION. (1) Como
a B\ fa bY
(55 o)-n
se verifica

flaX+bp, ch +dp) = flajar + bu] + Bleh + du), v[a + bu] + d{ch + dp))

= f((aa + Be)A + (ab + Bd)u, (ya + de)A + (vb + dd) ) = f(A, ).

(2) Andlogamente, como
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resulta que

g(aX + B,y A+ 871) = Glala + Bfi] + by A + 64, clad + Bfi] + dlyA + 671])

= §((ac + by)A + (aB + bO)ji, (co + dy)X + (B + dd)fi) = G(A, fa),

como era requerido.

De este modo establecemos dos aplicaciones biyectivas

d: F[hpu — 1F[Z\

VE

para las que es cierta la proposicion siguiente.
Proposicion 1.4.8. En las condiciones anteriores se verifica:
1) ® y U son isomorfismos de anillos.
2) &1 =0,
3) Para todo f € F[\, pu], O(®(f)) = 0(f), donde O(f) denota el grado de f,
y para todo f € F[\, i], (¥ (f)) = a(f).
4) p € FI\ p] es irreducible si y sélo si ®(p) :=p € F[\, fi] es irreducible.
5) p € F[\, p] es homogéneo si y sélo si ®(p) := p € F[\, i] es homogéneo.

DEMOSTRACION. 1) El hecho de que ® (y ¥) sea homomorfismo es debido
a las propiedades del cdlculo del valor de la suma f; + f2 y del producto fi f2
de dos polinomios f1, fo € F[\, u] en el punto (X + Bfi, v\ + 0f1) € F[A, )2
Ademis ®(1) = 1.
2) y 5) son evidentes. Vamos a probar 3). En efecto, por la definicién de
O(f) es claro que
AD(f)) <a(f). (1.13)
Andlogamente se verifica
(¥(g)) < 0(9).- (1.14)
Como se tiene que ¥(®(f)) = f, basta aplicar (1.14) y (1.13) y sigue

A(f) <0(®(f)) < (),

ast pues A(f) = 8(®(f)), y del mismo modo se obtiene también A(f) = (¥(f)).
Para probar 4), supongamos que p es irreducible y que p no lo fuera. Entonces
habria polinomios f,§ € F[), ii] de grado > 1 tales que p = f§, de donde sigue

p=U(p) =V()T(),

con A(U(f)) > 1y d(¥(j)) > 1; lo que es imposible, pues p es irreducible.
Por un razonamiento simétrico es inmediato que si p es irreducible, entonces
p = U(p)) también lo es.

O
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1.5. Matrices polinémicas

En lo que sigue, F denotard un cuerpo cualquiera, F[A] el anillo de polinomios
con coeficientes en F y F(\) su cuerpo de fracciones, esto es, F()) := {% |
p(A),q(A) € F[A],q(A) # 0}. Ademds, llamaremos espacio vectorial racional a

cualquier F(A)—subespacio vectorial de F(X\)™.

Definicién 1.5.1. Se llama grado de un vector polinémico

p1(A)
z(\) = : € F]\™*1,
pm(/\)

que denotaremos por 9(x(A)), al maximo de los grados de todas las componentes
del vector, es decir,

O(z(N) :=méx{0(p;,(N\) |i=1,...,m}.
(Consideramos que el polinomio nulo tiene grado —oc.)

Proposicién 1.5.2. Sea x()\) € F[\]™*! y sea U € F™*™ una matriz constante
y no singular. Entonces 0(x(A)) = 0(Uz(N)).

DEMOSTRACION. Llamamos z(A) := Uz()). Por las propiedades del grado
de un polinomio, es facil ver que el grado de cada componente de z(\) es menor
o igual que 9(z()\)), y de ahi se sigue 9(z(\)) < d(x(A)). Andlogamente, como
también x()\) := U~ 12()\), por la misma razén se tiene d(z(\)) < 9(z(\)), y por
tanto la igualdad.

O

Definicién 1.5.3. Dada la matriz polinémica D(X) € F[A]™*", donde k; es
el grado de la columna i—ésima para ¢ = 1,...,n, se define D, € F™*"™ como
la matriz cuya columna i—ésima estd formada por los coeficientes de A* en
la misma columna de D()\). Llamaremos a D. la matriz de los coeficientes
principales por columnas de D()). Ademads, se dice que D()\) es reducida por
columnas o propia por columnas si rg D(A) = n sobre el cuerpo F()) y el rango
de D, por columnas es completo, es decir, si rg D, = n.

Observacion 1.5.4. De la definicién anterior se deduce la descomposicién si-

guiente:
AL 0

DA =D.| + .. = [+L) (1.15)
0 - Men

donde la matriz L(\) € F[A]"™*" verifica que el grado de su columna i—ésima es
menor que k;, para cadai=1,...,n.

Ejemplo 1.5.5. Sea

SAYH A3 —2X3 4\
DA = AM¥+X2 A3 -)
20% — 22 A2
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Usando la notacién anterior, tenemos k1 =4, ko =3y

5 -2
D.=[0 1
2 0
Y como rg D, = 2, se sigue que D()\) es reducida por columnas. Ademds,

comprobamos la correspondiente descomposicién (1.15) en este caso:

AT+ A3 —2X3 4\ 5 =2\ a4 g A3 A
MEA2 o Mo | =10 1 <0 A3>+ PEINED I
204 — )2 2?2 2 0 -2z N

Dada una matriz polinémica de rango completo por columnas, pero no redu-
cida por columnas, mediante operaciones elementales sucesivas sobre las colum-
nas en el anillo F[A], o equivalentemente multiplicando a la derecha por matrices
unimodulares, que rebajan el grado de algunas columnas, se llega a obtener otra
matriz polinémica de rango completo por columnas y reducida por columnas.
Para que se pueda entender mejor en qué consiste este procedimiento, damos el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5.6. Consideramos la matriz siguiente

A F2) A% 4 A2
D)= A2 A2,
0 1

que tiene rango 2, pero no es reducida por columnas, porque su matriz de
coeficientes principales

1 -1
D.=(0 0
0 O

tiene rango menor que 2. Ahora, sumando a la primera columna de D(\) la
segunda multiplicada por A, el grado de la primera columna baja de 4 a 3, como
se puede ver

D()\)C\ 2 =222 +2x A +2
A 1

Como la matriz resultante tampoco es reducida por columnas, sumamos a la
primera columna la segunda, con lo que su grado baja a 2, y queda

> AP 420 A3 4 )\2

Lo\ /1 o A2 42\ =3 4+ \?
D(/\)()\ 1)<1 1): 202430 +2  A+2 |,
A+1 1

siendo la correspondiente matriz de los coeficientes principales

1 -1
2 0
0 0

de rango 2, como era requerido.
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El resultado siguiente es conocido por la propiedad del grado predecible .

Proposicién 1.5.7. Sea D(N\) € F[A]™*™ con rango por columnas completo,

es decir n, y cuyos grados de las columnas son respectivamente ki, ..., k, (por
tanto, cada k; > 0). Entonces, D(X) es reducida por columnas si y sdlo si para
todo
p1(A)
pAN) = | eF™
Pn(A)
se verifica

A(DN)p(N) = méx{d(Nip;(\) |i=1,...,n}.

DEMOSTRACION. Primero consideramos D(\) € F[A]*" cualquiera y p(\)
cualquier vector polinémico no nulo, pues si no el resultado es trivial. Llamamos
q(\) := D(\)p(\) v d := max{d(\¥ip;(\)) | i = 1,...,n}. Denotamos por D()\)?
la i—ésima columna de D()) para i = 1,...,n. Entonces, se tiene

g(\) = p1(N)DA)' + -+ pa(N) DV,
de donde sigue

méx{0(p;(\)D(\)") |i=1,...,n}
= méx{0(p;(\)) + ki |i=1,...,n} =d.

d(g(N)

IN

Ahora nos queda probar que se da la igualdad, supuesto que D(A) es de rango
completo por columnas y reducida por columnas. Por la igualdad (1.15), se tiene

)\klpl(/\)
q(\) =D, + L(A\)p(A). (1.16)
Ak"pn(/\)
Como la i—ésima columna de L(\) tiene grado menor que k; (i = 1,...,n), es

claro que O(L(A)p(A)) < d. Por tanto, de (1.16) se sigue que d(g(N\)) = d siy
sélo si el vector polinémico
)\klpl(A)
D, :
)\knpn()\)

tiene grado exactamente d. Como rg(D.) = n, es conocido que existen matrices

. I I
UeFm*m vy V e F"™ " no singulares tal que D, = U {g] V', donde [61] €
Fm>" . Luego,

/\klpl ()\)

)\klpl ()\)
. v

Dc : =U |:In:| \%4
Nenp (N) Nenp (N)

)\knpn ()\)
0
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que, segun Proposicién 1.5.2, tiene el mismo grado que

)\klp1 ()\)
% .

)‘knpn()\)
0

el cual, por la misma razon, coincide con el grado de

)\klpl ()\)

Nenp ()

que es claramente d.

Para probar el reciproco, lo hacemos por reduccion al absurdo. Supongamos
lo contrario, que D(\) no es reducida por columnas y vamos a llegar a con-
tradiccion con la hipétesis comprobando que existe un vector polinémico p(A)
que no la cumple. Denotamos por D!, ... D" las columnas de D., la matriz
de los coeficientes principales de D(\). Como rg D. < n, existe una colum-
na que es F-combinacién lineal de las otras, digamos DI = Y, £ a; D!, para
ciertos a; € F, ¢« = 1,...,n. Supuesto que k; := max{ky,...,kn}, elegimos
pi(A\) := a;A\F 7% para cada i =1,...,n, con i # j, y p;(A) ;== —A\* % Enton-
ces, usando la igualdad (1.15), para este vector p(A\) # 0 tenemos

)\klpl (/\)
D(Np(A) = D, : + L(A)p(A) = L(A)p(A),
)\k"pn()\)
ya que
)\klpl ()\)
D, : = Map (WD + -+ Nemp, () D
Aerpn ()

= Mt() aDl) - \DI =0.
i£j

Asi pues, se concluye
A(DN)p(N) = ALNp(N)) < d == méx{dA\"'p;(N)) | i =1,...,n},

aplicando la primera parte de la demostracién a L(A)p(A) y por ser la columna
i—ésima de L(\) de grado menor que k; parai=1,...,n.

O

Proposicién 1.5.8. Sea F(X\) € F[A\]™*" una matriz polindmica de rango com-
pleto por columnas (r < m). El sistema lineal F(N)z(A) = p(\) tiene una
solucion polinomica x(\) € F[A]"™*! para cada p(\) € F[A]™*! perteneciente al
espacio vectorial racional generado por las columnas de F(X) si y sélo si todos
los factores invariantes de F(\) son triviales (i.e., iguales a 1).
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DEMOSTRACION. Sean U()) € F[A]™*™ y V(\) € F[A]"*" matrices unimo-
dulares (es decir, matrices cuyo determinante es una constante no nula) tales
que UN)F(A)V(X) = D(A) es la forma normal de Smith de F(\), esto es,

donde dy(A) | --- | dr(\) son polinomios ménicos y ademds d,(\) # 0, ya que
rg D(\) =rg F(\) =r.
Dado que U(A) y V(A) son matrices unimodulares, es claro que

tiene una solucién polinémica o racional si y sélo si el sistema
DNy(A) = q(N), (1.17)

con g(A) := U(A)p(X), tiene una solucién polinémica o racional, respectivamente.
De hecho, las soluciones de ambos sistemas estdn relacionadas mediante z(\) =
V(A)y(A). Asi pues, el sistema F(A\)xz(A) = p(A) tiene una solucién polinémica
para cada p(\) € F[A\]™*1 N Im F(A) si y sélo si el sistema D(A)y(\) = g(\)
tiene una solucién polinémica para cada g(\) € F[A]™*! N Im D()).

Por ser cero las m — r filas dltimas de D(A) para que (1.17) tenga solucién
(en F(\)™*1) es necesario que

g\ = (@ (N, q:(1),0,...,0) (1.18)

por ser D(\) cuasi-diagonal la condicién (1.18) es también suficiente. Por con-
siguiente,

81()\)
mb) =3 [V | eroyma
0
luego,
a1 (A)
FA™ ! NIm D(X) = qr(()k) € F[\™"!
0

Sid;(\) =1parai=1,...,r, es claro que para todo
T m
aA) = (1 (N), ..., 4-(N),0,...,0) € F[AJ™",

el sistema
DN)y(A) = q(N)



1.6. ESPACIOS VECTORIALES RACIONALES 27

admite la solucién polinémica y(\) = (q1 ()\),...,qr()\)). Reciprocamente, si
para todos q1 (), ..., ¢ (X) € F[A] el sistema

(110\)
yl()‘) :

| i | =
yr(N) :
0

admite una solucién polinémica, necesariamente debera ser
diNyi(N) =q(N), Vi=1,...,7

Por lo tanto, d;(A\)|gi(A\); y esto para cualquier polinomio g¢;(A) € F[A]. Por
consiguiente, d;(A) =1 parai=1,...,r.

O

Corolario 1.5.9. SeaF un cuerpo algebraicamente cerrado y sea F(X) € F[A]™*"
una matriz polindmica de rango completo por columnas (r < m). Entonces, to-
dos los factores invariantes de F(\) son triviales si y sdlo sirg F(a) = r para
todo a € F.

DEMOSTRACIN. Sea U F(NV(Y) = D(A) = | T8N &

forma de Smith de F'(\), como en la demostracién de la proposicién anterior.
Como detU(a) # 0 y det V(a) # 0, para todo a € F, se tiene que rg F(a) =
rg D(a) para todo a € F. Finalmente, puesto que F es algebraicamente cerrado,
es claro que rg D(a) = r para todo a € F si y s6lo si di()),...,d-(\) no tienen
raices en F; lo que equivale a d;(A\) =1 parai=1,...,7.

O

Definicién 1.5.10. Si F es un cuerpo algebraicamente cerrado y 7 < m, se dice
que una matriz F'(A) € F[A]™*" es irreducible si para todo a € F, rg F'(a) = r.

1.6. Espacios vectoriales racionales

En lo que sigue, F denotard un cuerpo cualquiera, F[A] el anillo de polinomios
. ()

= |

p(A),q(N) € F[A],q(N\) # 0}. Ademds, llamaremos espacio vectorial racional a

cualquier F(A)—subespacio de F(\)™.

con coeficientes en F y F(A) su cuerpo de fracciones, esto es, F(X)

Proposicién 1.6.1. Los vectores x1()),...,z.(A\) € FI\]"*! son F[\]-linealmente
dependientes si y sdlo si son F(X)—linealmente dependientes.
Equivalentemente, se tiene que x1(\), ..., z,.(\) € F[\"*! son F[\]-linealmente

independientes si y sélo si son F(X)-linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Como F[A] C F()), estd claro que si z1(N),...,z.(A) €
F[A]"*! son F[\]-linealmente dependientes, entonces son F(\)-linealmente de-
pendientes.
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Reciprocamente, supongamos que existen fracciones 28‘; eFN)(iEi=1,...,7),
no todas nulas, por ejemplo p;(\) # 0, tales que

p1(A) pr(N)

q1(A) ar(A)
Sea ¢(A\) := m.c.m.{g1(N\),...,¢-(A\)}. Entonces para cada i = 1,...,r existen
polinomios ¢;(A), tales que ¢;(A)g(N\) = g(X). Ahora, multiplicando (1.19) por
q(\) queda

(A +--+ zr(A) = 0. (1.19)

NG Nz (A) + -+ pr (NG (N2 (A) = 0
siendo p;(A)g;(A) # 0. Asi pues, z1(X),...,z,(X) son F[A]-linealmente depen-

dientes.

O

1.6.1. Bases polinémicas

Deseamos esclarecer el proceso de definicién de los indices minimales de una
matriz H(A) € F(A)™*™ con el fin de aplicarlo después a H(A) = AB— A un haz
singular. Para ello, consideremos el sistema de ecuaciones lineales homogéneo

HMNxz(\) =0, x(\)eFN)™*L (1.20)

Llamemos S al F()\)-subespacio vectorial de F(\)"*! formado por las solu-
ciones de (1.20), también denominado el niicleo por la derecha de H(\), y deno-
tado alternativamente por Ker H(\). Es conocido que dimg()S = n —r, donde
r denota el rango de H(\) sobre el cuerpo F(A). En adelante serd a :=n—ry
suponemos que r < mn.

Proposiciéon 1.6.2. En las condiciones anteriores, existen bases polindmicas
de S.

DEMOSTRACION. Sea {x1()\),...,74(A)} C F(A)™*! una base de S, donde
p1i(A)
q1i(N)
LUZ()\) = R
para ¢ = 1,...,a. Entonces, considerando los polinomios no nulos g;(A) :=
m.c.m.{q1;(A),...,qni(N)} (i =1,..., @), se verifica que

{a(Nz1(A), -+, ga(N)za (M)}
constituye una base de S formada por vectores polinémicos.
O

Construiremos ahora una base polinémica de S de una determinada manera
iterativamente:



1.6. ESPACIOS VECTORIALES RACIONALES 29

= Entre todas las soluciones polinémicas no nulas de (1.20) elegimos una,
x1(A), de grado minimo ¢;.

= Consideramos ahora las soluciones polinémicas de (1.20), que no son F(\)—
combinacién lineal de z1(A). De entre todas ellas, tomamos una de grado
minimo 5. Obviamente, se verifica e < e».

= Continuando de este modo, en el paso i-ésimo (i < «) tendremos elegidas
las soluciones polinémicas linealmente independientes x1 (), ..., z;(\) con
grados respectivos €1 < --- < g;. Como existen soluciones polinémicas
z(A) & (x1(N), ..., 2i(N)r(r), elegimos una, x;41()), cuyo grado g;41 :=
O(zi+1(A)) sea el minimo entre todos esos grados d(z()\)).

= Evidentemente, este proceso finaliza al llegar a elegir una base polinémica
de S, a saber,

B:={z1(N\), z2(N),..., za(N)},
donde €; := 9(x;(\)) es el menor grado de todas las soluciones polinémicas
de (1.20), x(X), que verifican () & (x1(A), z2(A),...,2i—1(\))r(r), Para
i=1,...,a,y de ahi se sigue

0<e; <ex <0 <gg.

1.6.2. Bases minimales

Definicién 1.6.3. Una base polinémica B := {z1(A), z2(A),..., 24(A\)} de S,
elegida segun el proceso anterior, se llama una base polinémica minimal de S.

Naturalmente, procediendo de este modo se pueden encontrar muchas bases
polinémicas diferentes, pero todas ellas deben tener algo en comun, como lo
prueba la proposiciéon siguiente.

Proposicion 1.6.4. Siguiendo con la notacion anterior, los numeros €1,€2,- -+ ,€q
son independientes de la base polinémica minimal de S a la que estdn asociados.

DEMOSTRACION. Supongamos que, siguiendo el proceso anterior, hemos
obtenido otra base polinémica de S, B’ := {z1(A), 22()\), ..., zo()\)}, siendo
pi = 0(z;(A\)) parai =1,...,0,y 0 < g < po < -+ < p,. Precisemos
los lugares donde las sucesiones €1,€2,...,84 ¥ U1, 42, - - - , fho SON estrictamente
crecientes. Supongamos que

51:...:En1<€n1+1:...:€n2<...

y analogamente

P = iy < g1 == iy <

Es evidente que €1 = pu;, por coincidir en ambos casos con el menor grado de
todas las soluciones polinémicas no nulas de (1.20) y nos proponemos probar que
Ny =M1 Y Enyt1 = fm,+1. Sabemos que cada z;(A) es una F(\)-combinacién
lineal de {x1(\),z2(N),...,2a(A)}, pero para i = 1,...,m; podemos precisar
aun mas, a saber,

Zz()\) S <.’E1(>\), £CQ()\)7 vy Ty ()‘)>]F(A)
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En efecto, si para algin i € {1,...,m;} se tiene que

zi(A) & (@1 (A), 22(A), - -+, Ty (A))r(n).

entonces {1 (), x2(N), ..., xn, (A), z;(A)} serfa F(A)-linealmente independiente
y podriamos sustituir x,,+1(\) por z;(A) por tener éste grado €1 menor que
Eny4+1 = O(Zn,+1(A)), lo que es contrario al modo de elegir ,,,+1(A). En conse-
cuencia, tenemos

<Zl()\), ZQ()\), ceey Bma (A»]F()\) Q <I’1(A),I2()\), ey Ty ()\)>]F()\)a

y tomando las respectivas dimensiones, se sigue m; < nj. Por otro lado, invir-
tiendo los papeles, cada x;(\) (i = 1,...,n;) pertenece al subespacio

<Zl ()\), ZQ()\), ey Bmy ()\)>]F()\)7

pues en caso contrario podriamos reemplazar z,,+1(A) por z;(A) de grado infe-
rior j11 = €1, una contradiccién. Asi pues, como antes se obtiene ny < my y por
tanto la igualdad ny = m;. Ademads, al ser

Snl = <.’L’1(>\), {EQ()\)7 ey Ty ()‘)>]F()\) = <Zl()\), ZQ()\), ceoy Rma (A))]F()\),

por la forma de elegir ,,,+1(\) ¥ 2m,+1(A\), ambos han de tener el mismo gra-
do, a saber, el minimo de los grados de los vectores polinémicos de S que no
pertenecen a .S, .

De este modo, repitiendo el mismo argumento sucesivamente, se llega a pro-

bar que (€1,€2,...,8q) = (i1, 42, - -« ; Ha)-
O

Definicion 1.6.5. Se llaman los indices minimales de Kronecker por la derecha
(o por columnas) de la matriz racional H(\) € F(A)™*™ a los términos de la
sucesion creciente de enteros (e1,...,£4). Se llaman los indices minimales de
Kronecker por la izquierda (o por filas) de la matriz racional H(\) € F(X)™*™
a los fndices minimales por la derecha de la matriz transpuesta H(\)T.

Definicion 1.6.6. Sea S el subespacio definido anteriormente. Entonces, para
cualquier base polindmica de S, digamos By := {z1(A\), 22(N),..., 24(A)} con
wi = 0(zi(N\)) para i = 1,...,«, se define el orden de By, como la suma de los
grados de sus vectores, esto es,

O(By) i=pa + -+ + o

Es claro que cualquier base polinémica de S, siempre se puede reordenar
para que los grados de sus vectores estén en forma creciente. Pues bien, en
el Teorema 1.6.11 obtendremos una caracterizaciéon muy sencilla de las bases
polinémicas minimales cuando el cuerpo F es algebraicamente cerrado, a saber,
“ una base polinémica es minimal (tras una reordenacién, en caso necesario) si
y s6lo si tiene orden minimal”, es decir, si su orden toma el minimo valor posible
al considerar todas las bases polinémicas de S.

Definicién 1.6.7. Diremos que F(A) € F(A)"** es una matriz-base de un
subespacio vectorial W de F(\)"*! si las columnas de F'(\) forman una base de

w.
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Si F'(\) es una matriz polinémica, diremos que es una matriz-base polinémica
de W; sea en este caso F(\)?, la i—ésima columna de F()\) para i = 1,...,q;
si {F(A)Y,...,F(\)®} constituye una base polinémica minimal de W, diremos
que F(X) es una matriz-base minimal de W.

Evidentemente, dar una base B := {x1(\), 22()), ..., 2o(\)} de S, el niicleo

por la derecha de H(A), con ¢; := d(x;(N)) (i = 1,...,q), es equivalente a dar
una matriz por columnas

F(X) = [z1(N) z2(N) -+ za(N)] € FIA]™*

cuyos grados de las columnas sean (g1,€9,...,£4), que tenga rango a sobre el
cuerpo F(A), y que verifique H(A)F(\) = 0, segin (1.20). Ahora consideramos
el caso especial donde H () es un haz lineal H(\) := AB — A € F]A\]™*™.

Proposicion 1.6.8. Dos haces lineales estrictamente equivalentes tienen la
misma secuencia de indices minimales por la derecha y por la izquierda.

DEMOSTRACION. Sean AB — Ay U(AB — A)V dos haces estrictamente equi-
valentes en F[A]™*" donde U y V son dos matrices no singulares y constantes.
Entonces es facil ver que, si las columnas de la matriz

FO)=[21(0) 22(0) -+ 2a(N)] € FA™,
con g; := 0(z;(A\)) (i =1,...,a), constituyen una base minimal por la derecha
de AB — A, entonces las columnas de la matriz
GA)=V'FO\) = [V (\) Viaa(A) - Vlza(W)],

forman una base minimal por la derecha de U(AB — A)V. Adem4s, por la Pro-
posicién 1.5.2, se tiene que d(V~1z;(\)) = d(x; (M), (i = 1,...,a). Por tanto,
queda probado que ambos haces tienen la misma secuencia de indices minimales
por la derecha.

Haciendo esta misma demostracién para los haces ABT — AT y VT(ABT —
ATYUT, se deduce que AB — A y U(AB — A)V tienen la misma secuencia de
indices minimales por la izquierda.

O

Como consecuencia de la proposiciéon anterior, las secuencias de indices mi-
nimales por la derecha y por la izquierda de un haz AB — A coincide con las
secuencias de indices minimales por la derecha y por la izquierda de su corres-
pondiente forma candnica de Kronecker.

Ejemplo 1.6.9. Sea

A -1 0 -+ 0
o X -1 --- 0

Ly:=|. . . . .| €FppxktY
o o - X -1
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De modo que el vector f(A) := (1 A )\“)T constituye una base po-
linémica de Ker L,,, que tiene dimensién 1. Veamos que también es una ba-
se minimal, esto es, que f(\) es el de menor grado entre los vectores po-
linémicos no nulos g(\) € F[A#+D*1 tales que L,g(\) = 0. En efecto, sea

g = (A -+ g,t+1(/\))T uno de estos vectores polinémicos. Entonces

existe un escalar % € F()\) que satisface la relacién siguiente

1

glg/\) _ @ A
A

s "

De ahi sigue directamente que g1 (\) = % y no nulo; pues, si no, seria g(A) = 0.

De este modo tenemos 9(g;(\)) = 9(g1(\)) + (N 1) paracadai =1,...,u+1,
y de ahi 9(g(\)) > 9(f(A)), como era requerido.

Ejemplo 1.6.10. Sea ahora AB — A € C'**16 ]a forma canénica de Kronecker
siguiente

00 x -1
A -1 0
0o x -1
0 0
A0 0
-1 X 0
0 -1 X
0 0 -1
-1
-1 A
0o -1
A—2
A—3 -1
0 A=—3
o escrito de otro modo,
AB — A = diag(Lo, Lo, L1, Lo. LY , LY ) AN — I3, A3 — J)
0 2
para N := o111, J:= 3 1 |, los indices de Kronecker por
0 0 0 3

columnas son 1 = 0,2 = 0,u3 = 1,44 = 2, y los de filas son v; = 0,15 = 3
Como este haz tiene rango 12 sobre el cuerpo C()), la dimensién del subespacio
S = Ker(AB — A) es 16 — 12 = 4. Entonces, una vez visto el ejemplo anterior
para L, se tiene que una base polindmica para S es la formada por las columnas
de la matriz siguiente F'()\)
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1 0 0 O
01 0 O
0 01 0
00 A O
F(\) = 0 0 0 1 c (C[)\]1()‘><47
00 0 X
0 0 0 )\
0 0 0 O

cuyos respectivos grados son precisamente gy = 0,0 = 0, u3 = 1, uqg = 2. Es
facil ver que F'(\) tiene rango completo por columnas, es reducida por columnas
y es irreducible (es decir, rg F(z) = 4 para todo z € C), lo que, segun proba-
remos en el teorema siguiente, equivale a decir que la base anterior es minimal
y por tanto los indices minimales del ntcleo del haz AB — A coinciden con los
indices minimales de Kronecker por columnas.

Teorema 1.6.11. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Consideramos una
matriz polindmica de rango completo por columnas

FQ) = [AQ) - fa(V] € F™,

con grados de las columnas p1 < -+ < po. Entonces las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

(i) Las columnas de F(\) constituyen una base minimal para el espacio vec-
torial racional generado por ellas.

(ii) F(XN) es reducida por columnas e irreducible.

(iii) Las columnas de F(X\) constituyen una base de orden minimal para el
espacio vectorial racional generado por ellas.

DEMOSTRACION. Demostraremos que (i) = (ii) y (iii) = (ii) a la vez, por
reduccién al absurdo. Supongamos pues, que F(\) no es reducida por columnas
o no es irreducible. Entonces vamos a probar que existe otra base polinémica
{F1(N), ..., fo (M)} C F[A]"*! para el mismo espacio, cuyos respectivos grados
I; (i=1,...,«) coinciden con los p; para todos los indices i salvo uno, digamos
el j—ésimo, esto es

y=p; Vi#Fj talque 1<i<a y p;<py,

lo que contradice la hipétesis (i) y la (iii).

Si F(A) no es reducida por columnas, entonces haciendo una operacién ele-
mental en una sola columna (véase el método en Ejemplo 1.5.6), digamos la j—
ésima, podemos obtener una nueva matriz F(A) := [f1(A) ... f,()\)] donde
todas las columnas siguen igual, salvo la j—ésima que baja de grado, contradic-
ci6én con (i) y (iii).

Si F(A\) no es irreducible, entonces rg F'(a) < « para algin a € F, y por
tanto existen constantes {c;}$ ;, no todas nulas, tal que

(e

> cifila) =0.

=1
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«

De ahi sigue que A\ — a divide a cada polinomio componente de Zci fil\) €
i=1

F[A]"*!, y por ello tenemos que

‘~ \—aq
=1

es un vector polindmico. Ahora, supongamos que f;(A) es un vector columna
de F()\), que tiene grado méximo entre todos los f;(A) para los cuales ¢; # 0.
Entonces, es claro que 9(f()\)) < 9(f;()\)). Luego, reemplazando f;()\) por f(\)
en la base original formada por las columnas de F'(\), resulta una nueva base
polinémica de orden menor para el mismo espacio, lo que es una contradiccién
con (iil) y también con (i).

La demostracién de los reciprocos (i) = (i) y (ii) = (iii) se hard también
conjuntamente, por reduccién al absurdo y aplicaremos la propiedad del grado
predecible (véanse las Proposiciones 1.5.7 y 1.5.8). Supongamos que F()\) es
reducida por columnas e irreducible, pero no se verifica (i) o no se verifica (iii).
Sea S el subespacio racional generado por las columnas de F'(\) y sea

G =[N - ga(N)] €FA™

tal que sus columnas constituyen una base polinémica minimal de S o una base
polinémica de orden minimal, cuyos grados de las columnas son respectivamente
g1 < --+ < e4. En ambos casos, no (i) o no (iii), se sigue que no puede ser p; < ¢;
para todo ¢ =1,--- | a, entonces debe haber algiin indice j tal que

i < g ViE{l,...,j—l}; Y K> Ej (1.21)
Ahora, como {f1(A),..., fa(N\)} es una base del espacio S, debemos tener

91.k(A) o
C = e =D A (R=1,..,5), (1.22)

gn,k()‘) =t

donde los coeficientes p; () € F(A\), paratodo k=1,...,jei=1,...,a. Eso

es equivalente a decir que pg(\) := (p1,e(A) -+ pn,k()\))T € F(\)™*! verifica

F(N)pe(A) = gr(A).

Luego, por la irreducibilidad de F()\) y aplicando la Proposicién 1.5.8 y el
Corolario 1.5.9, podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada pg(\) es
un vector polinémico. Ahora, aplicando la propiedad del grado predecible (cf.
Proposicién 1.5.7), resulta que en el sumatorio (1.22), p; x(A) = 0 para todo
1> jytodo k =1,...,j. En efecto, supongamos lo contrario, si existe un
I >jyunk < jtal que pix(N) # 0, entonces 9(gr(N)) = e > I(fi(N)) =
wy > i, contradiccién con las desigualdades (1.21). Asi pues, hemos obtenido
la contradiccién siguiente con la independencia de los {gx(\)},_,, a saber,

<gl()‘)7 s 7gj()‘)> - <f1(/\)’ s '7fj—1(/\)>a

contradiccidn final que prueba las afirmaciones (i) y (iii).
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O
Definiciéon 1.6.12. Dadas dos sucesiones finitas crecientes de ntimeros na-
turales ¢ = (a1,...,ap) y b = (b1,...,b,) llamaremos unidn a la sucesién
c=(c1,...,cptq) formada por todos los términos de a y b reordenados en sen-

tido creciente. Denotaremos esta unién por ¢ = a U b, que no se debe confundir
con la unién conjuntista.

Ejemplo 1.6.13. Sean a = (0,0,0,1,3,3) y b= (0,1, 1,2,2,5). Entonces,
aUb=(0,0,0,0,1,1,1,2,2,3,3,5).
Es evidente que la unién es asociativa y conmutativa.

Corolario 1.6.14. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea

H() 0 - 0
0 Hy(\) -~ 0
H() = . |
0 0 H,(\)

donde H;(A\) € Fmixmi Si Fy(A) € F[A]™*% con a; = n; —rg H;(A), es una
matriz-base minimal del nicleo por la derecha de H;(\), con grados de las co-

lumnas ,ugi) < M;i) <. <L ,ug? parai=1,...,q, entonces las columnas de
Fi(\) 0 0
0 Fy(A) - 0
F(\) = . .
0 0 F,(\)

constituyen una base minimal del nicleo por la derecha de H(X), cuya secuencia
de indices minimales por la derecha es ngl(,ugz), ug), e ,u((;,i)).

DEMOSTRACION. Usando un argumento inductivo, es suficiente probarlo pa-
ra ¢ = 2. Sean pues

HO = {Hlo“) HQO(A)} F(A) = {FléA) FJZA)]’

como en el enunciado, y S denota el subespacio de las soluciones de la ecuacion
H(M\)z = 0. Estd claro que HA)F(A\) = 0, dim S = n; +no — (rg H1(\) +
rg Hy(A\)) = a1 + as y que g F1(A\) + rg Fo(\) = rg F(A). Luego F()) es una
matriz-base polinémica de S'y sélo queda ver que es minimal. Para ello usaremos
la caracterizacién del Teorema 1.6.11, segun la cual las columnas de F'(\) forman
una base minimal de S si y sélo si F'(A) es reducida por columnas e irreducible.
Es inmediato ver que la matriz de coeficientes principales de F'()), digamos F,
es suma diagonal por bloques de las correspondientes matrices (F1). y (Fa)., en
Fi()\) y Fo(X) respectivamente, cuyos rangos son a; y iz, por ser ambas reducida
por columnas por hipdtesis. Asi pues, el rango de F. es completo por columnas
y por tanto F'()\) es reducida por columnas. Asimismo, es inmediato que F'(\)
es irreducible por serlo cada F;(\) (i = 1,2), usando la Proposicién 1.5.8 y el
Corolario 1.5.9.
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O
Ejemplo 1.6.15. Sea

A1 0 At A
HMN:=1 0 M+ A+1)2 0 | eCN>
-1 (A+1)% X+2x )2

Entonces haciendo operaciones elementales por filas y columnas en C[)\] se ob-
tiene

1 0 0 é (1) 10 A1 0 0 0
0 1 0])HMW = 0 (A+1)2]{0 0
A1 oo L0 0 0 |00
0 0 O 1
-1 =\?
Lo que significa que las columnas de la matriz Fy(\) = _11 8 € C[\**2,
0 1

forman una base polinémica del niicleo por la derecha de H()), ya que se verifica
H(N)Fy(A) = 0. Ademds, por ser la matriz F;()\) reducida por columnas e
irreducible, del Teorema 1.6.11 se sigue que dicha base también es minimal,
y por tanto los grados de sus columnas {0,2}, son los indices minimales por
columnas de la matriz H(\).

Anslogamente a lo hecho por columnas se hace por filas, y se obtiene que
la fila de la matriz F;(A\) = (A —1 1) € C[A]'*3, es una base polinémica del
nucleo por la izquierda de H()), ya que se verifica F;(A\)H(A) = 0. Ademds, por
ser la matriz F;(A) reducida por filas e irreducible, del Teorema 1.6.11 se sigue
que dicha base también es minimal, y por tanto el grado de su fila {1}, es el
unico fndice minimal por filas de la matriz H()).

1.7. Ejercicios

1.1. En el anillo Flz4,...,2,] con n > 1, sea I el conjunto de los polinomios
con término constante igual a 0, es decir los polinomios que tienen la forma
flzy, ... xn) = Z iy iy in T1 TS oy € Flaq, ..o 2]

i17i27--<7in
con ag,...0 = 0. Probar que I es un ideal que no es principal.

1.2. Sea f(\ i) = X% + 2\i* € C[\, i]. Hagamos la sustitucién lineal de
variables

A=aX+bu, [=c)\+dpu,

donde a, b, c,d € C son tales que ad — bc # 0. Sin utilizar la Proposicién 1.4.8,
demostrar directamente que el grado del polinomio

FO 1) = FaX + by, X+ dp)

es igual a 5.
(Es cierto el apartado 3) de la Proposicién 1.4.8 si ad — py = 07
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1.3. Sea D(A) € F[A]™*" donde F es un cuerpo. Sea D, la matriz de los coefi-
cientes principales por columnas de D()\). Demostrar que

rg (De) < rgn (D(X)).

1.4. Dada una matriz compleja X denotamos su traspuesta conjugada por X*.
Sean las matrices A € CP*™ y B € C7*™. Demostrar que si {0} # Ker BNKer A
entonces el haz A\B* B— A* A es singular. Encontrar un contraejemplo que pruebe
que el reciproco es falso.

1.5. Sean L un cuerpo y K un subcuerpo de L ( i.e. K es un subconjunto de L
que contiene a 0 y 1 y que es un cuerpo con la restriccién de las operaciones de
L a K). Sean Ay, Ay, By, B € K™*" y supongamos que K tiene més de m +n
elementos. Demostrar que si los haces A\B; — A; y ABy — A5 son estrictamente
equivalentes sobre el cuerpo L, también lo son sobre el cuerpo K; dicho de otro
modo, si existen matrices P € GL,, (L) y Q € GL,,(L) tales que

P(AB; — A1)Q = ABy — A,

demostrar que entonces existen matrices R € GL,,(K) y S € GL,,(K) tales que
R(AB; — A1)S = ABy — As.

Proceder del siguiente modo:

(i) Probar que los conjuntos

S:={(X,)Y)e K™™ x K™" | XB; = ByY, XA; =AY}

S = {(X,Y) e L™ ™ x L™" | XB, = ByY, XA = AV},

son subespacios vectoriales de K"*™ x K"*" y [™*™ x ["*™ respecti-
vamente.

(ii) Sea B={(X1,Y1),...,(X,Y;)} una K-base de S. Probar que se verifica
t
St =) ai(X;,Yi) [ai € Lyi=1,...,t}.
i=1
(iii) Sean A1,...,\; indeterminadas independientes sobre el cuerpo K y sean

f(Ah...,At) = det()\le “+ ... +/\tXt) S K[)\l,...,)\tL

g()\l,...,)\t) = det()in —+ ... +Ath) S K[Al,...,)\t}.

Probar que f y g son polinomios homogéneos no nulos, de grados m y n,
respectivamente. (Ayuda: Notar que (P,Q~') € S* y usar el apartado (i)
para probar que f y g son no nulos.)

(iv) Probar que existen f31,...,8; € K tales que
fBry s Be) #0 y g(Bry..., B) # 0.
(Ayuda: Aplicar el Teorema 1.3.8 a los polinomios f y g.)
(v) Concluir que existen matrices R € GL,,,(K) y S € GL,,(K) tales que
R(AB; — A1)S = ABs — As.
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1.8. Notas al capitulo

No habiendo podido mejorar algunas presentaciones, hemos seguido en al-
gunas secciones a libros excelentes. La Seccién 1.2 y los Teoremas 1.3.8 y 1.4.3
siguen a Marcus [17]. La Proposicién 1.5.7 y el Teorema 1.6.11 estdn tomados
del libro de Kailath [12]. Nuestro objetivo ha facilitar la lectura del texto en su
conjunto, sin obligar al lector a consultar otros libros para poder seguir la linea
argumental.



Capitulo 2

Haces regulares

2.1. Planteamiento del problema
Observemos que el determinante del haz AB — A € F[A]"*™ tiene la forma
[AB—A|=[B|\"+--- 4+ (=1)"|4] (2.1)

siendo los monomios que faltan de la forma ay Mecona, eF y1<k<n-—1.
En efecto,

/\b11 —all )\blg — a1z .. /\b1n — A1n

Aba1 —agr  Abzz —aza ... Aby, —ao,
IAB — A| =

Abnl — Gn1 )\bn2 —Gp2 ... )\bnn — Qnn

= Z 5(0)()\b6(1),1 - aa(l),l)()‘ba(Z),Q - aa(Z),2) e ()‘ba(n),n - ao(n),n) (22)
og€eSy

donde S, es el grupo simétrico de grado n, y (o) denota la signatura de la
permutacién o.

Cada sumando de (2.2) se forma eligiendo k bes y n — k aes; de ahi sale
la aportacién al coeficiente de A\¥ en el polinomio |A\B — A|. Luego variamos k
desde n,n — 1,... hasta 0. En particular, asi se ve que el coeficiente de A" es

Z E(U)bﬂ(l),lbﬂ(Q),Q o ba(n),n = |B|a
O'ESn

y el término independiente es

> (@) (~1)"to1)100(2)2  ** Ga(m)n = (—1)"[Al.
ocesS,

En consecuencia, si |A| # 0 o si |[B| # 0, el haz AB — A es necesariamente
regular. Pero existen haces regulares con |B| = 0, e incluso con |A| = |B| = 0;
por ejemplo, los haces

39
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A+3 A+2 2X245

A+2 A+1 2243 (
A+3 A+2 3246

A+1 3A+1
A+2 3X+2

son regulares, pues su determinante es distinto del polinomio cero.

Recordemos que la equivalencia estricta de haces implica su equivalencia
como matrices polindémicas. El reciproco no es cierto en general como se verd en
el Ejemplo 2.1.2. Sin embargo, en el caso especial de haces regulares AB — A y
AB; — Aj en los que |B| # 0y |By] # 0, los dos conceptos de equivalencia y de
equivalencia estricta coinciden, como se observa en el siguiente

Teorema 2.1.1. Dos haces A\B — A y ABy — Ay, pertenecientes a F]\|"*", con
|B| # 0 y |B1| # 0, son estrictamente equivalentes si y sdlo si tienen los mismos

factores invariantes (o, equivalentemente, los mismos divisores elementales) en
F[A].

No damos la demostracién de este teorema que puede verse en [Gantmacher,
vol. I, p. 147, Théoréme 6].

Para comprobar si el Teorema 2.1.1 es cierto para haces regulares cuales-
quiera, consideremos el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.1.2. Sean

A+2 A+1 2X2+3 A+2 A+1 A+1
AB—A=A+3 A+2 2X+5]|, ABi—-Ai=[A+1 A+2 A+1
A+3 A+2 3X+6 A+1 A+1 A+1

Es fécil probar, mediante operaciones elementales por filas y columnas en F[}],
que ambos haces son equivalentes a

1
0
0

o = O

0

0 1,
A+1

de ahi que cada uno de dichos haces sélo tiene un divisor elemental, que es A+ 1.
Sin embargo, estos haces no son estrictamente equivalentes, pues las matrices

1 1 2 1 11
B=|1 1 2 y Bi=|1 11
1 1 3 1 1 1

tienen rangos 2 y 1 respectivamente; lo que hace imposible que existan matrices
invertibles P y @ tales que By = PB(Q. No obstante, estos haces son regulares
pues

IAB — Al = [ABy — A| = A + 1.

Por lo tanto, el Teorema 2.1.1 no es cierto para haces regulares cualesquie-
ra. Antes de extender este resultado a la clase de todos los haces regulares,
necesitamos algunos conceptos y resultados previos.
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2.2. Factores invariantes homogéneos de un haz
rectangular

Necesitamos introducir el concepto de factores invariantes homogéneos. En la
Definicién 1.1.1, la condicién (ii) de equivalencia estricta de haces es equivalente
a

A; = PAQ, B, = PBQ.

Asi los papeles de A y B pueden ser intercambiados sin afectar a la equivalencia
estricta. Por ello es natural considerar haces homogéneos

H()\yﬂ/) — )\B _ MA c ]F[A”LL]HLXTL.

Definiremos el rango normal de H (A, 1) como el orden del mayor menor de
H (A, ) distinto del polinomio cero de F[A, ], o como el rango de H (A, ) mirada
como matriz con elementos en el cuerpo de fracciones F(A, 1), indistintamente.
Lo denotaremos por rgn H(\, ). Es facil ver que

rgn H(\, p) = rgn H(A).

Lo cual es consecuencia de la siguiente proposicion, que es util también para
otros menesteres.

Proposicién 2.2.1. Sean C, D € F***. Liamaremos G()\) := AD—C € F[\]F*k
y G\, p) := AD — uC € F[\, pu]***. Entonces

GO = mG(%n

como igualdad en F(\, 1), o en F[\, p] al ser el primer miembro de la identidad
un polinomio en \, .

Ademds |G(\, w)| es un polinomio homogéneo de grado k en A, u, o el poli-
nomio nulo.

DEMOSTRACION. Sean C' = (¢;;) y D = (d;;). Entonces

)\dll — [LCll )\dlg — /LClg e )\dlk — /j,Clk
Ada1 — prea1 Adog — pcaa ... Adag — pcok
Adi1 — pegr Adga — pcge .. Adgg — pckk

> e(0)Mo(1y1 — peo(1)1) Mo(2),2 = HCa(2)2) - (Mo(i) e — Heo()n)- (2.3)
o€Sk

Por otro lado, tenemos

|G(/\)| = |/\D - C| = Z 5(0)(/\do(1),1 - Ca(1),1)(>\da(2),2 - Ca(z),z) c
o€Sk

o (Mory,k = Cory k) (2.4)

Sustituyendo A por la fraccién racional % en (2.4), y multiplicando por p*,
se sigue
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A

A A A
Nk|G(;)\ = lﬂ(;)D -Cl=> €(U)ﬂk[(p)da(1),1 - CU(l),lH(p)da(Q),Q — Co(2),2]

g€Sk

A
- [(;)da(k),k — Co(k)k) = |G(A ).

De la segunda parte de (2.3) se sigue que

k
|G )| = Mk(—l)k Z €(0)Co(1),1Co2).2" " Co(k) kb + ZAle_l(—l)k_l Z e(o)

oES =1 o€Sk

Z Ao ()1 o), Co(i]) g, Colil_ )b,

1<j1<ja < <5<k

donde la dltima suma estd guiada por el indice (41, ..., ;) que recorre Q1 ¥y

Uits oo Y ULy = 11,2, kD

Luego
k
GO\ )| = R (=DF|C]+ > N pF = (=)
=1
> (o) > do()1 " do(i) i Co(y)d, " Colih_ )it
oESk 1<j1<je<--<i<k

k
= @M (DO + Yo N (= > I(CID) (s - -5 30
=1

1<j1<ja < <1<k

donde para 1 < j; < jo < --- < j; < k, (C|D)(j1,...,41) es la matriz k x k
obtenida al cambiar en la matriz C' las columnas j1, ja, . . . , j; por las correspon-
dientes columnas de la matriz D.

Asi pues, queda probado que |G (A, )| es un polinomio homogéneo de grado
k en A, u, o el polinomio cero.

O

Recordemos que F[A, u] es un dominio de factorizacién unica (abreviada-
mente DFU), y es conocida la existencia de méximo comun divisor en un DFU.
Es decir, dados dos polinomios arbitrarios no nulos de F[A, u] siempre existe
un polinomio que es maximo comun divisor de los dos polinomios dados. Este
polinomio estd determinado salvo multiplicacién por una constante no nula de
F. Por ello, para que sea unico, convenimos en elegirlo de forma que sea mdnico
respecto de \, es decir, con el coeficiente del monomio donde A\ aparece elevado
al exponente mas alto, igual a 1. Por lo tanto, dado un haz homogéneo

H(A p) = AB — pA € F[A, p] """,

podemos definir el divisor determinantal de orden k como el méximo comun
divisor de los menores de orden k de H (A, 1), que denotamos por Dy (A, u) para
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k=1,2,...,rgn H(X, ). De las propiedades del méximo comin divisor, se sigue
que
Dl()‘nu) ’D2<>\)l‘l’) | |D7‘()\7M)7 r=71gn H(A7M)7 (25>
Y los factores invariantes de H (), p) vienen definidos por las férmulas
Dy.(A
ir(\p) = A6 , (k=1,2,...,7r); Do(\ p) = 1.

"~ Di—1(\ )

También es cierto que

i) [i2 () | - Jin( ), (2.6)

pero esto no resulta inmediatamente de (2.5) y serd probado mas adelante.

A continuacién demostraremos que los polinomios Dy (X, ) e ix(\ p), k =
1,2,...,7, son polinomios homogéneos en F[X, u]. Son llamados, respectiva-
mente, los divisores determinantales homogéneos y los factores invariantes ho-
mogéneos del haz H(A) = AB — A, o del haz H(\, u).

Lema 2.2.2. Sean A, B € F™*". Entonces los divisores determinantales Dy (\, f1)
y los factores invariantes i (A, 1), k =1,2,...,r, del haz homogéneo

H(A\p) =AB — pA e F[A p]™™; ri=rgn H(\ p),

son polinomios homogéneos.
Ademds, si Di(X\) e ir(X) son los divisores determinantales y los factores
invariantes del haz

H(\) =AB—AcFN™ " k=1,...,rgn H\),
entonces se verifica
Di(A) = D(A\, 1), i(N) =i (A, 1), k=1,...,rgn HA)(= 7). (2.7)

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.2.1 cualquier menor de orden k de
H (), ) es o cero o un polinomio homogéneo de grado k. En el Teorema 1.4.3 he-
mos visto que todo divisor de un polinomio homogéneo de F[A, u] es homogéneo
también. Por lo tanto el médximo comun divisor de todos los menores de orden
k es un polinomio homogéneo, Dy (A, 1). Como i (A, 1) es factor de Dy (\, p),
i (A, 1) también serd homogéneo.

En lo que sigue se hara implicitamente uso de resultados faciles sobre sustitu-
cién en polinomios de F[A, ] y en fracciones racionales de F(A, ) de elementos
de superanillos y de supercuerpos de F en lugar de las indeterminadas A\ y pu.

Tenemos

H(\) = H(\1).

Como Dy (A, p) divide a todos los menores kxk de H(A, i), tenemos que Dy (A, 1)
divide a todos los menores k x k de H(A,1) = H()A). Luego Dy ()), el maximo
comun divisor de todos los menores k x k de H(\), es divisible por Dy (A, 1):

Dy (A, 1) | Di(N). (2.8)

En virtud de la Proposicion 2.2.1, tenemos la relacién siguiente entre los
menores k X k de H(A, 1) y H(X): Para todos a € Qg.m, B € Q.

H\ )l | B = u’wH(g)[a ]l
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Sea pi := 0(Dg(A)). Como Dg(A) divide al menor |H (X[« | f]|, se sigue que
existe un polinomio ¢(\) € F[A] tal que

Dp(Ng(A) = [H(N)[a | B]]. (2.9)
Sustituyendo la fraccién racional % € F(\, p) en vez de A en (2.9), tenemos

AL LA A

Di(=)q(—) =|H(=)[a | B]l- 2.10
k(u) (M) | (M)[ | Bl (2.10)
Multiplicando en (2.10) por p* queda

u’“Dk(%)Q(%) - M\H(%)[a | 8]l = [H\ e | 8] (2.11)

De (2.9) deducimos que
I(Dr(N) + 0(g(N)) = (| H(N)[e | B]]),

lo que, segtn (2.1), se traduce por

pe+0(a(N) =37 (J < k);
y esto implica que 9(q(\)) = j — pk. Reescribamos (2.11) en la forma

Pk Dy (N i g—pn (D
pP* Dy (=)™ =R q(=) = [H(X, p)a | B]|.

[ 1

Por la Observacién 1.4.4, es claro que
Pk A J—Pk
p*De(=) y (=)
1
pertenecen a F[\, u]; por consiguiente,
Pk A
I Dk(;) [[HOm)a| Bl (en F[Xpl). (2.12)
Como (2.12) es cierto para todos @ € Q.m ¥ 8 € Qk,n, deducimos que
Pk A
n D) | De(A, 1) (en F[X, ).
Por lo tanto, existe un polinomio p(\, ) € F[A, p] tal que
Pk A
P\, p)p Dk(;) = Di(\, p). (2.13)

Haciendo p = 1 en (2.13), se tiene que
PN 1)Dg(A) = Dr(A, 1);

lo que prueba que
Di(X) | De(M\, 1) (en F[A)). (2.14)
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De (2.8) y (2.14) se sigue que

como queriamos demostrar.

Por (2.15), el grado de D (A, 1) respecto de A es igual al grado de Dy (A),
pr. Como el grado (total) de Dy (A, ) es mayor o igual que el grado de Dy (), 1)
respecto de A, se tiene que

o = O(Dr (A, 1)) — pi > 0.

Por (1.8) tenemos que
Pk, Pk A
Dy, 1) = P Dr (2, 1);

de aqui y de (2.15) deducimos

A
Di(A\ p) = u‘b’“up"Dk(;), (2.16)
Pk = 8(Dk()\))? ¢k207 k:172a"'7 ri= I'gHH()\)
Ahora de la férmula D)
. kA, b
i\ ) = —————,
k(A5 1) Dr (M 1)

que define los factores invariantes homogéneos, deducimos
ik (A ) D—1(A, ) = Di(A, ),
y evaluando en p = 1 resulta
ik(A, 1) D—1(A, 1) = Di(A, 1),
que por (2.15) llega a ser
ik (A 1) Dr—1(A) = Di(A).
Asi pues, se verifica

B0 1) = Im —ir(N). (2.17)

Entonces, de acuerdo con (1.8) y (2.17), obtenemos
. op (A
ik p) = " g Vi), (2.18)

donde oy, := 9(ix(N)); Vg = 0(ix(A\, 1)) —or > 0; k=1,2,..., r:=rgn H(N).
Finalmente, de la Proposicion 2.2.1 sigue inmediatamente la igualdad

rgn H(\ p) = rgn H(A).
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Lema 2.2.3. Sean A, B € F™*". Sean Dy(\, ) e i (X, ) los divisores determi-
nantales homogéneos y los factores invariantes homogéneos del haz homogéneo

H(\p) = AB — jiA € F\, 1™,
para k=1,2,...,r:=rgn H(\ p).
Si D) e ix(p) son los divisores determinantales y los factores invariantes
de la p—matriz
B — pA € Flu]™ " k=1,...,rgn (B — pA),
entonces se tiene que
para k=1,2,...,rgn (B — pA)(=r).

La demostracién de este lema es completamente andloga a la del lema ante-
rior. Con las notaciones de la Proposicién 2.2.1 puede demostrarse andlogamente
que

c [
GOl =G,
siendo Gy (p) := D — puC € F[u]***. De aqui se deduce la igualdad
rgn (AB — pA) =rgn (B — pA).

Lema 2.2.4. Sean i (X, 1) los factores invariantes homogéneos del haz H(\) =
AB — A € FIN\™"™, para k =1,2,...,r:=1gn H()\). Entonces se verifica

Zk(>‘7/‘L) |ik+1(>‘7/‘L)a k= 172’.“77,._1. (220)
DEMOSTRACION. De (2.18) se sigue que
; — %k, 0k, A (5
Zk:()\7/'[/) - ,U/ /J‘ Zk(;)) Of 1= a(lk()\)), ’(/}k 2 07
) orr A )
i1 (A ) = g ’““2k+1(;)a o1 = (i1 (N), Y1 > 0. (2.21)

Haciendo A = 1 en estas identidades queda

) o 1

in(1, ) = p¥*p Vi), (2.22)
) PR |
i1 (1) = p+p ’”"“Zk(;)-

Obviamente pi( i) es un polinomio de la forma
1+aip+--+ag,p’ € Flu.

Del mismo modo

, 1
Mok+1zk+l(;) =1+bp+- -+ b0k+1‘u0'k+1 c ]F[,u]
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Como ix(1, 1) e ix41(1, 1) son factores invariantes sucesivos de la p-matriz
B — pA por (2.19), se tiene que

in(1, ) = ik (p) | ingr (1, 1) = ipgr ()
de aqui que por (2.22) se verifica
p P L bap o by i
y como estamos en F[u] (DFU) y
med(u?*, 1+ bip+ -+ bgy u75 ) =1,

se sigue que p¥* | p¥r+1, de donde

Y < Y1 (2.23)

Por otro lado, por ser factores invariantes sucesivos de la A-matriz AB — A,
tenemos

ik(A) [ k41 (V);
luego existe gx(A) € F[A] tal que

ik(N)ar(N) = drky1(N),

con 9(qi(N\)) = g1 — ok; y sustituyendo A por la fraccién racional % en esta

expresion resulta
LA A ) A
ik(=)ge(—=) =i -).
k(u) k(u) k+1(u)

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por pu¥*+! 7 +1 resulta

A A A
/ﬂ”“u”’“z'k(;)u'”’““‘”u”’““‘”’“q;c(;) = ka+lﬂak+1ik+l(;).

Ahora, por (2.21), se obtiene
; Ye4+1 =Yk ;,Ok+1—0k A I
ik(A, 1) I qk(;) = irt1 (A ). (2.24)

De acuerdo con la Observacién 1.4.4, u%k+1=% qk(%) es un polinomio homogéneo
de F[\, ] de grado og41 — 0%, y como, por (2.23), tp11 — P >0

M¢k+1—¢k Uk Tk Qk(é>

es también un polinomio homogéneo de F[\, u]. Asf pues, (2.24) implica el re-
sultado buscado

i 1) ik (N, ).
U

Lema 2.2.5. Sean H(\) = AB—A y H1(\) = AB1—A; dos haces estrictamente
equivalentes en F[A]™*™. Entonces los los factores invariantes homogéneos de
H()) y Hi(\) son los mismos.



48 CAPITULO 2. HACES REGULARES

DEMOSTRACION. Por hipétesis existen P € GL,,(F) y Q € GL,(F) tales que
Hi(\) = PH(\)Q.

Por lo tanto,
/\B1 - /J,Al = P()\B — MA)Q

Como P y @ son matrices invertibles sobre el cuerpo F, también lo son sobre el
anillo F[A, ], de modo que AB; — uA; es quivalente a AB — A en F[\ pu]. Por
ser este anillo un dominio de factorizacién tnica y por el Lema 1.2.20 se sigue
que los factores invariantes de AB; — pA; y AB — 1A son los mismos.

O

2.3. Caracterizaciéon de la equivalencia estricta
de haces regulares

Ahora ya estamos en condiciones de hacer la siguiente generalizacion del
Teorema 2.1.1 a haces regulares cualesquiera.

Teorema 2.3.1. Sean A, B, A1,B; € F"*" H(\) = AB — A, un haz regular,
y Hi(\) = AB; — Ay € FI\]™*". Entonces H(\) ~ Hy()\) si y sélo si H()\) y
Hy(X) tienen los mismos factores invariantes homogéneos. En cuyo caso, el haz
Hy(X) también es regular

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.2.5, si H(\) & H;()\) entonces los factores
invariantes homogéneos de H(\) y H;(A) son iguales.

Reciprocamente, supongamos ahora que H(A) y Hi(\) tienen los mismos
factores invariantes homogéneos. De acuerdo con (2.7) del Lema 2.2.2, los haces
H(X) y Hi()) tienen los mismos factores invariantes en F[)]; consecuentemente,
H(X\) ~ Hy(\) sobre F[\]. Pueden ahora ocurrir dos casos:

(i) B # 0y |Bi] # 0; 0 bien
(ii) |B| =00 |By| = 0.

Si ocurre el caso (i), entonces, por el Teorema 2.1.1, H(\) <~ Hi(\) y
habriamos terminado la demostracién.

Si, por el contrario, |B| = 0 o |By| = 0, vamos a demostrar el Teorema
reduciendo la prueba al caso (i).

Definimos H (A, p) := AB — pA, Hi(A\, p) := AB; — pA; pertenecientes a
F[A, u]**™. Por la Proposicién 2.2.1 tenemos

A
[H (A, ) =u”|H(;)\ 70,

donde la ultima desigualdad es por ser H(A) un haz regular. Por hipétesis
Hy(X, p) tiene los mismos factores invariantes homogéneos que H (A, p); lue-
go se sigue |Hy(\, u)| = |H(\, )| # 0, pues |Hy (A, p)| es igual al producto de
todos esos factores invariantes homogéneos.
Teniendo en cuenta el Teorema 1.3.8, se obtiene que por ser F infinito existen
a,v € F tales que
|aB —vA| = |aB; —vA1| # 0. (2.25)
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Ahora, para estos a, 7, elegimos 3,4 € F de manera que la matriz

a B
vy 6
sea invertible.

Hagamos a continuacién la sustitucién de indeterminadas A y p por los
polinomios aX + B, YA + 6 € F[A, [i]

A = a\+8h
N 2.26
{u = A+ (226)

en los haces H(A, ) = AB—pA, Hi(\ ) = AB1—pAy € F[A, u]™*™, obtenemos
los nuevos haces

H(X fi) :== AB — A, Hy(\, fi) :== ABy — 1Ay € F[\, i]™"

donde la expresiéon de fl, B, fll, B en términos de A, B, Ay, B; se obtiene de la
siguiente manera:

AB—pA = (aA+Bji)B— (YA +di)A
= MaB—~4) - i(6A— BB);
andlogamente resulta
)\Bl — /JAl = 5\ (OéBl — ’YAl) — [1, ((SAl — ﬂBl);
asi sigue que
A = §A- BB, B=aB—~A
Al = (5141 - ﬂBl, Bl = aBl - ’)/Al (227)

Esto en notacién matricial por bloques, se escribe

B [al, ~I,][ B B fal, ~L][ B
_A B ﬂln 5171 —A Y —Al o ﬂ[n §In 7A1 ’
Se puede comprobar, que si
-1
a oy _[(a c
(3 -3
B [al, cI,][B B [al, ¢, [ B
—A| T (bl dL| |—A| Y |—A] T (bl dLL| | -4,

Asf obtenemos el cambio inverso de (2.27), a saber,

entonces se verifica

A = dA-0bB, B=aB - cA
A]_ == dAl - bBl, B]_ = aBl - CAl. (228)

Ademas, segin (2.25), tenemos ahora

IBI#0 y |Bi] #0. (2:29)
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Luego, para poder aplicar el Teorema 2.1.1 a los haces H(S\,ﬂ),ﬁl(j\,ﬂ), te-
nemos antes que probar que estos haces tienen los mismos factores invariantes
homogéneos en el anillo F[, ij.

En efecto, por hipdtesis H (A, u) y Hi (A, 1) tienen los mismos factores inva-
riantes homogéneos; lo cual equivale a que H(\, p) y Hy (A, 1) tienen los mismos
divisores determinantales homogéneos

Dk()‘vﬂ“)v kz1,...,n:rgnH()\,u)ngnHl()\,u),

donde, recordemos que

De(Ap) = med{|HW\ p)[c/, F]] | o/, " € Qrn}
= med{|Hi(\, w)[a/, 8| | &, B € Q. }- (2.30)
Sean p1,...,p: € F[A, u] todos los polinomios irreducibles distintos que aparecen

al factorizar en factores irreducibles todos los menores de orden k de H (A, ) y
Hq (X, ). Entonces

DA\ p) =pit---pit con s; €N, parai=1,... ¢t (2.31)

Si ® : F[\, u] — F[X, fi] es el isomorfismo de anillos definido en las Propo-
siciones 1.4.7 y 1.4.8, se tiene que para todo (o, 3') € Qim,

S(H O\ wlo', A1) = [HQA, mla, 8- (2.32)
De modo que, si
[HO\ o, 8] = py (@) pprede?)
para unos m;(a/, 8') € N, por (2.32) se sigue
HO e, 3] =gy,
donde p; := ®(p;) para i = 1,...,t. Por otro lado, si
O e’ B =i ™) g )
para unos n;(o/,8') € N (i = 1,...,t), andlogamente se obtiene
[N )l 5] = 77 )

En un dominio de factorizacién tnica, como es F[A, u], son vélidas las reglas
elementales de la aritmética para calcular el maximo comin divisor. Entonces,
teniendo encuenta (2.30) y (2.31) tenemos

min{mq(a/, ) | (o!, ) € Q2,} = 5; = mingni(a/, ) | (o/, ) € Q2 }.
(2.33)
Por la Proposicién 1.4.8, los polinomios p1, . . ., p; son elementos irreducibles de
F[S\,ﬂ], que también es un DFU. De ah{ que, por (2.33), el mcd de todos los
menores de orden k, tanto de H(X, i) como de H; (), i), es

Di(A i) = pi "
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Asf pues, los factores invariantes homogéneos de H (5\, )y H 1(5\, fi) son iguales.
Por consiguiente, del Teorema 2.1.1 se deduce que

H(A\, 1) & Hi(, o). (2.34)

Para terminar la demostracién, veamos que H (;\, i)~ H 1(5\, ii) es equivalente
a H(\ ) & Hy(\, 1),

Supongamos que H(\, i) <~ Hi(\ ). Entonces existen matrices P,Q €
GL,,(F) tales que

De aqui, aplicando (2.27), resulta

PAQ = P(6A — BB)Q = 6PAQ — BPBQ = 6A, — B, = A,

y analogamente
PBQ = P(aB —yA)Q = aPBQ —YPAQ = aB; —vA, = By.

Reciprocamente, supongamos ahora que H (5\, o)~ H 1(5\, ). Esto quiere decir
que existen matrices P, Q € GL,,(F) tales que

PAQ=A, y PBQ=B.
Entonces, haciendo uso de (2.28), se obtiene
PAQ = P(dA —bB)Q = dPAQ — bPBQ = dA, — bB, = A,,
y analogamente
PBQ = P(aB — cA)Q = aPBQ — ¢cPAQ = aB, — cA; = By.

O

2.4. Divisores elementales homogéneos de un haz
rectangular

Dado un haz homogéneo A\B — pA € F[A\, pu]™*™, sean ix(A\, p) para k =
1,...,7r =1rgn(AB — uA), sus factores invariantes homogéneos. Factorizando es-
tos polinomios homogéneos en potencias de polinomios irreducibles de F[A, ],
obtenemos los divisores elementales e (A, 1) del haz. El Teorema 1.4.3, nos per-
mite afirmar que los divisores elementales son polinomios homogéneos, asi como
también los polinomios irreducibles mencionados antes.

Definicién 2.4.1. Los divisores elementales del haz AB — A € F[X, u]™*™ de
la forma u?, ¢ entero positivo, se llaman divisores elementales infinitos del haz
AB — pA (o del haz AB — A).

A los divisores elementales ey (A, ) del haz AB — A los llamaremos también
divisores elementales homogéneos del haz AB — A.
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A continuacién nos proponemos determinar la relacién existente entre los
divisores elementales homogéneos, no infinitos, del haz AB — A y los divisores
elementales de la matriz polindmica AB — A.

Sea e; (A, 1) un divisor elemental homogéneo, no infinito, que aparece en la
factorizacién del factor invariante ix(\, ) en producto de potencias de poli-
nomios irreducibles distintos. Entonces tenemos e;(A, 1) = p;(A, u)™, siendo
p;(A, 1) un polinomio irreducible (homogéneo) y m; > 0 un entero y se verifica

k(A p) =i (A )™ =g (A ) (2.35)

Recordemos que, segin (2.7) del Lema 2.2.2, ix(A, 1) = ix(A) factor invariante
de AB — A. Hacemos pues 1 = 1 en (2.35) y queda

Zk(A):Zk()Hl):pg()\yl)mJ:eg(>\,1) .

De acuerdo con Teorema 1.4.6 apartado 1), si d(p;(A, 1)) = d;, entonces el
polinomio p;(A, 1) tiene grado d; y es irreducible en F[A].

Asi pues, se concluye que ej(A,1) = p;(A,1)" es un divisor elemental de
AB — A € F[\™*™.

Reciprocamente, partiendo de un divisor elemental e;(A\) de grado d; de
AB — A, definimos

ej(/\v M) = :udj ej(é%
I

y aplicando el Teorema 1.4.6 apartado 2), tenemos que e;(\, p) es un divisor
elemental homogéneo del haz AB — 4 A. Podemos obtener asi todos los divisores
elementales homogéneos del haz AB — pA, excepto los de la forma p9.

Al respecto de estos divisores elementales infinitos (los de la forma p?) po-
demos formular tres proposiciones, a continuaciéon, la primera de las cuales es
una conscuencia casi inmediata de lo anterior.

Proposicién 2.4.2. Dado el haz A\B — A € FI\|™*", el factor invariante ho-
mogéneo ix(\, 1) aporta el divisor elemental infinito u¥*, si en la férmula (2.18)

. o A
iR\ ) = p ’%k(;),

donde ir(N\) es el factor invariante k—ésimo de AB — A y o = 0(ix(N)), se
verifica que vy, == 0(ix (A, 1)) — o > 1.

Ademds, estos polinomios u¥* son los tinicos divisores elementales infinitos
(a lo mds hay uno por cada factor invariante homogéneo ir(\, p)).

DEMOSTRACION. Est4 claro, ya que la Observacién 1.4.4 nos asegura que si
ik(A) =A% + gy 1A T g, oA T2 4 ar\ + ao,
entonces /fkik(%) € IF[A, p] tiene un monomio donde no aparece i, a saber A%,
por lo que no es multiplo de p.

O

Proposiciéon 2.4.3. Los divisores elementales infinitos del haz A\B — A €
FIA™*™ pueden hallarse buscando todos los divisores elementales de la forma
ud (st los hay) de la matriz polindmica B — pA.
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DEMOSTRACION. Sea iy (u) el k—ésimo factor invariante de B — pA. Por el Le-
ma 2.2.3 (2.19), se tiene que
Zk(:u) = ik(lvﬂ‘)a

siendo ik (A, p) el k—ésimo factor invariante homogéneo. Buscamos los factores
de la forma u? que hay en el polinomio i (u) ( a lo mas habrd uno de estos u?
en la factorizacién de ix (1) en polinomios irreducibles de F[u]). Por la férmula
(2.22) y las consideraciones que siguen

. on: 1
ir(1, 1) = p¥ p*ig (=),

1

siendo )
i\, 1) = W"‘u"’%k(;),

con Py, > 0y o = I(ix(A\)) y el polinomio u"’%’k(%) no es miltiplo de u, por
ser su término constante igual a 1.

De todo lo anterior se deduce que, si ¥, > 1, entonces p¥* es un divisor
elemental de B — 1A, que segun la Proposicién 2.4.2 también es el tinico divisor
elemental infinito del haz AB — A aportado por i, (A, ), cuando ¢ > 1.

O

Proposicién 2.4.4. El haz regular AB — A € F[A]"*" tiene divisores elemen-
tales infinitos si y sdlo si |B| = 0.

DEMOSTRACION. Sea D, (1) = |B — pA| # 0. Entonces
p| Dp(p) <= Dy(0) =0,
lo que, segtn (2.1), equivale a |B| = 0.
U

Observacion 2.4.5. La Proposicién 2.4.4 es falsa para haces singulares. Por
ejemplo, consideremos el haz

0|
AB— A= Xt+2 1 ,
0 A+2

Este haz es singular, pues |[AB — A| = 0. Sus divisores determinantales ho-
mogéneos son claramente

L (A +2u)%

de ahf que i1 (\, ) = (A+2u)? (nétese que 11 = 0), es el tnico factor invariante
homogéneo del haz. De donde sigue que i1(\) = (A + 2)? es el tnico factor
invariante de AB — A. Como A + 2 es un polinomio irreducible en F[)], tenemos
i1(\) = e1(\) = (A + 2)?; consecuentemente, e1 (A, 1) = (X + 2u)? es el dnico
divisor elemental homogéneo del haz . Por lo tanto AB — A no tiene divisores
elementales infinitos, a pesar de ser |B| = 0.

El Teorema 2.3.1 puede enunciarse de manera equivalente:
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Teorema 2.4.6. Dos haces requlares AB — A, ABy — Ay € F[A]™*" son estric-
tamente equivalentes si y sélo si tienen los mismos divisores elementales finitos
(i.e. como A—matrices) y los mismos divisores elementales infinitos.

Para acabar esta seccién, damos un ejemplo de dos haces regulares que son
equivalentes, pero no estrictamente equivalentes, como anuncidbamos antes de
Teorema 2.1.1.

Ejemplo 2.4.7. Consideremos los haces H(\) = AB— Ay Hy(\) = AB; — Ay,
dados como sigue

A+2 A+1 20+3 A2 A4+1 A+1
HN = A+3 A+2 2245 |, BN\ = A+1 A+2 A+1
A+3 A+2 3A+6 A1 A1 A+1

Mediante operaciones elementales por filas y columnas en F[\, p], efctuadas en
los haces homogéneos H (A, p) y Hi(\ p) obtenemos sendos haces G(A, p) y
G1(\ ), tales que

HOp) ~ GO )y Hi(\p) 2 Gi(\p),

donde sea més facil calcular los factores invariantes homogéneos, a saber,

A0 g 00
G()\,,U,) = 0 K 0 ) Gl(/\nu) = 0 K 0 )
0 0 Atp 0 0 Atp
de hecho

1 0 0 1 -1 -1
G =|-1 1 o|HONw|-1 2 -1
0o -1 1 0 0 1
1 0 -1 1 0 O
Gl()‘vu) =10 1 -1 Hl()‘wu’) 0 1 0
0 0 1 -1 -1 1

Ahora es ficil calcular los factores invariantes de G(\, u) y G1(A, 1), que son
respectivamente los de H(A, 1) v Hy(A, p).
En efecto, los de H(A, ) son:

in(A p) =1, dg(A p) = 1, ds(A p) = p® (A + p);
por lo tanto sus divisores elementales homogéneos son:
e1(\ p) = p?, e2(\ ) = (A + ),

asociados a los polinomios irreducibles p y A + pu. Asi pues el tnico divisor
elemental finito de H(\) es A + 1; y el tinico divisor elemental infinito es p2.
Ademds, |H(A)| = A+ 1, luego H()) es un haz regular.

Andlogamente, los de Hy (), ) son:

ir(A ) =1, dg(A, p) = p, i3(A ) = p(X + p);
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por lo tanto sus divisores elementales homogéneos son:

61(%#) =k, 62(>‘7,u') =K, 63(/\,#) - ()‘ + /l),

asociados a los polinomios irreducibles p y A + p. Asi pues el tnico divisor
elemental finito de H(A) es A + 1; y los divisores elementales infinitos son , p.
Ademés, |Hy(A)] = A+ 1, luego Hy(\) es un haz regular.

De modo que, podemos afirmar que H(A) ~ Hy(A), puesto que tienen los
mismos divisores elementales finitos. Sin embargo, como no tienen los mismos
divisores elementales infinitos, de acuerdo con los Teoremas 2.3.1 o 2.4.6, se
concluye que H()\) 2 Hi(\); cosa que se sabfa de antemano ya que rg(B) = 2
y rg(B1) = 1, por lo que no pueden existir matrices invertibles P y @ tales que
By = PBQ.

2.5. Forma candonica de Weierstrass

En esta seccién emplearemos la siguiente notacién: Si My, Ma, ..., M, son
matrices cuadradas de diferentes o iguales érdenes, denotaremos

p
P M =M @ Mo @M, :=diag, {M, Ma,..., M,} =

=1
My 0 0
0 M, 0
0 0 M,

El Teorema 2.3.1 (o 2.4.6) nos va a permitir obtener una forma canénica
para la equivalencia estricta de haces regulares, como sigue:

Teorema 2.5.1. Sea AB — A € F[A\|"*" un haz regular. Sea

l. .
wh,ooi=1,...,m7

el sistema de sus divisores elementales infinitos (donde puede ocurrir que l;; =
li,, aunque sea iy #ia); y sea

A=X)™, MN€F, k=1,...,s,

el sistema de sus divisores elementales finitos ( donde puede ocurrir también

que A\g, = A, € incluso my, = my,, aungue sea ki # ka).
Liamando l :==1; +---+ 1, ym=mq + -+ mg, se tiene que l +m = n.
Definamos las matrices constantes N y J:

Nr:@Ni7 con N; := o et =1, ),
i=1 : |
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A 1 0
J::@Jk()\k), con Jp(Ag) := : e (k=1,...,s).
k=1 : IR |
0 O Ak
Entonces el haz
AN — I, 0
W) =", ! N (2.36)

es estrictamente equivalente al haz AB — A.

Definicién 2.5.2. El haz W (\), dado en el teorema anterior, se llama la forma
canonica de Weierstrass del haz regular A\B — A. Asi pues,

W(A) =diag, {\Ny, — I, .. ., AN, — I, ALy, — J1(M1), ooy AL, — Js(Xs) ]

es decir, W(\) es una matriz diagonal por bloques con r + s bloques en su
diagonal, y estd univocamente determinada salvo permutacién de estos r + s
bloques.

DEMOSTRACION. (del Teorema 2.5.1) Los divisores elementales finitos de
la A-matriz

AN -, 0
W) = 0 M, —J
estan formados por la unién de los divisores elementales de AN — I; y de
M, — J.
Los divisores elementales de AN — I; son la unién de los divisores elementales
de cada una de los haces

1 A - 0
N =N —L=| " | G=1. 0
; A
o 0o - -1
pero como su divisor determinantal /;—ésimo es |N;(\)| = (—1)%, se sigue que

los haces N;(A) no tienen divisores elementales finitos.
En cuanto a los divisores elementales del haz AI,, — J son la unién de los
divisores elementales de cada una de las matrices

Acde 1 0
AImkfjk(Ak): B : (k:]-a"'vs)v

0 0 - A=)
cuyo tdnico divisor elemental es (A — Ag)™*, lo que vale su menor de orden

my, puesto que hay un menor de orden my_1 igual a 1. Asi pues, los divisores
elementales finitos del haz W (\) son

()\—Ak)ml,...,()\—)\k)ms.
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Y como
(W) = AN = L[| M = J| = (=D (A= A)™ - (A= A)™,

entonces W () es regular.
Por otro lado, los divisores elementales infinitos del haz W (A) son los divi-
sores elementales de la forma p? de la p—matriz

N*ILLIl 0 .
PG (2.37)

y se obtienen uniendo los de la forma p? de N — ul; y de I,, — pdJ.
Se tiene que

L=pAe —p - 0
k=1 k=1 . —K
0 0 1oun

Como el menor de orden my, de Iy, — pJi(Ag) es (L —pAe)™ v o J(1—pAg)™*,
podemos concluir que el haz I,,, — pJ no posee divisores elementales de la forma
1. De modo que, los divisores elementales de la forma u? de (2.37) serdn los
que de esa forma aporten los bloques diagonales de N — ul;:

- 1 0
N =l =P (nl, + Ny) =D
i=1 =1 . . 1
0 0 - —u

Ahora bien, p% es el tinico divisor elemental de —ply; + Np,. En consecuencia,

l =
P

son los divisores elementales infinitos del haz W ().

En resumidas cuentas, por el Teorema 2.4.6 se concluye que W (\) A AB-A
(de aqui también se deduce que W () es regular) y que [+m=mn .

O

2.5.1. Reduccion a la forma candnica de Weierstrass de
un haz regular

Para lo que sigue, se supone que F es algebraicamente cerrado (se necesita
para la existencia de la forma candnica de Jordan, de la que se hace uso).

Dado el haz regular AB — A € F[A\]"*™, nos interesa concretar un proceso de
reduccién que nos permita obtener matrices de paso P, @ € GL, (F) a su forma
canonica de Weierstrass:

P(AB — A)Q =W (\).
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Como el determinante de AB — A es distinto del polinomio nulo, y I es infinito,
existe un ¢ € IF tal que |cB — A| # 0. Escribamos

AMB—A=MAN—-¢)B—(A—¢B)=(A—¢)B—4;

con A; := A — ¢B; asf |A;| # 0. Multipliquemos a la izquierda el haz AB — A
por Al_1
ATYAB - A)L, = (A —c)AT'B — I,,.

Luego AB — A X (A — ¢)A7'B — I,,. Sea ahora P € GL,(F) una matriz que
lleva AT'B a su forma canénica de Jordan:

pil(Al_lB)p = diag {Jo, J1},

donde en Jy recogemos todos los bloques de Jordan asociados al valor propio 0
de A;lB (observar que la matriz Ale tiene a 0 como valor propio si y sélo
si |B] = 0), y en J; recogemos los restantes bloques de Jordan. De modo que,
|J1] # 0y Jo es una matriz nilpotente, por ser suma diagonal de bloques del
tipo

0 1 0
: 1
0 0 0

Dado que
P Y (A=)A]'B—1,)P = (A—c)P ' A;'BP — I,
tenemos
AB — AR (\—c¢)diag {Jo, J1} — I, = diag {(\ — ¢)Jo — I;, A — ¢).J, — I,,}

siendo I; la matriz unidad del mismo orden que Jy e I,, la matriz unidad del
mismo orden que J;. Por lo que

AB — A X diag {\Jo — (I + ¢Jo), ANy — (I + ¢J1)}- (2.38)

Como I; + ¢Jy es una matriz triangular superior con todos los elementos de
la diagonal principal iguales a 1, existe (I; + ¢Jo)~!. Multipliquemos por la
izquierda el primer bloque diagonal del segundo miembro de (2.38) por esta
matriz inversa. Obtenemos

I 4 cdo) o — I,

donde (I; 4 ¢Jy)~*Jp también es una matriz nilpotente, por serlo Jo; es decir,
como existe un entero j > 0 (por ejemplo j = [) tal que J} = 0, entonces la
matriz inversa de (I; + ¢Jp) es un polinomio en Jy, luego conmuta con Jy, a
saber, 4

(L4+el) b =0 —clo+ 2+ -+ (1)L

y por ello se verifica

[(Il + CJQ)_lJo]j = [(Il + CJo)_l]ng =0.
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Por consiguiente, existe una matriz Py € GL;(F) que lleva (I; + ¢Jo) "1 Jy a su
forma canonica de Jordan, N:

Py (I 4 ¢Jo) "t Jo)Py = N = diag {N,, ..., Ny, },

siendo las matrices N;, como las dadas en el Teorema 2.5.1, y en consecuencia
NI+ edo) Ho) — I X diag {\N;, — I, ..., ANy, —I;,} = AN — I,.

Ahora, multipliquemos por la derecha el segundo bloque diagonal del segundo
miembro de (2.38) por J; '
ATy = (I + cJ))JT Y = Moy — (el + J7Y);

y a través de una matriz de paso P, € GL,,(F) reducimos la matriz cI,, + J1_1 a
su forma canénica de Jordan, J, entre cuyos valores propios puede estar también
el 0. Esto es,

Pr el +J7H) P =

Lo que implica que
P1_1(>\Im — (clm + Jl_l))Pl = Ay, —J.
Por este procedimiento, hemos llegado a establecer que

AB — AR diag {A\N — I}, \I,, — J}

donde la A-matriz de la derecha (diagonal por bloques) estd en la forma candnica
de Weierstrass, que en virtud del Teorema 2.5.1 es tnica salvo el orden de sus
bloques.

En resumidas cuentas, llamando

—1 —1 _
P .= |:P% P101:| |:(Il + (C)JO) I?n:| P—lAII

— | Py 0
@=# [ )
obtenemos dos matrices n x n invertibles tales que

P(AB — A)Q = diag {\N — I;, \L,,, — J}.

2.6. Ejercicios

En lo que sigue y mientras no se diga otra cosa, I es un cuerpo cualquiera y
A, B € F**". Un subespacio N de F"*! se dice que es (AB — A)-invariante si
se verifica

dim (AN + BN) < dim (V).
(Esta definicién fue introducida, para haces regulares, por Stewart en 1972.)

2.1. Sea A un subespacio de F**!. Demostrar:
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(i) NMes (M — A)-invariante si y sélo si N es A-invariante.
(ii) Mes (AB — I)-invariante si y sélo si N es B-invariante.

Si BN C AN, entonces N es (AB — A)-invariante.

(iv

)
)
(iii) Si AN C BN, entonces N es (AB — A)-invariante.
)
)

(v) Si P,Q € GL,(F), satisfacen
POAB — A)Q = B, — Ay,

entonces el subespacio N es (AB — A)—invariante si y sélo si Q!N es
(AB; — A;)—invariante.

(vi) Sea det B # 0, entonces N es (AB — A)—invariante si y s6lo si AN C BN.
(Ayuda: Utilizar apartados (v) e (i).)

)
(vii) Sea det A # 0, entonces N es (AB —
(Ayuda: Utilizar apartados (v) y (ii)

A)-invariante si y s6lo si BN C AN.
)
2.2. Sea M un subespacio de F**1. Demostrar:
(i) Si X € F**", para r = dim (N), denota una matriz base de N/, entonces
Nes (AB — A) —invariante <= 1g|AX, BX] < dim (V).

(Ayuda: Observar que las columnas de la matriz, dada por bloques, [AX, BX],
son un sistema generador del espacio AN + BN)

(ii) Si My M son dos subespacios (AB — A) —invariantes de F**! tales que

NN M = {0}, entonces la suma directa N+ M es (AB — A)-invariante.
(Ayuda: Considerar X,Y sendas matrices base de Ny M., respectiva-
mente, y aplicar el apartado anterior.)

2.3. Sea F un cuerpo infinito, (\B — A) un haz regular y A un subespacio de
F7*1 Demostrar que

Nes (AB — A)-invariante <=  dim (AN + BN) = dim (V).
(Ayuda: Considerar Ay € T tal que det(AgB — A) # 0 y observar que
(Ao B — A)N + BN = AN + BN,

deducir de ahf que dim (AN + BN) > dim (N). )
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Haces singulares

3.1. Teorema de reducciéon

Vamos a considerar ahora un haz singular de matrices AB — A € F[A]™*™.
Designamos por r el rango del haz, es decir, el orden del mayor menor no nulo.
Por la singularidad del haz, debe ser

r<m o r<mn,

y supongamos para concretar que r < n. Entonces las columnas de la A-matriz
AB — A son linealmente dependientes, tanto sobre F[A] como sobre F(\), segin
la Proposicion 1.6.1. Es decir, la ecuacién

(AB—A)z(\) =0, xz(\) eFN\)™*! (3.1)

donde z(\) es la columna de las incégnitas, tiene una solucién no nula. Toda
soluciéon no nula de esta ecuacién determina una dependencia lineal entre las
columnas de AB — A. Nos limitaremos a examinar las soluciones no nulas x(\)
de (3.1) que son polinomios en A, como vimos en la Subseccién 1.6.1; y entre
estas soluciones elegiremos las solucion polinémica vectorial que tenga el menor
grado posible ¢, a saber,

r(A\) =z + dry + Ny + -+ N (22 £0),

) . A ,
donde cada z; € F*"*!. Obsérvese, que ha de ser zg # 0; si no, % serfa una

solucién de (3.1) de grado € — 1, lo que es imposible.
Sustituyendo esta solucién en (3.1) queda

e—1
(AB—A)z(\) = Azg + Z(Bwi — Az )N 4 Ba AT =0,
i=0

e igualando a cero los coeficientes de las potencias de A, obtenemos
AJUOZO, Bxi—Aa:Hl:O(i:(),...,s—l), BxE:O, (32)
0 equivalentemente,

Azg=0, Bz;=Az;y; (i=0,...,e—1), Bz.=0. (3.3)

61
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Considerando esto como un sistema de ecuaciones homogéneas lineales, que
satisfacen los elementos de las columnas zg, z1, .
compuesta por (¢ 4+ 2) x (¢ + 1) bloques, como sigue

.., T, se deduce que la matriz

—4 0 0
B -A
M. :=MNB—-Al:=| (g B
: —A
| O 0 B |
satisface
Zo
Mo
Me . = 07
Le
de ahi que

rg M. = p. < (e + 1)n.

En virtud de la propiedad minimal de €, los rangos py, ..., pe—1 de las matrices

-4 0 --- 0 ]
—A 0 B -A
—A
Mo—[B],Mlz B -A|,....M._1= 0 B (3.4)
0 B .
: —A
0 0 B

son, respectivamente,
Po=M,p1=2N...,p—1 = EN.
Asi pues, el nimero ¢ es el menor indice k tal que
pr < (k+ 1n.

Lema 3.1.1. En las condiciones anteriores y siguiendo con la misma notacion,
se verifica:

(Z) AIL’l,..

(ii) o, 21, .-

., Az, € F™X1 son linealmente independientes.
., e € F™¥L son linealmente independientes.

DEMOSTRACION. En primer lugar, tiene que ser Az, # 0; pues si no, por
(3.2) serfa
T + Axg + )\2$3 + -4 )\6711'5 (xe 7& 0),

una solucién de (3.2) de grado < ¢, lo que es imposible.

Ahora para probar la afirmacién (i), supongamos lo contrario, esto es, que
Axy, ..., Az, son linealmente dependientes. Entonces, como Ax; # 0, existe
un vector Az (1 < h <€), que es combinacién lineal de los que le preceden,
digamos

Azp = o Axy + -+ a1 Az,
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para ciertos elementos «; € F. De (3.3) sigue
Bz 1 =a1Bxg+ -+ ap_1Bxp_o,
donde xp,_; =0, si h — ¢ < 0. Luego, para
Tp_ 1 =o1xo+ -+ Qp_1Tp_2 — Th_1,

se tiene

Bz _, =0.

Ademds, otra vez por (3.3) resulta

Azy_; = a1Axo+ agAxzy -+ ap_1Axy_o — Axpq

= aaBro+ - +ap1Brp 3 — Brp o,
donde z,_; =0, si h —i < 0. Asi para
Th_g =0+ + Qp1Tp-3 — Tp2,

se verifica
* *
Al‘h_l = Bxh_z.

Continuando este proceso e introduciendo los vectores
Tj_ 3= Q3T+ + QU 1Th_g — Th_3,
y siguientes, hasta xf = ¢, obtenemos una cadena de ecuaciones
Bz _, =0, Azj_, = Bx}_,,..., Az} = Bz, Axj = 0.
Esto significa que
oFN) = af 4+ Aef + N2 N (a) = 20 £ 0),

es una solucién no nula de (3.1) de grado < (h — 1) < ¢, lo que contradice la
minimalidad de e. Asi pues, queda probado (7).
Ahora es facil probar el enunciado (7). En efecto, supongamos

koxo + k1x1 + - + kexe = 0, (3.5)

con k; € F para 1 =0,1,...,e. Entonces, multiplicando por A a la izquierda en
(3.5) y teniendo en cuenta que Azg = 0, sigue

k1Axy + ko Axo + -+ + k. Ax. = 0;
luego, por el apartado (i), obtenemos
hp = ko= = k. =0.
Ahora, la ecuacién (3.5) queda asi
koxg =0,

de donde, por ser xzg # 0 se concluye que también kg = 0. Por consiguiente,
hemos probado que zg, z1,...,z. € F**! son linealmente independientes.
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O

Podemos ahora enunciar y demostrar el teorema fundamental siguiente:

Teorema 3.1.2. Sea A\B — A € F]A|™*", con rg(AB—A) :=r <n. Sila
solucion polindmica vectorial, no nula, de grado minimal, de la ecuacion (3.1),
que sabemos que eziste, tiene grado € > 0, el haz dado AB — A es estrictamente
equivalente a un haz de la forma

L (36)
donde
A -1 0 0
L. — 0 A 0 0
0 0 A -1

y AB— A es un haz de matrices para el cual la ecuacion andloga a (3.1) no tiene
una solucion polinomica vectorial de grado inferior a €.

DEMOSTRACION. Llevaremos a cabo la demostracién en tres etapas. Prime-
ramente, vamos a probar que el haz AB — A es estrictamente equivalente a uno
de la forma

L. AD-C
. n 1l (37)
0 AMB-A
donde E,E,C,D son matrices rectangulares constantes de dimensiones apro-
piadas. Luego, mostraremos que la ecuacién

(AB— A)% =0,

no tiene soluciones polinémicas vectoriales Z(A) no nulas de grado menor que e.
Por tltimo, vamos a probar que mediante otras transformaciones, el haz (3.7)
se puede pasar a la forma casidiagonal (3.6).

1.- La primera parte de la demostracién sera dada bajo la forma geométrica.
En efecto, consideremos las aplicaciones lineales

A : anl — mel B:anl — ]mel
U —  Au U — Bu

cuyas matrices asociadas, respecto a las bases canénicas B de F*"*! y B’ de
Fm™x1 son respectivamente

MBay=4 y ME®) =3B

Por el Lema 3.1.1, tanto {xq,1,...,2.}, en F**1 como {Azi,...,Ax.}, en
F™>1 son linealmente independientes, entonces ambos conjuntos se pueden
completar hasta sendas bases de F**! y F™*! respectivamente, digamos, B; :=
{20,21,...,2,...} y By := {Axy,..., Ax.,...}. Ahora, de acuerdo con (3.3),
es facil ver que



3.1. TEOREMA DE REDUCCION 65

0 1 0 0=« *
B 0 0 0 0= *
A::MB,ll(A): )
0 0 0 1= *
0 A

donde el primer bloque es de orden e x (e +1) y A designa una matriz de orden
(m—eg)x(n—e—-1),y

1 0 0 O0]=x *
0 1 0 O0]= *
B = MBl (B) = .
0 0 1 0] *
0 B

siendo también aqui, el primer bloque, de orden € x (¢ +1) y B representa una
matriz de orden (m —¢) x (n — ¢ — 1). Entonces existen matrices P € GL,,,(F)
y Q € GL,(F) tales que

A=PAQ, B=PBQ,

luego

L. AD-C
P(AB—A)Q:AB—A:[O Aé_ﬁ]'

como era requerido.
Ademds, si z(A\) € F[A\]"*! es una solucién de la ecuacién (3.1), entonces
Q~1z()) es solucién de la ecuacién correspondiente al nuevo haz:

(\B — A)z = 0; (3.8)

y reciprocamente, si y(A) es solucién de (3.8), entonces Qy(A), lo es de (3.1). Por
lo tanto, de la Proposicién 1.5.2, se sigue que el minimo grado de las soluciones
polinémicas, no nulas, para ambas ecuaciones (3.1) y (3.8) coincide y, segtn la
hipdtesis, su valor es .

2.- Vamos a probar ahora que la ecuacién

~ -~

(AB-A)z=0

no tiene una solucién no nula de grado menor que €. Recordemos que, segin
vimos en el Ejemplo 1.6.9, la ecuacién L.y = 0 tiene una solucién polinémica
minimal no nula de grado ¢, a saber,

A -1 0 - 0 1 0
o x -1 -+ 0 A 0
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Por otra parte, si el haz tiene la forma triangular (3.7), los haces de matrices
correspondientes a ese haz, My, (k= 0,1,...), tras una permutacién adecuada
de filas y columnas pueden ponerse en la forma triangular

7 [MilLe] Mi[AD = C]
L0 My[AB - A

Ahora, por el argumento dado en torno a (3.4), antes del Lema 3.1.1, tanto
las columnas de M. _{[L.], como las de M. _1[AB — A] y T._1, son linealmente
independientes. Pero, como M, _1[L.] es una matriz cuadrada de orden (e + 1),
se infiere que las columnas de M._1[AD — C] son F—combinacién lineal de las
columnas de M, _;[L.]. De este modo, mediante las correspondientes operaciones
elementales por columnas, podemos encontrar una matriz S € FEEtD Xt ta] que

S

Is €
[Mefl[LE] Mefl[/\D_CH |: (0+1) I,

| =iz o,
donde t = en — (e + 1); y obviamente también

-~ .

M._1[L.] M51[)\D—gq {Igwn 5] - {MES[LE] M [SE—A]

0 M._1[AB — 4] 0o I

Asi pues, hemos obtenido que también son linealmente independientes todas las
columnas de M._1[AB — A], y eso significa, segiin se ha explicado justo antes
del Lema 3.1.1, que la ecuacion

~ PN

(AB—A)z =0,
no tiene soluciones polinémicas no nulas de grado menor que &, como teniamos

que probar.
3.- Reemplacemos el haz (3.7) por el haz estrictamente equivalente

{IE Y HL AD—O] [IEH -X }

0 Mpc| |0 MB—A|| 0 Ay
_|L. —L.X+AD-C+Y(AB—A) (3.9)
|0 AB— A ' )

donde X e Y son matrices rectangulares constantes, arbitrarias, de dimensiones
apropiadas. El teorema quedard completamente demostrado cuando probemos
que podemos elegir X e Y, de forma que se satisfaga la ecuacion

L.X=AD—-C+Y(AB— A). (3.10)
Emplearemos la notacién siguiente:

D = (dix), C=(ca), X = (wj)
(i=1,2....ek=1,2,....n—e—1;j=1,2,...,c+ 1),

y para las filas de Y y las columnas de A y B
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Y= 711:[611 (5 an7571]7§:[b1 by --- bnfsfﬂ.

Entonces, la ecuacién matricial (3.10) es equivalente a un sistema de ecuaciones
escalares que resultan de igualar los elementos de la k—ésima columna de las
matrices que estdn a ambos lados de la igualdad en (3.10), para cada k =
1,2,....n—e—1:

AZ1g — o = M1k — c1x + Ay1be — Y10k,
AZop — X3 = Aok, — Cop + AY2br — Y20,
.......................................... (3.11)
AZek — T(er1)k = Adek — Cek + AYebr — Yeay,
(k=1,2,....n—e—1).

Identificando los coeficientes de A y los términos constantes a ambos lados de la
igualdad en cada ecuacién de (3.11) resulta

T1k = dir + y1bx,
ik +y1ax = Tok = dok + y2by,
Ca + Y20 = T3k = dar + y3bi,
Cek + Yk =  T(et1)k>

(k=1,2,....n—e—1).

Por tanto, los elementos de X pueden ser determinados siempre que encontremos
las filas yi de Y que satisfagan las siguientes ecuaciones

Yyobr —thar = c1p — dag,
ysbk — year = cop — dag,
........................ (3.12)
Yebr — Ye—rar = ce_1)p — dek,
(k=1,2,....n—e—1).
Ahora bien, el sistema (3.12), que puede esciribirse més claramente asi
A 0 - 0]
B -A
[yl Y2 o ya} 0 B . C | = (an—dat, o Cemny(n—e—1)—de(n-c—1))
S —A
L 0 0 B |

(sistema con e(m — €) incégnitas y (¢ — 1)(n — e — 1) ecuaciones), siempre tiene
solucién, cualesquiera que sean

Ciky di,. (1=1,2,...,85 k=1,2,...,.n—e—1),
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porque su matriz de coeficientes es M._o [)\Efg}; la cual, segin se ha visto en la
etapa anterior, tiene todas sus columnas linealmente independientes; por tanto,
su rango coincide con el nimero de ecuaciones del sistema, y tales sistemas
siempre tienen solucién.

O

3.2. Forma canénica de un haz singular

Sea AB — A un haz singular arbitrario de matrices m xn. En esta seccién
obtendremos la forma candnica para este haz, en cada uno de los dos casos
posibles, a saber:

1) las filas y las columnas del haz son F-linealmente independientes,
2) las filas o las columnas del haz son F-linealmente dependientes.

Caso 1): Supongamos que todas las filas y las columnas del haz AB — A
son F-linealmente independientes ( es claro que, cualquier haz estictamente
equivalente a él, también lo verifica). Sea r < n, donde 7 es el rango del haz, de
manera que las columnas del haz son F[A\]-linealmente dependientes. Entonces,
la ecuacién (AB — A)x = 0 tiene una solucién polinémica no nula de grado
minimal, €, siendo ademés €; > 0, por la restriccién del caso en que estamos.
Asi, en virtud del Teorema 3.1.2, el haz dado es estrictamente equivalente a

L, 0
0 ABy— A’
donde la ecuacién (AB; — A1) (M) = 0 no tiene soluciones polindmicas, no nulas,
(M de grado menor que ;.
Si esta ecuacién tiene una solucién no nula de grado minimal €5 ( necesaria-

mente, 1 < g2), aplicando el Teorema 3.1.2 al haz A\B; — A; podemos pasar al
haz estrictamente equivalente

L., 0 0
0 L. 0
0 0 ABy—A,

Continuando con este proceso, se obtiene que el haz AB — A es estrictamente
equivalente al siguiente, dado en forma casi diagonal

L., 0
L.,
: (3.13)
L.,
0 AB, — A,

donde 0 < &1 < ey < -+ < gp, v la ecuacién
(AB, — A,)z?) =0

no tiene soluciones no nulas, de modo que todas sus columnas son F[\]-linealmente
independientes. Obviamente, si €1 + €2 + -+ 4+ €, = m, el bloque AB, — 4, no
aparece.
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Si las filas de AB), — A, son F[A]-linealmente dependientes, el haz traspuesto
)\BpT — A?; es estrictamente equivalente a uno de la forma (3.13), donde, en lugar
de los nimeros €1, ..., €&p, tenemos 0 < 9 < 1np < --- < 1n,. En consecuencia, el
haz dado AB — A es estrictamente equivalente a

L. 0 1
L.,

LY , (3.14)

m
72

LT
Nq
0 ABy — Ao

(0<er<ea < <gp, 0<m < < --- < 1yy),

donde las columnas y las filas de ABy — A son F[\]-linealmente independientes
(también F(X)-Li., segiin Proposicién 1.6.1), luego ABy — Ap es un haz regular.

Evidentemente, si en el haz dado, tenemos r = n, es decir si las columnas
del haz A\B — A son F[A]-linealmente independientes, los p primeros bloques
diagonales de (3.14) de la forma L. no aparecen (p = 0). Andlogamente, si
r = m, es decir si las filas del haz dado son F[A\]-linealmente independientes,
entonces los bloques diagonales de la forma L; no aparecen en (3.14) (¢ = 0).

Caso 2): Ahora, las columnas o las filas del haz AB — A estan ligados por
relaciones lineales de coeficientes constantes. Esto equivale a decir que que las
ecuaciones

AB—A)z=0 o (ABT"-AT)y =0,

respectivamente, tienen soluciones constantes no nulas. Sea g el niimero méximo
de soluciones constantes F[A]-linealmente independientes (equivalente a F-1.i. en
este caso) de la primera ecuacién y h lo mismo de la segunda. Nétese, que g y h
son invariantes para una clase de equivalencia estricta de haces. Naturalmente,
g = 0 (respectivamente, h = 0) cuando las columnas (respectivamente, filas) de
AB — A son F-linealmente independientes.

Consideremos, como en la demostraciéon del Teorema 3.1.2, las aplicaciones
lineales

A anl — I[?mxl7 B:F"Xl — mel
U —  Au U —  Bu

. . s . /
cuyas matrices asociadas, respecto a las bases canénicas B de F**! y B de

F™>1 son respectivamente
B B
Denotemos por c¢1,¢a, . . ., ¢q las soluciones constante F[A|-linealmente indepen-

dientes (es decir, F-1.i.) de (AB — A) x = 0; de hecho, constituyen una base de
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ker(A) N ker(B), y los cuales tomaremos como los g primeros vectores de una
nueva base B; de F**!. Entonces, las g primeras columnas de las dos matrices

B i B 7
MB} (A=A y MB,1 (B)=B
estan formadas por ceros; esto es
=
AMB—A=["0AB —A].
Como el haz (ABT — AT)y = 0 tiene h soluciones constantes linealmente inde-

pendientes, siendo
. - 9{0
ABT — AT = | -~ -
ABT — AT
entonces la ecuacién (AB] — AT)z = 0 tiene también h soluciones constan-
tes linealmente independientes; luego razonando analogamente, existiran P €

GL,—4(F) y Q € GL,,(FF) tal que
h
~ ~ A~ = ~ ~
POABY —AD)Q=[0 AB; —Aj;

de modo que

T 2] s ar] 0= o Camel = |00

Luego, trasponiendo en esta identidad, se sigue que

donde ya no hay dependencia lineal, con coeficientes constantes, entre las filas
o las columnas del haz ABs — A,. Por tanto, éste es estrictamente equivalente a
uno del tipo (3.14).

Asi pues, en el caso general, el haz AB — A siempre puede ser llevado, me-
diante equivalencia estricta, a la forma candnica casi diagonal

g
P
diag{h{ 0 ,Lc,,,,-

La elecciéon de los indices de € y i) estd asociado al hecho de que conviene tomar

cosLey, Ly oo Ly ABy — Ao} (3.15)

Nh+1"

e1=¢e2=...=¢3=0 y m=m=...=n,=0.

Reemplazando, en (3.15), el haz regular ABy — Ay por su forma canénica de
Weierstrass dada en Teorema 2.5.1 y subseccién 2.5.1 (recordar que para que
exista, en general, se precisa que F sea algebraicamente cerrado), obtenemos
finalmente la matriz casi diagonal siguiente

g9

=
diag {"{" 0 ,L i Ley Ly e Ly JAN = D, Ay — J}. - (3.16)

Eg+17° Nh+1"

Para determinar inmediatamente la forma canénica (3.16) de un haz dado sin

pasar por el proceso de reducciones sucesivas, vamos a introducir en la seccion
siguiente, el concepto de indices minimales de Kronecker de un haz.
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3.3. Indices minimales de Kronecker

Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado y sea AB — A un haz singu-
lar arbitrario de matrices rectangulares m x n. Las k columnas polinémicas
21(A), 22(N), ..., 2x(A) que son las soluciones de la ecuacién

(AB—A)z =0, (3.17)

son linealmente dependientes en F[A] o en F()), segin la Proposicién 1.6.1, si el
rango de la matriz polindémica,

X =[z:(0) 22(\) - z(V)],
formada a partir de sus columnas es menor que k. En ese caso, existen k poli-
nomios p1(A), p2(A),...,pk(N), de los cuales no todos son idénticamente nulos,

tales que
p1(N)z1(A) + p2(N)z2(A) + ... + pr(N)zr(N) = 0.

Pero si el rango de X es k, una tal dependencia no existe y las soluciones
21(A), x2(N), ..., xk(A\) son linealmente independientes.

Entre todas las soluciones de (3.17), elegimos una solucién no nula x1 () de
grado minimal €;. Entre todas las soluciones de la misma ecuacién linealmente
independientes de z1(\), elegimos una solucién z2(A) de grado minimal e;. Es
evidente que g1 < e9. Continuamos el proceso eligiendo, entre las soluciones que
son linealmente independientes de x1(A) y z2(A), una solucién z3(\) de grado
minimal €3, etc. Puesto que el nimero de soluciones linealmente independientes
de (3.17) es a lo sumo n, el proceso es finito. Obtenemos asi una serie fundamen-
tal de soluciones de (3.17) ( también llamada una base minimal del subespacio
de las soluciones de (3.17))

de grado
e1<e < S gp.

En general, una serie fundamental de soluciones no estd determinada de
manera tUnica (salvo factores escalares) por el haz AB — A. Sin embargo, dos
series fundamentales de soluciones distintas tienen siempre una unica serie de
grados g1 < g9 < -+ < gy, tal y como se demostré en la Proposicién 1.6.4,
que son llamados los indices minimales para las columnas (o también, indices
minimales a derecha) del haz AB — A.

Los indices minimales 71,2, ...,n, para las filas (o indices minimales a iz-
quierda) del haz AB — A son introducidos de la misma manera, sustituyendo
la ecuacién (3.17)) por (ABT — AT)y = 0, y definiendo 71,72, ...,n, como los
indices minimales para las columnas del haz traspuesto ABT — AT.

Ademaés, haces estrictamente equivalentes tienen los mismos indices minima-
les, segin se ha probado ya en la Proposicién 1.6.8.

Calculemos los indices minimales para la matriz casi diagonal candénica

g9

=
diag {"{" 0 ,L R N N A L 1 (3.18)

Eg+17° Nh417

donde ABy — Ag es un haz regular teniendo la forma candnica de Wierstrass
dada en el Teorema 2.5.1.
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Notemos en primer lugar, que el sistema completo de los indices para las
columnas (filas) de una matriz casi diagonal se obtiene de la unién de los sistemas
correspondientes de indices minimales de los bloques diagonales individuales,
resultado probado en el Corolario 1.6.14.

Se ha visto, en el Ejemplo 1.6.9, que la matriz L. no tiene mas que un solo
indice € para las columnas, y todas sus filas son linealmente independientes.
Andlogamente, la matriz Lg no tiene més que un solo indice n para las filas,
y todas sus columnas son linealmente independientes. El haz regular ABy — Ag
no tiene indices minimales. De ahf sigue que la matriz (3.18) tiene como indices
minimales para las columnas

gr=-=¢64=0, €g41,...,¢p,
y para las filas
m=-=nn=0, Qhy1,..., g

Por otro lado, la matriz L. no tiene divisores elementales ya que, entre sus
menores de orden maximo, hay uno igual a 1 y otro igual a A*, y lo mismo sucede
con la matriz traspuesta LY. Puesto que los divisores elementales de una matriz
casi diagonal por bloques se obtienen uniendo los de los bloques diagonales
individuales (v. Gantmacher vol. 1, chap. 6, p. 143), los divisores elementales
de la A-matriz (3.18) coinciden con los de su parte regular ABy — Ap.

Asf pues, la forma candnica del haz (3.18) estd completamente determinada
por los indices minimales €1, ...,&p,M1,...,7, ¥ los divisores elementales de este
haz o, lo que es lo mismo, del haz estrictamente equivalente AB — A. Como
dos haces que tienen la misma forma candnica son estrictamente equivalentes,
hemos probado el teorema siguiente.

Teorema 3.3.1 (Kronecker). Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Enton-
ces, dos haces arbitrarios \B — A y AB1 — Ay de matrices rectangulares sobre el
cuerpo ¥, de las mismas dimensiones m X n, son estrictamente equivalentes si y
solo si tienen los mismos indices minimales y los mismos divisores elementales
(finitos e infinitos).

A modo de ilustracién, conviene releer el Ejemplo 1.1.4 dado en la seccién 1.1.
Ejemplo 3.3.2. Consideramos el haz siguiente

A0 A1
AB—A:=[0 X+1 Xx+1 0 |,
—1 A+1 XA =)

que tiene rango 3 y cuatro columnas, luego existe un indice minimal por colum-
nas e. Procediendo como en el Ejemplo 1.5.6 mediante operaciones elementales
por filas y columnas obtenemos la forma normal de Smith, a saber

1 0 0 8 8 (1) } 1 0 0 0
010()\B—A)01 1 1=0/\+1 0 01,
_ -1 = )2
| L —x ) o0 0 0 1-X 0
de modo que los invariantes del haz singular AB — A son € = 0 ya que
1 0
1 0
(AB—A) 4= 1ol
0 0
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y los divisores elementales finitos A+ 1, A+ 1 y A — 1. Luego la forma candnica
de Kronecker de este haz es

0 A+1 0 0
MBo—A.=|0 0 A+1 0
0 0 0 A-1

Ahora, para obtener las matrices escalares invertibles P y @) tales que

P(AB — A)Q = AB, — A,

se puede proceder en varios pasos. Primero, procediendo como se indica en el
Caso 2) de la Seccién 3.2, tenemos

T I R

(AB — A) =[{0 A+1 A+1 0
-1 010 0 A+1 X =\
0 0 0 1

A continuacién, se puede aplicar lo visto en la Seccién 2.5 al haz regular

0 A 1
ABo—Ag=[A+1 X+1 0
A+1 A =

Otra posibilidad también es hacer operaciones elementales de filas y columnas
para llegar a obtener el haz A\B, — A., como sigue

0 1 0 } (1) _01 8 0 A+1 0 0
Lo o |oB=A)| o o=l 0 a1
-1 1 -1 0 o0 1 1 0 0 0 A-1

Ahora, en la esquina inferior derecha tenemos A\l — C, siendo C' = (1 1),

y hallando la forma canénica de Jordan de C se tiene que

1 1/2 C,1 1y (-1 0
0 —-1/2 0 -2/ \0 1/)°
Asi pues, hemos obtenido que
P(AB—-A)Q = \B. — A,

para las matrices invertibles siguientes

10 0 0 1 0 (| 0
P=[(o 1 1/2 1 0 0 |=[1/2 172 -1/2|,

00 —1/2) \-1 1 -1 12 —-1/2 1/2

1 0 0 0\ /100 0 1 0 0 0
11 =1 oflfo10 of [0 1 -1 <1
@=1_10 1 ofloo 1 1] =10 1 1

0 0 1 1/\0 00 -2 0 0 1 -1
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3.4. Caracterizacion de los subespacios invarian-
tes de haces cuadrados

Las definiciones siguientes de subespacio invariante fueron avanzadas en la
Seccién 2.6, Ejercicios 2.1, 2.1 y 2.3. Las repetimos con generalidad mayor.
Sean las matrices 4, B € C™*", M un subespacio r—dimensional de C"*!, y
X € C™*" una matriz base de M.

Definiciéon 3.4.1. El haz A\BX — AX serd llamado una restricciéon del haz
AB — A al subespacio M.

Obsérvese que dado el subespacio M, el haz ABX — AX no queda deter-
minado univocamente, ya que la definicién pasa por la eleccién particular de
una matriz base de M; si X’ es otra matriz base de M, entonces los haces
ABX' — AX’' y ABX — AX son estrictamente equivalentes. Asf pues, todas las
restricciones de AB — A a M tienen la misma forma canénica de Kronecker. De-
notamos a esta clase de haces de C[A\]™*" estrictamente equivalentes, mediante
AB — Al pq-

Proposicién 3.4.2. Sean A, B € C"*" matrices tales que el haz A\B — A es
regular, y sea M un subespacio de C"*'. Entonces la clase )\BfA|M no tiene
indices minimales por columnas.

La demostracién forma la parte (iii) del Ejercicio 3.2. Se habra podido leer al
comienzo de la Seccién 2.6, que un subespacio M de C**! se llama subespacio
invariante de un haz cuadrado A\B — A si

dim(AM + BM) < dim M. (3.19)

Veamos que este concepto se llena de significado cuando el haz AB — A es regular.

Teorema 3.4.3. Sean las matrices A, B € C"*" tales que el haz \B — A es
regular, y sea N" un subespacio r—dimensional de C**1. Entonces N es un subes-
pacio invariante del haz A\B — A si y sélo si la clase AB — A|N no tiene indices
minimales por columnas, ni indices minimales por filas mayores que cero, y caso
de tener indices minimales por filas éstos consisten en n — r ceros.

Observacion 3.4.4. La clase A\B — A| N puede tener divisores elementales.
La demostracién del Teorema 3.4.3 es la parte (vi) del Ejercicio 3.2.

Observacion 3.4.5. Siel haz AB— A € C[A\]"*" es regular y M es un subespacio
de C™*!, entonces

dim(AM + BM) > dim M. (3.20)

Para demostrar (3.20) véase la ayuda del Ejercicio 2.3. La desigualdad (3.20)
demuestra que en la definicién de subespacio invariante (“deflating subspace”)
dada por Stewart se deberia usar el signo de igualdad en vez de <, ya que no
hay ningiin subespacio M de C"*! para el que

dim(AM + BM) < dim M. (3.21)

Sin embargo, si el haz AB — A € C[A\]"*™ no es regular puede ocurrir la desigual-
dad estricta (3.21). Lo que es puesto de manifiesto por el teorema siguiente.
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Teorema 3.4.6. Sean A, B € C"*™ matrices cualesquiera y sea M un subes-

pacio de C™*'. Entonces

dim(AM + BM) < dimM

si y solo si el numero de indices minimales por filas no nulos es menor que el

numero de indices minimales por columnas de la clase AB — A|M‘

DEMOSTRACION. Supongamos que dim M = r y sea X € C™"*" una matriz base
de M; consideremos el haz ABX — AX. Existen matrices invertibles R € C™"*"

y S € C™*" que transforman este haz a su forma de Kronecker:
ARBXS — RAX S,
obviamente,
dim(AM + BM) =rg[BX,AX| =rg[RBXS, RAXS].

La forma tipica de (3.22) serd

Ohxg

U%w(ﬂ

t]
RBXS = 0
Iy,

Ny

Ohxg

“)7]éi}

RAXS = [ﬁj
I ()

I

(3.22)
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Por tanto,
rg[RBX S, RAX S| =
p q t S
)SIETSD SURSIED 3D o1
i=g+1 j=h+1 i=1 i=1
p q t s
SUELES SETE SRR 3ED o
i=g+1 j=h+1 i=1 i=1
=q—h+v,
llamando

p q t s
P I E IS 8% w1
i=g+1 j=h+1 i=1 i=1
Este ntimero es la suma de todos los invariantes enteros del sistema completo
de invariantes de ABX — AX. En resumidas cuentas,

dim(AM + BM) =q—h+v;

notemos que g — h es el niimero de indices minimales por filas no nulos.

Observando la forma candnica de Kronecker de un haz rectangular cualquiera
AF —(G se ve que el nimero de columnas del haz debe ser igual a la suma de todos
sus invariantes enteros mas el nimero total de indices minimales por columnas.
Aplicando esta igualdad al haz ABX — AX se tiene que r = p + v, siendo p el
numero total de indices minimales por columnas. De todo esto se deduce que si
q — h < p, se seguira la desigualdad

dim(AM +BM)=q—h+v<p+v=r=dimM.

Reciprocamente, si dim(AM + BM) < dim M, entonces ¢ —h+v < p+v; de
donde g —h <p. O

3.5. Ejercicios

3.1. Sea

22-2 A 0 0o -1
A1 2 -1 -1 A=2 0
AB—A:=|3\—-1 4x—-2 —1 2X-3 0 | € C[\>*.
1 A-1 0 A—=1 0
-1 0 0 0 1

(i) Proceder como en el Ejemplo 1.5.6 para obtener la forma normal de Smith
del haz AB — A. Deducir que AB — A tiene un indice minimal por colum-
nas € = 3, tiene un indice minimal por filas 7 = 1 y no tiene divisores
elementales finitos.

(ii) Aplicar el método de la demostracién del Teorema 3.1.2 para encontrar
matrices P, Q € GL5(C) tales que

P(AB — A)Q = AB, — A,,

donde AB, — A, denota la forma candnica de Kronecker del haz AB — A.
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3.2. Sea N un subespacio (AB — A)-invariante (véase la Seccién 2.6), con
dim (V) = r, y sea V := AN + BN con dim (V) = s, luego s < r. Sea X
una matriz base cualquiera de N, es decir las columnas de X = [x1 e zr},
constituyen una base de N, y sea Y una matriz base cualquiera de V, es decir
las columnas de Y = [y1  --- ys], constituyen una base de V. Consideramos

A anl — I[znxl7 B:F"Xl — anl
U — Au U — Bu

cuyas matrices asociadas, respecto a la base canénica B de F**! | son respecti-
vamente

MB(a)=4 y ME®)=B.
(i) Considerar las restricciones de A y B a N, como sigue

Alpr: N — B Blpar: N — F!

u = Au w  +— Bu

y probar que las matrices asociadas, respecto a las bases X de Ny la
canénica B de F**! | son respectivamente

Mg (Alp7) = AX y Mpg(B|p) = BX.

El haz ABX — AX € F[A]"*" se llama la restriccién del haz AB — A al
subespacio invariante N.

(i) Demostrar que si X’ es otra base de N, entonces
ABX — AX X ABX' — AX'.

(iii) Demostrar que si existe v(A\) € F[A]"*1, v()\) # 0, tal que
(ABX —AX)v(A) =0

entonces (AB — A) Xv(A) = 0 con Xv(A) # 0. Deducir de ahi que si una
restriccién del haz AB — A al subespacio N tiene indices minimales por
columnas, entonces el haz A\B — A también tiene, y por tanto éste ha de
ser un haz singular.

(iv) Considerar ahora las aplicaciones lineales siguientes

Ali N—> V, Bli./\/—> A%
u = Au u +— Bu

cuyas matrices asociadas, respecto a las bases X de Ne Y de V , son
respectivamente

M (A)=A, y M (B,)=DB.

Demostrar que si completamos la matriz base de N, X, hasta una matriz
base P de F"*!, esto es, P = [X y41 -+ 2y, y completamos la
matriz base de V, Y, hasta una matriz base Q de F"*! esto es, Q =
[Y Ys+1 - yn], entonces
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—1 _ >\Bll - All )\B12 - A12
Q 'AB—A)P= [ 0 N — An | (3.23)
donde ABy; — Ay € F[\"*", siendo Aj; := ﬁl}l], By = [Bol], y
QO '(ABX — AX) = PBIO‘ Al] . (3.24)

Aplicando determinantes en (3.23), probar que el haz AB — A es regular si
v sélo si los dos haces AB11 — A11 y ABos — Ags son regulares. Deducir que
AB11 — Ajqq es regular si y sélo si s = r, siendo ABy; — A1; = AB; — A1, en
este caso. Concluir que A es un subespacio invariante de un haz regular
AB — A siy sélo si

dim (AN + BN) = dim (N).

Deducir de (3.24) y del apartado anterior, que si AB— A es regular la forma
candnica de Kronecker del haz ABX — AX sdlo tiene divisores elementales,
los del haz regular ABy — Ay, y n — r indices minimales por filas iguales a
cero.



Capitulo 4

Invariantes por rangos

En este capitulo vamos a exponer un método que permite calcular los inva-
riantes enteros, exponentes de los divisores elementales e indices minimales, de
un haz mediante el calculo de los rangos de determinadas matrices; estas matri-
ces son denominadas de Gantmacher, pues él fue quien primero las consider6 en
su exposicion sobre haces. Para el calculo de los exponentes de los divisores ele-
mentales finitos supondremos que los valores propios del haz son conocidos de
manera exacta. En lo que sigue consideramos F = C, el cuerpo de los nimeros
complejos.

4.1. Definiciones y notaciones

4.1.1. Particiones de enteros
Una particién es una sucesién finita o infinita de enteros no negativos
a=(a,as,...)

ordenados en sentido decreciente y tal que sélo hay un nimero finito de términos
diferentes de cero,

a12a22~~~2a5(a)>0:a£(a)+1:....

Llamamos longitud de a, ¢(a), el nimero de términos de a diferentes de cero.
Si a es una particién, definimos la particion conjugada, a, como la particién
cuya i—ésima componente es
a; = Card{j : a; > i}, i=1,2,....

Si a y b son particiones y m := méx{£(a), £(b)} decimos que a estd mayorada
por b y lo denotamos por a < b si

k k
dai<d> b, k=12....m-1,
i=1 i=1

m m
g a; = E bi;
i1 i=1

79
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decimos que a esta débilmente mayorada por by lo denotamos por a << b si

k k
ZaiSZbi, k:1,2,
i=1 i=1

Es bien conocido (cf. [16, Macdonald, pp. 5,6]), que
a<bsb=<a.

La sumade a y b se denota por a+b y es la particién cuya i-ésima componente
es a; + b;. La union de a y b se denota por a Ub y es la particién obtenida
por reordenacién de todas las componentes de a y b en orden no creciente. Es
también conocido que

aUb=a+b.

4.1.2. Haces de matrices

Un haz de matrices es una matriz polinémica de gtrado menor o igual que
uno; lo denotamos por AB — A o abreviadamente por H; the matrices B y A
pertenecen a C™*" y, de este modo, AB — A € C[\]"*".

El conjunto de C[A]™*™ formado por todas los haces de matrices de tamaio
m X n, serd denotado por P,,x.,.

Decimos que los haces de matrices A\B; — A1, A\By — Ay € P, % son estric-
tamente equivalentes si existen matrices invertibles P € C™*™ and @ € C"*"
such that P()\Bl — Al)Q = )\BQ — AQ.

El rango normal del haz H = AB — A € P,,,xn es el orden del mayor menor
distinto del polinomio cero. Lo denotamos por rgn(AB — A) o rgn(H).

El rango normal, asi definido, coincide con el rango ordinario de AB— A como
matriz cuyos elementos pertenecen a C(\), el cuerpo de fracciones de C[A].

Decimos que un haz H es regular si rgn(H) = n = m. Decimos que H es
regular a derecha si rgn(H) = n < m. Decimos que H es reqular a izquierda si
rgn(H) = m < n. Consecuentemente, un haz es regular si y sélo si es regular
a izquierda y a derecha. En los tres casos, rgn(H) es completo (i.e. igual a
min{m,n}) y, reciprocamente, si rgn(H) es completo el haz H debe pertenecer
a uno (o varios) de lo tres casos citados.

Decimos que un nimero complejo « es valor propio del haz AB — A € P, «n,
si

rg(aB — A) <rgn(AB — A);

y decimos que oo es valor propio del haz AB — A € P,,,«,, si 0 es un valor propio
del haz B — 1A, o equivalentemente si

rg B <rgn(AB — A).

De acuerdo con los Teoremas 2.5.1 y 3.3.1, que provienen de [6, Gantmacher,
Section XII.5], un sistema completo de invariantes para la equivalencia estricta
de haces estd formado por los siguientes tipos de invariantes, asociados a cada
haz H:

(1) Indices minimales por columnas denotados por

612"'267“1>€T‘1+1:"':ET0:0'
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Definimos para i =0,1,2,...

ri = Card{j : ¢; > i}.

Los numeros rg, 71,72, ... se llamaran los r—numeros del haz H. De la de-
finicién de los r; deducimos que las particiones (e1,...,&.,,0,...) y r(H) :=
(r1,...,7¢,,0,...) son conjugadas. Si ry = 0,70 = 0,..., ponemos r(H) := 0,

donde 0 := (0,0,...) es la particién nula; en este caso ry puede ser cero o no.
Del concepto de rango normal tenemos que rg = n — rgn(¥H). Denotaremos por
ci(H) el nimero, rg, de indices minimales por columnas de 3.

(2) Indices minimales por filas denotados por

7712...27]31>7]Sl+1:---:7780:o.
Definimos para i =0,1,2,...

s; := Card{j : n; > i}.

Los nimeros sg, s1, So,... se llamaran los s—numeros del haz H. De la de-
finicién de los s; deducimos que las particiones (11,...,7s,,0,...) v s(H) =
(S1,-++,5,,0,...) son conjugadas. Si s; = 0,52 = 0,..., ponemos s(H) := 0,

donde 0 := (0,0,...) es la particién nula; en este caso sy puede ser cero o no.
Del concepto de rango normal tenemos que sg = m —rgn(H). Denotaremos por
ri(H) el ntimero, sg, de indices minimales por filas de .

(3) Divisores elementales infinitos de la forma

;U/noclw"?//’noouoo7 with noolz"'znooyoo 21

Diremos que
S(00, H) := (Noo1y - -+ s Noovass 0y - - )

es la particién de la caracteristica de Segré del haz J para el valor propio infinito
y su particién conjugada

W (oo, H) := S(00, H) := (Moo1, Moo2, - - -)

es la particién de la caracteristica de Weyr del haz H para el valor propio infinito.
Por tanto mee1 = Veo. Si 00 10 es un valor propio de H, escribimos S(co, H) :=
0y W(oo,H) :=0.
(4) Divisores elementales finitos de la forma

(V=A™ = AD™ v, (A= M)t (A — Ay

conmny > >ny,, >1 (G=1,...,u).
Diremos que
S()\“g‘f) = (n>\i1, . 7’n,\i,,i,o, .. )
es la particién de la caracteristica de Segré del haz H correspondiente al valor
propio A; (i = 1,...,u). Su conjugate particién conjugada

W()\Z,J‘f) = S()\Z,J‘f) = (m)\il,m)\ig, .. )

serd llamada la particién de la caracteristica de Weyr del haz J correspondiente
al valor propio A; (i =1,...,u). Consecuentemente, my,; = vy, (i =1,...,u).



82 CAPITULO 4. INVARIANTES POR RANGOS

Sea C := CU{oc}. El subconjunto de C formado por todos los valores propios
de H serd llamado el espectro del haz H, y serd denotado por o(¥H).
La caracteristica de Segré de H es el sistema de particiones

S(H) := (S, H)) aeo(30)-
La caracteristica de Weyr de 3 es el sistema de particiones
W(:H:) = (W(O‘v:}{))aEU(i}f)'
Generalizamos las notaciones de (3) y (4): Si z € C definimos
| S(z2,%) si ze€o(H)
8(2,30) = { 0 (particién nula) if 2z ¢ o(XH)
y andlogamente
| W(z,H) si zeo(H)
Wiz, 3) = { 0 (particién nula) if z ¢ (%)

Observacion 4.1.1. Un haz regular a derecha H no tiene indices minimales por
columnas, porque 79 = n—rgn(H) y n = rgn(H). Andlogamente, un haz regular
a izquierda no tiene indices minimales por filas. Asi pues, los Unicos invariantes
de un haz regular son los divisores elementales (finitos e infinitos).

Dado un haz H con los invariantes descritos mas arriba, podemos asociarles
un haz en la forma candnica de Kronecker segin se ha expuesto en el Capitulo 3:
(1) Sie; es un indice minimal por columnas > 0, ponemos

A -1

Le; = € Pejx(e;+1)-
A -1

(2) Sin; es un indice minimal por filas > 0, ponemos
-
Ly, = Lnj € Pln;+1)xn;

donde T denota traspuesta.
(3) Si p"=i es un divisor elemental infinito,

-1 A
Ine; (00) 1= A _1 \ € Priocyxnoes’
-1
esto es lo mismo que decir,
Tne; (00) = A, (0) = Iy ;s

siendo J,, ;(0) € C™>i*"<s un bloque de Jordan asociado al valor propio 0.

(4) Si (A — @)™ es un divisor elemental finito,
A—a -1

JFn,; (o) := S Tnajxnaj;
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dicho de otro modo,
JFy, () = My, — Jn,,; (@)
siendo J,

e, (@) € C"eiXMei un bloque de Jordan asociado al valor propio a.
La forma candnica de Kronecker del haz H es el haz

CK(g-C) = dlag(lﬁza J(OO)7 JF)7

donde
= [diag(Lélv s 7L€r1 )7 0(51+---+€,v1)><(r07r1):| )
T
[ { diag(L 7717...,Lml) ] ’
O(so—s1)% (1 441y
J(00) := diag (Jnoo1 (00), s Jnoens (oo))
y

JF = diag (JFuy , (M), oy TFuy A1)y TFy V), ey TFy L () -

Denotamos a la matriz nula p X g por Opxg.

Observacion 4.1.2. La relacién entre el nimero de columnas (respectivamente,
el nimero de filas) de un haz H m X n y sus invariantes enteros es la siguiente:

I(W(e,H))

U(s(31))
Z Z Mok + Z r; + Z s; 4 ci(H) =
i=1

aco(H) k=1
respectivamente,

(W (a,3)) U(x(30)) U(s(30)

Z Z Mak + Z ri + Z Sl—f—l"l

aco(H) k=1

Ejemplo 4.1.3. Segun esta nueva notacion, los invariantes del Ejemplo 1.1.4,
quedarian de este modo:

E1=2>e=1>e3=0, (=1 =2,19=3=ci(H))

m=2>n=1>n1=0>m=0, (= s1=2,s0=4=ri(H))

1,

A (A +2)%
Por tanto, tenemos que

r(H) =(2,1,0,...), s(H)=(2,1,0,...),
W(co,H) =(1,1,1,0,...), W(0,H) = (1,1,0,...) = W(=2,H).

Asi pues,

LW (e, 30)) U(r(30)) U(s(30))

Z Z Mok + Z r; + Z si+ci(H)=T+3+3+3=16,

aco(H) k=1

LW (e, 30)) 1(r(30) U(s(30)

Z Z Mak + Z r; + Z si+ri(H)=74+3+3+4=17.

aco(H) k=1
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4.2. Caracterizaciéon de los invariantes enteros
por rangos

Una caracterizacién de W (o, 3) para a € C y 5 = AB — A un haz regular

(o haz regular a derecha o a izquierda) con B y A matrices reales, viene dado

en [13, Karcanias, Kalogeropoulos|. Estos resultados pueden ser generalizados a
cualquier haz de matrices complejas [18, Pokrzywa).

Definicién 4.2.1. Si A = (a;;) € C**™ y B € CP*? llamamos producto de
Kronecker de Ay B,y lo denotamos por A® B, a la matriz por bloques siguiente

an1B - ainB
A@B = E(Cmpan.

amlB R amnB

Observacion 4.2.2. Destacamos dos propiedades que verifica el producto de Kro-
necker de matrices:
(1) Siempre que se pueden realizar los propuctos AC'y BD, se verifica

(A® B)(C® D) = (AC @ BD). (4.1)
(2) Si Ay B son no singulares, entonces A ® B también lo es y
(Ao B)'=A"1teB "

Sea AB — A € P,,xn ¥ « cualquier nimero complejo. Definimos para k =
1,2

g Ly e

[ aB— A 0 0 i

B aB— A :
P¥(B, A) := 0 B : € Chmxkn,

: - . aB-A 0

i 0 0 B aB—A |

Observemos que
k 0 0
Pa(B,A):Ik®(aB—A)+<I 0)®B, (4.2)
k-1

donde ® es el producto de Kronecker.
Si consideramos oo en lugar de a definimos para k =1,2,...

B o ... ... 0
—-A B :
PE(BA) =] o _4q - - Ik®B< 1131 8)®A€(ckm><kn'
B 0
L 0 0 —-A B |

(4.3)
Para cualquier p € C, escribimos también Pl’f (H) = PZf (B, A).
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Lema 4.2.3. Sean \B :A,)\B — A € Prixn tales que \B — A X \B — A.
Entonces, para todo o € C y para todo k = 1,2, ... se verifica

rg(Py (B, A)) = rg(Py(B, 4)).
DEMOSTRACION. Sean P y Q invertibles tales que
AB — A= P(\B - A)Q,

es decir se cumple que - -
B=PBQ, A=PAQ.

Entonces, considerando las matrices invertibles I, ® P, I ® () obtenemos en
cada caso lo siguiente:
(1) si @ € C, aplicando la propiedad (4.1) y la identidad (4.2), se sigue que

(Lo PIRAB,AReQ) = (hoP)heas-A+( 0 )eB)hed

0 O

=1, ® P(aB—- A)Q + ( It 0

) ® PBQ = P*(B, A).
(2) si @ = o0, aplicando (4.1) y la identidad (4.3) sigue andlogamente
(Ir ® P)PL(B, A)(I; © Q) = Py, (B, A).

Luego, para todo a € C y para todo k = 1,2,..., las matrices P*(B,A) y
PE(B, A) son equivalentes y por tanto tienen el mismo rango.

O

Teorema 4.2.4. Sea \B — A € P, »,. Entonces, para todo o € C y para todo
k=1,2,... se verifica

k
Z/(P:(B,A)) = Zmai + krOa
i=1

donde (Ma1,Ma2, - ..) = W(a, \B—A), r¢ := ci(AB—A) yv(M) := dimKer M =
dim{X € C™*! | MX = 0} denota la nulidad de cualquier matriz M € C™*™,

DEMOSTRACION. Si el haz es regular por la derecha (o equivalentemente,
ro = 0) la demostracién aparece en la seccién 5 de [13, Karcanias,Kalogeropoulos],
para el caso real, y en [18, Corolario 1, Pokrzywa], para el caso complejo.

Si AB — A es un haz cualquiera de P, «,, por el Lema 4.2.3 podemos susti-
tuirlo por un haz estrictamente equivalente a él, por ejemplo su forma canoénica
de Kronecker. Este haz en forma canénica es diag(L, H) siendo H un haz regu-
lar por la derecha y L el haz que recoge los indices minimales por columnas de
AB — A.

Haciendo permutaciones de filas y columnas, para todo a € C y para todo
k=1,2,... obtenemos

v(Py(diag(L, ))) = v(diag(Py (L), Py (H))) = v(Py(L)) + v(Py(H)).
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Por ser H la parte regular por la derecha de AB — A se tiene que

k
v(Py(H)) = me

Por contener L sélo indices minimales por columnas se comprueba facilmente
que
v(PE(L)) = kry.

Asi pues, el resultado queda demostrado.

Notaciéon. Vamos a extender la notacién aB — A para a = oo, definiendo
coB — A:= B.

Teniendo en cuenta este convenio, veamos unas consecuencias importantes del
teorema anterior.

Corolario 4.2.5. Sea \B — A € P,,,xn y a € C. Se verifica:
(i) ma1 =rgn(AB — A) —rg(aB — A),
(ii) « es valor propio de AB — A si y sdlo si
rg(aB — A) <rgn(AB — A).
DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.2.4, para todo o € C se tiene
Ma1 = V(PY(B,A)) —rg = n —1g(aB — A) — 19 = rgn(AB — A) —1g(aB — A).

Como « es valor propio de AB — A si y s6lo si my1 > 0, de la igualdad anterior
se obtiene la equivalencia de (ii).

|

Corolario 4.2.6. Sea AB— A € P,,xn . Para k=1,2,... se tiene que
krgn(AB — A) = mdx rg(P¥(B, A)).
aeC
DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.2.4, para todo o € C y paratodo k =1,2,...
se tiene
k k
rg(PX(B, A)) = kn—v(P}(B, A)) = kn—Y _mai—kro = krgn(AB=A)=Y _ ma;.
i=1 i=1

Por tanto, para todo a € C y para todo k =1,2,. ..
krgn(AB — A) > rg(P*(B, A)),

y se da la igualdad cuando Zle me; = 0, es decir, en el caso en que a no sea
valor propio de A\B — A.
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O

Observacion 4.2.7. En la demostracién anterior se observa que si 5 ¢ o(AB—A)
entonces

rg(Pg(B,A)) =krgn(AB — A) = max rg(P¥(B, A)).
aecC

Si k =1 la igualdad anterior se reduce a

rgn(AB — A) = max rg(aB — A).
aeC
A continuacién, damos sendas caracterizaciones de los r—ntmeros y de los s—
numeros de un haz a partir de determinadas secuencias de nulidades que, como
se demuestra en [14, Karcanias,Kalogeropoulos] para el caso real, tienen relacién
con los valores de los indices minimales por columnas del haz y el nimero de

veces que aparecen cada uno de ellos.
Sea AB — A € P,,«xn. Definimos para k = 1,2, ...

[ B 0o ... ... 0
—-A B
Tk(B,A) — 0 —A .. .. : _ < I(;c >®B_(IO >®A€C(1€+1)m><k:n.
. . . B 0 k
: . —-A B
L0 ... ... 0 —A]

Si H = AB — A también denotaremos Ty (B, A) por Ty (H).

Obsérvese que, para k = 1,2,..., reordenando los k 4+ 1 bloques por filas
de la matriz Ty (B, A), en orden inverso al dado, y después, reordenando los
k bloques por columnas de la matriz resultante, también en orden inverso, se
obtiene finalmente la matriz My_; := Mj_1[AB — A] dada en (3.4). Por tanto,
para k=1,2,..., se tiene

1g(Te(B, A)) = rg(Mr—1[AB — A]).
Mediante una demostraciéon andloga a la del Lema 4.2.3 tenemos el resultado
siguiente.

Lema 4.2.8. Sean A\B — A, AB — A € P,,xn tales que \B — A X \B — A.
Entonces, para todo k =1,2,... se verifica

1g(T(B, A)) = rg(Ti(B, A)).
Teorema 4.2.9. Sea AB— A € P, «p. Entonces, para todo k =1,2,... se tiene

k
v(Ty(B, A)) = krg — Zri,

i=1

donde 1o :=ci(AB — A) y (r1,72,...) :==1r(AB — A).
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DEMOSTRACION. Si denotamos por ¢; el nimero de indices minimales por
columnas iguales a j (j = 0,1,...) es facil ver que segtin el Corolario 3.2 de [14,
Karcanias, Kalogeropoulos], para k = 1,2,. .., se verifica

k—1
V(Te(H)) = v(Te-a(H) = )¢,
j=1

conviniendo que v(Tp(H)) = 0. Teniendo en cuenta este convenio se deduce
facilmente que para k =1,2,...

k—1

v(Tu(H)) =Y (k= j)ej. (4.4)

j=1
Como por la definicién de r—ntimeros tenemos
cg=rj—rit1 =12,
de (4.4), para k =1,2,..., sigue que

k—1

V(T(H)) =Y (k= j)(rj —rjq1) =

Jj=1

k
k(?‘() — 7’1) =+ (/C — 1)(7“1 — 7“2) —+ 4 2(7‘]€,2 — kal) + (’I“k,1 — Tk) =kro— ZTZ'.
=1

O

Teorema 4.2.10. Sea AB — A € Pp,xpn. Entonces, para todo k = 1,2,... se
tiene

k
I/(Tk(BT,AT)) = k‘So - Z Siy
i=1

donde so :=1i(AB — A) y (s1,52,...) :=s(AB — A).

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que si A\BT — A7 es el haz traspuesto
de AB — A los indices minimales por columnas (respectivamente, los r—nimeros)
de ABT — AT coinciden con los indices minimales por filas (respectivamente, los
s—ndmeros) de AB— A. Aplicando ahora el Teorema 4.2.9 se obtiene la igualdad.

O

Para acabar, definimos unas matrices parecidas a las P¥(B, A) y que con-
tienen a éstas en alguno de sus bloques. En funcién de ellas, daremos unos
resultados que arrojan alguna luz sobre el Teorema 4.2.4.

Sean A\B — A € Pyxn ¥ 1,...,q, nlmeros complejos arbitrarios, con
a; # o para i # j, 4,5 € {1,...,¢}. Definimos para k1,...,k; € {1,2,...}
[ PM (B, A) 0 0 T
QkQ,/ﬂ (B) Polfg (Ba A) :
K1k —
Pall,...,aq (Bv A) T 0 ka,kz (B)
: ' P! (B, A) 0
L0 0 Quk,.(B) PY(B,A) |
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donde
0 ... 0 B
0 ... 00
ij+1,k_7~(B) = ) o e Ckir1im)x(kjn)
0 0 0

paraj=1,...,q—1,y
Pkiskg (j—() = Pklv--v(];q (B,A) c C[(k1+"'+kq)m]X[(k1+"'+kq)"],

QA1,..0,Qq Q1yeeny
siH:=AB—-A
Lema 4.2.11. [10, I. de Hoyos] Sea AB — A € P, «xn. Entonces, para cuales-
quiera ay, . .., aq € C distintos y para cualesquiera ky, ... kg € {1,2,...} sigue
que

v(Pyies (B, A)) = v(diag(Pyt (B, A),..., Py (B, A))).

DEMOSTRACION. El resultado sigue, si probamos que las dos matrices tienen
el mismo rango. Se puede hacer tomando AB— A en forma canénica de Kronecker
y pasando de una matriz a otra mediante transformaciones elementales, ya que
éstas conservan el rango.

También se pueden hacer por medio de operaciones elementales por bloques
en la matriz ng;jf,‘ff{; (B, A) hasta obtener diag(P*! (B, A),..., PZfZ(B, A)).

A modo de ejemplo, en el caso particular g =2, k1 = ko =2y a1 = a #
B = as, tomando las matrices invertibles siguientes

(a—B) 31 0 0 0
P 0 (a—B)3L, 0 0
o (a_ﬁ)_ZIm _(a_ﬁ)_ljm Im 0 ’

20— B3I, —(a—B)"2, 0 I,

(a — B)31, 0 0 0

L 0 (a—B)3I, 0 0
Q o _(a_ﬁ)ln (04—6)2]71 In 01"

—21, (a—B)I, 0 I,

se puede comprobar que

aB — A 0 0 0 aB — A 0 0 0
» B  aB-A 0 0 0~ B aB-A 0 0
0 B |BB-A 0 0 0 BB — A 0

0 0 B BB-A 0 0 B BB-A

de aqui que las matrices de partida, PQQZZ(B,A) y diag(P2(B, A), P3(B, A)),
tienen igual rango y nulidad.

O

Lema 4.2.12. [10, I. de Hoyos]. Sea AB — A € P, xn. Sean cualesquiera
ai,...,0q € C distintos y k1, ..., kg € {1,2,...}. Sea k:=ki +-- -+ kq.
Sia; & o(AB — A) para cada i =1,...,q, entonces
K1,enkig _ . _
1g(Pyil ol (B, A)) = k- rgn(AB — A).

ar,...,
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DEMOSTRACION. Por el Lema 4.2.11

q
rg(Piika (B, A)) = Y 1g(PR (B, A)).
=1

Por la Observacién 4.2.7 y por ser a; € o(AB — A) se tiene
rg(PY (B, A)) = kiren(AB—A)  (i=1,...,9).
Como k = ki + -+ - + kq la suma de rangos es krgn(AB — A).
O

Si en lugar de considerar ¢ elementos de C distintos, junto con el niimero
de veces que aparece cada uno, consideramos k nimeros complejos cualesquiera

B1, ..., Bk (no necesariamente distintos) y definimos
[ /1B — A 0 . . 0 i
B BB — A :
Pﬁl7-~-7ﬂk(B’A) = 0 B

: . ,Bk_lB—A 0
0 . 0 B BB — A |

tenemos andlogos resultados a los de los Lemas 4.2.11 y 4.2.12.

Lema 4.2.13. [10]. Sea AB—A € P,xn. Sea S, ..., Bk € C (no necesariamente
distintos) tal que k; de ellos son iguales a o;, (i =1,...,q) ya; # o parai # j.
Entonces se verifica

(i) V(Ps,....p, (B, A)) = v(diag(PE (B, A), ..., Py2(B, A))),
(i1) si B; € o(AB — A)) para todo j =1,...,k se tiene
rg(Pg, .. 3, (B,A)) = krgn(AB — A).

DEMOSTRACION. Basta demostrar mediante transformaciones elementales
que

rg(Ps, .5, (B, A)) = Ptk (B, A)
y aplicar, entonces, los Lemas 4.2.11 y 4.2.12.

4.3. Ejercicios

4.1. Sea AB — A € C[A\]"™*™.

(i) Si AB — A € C[\]™+1D)*" o5 un haz resultante de anadir una fila al haz
AB — A, siendo respectivamente g := ci(AB—A4), (r1,72,...) :=1(AB—A)
y To :=ci(AB — A), (71,72,...) :=1(AB — A), entonces se verifica

70 < 7 (Fo—fl,fQ—Fg,...) =< (7“0—7“1,7“0—7“2,...).
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(ii) SiAB—A € C[\*("*1) es un haz resultante de afiadir una columna al haz
AB— A, siendo respectivamente sg := 1i(AB—A), (s1,52,...) :=s(AB—A)
y 8o :=r1i(AB — A), (51, 82,...) := s(AB — A), entonces se verifica

S0 < So; (50 — 81,80 — 52,...) =< (80 — 81,80 —82,...).

Notas

Los métodos de calculo de los invariantes enteros de un haz mediante rangos
fueron publicados por Karcanias y Kalogeropoulos, y por Pokrzywa en 1986.
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