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Resumen

El objetivo de este proyecto consiste en implementar una aplicaciéon que busca todos los
modelos de una férmula recibida como entrada. Esta férmula de entrada pertenece a la
16gica NatEq, la cual es un subconjunto de la 16gica de primer orden. Esta 16gica consta
de un solo predicado, que es la igualdad. Ademads, no contiene simbolos de funciones,
incluye los cuantificadores universal y existencial, y se interpreta sobre el dominio de los

nameros naturales N.
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1. CAPITULO

Introduccion

El objetivo de este proyecto consiste en implementar una aplicacién que busca todos los
modelos de una férmula recibida como entrada. Esta férmula de entrada pertenece a la
l6gica NatEq, la cual es un subconjunto de la 16gica de primer orden. Esta 16gica consta
de un s6lo predicado, que es la igualdad. Ademads, no contiene simbolos de funciones,
incluye los cuantificadores universal y existencial, y se interpreta sobre el dominio de los

nameros naturales N.

La aplicacion consta de dos partes, la sintactica y la seméntica. La sintctica se encarga de
reconocer la férmula de entrada y construir una estructura virtual que la parte seméntica

resolverd por partes e ird hallando todos los modelos de la férmula de entrada.

La estructura de la memoria se divide en tres partes: La seccion de teoria, donde se explica
la 16gica NatEq; la seccion donde se explica la implementacion de la aplicacion; la seccion
de pruebas. Finalmente, se incluye un anexo con un pequefio tutorial sobre cémo ejecutar

y usar la aplicacion.






2. CAPITULO

Restricciones de igualdad sobre el dominio de los

naturales

La Légica Ecuacional que se presenta y que llamaremos NatEq, consta de un tnico predi-
cado: la igualdad. Incluye los cuantificadores universal y existencial, y su interpretacion
serd sobre el dominio de los nimeros naturales N. Esta 16gica es un subconjunto de la
16gica de primer orden, que nos permitird describir afirmaciones tales como que algunos
“objetos” son distintos o iguales, o que todos ellos son el mismo o lo contario. Un ejemplo

mas concreto puede ser el siguiente:
Para todo x # z existe algun y, tal que y = x.

De aqui en adelante se formalizard el marco sintdctico y semantico donde analizaremos

las férmulas de NatEgq.

2.1. Sintaxis

El alfabeto de NatEq consta de los siguientes simbolos:

= Variables: V = {x1,x2,x3,...}
= Predicados: {=}

= Conectivos logicos: {—,A,V,=, <}
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* —: Negacion

A : Conjuncion

V : Disyuncién

=: Implicacion

<: Doble implicacién
» Cuantificadores: {V,3}

e V : Cuantificador universal

e 7 : Cuantificador existencial

= Simbolos impropios: Paréntesis
La nocién de férmula se define inductivamente con las siguientes reglas:

1. Siendo x; y x; variables, entonces (x; = x») es una férmula.
2. Si F es una férmula, entonces —F también lo es!.
3. Si F y G son férmulas, entonces (F AG) y (F V G), también lo son.

4. SiF es una férmula y x una variable, entonces (VxF) y (3xF) son férmulas.

Las férmulas atdmicas son aquellas que se han construido de acuerdo a laregla 1. Si F es

una férmula y F ocurre como parte de la férmula G, entonces F' es una subformula de G.

El alcance de un cuantificador de una férmula es la subformula a la cual afecta dicho

cuantificador.

Todas las ocurrencias de una variable en una férmula se distinguen por ser ocurrencias li-
bres o ligadas. Una ocurrencia de la variable x en la formula F' es ligada si x ocurre dentro
de una subférmula de F con la forma de VxG o dxG. Una ocurrencia de una variable es
libre si no estd ligada. Una variable esta libre en una férmula si tiene al menos una ocu-
rrencia libre en ella. Una férmula se denomina cerrada o sentencia si no tiene ocurrencias

de una variable libre.

Para interpretar las formulas de NatEq (i.e. para darles una semadntica, esto es, un ‘“‘sig-

nificado”), es necesario interpretar las variables en un dominio fijo. Nuestro dominio es

'A partir de ahora la férmula —=(x; = x,) la escribiremos (x; # x2)
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el conjunto de los nimeros naturales, N, el cual es infinito. Cuando interpretamos todas
las variables libres de un férmula sobre N, entonces podemos establecer un siginificado,
es decir, un valor de verdad para la férmula. Esta explicacion intuitiva se hard formal a

continuacion.

2.2. Semantica

En la 16gica NatEq, una interpretacion Z es una aplicacion parcial de las variables de V
en N.

En otras palabras, Z es una aplicaciéon cuyo dominio es un subconjunto de V' y cuyo
rango es un subconjunto de N. En lo que sigue, se abreviard la notacién de forma que

escribiremos x” en vez de Z(x).

El unico predicado que tiene NatEq, la =, se interpretard como la igualdad clésica entre

naturales.

Fijado el conjunto de variables V = {x;,x2,...,x,}, para expresar las variables libres
de una férmula, a veces serd conveniente indicar las posiciones que ocupan estas va-
riables dentro del conjunto V. Por ello, dada cualquier formula F, el conjunto var(F) =
{i1,12,...ix} indicard, de forma ordenada, las posiciones dentro de V de las variables li-
bres de F. Dicho de otra forma, si var(F) = {i},i2,...ix}, el conjunto de variables libres

de F es {x;,Xiy,...,x; } yademds Vj(1 < j <k —1i; <ijyq).

Sea F una férmula y sea Z una interpretacion. Se dice que Z es apropiada para F' si 7
estd definida para todas las variables libres de F. Ademads, como veremos a continuacion,
el valor de verdad de F segin Z, dependera sélo del valor de Z sobre cada variable libre
de F.

Ejemplo:
Sea F = (Vx1((x; =x2) V (x1 # x2))) una férmula. var(F) = {2} porque la variable x; es

la tnica libre en F. Un ejemplo de interpretacion Z apropiada para F' es la siguiente:

T(xy) = x% =0.

Sea F una férmula e Z una interpretacion apropiada para F'. Para cada subférmula atémica
f que ocurra en F, se denota su valor de verdad bajo la interpretaciéon Z como Z(f), y se

define de la siguiente manera:
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Si f es de la forma (x = y), donde x e y son variables

) cierto sixl =yt
= { falso sixt #yt

Anélogamente, se define el valor de una férmula no atémica F, denotada Z(F), bajo la

interpretacion Z con una definicion inductiva:

1. Si F es de la forma —G, donde G es una férmula, entonces

I(F) - falso s% Z(G) = cierto
cierto siZ(G) = falso
2. Si F es de laforma (GAH), donde Gy H son férmulas, entonces

I(F) _ { cierto si I(G) = ciertoy I(H) — cierto

falso en otro caso.

3. Si F es de laforma (GV H), donde G y H son férmulas, entonces

I(F)=
(F) falso en otro caso.

{ cierto si Z(G) = cierto 6 Z(H) = cierto
4. Si F es de la forma (G = H), donde G y H son férmulas, entonces

I(F) = { cierto siZ(G)= falso 6 Z(H) = cierto

falso en otro caso.

5. Si F es de la forma (G < H), donde G y H son férmulas, entonces

cierto si Z(G) = cierto y Z(H) = cierto
I(F) =< cierto siZ(G)= falso y Z(H)= falso

falso en otro caso.

6. SiF es de la forma (VxG), donde G es una férmula, entonces

I(F) = { cierto si paratodo n € N, Z[n/x|(G) = cierto

falso en otro caso.
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Aqui, Z[n/x| es una interpretaciéon Z’, la cual es idéntica a Z con la excepcién de la

definicién de xZ': No importa si Z estd definida en x o no, se cumple que < =n.

7. SiF tiene la forma (3xG), donde G es una férmula, entonces

I(F) =

cierto i existe al menos un n € N, tal que Z[n/x|(G) = cierto
falso en otro caso.

Aqui, Z[n/x] es como se ha definido en el punto anterior.

Si para una férmula F y una interpretacion apropiada Z tenemos Z(F) = cierto, entonces
se denota como Z |= F (se dice que, F es verdad en Z, o Z es modelo de F). Si toda
interpretacion apropiada para F es modelo de F, entonces se denota como = F (F es
vdlida), en otro caso [~ F. Si al menos hay un modelo para la férmula F', entonces se dice

que F es satisfactible, y en otro caso, insatisfactible o contradictoria.

A partir de ahora, y siempre que no haya confusién, cuando hablemos de una interpreta-

cién para una férmula, supondremos que es una interpretacion apropiada para ella.

2.3. Forma Normal Negativa

A continuacion se presentan unas reglas de transformacion estdndar en la l16gica de primer
orden. Segun la semdntica definida en el apartado anterior es facil comprobar que estas

reglas son validas.
Reglas validas de NatEq:

Dadas dos férmulas F' y G, las siguientes formulas son validas en NatEq:
n 1 F @}F
» 7(FAG) & (-FV-G)
» 7(FVG) & (-F A-G)
= —\(VXF) 54 (Ebc—!F)

= —(IF) & (Va—F)
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Dadas dos formulas F' y G, diremos que F' y G son equivalentes cuando F' < G es una

férmula valida.

Aplicando las reglas anteriores y un razonamiento inductivo es facil demostrar que cual-
quier férmula es equivalente a otra donde las negaciones estdn tinicamente delante de las

subférmulas atomicas.

Definicion: Se dice que F estd en Forma Normal Negativa si F no contiene dobles nega-

ciones y todas las negaciones que aparecen en F' estdn delante de subférmulas atomicas.

Ejemplo:
La férmula —(Vx((x = y) V (3z(x # z)))) no estd en Forma Normal Negativa, pero es

equivalente a otra férmula que si lo esta:
(Tx((x # y) A (Vz(x = 2)))).

Teorema de la Forma Normal Negativa
Toda férmula de NatEq es equivalente a otra férmula de NatEq que estd en Forma Normal

Negativa.

Demostracion del teorema:

Se base en las reglas validas descritas anteriormente. |

2.4. Conjunto de modelos normalizados

El propésito de este trabajo es encontar todas las interpretaciones que son modelo de
una férmula dada, las cuales pueden ser una cantidad infinita. Para ello, tendremos que

representar una cantidad infinita de interpretaciones de manera finita.

Dada una férmula F, con
var(F) = {il,iz,...,ik}

vamos a representar cada interpretacion Z para F con la tupla:

(%7%7 ce 7%)
Ejemplo:
Sea F la férmula F = ((x; = x2) A (x1 # x3)), con var(F) = {1,2,3}. La interpretacion
(2,2,3) es modelo de F. Esto es, (2,2,3) = F. También (4,4,0) = F, pero (6,6,6) [~ F.
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La formula del ejemplo es satisfactible y hay una cantidad infinita de modelos para ella.

Sin embargo, podemos representar a todos ellos de una tnica forma.

Modelo normalizado

Definicion de tupla normalizada

Diremos que una tupla (a,as,...,a;) de naturales estd normalizada cuando se verifique:
1. a) = 0.
2. Dado cualquier j con 1 < j <k, se verifica que si a; € {ay,as,...,a;_1}, entonces
aj=1+max{ay,az,...,a;_1}.

Definicion de modelo normalizado
Dada una férmula F con var(F) = {iy,i2,...,i;}, diremos que la tupla (a;,az,...,a;) de

naturales es un modelo normalizado para F cuando se verifique:

1. (ay,as,...,a;) es una tupla normalizada.
2. (ar,az,...,ar) EF.

En el caso del ejemplo, el dnico modelo normalizado para F seria (0,0, 1).

Se puede demostrar que si una férmula tiene un modelo, entonces tiene un modelo nor-

malizado.

Teorema del modelo normalizado
Dada una férmula F, con var(F) = {iy,i,...,i}, se puede demostrar que existe un mo-

delo para F' si y sélo si existe un modelo normalizado para F'.

Demostracion del teorema

Obviamente, si hay un modelo normalizado para una férmula, entonces existe un mode-
lo para ella. Falta demostrar que si existe un modelo para F, entonces también hay un
modelo normalizado. La demostracion es constructiva. Supongamos que Z es el modelo
para F, representado por la tupla (ay,as,...,a;). El modelo normalizado (dy,dy, ..., dy)
(lo denotaremos 7) se construye de la siguiente forma:

Funcién Normalizar ((a;,az,...,a;))

Construccién del modelo normalizado a partir del modelo Z.
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T:=(2,2...,7;
max = 0;
for iin 1..k loop
if Vj(1 <j<i—aj+#a;) then
Cambiar ? por max en todas las posiciones p de 7 tales que dp = d;
max .= max—+1;
end if;
end loop;

devolver 7 ;
Tenemos que justificar que la tupla 7 constuida es un modelo normalizado para F'.

1. El bucle mantiene como invariante que para cualquier i y j se verifica que
ai=a; < d,‘ =d j
Por lo tanto 7 |= F.

2. a; = 0 por construccion.

3. El bucle mantiene como invariante que al terminar la i-esima vuelta, con i > 2
max = max{dy,dy,...,a 1} + 1.

En el caso i = 1, max = 1. Por lo tanto, d; es algin valor previo que es menor

o igual a max — 1 o bien, en el cuerpo del bucle, se le asigna la cantidad max.
[ |

Ejemplo

7=1{3,2,1,2,0,1}
1=1{2,2,2,2,2,?
7=1{0,2,2,2,2,2Y max=0;i=1
{0,1,2,1,2,2y max = 1;i =2
{0,1,2,1,2,2} max =2;i =3
{0,1,2,1,3,2} max=3;i=4
={0,1,2,1,3,2} max=3;i=35

N NN N
I
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7=1{0,1,2,1,3,2} max=3;i =6

Conjunto de modelos normalizados para una férmula valida

Supongamos que F es la formula ((x; = x2) V (x1 # x2)) A ((x] = x3) V (x] # x3)) con
var(F) ={1,2,3}. F es valida y por tanto todas las interpretaciones para F' son modelos
de la misma. Sin embargo, por el teorema anterior sabemos que podemos representar al
conjunto de todos los modelos con el conjunto de todos los modelos normalizados. En

este caso el conjunto:
T3 = {(07070)7 (0707 1)7 (07 170)7 (Oa L, 1)7 (07 172)}

No hay mas modelos normalizados con tres variables, porque a x| necesariamente hay
que asignarle un O (punto (1) de la definicion de tupla normalizada). Fijado el valor de x,
a la variable x; s6lo se le puede asignar o bien 0, o bien 1 para cumplir el punto (2) de la
definicion. Si a x; se le asigna el valor 0, el mdximo de valores asignados hasta ahora es
0, y para cumplir el punto (2) de la definicion, a x3 s6lo se le puede asignar o bien el 0 o
bien el 1. Sin embargo, si a x; se le asigna el valor 1, entonces x3 puede moverse entre los
valores {0, 1,2}.

Todos los modelos normalizados para tres variables se pueden construir facilmente por

medio de un drbol Aj.

{0,max =0}

{0,max =0} {1,max =1}

e
{0,max =0} {1,max=1}

{0,max=1} {l,max=1} {2,max=2}

Estas ideas se pueden generalizar a cualquier nimero de variables. Por ejemplo el drbol
A4 tendria un nivel méas donde cada hoja tendria los hijos correspondientes. Por ejemplo
la hoja {2,max = 2} pasarfa a tener cuatro hijos: {0,max = 2},{1,max = 2},{2,max =
2},{3,max = 3}.
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El conjunto de todos los modelos normalizados para 4 variables seria el siguiente:

(0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,1,1), (0,0,1,2),
Ta=< (0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,1,0,2), (0,1,1,0), (0,1,1,1),
(0,1,1,2), (0,1,2,0), (0,1,2,1), (0,1,2,2), (0,1,2,3)

En general la construccién de 7, se hace a partir del arbol .4,,. Mediante .A,, somos ca-
paces de construir todos los modelos de 7,. Cada camino del arbol A,, genera uno de los
modelos de 7, y todos los modelos de 7, se pueden obtener a partir de los diferentes
caminos del arbol A,,. Siguiendo los diferentes caminos del arbol, el nodo de profundidad
i indica el valor que va a tener en la posicion i el modelo generado a partir de ese camino,
donde 1 < i < n. Un nodo a profundidad i — 1, con valor j, y médximo valor max en el
camino que va de la raiz a j, genera max + 2 hijos a profundidad i, de los cuales max + 1
nodos tendrdn un valor del intervalo [0, max] sin que ese valor se repita entre sus hermanos
y un miximo valor hasta el momento de max. El otro nodo, tendrd un valor de max+ 1y

un maximo valor del camino de max + 1.

{j,max}

{0,max} {1, max} {...,max} {max,max} {max+1,max+1}

La primera posicién de cada nodo indica el valor que tiene, y la segunda el mdximo valor

del camino hasta el momento.

Sabiendo cémo se construye el arbol 4,,, podemos calcular la cantidad de modelos que

forman el conjunto 7, pues éstos coinciden con el nimero de hojas de A,,.

Niimero de modelos posibles para n variables

Definimos el valor f(m,k) como el nimero de modelos posibles a los que les falta por
asignar las m+- 1 tltimas variables {x;,,...,x; ., }, y que hasta ahora han asignado k como
valor méaximo. Por ejemplo el cardinal del conjunto 73 es exactamente f(2,0) porque
faltan por asignar 3 variables y el maximo valor asignado hasta ahora es 0. El cardinal de

T4 es exactamente f(3,0) y asi sucesivamente.

Vamos a encontrar la regla de recurrencia que debe cumplir la funcién f. En general para

calcular f(m,k) podemos asignar a la variable x;,
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(1) o bien los valores del intervalo [0, k], quedando por asignar las variables {x;,,...,x; ., }

y habiendo usado como valor mdximo k.

(2) o bien el valor k+ 1, quedando por asignar las variables {x;,,...,x;, , } y habiendo

usado como valor maximo k -+ 1.

El célculo de (1) se corresponde con (k+ 1) f(m — 1,k) mientras que el cdlculo de (2) se

corresponde con f(m— 1,k+ 1). Por tanto la regla serfa:

Param =1, f(1,k) = k+ 2. La recurrencia quedaria:

f(0,k) =1

fimk)=(k+1)f(m—1,k)+ f(m—1,k+1)

Efectivamente, | 75| = f(1,0) =2; | 73| = f(2,0) = f(1,0)+ f(1,1) =2+3 = 5. Aplican-
dolarecurrencia | 74| = f(3,0) = f(2,0)+ f(2,1) =5+ f(2,1) =5+2f(1, 1)+ f(1,2) =
54+ 6+4 = 15. Para 5 variables, |Ts| = f(4,0) = £(3,0) + f(3,1) = 15+ f(3,1) =
154 2£(2,1) + £(2,2) = 15420+ £(2,2) = 35+ £(2,2) = 35+ 3f(1,2) + f(1,3) =

35+12+45=52.

Para terminar esta seccion vamos a dar una idea del orden de crecimiento de la funcién
f(m,k). Usando una prueba por induccién sobre m, se pude demostrar la siguiente pro-
piedad.

Propiedad: Vin > 0Vk >0: (k+1)" < f(m,k) < (k+m+1)"
Conjunto de modelos normalizados para cualquier formula

En esta seccion vamos a explicar como se construye el conjunto de todos los modelos

normalizados de una férmula de NatEq.
Previamente, vamos a fijar alguna notacién relativa a operaciones sobre tuplas.
Definiciones de operaciones sobre tuplas

Sean @ = (a1,as,...,ay,) y b= (b1,b,...,b,) dos tuplas de naturales.

= La concatenacién de dos tuplas: Geb = (aj,az,...,am,b1,ba,...,b,).
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= La permutaci6n de una tupla: Py; ;. ; 1(@) = (@i, di,; - -, ai,). La permutacién
P12,....m)» que se corresponde con el orden preestablecido entre las m variables,

se identificara con P.

= La permutacién de un conjunto de tuplas: Py, i, i y(B) = {Py; , . i.1(a) 1 a €
E}. P(E) es la reordenacion de todas las tuplas de E segin el orden preestablecido

entre las variables.
= La proyeccion de una tupla: 7;(@) = Normalizar((a,ay,...,a;—1,ai11,-..,dm))
= La proyeccién de un conjunto de tuplas: J;(E) = {J;(a) :a € E'}
» La expansion n-ésima de un conjunto de tuplas: £,(A) se define inductivamente.

» &(A)={a:acA}.
* En1(A)={(b1,...,by)e(2): (b1,...,by) € En(A)NO <z < 1+4max{by,...,b; } }.

Ejemplo
SiA={(0,0,1)}, entonces & (A) ={(0,0,1)}; & (A) ={(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,1,2)};

(0,0,1,0,0), (0,0,1,0,1), (0,0,1,0,2),
&(A)=1< (0,0,1,1,0), (0,0,1,1,1), (0,0,1,1,2),
(0,0,1,2,0), (0,0,1,2,1), (0,0,1,2,2), (0,0,1,2,3)

y asi sucesivamente.

Definicion de la unién ordenada de variables libres

Dadas dos férmulas G y H, con var(G) = {iy,iz,...im} y var(H) = {j1, j2,... jr}. El
conjunto var(G) + var(H ) corresponde a la unién conjuntista de los indices de var(G) y
var(H) donde el orden establecido es primero los indices de G, y después los indices de

H que no estén en G.

Ejemplo
Supongamos V = {x1,x2,X3,X4,X5}, G = ((x1 = x2) A (x1 #x5)) y H = (x3 = x1). Enton-
cesvar(G) ={1,2,5},var(H) = {1,3} y var(G) +var(H) = {1,2,5,3}. La permutacién

I, que se refiere al orden preestablecido por V' es exactamente Py 5 3 53
La definicién de unién ordenada permire asegurar la siguiente propiedad.

Propiedad de la unién ordenada de variables libres
Dadas dos férmulas G y H, los conjuntos var(G) + var(H) y var(H) 4+ var(G) contienen

las mismas variables, aunque puede ser que en diferente orden.
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A continuacién vamos a definir, por induccién en la estructura de las férmulas de NatEq,

el conjunto de todos los modelos de una férmula F. Lo denotaremos por M.

Por motivos de eficiencia, la construccion se hace a partir de la férmula equivalente a F
que estd en Forma Normal Negativa. Por tanto, la negacion sélo aparecerd en las subfor-

mulas atdmicas. La construccion es como sigue:

Modelos normalizados de una férmula de NatEq

= Si F es de la forma (x = x), entonces Mg = {(0)}.

= Si F es de la forma (x # x), entonces Mg = &.

= Si F esde laforma (x = z), entonces M = {(0,0)}.
= Si F esde laforma (x # z), entonces M = {(0,1)}.

= Sean G y H dos férmulas, con |var(G) —var(H)| = p, |var(H) —var(G)| = ¢, donde
E4(M) contiene la expansién de los modelos de G a las variables var(G) +var(H)
y £,(Mp) contiene la expansion de los modelos de H a las variables var(H) +
var(G).

* Si F es de la forma (G A H), entonces
Man = Normalizar(P(E,(M))) N Normalizar (P(E,(Mp)))
* Si F es de la forma (G V H), entonces

Myvr = Normalizar(P(E,(M))) UNormalizar (P(E,(Mp)))
» Si F es de la forma F = (Vx; G), con var(G) = {g1,82,---,8i,---»8k} Y J = &i,
entonces Mr = {g: 8 € Ji(Mc) NEI(Z) € Plg, grrgi1.giirgigit (MG}

s Si F es de la forma F = (Elxj G), con var(G) = {g1,82,---,8i»---»8k} Y J = &is
entonces Mp ={g:g € Ji(Mg)}

Ejemplo
Sean G y H las formulas del ejemplo anterior. El conjunto de variables libres es V =

{x1,%2,x3,x4,x5}, G = ((x1 =x2) A (x] # x5)) y H = (x3 = x1). Entonces,

= var(G) ={1,2,5}
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» var(H) ={1,3}

w |var(G) —var(H)| = |{2,5}| =2

» var(H)+var(G) = {1,3,2,5}, Este es el orden de la expansion & (Mpg).
- [var(H) —var(G)] = {3} = 1

» var(G)+var(H) = {1,2,5,3}. Este es el orden de la expansién £} (Mg).
= Mg={(0,0,1)}

= Mp={(0,0)}

» P(E(Mg)) =P(&1({(0,0,1)}) =P({(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,1,2)})
={(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,0,2,1)}. Esta dltima igualdad es debida a que se per-
muta el orden de las variables {1,2,5,3} por {1,2,3,5}. Una vez normalizado el
conjunto obtenemos {(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,0,1,2)}.

= P(&(Mnu)) =P(&({(0,0)}) =P(£({(0,0,0),(0,0,1)})

— P{(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,1,2)})

={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,0,2)}, que ya se encuentra nor-
malizado. Esta tltima igualdad es debida a que se permuta el orden de las variables
{1,3,2,5} por {1,2,3,5}.

. MG/\H = {(0707071)}
= Mgvu=1{(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,0,1,2),(0,0,0,0),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,0,2)}
Ejemplo

Sean las féormulas F', G y H. El conjunto de variables libres es V = {x1,x2,x3}, F = Vx,H,
G=3dnH yH = ((x; =x2) V (x1] # x3)). Entonces,

var(H) = {1,2,3}

Mgy ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(0,1,2)}

P{l,3,2}<MH) = {(0,0,0),(0, 170)} (07 1, 1)7<0>271)}

Normalizar(Py; 35, (Mp)) = {(0,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(0,1,2)}

j2(MH) = {(070)7 (07 1)}
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51((07())) = {(07070)7 (Oa()? 1)}
51((07 1)) = {(07 170)7(07 L, 1)7(07 172)}

Mg ={(0,0)}. Esto es debido a que no todos los modelos de la expansién (0, 1)

se encuentran en Normalizar(Py; 32, (Mpy)).

Mg = jZ(MH) = {(070)7(07 1)}

Vamos a justificar la correccion de la construccién de los modelos normalizados de una

férmula de NatEgq.

La construccion de los modelos normalizados de una formula es correcta

Si F es de la forma (x # x), es obvio que no hay ningtiin modelo normalizado F.
Por lo tanto, Mr = @.

Si F es de la forma (x = x), el tinico modelo normalizado de F es My = {(0)}.

Si F es de la forma (x = z) 6 (x # z), es obvio que el inico modelo normalizado de
Fes Mr={(0,0)} 6 Mr ={(0,1)} respectivamente.

Si F es de la forma (GAH) 6 (GV H), vamos a justificar que cada paso que da-
mos en la construccion de Mgag 6 Mgyn es correcto. Los conjuntos &,(Mg)
y €p(Mp) contienen la expansién de los modelos de G a las variables var(G) +
var(H) y la expansion de los modelos de H a las variables var(H) + var(G) res-
pectivamente. Segun la propiedad de la union ordenada de variables libres, ambos
conjuntos contienen las mismas variables aunque en diferente orden. Si aplicamos
la reordenacién P a ambos conjuntos, conseguimos el mismo orden en los dos. Por
tanto, P(,(Mg)) y P(€,(Mp) contienen todos los modelos de G expandidos a
las variables de H y todos los modelos de H expandidos a las variables de G res-
pectivamente, y ademds en el mismo orden. Por lo tanto, Normalizar(P(£,(Mg)))
contiene todos los modelos normalizados de G expandidos a las variables de H y
Normalizar(P(E,(Mpy))) contiene todos los modelos normalizados de H expan-
didos a las variables de G. Como el orden de las variables en las tuplas de estos
cojuntos es el mismo, si intersecamos ambos obtenemos todos los modelos norma-
lizados de G A H. De la misma forma, si unimos ambos conjuntos obtenemos todos

los modelos normalizados de GV H. Concluimos pues que

Mgnr = Normalizar(P(€,(M))) NNormalizar (P(E,(Mp)))
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M vu = Normalizar (P(E,(M))) UNormalizar(P(E,(Mp)))

son definiciones correctas.

Si F es de la forma Vx;G, vamos a justificar que cada paso que damos en la
construccién de My es correcto. Como j = g;, el conjunto J;(Mg) contiene la
proyeccién de los modelos de G en la variable x;, y el conjunto Normalizar(
P{g1.,gz,..--,gifl,gm.,-~-.,gk,gi}(MG>) contiene los modelos de G de tal manera que la
variable x; estd representada en la tltima posicion. Asi pues, M estard compuesto
por aquellos modelos de J;(M) cuya expansion estén totalmente contenidas en
Normahzar( P{glag27---agi—17gi+l7---1gk7gi} (MG>)

Si F es de la forma dx;G, vamos a justificar que cada paso que damos en la construc-
cion de M es correcto. Como j = g;, el conjunto J;(M ) contiene la proyeccion
de los modelos de G en la variable x;. Por lo tanto, Mr = Ji(Mg).



3. CAPITULO

Implementacion

En esta seccidn se presenta la implementacion, que estd estructurada en dos paquetes o
moddulos principales. El médulo sintéctico, el parser, que analiza las formulas introducidas
por la entrada estdndar y se encarga de reconocerlas, y el médulo semdntico, se encarga

de buscar todos los modelos de las formulas reconocidas.

3.1. Modulo sintactico

En el médulo sintictico, se va a definir una sola clase, que es la principal del programa. En
ella se implementa un Autémata Finito Determinista, que serd el analizador 1éxico, para
determinar los diferentes tipos de tokens que se encuentran en la entrada, y una gramatica
concreta, para generar la estructura de la férmula al terminar cada regla de derivacion.
Este médulo sintdctico nos permite escribir las férmulas sin tener que escribirla entre
paréntesis a pesar de que la 16gica no esté definida de esa manera. Esto se ha hecho para

una mayor comodidad a la hora de escribir las férmulas.

3.1.1. Analizador Iéxico

Se definen los diferentes tokens admitidos y se reconocen mediante el Autémata Finito

Determinista.

19
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Implementacién

La siguiente tabla muestra el nombre de los diferentes tokens y la cadena de caracteres

que le corresponde a cada uno.

En la siguiente imagen, se observa los estados y transiciones del AFD.

Nombre Cadena de caracteres
Id [A-Za-z][A-Za-z0-9]*
Implicacion ->

Doblelmplicacién | <->

ParaTodo @

Existe Y%

ParentAbrir (

ParentCerrar )

Igual =

Diferente !

Conjuncién &

Disyuncién I

Negacion =

Tabla 3.1: Los diferentes tokens
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@
- <
= - @ [A-Za-z0-9]

[A-Za-2z]

A«

)

)

() o

“ox

(@——=()

Implicacian
ParentAbri \
- OO e
@ @ Doblelmplicacidn
Existe

Figura 3.1: AFD del analizador Iéxico.

3.1.2. Gramatica

A continuacidn se presenta la gramatica no ambigua, en la notacién de Backus-Naur, que
se ha implementado para parsear la entrada. Esta gramdtica hace un andlisis sintdctico

descendente predictivo.

<F> 1= <G><F2>
<F2> = “<>"<PF>
I
<G> 1= <H><G2>
<G2> = “>7<G>
I
<H> := <I><H2>
<H2> = “I”<H>
I
<> = <I><12>
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<12>

<J>

<id>
<idAux>

<letra>

“&” <I>
“=7 <J>

“@” <id>“(” <F>*)”
“%” <id>“(" <F>*)”
“C’ <F>)”

<id>*“!” <id>
<id>“=" <id>
<letra><idAux>
<letra><idAux>

<digito><idAux>

[IP2)

66b”

[IP%2)

4‘d,7

€6 9

66f’7

[IP=i)
G‘h,’
[13%4]

(13424

4‘k?’
661”

€_.”
n

2

13

29

2

o <5 o

€6

—

[IP%4]
S

[I7%2)

—

(1))

=1

[,

<

<

€, ”

>
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<digito> =

[

€%

‘GA”
‘GB”
‘GC,7
“D”
G‘E”
“F”
‘CG”
G‘H”
‘GI?’
G‘J”
‘GK”
“L”
“M”
“N”
560”
“P”
‘CQ”
G‘R’,
‘GS”
G‘T”
‘GU”
‘GV”
“W”
‘GX”
56Y”
“Z”
‘40”
GGl 29
‘62”
“3,5
‘64”
‘65”
G‘6’5
‘67”
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| 668”
| ‘49”

Las reglas de derivacion <id>, <idAux>, <letra>y <digito>s6lo estdn puestas para ilustrar
como se derivan. En la implementacién de la gramética no existen dichas reglas, ya que

es el analizador 1éxico quien se encarga de ello.

Ejemplo derivacion
a=b | b=c & c=d

F
G F2
|
/\ é
H G2

)

I H?2
PN /\
J 12
I~
id = id & H
o Py
a b
1 H?2
/\ |
J 12 <
T /\
| | o
b ¢ J n
I
id = id &
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3.1.3. Abstracciones funcionales

A medida que la entrada se va analizando carédcter por caracter y se van identificando
los tokens, se va generando la estructura de la férmula. Para ello, es necesario ejecutar
unas instrucciones después de la derivacion de cada regla. Dichas instrucciones utilizaran
la estructura de datos definida en el médulo seméntico. Las diferentes instrucciones a

ejecutar son:

= Biconditional(Formula f1, Formula f2): genera un objeto Biconditional con las fér-

mulas f1 y f2 como atributos.

= Implication(Formula f1, Formula f2): genera un objeto Implication con las férmulas

fl y f2 como atributos.

= Or(Formula f1, Formula f2): genera un objeto Or con las férmulas f1 y f2 como

atributos.

= And(Formula f1, Formula f2): genera un objeto And con las férmulas f1 y f2 como

atributos.

= Negation(Formula f1): genera un objeto Negation con la férmulas f1 como atributo.

= Forall(String varName, Formula f): genera un objeto Forall con el nombre de varia-

ble dado por varName y con la férmula f como atributos.

= Exists(String varName, Formula f): genera un objeto Exists con el nombre de va-

riable dado por varName y con la férmula f como atributos.

= Equals(String varNamel, String varName?2): genera un objeto Equals con los nom-

bres de variables dados por varNamel y varName2 como atributos.

= Notequals(String varName1, String varName2): genera un objeto Notequals con los

nombres de variables dados por varNamel y varName2 como atributos.

Todas estas instrucciones devuelven un objeto de su propia clase. Estas clases heredan de

la clase Formula, que mds adelante se explicard su estructura de datos.
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3.1.4. Atributos

Para poder guardar en memoria los objetos generados con las instrucciones intermedias,

se definen una serie de atributos, que son los siguientes:

Terminal | Atributo | Tipo Contenido

F form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
F2 form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
G form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
G2 form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
H form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
H2 form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
I form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
12 form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
J form Sintetizado | Objeto Formula que se genera.
id varName | Léxico El nombre de la variable del identificador.

Tabla 3.3: Atributos de la gramatica.

Una vez parseada la entrada, tendremos un objeto Formula que representard, en forma de

arbol, a la férmula introducida.

3.1.5. Esquema de Traduccidn Dirigido por la Sintaxis

Este esquema de traduccion, especifica el cédigo intermedio que se ejecutard tras realizar

una derivacion.

<F>

<F2>

<G>

<G2>

<G><F2>

“<->” <F>

<H><G2>

“>” <G>

{if( F2.form!=null)
Eform = new Biconditional(G.form, F2.form);

else FEform = G.form; }
{F2.form = Fform,}

{F2.form = null;}
{if(G2.form!=null)
G.form = new Implication(H.form, G2.form);

else G.form = H.form;}
{G2.form = G.form;}

{G2.form = null;}
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<H>

<H2>

<I>

<I2>

<J>

<id>
<idAux>

<letra>

<I><H2>

‘6|9’

<H>

<I><I2>

56&,’ <I>
‘C_|” <J>

G‘@” <id>64(” <F>“)’,
(X3 %9? <id>6‘(3’ <F>66)’9
“(97 <F>‘6)’,

<1d>“1” <1d>

<id>“=" <id>

<letra><idAux>
<letra><idAux>

<digito><idAux>

[IPh]

‘Gb”

[IPei]

‘Gd”

[XPb]

‘Gf”

(I
Géh”
[13%4]

[13%4]

G‘k”
‘61”

(13 2

{iftH2.form!=null)
H.form = new Implication(l.form, H2.form);

else H.form = I.form;}
{H2.form = H.form;,}

{H2.form = null;}

{if(12.form!=null)

Lform = new Implication(J.form, 12.form);
else I.form = J.form,}

{12.form = I.form;}

{12.form = null;}

{J.form = new Negation(J1.form), }

{J.form = new Forall(id.varName, F.form);}
{J.form = new Exists(id.varName, F.form), }
{J.form = Fform;}

{J.form = new Notequals(

idy.varName, idy.varName); }
{J.form = new Equals(

idy.varName, idy.varName); }
{id.varName = letra.nombre + idAux.nombre,}

{idAux.nombre = letra.nombre +

idAux.nombre;}
{idAux.nombre = digito.nombre +

idAux.nombre;)}
{idAux.nombre = “”;

{letra.nombre = “a”;}
{letra.nombre = “b”;}
{letra.nombre = “c”;}
{letra.nombre = “d” ;)
{letra.nombre = “e”;}
{letra.nombre = “f”;

{letra.nombre = “g”;}
{letra.nombre = “h”;}
{letra.nombre = “i”;}
{letra.nombre = “j”;}
{letra.nombre = “k”;}
{letra.nombre = “1”;}

{letra.nombre = “m”;
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6_.”

3

29

29

2

o g o s

€

-

[Pl
S

[Ia)
t

(=)

66A’
“B”
4‘C’9
GGD”
“E”
4‘F7’
G‘G”
66H”
44157
4‘]’?
“K”
“L”
4‘M’9
66N”
‘GO”
4‘P7’
C‘Q”
66R9’
4‘S?7
GGT”
66U”
‘CV”
4‘W”

{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre
{letra.nombre

{letra.nombre

“B”:)
“C”;:}
“D”;)
“E”:)
“F7:)
“G”;:}
“H”:)
“17:}

“J7:)

“K”;)
“L”:)

“M”;)
“N”:}
“0”;:)
“p7:)
“0”;}
“R”:)
“S7:}

“T7:}

“U”;:)
“yre)
“Wr:)
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| “X” {letra.nombre = “X”;}
| “Y” {letra.nombre = “Y”;}
| “Z” {letranombre = “Z”;}
<digito> = “0” {digito.nombre = “0”;}
| “1” {digito.nombre = “1”;}
| “2” {digito.nombre = “27;}
| “3” {digito.nombre = “37;}
| “4” {digito.nombre = “4”;}
| “5” {digito.nombre = “57;}
| “6” {digito.nombre = “6”;}
| “7” {digito.nombre = “7”;}
| “8” {digito.nombre = “8”;}
| “9” {digito.nombre = “9”;}

De manera andloga que en la gramatica, las reglas de derivacion <id>, <idAux>, <le-
tra>y <digito>estan puestas para ilustrar el cédigo intermedio que generarian, aunque es

el analizador 1éxico quien se encarga de darle un valor al atributo de <id>.
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3.2. Modulo semantico

Este modulo serd el que se encargue de resolver el problema principal: encontrar todos
los modelos para una férmula dada. En este médulo se implementa la estructura de datos

de las férmulas y la estructura de datos auxiliar.

3.2.1. Estructura de datos de las férmulas

Gracias a la orientacion a objetos y polimorfismo de Java, se ha podido implementar fa-
cilmente la estructura de una férmula. Se han detectado e identificado los diferentes tipos

de férmulas que hay en la 16gica, con lo que se ha podido definir la siguiente jerarquia:

s Formula

* Negation

» EqualityOperator
o Equals
o Notequals

* LogicalOperator

o And

o Or

o Implication
o Biconditional

e Quantifier

o Forall

o Exists

La siguiente imagen muestra el diagrama de clases UML que representa la estructura de

datos de la férmula.
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A continuacion se explica el funcionamiento de las clases.

Formula

Es la clase padre. Después de que el analizador sintactico haya parseado la férmula de la

entrada, se obtiene un objeto de la clase Formula con la estructura correspondiente. En

este punto, se han de calcular los modelos para ese objeto Formula, llamando al método

evaluate().
Modificador| Atributo Descripcion
Protected Relation rel Atributo donde se almacenardn los modelos de la
férmula.
Protected VarList varList Atributo donde se almacenard la lista de variables
que aparecen en la férmula.
Tabla 3.5: Atributos de la clase Formula.
Modificador | Método Descripcion
Public Formula() Constructora.
Public Relation getRel() Devuelve los modelos de la férmula.
Public setRel( Asigna los modelos que se le pasan por parametro.
Relation rel)
Public VarList Devuelve la lista de variables que aparecen en la for-
getVarList() mula.
Public setVarList( Asigna la lista de variables que se le pasa por para-
VarList varList) metro.
Public abs- | evaluate() Calcula todos los modelos de la féormula.
tract
Public abs- | toString() Representacion de la férmula en formato de texto.
tract
Public print() Imprime, por la entrada estandar, la lista de varia-
bles y todos los modelos de la férmula.
Private printVars() Imprime, por la entrada estdndar, la lista de varia-
bles.
Private printRel() Imprime, por la entrada estdndar, todos los modelos
de la féormula.
Tabla 3.6: Métodos de la clase Formula.
Negation

Clase que extiende directamente la clase Formula. Se le afiade un nuevo atributo e imple-
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menta los métodos abstractos.

Modificador

Atributo

Descripcion

Protected

Formula formula

Férmula a negar.

Tabla 3.7: Atributos de la clase Negation.

Modificador| Método Descripcion

Public Negation() Constructora. Crea una nueva instancia de la clase e
inicializa los atributos.

Public evaluate() Calcula los modelos de la férmula en forma normal
negativa. A la hora de evaluar una negacion, primero
se calcula la forma normal negativa, y después se
calculan los modelos.

Public toString() Representacion de la formula en formato de texto.
Ejemplo: —~(a=b)

Tabla 3.8: Métodos de la clase Negation.
EqualityOperator

Es una clase abstracta. Extiende directamente la clase Formula. Se le afladen dos nuevos

atributos, que serdn las variables con las que se va a operar.

String varl,
String var2)

Modificador| Atributo Descripcion

Public String varl Primera variable. Representa a la variable de la iz-
quierda.

Public String var2 Segunda variable. Representa a la variable de la de-
recha.

Tabla 3.9: Atributos de la clase EqualityOperator.
Modificador| Método Descripcion
Public EqualityOperator( | Constructora.

Tabla 3.10: Métodos de la clase EqualityOperator.
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Equals

Clase que extiende EqualityOperator. Es el predicado de la igualdad entre dos variables.

Modificador

Método

Descripcion

Public

Equals(
String varl,
String var2)

Constructora.

Public evaluate() Calcula el modelo de la férmula.
Public toString() Representacion de la formula en formato de texto.
Ejemplo: a=b
Tabla 3.11: Métodos de la clase Equals.

A la hora de evaluar una igualdad, se comprueba si las variables son iguales. En caso de

serlo, el modelo generado es 0,0, si no, 0.

Notequals

Clase que extiende EqualityOperator. Es el predicado de la igualdad entre dos variables.

Modificador | Método Descripcion
Public Equals( Constructora.
String varl,
String var2)
Public evaluate() Calcula el modelo de la féormula.
Public toString() Representacion de la férmula en formato de texto.
Ejemplo: alb

Tabla 3.12: Métodos de la clase Notequals.

A la hora de evaluar una desigualdad, se comprueba si las variables son iguales. En caso

de serlo, no se genera ningiin modelo, ya que no existe. Por lo contrario, si son diferentes,

el modelo generado es 0,1

LogicalOperator

Es una clase abstracta. Extiende directamente de la clase Formula. Esta formula necesita

de dos féormulas como atributos.
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Modificador

Atributo

Descripcion

Public

Formula form1

Primera féormula. Representa a la férmula de la iz-
quierda.

Public Formula form2 Segunda férmula. Representa a la férmula de la de-
recha.

Tabla 3.13: Atributos de la clase LogicalOperator.

Modificador | Método Descripcion

Public LogicalOperator( | Constructora.

Formula form1,
Formula form?2)

Public common() Cdlculo parcial de los modelos de la formula. El mé-
todo common es un procedimiento comun a la hora
de evaluar las formulas tipo And y Or. Se evaluan las
dos subférmulas que componen esta férmula. Des-
pués, segin las variables que haya en cada férmu-
la, se hacen las expansiones en los conjuntos de las
subférmulas, y se hacen las permutaciones corres-
pondientes para que ambos conjuntos tengan repre-
sentadas las variables en el mismo orden.

Tabla 3.14: Métodos de la clase LogicalOperator.
And

Clase que extiende la clase LogicalOperator. Esta férmula representa a la conjuncién de

dos formulas.

Modificador

Método

Descripcion

Public

And(
Formula form1,
Formula form?2)

Constructora.

Public

evaluate()

Calcula los modelos de la formula. Para calcular los
modelos de una férmula And, es necesario ejecutar
previamente el procedimiento comun. Después, se
hace la interseccioén entre el conjunto de modelos
de la subférmula de la izquierda y el de la derecha.

Public

String toString()

Representacion de la férmula en formato de texto.
Ejemplo: (a=b) & (alc)

Tabla 3.15: Métodos de la clase And.
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Or

Clase que extiende la clase LogicalOperator. Esta formula representa a la disyuncién de

dos féormulas.

Modificador | Método Descripcion
Public Or( Constructora.
Formula form1,
Formula form?2)

Public evaluate() Calcula los modelos de la formula. Para calcular los
modelos de una férmula Or, es necesario ejecutar
previamente el procedimiento comuin. Después, se
hace la unién entre el conjunto de modelos de la
subféormula de la izquierda y el de la derecha.

Public String toString() Representacion de la formula en formato de texto.
Ejemplo: (a=b) | (alc)

Tabla 3.16: Métodos de la clase Or.
Implication

Clase que extiende la clase LogicalOperator. Esta féormula representa a la implicacion de

dos féormulas.

Modificador

Método

Descripcion

Public

Implication(
Formula form1,
Formula form?2)

Constructora.

Public

evaluate()

Calcula los modelos de la formula. El calculo de los
modelos se hace mediante el calculo de los modelos
de una férmula disyuntiva equivalente. Ejemplo: G
->H es equivalente a -G | H

Public

String toString()

Representacion de la férmula en formato de texto.
Ejemplo: (a=b) | (alc)

Biconditional

Tabla 3.17: Métodos de la clase Implication.

Clase que extiende la clase LogicalOperator. Esta férmula representa a la doble implica-

cion de dos formulas.
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Modificador | Método Descripcion
Public Biconditional( Constructora.
Formula form1,
Formula form?2)

Public evaluate() Calcula los modelos de la formula. El calculo de los
modelos se hace mediante el calculo de los modelos
de una férmula conjuntiva de la implicacién entre
ambas subférmulas. Ejemplo: G<->H es equivalen-
te a (G->H) & (H->G)

Public String toString() Representacion de la férmula en formato de texto.
Ejemplo: (a=b) | (alc)

Tabla 3.18: Métodos de la clase Biconditional.
Quantifier

Es una clase abstracta. Extiende directamente la clase Formula. Se le afiaden dos nuevos

atributos: una variable y una férmula.

Modificador| Atributo Descripcion
Public String var Variable que se va a cuantificar.
Public Formula formula La férmula a la que se le aplica la cuantificacion.

Tabla 3.19: Atributos de la clase Quantifier.

Modificador| Método Descripcion
Public Quantifier( Constructora.
String var,
Formula formula)

Exists

Tabla 3.20: Métodos de la clase Quantifier.

Clase que extiende la clase Quantifier. Esta férmula representa al cuantificador existencial.
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Modificador | Método Descripcion
Public Exists( Constructora.
String var,
Formula formula)

Public evaluate() Calcula los modelos de la formula. Para calcular el
conjunto de modelos, primero se calcula el conjunto
de modelos de la férmula donde se aplica la cuanti-
ficacion y después se hace una proyeccion sobre la
variable.

Public String toString() Representacion de la férmula en formato de texto.
Ejemplo: exists ¢ ((a=b) | (b!c))

Tabla 3.21: Métodos de la clase Exists.
Forall

Clase que extiende la clase Quantifier.

Esta féormula representa al cuantificador existencial.

Modificador | Método Descripcion
Public Forall( Constructora.
String var,
Formula formula)

Public evaluate() Calcula los modelos de la formula. Para calcular el
conjunto de modelos, primero se calcula el conjunto
de modelos de la férmula donde se aplica la cuanti-
ficacion y después se hace una proyeccion sobre la
variable. De este ultimo conjunto, sélo estaran en el
conjunto de modelos del resultado aquellos mode-
los que expandiéndolos con la variable, estén todas
sus expansiones en el conjunto original.

Public String toString() Representacion de la férmula en formato de texto.
Ejemplo: forall ¢ ((a=b) | (b!c))

Tabla 3.22: Métodos de la clase Forall.

3.2.2. Estructura de datos auxiliar

Estd compuesta por tres clases:

= Relation: para representar los modelos de una férmula.

= Tupla: para representar un modelo.
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= VarList: para representar la lista de variables que hay en una férmula.

La siguiente imagen muestra el diagrama de clases UML que representa la estructura de

datos auxiliar.

Relation

+relation: ArrayList<Tupla>
+arity: Integer

ArrayList<String>

+RBelation(rel:ArraylList<Tupla>)
+Relationi()
+RBelationfarity:int)

+Relationituple:Tupla)

+add (index:int, tuple: Tupla)
+add (tuple:Tupla)

+append (rel2:Relation)
+complement () : Relation
+contains(tupla:Tupla): boolean
+copyi(): Relation

+egExp (index:int) : Relation
+equals (rel2:Relation) : boolean
+expansion(cols:int): Relation

+full (tupStr:String, maxElem:int)
+get(index:int) @ Tupla

+gethArity(): int

+getHax () : char
+intersection(rel2:Relation): Relation
+merge (rel2:Relation): Relation
+noRep=s(): Relation

+permutation (perm:3tring): Relation
+permutation (perm:A istc<Integer>):
+permutation (perm:inc[]): Relation
+print ()

+projection(index:int): Relation
+remove (index:int) : Tupla

+3ize(): int

+=zort(): Relation
+takelAway(rel2:Relation)

+toString(): String

+union (rel2:Relation) : Relation

i

VarList

+sortAlphabetically () : int[]
+addMNoReps (v1:Varlist) :
+getIndex (str:53tring): in
+change (i:int,jrint,order:intc|]
+replace(i:int,=str:S5ctring)
+generatefrder () : int[]

Tupla

+tupla: String

+Tupla (tupla:String)

+charkst (index:int) : char

+copyv () : Tupla
+compareTo (tup2 :Tupla) @ int

Relation +getMax () : char

+getTuplai): String

+normalize ()

+permutation (perm:Arraylist<Integer>)
+permutation (perm: 1)

+permutation (perm:String)

+replace (index:int, replacement :Character
+removelt (index:int)

+=zize () : Integer

+toString(): String

Figura 3.3: Diagrama de clases UML de la estructura auxiliar.

Relation

Sirve para representar los modelos de una férmula. Esta clase contiene las diferentes

operaciones definidas para un conjunto de modelos, a saber: la expansion, interseccion,

permutacion, proyeccion y union.

Modificador| Atributo

Descripcion

Public ArrayList<Tupla>
relation

Representa un conjunto de modelos mediante una
lista de tuplas.

Public Integer arity

Representa la aridad.

Tabla 3.23: Atributos de la clase Relation.
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Modificador| Método Descripcion
Public Relation( Constructora. Crea una nueva relacion a partir de
ArrayList<Tupla> | una lista de tuplas.
rel)
Public Relation() Constructora. Crea una nueva relacion vacia de ari-
dad 0.
Public Relation(int arity) | Constructora. Crea una nueva relacion vacia con una
aridad definida por arity.
Public Relation(Tupla tu- | Constructora. Crea una nueva relacion con el mode-
ple) lo pasado por pardmetro.
Public add(int index, Introduce la tupla en la posicion especificada.
Tupla tuple)
Public add(Tupla tuple) Introduce la tupla al final de la lista.
Public append( Introduce todas las tuplas de rel2.
Relation rel2)
Public Kelation Genera una relacion complementaria a la actual. Pa-
complement() )
ra ello se calculan todas las diferentes tuplas de la
misma aridad y se eliminan aquellas que estan en la
relacion.
] boolean contains( ] ]
Public Comprueba si la tupla especificada se encuentra ac-
Tupla tuple) .
tualmente en la relacion.
Public Relation copy() Crea una copia exacta de la relacion.
Public Relation eqExp( Devuelve la expansion de la relacion. Para hacer la
int index) expansion se copia, en una nueva columna, la posi-
cion indicada por el pardmetro.
Public boolean equals( Comprueba si la relacion actual es igual a la pasada
Relation rel2) por pardmetro.
Public Relation Expande la relacion tantas veces como lo indique el
expansion( parametro.
int cols)
private full( Genera tantas expansiones como resulte la diferen-
String tupStr, cia entre la aridad y la cantidad de caracteres de
int maxElem) tupStr, siendo maxElem el valor més alto hasta aho-
ra.
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Public Tupla get( Devuelve la tupla en la posicion indicada.
int index)
Public int getArity() Devuelve la aridad de la relacién.
Public char getMax() Devuelve el elemento mas alto entre todas las tu-
plas.
Public Relation Devuelve la interseccion entre la relacion actual y
intersection( rel2.
Relation rel2)
Public Relation merge( Combina la relacién actual con rel2.
Relation rel2)
Public Relation Devuelve la relacion sin tuplas repetidas.
noReps()
Public Relation Permuta todas las tuplas de la relacion.
permutation(
String perm)
Public Relation Permuta todas las tuplas de la relacion.
permutation(
ArrayList<Integer>
perm)
Public Relation Permuta todas las tuplas de la relacion.
permutation(
int[] perm)
Public print() Imprime por la salida estdndar la relacion.
Public Relation  projec- | Elimina la columna y normaliza todas las tuplas.
tion(
int index)
Public Tupla remove( Remueve la tupla en la posicion indicada.
int index)
Public int Size() Devuelve la cantidad de tuplas que hay en la rela-
cion.
Public Relation sort() Ordena de menor a mayor todas las tuplas. El algo-
ritmo utilizado es el mergesort.
Public take Away/( Devuelve la resta entre la relacion actual y rel2.
Relation rel2)
Public String toString() Representacion de la relacion en formato texto.
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Public Relation union( Devuelve la unién entre la relacion actual y rel2.
Relation rel2)
Tabla 3.24: Métodos de la clase Relation.
Tupla

Sirve para representar un modelo. Esta clase contiene las diferentes operaciones definidas

para un modelo, a saber: la expansién, permutacién y proyeccion.

Modificador| Atributo Descripcion
Public String tupla Representa un modelo mediante un String.
Tabla 3.25: Atributos de la clase Tupla.
Modificador | Método Descripcion
Public Tupla( Constructora. Crea un nuevo modelo a partir de un
String tupla) String.
Public char charAt( Devuelve el cardcter en la posicién indicada.
int index)
Public Tupla copy() Crea una copia exacta de la tupla.
Public int compareTo( Compara las tuplas y devuelve un entero indicando
Tupla tup2) cual es mayor alfabéticamente. El entero sera nega-
tivo si la tupla actual es menor que tup2, 0 si son
iguales y positivo si es mayor.
Public eqExp(int index) Agrega al final de la tupla el cardcter de la posicién
indicada.
Public boolean equals( Comprueba si las tuplas son iguales.
Tupla tupla2)
Public char getMax() Devuelve el mayor caricter alfabético que se en-
cuentra en la tupla.
Public String getTupla() Representacion de la tupla en formato texto.
Public Normalize() Normaliza la tupla.
Public Tupla Permuta la tupla.
permutation(
String perm)
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Public Tupla Permuta la tupla.
permutation(
ArrayList<Integer>
perm)
Public Tupla Permuta la tupla.
permutation(
int[] perm)
Public Replace( Reemplaza el carécter en la posicién indicada por el
int index, nuevo caracter.
char
replacement)
Public removeAt( Elimina el carécter en la posicion indicada.
int index)
Public Integer size() Devuelve el tamaiio de la tupla.
Public String toString() Representacion de la tupla en formato texto. Lo mis-
mo que getTupla.
Tabla 3.26: Métodos de la clase Tupla.
VarList

Sirve para representar la lista de variables que contiene una férmula. Esta clase ha sido

implementada para poder extender la clase ArrayList.

int i, int j,
int[] order)

Modificador | Método Descripcion

Public VarList() Constructora. Crea una lista de variables vacia.

Public int [] Reordena la lista alfabéticamente y devuelve un
sortAlphabetically()| array que contiene la permutacion realizada.

Public int addNoReps( Anade a la lista las variables de vl que ain no estén
VarList vl) en la lista actual.

Public int getIndex( Devuelve la posiciéon donde se encuentra la varia-
String str) ble indicada. Si dicha variable no se encuentra en la

lista, devuelve -1.
Public int[] change( Intercambia las variables de las posiciones 1y jy

devuelve dicha permutacién en un array.
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Public replace(int i, Reemplaza la variable en la posicién indicada por la
String str) que se pasa por parametro.

Public int[] Tomando como original el orden actual, devuelve

generateOrder() un array con la permutacion del orden, esto es, [0,

1,2,...,n-1]

Tabla 3.27:

Meétodos de la clase VarList.




4. CAPITULO

Pruebas y resultados

En este apartado se exponen las diferentes pruebas que se han realizado para confirmar la

correcta implementacion de la aplicacion.

4.1. Pruebas unitarias

Se han probado cada una de las diferentes férmulas individualmente, y después algunas en
conjunto. El texto en verde indica la férmula introducida, y la siguiente linea la férmula
reconocida por la aplicacién. La tabla nos muestra todos los modelos para la férmula
introducida. La primera linea indica las variables que hay, mientras que las siguientes

indican los modelos.

4.1.1. Igualdades

45
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4.1.2. Operadores

A|B|C|D

A|B|C|D
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4.1 Pruebas unitarias

O O 1 N

O A

o O O O

A|B|C|D

<->(B = C))

((A = B)

<->(C = D))

((A = B)

A|B|C|D
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4.1.3. Negacion

— O — N

O A

o O o O

A|B|C|D

A|B|C|D
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4.1 Pruebas unitarias

A|B|C|D

<=>(B = C)))

- (((A = B)

<->(C =D)))

- (((A = B)

A|B|C|D

4.1.4. Cuantificadores

(((A = B)

forAll A

(((A = B)

forAll A

(((A = B)

forAll A
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Pruebas y resultados

forAll A
B|C|D
01010
Ol1]1

[ |

exists A
B|C
00

[ ]

exists A
B|C|D
01010
Ol1]1

exists A

B|C
010
01

exists A

B

C

O O O O O

e

N R O = OO

4.2. Pruebas globales

(((A

(((A

(((A

(((A

(((A

(B
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Se han probado tautologias de diferente aridad para medir el tiempo que tarda la apli-

cacion en resolverlas. Estas pruebas se han hecho con un ordenador con el procesador

17-4710HQ, de 4 nucleos y 8 hilos de ejecucion, a 3.33GHz. Esta vez no se muestran

los modelos de las formulas, ya que la cantidad de modelos que tiene una tautologia es

elevada. El tiempo indicado es la media de 10 ejecuciones de la misma férmula.
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Formula Aridad | Modelos | Tiempo(ms)
A=A 1 1 0
A=B | A!B 2 2 0
A=B | A!B | B=C 3 5 0
A=B | A!B|B=CI|C=D 4 15 0
A=B | A!B|B=C|C=DI|D=E 5 52 0
A=B | A!B|B=C|C=D | D=E | E=F 6 203 2
A=B | A!B|B=C|C=D | D=E | E=F | F=G 7 877 18
A=B | A!B|B=C|C=D | D=E | E=F | F=G | G=H 8 4140 302
A=B | A!B|B=C|C=DI|D=E | E=F | F=G | G=H | H=I 9 21147 7176
A=B|ABIB=CIC=DID=E|E=F|F=G|G=HI|H=II1=J | 10 115975 195176

Tabla 4.1: Resultado de las pruebas globales.







5. CAPITULO

Conclusiones

Este proyecto presenta la implementacion de una aplicacion que busca todos los modelos
de una férmula de la 16gica NatEq recibida como entrada. Para realizar el proyecto han
sido necesarias varias fases. El primer paso consistié en repasar la 16gica de predicados,

ya que la 16gica que se presenta es una restriccion de la primera.

Por otro lado, fue necesario volver a estudiar algunos conceptos sobre compiladores, ya

que el proyecto integra un parser.

A la hora de escoger un lenguaje de programacion y un entorno de desarrollo, se optd por
utilizar JAVA y eclipse. JAVA, ademads de haber sido uno de los lenguajes mads utilizados
a lo largo de la carrera, es muy intuitivo y estd orientado a objetos. Por otro lado, eclipse

incluye muchos plugins que facilitan enormemente la tarea del programador.

En un principio, ya que eclipse permitia el uso de plugins, se optd por utilizar uno para
generar el parser a partir de una gramaética y tokens. Esta idea, aunque buena, fracasé y
hubo que programar el parser entero desde el principio. Este proceso fue algo complicado
de llevar a cabo, pero implic6 que se consolidaran los conocimientos adquiridos en la

carrera sobre compiladores.

Gracias a la orientacion a objetos de JAVA, se pudo disefiar una estructura de datos para
las formulas facil de entender. Lo mds complicado de esta parte fue el disefio de los

algoritmos correctos capaces de obtener todos los modelos para cada tipo de férmula.

Integrar el parser con la parte semantica, esto es, con la estructura de datos, fue muy fécil,

ya que se disefid para que se pudiera ampliar y poder afiadir mejoras en un futuro. Una
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vez integrado, se paso a la fase de testeo, donde se realizaron diferentes pruebas unitarias
y globales. Esto permitié encontrar pequenos fallos en la implementacién del algoritmo
para obtener los modelos de las férmulas, que fueron rdpidamente corregidos. Tras los
resultados de las pruebas globales, se concluy6 que el coste en tiempo era muy elevado

para formulas con més de 10 variables, ya que tenian una cantidad ingente de modelos.
Posibles ampliaciones

Desde el punto de vista de la presentacidn, una posible ampliacién seria integrar una
interfaz grafica para el usuario. También se podria generar una imagen con el arbol re-
sultante para una mejor visualizacion de la férmula parseada. Seria interesante crear una
aplicaciéon Android o una pagina web, quedando asi accesible para fines académicos o de

investigacion.
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Manual del usuario

Para ejecutar la aplicacion Serd necesario tener instalado en el equipo la version JRE

1.6 o superior. Una vez lo tengamos instalado, abrimos una linea de comando donde esté

situada la aplicacion y escribimos “java —jar nategparser.jar” sin las comillas.

Coémo escribir bien una formula Si x1 y x2 son variables, entonces escribiremos “X1 =

X2” o “x1 ! x2” para obtener las féormulas mds simples. Una vez tengamos una férmula

escrita, podemos relacionarlas con otra afiadiendo conectivos 16gicos y cuantificadores.

La siguiente tabla muestra cémo escribir correctamente los conectivos 16gicos y cuantifi-

cadores entre formulas en esta aplicacion:

Nombre Simbolo en la légica | Simbolo(s) en la aplicacion
Negacion - =

Conjuncién A &

Disyuncion \% I

Implicacién = ->

Doble implicacién & <>

Cuantificador universal | V @

Cuantificador existencial | 3 Y%

He aqui unos ejemplos:
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Anexo

Foérmula en la logica

Foérmula en la aplicacion

(x1 =x2) X1=X2

(x1 # x2) X11X2

—(x; =x2) - X1=X2

(x1 =x)A(p=2x3)) | X1=X2 & X2=X3

(x1 =x2)V(rp=x3)) | X1=X21X2=X3

—((x1 =x2) V(2 =2x3)) | (X1=X2 | X2=X3)
@X1 (X1=X2)

(Fx1(x1 = x2))

%X1 (X1=X2)
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