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Introduccion

La programacion lineal es una rama de las matematicas que se encuentra
dentro de la optimizacién o programaciéon matematica y que estudia los
problemas de la forma

min czx

Ax>b
z>0

donde x € Myx1, ¢ € Mixpn, A € Myxn con Rg(A) =m <nyb& Myxi.Si
se sustituye x > 0 por = € Z™ se tiene un problema de programacion entera.
Dentro de la programacién matematica, se encuentra una clase de pro-
blemas conocidos como problemas de redes. Hay tres propiedades principales
que propician el uso de redes para abordar los problemas de optimizacién:

= Contenido visual: La posibilidad de representar los problemas de redes
mediante un grafo o diagrama conlleva una facilidad a la hora de com-
prender la estructura del problema y las relaciones entre las variables o
constantes que intervienen. Las representaciones utilizadas en los mo-
delos de redes le deben mucho a aquellas de la teoria de grafos, cuyos
origenes se remontan a los afios 1700 con el trabajo del matematico
suizo Euler.

= Flexibilidad y extension de los modelos: Una importante caracteristi-
ca es la diversidad de problemas que pueden ser modelados mediante
redes. Hoy en dia es complicado descubir un campo en el que la op-
timizacién de redes no esté presente. La parte algoritmica es la que
mayor interés despierta en el campo de las matematicas, mientras que
en ciencias fisicas e ingenierias las redes tienen aplicacién en diseno de
circuitos eléctricos, telecomunicaciones, sistemas de transporte, ges-
tién de aguas y procesos quimicos entre otras cosas. En el campo de
la economia y la empresa se utiliza practicamente en todos los secto-
res la optimizacion de redes, por ejemplo en problemas de produccién,
distribucion, planificacion financiera y en selecciéon de proyectos. La
buena modelizacién de un problema puede ser tan importante como
el método de resolucién y la potencia de la computadora. En efecto,
las mejores técnicas matemadticas y la computadora mas potente no

vil
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hallaran una buena solucién ante un problema modelizado de manera
pobre.

= Resolubilidad: El primer método de resolucién con garantia tedrica
de optimalidad aparecié en 1947 cuando G. B. Dantzig desarroll6 el
método simplex. Aun asi, la habilidad para resolver problemas de redes
complejos se mantuvo sin demostrar. En los anos 1970 y 1980 hubo
un gran avance en los codigos computacionales, obteniendo programas
100-150 veces mas rapidos que en la década previa. Los problemas
de redes tienen algoritmos particulares, que suelen ser desarrollados a
partir de otros algoritmos mas generales.

Los problemas de transporte son un caso particular de los problemas
de redes, y es uno de los primeros problemas abordados como red, aunque
inicialmente fue formulado como un problema de programacién lineal. En la
realidad, su uso se ha reflejado en ahorros importantes para empresas como
puede verse en el siguiente ejemplo real, ver [9].

Procter & Gamble (P & G) produce y comercializa més de 300 marcas
de productos a nivel mundial. Esta compania ha crecido continuamente a
través de su larga historia que data desde 1830. Para mantener y acelerar
ese crecimiento, se realizé un importante estudio de Investigacién de Ope-
raciones para fortalecer la efectividad global de P & G. Antes del estudio,
la cadena de suministro de la compania consistia en cientos de proveedores
para las 50 categorias de productos en 60 plantas, 15 centros de distribu-
ciéon y mas de 1000 zonas de consumo. Sin embargo, en la medida en que la
compania consideré marcas globales, la administracién se percaté de que se
requeria consolidar las plantas a fin de reducir los gastos de manufactura,
mejorar la velocidad de entrega al mercado y reducir la inversién de capital.
Por lo cual, el estudio se enfocé al rediseno del sistema de produccién y
distribucion de la compania para sus operaciones en Norteamérica. El resul-
tado fue una reduccién del nimero de plantas en Norteamérica de casi 20 %,
ahorrando mas de 200 millones de ddlares en costos antes de impuestos por
ano.

Gran parte del estudio consistié en la formulacién y soluciéon de proble-
mas de transporte de categorias individuales de producto. Para cada opcién
referente a mantener abiertas ciertas plantas, la solucion del correspondiente
problema de transporte para cierta categoria de producto mostré cudl seria
el costo de distribucién para enviar dicha categoria de producto desde esas
plantas hacia los centros de distribucién y zonas de consumo.



Resumen

El texto estd dividido en tres capitulos. Se explicaran conceptos, teoria y
modelos que intervendran de manera directa en los capitulos posteriores.

En el primer capitulo se abordaran los problemas lineales de redes. Se
describe la teoria relativa a redes y con ello se desarrolla el método simplex
para redes, una especializacion del método simplex. Ademads se introducen
los problemas de flujo de redes a costo minimo.

En el segundo capitulo se exponen los problemas de transporte y algtin
caso particular del mismo, para lo cual no serd practicamente necesario el
desarrollo de nueva teoria, siendo valido todo lo expuesto en el capitulo
previo.

En el tercer capitulo se extiende el concepto de problemas de transporte,
mediante modelos més completos que pretenden adecuarse algo mas a los
modelos de la vida real. A pesar de no ser problemas de transporte, estdn
estrechamente relacionados con ellos y por lo tanto podré ser explotada su
estructura interna de problema de transporte.

Por dltimo, en los apéndices se encuentran los programas utilizados para
resolver los problemas y los ejemplos del texto, se explica como resolver el
problema de costo minimo, de transporte o de transbordo computacional-
mente y se realizan pruebas computacionales que demuestran la importancia
de las propiedades de los problemas de redes.
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Objetivos

El objetivo del texto es describir el problema del transporte. Para ello se ha
introducido la teoria relativa a la optimizacién en redes de tipo continuo, es
decir, problemas de redes en los que estd garantizada la integralidad.

En una segunda parte se explican algunas extensiones del problema del
transporte, el problema del transbordo y el problema de transporte con
localizacién. En la dltima extensiéon se presentan problemas de redes de tipo
discreto que se resolveran utilizando técnicas de programacién entera.

Por ultimo, es importante observar que las técnicas de computacién y
optimizacion son una parte fundamental para la resolucién del tipo de pro-
blemas que se explican en el texto.

xi






Capitulo 1

Programacion en redes

En este capitulo se introducen los conceptos basicos de grafos y redes, junto
con la descripcién del método simplex para problemas de redes. Por ultimo,
se explican los problemas de flujo de redes a costo minimo.

1.1. Conceptos basicos de redes

Definicion 1.1.1. Un grafo dirigido o digrafo G esta compuesto por un
conjunto no vacio N de elementos llamados nudos y un conjunto finito A
de pares ordenados de nudos distintos llamados arcos.

Se denotard G = (N, A), con N = {1,2,...,m} el conjunto de nudos y
A = {e1,ea,...,e,} €l conjunto de arcos. Se supone que G no tiene arcos
dobles. Para un arco dirigido e que va del nudo ¢ al nudo j, se define
F(ey) =iy T(ex) = j, o equivalentemente se dice que i es el nudo from
y que j es el nudo to. Formalmente e, = (F(eg),T(ex)). Se dice que ey, es
incidente en los nudos ¢ y j y que los nudos ¢ y j son adyacentes.

Se supondr4, si no se dice lo contrario, que el término grafo se refiere a
grafo dirigido. En efecto, si existe un arco no dirigido entre los nudos 7 y j, se
interpretara que dicho arco existe en ambas direcciones, es decir, (i,7) € A
y (J,i) € A.

Un grafo se dice que es un grafo propio si [N| > 2y |A| > 1.

Definicion 1.1.2. Una red es un grafo en el cual los nudos o arcos tienen
asociado algin valor numérico (costo, capacidad,...).

Definicién 1.1.3. Un grafo G = (N, A) se dice que es un subgrafo de un
grafo G = (N, A) siN C Ny AC A
Cuando N = N, se dice que G es un subgrafo extendido de G.

Definicion 1.1.4. Un camino en G del nudo ¢; al nudo 541 es una secuencia
de nudos y arcos distintos P = {i1,ej,,12,€j,,...,1s,€j,,ls4+1}, donde Vk :
1 <k <s, se cumple ej, = (ik, ik+1) 0 €5, = (41, %%)-

1



2 1.1. Conceptos basicos de redes

Figura 1.1: Ejemplo de una red propia. N = {1,2,3,4,5} y A =
{61762763764765766767}'

En ocasiones el camino P se escribe indicando unicamente los nudos
P = {i1,i2,...,is41} o0 los arcos P = {ej,€jy,...,€j,}.

Definicién 1.1.5. Un grafo G = (N, A) se dice conectado si para cualquier
par de nudos 7, j € N existe un camino de i a j.

Definicién 1.1.6. La secuencia C' = {iy,ej,,i2,€j,,13,...,1s,€j,, G541} S€
dice que es un ciclo en G si {i1,ej,,i2,€j,,...,€j,_,,is} €s un camino en G,
11 = 1ls+1 Y €5, = (Zsals+1) 0 €, = (ls+1,ls)-

Definicion 1.1.7. Se llama longitud de un camino o ciclo al nimero de
arcos que lo componen.

Definicién 1.1.8. Se define el vector orientacion O(P) de un camino o ciclo
P ={i1,ej,...,€ej,,is+1} de longitud s en G como

1, si el arco e, = (g, ix+1
0., (P) = el axco ¢, = (et
—1, siel arco ej, = (ig+1, k)
Definicion 1.1.9. Un grafo es aciclico si no posee ciclos.
Definicion 1.1.10. Un drbol es un grafo aciclico y conectado.

Definicion 1.1.11. Un drbol extendido en G es un arbol que ademas es un
subgrafo extendido de G.

Teorema 1.1.1. Sea T = (N, A) un grafo con al menos un nudo. Entonces
son equivalentes:

(i) T es un drbol.
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Figura 1.2: Ejemplo de un &rbol. Un camino en el arbol es P =
{2,€2,3,e3,1,e4,4}. El vector orientaciéon de P es O(P) = [—1,—1,1].

N A

€3 er

Figura 1.3: Ejemplo de un arbol extendido en la Figura 1.1.

(ii) Para cada par de nudos p,q € N, hay un tnico camino en T dep a q.
(iii) T tiene un arco menos que nudos y es conectado.
(iv) T tiene un arco menos que nudos y es aciclico.

Demostracion. Sea T = (N, .A) un grafo con al menos un nudo.
(i)=-(ii). Se supone que T = (N, .A) es un arbol y sean p,q € N, p # q.

Por reduccién al absurdo, se suponen dos caminos distintos P = {i1, €j,,%2, ..., s, €j,, ls+1}
/ -/ !/ -/ -/ !/ -/ LR

y P = {zl,ejl,ZQ, ... ,zt,ejt,ztﬂ} de p a q. Sea u el menor entero positivo

tal que iy, = 1, ¥ Gut1 7 i, (existe dicho u porque i1 = 4} y si no existiera,

los caminos Py P’ serfan el mismo). Ahora, sea v el menor entero positivo,

con v > u y tal que para algin w, i, = i), (existe dicho v ya que al menos

T4l = z; +1). Se puede construir un ciclo

. . . ./ / ./ / ./ .
C = {iu, €y s Tut1s €juprs- -+ lo = s €y 13 Bip—1> €y g+ -2 By = i}
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en 7. Absurdo por ser 7 un drbol. Entonces P = P’ para cualquier par de
caminos P, P’ de p a q.

(ii)=-(iii). Se supone cierto (ii). Sea |[N'| = m, se probar4 (iii) por induc-
cién sobre m. Para m = 2, como hay un tnico camino que va de un nudo
al otro, entonces 7 tiene un tnico arco y queda probado. Se supone cierto
(iii) hasta un niimero entero m y se probara que se cumple (iii) para m + 1.

Sea T = (N, A) un érbol con m + 1 nudos. Sea e, € A, se definen

MY ={i:i e Ny e, noestd en el camino que va de F(e,) a i},

M? ={i:i€ Ny e, no estd en el camino que va de T(e,) a i}.

Por tener un camino al menos un arco, y por la definiciéon de los conjuntos
My M2, se afirma que ni F(e,) ni T'(e,) estdan en M o M2. Se vera que
cualquier otro nudo de N estd en MU M2 Sea p € N — {F(e,),T(e,)}.
Sea P = {i1,€ej,,i2,€j,,...,€j,,0s+1} €l tnico (por (ii)) camino que va de
F(e;) a p, de longitud s. Si e, ¢ P, entonces p € M!. En caso contrario, si
er € P, necesariamente e, = e;j, por ser los nudos de un camino distintos,
y como los arcos de un camino también son distintos, entonces el camino
de T'(e;) a p, Q@ = {i2,€j,,13,€j5,-..,€;j,,%5+1}, N0 contiene al arco e,. Por
tanto, p € M?2.

Para ver que M' y M? son disjuntos, por reduccién al absurdo se supone
que existe un nudo p € M! N M?2. Entonces existe un camino P de F(e,)
a py un camino P’ de T'(e,) a p en los cuales no estd el arco e,. Sea t la
longitud de P’, entonces Q = {F(e;), ey, i}, €} , 15, €5, ..., i1} esun camino
de F(e,) a p distinto a P, ya que e, ¢ P. Se ha llegado a un absurdo, ya
que contradice (ii).

Por lo tanto, se ha demostrado que Nt = MU {F(e,)} y N? = M?U
{T'(e;)} son disjuntos, no vacios y contienen todos los nudos de N, es decir,
N = N'UN? (unién disjunta).

Se definen ahora los conjuntos

Al = {ej 1 ej € Ay e; estd en el camino de F(e,) a i, para algin i € MY
A? ={ej:e; € Ay ej estd en el camino de T(e,) a i, para algin i € M?}.

El arco e, ¢ A' U A2. Se vera que cualquier otro arco de A estd en A' U A2
Sea un arco e, tal que e, € A — {e,}. Si F(e,) = F(e,), entonces e, € A'.
En caso contrario, si F'(e,) # F(e,), sea P = {i1,€j,,12,€j5, .., €5y, lwt1}
el tnico camino en 7 de F'(e,) a F'(e,) entonces si e, € P, e, tiene que ser
el primer arco del camino. Se consideran ahora cuatro casos:

1. Siep, e, ¢ P, entonces Q = {i1,€j,,...,%+1,€u, 1 (ey)} €s un camino
de F(e;) a T(e,) tal que e, ¢ Q. Por lo tanto, T'(e,) € M! y e, € AL

2. Sie. ¢ Pye, € P, entonces F(e,) € M! ye, € AL
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3. Sie € Pyey, ¢ P, entonces Q = {i2,€j,,...,%0+1,€u L(ey)} es un
camino de T'(e,) a T(e,) tal que e, ¢ Q. Por lo tanto T(e,) € M? y
ey € A2

4. Siep, e, € P.SiT(e,) = T(e,), entonces e, € A2. En caso contrario, si
T(eu) # T(e,), entonces Q = {ia, €j,,..., %41} €l un camino de T'(e,)
a F(ey) tal que e, ¢ Q. Por lo tanto, F(e,) € M? y e, € A2

Por tanto, se tiene que e, € A' U A%

Ahora se verd que A' y A? son conjuntos disjuntos. Para ello, por re-
duccién al absurdo se supone que existe un arco e; tal que e; € Al n A%
Entonces existen nudos p € M! y ¢ € M?, y caminos P = {i1,ej,,..., it}
de Fey) apy P'={i},e},...,i,} de T'(e;) a g, cone; € Pyej€P. Por
consiguiente, existen k y [ dos enteros positivos tal que iy, = i) = F(e;). En-
tonces Q = {i1,¢€j,,...,ir} y Q = {d}, €} ,...,4} son los caminos de F(e;)
a F(ej) y de T(e,) a F(e;), respectivamente. Por definicién de M! y M?,
er ¢ Pye, & P luegoe, ¢ Qyer ¢ Q. Se tiene entonces que F(e;) € M!
y F(ej) € M?, absurdo porque se ha visto previamente que M! N M? = 0.

Se ha demostrado entonces que A' N A% =0y que A= A'UA%U {e,}
(unién disjunta).

Se definen 7' = (N1, AY) v T2 = (N2, A?), que son subgrafos de 7T tal
que N'NAN?2 =0y A' N A? = (. Se demostrara ahora que 7' y 72 son
grafos conectados. Sean p,q € N'! distintos, se consideran tres casos.

1. Si p = F(e,), entonces ¢ € M' y por definicién de M! existe un
camino de p a ¢, que necesariamente estd en 7.

2. Si ¢ = F(e,), entonces p € M! y por definicién de M! existe un
camino de ¢ a p, que necesariamente estd en 7 L.

3. Sip+# Fle,) y ¢ # F(e), entonces por definicién de M?, existen
caminos P = {i1,ej,,...,0t} y P'={ij, ¢} ,....i,} en T de F(e,) ap
y de F(e;) a g, respectivamente. Necesariamente P y P’ también son
caminos en 7. Sea k el mayor entero tal que i;, = i, dicho entero
existe ya que iy = i}, iy = p, i, = ¢y p # q. Se define la secuencia

g ; ' R , ¥

Q = {it,€j,_1,0t—1,€5,_5s -0k =0 € T 15 €y - .,i,}, que es un
camino de p a ¢ y que necesariamente es un camino en 7 !.

Entonces, 7' es un grafo conectado. Anidlogamente, 72 es conectado.
Como T cumple (ii), 7' y T2 heredan también (ii). El nimero de nudos
de 7' y de T2 es menor que m + 1 y cada uno tiene al menos un nudo.
Por induccién, como se habia supuesto cierto (iii) hasta m nudos, se puede
afirmar que 7' y 7?2 tienen un arco menos que nudos. Sean m; y ms los
cardinales de N'' y N2, respectivamente, entonces por ser disjuntos y con-
tener todos los nudos de 7, se cumple m; + mg = m + 1. Como A!, A% y
{e,} son disjuntos dos a dos y contienen todos los arcos de T, entonces el
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numero de arcos de T es (m; — 1)+ (ma —1)+1=m; +ma — 1 =m. Se
ha demostrado que (iii) se cumple para arboles con m + 1 nudos, luego se
ha completado la demostracion por induccion.

(iii)=-(iv). Se supone (iii) cierto y sea m el nimero de nudos en 7 =
(N, A), solo queda demostrar que T es aciclico. Por reduccién al absurdo,
se supone que hay un ciclo C' de longitud s en 7. Entonces C' tiene s nudos
distintos y s arcos distintos. Sean N'! y A! el conjunto de nudos y el conjunto
de arcos, respectivamente, que componen el ciclo C, entonces N' — N1 #£ (),
ya que si fuera s = m entonces no se tendria un arco menos que nudos y
contradirfa la hipétesis inicial. Sea N? el conjunto de nudos de N' — N1
que estdn conectados con un nudo de A/ por algin camino de longitud 1.
Por ser T conectado, N2 # (). Sea A? el conjunto de arcos que forman un
camino de longitud 1 entre algin nudo de A2 y algtin nudo de N, A? tiene
al menos tantos arcos como nudos tiene A2 y ademds ninguno pertenece a
Al. Mientras que N — Ujz1 N7 £, se puede continuar con el proceso,
=1, N7
conectados con un nudo de N por un camino de longitud 1 y definiendo
A1 como el conjunto de arcos que forman un camino de longitud 1 entre
algiin nudo de A*! y alguno de A%, Del mismo modo que antes, A+
contiene al menos tantos arcos como nudos, y ninguno de los arcos pertenece
a Uj:l,...,z‘ AJ. Por ser N finito, el proceso acaba en algin momento. Cuando
eso ocurra, se habran identificado tantos nudos como arcos, lo que contradice
la hipétesis de que T tiene un arco menos que nudos. Se concluye entonces
que T es aciclico y por tanto, que cumple (iv).

(iv)=-(i). Suponiendo (iv) cierto, solo queda demostrar que 7 = (N, .A)
es conectado. Sea M el conjunto de los subgrafos conectados maximales
de 7 (un subgrafo se dice conectado maximal si no existe otro subgrafo
conectado de T que le contenga), y sea p € N. Si no existe un arco en A
que sea incidente en p, entonces 7' = ({p},#) € M. En caso contrario,
si ej es un arco de A incidente en p, entonces T2 = ({F(e;), T(e;)}, {ej})
es un subgrafo de algun grafo de M. Por lo tanto, cualquier nudo de N
estard en algtin grafo de M. Con el mismo razonamiento, se afirma que
cualquier arco de A estard en algin grafo de M. Los conjuntos de nudos y
arcos de los grafos de M son disjuntos dos a dos, ya que en caso contrario
no serian subgrafos maximales. Por ser T aciclico, cada componente de M
también es aciclica, luego un arbol. Si M se compone de al menos dos grafos,
entonces el nimero de arcos en algin grafo de M necesariamente es menor
que la cantidad de nudos del grafo menos uno (ya que 7 tiene un arco
menos que nudos). Sin embargo, por ser arboles, los grafos de M tienen
que tener un arco menos que nudos. Es decir, necesariamente M tiene que
estar compuesto inicamente por un elemento, el propio 7. Se ha demostrado
entonces que 7 es conectado y por consiguiente, que es un arbol. ]

definiendo A“*! como el conjunto de todos los nudos en N — | J

Definicion 1.1.12. Se dice grado de un nudo ¢ al nimero de arcos incidentes
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en 1.
Un nudo de grado 1 se denomina nudo final.

Proposiciéon 1.1.2. La suma de los grados de todos los nudos de un grafo
es dos veces el numero de arcos del grafo.

Demostracion. Cada arco es incidente en dos nudos, nudo from y nudo to,
luego cada arco suma 2 al sumatorio de grados. Entonces la suma de de los
grados de todos los nudos es dos veces el nimero de arcos. ]

Teorema 1.1.3. Un drbol T = (N, A) con |[N| > 2 tiene al menos dos
nudos finales.

Demostracién. Sea T = (N, A) un arbol con [N'| = m > 2. Todo nudo de T
es incidente en al menos un arco (en caso contrario, si existiera un nudo que
no fuera incidente en ningun arco, el grafo no seria conectado y por lo tanto
no seria un arbol). Por el Teorema 1.1.1, 7 tiene m — 1 arcos. Por reduccién
al absurdo, se supone que T tiene menos de dos nudos finales. Pueden darse
dos casos:

1. T no tiene nudos finales, es decir, para cada i € N/, D(i) > 2. Entonces
> D(i) > 2m > 2(m — 1). Absurdo, ya que por la Proposicién 1.1.2,
ieN
> D(i) =2(m —1).
eN

2. T tiene un nudo final j. Es decir, D(j) =1 y para cada i € N — {;j},
D(i) > 2. Entonces, > D(i) = 143 e D) = 1+2(m —1).

ieN

Absurdo, ya que por la Proposicién 1.1.2, > D(i) = 2(m — 1) <
ieN
1+2(m—1).

Por lo tanto se concluye que T tiene al menos dos nudos finales. O

Proposicién 1.1.4. Sea T = (N, A) un drbol con m > 2 nudos. Sea i un
nudo final de T y e; el unico arco incidente sobre i en T. Si N =N — {i}
y A=A—{e;}, entonces T = (N, A) es un drbol.

Demostracion. T es un arbol, luego es aciclico por el Teorema 1.1.1. Enton-
ces, T es aciclico por ser un subgrafo de 7. Ademds, como 7T tiene un arco
menos que nudos y T tiene un arco y un nudo menos que 7, 7 también
tiene un arco menos que nudos. Por el Teorema 1.1.1, T es un arbol. O

Teorema 1.1.5. Todo grafo conectado G = (N, A) con al menos un nudo,
contiene un subgrafo que es un drbol extendido.
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Demostracion. Si G es un arbol, no hay nada que demostrar. En caso con-
trario, si G no es un arbol entonces G tiene algin ciclo (es conectado, por lo
tanto le falta ser aciclico para ser arbol). Sea e;, un arco que forma el ciclo,
se define G; = (N, A;), donde A; = A —¢j;, que es el grafo G eliminando el
arco ej, (nétese que G; sigue siendo conectado). Si G; es un arbol, se ha ter-
minado la demostracion. En caso contrario G tiene algun ciclo y del mismo
modo que en el paso anterior se define Go = (N, Az), con Ay = A; — ej,.
Se procede con el mismo mecanismo y por ser G finito existe un k tal que
Gr no contiene ciclos. Como también es conectado (por construccion), Gy
es un arbol. Ademds, como Gy es subgrafo extendido de G (ya que no se
han eliminado nudos), entonces se concluye que Gy, es un arbol extendido en
g. O

1.2. Matriz de incidencia nudo-arco

La informacién de un grafo G = (N, A), con N = {1,2,... . m} y A =
{e1,e2,...,e,} se puede dar mediante la denominada matriz de incidencia
nudo-arco.

Definicion 1.2.1. Se define la matriz de incidencia nudo-arco, o simple-
mente matriz de incidencia A de un grafo G como la matriz con una fila
asociada a cada nudo y una columna a cada arco (aéj elemento de A aso-
ciado al nudo ¢ y arco e;) definida de la siguiente manera:

1, si F(ej) =1
afzj =4 -1, siT(ej) =1

0, en otro caso.

Equivalentemente, la columna de A asociada al arco e; viene dada por

e, = elles) — oTle))

donde e* representa el vector canénico k-ésimo de la base de R™ (vector de
ceros con elemento 1 en la posicion k).

La matriz de incidencia nudo-arco asociada al grafo de la Figura 1.1 es:

el €2 €3 eq €5 €6 er
1| -1 0 1 1 0 0 O
2 1 -1 0O 0 0 0
A= 3 0o 1 -1 0 0 -1 1
4 0 0 0 -1 1 0 -1
5 o o o0 o0 -1 1 o0
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Proposicién 1.2.1. Sea P = {i1,ej,,92,€js, ..., 05, €j, %541} UN CAMino o
un ciclo en un grafo propio G. Sea A la matriz de incidencia de G y ae;, la
columna de A asociada al arco ej, . Entonces

S
I S B P |
E Oc;, (P)ae;, =e" —e"
k=1

Demostracion. Sea k € {1,...,s}.
1. Si €l = (ik,ik-i-l)’ Oejk (P) aejk = (+1)(61k - eik-H) = eik - eik-H'
2. Siej, = (igt1, k), Oejk (P) Qe;, = (—1)(eik+1 — eik) = ik — lk+1,

Por lo tanto, en ambos casos Oejk (P) Qe;, = €'F —ekt, Como en un camino

cada arco es incidente en los nudos anterior y posterior de la secuencia, se

cancelan todos los elementos de la suma menos el primer término y el iltimo,
S _ i1 _ Ts+1

luego se cumple 3 O, (P)ae; = et —e's+l. O

Corolario 1.2.2. Sea C = {i1,€j,,12,€j,,...,1s,€j,, 0541} un ciclo en un
grafo propio G con matriz de incidencia A, entonces

Z O, (P)ac, =0.
k=1

Demostracion. Como C = {iy, ej,, i2, €jas - -1 ls) €js,4s+1} €s un ciclo, por la
Proposicién 1.2.1, 375 Oc; (P) ae, = e —e'+1. Ademds, por ser C ciclo,
se tiene i1 = igy1, luego €' — e*+1 = ( y queda probado el corolario. O
Corolario 1.2.3. Sea C = {i1,ej,,12,€jy,...,10s, 65,9541} un ciclo en un
grafo propio G con matriz de incidencia A, entonces los vectores {a@jk k=
1,...,s} son linealmente dependientes.

Demostracion. Como C es un ciclo, por el Corolario 1.2.2, existe una com-

binacién lineal de columnas {ac; : k =1,...,s} con coeficientes no nulos
que resulta en el vector nulo, luego {aejk :k=1,...,s} forman un sistema
linealmente dependiente. O

Teorema 1.2.4. Sea A la matriz de incidencia de un grafo propio G. Sea
T = (N, A) un drbol en G con al menos dos nudos. Entonces {ac; : ¢; € A}
es linealmente independiente.

Demostracién. Sea |N'| =m. Sim = 2, por el Teorema 1.1.1, |[A| =m—1 =
1. Sea e; ese arco, como a,; = ef'(ej) — eT(e3) £ 0, el teorema se cumple para
m = 2.

Supéngase ahora m > 2. Sea n el mayor nimero entero tal que para
cualquier arbol T = (/\7 ) .,Zt) en G con k nudos, 2 < k < n, el sistema
{ae]. tej € fl} es linealmente independiente, entonces n > 2, como ya se
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ha visto en el parrafo anterior. Por reduccién al absurdo se supone n < m.
Por definicién de n, existe un arbol 7 = (N, .A) con n + 1 nudos tal que
{ae, : ej € A} es linealmente dependiente, es decir, existe un conjunto de
constantes {c; : ¢; € A}, no todas cero, tal que ZejeA cjae; = 0. Sea p un

nudo final de 7 (existe, por el Teorema 1.1.3) y sea e, el arco incidente en
p. Sea T = (N, A), donde N = N — {p} y A = A — {ey}, por el Teorema
1.1.4, T es un arbol. Como p solo es incidente en e,,, entonces el elemento
agj = 0 para todo e; € A (azgj es el elemento de A asociado al nudo p y arco
e;). Entonces

§ qP = p E qP = -
Cjle, = Cule, + Cjle, = Culg, = 0.
6]'6./2\ ejGA

Como af,, = +1, ¢,, = 0. Pero entonces ZejeA cjae; =0y {¢cj : ej € A} no
son todos cero, luego {ac, : e; € A} es linealmente dependiente. Absurdo
(por ser 7" un &rbol con n nudos y {a; : e; € A} linealmente dependiente,
lo que se contradice con la definicién de n). Se concluye entonces n = m,
luego cualquier arbol de G con al menos dos nudos cumple el teorema. [

Teorema 1.2.5. Sea A la matriz de incidencia de un grafo propio conectado
G con m nudos. Entonces el rango de A es m — 1.

Demostracién. G contiene un érbol extendido T = (N, .A) por el Teorema
1.1.5, que tiene m nudos por ser extendido y m — 1 arcos por el Teorema
L.1.1. Por el Teorema 1.2.4, {ae, : e; € A} es linealmente independiente,
luego el rango de A es al menos m — 1. Como la suma de las m filas de A es
el 0, por estar cada columna compuesta de un +1, un —1 y el resto ceros,
entonces el rango de A es menor que m. Se concluye entonces que el rango
de Aesm —1. O

Proposicion 1.2.6. Sea A la matriz de incidencia de un grafo propio G =
(N, A) con m nudos. Si A es un subconjunto con m — 1 arcos de A tal que
{ae; : ej € A} es linealmente independiente. Entonces T = (N, A) es un
drbol.

Demostracion. Por el Corolario 1.2.3, como {a.; : e; € fl} es linealmente
independiente, T es aciclico. Ademas, T tiene un arco menos que nudos
luego es un arbol por el Teorema 1.1.1. O

1.3. La variable artificial

Sea G = (N, .A) un grafo propio conectado con N' = {1,2,...,m} el conjunto
de nudos, A = {ej,e9,...,e,} el conjunto de arcos y matriz de incidencia
nudo-arco A. Para aplicar el método simplex la matriz de condiciones debe
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tener rango completo, en este caso m. Sin embargo A es de rango m — 1, ver
Teorema 1.2.5.

Este hecho se soluciona anadiendo una variable artificial, x,, correspon-
diente a un arco ficticio con origen en uno de los nudos. A dicho nudo se le
denomina nudo raiz y al arco artificial, arco raiz. Se construye por lo tanto
la nueva matriz de incidencia, que es [A4, el], con [ un entero positivo tal que
1 <1 < m. Véase que lo que se esta diciendo es que el arco artificial tiene
origen en el nudo ! (nudo raiz).

El problema queda formulado de la siguiente forma:

minz =cx
Am+elxa:b
0<z<u
0<z, <0

(1.1)

1.4. Caracterizacion de las bases

Definicion 1.4.1. Un drbol extendido con raiz es un arbol extendido con
un nudo marcado, el nudo raiz, y su correspondiente arco raiz.

Proposicién 1.4.1. Sea A la matriz de incidencia nudo-arco de un grafo
propio conectado G = (N, A) con IN| = m y sea T = (N,A) un drbol
extendido en G. Entonces Q0 = {ac, : ¢; € A} U{e'} es una base de R™.

Demostracion. Sea p € {1,...,m} — {l}, como T es un arbol extendido,
entonces hay un tinico camino P = {i1, ej,,i2,€j,,..., €515,y en T depa
[, ver Teorema 1.1.1. Por la Proposicién 1.2.1,

S
Z O, (P)ac, =e€’— e,
k=1

Luego e? = el + Y7, O;, (P) ac;, . Ademis, e € {ac, 1 ¢ € A} U {e'}.

Entonces, los vectores {e? : p = 1,...,m} pueden ser expresados como
combinaciénes lineales de vectores de {ac; : ¢; € A} U {€'}. Se concluye
que, como {e’ : p = 1,...,m} es un sistema generador de R™, entonces

{ae, 1 ej € A} U {e!} es también un sistema generador de R™. Ademés es
base, ya que [{ae; : e; € AYU{el}| = (m—1)+1 = m, ver Teorema 1.1.1. [

Nétese en la Proposicién 1.4.1 se ve que e junto con las columnas de A
asociadas a un arbol extendido forman un sistema linealmente independiente
de m vectores, luego forman una base para [A, ¢!] y esta matriz es de rango
completo m.

Proposiciéon 1.4.2. Sea A la matriz de incidencia de un grafo propio co-
nectado con raiz G = (N, A), con nudo raiz 1. Si Q es una base para [A, €],
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entonces el € QyT = (N, A), con A= {e; : ae; € 2}, es un drbol extendido
en G.

Demostracion. Supéngase |[N| = m. Sea © una base para [4, €], como A
tiene rango m — 1, ver Teorema 1.2.5, y [A,¢!] tiene rango completo m,
necesariamente ¢! € . Por lo tanto, {ae; € Q} son los m — 1 vectores
linealmente independientes restantes. Sea A = {e; : ae ;€ 1}, entonces por
la Proposicién 1.2.6, T = (N, .A) es un érbol extendido en G. O

Teorema 1.4.3. Sea A la matriz de incidencia de un grafo propio G conec-
tado con nudo raiz l. Las bases para [A, €] son e junto con un conjunto de
columnas de A correspondientes a un drbol extendido en G.

Demostracion. Las condiciones necesaria y suficiente son resultado directo
de la Proposicién 1.4.1 y la Proposicién 1.4.2. O

Definicién 1.4.2. Una matriz se dice que es triangular inferior (superior)
si mediante permutaciones de filas y columnas puede ser escrita de forma
que todos los elementos por encima (debajo) de la diagonal principal sean
cero.

Proposiciéon 1.4.4. Sea A la matriz de incidencia de un grafo propio co-
nectado con raiz G, con nudo raiz | y sea B una base de [A,¢e!]. Entonces B
es triangular.

Demostracion. Sea T = (N, A) el drbol extendido con raiz asociado a B y
sea JN| = m. Por ser G un grafo propio, con m > 2y por el Teorema 1.1.3, T
tiene al menos dos nudos finales. Sea 4; un nudo final de 7 distinto del nudo
raiz y sea e;, el inico arco incidente en i1. Entonces la fila de B asociada a
i1 tiene un unico elemento distinto de cero. Permutando filas y columnas de
B de modo que la primera fila y columna de B sean las correspondientes al
nudo i1 y arco ej,, B queda de la forma

+1 (0
[ +e® | B! ] '

Sea T' = (N —{i1}, A—{ej, }), entonces T* tiene m — 1 arcos y es un drbol
(con raiz) por la Proposicién 1.1.4. Si m — 1 = 1 entonces B! es una matriz
1x 1, luego B es triangular y se acaba la demostracion. En caso contrario, se
tiene m — 1 > 2. Por el Teorema 1.1.3, 7 tiene al menos dos nudos finales.
Sea i2 un nudo final que no sea el nudo raiz y sea e;, el tnico arco incidente
en iy. Entonces la fila de B! asociada a is tiene un unico elemento distinto
de cero. Permutando filas y columnas de B' de modo que la primera fila
y columna de la matriz resultante correspondan al nudo iz y al arco e, se
obtiene la matriz

+1 0 0
S

j:e(l) j:tl 02
S

:l:e(z) e | B
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Repitiendo el proceso se llega a 7™ ! con m — (m — 1) = 1 arcos, luego
B™ 1 es una matriz 1 x 1. Se concluye entonces que B es triangular. O

La mayor parte de resultados tedricos que aparecen en las secciones 1.1,
1.2, 1.3 y 1.4 han sido extraidas o adaptadas de J. L. Kennignton, R. Hel-
gason, ver [12].

1.5. Unimodularidad total e intregralidad

Se examinaran en esta seccion dos importantes caracteristicas de los pro-
blemas de redes. La primera es la unimodularidad total de la matriz de
incidencia nudo-arco de un grafo. La segunda es la integralidad de las so-
luciones de un problema de redes bajo ciertas hipdtesis. La base de estos
resultados puede encontrarse en Mokhtar S. Bazaraa, ver [4].

Definiciéon 1.5.1. Se dice que una matriz A es totalmente unimodular si
cualquier submatriz cuadrada de A tiene determinante +1, —1 o 0.

Teorema 1.5.1. La matriz de incidencia A de un grafo G es totalmente
unimodular.

Demostracion. Se demostrard por induccién sobre la dimensién de las sub-
matrices de A. Para matrices 1 x 1 es trivial, ya que los elementos de A son
+1 0 0. Se supone cierto para las submatrices de dimensién (k—1) x (k—1).
Sea Ay, cualquier submatriz k x k, con k > 2, se analizardn los tres casos po-
sibles. Si Ay tiene alguna columna completa de ceros, entonces det A = 0.
Si alguna columna de Ay tiene un tnico elemento distinto de 0 (tiene que ser
+1) entonces det Ay = +det Ap_1, que es £1 0 0, ya que se ha supuesto que
det Aj_1 es =1 0 0. Por tltimo, si todas las columnas contienen los elemen-
tos +1 y —1, la suma de todas las filas resulta en el vector nulo y por tanto
det Ay, = 0. Se concluye entonces que A es totalmente unimodular. O

Noétese que si se suprimen filas o columnas de A la matriz resultante
sigue siendo totalmente unimodular. Ademés, por el propio desarrollo de la
demostracién del Teorema 1.5.1, si se anade a la matriz A un vector (una
columna) de ceros excepto un elemento +1 la nueva matriz que se obtie-
ne también es totalmente unimodular. Se puede dar entonces el siguiente
resultado directo.

Corolario 1.5.2. La matriz de incidencia [A, el] de un grafo propio conec-
tado G con nudo raiz l es totalmente unimodular.

Corolario 1.5.3. Sea G un grafo propio conectado con nudo raizl y matriz
de incidencia [A,€']. Sea B una matriz bdsica de [A,€!], entonces det B =
+1.
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Demostracion. Por ser B una submatriz cuadrada de la matriz de incidencia
[A, €!], como [A, €] es totalmente unimodular, entonces el determinante de
Bes0o+1. Como B es base, por definicién el determinante de B es distinto
de 0, luego el determinante de B es 1 o —1. O

Proposicién 1.5.4. Sea [A,e!] la matriz de incidencia de un grafo pro-
pio G conectado con nudo raiz l. Sea B una base de [A, el], entonces B™1
estd comuesta por elementos £1 y 0.

i Bt
Demostracion. B! = (a;éltg) . B estd compuesta por £1 y 0, y cualquier

submatriz de B tiene determinante +1 o 0 por ser submatrices de [A,el],
ver Corolario 1.5.2, luego (adj B)! est4 compuesta por 1 o 0. Ademés, por
el Corolario 1.5.3, det B = %1, entonces se cumple la proposicion. ]

Se veran ahora propiedades de la matriz Y, cuyas columnas vienen dadas
por la ecuacién Y = B™'N, donde N esta formada por las columnas de la
matriz de condiciones [A, €'] asociadas a las variables no bésicas.

Proposicion 1.5.5. La matriz Y estd compuesta por elementos 0 y £1.

Demostracidn. Se tiene que la columna y.; viene dada por el sistema By,;, =
ae;. Por el método de Cramer se puede obtener el elemento yéj como

i det B®
Yei = "qet B

donde B se obtiene de sustituir la columna i-ésima de B por ae;. Se puede
afirmar por lo tanto que Y estd compuesta por elementos £1 y 0. ]

Para hallar las soluciones bésicas de un problema lineal se tiene
zp=B"'v— B 'Nay (1.2)

con los valores del vector z fijados en su cota inferior 0 o en su cota superior.

Se asume que b y las cotas superiores de las variables son enteras (en
caso de haberlas). Se ha visto que B~! y Y = B~V estdn compuestas por
elementos 0 y +£1. Entonces cualquier solucién bésica ¢ = [xp;zN], y por
consiguiente, la soluciéon 6ptima, seran enteras. De este modo, para hallar
una soluciéon entera de un problema de redes no sera necesario el uso de
algoritmos especificos de programacién entera.

1.6. Meétodo simplex para problemas de redes

Ahora se va a aplicar lo que se ha visto hasta este punto para hacer una
especializacion del método simplex, ahorrando operaciones y haciéndolas
mas rapidas para conseguir un algoritmo mas eficiente que si se tratase el
problema con el método simplex para problemas lineales.
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Ya se ha visto que las bases para un problema de redes de la forma (1.1)
son triangulares. En el método simplex para determinar la variable no bésica
que entra en la base es necesario efectuar la operacién ¢y — cg B~ N. Para
calcular cg B~'N, sean m = cg B! las denominadas variables duales, 7 es la
solucién al sistema de ecuaciones 7B = cp. Como B es triangular, m puede
obtenerse resolviendo el sistema por sustitucion hacia atras.

Supédngase Tp el arbol extendido con nudo raiz [. Determinar el valor de
las variables duales se reduce a resolver el sistema

{7” =0 (1.3)

TF(e;) — TT(e;) siej € TB

el cual determina las variables duales de manera univoca de forma iterativa,
por ser Tp un grafo conectado y aciclico (el valor de una variable dual
determina el valor de otra ain no hallada hasta determinar todas).

Una vez determinado 7, para encontrar los candidatos no béasicos a entrar
a la base, para los e; € N (arco no béscio), se tiene

(CN — CBBilN)ej <0& Cej — Mgy < 0< Ce; — (TrF(ej) — FT(ej)) <0&

S TR(e;) ~ TT(e) ~ Cey > -
Del mismo modo,
(en — CBB_lN)ej >0« TF(e;) — TT(e;) — Cej < 0.

Es decir, los conjuntos de variables no béasicas candidatas a entrar en la base
quedan del siguiente modo:

Vi ={ej:xe; =0y Tpe,) — Tr(e;) — Ce; > 0},

Uy = {ej P Te; = Ue; Y TF(ej) — TT(ej) — Cey < 0}.

Ahora, sea e, € N (arco no bésico), se hallard y.,, que viene dado por
Yep, = B_laek. Equivalentemente y., es solucién del sistema Bye, = ac, =
ef'(er) —eT(er) De nuevo, como B es triangular se puede obtener Ye, SiN nece-
sidad de calcular B~!. Para hallar Yer, S€a P = {i1,ex,, 12, €5y, ..., €k, ls+1}
el inico camino en 7p que va de F(ex) = i1 a T(eg) = isy1. Por la Proposi-

cién 1.2.1, se tiene

S
_ F(ex T (e
g Oey, (P) ae,, =€ (ex) _ gTer), (1.4)
i=1
Sean e€j,,€j,,...,¢;, los arcos correspondientes a las m columnas de B,

entonces la columna ., queda determinada de la siguiente forma:

i Oeji (P), siej, € P
0, en otro caso.
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Supoéngase que ey es el arco no basico que entrara a la base. Se puede espe-
cializar el cdlculo de Ay y Ao, que quedan de forma

A{= min {z.. ,0ol= min {z.. ,c0
! o(yk, )=0 { i’ } Oe;, (P)=6 { i’ g
Aoy = oo} = 00
? (yI::%n {uej xeji’ } Oejirz};gl { 6] 6] ’ }

A = min{Ay, Ay, ue, }.

Una vez hallado A, se actualizan las variables de decision

Ty, = Te, +0A
Tey, = Tey, — (5AO%(P), Ve, € P

Para determinar que variable sale de la base, tiene que ser una que se
encuentre en una de sus cotas. Al anadir un arco al arbol extendido bésico
Tp se forma un ciclo en Tp. En efecto, dicho ciclo es P U {e}, por lo tanto
tendra que ser un arco de P el que salga de la base, de modo que la nueva
base tambien se corresponda con un arbol extendido.

Ahora se expondra el algoritmo simplex para redes que se ha ido elabo-
rando en el transcurso del capitulo.

Algoritmo simplex para redes

= PASO 0.- Se comienza con una solucién bésica factible x = [zp; xN],
que se corresponde con un arbol extendido 75 y se calcula 7 resolvien-
do

m =0
TF(e;) — TT(e;)s si ej € TB.
s PASO 1.- Se determinan los candidatos a entrar en la base:

Uy = {ej P Te; = Oy TF(e;) — TT(e;) — Cey > 0},
Uy = {ej P Te; = Ue; Y TF(ej) — TT(ej) — Cey < 0}.

Si Uy U Wy =0, entonces x = [z, zy] es la solucién éptima. En caso
contrario se escoge ex € W1 U Wy (el de mayor [Tp(e,) — Tr(e,) — Cerl)

y se fija
5= 1 siep e Wy
Tl =1 sier e Us.
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» PASO 2.- Sea P = {iy, ex,,42,...,€k,,is+1} €l camino en 7p que va de
F(ex) a T(eg). Se fijan

Al — IIII’II X 0
Ek.( ) 5{ ekz" }7
Ay = min Ue, — T 00
eki( ) 5{ €k, €k, }7

A = min{Ay, Ag, g, }.

s PASO 3.- Se actualizan los valores de las variables:

Ty, = Te, +0A
= Ty, — 5AO%(P), Ve, € P.

Tey,

Si A = ue, (es decir, no cambian los elementos de la base), entonces
volver al paso 1.

= PASO 4.- Actualizacion de la base y de las variables duales. Sean
U3 = {ex, : T, =0y O, (P) =0},
vy = {eki F ey, = Uey, Y Oeki(P) = —6}.

Se selecciona un e; € W3 U W, y el nuevo arbol bésico es 7% = (Tp U
{ex}) — {e:}. Se actualizan las variables duales y se vuelve al paso 1.

1.7. Problema de flujo de redes de costo minimo

Supé6ngase una red G = (N, A), con N' = {1,...,m}. Cada nudo de la red
1 € N tiene asociado un valor b;. Se puede interpretar el valor de b; del
siguiente modo.

= Sib; > 0, entonces el nudo 7 tiene una oferta b;.
= Si b; < 0, entonces el nudo 7 tiene una demanda de —b;.
= Si b; =0, entonces el nudo 7 no tiene ni oferta ni demanda.

Asociado a cada arco e; € A se define x.; > 0 la cantidad de flujo sobre
ej. Ademds, z., puede tener cota superior u.; que representa la cantidad de
flujo mdximo que puede soportar el arco e;. Se define c.; el costo de envio
por unidad por el arco ej, es decir, del nudo F(e;) al nudo T'(e;).

Sin pérdida de generalidad, se supone que la demanda total es igual a

m m
la oferta total, es decir, b, = 0. Si > b; > 0, se anade un nudo ficticio

i=1 i=1
m
m + 1 con una demanda by, 11 = — Y b; y los arcos con costo cero desde

=1
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los nudos con oferta hasta el nudo ficticio. De este modo el problema queda
convertido a un problema donde la oferta total es igual a la demanda total.

El problema de flujo de redes de costo minimo consiste en transportar la
oferta de un producto por la red de modo que se satisfaga la demanda a costo
minimo. Matematicamente, el problema se puede escribir de la siguiente

forma:
min z = Z Ce;Te;
EjEA
S rg- X =k i=thom (09
e;:F(ej)=t e;:T(ej)=1i
0<mwe; Swe;, €5 €A
m
junto con la condicién > b; = 0 (necesaria para la existencia de solucién).
i=1

Las condiciones

Z Lej — Z Te; = by

e;:F(ej)=t e;:T(ej)=1

expresan que para cada nudo i, la diferencia entre la cantidad de flujo que
sale de 7 y la cantidad de flujo que llega a 7 tiene que ser b;. Por esa razén si
b; < 0 el nudo ¢ tiene un requerimiento y llega mas de lo que sale, si b; > 0
el nudo ¢ tiene una oferta y sale mas de lo que llega y si b; = 0 lo que llega

al nudo 7 sale de nuevo.
m

Véase que no se ha considerado el caso ) b; < 0, ya que se estaria ha-
i=1
blando de una demanda que supera la oferta, luego no seria posible satisfacer
toda la demanda.

Noétese que la matriz de coeficientes del problema de redes de costo mini-
mo (1.6) es la matriz de incidencia nudo-arco A del grafo G que determina
el problema.

Otra formulacién del problema

Para los problemas de redes, se puede utilizar una formulacién como un
problema de programacion lineal con variables acotadas.

Como ya se habfa dicho anteriormente, un arco e; se puede expresar en
la forma (F'(ej),T(ej)). Supéngase (F'(e;),T(e;)) = (4,5). De este modo,
la variable x¢; se puede escribir x;;. Es decir, z;; representa el flujo que
pasa por el arco que va del nudo i al nudo j. En efecto, si G = (N, .A) con
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N ={1,...,m}, el Problema 1.6 se puede escribir de la siguiente forma:
m
min z = Z Cij Tij
ij=1
(i.)eA
S a3 aw—by imL..m (
k=1 k=1
(i,k)eA (k,i)eA

m
junto con la condicién Z b; = 0 (necesaria para existencia de solucién).
i=1
Del mismo modo, si se anade al grafo, y por consiguiente al problema,
los posibles arcos que no se encuentran en el grafo, es decir los arcos (i, 7) :
(,7) ¢ A con costo ¢;; = M, siendo M un ntimero lo suficientemente grande
para que la variable asociada al arco x;; se mantenga con valor 0, entonces
se puede escribir el Problema 1.7 como

m m
minz = E E C,;jl‘ij

i=1 j—1
m m ' (1.8)
Zwik—z;vki:bi, t=1,...,m
k=1 k=1
OSxZJSqua i?j:lw"am

m
junto con la condicién Z b; = 0.
i=1

Ejemplo 1.7.1. Sea la red descrita en la Figura 1.4, entonces el problema
de costo minimo asociado, con formulacién (1.7), viene dada de la siguiente
forma:

minz = 10x13 + 614 + 7201 + 9232 + 20234 + 8145 + 15753
13 + T14 — w21 = —17
x91 —x32 =9
x30+ a3 —x13—a53 =0 (1.9)
T45 — T14 — T34 = —11
53 — x45 = 19
x5 >0
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Figura 1.4: Ejemplo de un problema de redes: cada nudo tiene asociado un
indice ¢ y un valor numérico b;, y cada arco un costo.

Se resuelve con el Apéndice A. Se obtiene como solucién

xij 1 2 3 4 5
1
2 |17
3 8 11
4
5 19
y la funcién objetivo es z = 696. En forma de grafo la solucién queda

expresada en la Figura 1.5.

1.7.1. Caso particular: problema de la ruta minima

Se podria pensar en una red donde todos los nudos son de transbordo (b; =
0), excepto dos de ellos, uno con valor +1 y otro con —1. En otras palabras,
puede decrise que el problema consiste en transportar la unidad desde el
nudo que tiene valor 4+1 por los nudos de transbordo hasta el nudo con valor
—1. Ahora se formalizara este concepto.

Supéngase G = (N, A) con N = {1,...,m}. Sea b;, i = 1,...,m, el
valor asociado al nudo i, se fija para cada i, t =1,...,m,

1, sii=1
bi=40, sii=23,...,m—1

-1, sit=m.

A este caso particular de los problemas de redes se le denomina problema de
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@ ®

Figura 1.5: Solucién gréfica del Problema 1.9. Estan representados los arcos
de la Figura 1.4 por los cuales atraviesa flujo. Notese que el grafo asociado
a la solucién es un arbol extendido.

la ruta minima y se formula de la siguiente manera:

m
min z = Z Cij Lij
i,j=1
(i,5)eA
m
>, =1
k=1
(1,k)eA
m m 1.10)
S ane 3 mu=0 iz2mo1

k=1 k=1
(i,k)eA (k,i)eA

m
k=1

(k;m)€A
Tij 20, (Z,]) cA

Ejemplo 1.7.2. Ver [12], pag. 17. Un aficionado al futbol que vive en San
Francisco desea ver un partido de futbol en Dallas, Texas. Este aficionado
quiere salir el mismo dia del partido de San Francisco y llegar a Dallas no méas
tarde de las 7:00 PM. Desgraciadamente, el aficionado tiene un presupuesto
ajustado y tiene que coger los vuelos méas baratos disponibles con Gamma
Airlines, incluso si el recorrido o las esperas son largas. Los vuelos disponibles
son los expuestos en la Figura 1.6. Para acceder a un vuelo que se encuentre
dentro de otro trayecto (entre los 4 disponibles), es necesario estar 1 hora
antes de la salida del avién que se desea coger.

Para modelizar el problema se comienza dividiendo el espacio temporal
en el que sucede el problema y asignando una etiqueta a cada parte:
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Trayecto Origen Destino  Hora salida Hora llegada Coste

1 San Francisco  Chicago 8:00 AM 1:00 PM 100
Chicago Atlanta 2:00 PM 3:00 PM 100

Atlanta Dallas 3:40 PM 6:00 PM 250

2 San Francisco  Atlanta 11:00 AM 4:00 PM 250
Atlanta Chicago 4:00 PM 5:00 PM 150

Chicago Dallas 5:00 PM 7:00 PM 100

3 Atlanta Miami 4:00 PM 5:00 PM 100
Miami Dallas 5:00 PM 7:00 PM 100

4 San Francisco New York  8:00 AM 2:00 PM 240
New York Atlanta 2:00 PM 4:00 PM 50

Atlanta Dallas 4:00 PM 6:00 PM 210

Figura 1.6: Tabla de vuelos de Gamma Airlines

Hora 800 - 13:00 — 14:00 - 1540 - 16:00 — 17:00
Intervalo 1 2 3 4 5

19:00

Con ello, se definen los nudos del problema de la siguiente manera: se denota
la ciudad seguido del intervalo en el que se esta. Por ejemplo S1 representa
San Francisco en el intervalo 1, es decir, San Francisco entre las 8:00 y las
13:00. Del mismo modo, un arco que sale de C2 y llega a A3 representa
salir de Chicago en el intervalo 2 y llegar a Atlanta en el intervalo 3. Con
estas nociones el problema de Gamma Airlines se puede modelizar como un
problema de ruta minima descrito en la Figura 1.7.
Escribiendo el problema en forma de tabla se obtiene

S1 100 240 250 1
C2 100 0
N2 50 0
A3 0 0 0 250 | O
Ada 150 0
A4b 100 0
Adc 210 0
Ch 100 | O
M5 100 | O
D6 -1

Se pasan los datos por el cédigo del Apéndice A y se obtiene como
resultado
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Figura 1.7: Red que describe el problema Gamma Airlines. Estdn represen-
tados unicamente los vuelos permitidos

x;; | S1 C2 N2 A3 Ada A4b Adc C5 M5 D6
S1 1 0 0
C2 1
N2 0
A3 0 1 0 0
A4a 0
A4b 1
Adc 0
Ch 0
M5 1
D6

con funcién objetivo z=400.

Interpretando los datos la solucién es S1—-C2—A3—A4b—M5—D6. Es
decir, el recorrido mas barato es el siguiente. Comenzar en el trayecto de
vuelos 1 desde San Francisco hasta Atlanta (pasando por Chicago) con lle-
gada a las 3:00 PM. Una vez en Atlanta se cambia del trayecto de vuelos
1 al trayecto de vuelos 3, permitido por haber una hora de diferencia entre
la llegada a Atlanta en el trayecto 1 (3:00 PM) y la salida de Atlanta en el
trayecto 3 (4:00 PM). Por tanto, se coge el vuelo desde Atlanta hasta Dallas
(pasando por Miami) con llegada a las 7:00 PM. El viaje completo tiene un
coste total de 400.
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1.8. Problemas de redes enteros

Los problemas de redes que incluyen variables de decisién enteras se dice
que son problemas de redes enteros. Cuando la totalidad de las variables de
decisién se requieren enteras se dice que es un problema entero puro y en
el caso de que no todas las variables se precisen enteras se dice que es un
problema entero mixto. Cuando el problema es entero y las variables enteras
estan acotadas entre 0 y 1, se dice que es un problema binario entero, como
es el caso de un problema que se vera en el Capitulo 3.

El texto esta centrado en las resoluciones mediante algoritmos lineales,
por no ser necesarios algoritmos enteros para la busqueda de soluciones
enteras bajo las hipdtesis mencionadas anteriormente. Si es necesario un
algoritmo entero, se utilizaran algoritmos de programacién entera como el
algoritmo Branch and Bound.



Capitulo 2

El problema del transporte

2.1. Desarrollo histoérico

Los problemas de transporte constituyen uno de los problemas mas anti-
guos estudiados en el campo de la investigacién de operaciones. El problema
fue formalizado por el matematico Monge en 1781. El matematico Kantoro-
vich realizé importantes avances en este campo durante la Segunda Guerra
Mundial. La formulacién lineal del problema, conocida como problema de
transporte clasico, junto con una solucién constructiva fue descrita por Frank
L. Hitchcock en el ano 1941, ver [10]. Por esa razén también se le conoce
en la actualidad como problema de transporte de Hitchcock. De manera
independiente, Koopmans también desarrollé avances en los problemas de
transporte. En 1951, Dantzig describe un método para la resolucién del pro-
blema con una algoritmo que es una adaptacién del método simplex, ver
[5].

El problema del transporte clasico derivé en problemas mas comple-
jos. En 1956, A. Orden describe un modelo generalizado del problema de
transporte en el cual estd permitido el transbordo de los bienes por puntos
intermedios conocido como problema de transbordo. Se puede encontrar una
coleccion de variantes de problemas de transporte en Diaz-Parra (2014), ver
[6]. Hoy en dia se sigue aumentando la complejidad de los problemas, tanto
por adicién de restricciones como por aumento de tamano. Por ello, existen
librerias de problemas actuales en las que pueden encontrarse, entre otros,
problemas de transporte resueltos o pendientes de resolver, como la libreria
MIPLIB 2010, ver [13].

2.2. El problema del transporte clasico

Se supone que m origenes (puntos de suministro) O = {0; : i = 1,...,m}
tienen que surtir a n destinos (puntos de demanda) D = {D; : j =1,...,n}
con un cierto producto. La capacidad de oferta del origeniess;, i =1,...,m

25
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y la demanda en el centro de consumo j es d;, j = 1,...,n. Se supone que
cij es el costo de enviar una unidad de producto del origen 4 al destino j.
El problema consiste en determinar cuantas unidades de producto deben
enviarse del origen ¢ al destino j, tal que

= se minimicen los costos totales de distribucién,
= no se exceda la capacidad de oferta s; de cada origen O; € O y

= se satisfaga la demanda d; de cada destino D; € D.

Sean x;; las variables de decisién que determinan cuantas unidades de pro-
ducto se envian del origen ¢ al destino j, la formulacién del problema es

m n
min z = E E CijTij

i=1 j=1

n
E CL‘ijSSi, izl,...,m
Jj=1

m
inj:dja j:]_,...,n
i=1

:L‘l]ZO, izl,...,m,jzl,...,n

junto con las siguientes hipotesis:

m n

ZSiZZdj, SiZO, deO, CijZO, i:1,...,m,j:1,...,n.

i=1 j=1
con las que se garantiza la factibilidad. El problema (2.1) se denomina pro-
blema de transporte.

La informacion que caracteriza un problema de transporte se suele dar
en una tabla de la forma

Cij D1 D2 e Dj e Dn oferta,

01 C11 2 ... C5 ... Cin S1

O Co1 €22 ... C2j ... C2p S9

Oi Cil Ci2 e Cij e Cin S;

Om Cml Cm2 --- Cmj --- Cmn Sm
demanda d1 dg .. dj e dn Z dj S Z S;

Definicion 2.2.1. Se dice que un problema de transporte es balanceado si
se cumple que la oferta total es igual a la demanda total, es decir:

m n
E S; — Z d]'
=1 j=1
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Sin pérdida de generalidad, se supondra que los problemas de transporte
son balanceados. En el caso de que el problema de transporte no sea balan-
ceado, es decir, si la oferta total es mayor que la demanda total, se balancea
creando un destino ficticio Dy, y1 con

m n
dn_HIZSZ‘—Zdj y Cz‘,n-{—l:O; Vi:izl,...,m.
i=1 j=1

La tabla del nuevo problema serd la siguiente:

Cij D1 DQ e Dj NN Dn Dn+1 oferta

01 C11 12 ... Cij ... Cin 0 S1

02 C21 C29 ... C24 ... Con 0 59

Oi Cil Ci2 cee Gy NN Cin 0 S;

O, Cml Cm2 --- Cmj --- Cmn 0 Sm
demanda d1 dQ e dj e dn dn+1 Z dj = Z S;

En definitiva, cuando se considera el problema (2.1), junto con la hipéte-
sis de que sea balanceado, el problema se convierte en un problema de pro-
gramacioén lineal de la forma

m n
min z = E E Cij Tij

i=1 j=1

n
ZZL‘U:Si, i:1,...,m
p (2.2)

m
inj:dj’ jzl,...,n
i=1

,fL',LjZO, ’Lzl,,m, ]:1,,17,

Esta tdltima formulacién lineal (2.2) es denominada problema de transporte
clasico.

Ahora multiplcando por —1 ambos miembros de la ecuacién del pro-
blema del transporte referente a los dj, se puede reescribir el problema del
transporte de forma

minz = cx
Ax =10
x>0

donde cada elemento esta definido de la siguiente forma:

t
T = [$11,$12,.~-7ﬂ?1n711321,--.7$2n7--~,9€mn}
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Figura 2.1: El problema del transporte representado en forma de red como
problema de flujo de redes a costo minimo.

c= [61170127---;Cln;0217---;CQn;---vcmn]
b = [51,82,...,Sm,—dl,—dg,...,—dn]t
(1, 0 0 ]
0 1, 0
A= :
0 0 U
_—In I, ... —In_

siendo 1,, una fila 1 x n de unos.

A es la matriz de incidencia nudo-arco del grafo que describe el problema
de transporte, es decir, un grafo con nudos N’ = {O1,...Op, D1,..., Dy} y
arcos dirigidos A = {(0;,D;) :i=1,...m, j=1,...,n}. El arco (O;, D;)
se puede denotar simplemente por (i,5), ya que no da lugar a confusién.
Se tiene entonces un problema de redes descrito en el Capitulo 1 como se
puede ver en la Figura 2.1, por lo que se pueden adaptar todos los resultados
vistos.

= A tiene rango m +n — 1. Para aplicar el método simplex se le anade al
problema la variable artificial (arco raiz) x,, con nudo raiz uno de los
nudos, en general, en el n-ésimo destino, es decir, un arco con columna
asociada e™*". Se denotard A° = [A, e™ ™).
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» Las bases B de A° se corresponden con arboles extendidos con raiz
en D, Tp. Ademds, B es triangular inferior (o puede conseguirse me-
diante permutaciones de filas y columnas).

» A® es una matriz totalmente unimodular. Luego, cualquier base B de
A% v su inversa B~! tienen determinante +1 y estdn compuestas por
elementos 0 y £1.

» Asumiendo que b es entero (se supondra si no se dice lo contrario), la
solucion 6ptima es entera. Es decir, no se requiere tratar el problema
como un problema de programacién entera.

= Los sistemas de ecuaciones Brgp = b, 7B = cp y By;; = a;; para
hallar los valores de xp, 7 y ¥;;, respectivamente, pueden ser resueltos
de manera eficiente por ser B triangular.

2.3. Bisqueda de una solucién inicial

Ya se ha visto que para los problemas de redes, en particular para los pro-
blemas de transporte, encontrar una base equivale a encontrar un arbol
extendido en el grafo que determina el problema (no se hace alusién a la
variable artificial). Para el problema del transporte que se ha descrito, hay
que hallar una solucién inicial bésica factible, que estard compuesta por la
variable artificial y m + n — 1 variables.

No hay un tinico método para hallar una solucién inicial. Dos métodos
conocidos son el método de la esquina noroeste y el método de Vogel. Es méas
recomendable este tltimo por proporcionar, en general, una solucién inicial
que es mas cercana a la solucién 6ptima. El método de la esquina noroes-
te es un método intuitivo que puede encontrarse en cualquier texto sobre
problemas de transporte. Ambos métodos pueden encontrarse en Bazaraa,
ver [4]. Ademés de los anteriores, se pueden hallar soluciones iniciales con
métodos para redes o con otros métodos como el método del costo minimo,
que ofrece una solucién mejor que el método de la esquina noroeste pero
puede ser necesario un alto nimero de iteraciones, ver [1].

2.4. El algoritmo del transporte

El algoritmo del transporte es el algoritmo que se obtiene al adaptar el
algoritmo para redes a las caracteristicas del problema del transporte. No
es necesario el uso de algoritmos especificos de programacién entera, ya que
la solucidn lineal serd entera (siempre bajo la hipdtesis de que las ofertas,
demandas y cotas superiores tengan valores enteros).

Se describird el algoritmo para el problema de transporte capacitado.
Este problema es una generalizacién del problema de transporte clasico y su
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formulacién es:

m n
minz:E E CijTij

i=1 j=1

n
inj:si, i=1,....m
= (2.3)

m
inj:dj, j=1,...,n
i=1

OSxijﬁuij, izl,...,m,jzl,...,n.

Es decir, es como un problema de transporte cldsico pero con la adicién de
cotas superiores para las variables de decisién. Toméndolas todas como infi-
nito, el algoritmo es valido para los problemas de transporte no capacitados.

Algoritmo

» PASO 0.- Se parte de una solucién inicial basica factible = (conocida

o hallada por alguno de los métodos expuestos). Calcular las varia-
bles duales ™ = [u1, ..., Un,v1,...,v,] como solucién de 7B = cp. El
sistema queda reducido a determinar la solucién de

{Ui_vjzcija (0i,D;) € Tp

v, = 0.

Como se tiene v, = 0, por la triangularidad de B, se puede sustituir
el valor de v,, en otra ecuacién y determinar el valor de una variable
u, lo cual determinard en otra ecuacion el valor de otra variable v. Se
procede de este modo hasta determinar .

PASO 1.- Las variables no bésicas candidatas a entrar en la base son

Uy = {(OZ,DJ) D T =0y U — Vj — Cij > 0}
Uy = {(OZ,D]) T = Uy Y U — U Gy < 0}

Si Uy U Wy =0, entonces x = [zp;zy] es la solucién éptima. En caso

contrario se escoge x; € U1 U Wy (el de mayor |u; — vj — ¢5|) y se fija

5— 1, si (Og, D;) € Uy
| -1, si (O, D) € Vs,
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= PASO 2.- Sea zy; la variable seleccionada para entrar en la base, sea
P el tnico camino en T de O a D;, entonces

Ay = min  {z;;, 00}
Jo )
O0;,0))(P)=6
Ay = min {uij — 5,00}
j 59 5
O(0,.p))(P)==0

A = min{Ay, Ag, ug; }.
Saldré de la base la variable con la que se alcanza el minimo A.
= PASO 3.- Actualizacién de variables de decisién.
Tr = xp; + 0A
Tij = wij — (5AO(OZ.7D].)(P), Vi : (04, Dj) € P.
Si A = uyy, volver al paso 1.

= PASO 4.- Actualizacién de la base y de las variables duales. Sean

V3 = {(0i, Dj) s wij = 0y O(0,,0,)(P) = 0},
Uy = {(0i, Dj) : wij = uij y O0,,p,)(P) = —0}.
Se selecciona un (O, D;) € W3 U ¥y y el nuevo arbol bésico es Tp =

(T U{(Ok, Dy)}) — {(Os, Dy)}. Se actualizan las variables duales y se
vuelve al paso 1.

Ejemplo 2.4.1. Ver [11], pag 324. Siete dreas de irrigacién A, B, C, D, E, F,
G, requieren de fertilizantes. Supongase que hay cuatro tipos de fertilizantes
X, Y, W, Z. La oferta y el costo de estos fertilizantes (incluido en el costo
la tarifa de transporte) es:

Fertilizante ‘ Oferta mensual ‘ Precio por tonelada

X 7000 ton $1000/ton
Y 4000 ton $4000/ton
W 6000 ton $2000/ton
7 5000 ton $5000,/ton

Las siete areas de irrigacién requieren (indistintamente) de lo siguiente:

Area | Tipos de fertilizante factibles | Demanda total de fertilizante
A X, 7Z 2000 ton
B W, X, Y 3000 ton
C Y, W 1000 ton
D Z, X 2000 ton
E XY 3000 ton
F Y, X, Z 2000 ton
G W, Z 1000 ton
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Si se quiere programar la entrega de fertilizantes a zonas de irrigacion
a un costo minimo, se puede formular el problema como un problema de
transporte. Los origenes se corresponden con los tipos de fertilizante y los
destinos con las areas que los precisan. Ademads, que cierto fertilizante no
sea factible para cierta zona significa que no hay envio posible de ese origen
a ese destino, luego en la tabla de transporte dicho costo sera M. Con todo
ello, la tabla del problema de transporte que se quiere resolver es

costos A B C D E F G oferta
X 1000 1000 M 1000 1000 1000 M 7000
Y M 4000 4000 M 4000 4000 M 4000
W M 2000 2000 M M M 2000 | 6000
Z 5000 M M 5000 M 5000 5000 | 5000
demanda | 2000 3000 1000 2000 3000 2000 1000

Como la oferta total es mayor que la demanda total, se anade un destino
ficticio con costos igual a cero y con una demanda de 22000 — 14000 = 8000
de modo que la tabla de transporte balanceada resultante es

costos A B C D E F G fic | oferta
X 1000 1000 M 1000 1000 1000 M 0 7000
Y M 4000 4000 M 4000 4000 M 0 4000
\WY% M 2000 2000 M M M 2000 0 6000
Z 5000 M M 5000 M 5000 5000 0 5000
demanda | 2000 3000 1000 2000 3000 2000 1000 8000
Al resolver el problema se obtiene como resultado
X | 2000 0 0 2000 1000 2000 0 0
Y 0 0 0 0 2000 0 0 2000
W 0 3000 1000 0 0 0 1000 1000
7 0 0 0 0 0 0 0 5000

y funcién objetivo z = $25000000.




Capitulo 3

Extensiones del problema del
transporte

3.1. Problema de transbordo

Se considerard a continuacién un modelo de problema de transbordo que se
adapta a la realidad en cuanto a la estructura de cadenas de suministro se
refiere, que clasifica los nudos segin sus propiedades y que no permite envios
entre cualquier par de nudos.

En el problema de transbordo (transshipment problem) los nudos del
grafo que describe el problema se pueden clasificar en tres conjuntos disjun-
tos: origenes puros, destinos puros y transbordos.

= Origenes puros. Solo pueden enviar bienes, a destinos puros o a trans-
bordos. Equivalentemente, de los origenes puros solo salen arcos, los
cuales tienen como destino un transbordo o un destino puro. Cada
origen puro tiene asociado una oferta de bienes. Sea O el conjunto de
origenes puros, cada i € O tiene asociada la oferta a;.

= Destinos puros. Solo pueden recibir bienes, de origenes puros o de
transbordos. Equivalentemente, a los destinos puros solo llegan arcos,
los cuales tienen su origen en un origen puro o en un transbordo.
Cada destino puro tiene asociada una demanda. Sea D el conjunto de
destinos puros, cada j € D tiene asociada una demanda b;.

» Transbordos. Pueden enviar y/o recibir bienes. Tienen permitida la
circulacion de bienes entre ellos, y como se ha dicho antes, pueden
recibir bienes de origenes puros y enviar a destinos puros. Sea T el
conjunto de transbordos, cada k € T tiene asociada una produccién
p). v una necesidad g¢. Entonces la oferta p, y la demanda gj del
transbordo k vienen dadas por las férmulas p, = p, — min{p},q.} v
qr = ¢j, — min{p}, ¢}, }. Nétese que al menos uno de los dos, px o g,
tendrd valor 0.

33
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Se van a definir ahora las variables que intervienen en el modelo que se
propondré a continuacién para problemas de transbordo:

= ¢;;: costo de envio por unidad del origen puro ¢ al destino puro j.
» d;;: costo de envio por unidad del origen puro ¢ al transbordo k.

= e3;: costo de envio por unidad del transbordo k al transbordo [, con

k #1.
» fij: costo de envio por unidad del transbordo k al destino puro j.
= q;, 1 € O: oferta del origen puro 1.
= pp, k € T: oferta del transbordo k.
= qi, k € T: demanda del transbordo k.
= bj, j € D: demanda del destino puro j.

» x4, © # j: variable de decision que indica la cantidad de bienes envia-
dos del nudo ¢ al nudo j.

= Tk, k € T: variable de decisiéon que indica la cantidad de los denomi-
nados bienes de transbordo en k, es decir, los bienes que recibe k que
no necesita (los bienes que recibe para enviar).

Con estas variables, se puede definir un modelo lineal que garantice que
satisfagan todas las demandas de los nudos sin exceder las ofertas y de modo
que se minimice el costo total de envios. El modelo propuesto es el siguiente:

ml’nz Z CijTij + Z Z dikxik + Z Z erlTrl + Z Z fijkj

€0 jeD 1€0 keT keT leT keT j€D
ZCEik—szijgai, Vi e O
keT j€D
Zxkl+zﬂ?kj—ﬂ?kk§pk, VkeT
leT jeD (3.1)
dowiw+ Y @k —wh=qr, YhET
€O leT
Zmij—i—Z:ckj:bj, VjeD
€O keT

x5 > 0, VieOUT,jeTuD

satisfaciendo las condiciones

Cijvd’ij) 6ij7fij>0, SlZ;é] y ZamLZpkzzb]-FZka
i k J k
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El problema (3.1) junto con las condiciones adicionales, se denominara pro-
blema de transbordo.

Como en los problemas de transporte, se supondran los problemas de
transbordo balanceados, es decir, problemas de transbordo tal que

Zai+2pk:zbj+2%-

€0 keT Jj€D keT
En caso contrario, si Y a; + Y pr > > bj + D qk, €l problema se balancea
anadiendo un destino ficticio f a D con demanda by = Y a;+y_ pr— (> b+

>.qr) y costos ¢y = 0, Vi € OUT. De este modo, el Problema (3.1) se
k

escribe
mind D eymiy+ Y > diwwin+ YD emwa+ Y D> Frivhs
€0 j€D 1€0 keT keT leT keT j€D
ZCEik—Finj:ai, Vie O
keT JE€D
Zxkl_"ZCUkj_wkk:pka Vke T
leT jeD (3.2)
dowiw+ Y @k —ah=qr YhET
€0 leT
Zmij—FZxkj:bj, VjeD
€O keT

x5 > 0, VieOUT,je€TuUuD

3.1.1. Resolucion del problema

Hay varias formas de abordar un problema de transbordo, entre ellas la
resolucién del problema diréctamente tratdndolo como un problema de re-
des o la conversién del problema a un problema de transporte clasico visto
anteriormente para su resolucién con las técnicas de dicho modelo.

Transbordo como problema de redes

Esta seria la forma directa de resolverlo, viéndolo como un problema de
flujo de redes de costo minimo. El grafo asociado al problema es el que viene
dado por todos los nudos, junto con los arcos dirigidos permitidos. El valor
numérico asociado a cada nudo es a; si i € O, —b; si j € D y para los
transbordos k € T, si pp = 0 el valor asociado es —qx y si g = 0 el valor
asociado es pg.

Tratando el problema de este modo se pueden usar las técnicas y propie-
dades vistas para redes y resolver el problema mediante el método simplex
para redes.
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Figura 3.1: Red asociada a un problema de transbordo. De izquierda a de-
recha: m origenes puros, r transbordos y n destinos puros.

Reduccién del problema de transbordo a un problema de trans-
porte

A continuacién, se vera como puede reducirse un problema de transbordo a
un problema de transporte como los que fueron descritos en el Capitulo 2.
De este modo, se podra tratar como un problema de transporte, haciendo
posible el uso de los resultados que ya se han explicado para este tipo de
problemas. También es posible el proceso inverso, es decir, la formulacion de
un problema de transporte como un problema de transbordo, produciéndose
una equivalencia entre los problemas de transporte y los problemas de trans-
bordo (incluso en los problemas en los que no hay distincién entre nudos,

ver [5]).
Si se tiene que los nudos del problema de transbordo a resolver son m
origenes puros O;, ¢ = 1,...,m, n destinos puros D;, j = 1,...,ny r

transbordos Ty, k=1,...,r. Sea
m T n T
D ST S ST oo (33
i=1 k=1 j=1 k=1

entonces en cualquier solucién dptima las variables x;; estan acotadas. En

efecto,
e < L, VkeT. (34)
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Si para algin k € T fuera xg, > L, entonces hay bienes que pasan por el
transbordo k més de una vez y por lo tanto no puede ser soluciéon éptima.
Definiendo una nueva variable x, como

Thp = L — xpp (3.5)

se puede reducir el problema del transbordo al problema de transporte que
determina la tabla

costos Dy Dy ... D, T 15 ... T, oferta
O1 ci1 €2 ... Cip | din dio ... dir ap
0o €21 €22 ... Cop | do1 doo ... da as
Om Cml Cm2 ... Cmn dm1 dm2 . Ay am
T fu fiz . fin 0 el ... e |p+L
Ty for fe2 ... fon | ex 0 .. ey |p2+L
T, fri fre oo fen €r1 €r2 e 0 pr+ L

demanda | by by ... b, |1+L @+L ... g +L

siendo , la variable de decisién que determina el flujo que va del origen
Ty, al destino Tj.

3.1.2. Red de suministro eléctrica

Supéngase una empresa eléctrica que suministra energia a una gran zona, la
cual quiere hacer la planificacién anual de envios. La empresa posee plantas
de produccién de energia en zonas aisladas. Ademéds, en las grandes ciudades
también posee puntos de generacién de energia, que dependiendo de la ciu-
dad puede crear més de lo que necesitan o pueden tener un déficit, en cuyo
caso necesitaran energia adicional. Por otra parte, se encuentran los pueblos
o pequenas ciudades, las cuales tienen una necesidad de energia concreta y
no poseen ningin modo de generacion de energia.

Gracias a las instalaciones de la empresa, la energia puede ser enviada
desde las plantas de produccién a las grandes ciudades y a los pueblos.
Ademss, las grandes ciudades pueden enviarse energia entre ellas y también
a los pueblos, siendo estos tltimos los tinicos que solo pueden recibir energia
de los anteriores, sin posibilidad de enviar a ningin punto.

Por ultimo, hay algunas instalaciones de transporte de energia que tienen
una capacidad limitada de transporte.

La empresa eléctrica quiere satisfacer todas las necesidades energéticas
de las ciudades y pueblos, de modo que el costo total de los envios le resulte
lo mas econdémico posible. Para ello se tiene la siguiente informacién (los
datos se ofrecen en millones MWh y la unidad de tiempo es un ano).
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= La empresa cuenta con 7 plantas: O1, Oz, O3, O4, Os, Og vy O7.

= Hay 5 grandes ciudades, o ciudades en las que la empresa produce
energia: Ty, Ts, T3, Ty y T5.

= Hay 6 pueblos, es decir, que tinicamente pueden recibir energia: D1,
D27 D37 D4a D5 y DG'

Se tiene la siguiente informacién:

Planta 01 02 03 04 05 06 07 Total
Produccién (a;) | 33 26 21 37 15 28 31| 191

Pueblo D1 D2 Dg D4 D5 D6 Total
Consumo (b;) | 13 16 27 15 21 20 | 112

Ciudad T1 TQ T3 T4 T5
Produccion | 256 30 15 23 17
Consumo | 28 12 26 23 32
Diferencia | -3 18 —11 0 -5

De la ultima tabla se extraen las ofertas y demandas netas, que son

Ciudad T1 T2 T3 T4 T5 Total
p,| 0 18 0 0 O 18
g |3 0 11 0 5 19

costos D1 D2 D3 D4 D5 DG T1 T2 T3 T4 T5
O 26 23 - — — 11119 16 — 14 11
02 31 - - - 27T — |14 12 16 — -
O3 - 25 30 - 34 — |11 7 19 16 12
Oy 3B - - - - —|-= 19 - 15 17
Os - - 32 - - —1]31 14 19 16 12
O¢ - 30 - - = 27|15 11 15 13 19
Oy 29 31 - —-— — — 11 15 13 14 15
Ty 5 - 13 12 9 1|- 5 5 8 3
15 14 16 12 11 - —-—|9 — 7 4 8
T3 - 19 11 14 13 -6 - —-— 9 9
Ty - - - - - =15 3 6 - 3
T5 5 13 16 - 1 7|6 —-— 4 5 -—

El problema de transbordo no es balanceado. Para balancearlo se anade
7 5
al problema un destino puro ficticio Dy con demanda by = > a; + > pp —

=1 k=1



Capitulo 3. Extensiones del problema del transporte

39

6 5
Z bj - Z gk
j=1 k=1

5

7
=191+ 18 — 112 — 19 = 78. También se calcula L = ) a; +

i=1

>~ pr = 209. Por lo tanto, este problema de transbordo puede ser convertido

k=1

al problema de transporte cuya tabla es:

costos Dy Dy D3 Dy Ds Dg Df T Ty T3 Ty Ty | oferta
01 26 23 - — — 11 O 19 16 - 14 11 33
O 31T — — = 21 — 0 14 12 16 — - 26
O3 - 25 30 — 34 - 0 11 7 19 16 12 21
Oy 3 - - - - -0 — 9 - 15 17 37
Os - - 32 - - - 0131 14 19 16 12 15
Og - 30 - - = 27 0 15 11 15 13 19 28
O7 29 31 - - - =0 11 15 13 14 15 31
T 5 - 13 12 9 11 0 0 ) ) 8 3 209
T 4 16 12 11 — — 0 9 0 7 4 8 227
Ts - 19 11 14 13 — 0 6 — 0 9 9 209
Ty - - - - = =0 D 3 6 0 3 209
Ts 5 13 16 — 11 7 0 6 — 4 5) 0 209
demanda | 13 16 27 15 21 20 78 | 212 209 220 209 214
Ademas, las cotas superiores son:

cot.sup. | D1 Dy D3 Dy Ds Dg Df T 15 15 Ty Ts

01 10 )

O2

O3 ) 20

Oy

Os 20 15

O¢

O7 10 15

T 15 15

T 15

15 5) 10

Ty 10 10

Ts 10 15 15

Pasando esta informacién por el programa para problemas de transporte
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del Apéndice A se obtiene como resultado:

Tij Dy Dy D3 Dy Ds D¢ D f T 15 15 T T5
O 10 20 3
O, 26

O3 20 1
Oy 37

Os 2 13
Og 11 17

Oy 2 |18 11

T 15 194

Ty | 13 27 15 172

T3 209

Ty 209

Ts 6 6 197

y el valor de la funcién objetivo es z = 2269.

Ahora se interpreta la solucién obtenida. Los envios de origenes a des-
tinos, de origenes a transbordos, de transbordo a transbordo distinto y de
transbordo a destino se corresponden con los nimeros que aparecen en la
tabla. Los envios con destino Dy representan elementos que no han salido de
sus respectivos origenes. Los envios entre dos puntos de transbordo iguales
se corresponden con x’Tk’Tk = L — a7, 1. Por ejemplo q:’Tth = 194 indica
que x7, 7, = 209 — 194 = 15 lo cual quiere decir que el transbordo 77 ha
recibido 15 unidades que no necesitaba, es decir, que ha enviado a otro pun-
to. Observando en la tabla de la solucién se comprueba que efectivamente
Ti recibe 18 unidades de Oz, de las cuales solo precisa 3 unidades y las 15
unidades restantes las reenvia a Ds.

3.2. Transporte con localizacion y coste de pro-

duccion

Cuando se habla de los problemas de transporte clasicos, no se tiene en
cuenta el coste de producciéon de los bienes en los origenes o puntos de
suministro. Por otro lado, puede ocurrir que exista un limite de origenes
operativos y ademds mantener un origen operativo, tal como una fabrica,
también influye en el coste de la operacién.

Teniendo en cuenta estos factores, se va a proponer un modelo més ex-
tenso que el de un problema de transporte clasico. Estas modificaciones, al
contrario de lo que ocurria con los problemas de transbordo, van a reque-
rir la resolucién del problema con algoritmos de programacién entera para
hallar una solucién entera.
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3.2.1. Modelizacion del problema

Se suponen m origenes, n destinos y r posibles origenes operativos. Ademaés,
se tiene:

= d;j: costo de envio unitario del origen ¢ al destino j. Se conside-
rard d;j = M (siendo M un ntimero muy grande) si no hay envio
posible entre ¢ y j.

= ¢;: costo de hacer operativo el origen @

» d;: costo de produccién unitario en el origen i

= a;: capadicad maxima de produccién del origen 7
= b;: demanda en el destino j

= 7;;: unidades a enviar del origen 7 al destino j

{1, si estd operativo el origen %
Yi =

0, si no esta operativo el origen

Se define ¢;; = d;j + d}, que es el costo unitario transporte del origen
i al destino j (incluye coste de produccién y coste de envio). Entonces, el
modelo que describe problema propuesto queda de la siguiente forma:

m n m
min E E Cij Tij + E € Yi
i=1

i=1 j=1

n
E :El'jfaiyi, izl,...,m
Jj=1

m
inj:bja jzl,...,n (36)
i=1

m

Zl/iST

=1
xijzo, i=1,...,m, j=1,...,n

y; € {0,1}, i=1,...,m
Para cada i, 1 =1,2,...,m, se tiene que

si Y; = 1
j=1

n
n Z.’L’Ugala
inj < ai Yy =
J=1 xijZOaj:LQ"'an7 Sly@:()

Las variables que unicamente pueden tomar valor 0 o 1, como las va-
riables y; de este modelo, se dicen variables binarias. Notese que fijadas las
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variables y;, i = 1, ..., m de modo que el problema que quede tenga solucién
factible, el problema que hay que resolver es un problema de transporte. Con
ello, cabe decir que suponiendo las ofertas y las demandas enteras, no es ne-
cesaria exigir la integralidad de las variables z;; para obtener una solucién
entera.

3.2.2. Expansion estratégica de una empresa

Una empresa que fabrica piezas estéd asentada en la Peninsula Ibérica. Debido
a su tecnologia puntera, muchos paises demandan dicha pieza. Las zonas que
requieren sus servicios son:

Zona Demanda (b;) || Zona Demanda (b;)
O-Peninsula Ibérica 1500 D-Asia 4500
A-Europa Central 6300 E-Canada 900
B-Reino Unido 500 F-Estados Unidos 7800
C-Rusia 6500 G-Sudamérica 3200

Esa demanda, ha hecho que la empresa se plantee una expansién es-
tratégica, ya que los costos de envio pueden encarecer mucho el proceso de
entrega, reduciendo las ganancias de la propia empresa de manera notable.
Por ello, la empresa ha observado que podria abrir fabricas en las siguientes
zonas:

Disponibles Establecerse (e;) | Produccién (a;) | Precio fabricacién(dy)
P. Ibérica Establecido 30000 2500
Rusia 5 mill. 10000 2000
Asia 3 mill. 15000 1500
Estados Unidos 7 mill. 12000 2500
Sudamérica 2 mill. 6000 1500
H-Africa 1 mill. 8000 200

Por la dificultad de gestionar varias fabricas al mismo tiempo, la empresa
ha decidido que no abrird més de tres fabricas nuevas. Segin su informacion,
que se supone fiable, el costo de envio por cargamento entre las distintas
zonas (depende de distancia, politicas locales,...) es el que se refleja en la
siguiente tabla:

Origen\Destino (d;;) | O (1) A(2) B(@3) C#4) D((5) E(6) F(7) G(8)
O (1) 15 800 900 1400 1900 - 2300 950
C (2) 1600 1500 - 35 800 1300 - 1900
D (3) 600 700 500 600 20 1300 1500 1300
F (4) 1500 1600 1500 - 1700 800 25 -
G (5) 400 700 800 1500 900 500 - 10
H (6) 800 1000 1200 2200 2000 2400 2300 2100
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cj=dij+d;, | O A B C D E F G
O 2515 3300 3400 3900 4400 - 4800 3450
C 3600 3500 - 2035 2800 3300 - 3900
D 2100 2200 2000 2100 1520 2800 3000 2800
F 4000 4100 4000 - 4200 3300 2525 -
G 1900 2200 2300 3000 2400 2000 - 1510
H 1000 1200 1400 2400 2200 2600 2500 2300

El problema que hay que resolver para minimizar el costo total de las

operaciones es

m n
min E E Cij Tij +

i=1 j=1

m
g € Yi
i=1

n

lej <a
7j=1

n

lejgalyu 122776
j=1

m
Zwij:bj, jZl,...,8
i=1

m
Zyi <3
i=2

i, €Y, i=1,...,6, j=1,...,8
y; €{0,1}, i =2,...,6

(3.7)

que es un problema de los descritos en esta seccidén, con la particularidad de
que la variable y; viene fijada a 1.
Resolviendo el problema mediante el programa del Apéndice C se obtiene

la solucién

Lij O A B C D E F G Yi
O | 1500 700 0 0 0 0 0 0 -
C 0 0 0 0 0 0 0 0 0
D 0 0 0 6500 4500 0 4000 0 1
F 0 0 0 0 0 0 0 0 0
G 0 1400 500 0 0 900 0 3200 || 1
H 0 4200 O 0 0 0 3800 0 1

que indica que la mejor opcién es instalarse, ademas de en la Peninsula
Ibérica, en Asia, Sudamérica y Africa, y el coste total de la expansién, la
fabricacién y el transporte minimo es de z = 69974500.
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Figura 3.2: Representacién del Problema (3.7) como red. En verde el origen
existente y en amarillo los posibles nuevos origenes. Los arcos amarillos
representan un posible envio que depende de la construccién de plantas.



Apéndice A

Resolucion de problemas en
entorno COIN-OR con solver
de CPLEX

Serd necesario tener descargado e instalado en el ordenador:

= Compilador Visual Express C++ 2013 para implementar los cédigos
de resolucién.

» Software de optimizacion COIN-OR 1.6 (libre disposicién) para esta-
blecer la estructura del problema y utilizar las funciones de optimiza-
cién.

» Software de optimizacién CPLEX 12.5 (versién académica de 8 proce-
sadores) para utilizar las funciones de optimizacién.

» Hoja de célculo Microsoft Office Excel 2010 y Visual Basic (VBA) para
generar un entorno amigable de introduccién de datos.

Ademids de instalarlos hay que enlazarlos entre si para el funcionamiento
conjunto. La informacion detallada de la instalacién y de enlazamiento se
puede consultar en Gloria Pérez, Marfa Araceli Garin, ver [17].

Ahora se procederd a explicar como se pueden introducir los datos en
una hoja de cdlculo, donde los datos son més amigables para el usuario. Los
datos se volcaran en un archivo que sea leido por el compilador Visual C++
para después llamar al solver adecuado para hallar la solucién 6ptima del
problema.

Para ello, cada apartado se ilustrard mediante la resoluciéon de un pro-
blema del tipo indicado que se haya propuesto en su respectivo capitulo.

Los algoritmos han sido implementados en una computadora con Intel
Core i5 3.20GHz y 4GB de memoria.

45
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A.1. Resoluciéon de problemas de flujo de redes a
costo minimo

Se va a explicar como resolver computacionalmente el problema de flujo
de redes a costo minimo descrito en la Seccién 1.7. Se trabajard con la
formulacién (1.8).

El problema que se va a tomar como ejemplo es el que viene dado por
la red de la Figura 1.4 que se explicé en la pagina 20. En forma de tabla, el
problema queda expresado de este modo:

Cij 1 2 3 4 5} bl
1 10 6 -17
2|7 9
3 9 20 0
4 81 —11
) 15 19

Para resolver el problema se procedera del siguiente modo.

1. Abrir la hoja de calculo preparada para resolver los problemas.

3™ el hojacostominimo = Microsoft Excel
ACUGN nicio | Insertar  Disefiodepigina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Programador  Equipo
= #Cma' Calibri [ A & (=] ®- | Siajustartexto General - ij‘ ﬁj&
2 Copiar ~ : £
b ety N £ 8|5 O A EE S| # | Scommycriar | @ % 00| 48 fomia Owom
Portapapeles 3 Fuente Alineacién : Nimero 1 Estilos
F23C5 - I
1 2 3 a [ s 5 7 3 9 10 1
1 PROBLEMA DE FLUJO DE REDES A COSTO MINIMO
2 Inicio |n2nudos Tabla Exportar _|c:\tfg-projects\costominimo\in-costominimo.dat
3
a
3
[
7
8
=)
10
1
12
13
14
15

2. Introducir el niimero de nudos en la casilla que se solicita y pulsar el
botén TABLA para que se creen las tablas a rellenar con los costos y
los valores de los nudos, y con las cotas superiores.
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ik | = 3 4 5 ] 7 8 ) 10
1 PROBLEMA DE FLUJO DE REDES A COSTO MiNIMO
2 Inicio I 5| Tabla Exportar ‘c:\tfg—pro]ec‘ts\costominimo\in—costnminimo.dat
3
4 c_ij 1 2 3 4 5 valor nudo
5 i
6 2
7 3
8 4
) 5
10 uij 1 2 3 4 5
il il
12 2
13 3
14 4
15 5

=
o

3. Rellenar la tabla superior con los costos sobre los arcos existentes y la
altima columna con el valor de cada nudo. Las casillas para las que
no exista arco se dejan en blanco. En este caso las cotas superiores
quedan en blanco porque es un problema no capacitado.

8 9 10

a 2 3 | 4 5 6 7
1 PROBLEMA DE FLUJO DE REDES A COSTO MINIMO
% Inicio 5 Tabla Exportar |c:\tfg—pm]ects\custc|minimo\in—custuminimu.dat
3
4 c_ij i 2 3 4 (5 valor nudo
5 al 10 [ -17
6 2 ! )
7 3 9 20 0
8 4 8 -11
9 5 15 19
10 uij 1 2 3 4 5
aul al
12 2
13 3
14 4
15 5

B[
~ o

4. Seleccionar la ruta de destino para el archivo con la informacién que
se utilizard como datos de entrada para el programa de Visual C++.
Se escogera como destino el directorio de trabajo de Visual C++, en
este caso, c:\tfg-projects\costominimo) in-costominimo.dat. Pulsar el
botén EXPORTAR para generar el archivo en la ruta especificada.

5. En la el directorio de trabajo c:\tfg-projects\costominimo estd el archi-
vo \in-costominimo.dat, que tiene la forma: nimero de nudos, bloque
de costos, fila de valores de los nudos y por ultimo bloque de cotas

superiores.

5

le+7 1le+7 10 6 let7

7 le+7 le+7 le+7 le+7
le+7 9 1le+7 20 le+7
le+7 le+7 1le+7 1le+7 8
le+7 1le+7 15 le+7 le+7
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-17 9 0 -11 19

le+7 1le+7 1le+7 le+7 1le+7
le+7 le+7 1le+7 1le+7 le+7
le+7 1le+7 1le+7 1le+7 le+7
le+7 le+7 le+7 1le+7 le+7
le+7 1le+7 1le+7 1le+7 le+7

6. Ejecutar el cédigo .cpp de Visual C++4, que es el siguiente:

#include "pm.h”

//Funcion para la escritura del fichero de salida
void escribir (double a, int b, int ¢, const double xx, int nudos,
double t)

ofstream salida (”out—costominimo.dat”, ios::out | ios::app);
int i, j;

salida << 7\nTiempo de CPU es:” << t;

salida << 7\nFuncion objetivo:” << a;

salida << 7\nNumero de variables:” << b;

salida << ”\nNumero de condiciones:” << c¢;

salida << 7\nLa solucion es:\n”;

for (j = 0; j<nudos; j++)

for (i = 0; i<nudos; i++)

{

salida << x[i1 + j*nudos] << 7 7;
salida << ”\n”;

}

//Programa principal

int main ()

{
ifstream entrada(”in—costominimo.dat”, ios::in);//Entrada
ofstream salida (”out—costominimo.dat”);//Salida
double xdels, xdrowlo, xdrowup, *dcollo, *xdcolup, *costos;
int xmcolindx, s*mrowindx; //indices
int ncols, nelements, nrows, i, j, ml, k;
entrada >> ml;

ncols = ml*ml; nrows = ml; nelements = 2 % ncols;

//Reserva de memoria

dels = new double[nelements];

mcolindx = new int[nelements]; mrowindx = new int[nelements];
drowlo = new double[nrows]; drowup = new double[nrows];
dcollo = new double[ncols]; dcolup = new double[ncols];
costos = new double[ncols];

//Matriz de condiciones por indices
k = 0; //posicion en que toca insertar elemento

for (i = 0; i < ml; i++){
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for (j = 0; j < ml; j++)

{
dels [k] = 1;
mrowindx [k] = i;
mcolindx [k] = mlxi + j;
k+4++;
dels [k] = —1;
mrowindx [k] = 1i;
mcolindx [k] = mlxj + i;
k++;

}

for (i = 0; i<ncols; i++) entrada >> costos[i];

for (i = 0; i < nrows; i++) {
entrada >> drowup|i];
drowlo[i] = drowup[i];

for (i = 0; i < ncols; i4++) dcollo[i] = 0;

for (i = 0; i < ncols; i++) entrada >> dcolup[i];

OsiClpSolverInterface soll;

CoinPackedMatrix A(true, mrowindx, mcolindx, dels, nelements);
soll .loadProblem (A, dcollo, dcolup, costos, drowlo, drowup);
soll .setObjSense (1);

soll.initialSolve ();
double timel = CoinCpuTime ();

escribir (soll.getObjValue(), soll.getNumCols(),

soll .getNumRows (), soll.getColSolution (), ml,timel);
entrada.close (); salida.close ();
return O0;

7. Se ha creado en el directorio de trabajo el archivo out-costominimo.dat
que contiene la informacion de la solucion del problema

Tiempo de CPU es:0
Funcion objetivo:696
Numero de variables:25
Numero de condiciones:5
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La solucion es:
00000O0
1700 00
080110
00000O0
001900

8. Se interpreta la solucion. La funcién objetivo es z = 696 y el valor de
las variables es

1 2 3 4 5

17

19

9. Para limpiar la hoja de cédlculo y comenzar otro problema pulsar el
boton INICIO.
Macros asociados los botones
Cada botén que se ha utilizado en la hoja Excel tiene asociado una Macro
escrita en Visual Basic. Los cédigos son los siguientes:
Inicio
Sub InicioPCM ()

Dim i1, jl, ¢ As Integer

While Cells (il + ¢, jl) <> 77
c=c¢+ 1
Wend
Range( Cells (i1, jl1), Cells(il + ¢, jl + ¢ + 1)).Clear

Cells (2, 2) = ”n nudos”

If Cells(2, 6) = 77 Then
Cells (2, 6) = "Ruta destino”
End If

End Sub

Tabla

Sub TablaPCM ()

Dim i1, jl1, m, k As Integer
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i1 =4
i1 =1

Cells (il 1) =7c_ij”

Cells (il 1).Interior.ColorIndex = 19

Cells(il, jl).Interior.ColorIndex = 19

Range(Cells( , jl1), Cells(il + m, jl + m+ 1)).HorizontalAlignment = xlCenter
Range( Cells (i1, jl1), Cells(il + m, jl + m + 1)).Borders.LineStyle = x1Continuous

For k =1 Tom

Cells(k + i1, jl) =k

Cells(k + i1, jl1).Interior.ColorIndex = 19
Cells (i1, j1 + k) = k

Cells(il, j1 + k).Interior.ColorIndex = 19
Next k

Cells(il, m + j1 + 1) = ”valor nudo”

Cells(il, m+ jl + 1).Interior.ColorIndex = 19

il =il +m+ 1

Cells (il jl) = 7u_ij”
Cells (il 1).Interior.ColorIndex = 19
Cells (il 1).Interior.ColorIndex = 19
Range ( C ells( , jl1), Cells(il + m, jl + m)).HorizontalAlignment = xlCenter
Range( Cells (i1, jl1), Cells(il + m, jl + m)).Borders.LineStyle = xIContinuous

For k =1 Tom

Cells(k + i1, jl) =k

Cells(k + i1, jl).Interior.ColorIndex = 19
Cells(il, jl + k) =k

Cells(il, j1 + k).Interior.ColorIndex = 19
Next k

End Sub

Exportar

Sub ExportarPCM ()

Dim cij, uij, bi, salida As String
Dim m As Integer

Dim i1, jl1, i As Integer
il =5

i1 = 2

salida = Cells (2, 6)

m = Cells( , 2)

cij =77

bi =77

uij = "7

For i = il To il + m — 1
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For j = jl1 To jl + m— 1
If Cells(i, j) = 7”7 Then
cij = cij & "le4+7 & 77
Else
cij = cij & Str(Cells(i, j)) &7 7
End If
Next j
cij = cij & Chr(13) + Chr(10)
Next i

For i =il To il + m — 1

bi = bi & Str(Cells(i, jl +m)) & 7 7
Next i

bi = bi & Chr(13) + Chr(10)

il =il +m+ 1
For i =il To il + m — 1
For j = jl1 To jl +m — 1
If Cells(i, j) =77 Then
wij = uij & "let7 & 7 7
Else
uij = uij & Str(Cells(i, j)) &7 7
End If
Next j
wij = uij & Chr(13) + Chr(10)
Next i

Open salida For Output As #1
Print #1, Str(m)

Print #1, cij

Print #1, bi

Print #1, uij

Close #1

End Sub

A.2. Resolucion de problemas de transporte y trans-
bordo

En esta seccién se hara lo andlogo a los problemas de redes a costo minimo,
esta vez con problemas de transporte y transbordo. En particular, los codigos
estan disenados para la resolucién de problemas de transporte con cotas
superiores. Sin embargo en el Capitulo 3 se explica como transformar un
problema de transbordo en un problema de transporte, por tanto es valido
para ambos problemas. Se tomard como ejemplo de referencia el problema
de la compania eléctrica descrito en la Seccién 3.1.2. Los pasos a seguir son
los mismos que en la seccién anterior:

1. Abrir la hoja de célculo preparada para resolver los problemas de
transporte.

2. Introducir el niimero de origenes y destinos y pulsar el botén TABLA
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para que se creen las tablas a rellenar con los costos, ofertas y deman-
das, y con las cotas superiores.

= R Hojatransporte - Microsoft Excel
@ Inicio | Insertar  Disefio de pagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Programador  Equipo
‘B ch-:mar Calibri 1 v A A = S Ajustar texto General - Elj‘ ‘d

53 Copiar - = e

PO o Copiarformato | M £ € | Hi- H-A- = 5 combinary centrar - | B3~ %% 000 | 0§ 5% SIS ot Tty

Portapapeles I Fuente Alineacion Nimero Estilos

F58C16 - I
1 zZ 3 4 5 6 7 8 3 10 11 12 13 14

1 PROBLEMA DE TRANSPORTE

2 INICIO 12 11 _ TABLA | EXPORTAR | c\tfg-projects\transporte\transportel\in-transporte.dat

3

2 | cii(0\D) 1 2 3 4 5 3 z 8 9 10 11 oferta

5 1

3 3

7 3

3 4

9 5

10 6

11 7

1z 8

13 3

14 10

15 11

16 12

17 _demanda

18 | u_ij (O\D) 1 2 3 4 5 3 z 8 9 10 11

13 1

20 2

21 3

n 4

23 5

24 5

25 7

2% 8

b7l 3

2% 10

29 11

30 12

31

32

M 4 » b | Hojal /Hoja2 . Hoja3 /¥ [«

Listo M =M

3. Rellenar ambas tablas con los datos que se requieren, dejando en blan-
co las posiciones donde no hay envio posible o donde no hay cota

superior.
4 | cii(o\D) 1 2 3 4 5 & 7 8 El 10 11 oferta
5 26 23 11 19 16 14 11 33
6 2 31 27 14 12 16 26
7 3 25 30 34 11 7 19 16 12 21
8 4 35 19 15 17 37
9 5 32 31 14 19 16 12 15
10 6 30 27 15 11 15 13 19 28
1 7 29 31 11 15 13 14 15 31
12 8 15 13 12 2 11 o 5 E 8 3 209
] 9 14 16 12 11 9 0 7 4 8 227
14 10 19 11 14 13 6 0 ) 9 209
15 11 5 3 6 0 3 209
16 12 5 13 16 B 7 6 4 5 ) 209
17 demanda 13 16 27 15 21 20 212 209 220 209 214
18  u_ij (O\D) 1 2 3 4 s & 7 8 El 10 11
19 1 10 E
20 2
21 3 5 20
22 4
23 5 20 15
24 6
25 7 10 15
26 8 15 15
27 9 15
28 10 5 10
Fa 11 10 10
30 12 10 15 15

4. Seleccionar la ruta de destino para el archivo con la informacién que se
utilizard como datos de entrada para el programa de Visual C++. Se
escogera como destino el directorio de trabajo de Visual C++4, en es-
te caso, c:\tfg-projects\transporte\in-transporte.dat. Pulsar el botén
EXPORTAR para generar el archivo en la ruta especificada.
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5. En el directorio de trabajo c:\tfg-projects\transporte esté el archivo

in-transporte.dat, que tiene la forma: nimero de origenes y destinos,
bloque de costos, fila de ofertas, fila de demandas y por ultimo bloque

de cotas superiores.

12 11

26 23 1le+7 le+7 le+7 11 19 16 le+7 14 11
31 le+7 1le+7 le+7 27 le+7 14 12 16 le+7 le+7
le+t7 25 30 1le+7 34 1le+7 11 7 19 16 12

35 le+7 1le+7 le+7 le+7 le+7 le+7 19 le+7 15 17
le+7 1le+7 32 1le+7 1le+7 le+7 31 14 19 16 12
le+7 30 le+7 le+7 le+7 27 15 11 15 13 19
29 31 1le+7 le+7 1le+7 1le+7 11 15 13 14 15
15 le+7 13 12 9 11 0 5 5 8 3

14 16 12 11 le+7 1let7 9 0 7 4 8
le+7 19 11 14 13 le+7 6 le+7 O 9 9
le+7 le+7 le+7 1le+7 le+7 le+7 5 3 6 0 3

16 13 16 1le+7 11 7 6 1let7 4 5 0

33 26 21 37 15 28 31 209 227 209 209 209
13 16 27 15 21 20 212 209 220 209 214

le+7 10 1le+7 1le+7 le+7 1le+7 le+7 1le+7 le+7 1le+7 5
le+7 le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 le+7
le+7 5 le+7 1le+7 1le+7 1le+7 1le+7 20 le+7 le+7 1le+7
le+7 l1le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 le+7
le+7 1le+7 20 1le+7 le+7 le+7 1le+7 15 le+7 le+7 le+7
le+7 1le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 le+7 1le+7 le+7 le+7 le+7
10 le+7 1le+7 1le+7 1le+7 le+7 1le+7 1le+7 15 le+7 le+7
le+7 1le+7 1le+7 1le+7 15 le+7 le+7 1le+7 le+7 le+7 15
le+7 le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 1le+7 le+7 le+7 le+7 15
le+7 1e+7 5 1le+7 le+7 1le+7 1le+7 le+7 1le+7 10 1le+7
le+7 l1le+7 1le+7 1le+7 le+7 le+7 1le+7 10 le+7 le+7 10
10 15 1le+7 1le+7 1le+7 le+7 1le+7 1le+7 15 1le+7 1le+7

6. Ejecutar el cédigo .cpp de Visual C++, que es el siguiente:

#include “pm.h”

void escribir (double a, int b, int ¢, const double xx,

{

int origenes, int destinos,double t )

ofstream salida(”out—transporte.dat”, ios::out | ios
int i, j;
salida << 7\nTiempo de CPU es:” << t;
salida << 7\nFuncion objetivo:” << a;
salida << ”\nNumero de variables:” << b;
salida << 7\nNumero de condiciones:” << c¢;
salida << 7\nLa solucion es:\n”;
for (j = 0; j<origenes; j++)
{

for (i = 0; i<destinos; i++)

{

salida << x[i + jxdestinos] << 7 7;

(rapp);
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}

salida << 7\n”;

//Programa principal
int main ()

{

ifstream entrada(”in—transporte.dat”, ios::in);//Entrada
ofstream salida (”out—transporte.dat”);//Salida

double xdels, xdrowlo, xdrowup, *dcollo, *xdcolup, *costos;
int *mcolindx, xmrowindx; //indices

int ncols, nelements, nrows, i, j, ml, nl, k;

entrada >> ml; entrada >> nl;

ncols = mlxnl; nrows = ml + nl; nelements = 2xncols;
//Reserva de memoria

dels = new double[nelements];

mcolindx = new int [nelements]; mrowindx = new int[nelements];
drowlo = new double[nrows]; drowup = new double[nrows];
dcollo = new double[ncols]; dcolup = new double[ncols];
costos = new double[ncols];

//Matriz de condiciones por indices
k = 0; //posicion en que toca insertar elemento
for (j = 0; j<ml; j++)

for (i = 0; i<nl; i++)

{ //Cada columna tiene dos 1l—s.

dels [k] = 1;
mcolindx [k] = j*nl + i;
mrowindx [k] = j;

k++;

dels [k] = 1;
mcolindx [k] = j*nl 4+ i;
mrowindx [k] = ml + i;
k++;

}

//Lectura de ofertas, demandas y costos
for (i = 0; i<ncols; i++) entrada >> costos[i];
for (i = 0; i < ml; i++) drowlo[i] = 0;
for (i = 0; i<ml; i4++) entrada >> drowup[i];
for (i =ml; i < nrows; i++) {
entrada >> drowlo[i];
drowup[i] = drowlo[i];
}
//Cotas de las variables
for (i = 0; i<ncols; i++) dcollo[i] = 0;
for (i = 0; i < ncols; i++) entrada >> dcolup[i];

//Solver de COIN o de CPLEX
// OsiClpSolverInterface soll;
OsiCpxSolverInterface soll;
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CoinPackedMatrix A(true, mrowindx, mcolindx, dels, nelements);
soll .loadProblem (A, dcollo, dcolup, costos, drowlo, drowup);
soll .setObjSense (1);
soll.initialSolve ();
double timel = CoinCpuTime ();
escribir (soll.getObjValue(), soll.getNumCols(), soll.getNumRows(),

soll.getColSolution (), ml, nl, timel);
entrada.close (); salida.close ();
return 0;
}

7. Se ha creado en el directorio de trabajo el archivo out-transporte.dat:

Tiempo de CPU es:0.046
Funcion objetivo:2269
Numero de variables:132
Numero de condiciones:23
La solucion es:

10 0 0 0 20

o

O OO O O OO
O OO O O OO
O O O O oo
= O OO OO

OO OHrHr OO0OO0OO0OOOoOOo
O)OOm

o

N

(S es]

o o

o O o
O OO NOOOOOoOOoOOo

OO O, OOOOOOo

o O o
o O O
o O o
o OoON

8. Se extrae la solucién. La funcién objetivo es z = 2269 y el valor de las
variables es

rij | D1 Dy D3 Dg Ds Dg| Ty To T3 Ty T;
Oy 10 20 3
O2
O3 20 1
Oy
Os 13
Og 17

O+ 18 11

Ty 15 194

T | 13 27 15 172

T3 209

Ty 209

Ts 6 6 197




Apéndice B

Experiencia computacional.
Generacion aleatoria de
casos en Matlab

La teoria relativa a la programacion en redes, que incluye los problemas de
transporte y de transbordo, la cual se se estudié en el Capitulo 1, estaba
orientada a demostrar que las particularidades que tienen los problemas
de este tipo influyen notablemente en la velocidad con la que pueden ser
resueltos comparados con problemas lineales generales.

Se desarrollaba un algoritmo basado en el método simplex, pero ademas
se habia demostrado que una caracteristica de los problemas de redes era la
integralidad de estos. Se sabe que la solucién a un problema de redes donde
las ofertas, demandas y cotas superiores de las variables vienen dadas por
numeros enteros es entera. En otras palabras, para resolver un problema de
redes entero en el cual la oferta, la demanda y las cotas superiores tienen
valores enteros puede ser utilizado un algoritmo de programacion lineal, no
es necesario el uso de algoritmos especificos de programacién entera.

Generacion de datos y algoritmos de resolucion

Para comprobar el efecto que tiene la integralidad en problemas de redes se
ha tomado como referencia los problemas de transporte. Las pruebas rea-
lizadas consisten en la resolucién de dos tipos de problemas de transporte.
En ambos casos se precisa una soluciéon entera. Por una parte se resolveran
problemas de transporte con datos reales (dos decimales), para los cuales es
necesario el uso de un algoritmo de resolucién entero, se utilizaré el algorit-
mo Branch and Bound. Por otra parte se resolveran problemas de transporte
con ofertas, demandas y cotas superiores enteras, para los cuales se obtiene
solucién entera mediante algoritmos lineales. Ambos problemas seran re-
sueltos con los solvers de COIN-OR y de CPLEX. Los problemas han sido

o7
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generados de forma aleatoria con Matlab mediante la siguiente funcion:

function []=datawrite(k,m,n,destino)
% k=0: 0 decimales, k=—2: 2 decimales
dim=[m n];
costos=roundn (99*rand (m,n)+1,—2);
0=0; d=1;
while o<d
demanda=roundn (304+30xrand (1,n) ,k
oferta=roundn (50+50*rand (1 ,m) ,k)
o=sum(oferta); d=sum(demanda);
end
upper=roundn (30+50*rand (m,n) ,k);
fich=fopen (destino , 'w’);

)

for i=1l:length (dim)
fprintf(fich, % i’ ,dim(i));
fprintf(fich,’ 7);

end

fprintf(fich, \n\n’);

for i=1:m
for j=1:n
fprintf(fich,  %g’,costos(i,]));
fprintf (fich,’” 7);
end
fprintf(fich, \n’);
end
fprintf(fich, ’\n’);

for i=1:m
fprintf(fich,” %g’,oferta(i));
fprintf(fich,’” 7);

end

fprintf(fich, ’\n’);

for j=1:n
fprintf(fich,’%g’ ,demanda(j));
fprintf(fich,’” 7);

end

fprintf(fich, \n\n’);

for i=1m

for j=1:n
fprintf(fich,  %g’ ,upper(i,j));
fprintf (fich,” ’);
end
fprintf(fich, ’\n’);
end
fclose (7 all’);
end

La resolucion lineal ha sido efectuada con el cédigo del Apéndice A. Para
los problemas enteros, se ha implementado el algoritmo Branch and Bound
sustituyendo en el cédigo mencionado el comando
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soll.initialSolve ();

por la secuencia de comandos

i++) enteras[i] = i;

for (i = 0; i < ncols;
= i++) soll.setInteger (enteras|[i]);

for (i 0; i < ncols;

soll .branchAndBound ();

Resultados de las pruebas

Los algoritmos han sido implementados en una computadora con Intel Core
i5 3.20GHz y 4GB de memoria.

Las pruebas se han realizado sobre problemas con distintas dimensiones
m X n, donde m es el nimero de origenes y n el nimero de destinos. Los
problemas de transporte de dimensién m xn tienen mn variables de decisién.
El programa se detendra en caso de no hallar solucién éptima pasados los
3600 segundos (1 hora).

En la tabla de algoritmo lineal se resuelven los problemas de transporte
con datos enteros, cuya resolucién entera se puede efectuar con algoritmos
lineales. En la tabla de algoritmo entero se resuelven los problemas de trans-
porte con datos reales, cuya resolucion entera hay que efectuar con algorit-
mos de programacién entera (Branch and Bound). Se han realizado varias
pruebas para cada tipo de problema y se ha hallado la media de los tiempos
para cada uno. Los resultados obtenidos son los siguientes:

ALGORITMO LINEAL

Dimensién 20 x 30 | 150 x 200 | 500 x 750 | 1200 x 1800
Tiempo COIN-OR (s) | 0.00 0.23 2.74 15.20
Tiempo CPLEX (s) | 0.00 0.23 3.44 24.41
ALGORITMO ENTERO
Dimensién 3x5 | 5x8 | 15 x 20 | 500 x 750 | 800 x 1200
Tiempo COIN-OR (s) | 52.82 | 326.02 | >3600 | >3600 >3600
Tiempo CPLEX (s) | 0.00 | 0.00 | 0.01 11.75 30.24

Conclusiones

Observando los datos que se han obtenido mediante las pruebas, se puede
afirmar que la resolucién de problemas enteros es mas costosa que la de
problemas lineales.

Respecto a los algoritmos lineales, COIN-OR y CPLEX no tienen gran-
des diferencias en los tiempos de resolucién de los problemas expuestos. Es
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destacable el hecho de que la resolucién de un problema de transporte lineal
de dimensién 1200 x 1800, o lo que es lo mismo, un problema con 2160000
variables de decisién, no supera en ningtn caso los 25 segundos.

Las diferencias més resefiables entre la resolucién lineal y entera se dan
al resolver los problemas con COIN-OR, ya que el algoritmo entero Branch
and Bound no resuelve un problema de dimensién 15 x 20, mientras que un
problema lineal de tamafnio 20 x 30 es resuelto en un tiempo cercano a cero
segundos.

El tiempo de resolucion de problemas enteros de CPLEX crece de manera
mas lenta que con COIN-OR, ya que CPLEX utiliza la programacién en
paralelo para la resolucion de dichos problemas.

En conclusion, con estas pruebas se ha demostrado que la integralidad de
los problemas de transporte (y de redes en general) es un factor de gran im-
portancia para su resoluciéon, siendo méas notables las diferencias con COIN-
OR, pero destacables también para CPLEX.



Apéndice C

Resolucion del problema de
la expansion de una empresa

La resolucion del problema de la expansién de una determinada empresa
explicado en el Seccion 3.2.2 se ha efectuado con el siguiente cédigo:

#include "pm.h”

int main ()
ifstream entrada(”in—expansion.txt”, ios::in);
ofstream salida (”out—expansion.txt”);

double xdels, *xdrowlo, xdrowup, *dcollo, *xdcolup, #*costos,
xa, *b;

int s*mcolindx, *mrowindx, *enteras;

int ncols, nelements, nrows, i, j, ml, nl, k, rl;

entrada >> ml; entrada >> nl; entrada >> rl;

ncols = mlxnl + ml — 1; nrows = ml + nl + 1;

nelements = 2xmlxnl + 2 % (ml — 1);

dels = new double[nelements];

mcolindx = new int [nelements]; mrowindx = new int[nelements];
drowlo = new double[nrows]; drowup = new double [nrows];

dcollo = new double[ncols]; dcolup = new double[ncols];

costos = new double[ncols];

a = new double[ml]; b = new double[nl]; enteras = new int[ncols];
k = 0;

for (i = 0; i < ml; i++)

for (j = 0; j < nl; j++)

{
dels [k] = 1;
mrowindx [k] = i;
mcolindx [k] = ixnl + j;
k++;
dels [k] = 1;
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mrowindx [k] = ml + j;
mcolindx [k] = i*nl + j;
k++;

}

for (i = 0; i < ncols; i++) entrada >> costos[i];
for (i = 0; i < ml; i4++) entrada >> a[i];

'/La parte de las variables y

for (i = 0; i <ml — 1; i+4){

dels [k] = —a[i+1];
mrowindx [k] = i41;
mcolindx [k] = mlsnl + i;
k++;

for (i = 0; i <ml — 1; i++4){

dels [k] = 1;
mrowindx [k] = ml + nl;
mcolindx [k] = mlsnl + i;
k++;
}
//Cotas de restricciones y variables
drowlo [0] = —1e+31; drowup[0] = a[0];
for (i = 1; i < ml; i+4){
drowlo[i] = —1le+31; drowup[i] = 0;

}
for (i = 0; i < nl; i4++) entrada >> b[i];
for (i = ml; 1 < nrows—1; i++4){
drowlo[i] = b[i — ml]; drowup[i] = drowlo[i];
}

drowlo [nrows —1] = 0; drowup [nrows—1] = 3;
for (i = 0; i < ml*nl; i+4){

dcollo[i] = 0; dcolup[i]=1le+31;
}

for (i = mlsnl; i < ncols; i++){
dcollo[i] = 0; dcolup[i] = 1;
}

/Solver de COIN o de CPLEX
OsiClpSolverInterface soll;

//OsiCpxSolverInterface soll;
CoinPackedMatrix A(true, mrowindx, mcolindx, dels, nelements);
soll .loadProblem (A, dcollo, dcolup, costos, drowlo, drowup);
soll .setObjSense (1);

//Solucion entera

for (i = mlxnl; i < ncols; i++) enteras[i] = i;

for (i = mls*nl; i < ncols; i++) soll.setInteger (enteras[i]);
soll .branchAndBound ();

double timel = CoinCpuTime ();

//Escribir

salida << 7\nTiempo de CPU es:” << timel;
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salida << 7\nFuncion objetivo:” << soll.getObjValue ();
salida << 7\nNumero de variables:” << soll.getNumCols ();
salida << 7\nNumero de condiciones:” << soll.getNumRows ();
salida << ”\nLa solucion es:\n x_{ij }:\n";

for (j = 0; j<ml; j++)

9

{
for (i = 0; i<nl; i++4)
{
salida << soll.getColSolution ()[i + j*nl] <<
salida << 7\n”;
}

salida << 7 y_i:\n”;
for (i = 0; i <ml — 1; i+4){

salida << soll.getColSolution ()[ml*nl + i] << 7 7;
}

entrada.close (); salida.close ();
return O0;

El fichero de entrada in-expansion.txt es

6 83

2515
3600
2100
4000
1900
1000

be+6

3300
3500
2200
4100
2200
1200

3e+6

3400 3900 4400 1e+31 4800 3450
1le+31 2035 2800 3300 1le+31 3900
2000 2100 1520 2800 3000 2800
4000 1e+31 4200 3300 2525 1e+31
2300 3000 2400 2000 1e+31 1510
1400 2400 2200 2600 2500 2300

Tet+t6 2e+6 le+6

30000 10000 15000 12000 6000 8000

1500 6300 500 6500 4500 900 7800 3200

y el fichero out-expansion.txt que devuelve el problema con informacion y
la solucién 6ptima es el siguiente:

Tiempo de CPU es:0

Funcion objetivo:6.99745e+007
Numero de variables:53

Numero de condiciones:15

La solucion es:

x_{i

3¥:

1500 700 0 0 0 0 0 O
00000000O0

0 0 0 6500 4500 0 4000 O
00000000O0

0 1400 500 0 0 900 0 3200
0 4200 0 0 0 0 3800 O

y_i:
010

11
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