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❣✉✱ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦ ❛③❛❧❞✉③✳ ❑❛♣✐t✉❧✉❛ ❜✐ ③❛t✐t❛♥ ❞❛❣♦ ❜❛♥❛t✉t❛❀
❧❡❤❡♥❡♥❣♦❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛ ❛③t❡r❣❛✐ ❡t❛✱ ❜❡r❡③✐❦✐✱ ❤♦r✐❡♥
❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛✱ ❤♦r✐①❡ ❜❛✐t❛ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ♠♦t✐❜❛③✐♦r✐❦
❣❛rr❛♥t③✐ts✉❡♥❛✳ ❍❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❞✐r❛✱ ❜✐❣❛rr❡♥ ③❛t✐❛r❡♥ ♣r♦t❛❣♦♥✐st❛❦✳ ❩❡❤❛③❦✐✱
❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦ ❡t❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ❦♦♥t✉❛♥ ❡❞✉❦✐ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ❦♦♥t③❡♣✲
t✉❛❦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❙❛rr❡r❛

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦❛ ♦s♦ ❦♦♥t③❡♣t✉ ❤❡❞❛t✉❛ ❞❛✱ ❛s❦♦t❛♥ ❜❛✐t❛r❛❜✐❧❣✉ ✕❦♦♥t✉r❛t✉ ❜❛✲
r✐❦ ❜❛❞❛ ❡r❡✕✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡♥ ❛✉rr❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❞❛✉❞❡♥❡❛♥✱
s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛ ♥❡✉rt③❡❦♦ ❡r❛r❡♥ ❜❛t ✐③❛♥❡③ ❣❡r♦✱ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❜✐✲
❧❛t③❡❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛✳ ❉❡✜♥✐③✐♦ ♦r♦❦♦r ❤♦rr❡♥ ❜❛rr✉❛♥
♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛ ❛s❦♦ s❛rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛rr❡♥✱ ❧✐❜✉r✉ ❤♦♥❡t❛♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦ ❦♦♥✲
❜✐♥❛t♦r✐♦❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ③❡♥tr❛t✉❦♦ ❣❛r❛ ❜❛t❡③ ❡r❡✳ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦
❛s♣❛❧❞✐t✐❦ ❛③t❡rt✉❛❦ ✐③❛♥ ❞✐r❡♥ ❛rr❡♥✱ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛ ❛♣❧✐❦❛t✉❛♥ ❞✉❡❧❛ ❡③ ❛s❦♦r✐❦
❜❡r❡✐③✐ ❞❡♥ ✐❦❡r❦✉♥t③❛✲❛r❧♦❛ ❞❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛✳

❍❛st❛♣❡♥ ❤✐st♦r✐❦♦❛

▲❡❤❡♥ ▼✉♥❞✉ ●❡rr❛ ❛♠❛✐t✉ ③❡♥❡❛♥✱ ❣❛r❛✐❧❡❡❦ ❆❧❡♠❛♥✐❛r✐ ♦s♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❣♦❣♦✲
rr❛❦ ✐♥♣♦s❛t✉ ③✐③❦✐♦t❡♥ ❱❡rs❛❧❧❡s✲❡❦♦ ✐t✉♥❡❛♥❀ ❜❡st❡❛❦ ❜❡st❡✱ ❆❧❡♠❛♥✐❛❦ ❛r✲
♠❛❞❛ ✐③❛t❡❛ ③❡❤❛r♦ ❞❡❜❡❦❛t✉t❛ ③❡✉❦❛♥✳ ❆r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ✐t✉♥ ❤♦rr❡❦ ❥❛s♦t③❡♥ ③✐✲

✶



✷ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

t✉❡♥ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❡❦♦♥♦♠✐❦♦❡♥ ♦♥❞♦r✐♦③ ✶✾✷✵❦♦ ❤❛♠❛r❦❛❞❛♥ ❆❧❡♠❛♥✐❛❦♦ ❡❣♦❡r❛
♥❛❤✐❦♦ ❧❛rr✐❛ ✐③❛♥ ③❡♥❀ ❤❛❧❛ ❡r❡✱ ❦r✐s✐✲♠♦♠❡♥t✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ♣❡rts♦♥❛ ❜❛t❡❦ ♣r♦✲
♠❡s ❡❣✐♥ ③✉❡♥ ❤❡rr✐❛❧❞❡❛ ❧❛rr✐❛❧❞✐ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛❦♦ ③✉❡❧❛✳✳✳ P❡rts♦♥❛ ❤♦r✐
❍✐t❧❡r ③❡♥ ❡t❛ ✶✾✸✸❛♥ ❤❛✉t❡s❦✉♥❞❡❛❦ ✐r❛❜❛③✐③ ❜♦t❡r❡❛ ❧♦rt✉ ③✉❡♥❀ ♦r❞✉❛♥✱
❇✐❣❛rr❡♥ ▼✉♥❞✉ ●❡rr❛ ❡❦❛rr✐❦♦ ③✉❡♥ ❣❡rt❛❦✐③✉♥✲s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❜❛t ❤❛s✐ ③❡♥✳

✶✾✸✹✳ ✉rt❡❛♥ ❍✐t❧❡r✲❡❦ ❆❧❡♠❛♥✐❛❦♦ ❜❡rr❛r♠❛t③❡✲♣r♦③❡s✉❛ ❛❣✐♥❞✉ ③✉❡♥✱ ❡t❛
✶✾✸✺❡❦♦ ✉❞❛❜❡rr✐r❛❦♦ ❜❡r❡ ❛✐r❡❦♦ ❛r♠❛❞❛ ✕▲✉❢t✇❛✛❡❛✕ ❇r✐t❛✐♥✐❛ ❍❛♥❞✐❦♦❛✲
r❡♥ ♣❛r❡❦♦❛ ③❡❧❛ ❛❧❞❛rr✐❦❛t③❡♥ ❤❛s✐ ③❡♥✳ ◆❛③✐❡♥ ❤❡❣❛③❦✐♥ ❜♦♥❜❛❦❡t❛r✐❡♥ ♠❡❤❛✲
t①✉❛ ❛r❛③♦ ❧❛rr✐ ❜✐❤✉rt✉ ③❡♥ ❇r✐t❛✐♥✐❛r ●♦❜❡r♥✉❛r❡♥t③❛t✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❛✐r❡✲
❞❡❢❡♥ts❛ ❛♥t♦❧❛t③❡❛r✐ ❡❦✐♥ ③✐♦♥✳ ❆✐r❡❦♦ ❡st❛t✉✲✐❞❛③❦❛r✐❛❦ ✓■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡
♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✔❦♦ ❡rr❡❦t♦r❡❛r✐ ❛✐r❡❦♦ ❞❡❢❡♥ts❛r❡♥ ❛r❛③♦❛ ❛③t❡r✲
t✉❦♦ ③✉❡♥ ❜❛t③♦r❞❡❛ s♦rt③❡❦♦ ❡s❦❛t✉ ③✐♦♥❀ ❜❛t③♦r❞❡ ❤♦rr❡♥ ❧❛♥❛r❡♥ ♦♥❞♦r✐♦③✱
✶✾✸✺❡❦♦ ✉❞❛♥✱ ❘♦❜❡rt ❲❛ts♦♥✲❲❛tt✲❡❦ r❛❞❛rr❛ ❛s♠❛t✉ ③✉❡♥✳ ❚r❡s♥❛ ♦s♦ ❡r❛✲
❜✐❧❣❛rr✐❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❡t❡❦✐♥ ❣✉③t✐❛ ❛t❡r❛t③❡❦♦✱ ❞❡❢❡♥ts❛✲s✐st❡♠❛♥ ✕❜❡❤❛t♦❦✐❛❦✱
❡❤✐③❛✲❤❡❣❛③❦✐♥❛❦✱ ❛rt✐❧❧❡r✐❛ ❛♥t✐❛❡r❡♦❛✱ ✳✳✳✕ ✐♥t❡❣r❛t✉ ❜❡❤❛rr❛ ③❡❣♦❡♥✱ ❡t❛ ❛r✲
❞✉r❛❞✉♥❛❦ ❧❛st❡r ❦♦♥t✉r❛t✉ ③✐r❡♥ ❡③ ③❡❧❛ ❧❛♥ ❡rr❛③❛ ✐③❛♥❣♦✳ ■③❛♥ ❡r❡✱ ❞❡❢❡♥ts❛
♦♣❡r❛③✐♦❡♥ ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✱ ❜❡r❡ ♦s♦t❛s✉♥❡❛♥✱ ♦s♦ ❛r❛③♦ ❦♦♥♣❧❡①✉❛ ③❡♥✳ ❍♦r✐
❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ✐❦✉s♣❡❣✐ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦t✐❦ ✐❦❡rt③❡♥ ❤❛s✐ ③✐r❡♥❀ ❡t❛ ❤♦rt✐❦✱
❣❛✉r ❡❣✉♥ ❡③❛❣✉♥❛ ❞❡♥ ■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❛ s♦rt✉ ③✉t❡♥✳

❇✐❣❛rr❡♥ ▼✉♥❞✉ ●❡rr❛♥ ③❡❤❛r ♦♣❡r❛③✐♦❡♥ ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛ ✓♠❛t❡♠❛t✐❦♦❛✔❦
❛rr❛❦❛st❛ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ③✉❡♥ ❜r✐t❛✐♥✐❛r ❛r♠❛❞❛♥✱ ❡t❛✱ ❤♦rt✐❦✱ ❊st❛t✉ ❇❛t✉❡t❛❦♦
❛r♠❛❞❛r❛ ❤❡❞❛t✉ ③❡♥✳ ✶✾✹✺❡❛♥✱ ❣❡rr❛ ❛♠❛✐t✉ ③❡♥❡r❛❦♦✱ ♠✐❧❛ ♣❡rts♦♥❛t✐❦ ❣♦r❛
③❡✉❞❡♥ ■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❛♥ ❧❛♥❡❛♥ ❜r✐t❛✐♥✐❛r ❛r♠❛❞❛♥✳

●❡rr❛ ❛♠❛✐t✉ ♦st❡❛♥✱ ❊✉r♦♣❛❦♦ ❤❡rr✐❛❧❞❡❡♥ ❡❣♦❡r❛ ♦s♦ ❧❛rr✐❛ ③❡♥✿ ❤❡rr✐❛❧✲
❞❡❛❦ s✉♥ts✐t✉t❛✱ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡❛❦ ❣❡rr❛♥ ①❛❤✉t✉t❛ ✳✳✳ ❍✉rr❡♥❣♦ ✉rt❡❡t❛♥✱ ❤❡rr✐❛❧✲
❞❡❛❦ ❜❡rr❡r❛✐❦✐t③❡❦♦ ❡rr♦♥❦❛r✐ ❛✉rr❡ ❡❣✐t❡❦♦✱ ❣❡rr❛❦ ✐r❛✉♥ ❜✐t❛rt❡❛♥ ♦♣❡r❛③✐♦
♠✐❧✐t❛rr❛❦ ❛♥t♦❧❛t③❡❦♦ ❣❛r❛t✉t❛❦♦ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦❛❦ ❜❡r❡③✐❦✐ ❡❣♦✲
❦✐❛❦ ③✐r❡❧❛ ❦♦♥t✉r❛t✉ ③✐r❡♥ ❛❣✐♥t❛r✐❛❦✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ❉❛♥t③✐❣❡❦ ✕❣❡rr❛♥ ❆❊❇✲
❦♦ ❛r♠❛❞❛♥ ③✐❤❛r❞✉❡♥❛✕ ✶✾✹✼❛♥ ■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦r✐❦ ❡③❛✲
❣✉♥❡♥❛✱ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✱ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉❡♥✳

❆r❧♦ ❜❡rr✐ ❤♦♥❡❦ ✐❦❡rt③❛✐❧❡❡♥ ❛rr❡t❛ ❡r❛❦❛rr✐ ③✉❡♥✱ ❡t❛ ❣❡rr❛♦st❡❦♦ ❣❛r❛✐❛♥
❤❡❞❛♣❡♥ ♥❛❜❛r♠❡♥❛ ✐③❛♥ ③✉❡♥✳ ❍❛s✐❡r❛❦♦ ✉rt❡❡t❛♥ ♣❧❛♥t❡❛t③❡♥ ③✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦❡❦ s♦❧✉③✐♦ ③❡❤❛t③❛❦ ❧♦rt③❡❛ ③✉t❡♥ ❤❡❧❜✉r✉ ❜❛✐♥❛ t❡❦♥✐❦❛ ❤❛✉❡❦ ♣r♦❜❧❡♠❛
♠♦t❛ ❦♦♥❦r❡t✉ ❜❛t③✉❦ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ③✐t❡③❦❡❡♥ ❜❛❦❛rr✐❦ ✕♣r♦❜❧❡♠❛ ❧✐♥❡❛✲
❧❛❦✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✕✳ ✶✾✼✵❡❦♦ ❤❛♠❛r❦❛❞❛♥ ③✐❡♥t③✐❛❧❛r✐❡❦ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉✲
♥❛ ❛③t❡rt③❡❛r✐ ❡❦✐♥ ③✐♦t❡♥✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ ❦♦♥♣✉t❛❣❛✐❧✉ ♣❡rts♦♥❛❧❛❦ ❛❣❡rt✉ ③✐r❡♥
♠❡r❦❛t✉❛♥✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥ ✲ t❛♠❛✐♥❛✲r❡♥ ❦♦♥❜✐♥❛③✐♦❛✲
r❡♥ ♦♥❞♦r✐♦③✱ s♦❧✉③✐♦ ③❡❤❛t③❛ ❧♦rt③❡❛ ❡③✐♥❡③❦♦❛ ③❡♥✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♠❡r❦❛t✉❛♥
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❛❣❡rt③❡♥ ❤❛s✐ ③✐r❡♥✱ ③❡✐♥❡❦✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❡♥❛ ❡③ ❜❡r♠❛t✉
❛rr❡♥✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❡♠❛t❡♥ ③✐t✉③t❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ❧❛❜✉rr❡❛♥✳

▼❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ♦s♦ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❛❦ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❞❡s❡❣♦❦✐❛❦ ③✐r❡♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠❛ ❜❡rr✐❡t❛♥ ❜❡rr❡r❛❜✐❧t③❡❦♦✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ✶✾✼✺❡t✐❦ ❛✉rr❡r❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❤❡✉✲
r✐st✐❦♦ ❡❞♦ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦❛ ❞❡r✐t③❡♥ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛❦ ❤❛s✐ ③✐r❡♥ ❣❛r❛t③❡♥ ③✐❡♥t③✐❛✲
❧❛r✐❛❦✳ ❍♦♥❛ ❤❡♠❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❡t❛ ❞❛t❛ ❜❛t③✉❦✿

❼ ✶✾✼✺ ✲ ❏♦❤♥ ❍♦❧❧❛♥❞❡❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐t✉❡♥



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✸

❼ ✶✾✼✼ ✲ ❋r❡❞ ●❧♦✈❡rr❡❦ s❝❛tt❡r s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉❡♥
❼ ✶✾✽✸ ✲ ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ❡t❛ ❧❛♥❦✐❞❡❡❦ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡❞♦ s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐✲

♠✉❧❛t✉❛ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉t❡♥
❼ ✶✾✽✻ ✲ ❋r❡❞ ●❧♦✈❡rr❡❦ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉❡♥
❼ ✶✾✽✻ ✲ ●❡r❛r❞♦ ❇❡♥✐❡❦ ❡t❛ ❏✐♥❣ ❲❛♥❣❡❦ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❦♦♥t③❡♣t✉❛

♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉t❡♥
❼ ✶✾✾✷ ✲ ▼❛r❝♦ ❉♦r✐❣♦❡❦ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ♣r♦✲

♣♦s❛t✉ ③✉❡♥
❼ ✶✾✾✻ ✲ ▼✉❤❧❡♥❜❡✐♥❡❦ ❡t❛ P❛❛ss❡❦ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✭❊❉❆s✮ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉t❡♥

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦

❊❣✉♥❡r♦ ❡r❛❜❛❦✐❛❦ ❤❛rt③❡♥ ❞✐r❛ ♥♦♥❛❤✐❀ ❡♥♣r❡s❡t❛♥✱ ③✐❡♥t③✐❛♥✱ ✐♥❞✉str✐❛♥✱
❛❞♠✐♥✐str❛③✐♦❛♥✳✳✳ ●❡r♦③ ❡t❛ ❦♦♥♣❡t✐t✐❜♦❛❣♦❛ ❞❡♥ ♠✉♥❞✉ ❤♦♥❡t❛♥✱ ❡r❛❜❛❦✐❛❦
❤❛rt③❡❦♦ ♣r♦③❡s✉ ❤♦r✐ ❛rr❛③✐♦♥❛❧❦✐ ❤✉r❜✐❧❞✉ ❜❡❤❛rr❛ ❞❛✉❦❛❣✉✳

❊r❛❜❛❦✐✲❤❛rt③❡❛ ❤❛✐♥❜❛t ♣❛✉s♦t❛♥ ❜❛♥❛ ❞❛✐t❡❦❡✳ ▲❡❤❡♥❞❛❜✐③✐✱ ♣r♦❜❧❡♠❛
❢♦r♠❛❧✐③❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛✱ ❣❡r♦ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦❦✐ ♠♦❞❡❧❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✳ ❇❡❤✐♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠❛ ♠♦❞❡❧❛t✉r✐❦✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ t♦♣❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥t③❛t ✕
s♦❧✉③✐♦ ♦♣t✐♠♦❛ ③❡✐♥ ❞❡♥ ❡r❛❜❛❦✐✱ ❛❧❡❣✐❛✕✳

Pr♦❜❧❡♠❛ ❡rr❡❛❧ ❜❛t❡❛♥ ❞✐❤❛r❞✉❣✉♥❡❛♥✱ ❤❛rt✉t❛❦♦ ❡r❛❜❛❦✐ ♦♣t✐♠♦❛❦ ♣r❛❦✲
t✐❦❛♥ ❥❛rr✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❣❡♥✐t✉③❦❡✱ ❡❣✐❛③t❛t③❡❦♦ ❡❛ ❢✉♥t③✐♦♥❛t③❡♥ ❞✉t❡♥❡t③❀ ❛r❛③♦✲
r❡♥ ❜❛t ❡❣♦♥❡③ ❣❡r♦✱ ❛t③❡r❛ ❥♦③ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❢♦r♠✉❧❛③✐♦❛ ❜❡rr✐❦✉st❡❦♦✳

✶✳✶ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ♣❧❛st✐❦♦③❦♦ ♣✐❡③❛❦ ❡❦♦✐③t❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❡♥♣r❡s❛
❜❛t❡❦♦ ❧♦❣✐st✐❦❛✲s❛✐❧❡❛♥ ❧❛♥ ❡❣✐t❡♥ ❞✉❣✉❧❛✳ ▲❛♥t❡❣✐❛♥ ③❡♥❜❛✐t ♠❛❦✐♥❛✱
❧❡❤❡♥❣❛✐❛❦ ❡t❛ ❡❦♦✐t③✐t❛❦♦ ♣✐❡③❛❦ ❜✐❧t③❡❦♦ ❜✐❧t❡❣✐ ❜❛t✱ ❡t❛ ❛❜❛r ❞❛✉❞❡✳
■❣❛♥❞❡r♦✱ ❛st❡❦♦ ❡s❦❛❡r❛ ❛③t❡rt✉③✱ ♣❧❛♥❣✐♥t③❛ ❡❣✐♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉❀ ③❡r ♣✐❡✲
③❛ ❡❦♦✐t③✐ ❧❡❤❡♥❛❣♦✱ ③❡r ♠❛❦✐♥❛t❛♥✱ ♥♦✐③ ❜✐❞❛❧✐ ❜❡③❡r♦❡✐✳✳✳ P❧❛♥❣✐♥t③❛
❡r❛ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡❛♥ ❡❣✐♥❡③ ❣❡r♦✱ ❡s❦❛❡r❛ ❣❡❤✐❛❣♦ ❛s❡t③❡❦♦ ❣❛✐ ✐③❛♥❣♦ ❣❛✲
r❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❞✐r✉ ❣❡❤✐❛❣♦ ✐r❛❜❛③✐❦♦ ❞✉ ❡♥♣r❡s❛❦✳
P❧❛♥❣✐♥t③❛ ♦♣t✐♠♦❛ ❜✐❧❛t③❡❦♦✱ ❧❛♥t❡❣✐❛❦ ❞✐t✉❡♥ ❡③❛✉❣❛rr✐❛❦ ✕❜✐❧t❡❣✐❛r❡♥
t❛♠❛✐♥❛✱ ♠❛❦✐♥❡♥ ❜❡r❡③✐t❛s✉♥❛❦✱ ❞❡♥❜♦r❛❦✱✳✳✳✕ ❛③t❡rt✉ ❡t❛ ♣r♦❜❧❡♠❛
❢♦r♠❛❧✐③❛t✉ ❡❣✐♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✱ ③❡r❡♥ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦❦✐ ♥♦❧❛ ❤✉r❜✐❧❞✉ ❡t❛
❡❜❛t③ ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❦♦ ❡③✐♥❜❡st❡❦♦❛ ❜❛✐t❛✳

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❢♦r♠❛❧✐③❛t③❡❛♥ ❜✐ ❡❧❡♠❡♥t✉r✐ ❛t③❡♠❛♥ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐❡✲
❣✉✳ ▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡♥ ♠✉❧t③♦❛r✐✱ s♦❧✉③✐♦ ❜✐✲
❞❡r❛❣❛rr✐❡♥ ❡s♣❛③✐♦ ❡❞♦ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦ ❞❡✐t✉r✐❦♦❛r✐✳ ❊t❛✱ ❜✐❣❛rr❡♥✱ s♦❧✉③✐♦
♦♣t✐♠♦❛ t♦♣❛t③❡❦♦ ♦♣t✐♠♦t❛s✉♥❛ ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✉❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r✐✳ ❙♦❧✉③✐♦
❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❡♥ ♠✉❧t③♦❛ S s✐♥❜♦❧♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❤❡❧❜✉r✉ ❢✉♥✲
t③✐♦❛✱ ❜❡rr✐③✱ f ❡r❛❜✐❧✐③✿



✹ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

f : S → R

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛✕ t♦♣❛✲
t③❡❛♥ ❞❛✉t③❛✳ ❖♣t✐♠♦t❛s✉♥❛ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❜❡t✐
❜✐ ❛✉❦❡r❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✿ ❢✉♥t③✐♦❛ ♠❛①✐♠✐③❛t③❡❛ ❡❞♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t③❡❛✳ ❍❡♠❡♥✲
❞✐❦ ❛✉rr❡r❛✱ ❛③❛❧♣❡♥ ❣✉③t✐❛❦ ❜❛t❡r❛t③❡❦♦ ❛s♠♦❛r❡❦✐♥✱ ①❡❞❡❛ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛
♠✐♥✐♠✐③❛t③❡❛ ❞❡❧❛ ❥♦❦♦ ❞✉❣✉✶✳

✶✳✶ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t③❡✲♣r♦❜❧❡♠❛✳ ■③❛♥ ❜❡❞✐ S s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❡♥
♠✉❧t③♦❛ ❡t❛ f : S → R ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛✳ ▼✐♥✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛✲
❧❛ s∗ ∈ S t♦♣❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛ ♥♦♥ ∀s ∈ S, f(s∗) ≤ f(s)

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡r❛ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡❛♥ ❡❜❛③t❡❦♦✱ ❤✐r✉ ❡③❛✉❣❛rr✐♦❦
❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✿

❼ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛
❼ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛
❼ ❊s❦✉r❛❣❛rr✐ ❞✐t✉❣✉♥ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡❛❦ ✭❞❡♥❜♦r❛✱ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦✲❜❛❧✐❛❜✐❞❡❛❦✱ ❡t❛❜✳✮

Pr♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦ ❜❡❤❛r ❞❡♥ ❞❡♥❜♦r❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉③ ✕❜❛❧✐❛❜✐❞❡ ❣❛rr❛♥t③✐✲
ts✉❡♥❛ ✐③❛♥ ♦❤✐ ❞❡♥❛✕✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛ ♦s♦ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❛✉r❦✐t✉ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❍❛❧❛
♥♦❧❛✱ ❦❛s✉ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❞❡♥❜♦r❛ ♦s♦ ♠✉rr✐③t✉t❛ ❡❣♦♥❣♦ ❞❛✱ ❦♦♥tr♦❧✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥
❣❡rt❛t③❡♥ ❞❡♥ ❧❡❣❡③✷✳ ❇❡st❡ ♠✉t✉rr❡❛♥ ❞✐s❡✐♥✉✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❞✐t✉❣✉✱ ♥♦♥ ❤❡❧✲
❜✉r✉❛ ❛❤❛❧✐❦ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ t♦♣❛t③❡❛ ❞❡♥ ❞❡♥❜♦r❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉ ❣❛❜❡✳
❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡❤✐❡♥❛❦ ❜✐ ❦❛s✉ ❤♦r✐❡♥ ❡r❞✐❜✐❞❡❛♥ ❦♦❦❛t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛
❜❡r❛③✱ ❞❡♥❜♦r❛✲♠✉❣❛ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉ ❡❜❛③t❡❦♦✳

Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❡❞♦③❡✐♥ ✐③❛♥❞❛ ❡r❡✱ ❜❡t✐ t❛♠❛✐♥❛ ❜❛t❡t✐❦ ❛✉✲
rr❡r❛ ❡③✐♥❡③❦♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ♠❡t♦❞♦ ③❡❤❛t③❡♥ ❜✐❞❡③ ❡❜❛③t❡❛✳ ❆✉rr❡r❛❣♦ ✐❦✉s✐❦♦
❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❦❛s✉ ❤♦r✐❡t❛♥ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❡t❛r❛ ❥♦t③❡❛ ❜❡❤❛rr❡③❦♦❛ ✐③❛♥✲
❣♦ ❞❛✳

Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛

Pr♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❞❛ ❤✉r❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡①✐st✐t③❡♥ ❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦
❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❛r❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❞❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ♣❛✉s♦③ ♣❛✉s♦
❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ♣r♦③❡❞✉r❛❦ ❞✐r❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ ✐♥s✲
t❛♥t③✐❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ✐③❛♥ ❞✐t③❛❦❡❣✉✱ ❡t❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❤♦r✐❡❦ t❛♠❛✐♥❛ ❜❛t ✐③❛♥❣♦
❞✉t❡✳ ❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞❡♥ ❤❡✐♥❡❛♥ ❡❜❛③t❡✲
❦♦ ❜❡❤❛r ❞❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ❡❞♦t❛ ♠❡♠♦r✐❛ ♥♦❧❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞❡♥ ♥❡✉rt③❡♥ ❞✉❀ ❤❛✉
❞❛✱ ❜❡❤❛r ❞✐r❡♥ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡❡♥ ❤❛③❦✉♥❞❡❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ t❛♠❛✐♥❛r❡❦✐❦♦✳

✶ ●✉r❡ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ♠❛①✐♠✐③❛t✉ ♥❛❤✐ ✐③❛♥❡③ ❣❡r♦✱ ❢✉♥t③✐♦ ❜❡rr✐ ❜❛t ❞❡✜♥✐t✉❦♦ ❞✉❣✉✱
g = −f ✳
✷ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤❛✉❡✐ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡r✐t③❡ ✐♥❣❡❧❡s❡③✳



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✺

✶✳✷ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ❤✐r✐ ❜❛t③✉❡♥ ③❡rr❡♥❞❛ ❞❛✉❦❛❣✉❧❛ ③❡✐♥❡♥ ❦♦♦r✲
❞❡♥❛t✉ ❣❡♦❣r❛✜❦♦❛❦ ❡③❛❣✉t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥✳ ❍✐r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❦❛❧❦✉✲
❧❛t③❡❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧ ❜❛t ❞❛✳ ❍✐r✐ ③❡rr❡♥❞❛ ❜❛❦♦✐t③❛ ♣r♦❜❧❡✲
♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞❛❀ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ③❡rr❡♥❞❛♥ ❉♦♥♦st✐❛✱ ❇✐❧❜♦
❡t❛ ●❛st❡✐③ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ✸ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳

❖s♦ ❡r❛ ♦r♦❦♦rr❡❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛❦ n t❛♠❛✐♥❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛
❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦ ❜❡❤❛r ❞❡♥ ♣❛✉s♦ ❦♦♣✉r✉❛ ♥❡✉rt③❡♥ ❞✉✳ ✸

❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛r✐ ❜✉r✉③ ❤✐t③ ❡❣✐t❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ❦♦♥tr❛❦♦r✐❦ ❡s❛♥ ❡③❡❛♥✱ ❦❛✲
s✉r✐❦ t①❛rr❡♥❛ ❛③t❡rt✉ ♦❤✐ ❞❛❀ ❤❛❧❡r❡✱ ❦❛s✉r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❡t❛ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛ ❡r❡
❛③t❡rt③❡♥ ❞✐r❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♣♦rt❛❡r❛r❡♥ ✐r✉❞✐ ③❡❤❛t③❛❣♦❛ ❧♦rt③❡❦♦✳ ❑♦♥♣❧❡✲
①✉t❛s✉♥❛ ♥❡✉rt③❡❛♥✱ ♣❛✉s♦ ❦♦♣✉r✉❛ ③❡❤❛t③❛ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ❦♦♣✉r✉ ❤♦rr❡❦
♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛r❡❦✐❦♦ ♥♦❧❛ ✓❡s❦❛❧❛t③❡♥✔ ❞✉❡♥ ✐♥t❡r❡s❛t③❡♥ ③❛✐❣✉✳

✶✳✸ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❏♦ ❞❡③❛❣✉♥ ❛✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❡✉❦❧✐❞❡❛✲
rr❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉❧❛ ❤✐r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛❦ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦✳ Pr♦❜❧❡♠❛
❡❜❛③t❡❦♦✱ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ ❤✐r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❜✐ ❜✐❞❡r❦❡✲
t❛✱ ❜❛t✉❦❡t❛ ❜❛t ❡t❛ ❡rr♦ ❦❛rr❛t✉ ❜❛t ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ❜✐❦♦t❡
❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❧❛✉ ❡r❛❣✐❦❡t❛ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ●✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ n

❜❛❞❛ ✕③❡rr❡♥❞❛♥ n ❤✐r✐ ❜❛❞✐t✉❣✉✕✱ n(n−1)
2 ❞✐st❛♥t③✐❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦

❞✐t✉❣✉ ✕❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③ i ❡t❛ j ❤✐r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❜❡❤✐♥ ❜❛❦❛rr✐❦
❦❛❧❦✉❧❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉❧❛ ❡t❛ ❤✐r✐ ❜❛t❡t✐❦ ❤✐r✐ ❜❡r❞✐♥❡r❛ ❞❛❣♦❡♥ ❞✐st❛♥✲

t③✐❛ ❡③ ❞✉❣✉❧❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉ ❜❡❤❛r✕✳ ❇❡r❛③✱ ❣✉③t✐r❛✱ 4n(n−1)
2 = 2n(n − 1)

❡r❛❣✐❦❡t❛ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❊s❛♥ ❞✉❣✉♥ ❧❡❣❡③✱ ❜❛❧✐♦ ③❡❤❛t③❛ ❡③ ❞❛ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❡♥❛✳ ❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱
❡③ ❞✉ ❣❛rr❛♥t③✐r✐❦ ♣❛✉s♦ ❦♦♣✉r✉❛ 10n2 ❡❞♦ 0.5n2 ✐③❛t❡❛❦✱ ❦♦♥t✉❛ ❡r❛❣✐❦❡t❛
❦♦♣✉r✉❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ t❛♠❛✐♥❛r❡❦✐❦♦ ❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛ ❞❡❧❛ ❜❛✐③✐❦❀ ✐❞❡✐❛ ❤♦r✐ O
♥♦t❛③✐♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③✐ ♦❤✐ ❞❛✳

✶✳✷ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ❖ ♥♦t❛③✐♦❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t❡❦ f(n) = O(g(n)) ❦♦♥♣❧❡✲
①✉t❛s✉♥❛ ❞❛✉❦❛✱ n0 ❡t❛ c ❦♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐❜♦❛❦ ❡①✐st✐t③❡♥ ❜❛❞✐r❛ ③❡✐♥❡♥t③❛t
∀n > n0, f(n) ≤ c · g(n) ❜❡t❡t③❡♥ ❞❡♥✳

❇❡r❛③✱ ❛✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡r❛❦♦ g(n) = n2 ✐③❛t❡❛ ♥❛❤✐❦♦❛ ❞❛ ❞❡✜♥✐③✐♦❛ ❜❡t❡✲
t③❡❦♦❀ ✐③❛♥ ❡r❡✱ 2n2 > 2n(n − 1) ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ c = 2 ❜❛❞❛✱ ❡❦✉❛③✐♦❛ ❜❡t❡❦♦
❞❛✱ n > 0 ❜❛❞❛ ❜❡t✐❡r❡✳ ❍♦r✐ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ❜❡r❛③✱ ❞✐st❛♥t③✐❡♥ ♠❛tr✐③❡❛
❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ O(n2) ❞❡❧❛ ❡s❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳

❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✲♠❛✐❧❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❞❡✜♥✐ ❞❛✐t❡③❦❡❀ ✶✳✶ t❛✉❧❛❦ ♠❛✐❧❛ ♦❤✐❦♦❡✲
♥❛❦ ❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉✳ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ♦♣❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ♠✐❧✐s❡❣✉♥❞♦ ❜❡❤❛r ❞✉❡❧❛ ❥♦✲
t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ t❛✉❧❛♥✱ n t❛♠❛✐♥❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡t❛r❛❦♦✱ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥ ❞❡s❜❡r❞✐♥❡✲
t❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❡①❡❦✉③✐♦ ❞❡♥❜♦r❛❦ ❞❛✉❞❡ ❦❛❧❦✉❧❛t✉t❛✳

✸ ❉❡♥❜♦r❛♥ ❡③ ❡③✐❦✱ ❡s♣❛③✐♦❛♥ ❡r❡ ♥❡✉r ❞❛✐t❡❦❡ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛❀ ❦❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ♣❛✉s♦ ❦♦♣✉✲
r✉❛ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ ♠❡♠♦r✐❛ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❣❡♥✉❦❡✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲
♣r♦❜❧❡♠❛t❛♥ ❞❡♥❜♦r❛✲❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❛③t❡rt✉ ♦❤✐ ❞❛✳



✻ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

✶✳✶ t❛✉❧❛✳ ❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✲♠❛✐❧❛❦ ❣❡❤✐ ❡①❡❦✉③✐♦✲❞❡♥❜♦r❛ t❛♠❛✐♥❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✳ ❆❞✐❜✐✲
❞❡ ❣✐s❛✱ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛✲♦♣❡r❛③✐♦❛r❡♥ ✐r❛✉♣❡♥❛ ♠✐❧✐s❡❣✉♥❞♦ ❜❛t ❞❛✳

▼❛✐❧❛ ◆♦t❛③✐♦❛ n = 1 n = 5 n = 10 n = 20
▲✐♥❡❛❧❛ O(n) ✵✳✵✵✶ s❡❣ ✵✳✵✵✺ s❡❣ ✵✳✵✶ s❡❣ ✵✳✵✷✵ s❡❣
❑♦❛❞r❛t✐❦♦❛ O(n2) ✵✳✵✵✶ s❡❣ ✵✳✵✷✺ s❡❣ ✵✳✶✵✵ s❡❣ ✵✳✹ s❡❣
❑✉❜✐❦♦❛ O(n3) ✵✳✵✵✶ s❡❣ ✵✳✶✷✺ s❡❣ ✶ s❡❣ ✽ s❡❣
❊s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛ O(2n) ✵✳✵✵✷ s❡❣ ✵✳✵✸✷ s❡❣ ✶✳✵✷✹ s❡❣ ✶✼✳✹ ♠✐♥
❋❛❦t♦r✐❛❧❛ O(n!) ✵✳✵✵✶ s❡❣ ✵✳✶✷ s❡❣ ✶ ♦r❞✉ ✼✳✼ ♠✐❧✉rt❡❦♦
❍✐♣❡r✲❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛ O(nn) ✵✳✵✵✶ s❡❣ ✸✳✶✷ s❡❣ ✶✶✺ ✉rt❡ ✯

∗ 3.23 · 108 ❛❧❞✐③ ✉♥✐❜❡rts♦❛r❡♥ ❛❞✐♥❛

❆✐♥t③❛t ❤❛rt③❡❦♦❛ ❞❛ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✲❛♥❛❧✐s✐❛❦ n → ∞ ❧✐♠✐t❡❛♥ ❞✉❣✉♥ ♣♦r✲
t❛❡r❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡❧❛✳ ■③❛♥ ❡r❡✱ n ✜♥✐t✉❛ ❞❡♥❡❛♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✲♠❛✐❧❡❦ ③❡♥✲
t③✉❛ ❣❛❧ ❞❡③❛❦❡t❡✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✳

✶✳✹ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦ ❤✐r✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐t✉✲
❣✉❧❛✿ P ✱ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛✱ O(n10)❀ E✱ ❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛✱ O(5n)✱ ❡t❛ H✱ ❤✐♣❡r✲
❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛✱ O(nn)✳ ❉❛❦✐❣✉♥❡③✱ n → ∞ ❦♦st✉❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦ ♦r❞❡♥❛
P < E < H ❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ③❡r ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❛ n ✜♥✐t✉❛ ❞❡♥❡❛♥❄✳
n = 7 ❜❛❞❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦st✉❛❦ ❤❛✉❡①❡❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✿ P = 710;E =
57;H = 77✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ❦♦st✉❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ♦r❞❡♥❛t③❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ❦♦st✉
t①✐❦✐❡♥❛ ❞✉❡♥❛ E ❞❛✱ ❡t❛ ❡③ P ✕✐③❛t❡③✱ P ❦♦st✉r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉❡♥❛
❞❛✕✳ ❍❛✉ 5 < n < 10 ❜❡t❡t③❡♥ ❞❛✱ n < 5 ❞❡♥❡❛♥ ❡❣♦❡r❛ ③❡rt①♦❜❛✐t
❡③❜❡r❞✐♥❛ ❜❛✐t❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ n = 2 ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❦♦st✉❛❦ P = 210;E =
52;H = 22 ❞✐r❡❧❛✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥ E✲r❡♥ ♦r❞❡③ H✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤✐♣❡r✲
❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛✱ ❞❛ ❦♦st✉r✐❦ t①✐❦✐❡♥❡❦♦❛✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ❦♦st✉❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦
♦r❞❡♥❛ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛r❡❦✐❦♦ ❛❧❞❡r❛♥t③✐③❦♦❛ ❞❛✱ H < E < P ✳

✶✳✶ ✐r✉❞✐❛❦ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✲♦r❞❡♥❛ ❜❛t③✉❡♥ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐t✉✳ ❨ ❛r✲
❞❛t③❛❦ ❞❡♥❜♦r❛ s❡❣✉♥❞♦t❛♥ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉ ❡t❛ ❡s❦❛❧❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❦♦❛♥ ❞❛❣♦✳
●r❛✜❦♦❛♥ ✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❢✉♥t③✐♦ ❧✐♥❡❛❧❛❦✱ ❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛❦ ❡t❛ ❦✉❜✐❦♦❛❦
♦r❞✉❜❡t❡❦♦ ♠✉❣❛t✐❦ ❜❡❤❡r❛ ♠❛♥t❡♥t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ❤❛✐❡♥ ❤❛③❦✉♥❞❡✲❛❜✐❛❞✉r❛
✐❦✉s✐t❛✱ ❤♦r ♠❛♥t❡♥❞✉❦♦ ❞✐r❛ ♣r♦❜❧❡♠❛✲t❛♠❛✐♥❛ ✭n✮ ❤❛♥❞✐❡t❛r❛❦♦ ❡r❡✳ ❍❛❧❡r❡✱
❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛r❡♥ ❦❛s✉❛♥✱ ❜❡rr❡t③❛✐❧❡❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞❡♥ ❤❡✐♥❡❛♥✱
❞❡♥❜♦r❛r❡♥ ❦✉r❜❛ ❣❡r♦③ ❡t❛ ❛③❦❛rr❛❣♦ ❤❛③t❡♥ ❞❛✱ ❜❛t❡③ ❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛✲
♠❛✐♥❛ t①✐❦✐❛ ❞❡♥❡❛♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ t①✐❦✐❛ ❞❡♥❡❛♥ ✕♥✱ ✶✺
❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ③❡❤❛③❦✐✕✱ O(n15) ❞❛ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✐❦ ✓❣❛r❡st✐❡♥❛✔
❤✐♣❡r✲❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛r❡♥ ❣❛✐♥❡t✐❦✳ ❉❡♥❛ ❞❡❧❛✱ ❡s❛♥ ❞✉❣✉♥ ♠♦❞✉❛♥✱ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛✲
s✉♥❛ ❛③t❡rt③❡❛♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❞❛ ✐♥t❡r❡s❛t③❡♥ ③❛✐❣✉♥❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ❣r❛✜❦♦❛♥ ❛❣❡rt③❡♥
❞✐r❡♥ ❦✉r❜❡♥ ❞❡r✐❜❛t✉❛ ❡❞♦ ♠❛❧❞❛✳ ●r❛✜❦♦❛♥ ❛r❣✐ ✐❦✉st❡♥ ❞❛✱ n → ∞ ❞❡♥❡❛♥✱
❢✉♥t③✐♦ ❤✐♣❡r✲❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛r❡♥ ❤❛③❦✉♥❞❡ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❞❡❧❛ ❤❛♥❞✐❡♥❛✱ ❣❡r♦ ❡s♣♦✲
♥❡♥t③✐❛❧❛r❡♥❛ ❡t❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❡♥❛✳

❍❛s✐❡r❛♥ ❡s❛♥ ❞✉❣✉♥ ❧❡❣❡③✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦✲
r✐ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡③❛❣✉t③❡♥ ❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦r✐❦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❛r❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❞❛✳



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✼

✶✳✶ ✐r✉❞✐❛✳ ❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥✲♦r❞❡♥❛ t✐♣✐❦♦❡♥ ❤❛③❦✉♥❞❡✲❛❜✐❛❞✉r❛ n✲r❡❦✐❦♦✳

❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❜❡❦t♦r❡ ❜❛t ♦r❞❡♥❛t③❡❦♦ ❡③❛❣✉t③❡♥ ❞❡♥ ♠❡t♦❞♦r✐❦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❛
✕❦❛s✉r✐❦ t①❛rr❡♥❡❛♥✕ O(n log n) ♦r❞❡♥❛❦♦❛ ❞❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ♦r✲
❞❡♥❛③✐♦❛ O(n log n) ♠❛✐❧❛❦♦❛ ❞❡❧❛ ❡s❛t❡♥ ❞❛✳

Pr♦❜❧❡♠❛ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❛❦ ❜✐ ❦❧❛s❡t❛♥ ❜❛♥❛t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛r❡♥
❛r❛❜❡r❛✿ P✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛❦✱ ❡t❛ ◆P✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡③✲♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛❦✳

❼ P ❦❧❛s❡❛ ✲ ❑❧❛s❡ ❤♦♥❡t❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❡♥t③❛t ❜❛❞❛❣♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st❛ ❜❛t ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❡❞♦③❡✐♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❞❡♥❜♦r❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛♥ ❡❜❛③t❡♥
❞✉❡♥❛✳

❼ ◆P ❦❧❛s❡❛ ✲ ❑❧❛s❡ ❤♦♥❡t❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❡♥t③❛t ❡③ ❞❛ ❡①✐st✐t③❡♥ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛r✐❦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡♥❜♦r❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛♥ ❡❜❛③t❡♥ ❞✉❡♥✐❦✳✹

◆P ❦❧❛s❡❛♥✱ ◆P✲♦s♦❛ ❞❡r✐t③♦♥ ❛③♣✐❦❧❛s❡ ❜❛t ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞❛ ✭◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱
✐♥❣❡❧❡s❡③✮✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ◆P✲♦s♦❛ ❞❡❧❛ ❡s❛♥❣♦ ❞✉❣✉ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ ❡❞♦③❡✐♥ ◆P
♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❞❡♥❜♦r❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦r✐ ❜✐❤✉rt✉ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞❛✐t❡❦❡✳

❙❛✐❧❦❛♣❡♥ ❤♦r✐ ❡r❛❜❛❦✐✲♣r♦❜❧❡♠❡✐ ③✉③❡♥❞✉❛ ❡❣♦♥ ❛rr❡♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦✲
❜❧❡♠❡♥t③❛t ❡r❡ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t P ✐③❛♥❣♦ ❞❛
✭❡r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ◆P✮ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❡r❛❜❛❦✐✲♣r♦❜❧❡♠❛ P ❜❛❞❛ ✭❡❞♦ ◆P✮✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱
◆P✲♦s♦❛ t❡r♠✐♥♦❛ ❡r❛❜❛❦✐✲♣r♦❜❧❡♠❡♥t③❛t ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥❀ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲
♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ❛❧❞✐③✱ ◆P✲③❛✐❧❛ t❡r♠✐♥♦❛ ✭◆P✲❤❛r❞✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✮ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳

■♥t✉✐③✐♦ ❣✐s❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ◆P✲③❛✐❧❛ ❞❡❧❛ ❡s❛t❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ❤✉r❛ ❡❜❛③t❡❦♦
③❛✐❧t❛s✉♥❛ ♥❛❜❛r♠❡♥❛ ❞❡❧❛ ❛❞✐❡r❛③✐ ♥❛❤✐ ❞❛✳ ❏❛rr❛✐❛♥✱ ❛❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛ ❛✐♣❛t✉❦♦
❞✐t✉❣✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❣✉③t✐❛❦✱ ❛③♣✐❦❧❛s❡ ❤♦♥❡♥ ♣❛rt❡ ❞✐r❛✳

✹ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤❛✉❡❦ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛❦ ❞✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡st♦❦❛st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❡❜❛t③ ❞❛✐t❡③❦❡❀ ❜❡st❡
❡r❛ ❜❛t❡❛♥ ❡s❛♥❞❛✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❞❡♥❜♦r❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛♥ ❡❜❛❧✉❛ ❞❛✐t❡③❦❡✳



✽ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

Pr♦❜❧❡♠❛ ❦❧❛s✐❦♦❛❦

❊rr❡❛❧✐t❛t❡❛♥ ❡❜❛t③✐ ❜❡❤❛r ✐③❛t❡♥ ❞✐r❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❣✉③t✐❛❦ ❡③❜❡r✲
❞✐♥❛❦ ❞✐r❛✱ ❦❛s✉ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❜❡r❡ ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❡❞♦t❛ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❜❡r❡③✐❛❦ ❜❛✐t✐✲
t✉✳ ❉✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❛s❦♦r❡♥ ♠❛♠✐❛ ❜❡rts✉❛ ❞❛❀ ❤❛❧❛ ♥♦❧❛✱
❣❛rr❛✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ❡s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ❡t❛❜✳ ❍♦✲
r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛♥✱ ❛s❦♦t❛♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ t❡♦r✐❦♦❛❦ ❛③t❡rt③❡❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛
♦❤✐❦♦❡♥❛✱ ❤❛✐♥ ③✉③❡♥ ❡rr❡❛❧✐t❛t❡❛♥ t♦♣❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❛❜str❛❦③✐♦❛❦
❡❞♦t❛ s✐♥♣❧✐✜❦❛③✐♦❛❦✳ ❆t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ t❡♦r✐❦♦ ❦❧❛s✐❦♦ ❜❛✲
t③✉❦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

●❛rr❛✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦

▼❡r❦❛♥t③✐❡♥ ❡❞♦t❛ ♣❡rts♦♥❡♥ ❣❛rr❛✐♦❛r❡❦✐♥ ③❡r✐❦✉s✐❛ ❞✉t❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦
❜❧❡♠❛❦ ■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❛♥ ❛③t❡rt✉ ✐③❛♥ ❞✐r❡♥ ❧❡❤❡♥❡t❛r✐❦♦❛❦ ❞✐r❛✳ ❖✐✲
♥❛rr✐③❦♦ ❣❛rr❛✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛♥✱ ✐t✉r❜✉r✉✲♣✉♥t✉❛❦ ❡t❛ ❤❡❧❜✉r✉✲♣✉♥t✉❛❦ ❞✐t✉❣✉❀
❤❛❧❛❜❡r✱ ✐t✉r❜✉r✉✲♣✉♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ ❤❡❧❜✉r✉✲♣✉♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❡r❛ ♠❡r❦❛♥t③✐❛ ❣❛✲
rr❛✐❛t③❡❦♦ ❦♦st✉❛ ❡③❛❣✉♥❛ ❞❛✱ ❡t❛ ❦♦st✉✲♠❛tr✐③❡❛♥ ❥❛s♦t③❡♥ ❞❛✳ ■t✉r❜✉r✉✲
♣✉♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❡s❦❛✐♥t③❛ ❡t❛ ❤❡❧❜✉r✉✲♣✉♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❡s❦❛❡r❛ ❡③❛❣✉♥❛❦
❞✐r❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❡s❦❛❡r❛ ❣✉③t✐❛❦ ❛s❡t③❡❦♦ ❦♦st✉ ♠✐♥✐♠♦❦♦ ❣❛rr❛✐♦✲
❡s❦❡♠❛ t♦♣❛t③❡❛ ❞❛✱ ✐t✉r❜✉r✉✲♣✉♥t✉❛❦ ❞✐t✉❡♥ ♠✉❣❛❦ ✭❡s❦❛✐♥t③❛❦✮ ❣❛✐♥❞✐t✉
❜❛r✐❦✳

Pr♦❜❧❡♠❛ s✐♥♣❧❡ ❤❛✉ ❡r❡❞✉ ❧✐♥❡❛❧❡♥ ❜✐❞❡③ ♠♦❞❡❧❛ ❞❛✐t❡❦❡✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❜❛✲
❞❛✉❞❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ❜❛❞❛✉❞❡ ❣❛rr❛✐♦❛r✐ ❜✉r✉③✲
❦♦ ❜❡st❡ ❤❛✐♥❜❛t ♣r♦❜❧❡♠❛ ❦❧❛s✐❦♦ ◆P✲③❛✐❧❛❦ ❞✐r❡♥❛❦✳ ❊③❛❣✉♥❡♥❛✱ ❚r❛✈❡❧❧✐♥❣
❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ❬✶✻❪ ❞❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ❙❛❧t③❛✐❧❡ ❇✐❞❛✐❛r✐❛r❡♥ Pr♦❜❧❡♠❛✕✳

✶✳✺ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❙❛❧t③❛✐❧❡ ❇✐❞❛✐❛r✐❛r❡♥ Pr♦❜❧❡♠❛ ✭❚r❛✈❡❧❧✐♥❣ ❙❛✲
❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✱ ❚❙P✮ ❉❡♠❛❣✉♥ s❛❧t③❛✐❧❡ ❜✐❞❛✐❛r✐❛❦ ❣❛r❡❧❛ ❡t❛
❡❣✉♥❡r♦ ❤❛✐♥❜❛t ❜❡③❡r♦ ❜✐s✐t❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉❧❛✳ ❇❡③❡r♦ ❜❛❦♦✐t③❛ ❤❡rr✐
❜❛t❡❛♥ ❜✐③✐ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ ❤❡rr✐r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❡③❛❣✉♥❛ ✐③❛♥✲
❞❛✱ ❣✉r❡ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❞❛ ❤❡rr✐ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜❡❤✐♥ ♣❛s❛t③❡♥
❞❡♥ ✐❜✐❧❜✐❞❡r✐❦ ♠♦t③❡♥❛ t♦♣❛t③❡❛✳

Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦♥❡♥ ❤❛st❛♣❡♥❛❦ ■r❧❛♥❞❛♥ ❞❛✉❞❡✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛r✐❛r❡♥
❧❛♥❡t❛♥✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t③❡❦♦ ❣r❛❢♦ ♦s♦ ❜❛t ❡r❛✐❦✐ ❞❡③❛❦❡❣✉ ♥♦♥ ❡r♣✐♥❛❦
❤❡rr✐❛❦ ❞✐r❡♥ ❡t❛ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ ❡r♣✐♥❡♥ ❛rt❡❛♥ ♣✐s✉ ❦♦♥❦r❡t✉ ❜❛t❡❦♦ ❡rt③ ❜❛t
❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞❡♥❀ ❡rt③❡♥ ♣✐s✉❛✱ ❧♦t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❜✐ ❤❡rr✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❞❛
✭✐❦✉s✐ ✶✳✷ ✐r✉❞✐❛✮✳ ❍♦rr❡❧❛ ✐❦✉s✐t❛ ❤❡rr✐ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜❡❤✐♥ ✐❣❛r♦ ♥❛❤✐
❜❛❞✉❣✉✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③✐❦❧♦ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛rr❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛ ✕❤♦ts✱ ♥♦❞♦
❣✉③t✐❛❦ ❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜❡❤✐♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ③✐❦❧♦❛❦✕✳ ❩✐❦❧♦ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛r
❣✉③t✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ♣✐s✉ t♦t❛❧ ♠✐♥✐♠♦❛ ❞✉❡♥❛ ❜✐❧❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉✳



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✾

✭❛✮ ▼❛♣❛ ✭❜✮ ❉❛❣♦❦✐♦♥ ❣r❛❢♦❛

✶✳✷ ✐r✉❞✐❛✳ ❚❙P❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✱ ❜♦st ❤❡rr✐r❡❦✐♥

❆rr❛s❛t❡✱ ❩❛r❛✉t③✱ ❚♦❧♦s❛✱ ❆③♣❡✐t✐❛✱ ❉♦♥♦st✐❛ ✐❜✐❧❜✐❞❡❛✱ ✐r✉❞✐❛♥ ❛❣❡rt③❡♥
❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥t③❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❜❛t ❞❛❀ ❡t❛ ❤❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ ♦♥❞♦r❡♥✲
❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✿

❼ ❆rr❛s❛t❡ ✲ ❩❛r❛✉t③✿ ✺✹✳✵
❼ ❩❛r❛✉t③ ✲ ❚♦❧♦s❛✿ ✸✻✳✼
❼ ❚♦❧♦s❛ ✲ ❆③♣❡✐t✐❛✿ ✷✸✳✺
❼ ❆③♣❡✐t✐❛ ✲ ❉♦♥♦st✐❛✿ ✹✵✳✾
❼ ❉♦♥♦st✐❛ ✲ ❆rr❛s❛t❡✿ ✼✵✳✼

❍♦rt❛③✱ ✐❜✐❧❜✐❞❡❛r❡♥ ❞✐st❛♥t③✐❛ t♦t❛❧❛ ✷✷✺✳✽ ❞❛✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛ ❘✲♥✳
▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛ ❦❛r❣❛t✉✱ ❡t❛ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲
❢✉♥t③✐♦❛ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✿

> library("metaheuR")

> cost.matrix <- matrix(c(0, 20.4, 40.9, 28.4, 70.7,

+ 20.4, 0, 26.9, 36.7, 54,

+ 40.9, 26.9, 0, 23.5, 41.4,

+ 28.4, 36.7, 23.5, 0, 51.8,

+ 70.7, 54, 41.4, 51.8, 0), nrow=5)

> city.names <- c("Donostia", "Zarautz", "Azpeitia",

+ "Tolosa", "Arrasate")

> colnames(cost.matrix) <- city.names

> rownames(cost.matrix) <- city.names

> cost.matrix

## Donostia Zarautz Azpeitia Tolosa Arrasate

## Donostia 0.0 20.4 40.9 28.4 70.7

## Zarautz 20.4 0.0 26.9 36.7 54.0

## Azpeitia 40.9 26.9 0.0 23.5 41.4

## Tolosa 28.4 36.7 23.5 0.0 51.8

## Arrasate 70.7 54.0 41.4 51.8 0.0

> tsp.example <- tspProblem(cmatrix=cost.matrix)



✶✵ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

❖r❛✐♥✱ ❧❡❤❡♥ ❛✐♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ s♦rt✉ ❡t❛ ❡❜❛❧✉❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> solution <- permutation(c(5, 2, 4, 3, 1))

> tsp.example$evaluate (solution)

## [1] 225.8

❍♦♥❛ ❤❡♠❡♥ ♣❡♥ts❛t③❡❦♦ ❣❛❧❞❡r❛ ❜❛t③✉❦✿

❼ ❉✐st❛♥t③✐❛ t♦t❛❧❛ ✷✷✺✳✽❦♠✲❦♦❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ✐❜✐❧❜✐❞❡ ❤❛✉ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♠✐♥✐♠♦❦♦❛
❛❧ ❞❛❄

❼ Pr♦❜❛ ❡❣✐♥ ❡③❛③✉✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❆③♣❡✐t✐❛ ❡t❛ ❚♦❧♦s❛ tr✉❦❛t✉r✐❦✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐
❤♦r✐ ❤♦❜❡❛ ❛❧❛ ♦❦❡rr❛❣♦❛ ❞❛❄

❼ ❩❡♥❜❛t ✐❜✐❧❜✐❞❡ ❞❛✉❞❡ ❜♦st ❤❡rr✐ ❤❛✉❡❦ ❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜❡❤✐♥ ❜✐s✐t❛t③❡♥
❞✐t✉③t❡♥❛❦❄

✶✳✶ ❛r✐❦❡t❛✳ ■♥♣❧❡♠❡♥t❛ ❡③❛③✉ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t n t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t
❡t❛ ❜❡r❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡♠❛♥❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❡❜❛❧✉❛t✉③ ❜✐❞❡ ♠♦t③❡♥❛
t♦♣❛t③❡♥ ❞✉❡♥❛✳

■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ♥♦❧❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛ ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦❦✐✿

✶✳✸ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ✲ ■③❛♥ ❜❡❞✐ H = h1, . . . , hn ❦♦❦❛♣❡♥ ③❡rr❡♥✲
❞❛ ❡t❛ C ∈ R

n×n ❞✐st❛♥t③✐❛✲♠❛tr✐③❡❛✱ ♥♦♥ cij hi ❡t❛ hj ❦♦❦❛♣❡♥❡♥ ❛rt❡❛♥
❞❛❣♦❡♥ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❞❡♥✳ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ✐❜✐❧❜✐❞❡ ♦♣t✐♠♦❛ t♦♣❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛✱ ❤❛✉
❞❛✱ ❦♦❦❛♣❡♥ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜❡❤✐♥ ✐❣❛r♦t③❡♥ ❞✐r❡♥ ✐❜✐❧❜✐❞❡❡t❛t✐❦
♠♦t③❡♥❛✳

❚❙P❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛♥ ❦♦st✉✲♠❛tr✐③❡❛ s✐♠❡tr✐❦♦❛ ❞❡❧❛ ❥♦t③❡♥ ❞❛✳ ❍❛❧❛ ❡r❡✱
❦❛s✉ ❡rr❡❛❧❡t❛♥✱ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❛ ♥♦r❛❜✐❞❡ ❜❛t❡❛♥ ✐str✐♣✉ ❜❛t ❡❣♦t❡❛ ❡❞♦ ❜✐❞❡❛ ♥♦✲
r❛♥③❦♦ ❜❛t❡❛♥ ❡t❛ ❜❡st❡❛♥ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ✐③❛t❡❛✳ ❊❣♦❡r❛ ❤♦r✐❡t❛♥ ❜✐❞❡❡♥ ❦♦st✉❛❦
s✐♠❡tr✐❦♦❛❦ ❞✐r❡❧❛ ❥♦t③❡❛ ❡③ ❞❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦❞❡❧❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛r✐❦ ❧♦❣✐❦♦❡♥❛✳
❍♦rt❛③✱ ❜✐ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛ ❞❡✜♥✐ ❞❛✐t❡③❦❡✿ s✐♠❡tr✐❦♦❛ ❡t❛ ❛s✐♠❡tr✐❦♦❛✳

❚❙P❛ ♦s♦ ❡r❛❜✐❧✐❛ ❞❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♣r♦❜❛t③❡❛♥✱ ❡t❛ ❚❙P▲■❇ ❧✐❜✉r✉t❡✲
❣✐❛♥ ❬✸✶❪ ❤❛✐♥❜❛t ✐♥st❛♥t③✐❛ ❡s❦✉r❛❣❛rr✐ ❞❛✉❞❡✱ ♦r❛✐♥ ❛rt❡ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦
♦♥❡♥❡♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛r❡❦✐♥ ❜❛t❡r❛✳

❊s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❛❦

▼❛t❡♠❛t✐❦❛❦♦ ❡t❛✱ ❜❛t❡③ ❡r❡✱ ■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❦♦ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦
❞✐r❛✳ ❊s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ❛❧❞❛❡r❛ ❦♦♥❜✐♥❛t♦r✐♦ ❛s❦♦ ❛✉r❦✐t✉ ❞✐t③❛❦❡❣✉♥
❛rr❡♥✱ ❢✉♥ts❡❛♥ ❞❡♥❛❦ ♦♥❞♦r❡♥❣♦ ✐❞❡✐❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❛✿

❉❡♠❛❣✉♥ n ❛❣❡♥t❡ ❞✐t✉❣✉❧❛✱ m ❛t❛③❛ ❜✉r✉t③❡❦♦✳ ❆❣❡♥t❡ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❦♦s✲
t✉ ❦♦♥❦r❡t✉ ❜❛t ❞✉ ❛t❛③❛ ❜❛❦♦✐t③❛ ❜✉r✉t③❡❦♦✱ ❡t❛ ❛t❛③❛ ❜❛❦♦✐t③❛ ❜❡t❡t③❡❛③
❛❣❡♥t❡ ❜❛❦❛r ❜❛t ❛r❞✉r❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛✳ ❊s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❛t❛③❛
❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❛❣❡♥t❡ ❜❛t ❡s❧❡✐t③❡❛♥ ❞❛t③❛✱ ❛t❛③❛ ❣✉③t✐❛❦ ❜✉r✉t③❡❦♦ ❦♦st✉ t♦t❛❧❛
♠✐♥✐♠✐③❛t✉③✳



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✶✶

Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦♥❡♥ ❦❛s✉ ♥❛❜❛r✐❡♥❛ ❊s❧❡✐♣❡♥ Pr♦❜❧❡♠❛ ▲✐♥❡❛❧❛ ❞❛ ✕▲✐♥❡❛r
❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕✱ ♥♦♥ ❛❣❡♥t❡ ❡t❛ ❛t❛③❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❞❡♥✱
❡t❛ ❡s❧❡✐♣❡♥ ❦♦st✉ t♦t❛❧❛ ❡t❛ ❛❣❡♥t❡ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❦♦st✉❡♥ ❜❛t✉r❛ t♦t❛❧❛ ❡r❡
❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐r❡♥✳ ✶✾✺✺❡❛♥✳ ❍❛r♦❧❞ ❑✉❤♥✲❡❦ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❍✉♥❣❛r✐❛rr❛ ♣r♦♣♦s❛✲
t✉ ③✉❡♥✱ ③❡✐♥❛❦ ❊s❧❡✐♣❡♥ Pr♦❜❧❡♠❛ ▲✐❡♥❛❧❛ ❞❡♥❜♦r❛ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧❡❛♥ ✭O(n4)✮
❡❜❛③t❡♥ ❞✉❡♥❛✱ n ❛❣❡♥t❡ ❦♦♣✉r✉❛ ✐③❛♥✐❦✳ ❇❛❞❛❣♦✱ ♦r❞❡❛✱ ❡s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❛
♠♦t❛ ❜❛t✱ ◆P✲③❛✐❧❛ ❞❡♥❛ ❡t❛ ❧✐❜✉r✉❛♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉♥❛✿ ❊s❧❡✐♣❡♥
Pr♦❜❧❡♠❛ ❑♦❛❞r❛t✐❦♦❛ ✕◗✉❛❞r❛t✐❝ ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠✱ ◗❆P✱ ❬✽❪ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕✳

✶✳✹ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ◗❆P Pr♦❜❧❡♠❛ ■③❛♥ ❜✐t❡③ n ❧❛♥t❡❣✐✱ n ❦♦❦❛♣❡♥ ♣♦s✐❜❧❡✱
H ∈ R

n×n ❧❛♥t❡❣✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ✢✉①✉❡♥ ♠❛tr✐③❡❛✱ ❡t❛ D ∈ R
n×n ❦♦❦❛♣❡♥❡♥ ❛rt❡✲

❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❡♥ ♠❛tr✐③❡❛✳ ◗❆P ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❧❛♥t❡❣✐ ❜❛❦♦✐t③❛ ❦♦❦❛♣❡♥
❜❛t❡❛♥ ✜♥❦❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛✱ ❦♦st✉ t♦t❛❧❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✉③✳

❆♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❛❦

Pr♦③❡s✉✱ ❧❛♥ ❡❞♦t❛ ❛t❛③❡♥ ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛ ❡t❛ ③❡r❜✐t③❛t③❡❛r❡❦✐♥ ③❡r✐❦✉s✐❛ ❞✉✲
t❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❞✐r❛✳ ❆♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❦✉❞❡❛✲
t③❛✐❧❡❛❦ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❧❛♥✲❡s❦❛r✐❛❦ ♠♦❞✉r✐❦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❡❛♥ ③❡r❜✐t③❛t③❡❛
❞❛✳ ❊r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛r❡♥ ♥❡✉rr✐❛ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦❛ ❞❛❀ ❤❛❧❛ ❡r❡✱ ❡s❦❛✲
r✐❛❦ ❛❤❛❧✐❦ ❡t❛ ❞❡♥❜♦r❛✴❦♦st✉ t①✐❦✐❡♥❡❛♥ ❛s❡t③❡❛ ❞❛ ✐r✐③♣✐❞❡ ♦❤✐❦♦❡♥❛✳

❍❛s✐❡r❛ ❜❛t❡❛♥✱ ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡❤✐❡♥ts✉❡♥❛❦ ✐♥❞✉str✐❛r❡❦✐♥ ③❡r✲
✐❦✉s✐❛ ③✉t❡♥ ❡r❡♠✉❡t❛♥ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐r❡♥✳ Pr♦❞✉❦t✉❛r❡♥ ❡❦♦✐③♣❡♥❡r❛❦♦ ♠❛❦✐✲
♥❡r✐❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ③❡♥ ❡♥♣r❡s❡t❛♥✱ ❡t❡❦✐♥❛ ♠❛①✐♠✐③❛t③❡❛ ③❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛✱ ♠❛❦✐✲
♥❡r✐❛r❡♥ ❡t❛ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛✱ ♠❛♥t❡♥t③❡✲❦♦st✉❛❦✱ ❡t❛ ❛❜❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✉③✳
❆❧❞✐ ❜❡r❡❛♥✱ ❧❛♥❣✐❧❡❡♥ ♦r❞✉t❡❣✐❡♥ ♣❧❛♥✐✜❦❛③✐♦❛♥ ❛♥t③❡r❛❦♦ ❡③❛✉❣❛rr✐❛❦ ③✐t✉③✲
t❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡r❡ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐r❡♥✳

●❛✉r ❡❣✉♥✱ ♦r❞❡❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦r✐❡❦ ❡❞♦③❡✐♥ ❛r❧♦t❛r❛ ❞❛✉❞❡ ❤❡❞❛t✉t❛✳ ❊s❛✲
t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦❛♥✱ ❦♦♥♣✉t❛❣❛✐❧✉❡♥ Pr♦③❡s✉r❛❦♦ ❯♥✐t❛t❡ ❩❡♥tr❛❧❛❦
✭P❯❩✮ s❝❤❡❞✉❧❡r ❡t❛ ❞✐s♣❛t❝❤❡r ✐③❡♥❡❦♦ tr❡s♥❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉✱ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✐✲
t✉❡♥ ♣r♦③❡s✉❛❦ ❡r❛r✐❦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❡❛♥ ③❡r❜✐t③❛t③❡❦♦✱ ❞❡♥❜♦r❛r❡♥ ❡t❛ ♠❡♠♦✲
r✐❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✉③✳

❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ❥❛rr❛✐❛♥✱ ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ♦s♦ ❡③❛❣✉♥❛ ❞❡♥ ♠✉♥t❛❦❡✲
t❛✲❦❛t❡❦♦ ♣❧❛♥❣✐♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❛ ✕P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❋❧♦✇s❤♦♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠✱
P❋❙P ❬✶✼❪ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✉❣✉✿

✶✳✺ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ P❋❙P ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ■③❛♥ ❜✐t❡③ n ❧❛♥✱ m ♠❛❦✐♥❛ ❡t❛ P ∈
R

n×m ♣r♦③❡s❛t③❡✲❞❡♥❜♦r❡♥ ♠❛tr✐③❡❛✱ ♥♦♥ pij i ❧❛♥❛❦ j ♠❛❦✐♥❛♥ ♣r♦③❡s❛t③❡❦♦
❜❡❤❛r ❞✉❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥✳ ▲❛♥ ❜❛❦♦✐t③❛ ❜✉r✉t③❡❦♦ m ♣r♦③❡s✉ ❛♣❧✐✲
❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✱ ❜❛❦♦✐t③❛ ♠❛❦✐♥❛ ❜❛t❡❛♥❀ ❤❛✉ ❞❛✱ j✲❣❛rr❡♥ ♦♣❡r❛③✐♦❛✱ j✲❣❛rr❡♥
♠❛❦✐♥❛♥ ❡❣✐♥❣♦ ❞❛✳ ❇❡❤✐♥ i ❧❛♥❛ j ♠❛❦✐♥❛♥ s❛rt③❡♥ ❞❡♥❡❛♥ ♣r♦③❡s❛t③❡❦♦✱ ❡t❡♥
❜❛r✐❦ ♣r♦③❡s❛t✉❦♦ ❞❛✱ ❡t❛ ❞❡♥❜♦r❛ ❦♦♥❦r❡t✉ ❜❛t ❡♠❛♥❣♦ ❞✉ ❜❡rt❛♥✱ pij✳ i ❧❛✲
♥❛ j ♠❛❦✐♥❛t✐❦ ✐rt❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ j + 1 ♠❛❦✐♥❛r❛ ♣❛s❛t✉❦♦ ❞❛ ❤✉rr❡♥❣♦ ♣r♦③❡s✉❛
❜✉r✉t③❡r❛✱ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ ♠❛❦✐♥❛ ❤♦r✐ ❧✐❜r❡ ❜❛❞❛❣♦✳ P❋❙P❛r❡♥ ❣❛❦♦❛ ❞❛ ❧❛♥❛❦



✶✷ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

✶✳✸ ✐r✉❞✐❛✳ P❋❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✳ ●♦✐❦♦ ♣❛rt❡❛♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛
❞❛❣♦✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ❧❛♥ ❜❛❦♦✐t③❛ ❜✉r✉t③❡❦♦ ♠❛❦✐♥❛ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❜❡❤❛r ❞❡♥ ❞❡♥❜♦r❛✳ ❇❡❤❡❦♦
♣❛rt❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❡t❛ ❜❡r❛r❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐r❛✳ ❍❡❧❜✉r✉❛ ❞❡♥❜♦r❛ t♦✲
t❛❧❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t③❡❛ ❜❛❞❛✱ ✸✳✶ ❧❛♥❛ ❤❛st❡♥ ❞❡♥❡t✐❦ ✷✳✹ ❧❛♥❛ ❛♠❛✐t③❡♥ ❞❡♥ ❛rt❡ ✐❣❛r♦t③❡♥
❞❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ❞❛ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛

♣r♦③❡s❛t③❡❦♦ ❞❡♥❜♦r❛ t♦t❛❧❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t③❡♥ ❞✉❡♥ n ❧❛♥❡♥ s❡❦✉❡♥t③✐❛ ♦♣t✐♠♦❛
❛✉r❦✐t③❡❛✳

✶✳✸ ✐r✉❞✐❛♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡t❛♥ ✸
❧❛♥ ❜✉r✉t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✱ ✹ ♠❛❦✐♥❛t❛♥✳ ■r✉❞✐❛r❡♥ ❣♦✐❦♦ ♣❛rt❡❛♥ ❧❛♥ ❜❛❦♦✐t③❛❦
♠❛❦✐♥❛ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✐❣❛r♦ ❜❡❤❛r ❞✉❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞❛✱ ❧❛✉❦✐ ③✉③❡♥❡♥
❜✐❞❡③✳ ■r✉❞✐❛r❡♥ ❜❡❤❡❦♦ ♣❛rt❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ♣r♦♣♦s❛t③❡♥ ❞❛❀ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡t❛♥✱
❧❛♥❛❦ ✸✱✶✱✷ ♦r❞❡♥❛♥ ♣r♦③❡s❛t✉❦♦ ❞✐r❛✳ ❍♦rr❡❦ ❡s❛♥ ♥❛❤✐ ❞✉ ✸✳ ❧❛♥❛ ✶✳ ♠❛❦✐♥❛♥
s❛rt✉❦♦ ❞❡❧❛✳ ❇❡❤❛r ❞✉❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ♣❛s❛t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ✷✳ ♠❛❦✐♥❛♥ s❛rt✉❦♦ ❞❛✱
❡t❛ ✶✳ ♠❛❦✐♥❛♥ ✶✳ ❧❛♥❛ s❛rt✉❦♦ ❞❛✳ Pr♦③❡s✉ ❣✉③t✐❛r❡♥ ❡s❦❡♠❛ ✐r✉❞✐❛♥ ✐❦✉s
❞❛✐t❡❦❡✳ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❞❡♥❜♦r❛ t♦t❛❧❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t③❡❛ ❜❛❞❛✱ s♦❧✉③✐♦
❤♦rr❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ✸✳✶ ❧❛♥❛ ❤❛st❡♥ ❞❡♥❡t✐❦ ✷✳✹ ❧❛♥❛ ❛♠❛✐t③❡♥
❞❡♥ ❛rt❡ ✐❣❛r♦t③❡♥ ❞❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳

P❋❙P ❛♥t♦❧❛❦✉♥t③❛✲♣r♦❜❧❡♠❡♥ ♠✉rr✐③t❛♣❡♥✐❦ ❣❛❜❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ t❡♦r✐❦♦❛
❞❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❡rr❡❛❧❡t❛♥✱ ❧❛♥ ❦♦♣✉r✉❛ ❡③ ❞❛ ✜♥✐t✉❛✱ ❡t❡♥❣❛❜❡❦♦❛ ❜❛✐③✐❦❀ ❦❛s✉
❤♦r✐❡t❛♥✱ ♠❛❦✐♥❡♥ ♦❦✉♣❛③✐♦ ♠❛✐❧❛ ❛❧t✉❛ ✐③❛t❡❛ ❞❡♥❜♦r❛ ♠✉rr✐③t❡❛ ❜❡③❛✐♥ ❣❛✲
rr❛♥t③✐ts✉❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛✳ ❩❡♥t③✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❛♥t③❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❛✉❦❡r❛ ♦s♦ ③❛❜❛❧❛
❞❛ ❬✸✹❪✳

❆③♣✐♠✉❧t③♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦

❉❡♠❛❣✉♥ ♦❜❥❡❦t✉ ♠✉❧t③♦ ❜❛t ❞✉❣✉❧❛✱ ❡t❛ ♠✉❧t③♦ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ♦❜❥❡❦t✉ ❜❛t③✉❦
❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉❧❛✳ ❆✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡③ ❞❛ ❛✉s❛③ ❡❣✐♥❣♦✱ ❜❛✐③✐❦ ❡t❛ ✐r✐③♣✐❞❡
❡t❛ ♠✉rr✐③t❛♣❡♥ ❜❛t③✉❡✐ ❥❛rr❛✐t✉③✳ ❆③♣✐♠✉❧t③♦✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❛✉❦❡✲



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✶✸

r❛❦❡t❛❦ ❡♠❛t❡♥ ❞✐③❦✐❣✉♥ ♦♥✉r❛❦ ♠❛①✐♠✐③❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛✱ ❞❡✜♥✐t✉t❛❦♦ ♠✉rr✐③✲
t❛♣❡♥❛❦ ❜❡t❡③✳

❆③♣✐♠✉❧t③♦✲♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛ ♦s♦ ③❛❜❛❧❛ ❞❛✱ ❧♦❣✐st✐❦❛❦♦ ❛❧♦rr❡t❛♥✱ ❣❡❤✐✲
❡♥❜❛t✿ ❦❛r❣❛r❛❦♦ ❣❛rr❛✐♦❜✐❞❡❡♥ ❜❡t❡t③❡❛✱ ❛✉rr❡❦♦♥t✉❛r❡♥ ❦♦♥tr♦❧❛✱ ✜♥❛♥t③❡♥
❦✉❞❡❛❦❡t❛✱ ✐♥❞✉str✐❛❦♦ ♠❛t❡r✐❛❧❡♥ ❡❜❛❦❡t❛✱ ❜❡st❡❛❦ ❜❡st❡✳

❆③♣✐♠✉❧t③♦✲♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❛rt❡❛♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❡r❛❦✉s❣❛rr✐❡♥❛ ✕ ❡t❛ ❜✐❞❡♥❛❜❛r s✐♥✲
♣❧✐✜❦❛❣❛rr✐❡♥❛ ✕ ✐♥❣❡❧❡s❡③ ✵✲✶ ❑♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡r✐t③♦♥ ✵✲✶ ▼♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠❛ ❬✷✶❪ ❞❛✳ ❏❛rr❛✐❛♥ ③❡❤❛③❦✐ ❛③❛❧❞✉❦♦ ❞✉❣✉ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦r✐✿

✶✳✻ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ✵✲✶ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ■③❛♥ ❜✐t❡③ n ♦❜❥❡❦t✉✱ c ♠♦✲
t①✐❧❛r❡♥ ❡❞✉❦✐❡r❛ ♠❛①✐♠♦❛✱ ❡t❛ P ∈ R

n ❡t❛ W ∈ R
n ♦❜❥❡❦t✉❡♥ ❜❛❧✐♦✲ ❡t❛

♣✐s✉✲❜❡❦t♦r❡❛❦ ❤✉rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦♥❡t❛♥✱ n ♦❜❥❡❦t✉❡♥ ❛rt❡t✐❦ ❛✉❦❡✲
r❛t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❡♥ ❜❛❧✐♦ t♦t❛❧❛ ♠❛①✐♠✐③❛t③❡❛ ❞✉❣✉ ❤❡❧❜✉r✉✱ ♠♦t①✐❧❛r❡♥
❡❞✉❦✐❡r❛ ♠❛①✐♠♦❛ ❣❛✐♥❞✐t✉ ❣❛❜❡ ❜❡t✐❡r❡✳

●r❛❢♦❡✐ ❜✉r✉③❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦

●r❛❢♦❛❦ ♠❛t❡♠❛t✐❦❛♥ ❡t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐❦❛♥ ❢✉♥ts❡③❦♦ ❡❣✐t✉r❛❦ ❞✐r❛✳ ❖r♦ ❤❛r
❣r❛❢♦❛❦ ♦❜❥❡❦t✉❡♥ ❛rt❡❦♦ ❡r❧❛③✐♦❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱
❤❛✐❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ❡❞♦③❡✐♥ ❡r❡♠✉t❛♥ ❞❛ ❛♣❧✐❦❛❣❛rr✐❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❣r❛❢♦❡✐ ❧♦✲
t✉r✐❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ♠✉❧t③♦❛ ♦s♦ ③❛❜❛❧❛ ❞❛✳ ❊s❛t❡r❛❦♦✱ ❜❡rr✐❦✐ ✐❦✉s✐ ❞✐t✉❣✉♥
❚❙P ❡t❛ ◗❆P❛❦ ❣r❛❢♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❣✐s❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ●❛rr❛✐♦❜✐❞❡✲ ❡t❛
❡s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❡③ ❣❛✐♥✱ s❛r❡❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦✲tr✉❦❛❦❡t❛ ❡❞♦t❛ ❣r❛❢♦❡♥ t❡♦r✐❛❦♦
♣r♦❜❧❡♠❛ ✉❣❛r✐ ✭❞❡s❦♦♥♣♦s✐③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ❛③♣✐♠✉❧t③♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ❡st❛❧❞✉r❛✲
♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ❡t❝✳✮ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛✳

❆t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③ ●r❛♣❤ ❈♦❧♦r✐♥❣ ❞❡r✐t③♦♥ ❣r❛❢♦❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t③❡✲
♣r♦❜❧❡♠❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉ ❛③t❡r❣❛✐✳

✶✳✼ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ●r❛❢♦❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t③❡✲♣r♦❜❧❡♠❛✳ ■③❛♥ ❜❡❞✐ G = (V,E)
❣r❛❢♦❛ ♥♦♥ V ❡t❛ E ❜❡❦t♦r❡❛❦ ❣r❛❢♦❛r❡♥ ❡r♣✐♥ ❡t❛ ❡rt③ ♠✉❧t③♦❛❦ ❞✐r❡♥✱ ❤✉✲
rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥❀ eij ∈ E ❡①✐st✐t③❡♥ ❜❛❞❛✱ vi ❡t❛ vj ❡r♣✐♥❡♥ ❛rt❡❛♥ ❡rt③❛ ❞❛❣♦✳
❊r♣✐♥ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❦♦❧♦r❡ ❜❛t ❡s❧❡✐t✉ ❜❡❤❛r ❞✐♦❣✉✱ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③ eij ∈ E ❡①✐s✲
t✐t③❡♥ ❜❛❞❛ vi ❡t❛ vj ♥♦❞♦❡❦ ❡③✐♥ ❞✉t❡❧❛ ❦♦❧♦r❡ ❜❡r❛ ✐③❛♥❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ❡rt③ ❜❛t❡♥
❜✐❞❡③ ❧♦t✉t❛❦♦ ❡r♣✐♥❛❦ ❦♦❧♦r❡ ❡③❜❡r❞✐♥❡❦✐♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛✲
r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❦♦❧♦r❡ ❦♦♣✉r✉ ♠✐♥✐♠♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t③❡❛ t♦♣❛t③❡❛♥
❞❛t③❛✳

■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ♣❛r❡ ❜❛t✱ ❛✉s❛③ s♦rt✉t❛❦♦ ❣r❛❢♦ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐③✳ ❏❛✲
rr❛✐❛♥ ❞❛❣♦❡♥ R ❦♦❞❡❛♥ ✶✺ ❡r♣✐♥ ❞✐t✉❡♥ ❛✉s❛③❦♦ ❣r❛❢♦ ❜❛t s♦rt✉ ♦♥❞♦r❡♥✱
❦♦❧♦r❡③t❛t③❡✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❢✉♥✲
t③✐♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③✳

> library("igraph")

> set.seed(1623)

> n <- 15

> rnd.graph <- random.graph.game(n, p.or.m=0.2)

> gcol.problem <- graphColoringProblem(rnd.graph)



✶✹ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦
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✭❛✮ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛
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✭❜✮ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛

✶✳✹ ✐r✉❞✐❛✳ ●r❛❢♦❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t③❡✲♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❜✐ ❛❞✐❜✐❞❡✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛✱ ✭❛✮✱ ❜✐❞❡r❛❡✲
③✐♥❛ ❞❛✱ ❡❧❦❛r ♦♥❞♦❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♥♦❞♦ ❜❛t③✉❡❦ ❦♦❧♦r❡ ❜❡r❞✐♥❛ ❜❛✐t✉t❡✳ ❇✐❣❛rr❡♥❛✱ ✭❜✮✱
s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐ tr✐❜✐❛❧❛ ❞❛✱ ♥♦❞♦ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❦♦❧♦r❡ ❡③❜❡r❞✐♥ ❜❛t ❜❛✐t✉✳

❆✉s❛③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t s♦rt③❡♥ ❞✉❣✉✱ ❜❛❦❛rr✐❦ ✸ ❦♦❧♦r❡ ❡r❛❜✐❧✐③✳ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛r✲
t✉ ❜❡❤❛r ❞❛ s♦❧✉③✐♦❛❦ factor♠♦t❛❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❜❛t ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉❡❧❛✱ ♥♦♥ ❜❛❧✐♦
♣♦s✐❜❧❡❡♥ ❦♦♣✉r✉❛❦ ♥♦❞♦ ❦♦♣✉r✉❛r❡♥ ❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉❡♥ ✭❦❛s✉r✐❦ t①❛✲
rr❡♥❡❛♥✱ ❣r❛❢♦ ♦s♦❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ♥♦❞♦ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❦♦❧♦r❡ ❡③❜❡r❞✐♥ ❜❛t ✐③❛♥ ❜❡❤❛r❦♦
❞✉✮✳ ❆✉s❛③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❡❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ❞❡♥❡t③ ❡❣✐❛③t❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ♣r♦❜❧❡♠❛
❞❡✜♥✐t③❡❛♥ valid s♦rt✉t❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳

> l <- paste("c", 1:n, sep="")

> rnd.sol <- factor(sample(l[1:3], size=n, replace=TRUE), levels=l)

> rnd.sol

## [1] c1 c1 c1 c3 c1 c2 c2 c1 c1 c3 c2 c1 c1 c2 c2

## Levels: c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 c11 c12 c13 c14 c15

> gcol.problem$valid(rnd.sol)

## [1] FALSE

> gcol.problem$plot(rnd.sol, node.size=20, label.cex=2)

❙♦❧✉③✐♦❛ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ❞❛✱ ✶✳✹ ✭❛✮ ✐r✉❞✐❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❧❡❣❡③✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡✲
r❛❣❛rr✐ ❜❛t s♦rt③❡❦♦ ❡r❛ s✐♥♣❧❡ ❜❛t ❜❛❞❛❣♦✿ ♥♦❞♦ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❦♦❧♦r❡ ❡③❜❡r❞✐♥
❜❛t ❡s❧❡✐t✉ ✭✐❦✉s✐ ✶✳✹ ✭❜✮ ✐r✉❞✐❛✮✳

> trivial.sol <- factor (l, levels=l)

> trivial.sol

## [1] c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 c11 c12 c13 c14 c15

## Levels: c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10 c11 c12 c13 c14 c15



✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ✶✺

> gcol.problem$valid(trivial.sol)

## [1] TRUE

> gcol.problem$plot(trivial.sol, node.size=20, label.cex=2)

❑❛r❛❦t❡r❡✲❦❛t❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦ ❦♦♥❜✐♥❛t♦r✐♦❦♦ ❦❛r❛❦t❡r❡✲❦❛t❡❡♥ ❛rt❡❦♦ ❡r❧❛③✐♦❛❦ ❛✉r❦✐t③❡❛③ ❛r✲
❞✉r❛t③❡♥ ❞✐r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ♠✉❧t③♦❛ ❞❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❡③❛❣✉♥❡♥❡t❛r✐❦♦ ❜❛t ❛③✲
♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❦♦♠✉♥ ❧✉③❡❡♥❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❛ ✕▲♦♥❣❡st ❈♦♠♠♦♥ ❙✉❜s❡q✉❡♥❝❡
Pr♦❜❧❡♠✱ ▲❈❙P✕ ❞❛✳ ■③❡♥❛❦ ❜❡r❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❞✐t✉❣✉♥ ❦❛r❛❦t❡r❡✲
❦❛t❡❡♥ ❡❞♦ s❡❦✉❡♥t③✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❦♦♠✉♥❛ ❞❡♥ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❧✉③❡❡♥❛ ❜✐❧❛t③❡♥
❞✉❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❛✳✺

✶✳✻ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ❤✐r✉ ❉◆❆ s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❞✐t✉❣✉❧❛❀ ❈❆❈✲
●❆❈●❈●❚✱ ❈●❚❚❚❈●❈❆● ❡t❛ ❈❚❚●❈●❈●❆✳ ❍✐r✉ s❡❦✉❡♥t③✐❡✲
t❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❦♦♠✉♥ ❧✉③❡❡♥❛ ❈●❈●❈● ❞❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ❝❛❈✲
●❛❈●❈●t✱ ❈●ttt❈●❈❛● ❡t❛ ❈tt●❈●❈●❛ ❞❛✉③❦❛❣✉✳ ❇❡st❡ ❡❞♦③❡✐♥
❧❡tr❛ s❛rt✉③ ❣❡r♦✱ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❡③ ❞❛ s❛rr❡r❛❦♦ ❤✐r✉ s❡❦✉❡♥t③✐❡t❛♥
❛❣❡rt✉❦♦✳

▲❈❙P❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t③❡❦♦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ❞❡✜♥✐t✉ ❜❡❤❛r
❞✉❣✉✳

✶✳✽ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ■③❛♥ ❜❡❞✐ Σ ❛❧❢❛❜❡t♦❛♥ ❞❡✜♥✐t✉t❛❦♦ n t❛♠❛✐♥❛❦♦ s❡❦✉❡♥t③✐❛
S = (s1, . . . , sn)✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ∀i = 1, . . . , n✱ si ∈ Σ✳ S′ = (sa1

, . . . , sam
) S✲r❡♥

❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❞❛✱ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ s♦✐❧✐❦ ❜❛❧❞✐♥ ai ∈ {1, . . . , n} ❡t❛ ∀j = 2 . . . ,m✱
ai−1 < ai

❍❛✉ ❞❛✱ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❜❛t❡❛♥ ❥❛t♦rr✐③❦♦ s❡❦✉❡♥t③✐❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❡♥
❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✱ ❥❛t♦rr✐③❦♦ s❡❦✉❡♥t③✐❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ♦r❞❡♥❛
❜❡r❞✐♥❛r❡❦✐♥✳ ❙❡❦✉❡♥t③✐❛ ❜❛t ❡♠❛♥❞❛✱ ❜❡r❡ ③❡♥❜❛✐t ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡③❛❜❛t✉③ ❧♦r ❞✐✲
t③❛❦❡❣✉ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛❦✳

❇✐ s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❜❡st❡r✐❦ ❡③ ❜❛❞✉❣✉ ✕m ❡t❛ n t❛♠❛✐♥❛❦♦❛❦✕ ♣r♦❣r❛♠❛③✐♦
❞✐♥❛♠✐❦♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✻ O(mn) ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛r❡❦✐♥ ❡❜❛t③ ❞❛✐t❡❦❡ ▲❈❙P✲❛❀ s❡✲
❦✉❡♥t③✐❛ ❦♦♣✉r✉❛ ✜♥❦❛t✉r✐❦ ❣❛❜❡ ❜❛❞❛❣♦✱ ♦r❞❡❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ◆P✲③❛✐❧❛ ❞❛✳

✺ ❑♦♥t✉t❛♥ ❤❛rt✉ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❡t❛ ❦❛r❛❦t❡r❡ ❛③♣✐✲❦❛t❡ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐r❡❧❛✱
❜✐❣❛rr❡♥❡❛♥ ❤❛✉t❛t✉t❛❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❥❛rr❛✐❛♥ ❡❣♦♥ ❜❡❤❛r ❜❛✐t✐r❛ ❥❛t♦rr✐③❦♦ s❡❦✉❡♥t③✐❛♥
❜❛✐♥❛ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦❛♥ ❡③✳ ❍❛✉ ❞❛✱ CTTTCGTCATA s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❜❛❞✉❣✉✱ TCGTCA ❜❛✐
❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❡t❛ ❜❛✐t❛ ❛③♣✐✲❦❛t❡❛ ❡r❡ ❜❛❞❛✱ ❜❛✐♥❛ GTA ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥ ❡③ ❞❛
❛③♣✐✲❦❛t❡❛
✻ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤❛✉ s❡❦✉❡♥t③✐❛❦ ❧❡rr♦❦❛t③❡❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞❛❀ ❦❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦
♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛ ✐③❛♥✱ s❡❦✉❡♥t③✐❛❦ ♠✐❧✐♦✐❦❛ ❡❧❡♠❡♥t✉ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡❡♥❡③✱ ♣r♦❣r❛♠❛③✐♦ ❞✐♥❛♠✐❦♦❛③
❣❛✐♥ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛❀ ♠❡t♦❞♦r✐❦ ❡③❛❣✉♥❡♥❛ ✭❬✷❪✮ ✐③❡♥❡❦♦❛ ❞❛



✶✻ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

✶✳✾ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ▲♦♥❣❡st ❈♦♠♠♦♥ ❙✉❜s❡q✉❡♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭▲❈❙P✮ ■③❛♥
❜✐t❡③ Σ ❛❧❢❛❜❡t♦❛♥ ❞❡✜♥✐t✉t❛❦♦ t❛♠❛✐♥❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡❦♦ k s❡❦✉❡♥t③✐❛ S1, . . . , Sk✳
■③❛♥ ❜❡❞✐ k s❡❦✉❡♥t③✐❡♥ ❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❞✐r❡♥ s❡❦✉❡♥t③✐❛ ♠✉❧t③♦❛ C✳ ▲❈❙Pr❡♥
❤❡❧❜✉r✉❛ C∗ ∈ C s❡❦✉❡♥t③✐❛ t♦♣❛t③❡❛ ❞❛✱ ♥♦♥ ∀Ci ∈ C |Ci| > |C∗|✳

▲❈❙P ❜❡③❛❧❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ♦❤✐❦♦❛❦ ✐③❛t❡♥ ❞✐r❛ t❡r♠✐♥❛❧❡❦♦ ❦♦♠❛♥❞♦❡t❛♥✱
❛❞✐❜✐❞❡③✱ diff ❡❞♦ grep ❦♦♠❛♥❞♦❡t❛♥✳

❆③❦❡♥ ❤❛♠❛r❦❛❞❡t❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❦❛ ❛r❧♦❛❦ ❡♥t③✉t❡ ❤❛♥❞✐❛ ❧♦r✲
t✉ ❞✉❡❧❛✲❡t❛✱ ❦❛r❛❦t❡r❡✲❦❛t❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ✉❣❛r✐ ♣r♦♣♦s❛t✉ ❞✐r❛✳ ❍♦r✐❡t❛❦♦
❜❛t✱ s❡❦✉❡♥t③✐❛✲③❛t✐ ♠✉♥t❛❦❡t❛✲♣r♦❜❧❡♠❛ ✕❋r❛❣♠❡♥t ❆ss❡♠❜❧② Pr♦❜❧❡♠✱ ❋❆P✱
✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❞❛✳ ❉◆❆✲r❡♥ s❡❦✉❡♥t③✐❛③✐♦r❛❦♦ t❡❦♥♦❧♦❣✐❛ ❡③ ❞❛❣♦ ❤❛✐♥ ❛✉rr❡r❛t✉❛✱
❡t❛ ❣❛✉r ❡❣✉♥ ♦r❛✐♥❞✐❦ ❡③✐♥❡③❦♦❛ ❞❛ ❣❡♥♦♠❡♥ ❦❛r❛❦t❡r❡✲❦❛t❡❛❦ ♦s♦r✐❦ ✐r❛❦✉r✲
t③❡❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❉◆❆ ③❛t✐t①♦❛❦ ✐r❛❦✉rt③❡❛ ❛❤❛❧❜✐❞❡t③❡♥ ❞✉t❡♥ ❜❡st❡❧❛❦♦
t❡❦♥✐❦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛✳

❚❡st✉✐♥❣✉r✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ s❡❦✉❡♥t③✐❛✲③❛t✐ ♠✉t❛❦❡t❛✲♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛✱ ❛③✲
♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❡t❛t✐❦ ❛❜✐❛t✉t❛✱ s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❜❛❦❛r ❜❛t ♦s❛t③❡❛ ❞❛✳ ▲❈❙P♥ ❛♥t③❡r❛✱
❛③♣✐s❡❦✉❡♥t③✐❛ ❦♦♠✉♥❛❦ ♠♦❞✉ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡❛♥ ❞❡t❡❦t❛t③❡❛ ❡③✐♥❜❡st❡❦♦❛ ❞❛✱
♣r♦③❡s✉❛r❡♥ ❜✉❦❛❡r❛♥ ❉◆❆✲s❡❦✉❡♥t③✐❛ ✜❞❛❣❛rr✐ ❜❛t ❧♦rt③❡❦♦✳

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥

■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❛r❡♥ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ✉rt❡❡t❛♥ ❤❛✐♥❜❛t ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ s♦❧✉③✐♦
③❡❤❛t③❛❦ t♦♣❛t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐r❡♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡r✐❦ ❡③❛❣✉♥❡♥❛ ✶✾✹✼❛♥
♣r♦♣♦s❛t✉t❛❦♦ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❞❛✳

❍✉r❜✐❧❦❡t❛ ❤♦r✐ ✕❛❧❣♦r✐t♠♦ ③❡❤❛t③❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛✱ ❛❧❡❣✐❛✕ ♣r♦❜❧❡♠❛ s✐♥♣❧❡❡♥✲
t③❛t ❡❣♦❦✐❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❡❞♦t❛ t❛♠❛✐♥❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥
❞❡♥❡❛♥ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥ ❜✐❤✉r ❞❛✐t❡❦❡✳ ❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦
❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ ❞❡♥❜♦r❛r❡♥ ❤❛③❦✉♥❞❡✲❛❜✐❛❞✉r❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❀ ♦r❞❡♥❛ ❤❛♥❞✐❛✲
❣♦❛ ❡❞♦ t①✐❦✐❛❣♦❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✱ ❜❛✐♥❛ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❜❡t✐ ♣♦s✐t✐❜♦❛ ❞❛❀

❤❛✉ ❞❛✱ ③❡♥❜❛t ❡t❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ♦r❞✉❛♥ ❡t❛ ❞❡♥❜♦r❛ ❣❡❤✐❛❣♦ ❜❡❤❛r✲
❦♦ ❞✉❣✉ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦✳ ❍♦r✐ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ❞❡♥❜♦r❛ ♠❛①✐♠♦❛ ✜♥❦❛t③❡♥
❜❛❞✉❣✉✱ ❜❡t✐ ♣r♦❜❧❡♠❛✲t❛♠❛✐♥❛ ♠❛①✐♠♦ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉❀ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤❛♥❞✐❛✲
❣♦❛ ❜❛❞❛✱ ✜♥❦❛t✉t❛❦♦ ❞❡♥❜♦r❛♥ ❡❜❛③t❡r✐❦ ❡③ ❞❛ ❡❣♦♥❣♦✳

❉❡♠❛❣✉♥ ✶✳✶ ✐r✉❞✐❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡♥ s♦❧✉③✐♦ ③❡❤❛t③❛ ❧♦rt③❡❦♦ ③❡♥❜❛✐t ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❦ ❜❡❤❛r ❞✉t❡♥ ❞❡♥❜♦r❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡❧❛❀ ❡r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❞❡♠❛❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❛
❧♦rt③❡❦♦ ♦r❞✉ ❜❛t ❜❡st❡r✐❦ ❡③ ❞✉❣✉❧❛✳ ●r❛✜❦♦❛♥ ❛❣❡r✐❛♥ ❞❛❣♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤✐♣❡r✲
❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛r❡❦✐♥ n > 7 t❛♠❛✐♥❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦✱ ♦r❞✉ ❜❛t❡❛♥✱ ❡❜❛③t❡③✐♥❛❦
❞✐r❡❧❛❀ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡s♣♦♥❡♥t③✐❛❧❛r❡❦✐♥✱ ♦st❡r❛✱ ❤♦❣❡✐ t❛♠❛✐♥❛t❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦
❡❜❛③t❡❦♦ ❣❛✐ ✐③❛♥❣♦ ❣✐♥❛t❡❦❡✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❛❦ ✐③❛t❡❛❦ ❡③ ❞✉ ❡s❛♥
♥❛❤✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡❞♦③❡✐♥ t❛♠❛✐♥❛t❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛t③ ❞✐t③❛t❡❦❡❡♥✐❦✳ ❍♦r✐ ❛r✲
❣✐ ❡t❛ ❣❛r❜✐ ✐❦✉st❡♥ ❞❛ O(n15) ❦❛s✉❛♥✱ ♥♦♥ ♦r❞✉ ❜❛t❡❦♦ ♠✉❣❛r❡❦✐♥ t❛♠❛✐♥❛
♠❛①✐♠♦❛ n = 2 ❞❡♥✳ ❇❡st❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐❦♦❡♥t③❛t ❡r❡ ❞❡♥❜♦r❛✲❦✉r❜❡❦✱
♥❛❤✐③ ❡t❛ ♦s♦ ♠♦t❡❧✱ ❣♦r❛ ❡❣✐t❡♥ ❞✉t❡✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ♥♦♥❜❛✐t ♦r❞✉ ❜❛t❡❦♦ ♠✉❣❛
❣✉r✉t③❛t✉❦♦ ❞✉t❡✳



✶✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥ ✶✼

❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛

✶ ✐♥♣✉t✿ n× n t❛♠❛✐♥❛❦♦ C ❦♦st✉✲♠❛tr✐③❡❛ ✭❤❡rr✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛❦✮
✷ ✐♥♣✉t✿ i1✱ ✐❜✐❧❜✐❞❡❦♦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❤❡rr✐❛
✸ ♦✉t♣✉t✿ I = (i1, . . . , in) ✐❜✐❧❜✐❞❡❛
✹ ❙❛rt✉ H ♠✉❧t③♦❛♥ ❤❡rr✐ ❣✉③t✐❛❦✱ i1 ✐③❛♥ ❡③✐❦
✺ k = 2
✻ ✇❤✐❧❡ H 6= ∅ ❞♦

✼ ik = argminj{cik−1,j | j ∈ H}

✽ ❑❡♥❞✉ ik H ♠✉❧t③♦t✐❦
✾ ❞♦♥❡

✶✳✶ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❚❙Pr❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛

❑❛s✉ ❤♦r✐❡t❛♥ t❡❦♥✐❦❛ ❦❧❛s✐❦♦❛❦ ❜❛❧✐♦❣❛❜❡❛❦ ❞✐r❡♥❡③✱ ❜❡st❡ ❛✉❦❡r❛r❡♥ ❜❛t
❜✐❧❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉❀ s♦❧✉③✐♦ ③❡❤❛t③❛ ❧♦rt③❡r✐❦ ❡③ ❜❛❞❛❣♦✱ ❞❛✉❦❛❣✉♥ ❜❛❧✐❛❜✐✲
❞❡❡❦✐♥ ❡t❛ ❞❡♥❜♦r❛r❡❦✐♥ ❛❧❜❛✐t s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ t♦♣❛t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞✐s❡✐✲
♥❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳ ❳❡❞❡ ❤♦r✐ ❧♦rt③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ✓✐♥t✉✐③✐♦❛♥✔
♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ♠❡t♦❞♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛ ♦❤✐❦♦❡♥❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡♥ ❜✐❞❡❛ ♦♣✲
t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛ t♦♣❛t③❡❛ ❜❡r♠❛t✉t❛ ❡③ ❡❣♦♥ ❛rr❡♥✱ ♦r♦ ❤❛r s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ t♦♣❛
❞✐t③❛❦❡❣✉✳

▲✐t❡r❛t✉r❛♥ ♣r♦♣♦s❛t✉r✐❦♦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ♠❡t♦❞♦❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥t✉✐③✐♦❛♥
♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ③✐r❡♥✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✱ ✶✳✷✳✷✳✶ ❛t❛❧❡❛♥ ❞❡s❦r✐❜❛t✉r✐❦♦
❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦✳

❉❡♠❛❣✉♥ ❜❛❞❛❦✐❣✉❧❛ ❛❜✐❛♣✉♥t✉❦♦ ❤❡rr✐❛ ③❡✐♥ ❞❡♥✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ③❡✐♥ ❞❡♥ ✐❜✐❧✲
❜✐❞❡❦♦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❤❡rr✐❛❀ s♦❧✉③✐♦❛ ♣❛✉s♦③ ♣❛✉s♦ ❡r❛✐❦✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ✉rr❛ts ❜❛✲
❦♦✐t③❡❛♥ ❛✉rr❡❦♦ ✉rr❛ts❡❛♥ ❛✉❦❡r❛t✉ ❞✉❣✉♥ ❤❡rr✐t✐❦ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥ ❤❡rr✐❛
❛✉❦❡r❛t✉③✳ ▼❡t♦❞♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛ ✶✳✶ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳

❊❜❛t③ ❞❡③❛❣✉♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❛✉ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ✶✳✷ ✐r✉❞✐❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❚❙P❛r❡♥ ✐♥st❛♥✲
t③✐❛✱ ❆rr❛s❛t❡t✐❦ ❛❜✐❛t✉③✳ ❆rr❛s❛t❡t✐❦ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥ ❤❡rr✐❛ ❆③♣❡✐t✐❛ ❞❡♥❡③✱
❤♦r✐①❡ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ❣✉r❡ ✐❜✐❧❜✐❞❡❦♦ ❜✐❣❛rr❡♥ ❤❡rr✐❛✳ ❖♥❞♦r❡♥✱ ❆③♣❡✐t✐t✐❦ ❚♦❧♦s❛✲
r❛ ❥♦❛♥❣♦ ❣❛r❛✱ ❤✉r❛ ❜❛✐t❛ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥❛ ❡t❛ ❤❛♥❞✐❦ ❉♦♥♦st✐❛r❛✳ ❇✐s✐t❛t✉
❜❛r✐❦ ❞❛✉❞❡♥ ❤❡rr✐❡t❛t✐❦ ❩❛r❛✉t③ ❞❛ ❉♦♥♦st✐❛t✐❦ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥❛ ✕❡t❛✱ ❜❡r❡③✱
❜❛❦❛rr❛✕✳ ■❜✐❧❜✐❞❡❛ ✐①t❡❦♦ ❩❛r❛✉t③❡t✐❦ ❆rr❛s❛t❡r❛ ✐t③✉❧✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳ ▲❛❜✉r✲
❜✐❧❞✉③✱ ❤❡✉r✐st✐❦♦ s✐♥♣❧❡ ❤❛✉ ❡r❛❜✐❧✐③ ♦♥❞♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❞❛✉❦❛❣✉✿ ❆rr❛s❛t❡✱ ❆③✲
♣❡✐t✐❛✱ ❚♦❧♦s❛✱ ❉♦♥♦st✐❛✱ ❩❛r❛✉t③✱ ❆rr❛s❛t❡❀ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛
✹✶✱✹ ✰ ✷✸✱✺ ✰ ✷✽✱✹ ✰ ✷✵✱✹ ✰ ✺✹✱✵ ❂ ✶✻✼✱✼ ❞❛✳ ❊③ ❞✉❣✉ ✐♥♦❧❛③ ❜❡r♠❛t✉r✐❦
s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ♦♣t✐♠♦❛ ✐③❛t❡❛✱ ❜❛✐♥❛ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❜❛t❡③ ❡r❡✱ ❞❡♥❜♦r❛
❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛♥ ❧♦rt✉ ❞✉❣✉✳

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦ ❞❛❣♦✱ ❜❛✐♥❛ ❜✐ ❞✐❢❡✲
r❡♥t③✐❛ ❞✐t✉✳ ❆❧❞❡ ❜❛t❡t✐❦✱ ❡r❛❜✐❧t③❛✐❧❡❛❦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❤✐r✐❛ s❛rt✉ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱
❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✱ ♠❛tr✐③❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❞✐st❛♥t③✐❛r✐❦ t①✐❦✐❡♥❛r✐ ❡rr❡✲
♣❛r❛t✉③✳ ❇❡st❡t✐❦✱ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❡③ ❞✉ ❜❡t✐ ❛✉❦❡r❛r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥✿ ❛✉❦❡r❛



✶✽ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

❜❛t③✉❡♥ ❛rt❡❛♥ ❜❛t ❛✉s❛③ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✳ ❆③❦❡♥ ♣✉♥t✉ ❤♦rr❡❦ ❣❡r♦ ✐❦✉s✐❦♦
❞✉❣✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t❡❦✐♥ ✭●❘❆❙P✮ ③❡r✐❦✉s✐❛ ❞✉✳

❍❡♠❡♥ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡♥ ❜❡rts✐♦ s✐♥♣❧✐✜❦❛t✉ ❜❛t ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❛❞✐✲
❜✐❞❡ ❣✐s❛✳ ❋✉♥t③✐♦❛❦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛❦❛r ❜❛t ❥❛s♦t③❡♥ ❞✉✱ cmatrix✱ ❦♦st✉✲
♠❛tr✐③❡❛ ❞❡♥❛❀ ❤❛st❡❦♦✱ ❛✉❦❡r❛❡③✐♥❛❦ ❞✐r❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦ NA✲❦ ✭♥♦t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮ t①❡rt❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ♠❛tr✐③❡❛♥✳ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥
❜❛❧✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❡③✐♥ ❞✐r❡❧❛ ❛✉❦❡r❛t✉ ✭❡③ ❞✉ ③❡♥t③✉r✐❦ ❤✐r✐ ❜❛t❡t✐❦ ❤✐r✐ ❜❡r❜❡✲
r❛r❛ ❥♦❛t❡❛❦✮✱ ❛✉❦❡r❛❡③✐♥ ❣✐s❛ ✜♥❦❛t③❡♥ ❞✐t✉❣✉ ❡t❛✱ ❣❡r♦✱ ♠❛tr✐③❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥
❡❧❡♠❡♥t✉r✐❦ t①✐❦✐❡♥❛✭❦✮ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✭✐t✮✉❣✉✳

tsp.constructive <- function(cmatrix){

diag(cmatrix) <- NA

best.pair <- which(cmatrix == min(cmatrix, na.rm=TRUE),

arr.ind=TRUE)

❖r❛✐♥ best.pair ❛❧❞❛❣❛✐❛♥ ♠❛tr✐③❡❛r❡♥ ❡rr❡♥❦❛❞❛ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✉
❜❛t❡♥ ❦♦♦r❞❡♥❛t✉❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✿ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ③✉t❛❜❡❛♥ ❜❡r❡ ❡rr❡♥❦❛❞❛ ❡t❛
❜✐❣❛rr❡♥❡❛♥ ❜❡r❡ ③✉t❛❜❡❛✳ ❆✐♥t③❛t ❤❛rt③❡❦♦❛ ❞❛ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❛t ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛✲
❣♦ ✐③❛♥ ❞✐t③❛❦❡❣✉❧❛ ✭✐③❛♥ ❡r❡✱ ♠❛tr✐③❡❛ s✐♠❡tr✐❦♦❛ ❜❛❞❛✱ ❜❡t✐ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✱
❣✉t①✐❡♥❡③✱ ❜✐ ❡❧❡♠❡♥t✉✮✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❤❛✉t❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛
❤♦rr❡❦ ♠❛r❦❛t✉❦♦ ❞✐t✉ ✐❜✐❧❜✐❞❡❦♦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❜✐ ❤✐r✐❛❦✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡❦✐♥ ❥❛✲
rr❛✐t③❡❦♦ ❥❛❦✐♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉ s❛rt✉ ❞✉❣✉♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❤✐r✐t✐❦ ✭best.pair[1]✮
❡③✐♥ ❣❛r❡❧❛ ❜❡rr✐③ ✐❣❛r♦✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♠❛tr✐③❡❛♥ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❡rr❡♥❦❛❞❛ ❛✉❦❡✲
r❛❡③✐♥ ♠♦❞✉❛♥ ♠❛r❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ✉rr❛ts❡t❛♥ ❡③✐♥
❞✉❣✉ ❛✉❦❡r❛t✉ s❛rt✉ ❞✐t✉❣✉♥ ❤✐r✐❡t❛♥ ❛♠❛✐t③❡♥ ❞❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉r✐❦❀ ❤♦ts✱ ❤✐r✐
❤♦r✐❡✐ ❞❛❣♦③❦✐❡♥ ③✉t❛❜❡❛❦ ❡r❡ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥ ❣✐s❛ ✜♥❦❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

solution <- c(best.pair[1], best.pair[2])

cmatrix[best.pair[1], ] <- NA

cmatrix[, best.pair] <- NA

●✉r❡ s♦❧✉③✐♦❛❦✱ ♠♦♠❡♥t✉③✱ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜✐ ❤✐r✐ ❞✐t✉✳ ❙♦❧✉③✐♦ ♦s♦❛ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✱
✉rr❛ts ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ❛③❦❡♥ ♣❛✉s♦❛♥ s❛rt✉t❛❦♦ ❤✐r✐t✐❦ ❛✉❦❡r❛t✉ ❣❛❜❡ ❞❛✉❞❡♥
❤✐r✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳ ❇❡❤✐♥ ❛✉❦❡r❛t✉r✐❦✱
♠❛tr✐③❡❛ ❡❣✉♥❡r❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉ ❛✉❦❡r❛❡③✐♥ ❞✐r❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❡✐ NA ❡s❧❡✐t✉③✳

for(i in 3:nrow(cmatrix)){

next.city <- which.min(cmatrix[solution[i-1], ])

solution <- append(solution, next.city)

cmatrix[solution[i-1], ] <- NA

cmatrix[,next.city] <- NA

}

❯♥❡ ❤♦♥❡t❛♥ solution ❜❡❦t♦r❡❛❦ ❡r❛✐❦✐t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✉✳
❉❡♥❛ ❞❡❧❛✱ s♦❧✉③✐♦❛ ❤✐r✐❡♥ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥❡③✱ ❢✉♥✲
t③✐♦❛r❡♥ ❛♠❛✐❡r❛♥ ♦♥❞♦❦♦ ❦♦❞❡❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳

names(solution) <- NULL

return(permutation(vector=solution))

}



✶✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥ ✶✾

■♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉t❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛ ❣✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛r✐ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❜❛❞✐♦❣✉✱ ❤♦♥❛ ❤❡✲
♠❡♥ ❡♠❛✐t③❛✿

> greedy.solution <- tsp.constructive(cost.matrix)

> tsp.example$evaluate(greedy.solution)

## [1] 167.7

> colnames(cost.matrix)[as.numeric(greedy.solution)]

## [1] "Zarautz" "Donostia" "Tolosa" "Azpeitia" "Arrasate"

❆✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛r❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t✉t❛✱ ❧♦rt③❡♥ ❞✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ❞❛✱
❜❛✐♥❛ ❜❡r❛r❡♥ ❦♦st✉❛✱ ♦r❞❡❛✱ ❜❡r❞✐♥❛✳ ■③❛♥ ❡r❡✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛
✐③❛♥✱ ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✉❡♥ ③✐❦❧♦❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❞❛✱ ❜❡st❡ ♥♦r❛♥③❦♦❛♥ ✐③❛♥❞❛ ❡r❡✳ ❇❡st❡
❡r❛ ❜❛t❡❛♥ ❡s❛♥❞❛✱ ❣♦✐❦♦ ❦♦❞❡❛♥ ❞✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❛ ❛t③❡t✐❦ ❛✉rr❡r❛ ✐r❛❦✉rt③❡♥
❜❛❞✉❣✉✱ ❧❡❤❡♥ ❜✐❧❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡r❜❡r❛ ❞✉❣✉✦

▼❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ♦s♦ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛ ③❛✐❧❛❦ ✓❜✐r③✐❦❧❛t③❡❦♦✔
✕♣❡♥ts❛ ❡③❛③✉ ♥♦❧❛ ❡❣♦❦✐ ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❣♦✐❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❣r❛❢♦❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t③❡✲
♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✕✳ ❊r❛❣♦③♣❡♥ ❤♦rr✐ ❛✉rr❡ ❡❣✐t❡❦♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❤❡✉✲
r✐st✐❦♦❛❦ ❡❞♦ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐r❡♥✳ ▼❡t♦❞♦ ❤♦r✐❡❦ ❡r❡ ✐♥t✉✐③✐♦❛♥
♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛ ❡③ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥t✉✐③✐♦❛♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦③❡❞✉r❛r❡♥
✐♥t✉✐③✐♦❛♥ ❜❛✐③✐❦❀ ❤♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♠❡t♦❞♦ ❤❛✉❡❦ ❡❞♦③❡✐♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦
❡❣♦❦✐ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❍❛✐♥❜❛t ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦❛ ❡①✐st✐t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❤❛❧❛ ♥♦❧❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦✲
❦❛❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ❡❞♦ ✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡s❛t❡r❛❦♦✳ ❍♦r✐❡❦
❣✉③t✐❛❦ ❤✉rr❡♥❣♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❡♥ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉ ❛③t❡r❣❛✐✳

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡♥ ❛✉rr❡③ ❛✉rr❡ ❣❛✉❞❡♥❡❛♥✱ ❦♦♥t✉❛♥ ✐③❛♥ ❜❡❤❛✲
rr❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❣❛✉③❛ ❞❛✉❞❡✿ ❛❧❞❡ ❜❛t❡t✐❦✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❢♦r♠❛❧✐③❛③✐♦ ❜❡r❡❛♥
❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ✕❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡s♣❛③✐♦❛✱ ❛❧❡❣✐❛✕
❡t❛✱ ❜❡st❛❧❞❡t✐❦✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦✳ ❍✉rr❡♥❣♦
❛t❛❧❡t❛♥ ❛❧❞❡r❞✐ ❤♦r✐❡❦ ❣✉③t✐❛❦ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ ❦♦♠❡♥t❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛

❆✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❜✐ ❡❧❡♠❡♥t✉
❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉❧❛✱ ❤♦r✐❡t❛❦♦ ❜❛t ❤❡❧❜✉r✉ ❢✉♥t③✐♦❛ ✐③❛♥✐❦✳ ❍❡❧❜✉r✉ ❢✉♥t③✐♦❛ s♦✲
❧✉③✐♦❡♥ ♦♣t✐♠♦t❛s✉♥❛ ❡❜❛❧✉❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡❦
♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛ ③❡✐♥ ❞❡♥ ③❡❤❛③t✉❦♦ ❞✉✳

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥❡❛♥ ❛r❣✐ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r
❞✉❣✉ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♥♦❧❛ ❡❜❛❧✉❛t✉❦♦ ❞✐r❡♥✳ ❚❙P❛♥✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❡❞♦ ❦♦st✉❛
♥❛❤✐ ❞✉❣✉ ♠✐♥✐♠✐③❛t✉❀ ❤♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ✐❜✐❧❜✐❞❡ ❜❛t ❡♠❛♥❞❛ ❤❡❧❜✉r✉ ❢✉♥t③✐♦❛❦
❤♦rr❡♥ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❡❞♦ ❦♦st✉ t♦t❛❧❛ ♥❡✉rt✉❦♦ ❞✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡t❛♥ ❞❛r❛❜✐❧❣✉♥
❢✉♥t③✐♦❛ tr✐❜✐❛❧❛ ❞❛ ❡t❛ ③✉③❡♥❡❛♥ ❛♣❧✐❦❛ ❞❛✐t❡❦❡❀ ❤♦r✐ ♦r❞❡❛✱ ❡③ ❞❛ ❜❡t✐ ❤♦rr❡❧❛
✐③❛t❡♥✳ ❩❡♥❜❛✐t ❦❛s✉t❛♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ ❦♦♥♣❧❡①✉❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✳ ❍♦♥❛
❤❡♠❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t③✉❦✿



✷✵ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

❼ ❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ s✐♠✉❧❛③✐♦✲♣r♦③❡s✉ ❜❛t ❞❡♥❡❛♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❡❦✉❛③✐♦
❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❧ s✐st❡♠❛ ❜❛t ❞❛✉❦❛❣✉♥❡❛♥ ❡t❛ ❡✉r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ♦♣t✐♠✐③❛t✉
♥❛❤✐ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✱ ♣❛r❛♠❡tr♦ s♦rt❛ ❜❛❦♦✐t③❛ ❡❜❛❧✉❛t③❡❛❦ s✐st❡♠❛ ❡❜❛③t❡❛
✐♥♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞✉✳

❼ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦ ✐♥t❡r❛❦t✐❜♦❛♥✭❬✸✺❪✮✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❡③✐♥ ❞❛ ❢♦r♠✉❧❛
♠❛t❡♠❛t✐❦♦ ❜❛t s♦rt✉✱ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡❜❛❧✉❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❛✐❧❡❛r❡♥ ❡❧❦❛rr❡✲
❦✐♥t③❛ ❜❡❤❛r ❞❛ ✕❡r❛❦❛r❣❛rr✐t❛s✉♥❛✱ ③❛♣♦r❡❛ ❡t❛ ❤♦rr❡❧❛❦♦r✐❦ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r
❞❡♥❡❛♥✱ ❜❡st❡❛❦ ❜❡st❡✕✳

❼ ❙♦❧✉③✐♦❛ ❡❜❛❧✉❛t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ❛♣❧✐❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❡♥❡❛♥✳ ❊r❡❞✉
❣r❛✜❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❡t❛♥ ✭❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ❣r❛❢♦ ❜❛t ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✮✱ ❛❧❞❛❣❛✐✲
❛❦ ♦r❞❡♥❛t✉t❛ ❜❛❞❛✉❞❡✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❑❛s✉ ❤♦✲
r✐❡t❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❛❧❞❛❣❛✐❡♥ ♦r❞❡♥❛ ♦♣t✐♠♦❛ t♦♣❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛❀
❛❧❛❜❛✐♥❛✱ ♦r❞❡♥❛r❡❦✐♥ ❜❛❦❛rr✐❦ ❡③✐♥ ❞✉❣✉ s♦❧✉③✐♦❛ ❡❜❛❧✉❛t✉✱ ❣r❛❢♦ ♦s♦❛
❜❡❤❛r ❜❛✐t✉❣✉✳ ❍♦rt❛③✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡❜❛❧✉❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st❛r❡♥ ❜❛t ❛♣❧✐❦❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉ ♦r❞❡♥❛ ❡③❛❣✉t✉t❛ ❣r❛❢♦❛ s♦rt③❡❦♦✳

❼ Pr♦❣r❛♠❛③✐♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛♥✳ Pr♦❣r❛♠❛③✐♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛t❛③❛r❡♥
❜❛t ❜✉r✉t③❡❦♦ ♣r♦❣r❛♠❛✲❞✐s❡✐♥✉❛❦ ❞✐r❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡❜❛❧✉❛✲
t③❡❦♦ ❤♦r✐❡❦ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❡❣✐♥ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✱ ❡❛ ❡s♣❡r♦ ❞❡♥❛ ❡❣✐t❡♥ ❞✉t❡♥ ❡❣✐❛③✲
t❛t③❡❦♦✳

❇✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛✿ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛

Pr♦❜❧❡♠❛❦ ❢♦r♠❛❧✐③❛t③❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♥♦❧❛ ❦♦❞❡t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❛ ❡③✐♥✲
❜❡st❡❦♦❛ ❞❛❀ ✐③❛♥ ❡r❡✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡③✐♥ ❞❛ ③❡❤❛③t✉ ♣❛✉s♦ ❤❛✉ ❜✉r✉t✉
❛rt❡✳

❑♦❞❡❦❡t❛ ♦♥ ❜❛t ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦ ③❡♥❜❛✐t ❛❧❞❡r❞✐ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳ ▲❡✲
❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦❛ ♦s♦t❛s✉♥❛ ❞❛✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦ ❣❛✐t❛s✉♥❛✳
❊❞♦③❡✐♥ ❜✐ s♦❧✉③✐♦ ❤❛rt✉t❛✱ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛ ❥♦❛t❡❦♦ ❜✐❞❡❛ ❜❛❞❛❣♦❡❧❛ ③✐✉rt❛✲
t③❡❛ ❡r❡ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛✱ ❦♦♥❡①✉t❛s✉♥❛ ✐③❛♥ ❡③❡❛♥ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❦♦ ❡r❡♠✉
❜❛t③✉❦ ❤❡❧❡③✐♥❛❦ ❣❡rt❛ ❞❛✐t❡③❦❡❡❧❛❦♦✳✼ ❆♠❛✐t③❡❦♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ s♦❧✉✲
③✐♦❛❦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t③❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❢✉♥t③✐♦ ❡❞♦ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉❀ ❜❡r❛③✱
❞❛r❛❜✐❧❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛❦ ♦♣❡r❛❞♦r❡❡❦✐❦♦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉✳

▲✐t❡r❛t✉r❛♥ ❤❛✐♥❜❛t ❦♦❞❡❦❡t❛ ❡st❛♥❞❛r t♦♣❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ■❦✉s ❞✐t③❛❣✉♥ ❤♦✲
r✐❡t❛❦♦ ❜❛t③✉❦✱ ✶✳✷✳ ❛t❛❧❡❛♥ ❞❡s❦r✐❜❛t✉t❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦
❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡❡♥❛❦✳

❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❤❡rr✐❡♥ ③✐❦❧♦❛❦ ❞✐r❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ❤❡rr✐ ❜❛❦♦✐t③❛
❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜❡❤✐♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ③❡rr❡♥❞❛❦✳ ❊s❦❧✉s✐❜♦t❛s✉♥ ❤♦r✐ ❞❡❧❛
❡t❛✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛❦ ❚❙P❛r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❦♦❞❡t③❡❦♦ ❛❞✐❡r❛③♣✐❞❡ ♦s♦ ❡❣♦❦✐❛❦ ❞✐r❛✳
❙♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❦♦❞❡t✉ ❞❛✐t❡③❦❡ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ ❜✐❞❡③✱ ❡t❛ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❣✉③t✐❡❦

✼ ●❛✐t❛s✉♥ ❤❛✉ ❜❡r♠❛t③❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡t③❡❛ ❡③ ❡③✐❦✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♠❛♥❡✐❛t③❡❦♦ ❞❛r❛❜✐❧t③❛✲
❣✉♥ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦ ❡t❛ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ❦✉❞❡❛t③❡❦♦ ❡str❛t❡❣✐❛❦ ❡r❡ ❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳



✶✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥ ✷✶

s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞✐t✉③t❡✳✽ ❆❞✐❡r❛③♣✐❞❡ ❜❡r❞✐♥❛ ❜❡st❡ ❤❛✐♥❜❛t
♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✱ ❤❛❧❛ ♥♦❧❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t③✉❡t❛♥✱ ❜❡st❡
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ♦r❞❡♥❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ✳✳✳

❆③♣✐♠✉❧t③♦ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ✭✐❦✉s✳ ✶✳✷✳✷✳✹ ❛t❛❧❛✮✱ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❡❞♦ ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❜❛✲
t③✉❦ ❜❡t❡t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ♦♣t✐♠♦❛ t♦♣❛t③❡❛ ❞❛ ❤❡❧❜✉r✉❛✳ ▼✉❧t③♦❡❦✐♥
❞✐❤❛r❞✉❣✉♥❡❛♥ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❛❦ ❛✉❦❡r❛ ❡❣♦❦✐❛❦ ❞✐r❛ ♦s♦✳ ▼♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡✲
♠❛♥✱ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ n ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞✐t✉❣✉ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ n t❛♠❛✐♥❛❦♦
❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛r ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ♥♦♥ i✳ ♣♦s✐③✐♦❛❦ i ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ♠♦✲
t①✐❧❛♥ ❞❛❣♦❡♥❡t③ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✉❡♥✳ ❊❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ n t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛r
❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t✉ ❞❛✐t❡❦❡❀ ❛❧❞❡r❛♥t③✐③❦♦❛✱ ♦st❡r❛✱ ❡③ ❞❛ ❜❡t✐ ❜❡t❡❦♦✱ ❜❡❦t♦✲
r❡ ❜✐t❛rr❡❦ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ❦❛♣❛③✐t❛t❡❛ ❣❛✐♥❞✐t③❡♥ ❞✉t❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛❞✐❡r❛③✐ ❛❤❛❧
❜❛✐t✐t✉③t❡✳

❇❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❡♥ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ❛❧❞❛❣❛✐ ❦❛t❡❣♦r✐❦♦❡t❛r❛ ❤❡❞❛ ❞❛✐t❡❦❡❀ ❤❛✉ ❞❛✱
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❦❛t❡❣♦r✐❦♦ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❑♦❞❡❦❡t❛ ❤♦r✐
❡s❧❡✐♣❡♥✲♣r♦❜❧❡♠❛ ♦r♦❦♦rr❡❛♥ ✕●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠✱ ●❆P ❬✸✸❪✱
✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞❛✳

✶✳✶✵ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ●❆P ♣r♦❜❧❡♠❛ ■③❛♥ ❜✐t❡③ n ❛t❛③❛✱ m ❛❣❡♥t❡✱
C ∈ R

m×n ❦♦st✉✲♠❛tr✐③❡❛ ❡t❛ P ∈ R
m×n ❡t❡❦✐♥✲♠❛tr✐③❡❛❀ cij ❡t❛ pij

❡❧❡♠❡♥t✉❡❦ j ❛t❛③❛ i ❛❣❡♥t❡❛r✐ ❡s❧❡✐t③❡❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❦♦st✉❛ ❡t❛ ❧♦rt✉t❛✲
❦♦ ❡t❡❦✐♥❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐t✉③t❡✱ ❤✉rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥✳ i ❛❣❡♥t❡❛r❡♥ ❧❛♥✲❦❛r❣❛
❣♦r❡♥❡❦♦❛ li ❜❛❞❛ ❡t❛ ❛t❛③❛ ❜❛❦♦✐t③❛ ❛❣❡♥t❡ ❜❛❦❛r ❜❛t❡❦ ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❡✲
❧❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ●❆P ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❡s❧❡✐♣❡♥✲❦♦st✉ t♦t❛❧❛
♠✐♥✐♠✐③❛t③❡♥ ❞✉❡♥ ❡s❧❡✐♣❡♥❛ t♦♣❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛✱ ❛❣❡♥t❡❡♥ ❧❛♥✲❦❛r❣❛ ♠❛✲
①✐♠♦❛ ❣❛✐♥❞✐t✉ ❣❛❜❡✱ ❜❡t✐❡r❡✳

●❆P ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦ n t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❦❛t❡❣♦r✐✲
❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡❀ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ {1, . . . ,m} t❛rt❡❛♥
❡❣♦♥❣♦ ❞✐r❛✳ ❇❡❦t♦r❡❛r❡♥ i✳ ♣♦s✐③✐♦❛❦ i✳ ❛t❛③❛ ③❡r ❛❣❡♥t❡❛❦ ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❡♥ ❛❞✐❡✲
r❛③✐❦♦ ❞✉ ❡t❛❀ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❤♦rr❡♥ ❜✐❞❡③ s♦❧✉③✐♦✲❦♦❞❡ ❡r❧❛③✐♦❛ ❜✐❥❡❦t✐❜♦❛ ❞❛❀ ❤❛✉
❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❦♦❞❡ ❜❛❦❛rr❛ ❞❛❣♦✱ ❡t❛ ❦♦❞❡ ❜❛❦♦✐t③❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❛
❦♦❞❡t③❡♥ ❞✉✳

❇❡❦t♦r❡❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡❦✐❦♦❛❦ ❛♠❛✐t③❡❦♦✱ ✐❞❡✐❛ ③❡♥❜❛❦✐ ❡rr❡❛✲
❧❡t❛r❛ ❡r❡ ❤❡❞❛t✉ ❞❛✐t❡❦❡❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ③❡♥❜❛✐t ♣r♦❜❧❡♠❛t❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❡rr❡✲
❛❧❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t✉ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❙✐♠✉❧❛③✐♦ ❡❞♦ ❜❡st❡❧❛❦♦ ♣r♦③❡s✉❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥
♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛ s♦❧✉③✐♦✲❦♦❞❡❦❡t❛ ❤♦rr❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❡❣✐♥ ❞❛✐t❡❦❡✱ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ❥❛✲
rr❛✐t✉❛❦ ❜❛❞✐r❛ ❜❡t✐❡r❡✳

❖r❛✐♥ ❛rt❡ ✐❦✉s✐ ❞✐t✉❣✉♥ ❛❞✐❡r❛③♣✐❞❡❛❦ ❧✐♥❡❛❧❛❦ ❞❡r✐t③❡♥❛❦ ❞✐r❛✱ s♦❧✉③✐♦❛❦
❜❡❦t♦r❡ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥ ❜❛✐t✐r❛✳ ❆❞✐❡r❛③♣✐❞❡ ❤♦r✐❡❦ ♠❛♥❡✐❛t③❡❦♦ ❡rr❛③❛❦
✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❡③ ❞✐r❛ ❤❛✐♥❜❛t s♦❧✉③✐♦ ♠♦t❛ ❦♦❞❡t③❡❦♦ ❣❛✐✿ ❛❞✐❜✐❞❡③ ♣r♦❣r❛♠❛✲
③✐♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦✳ ❑❛s✉ ❤♦r✐❡t❛♥✱ ♦s♦ ❤❡❞❛t✉t❛ ❞❛✉❞❡♥ ❛❞✐❡r❛③♣✐❞❡❛❦
❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛✿ ❣r❛❢♦❛❦ ❡t❛✱ ❜❡r❡③✐❦✐✱ ③✉❤❛✐t③❛❦✳ ❑♦❞❡t③❡ ♠♦t❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡♥

✽ ❇❡r❡③ ❛r❛③♦t①♦ ❜❛t ❜❛❞❛❣♦✳ ■❜✐❧❜✐❞❡ ❜❛t ❡♠❛♥❞❛✱ ♥♦r❛❜✐❞❡ ❜❛t❡❛♥ ❡❞♦ ❜❡st❡❛♥ ❡❣✐t❡❛❦
❡③ ❞✉ ✐♥♦♥❣♦ ❡r❛❣✐♥✐❦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛♥ ✕♣r♦❜❧❡♠❛ s✐♠❡tr✐❦♦❛ ❜❛❞❛ ❜❡t✐❡r❡✕ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱
③✐❦❧♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❜✐ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉ ③❡✐♥❡♥t③❛t ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❞❡♥✳



✷✷ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

▼♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ❦♦♥♣♦♥❦❡t❛✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛

✶ ✐♥♣✉t✿ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ❞❡♥ s s♦❧✉③✐♦❛
✷ ✐♥♣✉t✿ s′ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛
✸ s′ = s

✹ ✇❤✐❧❡ s′ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ❞❡♥ ❞♦

✺ ❑❡♥❞✉ ♠♦t①✐❧❛t✐❦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐t❛s✉♥❛ ③❛t✐ ♣✐s✉❛ r❛t✐♦❛ ✭ ui

wi
✮ ♠✐♥✐♠✐③❛t③❡♥ ❞✉❡♥ ei

❡❧❡♠❡♥t✉❛
✻ s′ = s \ ei

✼ ❞♦♥❡

✶✳✷ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ▼♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦ ❡③ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❦♦♥♣♦♥✲
t③❡❦♦ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❜❛t

❦♦♥❜✐♥❛❦❡t❛ ❡r❡ ❛s❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥ ❜❡st❡ ❡str❛t❡❣✐❛ ❜❛t ❞❛❀ ❧❡❤❡♥ ❛✐♣❛t✉r✐❦♦
♣❛r❛♠❡tr♦ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛♥✱ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❥❛rr❛✐t✉❛❦ ❡t❛ ❞✐s❦r❡t✉✲
❛❦ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥ ❜❛❧✐♦ ❡rr❡❛❧❛❦ ❡t❛ ❞✐s❦r❡t✉❛❦ ❞✐t✉③t❡♥ ❜❡❦t♦r❡❛❦ ❡r❛❜✐❧✐ ❣❡♥✐✲
t③❛❦❡✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❜❛t ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥ ❛t❛❧❛r❡♥ ❤❛s✐❡r❛♥ ❛✐♣❛t✉r✐❦♦
❡③❛✉❣❛rr✐❛❦ ❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❆❞✐❡r❛③♣✐❞❡❡♥ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❡r❧❛③✐♦❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉③✱ ❤✐r✉ ❛✉✲
❦❡r❛ ❞✐t✉❣✉✿

❼ ❑♦❞❡ ❜❛t s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦✳ ❆✉❦❡r❛r✐❦ ♦❤✐❦♦❡♥❛ ❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐✲
t③❡❦♦ ❦♦❞❡ ❜❛t ❞❛✉❦❛❣✉✱ ❡t❛ ❦♦❞❡ ❜❛❦♦✐t③❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥
❞✉✳

❼ ❑♦❞❡ ❛♥✐t③ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦✳ ❑❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ✓❡rr❡❞✉♥❞❛♥t③✐❛✔ ❞❛✉✲
❦❛❣✉✱ ❡t❛ ❤♦rr❡❦ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❦❛❧t❡t✉ ❞❡③❛❦❡✳ ◆❛❤✐❦♦❛ ❡③
❡t❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ❜❡❤❛r ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞❛✳

❼ ❙♦❧✉③✐♦ ❛♥✐t③ ❦♦❞❡ ❜❡r❞✐♥❛r❡❦✐♥✳ ❑♦❞❡❦❡t❛ ❤♦♥❡❦✐♥ ❜❡r❡✐③♠❡♥ ♠✉✲
rr✐③t✉❛ ❞❛✉❦❛❣✉ ✕s♦❧✉③✐♦❡♥ ①❡❤❡t❛s✉♥❛ ❣❛❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ❛❧❡❣✐❛✕✳ ❇❡st❛❧❞❡✱
❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ t①✐❦✐❛❣♦❛ ❞❛ ❡t❛ ❤♦rr❡❦ ❜✐❧❛❦❡t❛r✐ ❧❛❣✉♥ ❞✐❡③❛✐♦❦❡✳ ❆❞✐❡✲
r❛③♣✐❞❡ ♠♦t❛ ❤♦♥❡t❛♥ ❞❡s❦♦❞❡❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉ ❜❛t ❡❣♦♥ ♦❤✐ ❞❡♥❡③✱ ③❡❤❛r✲
❦♦❞❡t③❡❛ ❞❡r✐t③♦❣✉✳

❇✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛✿ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦

❆s❦♦t❛♥✱ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐t❛s✉♥❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛❦ ❤❛✐♥❜❛t ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❞❛❦❛rt③❛✱ ❡t❛✱
❤♦rt❛③✱ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ♥♦❧❛ ❦✉❞❡❛t✉ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉❀ ❤♦r✐ ❧♦rt③❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t
❛✉❦❡r❛ ❞✐t✉❣✉✿

❼ ❙♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡♥ ❡❞♦t❛ ♦♣❡r❛❞♦r❡❡♥ ❜✐❞❡③ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐t❛s✉✲
♥❛ ♠❛♥t❡♥❞✉ ✲ Pr♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❞✐s❡✐♥❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦
❞✉❣✉✳ P♦s✐❜❧❡ ❞❡♥❡❛♥✱ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❤♦rr❡❦ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ✐♥t❡❣r❛t✉❦♦ ❞✐t✉❀ ❛❧❡✲
❣✐❛✱ s♦r ❞❛✐t❡③❦❡❡♥ ❦♦❞❡ ❣✉③t✐❡❦ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✐t✉③t❡✳



✶✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥ ✷✸

❙♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❡③ ❡③✐❦✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♠❛♥❡✐❛t③❡❦♦ ❞❛r❛❜✐❧t③❛❣✉♥ ❢✉♥t③✐♦
♠❛t❡♠❛t✐❦♦❛❦ ❡r❡ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐t❛s✉♥❛ ♠❛♥t❡♥t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❊str❛✲
t❡❣✐❛ ❤❛✉ ③❡♥❜❛✐t ♣r♦❜❧❡♠❛t❛♥ ✕❚❙P♥✱ ❜❡st❡❛❦ ❜❡st❡✕ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ❜❡t❡❦♦
❞✐r❡❧❛ ③✐✉rt❛t③❡❦♦ ❜✐❞❡ ③✉③❡♥❛ ❞❛✳

❼ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❜❛③t❡rt③❡❛ ✲ ❊str❛t❡❣✐❛r✐❦ s✐♥♣❧❡❡♥❛ ❞❛❀ s♦❧✉③✐♦
❜❛t ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ✐③❛♥ ❡③❡❛♥✱ ❜❛③t❡rt✉ ❡❣✐t❡♥ ❞❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥✳ ❙✐♥♣❧❡❛
✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥✱ ❡s♣❛③✐♦❦♦ ③❡♥❜❛✐t
❡s❦✉❛❧❞❡ ✓✐s♦❧❛t✉r✐❦✔ ❣❡r❛ ❜❛✐t❛✐t❡③❦❡✳

❼ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ③✐❣♦rt✉ ✲ ●❡rt❛ ❞❛✐t❡❦❡ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❡♥ ❡s✲
♣❛③✐♦❛ ❡t❡♥❛ ✐③❛t❡❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛ ❥♦❛t❡❦♦
s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❡t❛t✐❦ ♣❛s❛t③❡❛ ❡③✐♥❜❡st❡❦♦❛ ✐③❛t❡❛✳ ●❛✉③❛❦ ❤♦rr❡❧❛✱ s♦✲
❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❜❛③t❡rt③❡❛❦ ❡❞♦ ❦♦♥♣♦♥t③❡❛❦ ❡③ ❞✉ ♦s♦ ✐rt❡♥❜✐❞❡ ❡❣♦❦✐❛
❡♠❛t❡♥✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥✱ ❤❡❧❜✉r✉✲
❢✉♥t③✐♦❛♥ ③✐❣♦rt③❡✲t❡r♠✐♥♦ ❜❛t s❛rt✉③✳

f ′(s) = f(s) + αc(s)

f ′(s) ③✐❣♦rr❛ ❞✉❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦ ❜❡rr✐❛ ❞❛✱ ❡t❛ f(s)✱ ❜❡rr✐③✱ ❤❡❧❜✉r✉✲
❢✉♥t③✐♦ ✓❦❛♥♦♥✐❦♦❛✔✳ c ❢✉♥t③✐♦❛❦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❦♦st✉❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ❜✐❞❡r❛❣❛✲
rr✐t❛s✉♥ ❡③❛✕ ♥❡✉rt③❡♥ ❞✉✳ ❑♦st✉❛ ♥❡✉rt③❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❛✉❦❡r❛ ❞❛✉❞❡❀ ❤❛❧❛
♥♦❧❛✱ ❜❡t❡t③❡♥ ❡③ ❞✐r❡♥ ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❦♦♣✉r✉❛✱ ❦♦♥♣♦♥❦❡t❛r❡♥ ❦♦st✉❛✱ ❡t❛❜✳
α ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ③✐❣♦rr❛ ❦♦♥tr♦❧❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡❀ ③✐❣♦rt③❡✲♠❛✐❧❛ t①✐❦✐❡✲
❣✐❛ ❜❛❞❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ t♦♣❛t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡③❦❡❀
❤❛♥❞✐❡❣✐❛ ❜❛❞❛✱ ❜❡rr✐③✱ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❜❛③t❡rt③❡❛❦ ❞✐t✉❡♥ ❛r❛③♦❛❦
❡rr❡♣✐❦❛ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❤❛✉ ❡st❛t✐❦♦❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱
❞✐♥❛♠✐❦♦❦✐ ❛❧❞❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳✾

❼ ❙♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❦♦♥♣♦♥❞✉ ✲ ❇✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡✲
③✐♥ ❜❛t t♦♣❛t③❡❛♥✱ ♣♦s✐❜❧❡ ❜❛❞❛ ❜❡t✐❡r❡✱ s♦❧✉③✐♦❛ ✓❦♦♥♣♦♥❞✉✔ ❡❣✐♥ ❞❡③❛✲
❦❡❣✉✳ ❊str❛t❡❣✐❛ ❤♦r✐ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛ ✐③❛♥ ❞❛❞✐♥✱ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❦♦♥♣♦♥❦❡t❛✲
❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❛❦ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉t❡✱ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ❦♦st✉ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦✲
♥❛❧❡❛♥ ❛❧❜❛✐t ❡r❛❣✐♥ ❣✉t①✐❡♥ ✐③❛♥ ❞❡③❛t❡♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡✲
♠❛♥ ❦❛♣❛③✐t❛t❡✲♠✉rr✐③❦❡t❛ ❞✉❣✉❀ ❤♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡❦ ❦❛♣❛③✐t❛t❡✲
♠✉❣❛ ❣❛✐♥❞✐t③❡♥ ❜❛❞✉✱ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❙♦❧✉③✐♦❛ ❦♦♥♣♦♥t③❡❦♦ ❜❛♥❛♥✲
❜❛♥❛♥ ❛t❡r❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❜❡t❡ ❛rt❡✳

❆③❦❡♥ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛ ❤♦r✐ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛♥ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱
✐❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❦♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❦♦♥♣♦♥t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t✳
▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐t❛s✉♥❛ ❛③t❡rt③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t ✐♥♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ●♦❣♦r❛t✉ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ❞❡❧❛ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ ♠♦t①✐❧❛♥
s❛rt✉t❛❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❡♥ ♣✐s✉❛ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♠✉❣❛ ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❣♦❛ ❜❛❞❛✳

✾ ❖r♦ ❤❛r✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❡t❛♥ ③✐❣♦rt③❡✲❦♦❡✜③✐❡♥t❡ t①✐❦✐❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛
❣❡r♦ ❤❛♥❞✐t✉ ✕❣♦❣♦r❛t✉ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❛♠❛✐t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✕✳ ❇✐❧❛✲
❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛r✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡ ③✐❣♦rt③❡❛ ❡❣♦❦✐t③❡❦♦✱ ✓❛❞❛♣t❛t✐✈❡
♣❡♥❛❧✐③✐♥❣✔ ❞❡r✐t③❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③✳



✷✹ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

> valid <- function(solution, weight, limit) {

+ return(sum(weight[solution]) <= limit)

+ }

❖r❛✐♥✱ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦r✐ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③✉③❡♥t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛ ✐♥♣❧❡✲
♠❡♥t❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦❛❦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉❡♥ s❛s✐✲❦♦❞❡❛ ✶✳✷ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥
✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ ❖s♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ s✐♥♣❧❡❛ ❞❛❀ s♦❧✉③✐♦❛ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ❞❡♥ ❜✐t❛rt❡❛♥✱
♣✐s✉✴❜❛❧✐♦ r❛t✐♦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ♠♦t①✐❧❛t✐❦ ❛t❡r❛❦♦ ❞❛✳

> correct <- function(solution, weight, value, limit) {

+ wv.ratio <- weight / value

+ while(!valid(solution, weight, limit)) {

+ max.in <- max(wv.ratio[solution])

+ id <- which(wv.ratio == max.in & solution)[1]

+ solution[id] <- FALSE

+ }

+ return(solution)

+ }

■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✳ ❉❡♠❛❣✉♥ P = {2, 6, 3, 6, 3}✱ W = {1, 3, 1, 10, 2}
❡t❛ c.m = 5 ❜❛❧✐♦✲❜❡❦t♦r❡❛✱ ♣✐s✉✲❜❡❦t♦r❡❛ ❡t❛ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ❡❞✉❦✐❡r❛ ♠❛①✐♠♦❛
❞✐r❡❧❛ ❤✉rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥✳ ▼♦t①✐❧❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❣✉③t✐❛❦ s❛rt③❡♥ ❞✐t✉❡♥ s♦❧✉③✐♦❛
❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ❞❛✱ ♣✐s✉ t♦t❛❧❛ ✭✽✮ ♠✉❣❛ ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❜❛✐t❛✳

> p <- c(2, 6, 3, 6, 3)

> w <- c(1, 3, 1, 10, 2)

> c.m <- 5

> solution <- rep(TRUE, times=5)

> valid(solution=solution, weight=w, limit=c.m)

## [1] FALSE

> w / p

## [1] 0.5000000 0.5000000 0.3333333 1.6666667 0.6666667

❆③❦❡♥ ❧❡rr♦❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡ r❛t✐♦r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉❡♥❛ ✹✳ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❞❡❧❛❀
❜❡r❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ❤❛♥❞✐❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ❜❛✐t❛ ♣✐s✉❛ ❡r❡✳ ❇❡r❛③✱ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❤♦r✐ ♠♦t①✐✲
❧❛t✐❦ ❛t❡r❛❦♦ ❞✉❣✉♥ ❧❡❤❡♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❉❡♥❛ ❞❡❧❛✱ ❛❧❞❛❦❡t❛ ❤♦rr❡❦✐♥ ❜❛❦❛rr✐❦
❡③ ❞✉❣✉ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐ ❜❛t ❧♦rt✉❦♦✳ ❍♦r✐ ✐❦✉s✐r✐❦✱ r❛t✐♦r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉❡♥
❜✐❣❛rr❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❦❡♥❞✉❦♦ ❞✉❣✉✿ ✺✳ ❡❧❡♠❡♥t✉❛✳ ❖r❛✐♥✱ ❜✐ ❛❧❞❛❦❡t❛ ❤♦r✐❡❦
❡❣✐♥ ♦st❡❛♥ ❧♦rt✉ ❞✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ❞❛✳

> solution

## [1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

> valid(solution=solution, weight=w, limit=c.m)

## [1] FALSE

> corrected.solution <- correct(solution=solution, weight=w,

+ value=p, limit=c.m)



✶✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥ ✷✺

>

> corrected.solution

## [1] TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE

> valid(solution=corrected.solution, weight=w, limit=c.m)

## [1] TRUE

❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦

■❦❡r❦✉♥t③❛ ❖♣❡r❛t✐❜♦❛r❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ✉rt❡❡t❛♥ ✐❦❡rt③❛✐❧❡❡❦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛
♣❛rt✐❦✉❧❛rr❡♥t③❛t s♦❧✉③✐♦ ♦♣t✐♠♦❛ ❧♦rt③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❣❛r❛t③❡♥ ③✐❤❛r❞✉t❡♥✳
Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦r✐❡❦ ✓♣r♦❣r❛♠❛③✐♦ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦✔ ❞❡r✐t③♦♥ ❛❧♦rr❡❛♥ s❛rt③❡♥ ❞✐r❛✶✵

❡t❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❛❧❣♦r✐t♠♦ ③❡❤❛t③ ♣❧❛♥t❡❛t✉ ❞✐r❛❀ ❤❛❧❛ ♥♦❧❛✱ ❞❛❣♦❡♥❡❦♦
❛✐♣❛t✉ ❞✉❣✉♥ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✱ ❡❞♦ ❜❛r♥❡✲♣✉♥t✉ ♠❡t♦❞♦❛✱ ❛❞❛r❦❛t③❡✲ ❡t❛
❜♦r♥❛t③❡✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦✱ ❡t❛ ❛❜❛r✳

▼❡t♦❞♦ ❤♦r✐❡❦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛ ❦♦♥❦r❡t✉❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦ ❞✐s❡✐♥❛t✉r✐❦ ❞❛✉❞❡✱
❡t❛ ❤♦rt❛③✱ ❡③✐♥ ❞✐r❛ ❡❞♦③❡✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐✳ ◆❛❤✐❦♦❛
❡③ ❡t❛✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥ ♠❛✐❧❛ ❤❛♥❞✐❛ ❡③ ✐③❛♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥
t❛♠❛✐♥❛ ❤❛♥❞✐❡❣✐❛ ❜❛❞❛ ❡r❡✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❤❛✉❡❦ ❡r❛❜✐❧❡③✐♥❛❦ ❣❡rt❛ ❞❛✐t❡③❦❡✳

●❛✉③❛❦ ❤♦rr❡❧❛✱ ❡③ ❞❛❣♦ ❤❛✐♥❜❛t ❡❣♦❡r❛t❛♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛
t♦♣❛t③❡r✐❦✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ③❡r ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❣✉❄ ❊s❦✉r❛❣❛rr✐ ❞✐t✉❣✉♥ ❜❛❧✐❛❜✐✲
❞❡❡❦✐♥ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❡♥❛ t♦♣❛t③❡❛ ❡③✐♥❡③❦♦❛ ❜❛❞❛✱ ❛❤❛❧✐❦ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛
t♦♣❛t③❡♥ s❛✐❛t✉❦♦ ❣❛r❛❀ ❛❧❡❣✐❛✱ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❡t❛t✐❦ ❛❧❜❛✐t ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦ ❜❛t t♦♣❛t③❡♥ s❛✐❛t✉❦♦ ❣❛r❛✳

❙♦❧✉③✐♦ ❤✉r❜✐❧❞✉❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ❜✐ ❛✉❦❡r❛ ❞✐t✉❣✉✿ ♠❡t♦❞♦ ❤✉r❜✐❧❞✉❛❦✱ ③❡✐♥❡❦
❤✉r❜✐❧❦❡t❛ ♠❛✐❧❛ ❜❡r♠❛t③❡♥ ❞✉t❡♥✱ ❡t❛ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦✱ ❡③❡r ❜❡r♠❛t③❡♥
❡③ ❞✉t❡♥❛❦✳

▼❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ✐♥t✉✐③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ♦♣t✐♠✐③❛✲
t③❡r❛❦♦❛♥✳ ■♥t✉✐③✐♦❛ ❜✐ ♠♦t❛t❛❦♦❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✿

❼ Pr♦❜❧❡♠❛r✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥t✉✐③✐♦❛ ✲ P♦s✐❜❧❡ ❞❡♥❡❛♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❡③❛✉❣❛✲
rr✐❛❦ s♦❧✉③✐♦❛ t♦♣❛t③❡❦♦ ❛❞ ❤♦❝ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦
❞✐t✉❣✉✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡❦ ✓❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❛❦✔ ✐③❛t❡❛ ❞❛✱ ❤❛✉ ❞❛✱ s♦✲
❧✉③✐♦❛ ♣❛✉s♦③ ♣❛✉s♦ ❡r❛✐❦✐t③❡♥ ❞✉t❡♥ ♠❡t♦❞♦❛❦✳ ❆r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐✲
t③❡❛♥ ❛✉❦❡r❛ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ❤❛rt③❡❛ ❞❛ ♦❤✐❦♦❡♥❛❀ ✐r✐③♣✐❞❡ ❤♦rr✐ ❥❛rr❛✐✲
t③❡♥ ❞✐♦t❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡✐ ✓❣✉t✐③✐❛ts✉✔ ❡❞♦ ✓❥❛❧❡✔ ✕❣r❡❡❞②✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❡s❛♥❣♦
❞✐❡❣✉✳ ❆t❛❧ ❤♦♥❡♥ ❤❛s✐❡r❛♥ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦ ❤♦rr❡❧❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦
❜❛t ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉✳ ▼❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ♠❛♠✐❛r✐ ❡❣♦❦✐t✉t❛ ❞❛✉✲
❞❡✱ ❡t❛ ❤♦rr❡❦ ❛❧❞❡ ♦♥❛❦ ❡t❛ t①❛rr❛❦ ❞✐t✉✳ ❖r♦ ❤❛r ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❛❦
✐③❛♥ ♦❤✐ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛ ❜❡st❡❧❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ❜❡rr❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ❞❡s❡❣♦❦✐❛❦ ✕❡❞♦
❛♣❧✐❦❛❡③✐♥❛❦✕ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡③❦❡✳

✶✵ Pr♦❣r❛♠❛③✐♦ ❧✐♥❡❛❧❛ ❡t❛ ♣r♦❣r❛♠❛③✐♦ ♦s♦❛ ❤❛✉❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛❦ ❞✐r❛✳



✷✻ ✶ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦

✶✳✺ ✐r✉❞✐❛✳ ▼❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❡♥ ❡s❦❡♠❛

❼ ❇✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛r✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥t✉✐③✐♦❛ ✲ ❆❞ ❤♦❝ ❞✐s❡✐♥❛t✉r✐❦♦ ♠❡t♦✲
❞♦❛❦ ③❛✐❧❛❦ ❞✐r❛ ❜✐r③✐❦❧❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛r✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥t✉✐③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐✲
r❡❧❛❦♦❀ ❤♦rr❡♥ ♦r❞❡③✱ ✐♥t✉✐③✐♦❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ❜❡rt❛♥ ❜✐❧❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱
❡❞♦③❡✐♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡❣♦❦✐ ❞❛✐t❡③❦❡❡♥ ♠❡t♦❞♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛ ❣❡♥✐t③❛❦❡✳
❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡✐✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❡❞♦ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❞❡r✐t③❡ ❡t❛
❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ t①❛♥t✐❧♦✐ ♠♦❞✉❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❇❡st❡ ❡r❛ ❜❛t❡❛♥
❡s❛♥❞❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛❦♦✐t③❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡❣♦❦✐t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❡♥ ❡s❦❡♠❛❦ ❞✐r❛✳

▼❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❦♦ ♠♦t❛ ❛s❦♦ ❞❛✉❞❡✱ ❜❛❦♦✐t③❛ ❜❡r❡ ✐♥t✉✐③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦❛✳
▼❡t♦❞♦❛❦ s❛✐❧❦❛t③❡❦♦ ❡r❛ ❛s❦♦ ❡❣♦♥ ❛rr❡♥✱ s❛✐❧❦❛♣❡♥ ❤❡❞❛t✉❡♥❛❦ ❜✐ ♠✉❧t③♦t❛♥
❜❛♥❛t③❡♥ ❞✐t✉✿

❼ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ✲ ▼❡t♦❞♦ ❤❛✉❡✲
t❛♥ ✉♥❡♦r♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛r ❜❛t ♠❛♥t❡♥t③❡♥ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ❛❜✐❛✲
t✉t❛ ❜❡st❡ ❜❛t❡r❛ ♠✉❣✐t③❡♥ s❛✐❛t✉❦♦ ❣❛r❛❀ ♠✉❣✐♠❡♥❞✉❛❦ ♥♦❧❛ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❡♥
❞❡s❜❡r❞✐♥t③❡♥ ❞✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❞❛ ♠❡t♦❞♦ ❤❛✉❡♥ ❛rt❡❦♦
❡③❛❣✉♥❡♥❛❀ ❛❧❛❜❛✐♥❛✱ ♠❡t♦❞♦ ❤♦rr❡❦ ❛r❛③♦ ❧❛rr✐ ❜❛t ❞✉✿ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛♥
tr❛❜❛t✉r✐❦ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❞❛✳ ❆r❛③♦ ❤♦r✐ s❛✐❤❡st❡❦♦ ③❡♥❜❛✐t ❤❡❞❛♣❡♥ ♣r♦♣♦s❛✲
t✉ ❞✐r❛❀ ❤❛❧❛ ♥♦❧❛ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛ ❬✶✺❪✱ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❬✶✹❪✱ s✉❜❡r❛❦❡t❛
s✐♠✉❧❛t✉❛ ❬✷✸✱ ✸✼❪✱ ❡t❛❜✳

❼ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ✲ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤❛✉❡✲
t❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛r ❜❛t ✐③❛♥ ❜❡❤❛rr❡❛♥ s♦❧✉③✐♦✲✓♣♦♣✉❧❛③✐♦✔ ❜❛t ✕♠✉❧t③♦ ❜❛t✱
❛❧❡❣✐❛✕ ♠❛♥t❡♥t③❡♥ ❞✉❣✉❀ ✐t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛③✐♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r✐ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❡❣✐♥❣♦
③❛✐③❦✐♦✱ ❡t❛ ❤❛❧❛ ❤♦rr❡♥ ✓❡❜♦❧✉③✐♦❛✔ ❛❤❛❧❜✐❞❡t③❡♥✱ ❡t❛ ❣❡r♦③ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦
❤♦❜❡❛❣♦❛❦ ❧♦rt③❡♥ ❞❛✳ ❆t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛s❦♦❦ ♥❛t✉r❛♥ ❜✐✲
❧❛t③❡♥ ❞✉t❡ ✐♥s♣✐r❛③✐♦❛❀ ❡r❛ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ❬✶✾❪
❞✐t✉❣✉✱ ❡❜♦❧✉③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦❛❦✱ ❡❞♦ ✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❬✶✶❪✱ ✐♥✉✲
rr✐❡♥ t❛❧❞❡✲♣♦rt❛❡r❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❡♥❛✳



✶✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡♥ ✷✼

✶✳✺ ✐r✉❞✐❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦r❛❦♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❡♥ ❡s❦❡♠❛ ♦r♦❦♦r ❜❛t ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳
▼❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❦♦ ❛s❦♦ ❞❛✉❞❡✱ ❜❛✐♥❛ ❞❡♥❛❦ ❣❛✉③❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❞✐s❡✐♥❛t✉✲
t❛ ❞❛✉❞❡✿ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ♠✐❛t③❡❦♦✳ ▼✐❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ❜✐ ❡str❛t❡❣✐❛ ❡r❛❜✐❧
✕❡t❛✱ ❜❛t❡③ ❡r❡✱ ❦♦♥❜✐♥❛✕ ❞❛✐t❡③❦❡✿ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛ ❡t❛ ❛r❡❛❣♦t③❡❛✳ ❉✐❜❡rts✐✲
✜❦❛t③❡❛♥ ❡s♣❛③✐♦❦♦ ❡r❡♠✉ ❤❛♥❞✐❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ①❡❤❡t❛s✉♥ ❤❛♥✲
❞✐r✐❦ ❣❛❜❡❀ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❦♦ ❡r❡♠✉ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❡✐ ❛♥t③❡♠❛t❡❛ ❞❛
✕❡s♣❛③✐♦❛ ❡s♣❧♦r❛t③❡❛✱ ❛❧❡❣✐❛✕✳ ❆r❡❛❣♦t③❡❛❦✱ ❜❡rr✐③✱ t♦♣❛t✉ ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❡♠✉ ✐♥✲
t❡r❡s❣❛rr✐ ❤♦r✐❡❦ s❛❦♦♥❦✐ ❛r❛❦❛t③❡❛ ❞❛✉❦❛ ❤❡❧❜✉r✉t③❛t❀ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❡s❛t❡♥ ❞❡♥
❧❡❣❡③✱ ❡r❡♠✉ ♦♥❛❦ ❡s♣❧♦t❛t③❡❛✳ ❖r♦ ❤❛r✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧ ♠♦t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡t❛♥
❛r❡❛❣♦t③❡❛r✐ ❣❛rr❛♥t③✐ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❡♠❛t❡♥ ③❛✐♦❀ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦
❛❧❣♦r✐t♠♦❡t❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛ ❞❛ ❤❡❧❜✉r✉ ♥❛❣✉s✐❛✳✶✶

✶✶ ■③❛♥ ❡r❡✱ ❛③❦❡♥ ❦❛♣✐t✉❧✉❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ t❡❦♥✐❦❛❦ ♥❛❤❛s ❞❛✐t❡③❦❡✱ ❜✐❧❛❦❡t❛
❧♦❦❛❧❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛r❡❛❣♦t③❡✲♣❛✉s♦❛❦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ♠❡t♦❞♦❡✐ ❣❡❤✐t✉③✳





2
❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥

♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❑❛♣✐t✉❧✉ ❤♦♥❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛③t❡rt✉❦♦
❞✐t✉❣✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ♠♦t❛ ❤❛✉❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡r✐❦ ❡s❛♥❣✉r❛ts✉❡♥❛❦✱ ❡t❛ ❡r❛❜✐❧✐❡♥❛❦✱
❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞✐r❛✳ ❍♦rr❡❣❛t✐❦✱ ❦❛♣✐t✉❧✉❛r❡♥
❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❛t❛❧❡❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡♥ ❢✉♥t③✐♦♥❛♠❡♥❞✉❛ ❡t❛ ❡r❧❛③✐♦♥❛t✉t❛ ❞❛✉✲
❞❡♥ ❦♦♥t③❡♣t✉ ❜❛t③✉❦ ❛③❛❧❞✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❞❡s❛❜❛♥t❛✐❧❛r✐❦
❤❛♥❞✐❡♥❡t❛❦♦ ❜❛t ✐③❛t❡♥ ❞❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦③❡s✉❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦ ❞✐r❡♥ s♦❧✉✲
③✐♦❡t❛♥ tr❛❜❛t✉t❛ ❣❡r❛t③❡❛✳ ❖♥❞♦r✐♦③✱ ❦❛♣✐t✉❧✉❛r❡♥ ❜✐❣❛rr❡♥ ❛t❛❧❡❛♥✱ ❛r❛③♦
❤❛✉ s❛✐❤❡st❡♥ ❛❤❛❧❡❣✐♥t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛ ❜❛t③✉❦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡s❛t❡
❜❛t❡r❛❦♦✱ s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛ ❡t❛ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦✳

❑♦♥t③❡♣t✉ ♦r♦❦♦rr❛❦

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❛t③❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ✐♥t✉✐③✐♦❛ ♦s♦ s✐♥♣❧❡❛ ❞❛✿ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❡♠❛♥❞❛✱
❜❡r❛r❡♥ ✓✐♥❣✉r✉❛♥✔ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❤♦❜❡❛❦ ❜✐❧❛t③❡❛✳ ■❞❡✐❛
❤♦r✐ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉ ❜✐❤✉rt③❡❦♦✱ ✉♥❡♦r♦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ✭❜❛❦❛r✮ ❜❛t
♠❛♥t❡♥❞✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥
❞❛❣♦❡♥ ❜❡st❡ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡❦✐♥ ♦r❞❡③❦❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳

❍❛✐♥❜❛t ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞✐r❛ ✐❞❡✐❛ ❤♦rr❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❡♥❛❦✱ ❜❛❦♦✐t③❛ ❜❡r❡
❜❡r❡③✐t❛s✉♥❛❦ ✐③❛♥✐❦✱ ♥♦s❦✐✳ ❉✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛✱ ③❡♥❜❛✐t ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❡r✲
❞✐♥❛❦ ❞✐r❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣✉③t✐❡t❛♥❀ ❛t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ❦♦♥t③❡♣t✉ ❤♦r✐❡❦ ❛③t❡rt③❡❛r✐
❡❦✐♥❣♦ ❞✐♦❣✉✳

✷✾



✸✵ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❙♦❧✉③✐♦❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❦♦♥t③❡♣t✉r✐❦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❡♥❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❞❛ ✕ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r❤♦♦❞✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③ ✕ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡❜❛③t❡r❛❦♦❛♥ ❛rr❡t❛ ❤❛♥❞✐③
❞✐s❡✐♥❛t✉ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ♦s❛❣❛✐❛ ❞❛✳ ■♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛❦ ❡❞♦ ✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦✶✱ s♦❧✉✲
③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛r❡♥ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❜❛t ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✉✳

✷✳✶ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ■③❛♥ ❜✐t❡③ S ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ❡t❛ N : S → 2S ❢✉♥t③✐♦❛✱
③❡✐♥❛❦✱ s ∈ S s♦❧✉③✐♦❛ ❡♠❛♥❞❛✱ N(s) ⊂ S ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛r❡♥ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❜❛t
✐t③✉❧t③❡♥ ❞✉❡♥✳ ❖r❞✉❛♥✱ N ❢✉♥t③✐♦❛ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛ ❞❡❧❛ ❞✐♦❣✉✳

◆❛❤✐③ ❡t❛ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛ ♦s♦ ♦r♦❦♦rr❛ ✐③❛♥✱ ❡rr❡❛❧✐t❛t❡❛♥
s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❛♥ ✕❜✐③✐❧❛❣✉♥❛❦✱ ❛❧❡❣✐❛✕ ♥♦✲
❧❛❜❛✐t❡❦♦ ✓❛♥t③❡❦♦t❛s✉♥❛✔ ♠❛♥t❡♥t③❡❛ ✐♥t❡r❡s❛t③❡♥ ③❛✐❣✉✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡♥ ❜✐✲
③✐❧❛❣✉♥❛❦✱ ♦r♦ ❤❛r✱ ✐♥❣✉r✉♥❡✲♦♣❡r❛❞♦r❡ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❧♦rt③❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❜❡r❛③✱
❤✉rr❡♥❣♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ❧❡❣❡③✱ ❛♥t③❡❦♦t❛s✉♥❛ ❡③ ❞❛❣♦ ❤❛❧❛❜❡❤❛rr❡③
❜❡r♠❛t✉t❛✱ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡♥ ♠❡♥♣❡❦♦❛ ❜❛✐t❛✳

▲❛❜✉r❜✐❧❞✉③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧ ❜❛t ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥ ❜❡r❡❜✐③✐❦♦ ❣❛rr❛♥t③✐❛ ❞❛✉❦❛
✓❦♦❞❡❦❡t❛✲✐♥❣✉r✉♥❡✔ ❜✐❦♦t❡❛ ♠♦❞✉ ❡❣♦❦✐❛♥ ❛✉❦❡r❛t③❡❛❦✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉✲
❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛♥t③❡r❛❦♦❛❦ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡③❡♥✳ ❊③❛✉❣❛rr✐ ❤♦rr✐ ❧♦❦❛❧t❛s✉♥❛ ✕❧♦❝❛❧✐t②
✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❡s❛t❡♥ ③❛✐♦✱ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❛ ♦♥❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ❢✉♥ts❡③❦♦❛ ❞❛✳

✶ Pr♦❣r❛♠❛③✐♦✲t❡st✉✐♥❣✉r✉❡t❛♥ ✕ s❛s✐❦♦❞❡❡t❛♥✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✕ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞✐r❡♥ ❢✉♥t③✐♦❡✐ ✓♦♣❡r❛❞♦r❡✔ ❞❡r✐t③❡✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ✓❢✉♥t③✐♦✔ ❡t❛ ✓♦♣❡r❛❞♦r❡✔ t❡r♠✐♥♦❛❦ ❜❛✲
❧✐♦❦✐❞❡ ❣✐s❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✳



✷✳✶ ❑♦♥t③❡♣t✉ ♦r♦❦♦rr❛❦ ✸✶

✷✳✶ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ▲♦❦❛❧t❛s✉♥❛ ❢❡❛t✉r❡ s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡✲
♠❛♥ ❉❛t✉✲♠❡❛t③❛r✐t③❛♥✱ s❛✐❧❦❛t③❛✐❧❡✲❢✉♥t③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❛ ❡❞♦ ✐❦❛st❡❛
♦s♦ ❛t❛③❛ ♦❤✐❦♦❛ ❞❛✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐❡❦✱ ✐③❡♥❛❦ ❜❡r❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥ ♠♦✲
❞✉❛♥✱ ❞❛t✉ ❜❡rr✐❛❦ s❛✐❧❦❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛✳
❖r♦ ❤❛r✱ ❞❛t✉❡t❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛❧❞❛❣❛✐❡❦ ✐r❛❣❛r♣❡♥❛❦ ❡❣✐t❡❦♦ ❣❛✐✲
t❛s✉♥ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐t✉③t❡❀ ❛r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ❛❧❞❛❣❛✐ ❜❛t③✉❡❦ ❡r❛❣✐♥ ♥❡❣❛t✐✲
❜♦❛ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡t❡ s❛✐❧❦❛t③❛✐❧❡❛r❡♥ ❢✉♥t③✐♦♥❛♠❡♥❞✉❛♥✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱
❛❧❞❛❣❛✐❡♥ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❛ ♦s♦ ♣❛✉s♦ ♦❤✐❦♦❛ ❞❛❀ ♣r♦③❡s✉ ❤♦✲
r✐✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③ ❢❡❛t✉r❡ s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❋❙❙✮ ❞❡✐t③❡♥ ❞❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲
♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❞❛✳ ❋❙❙ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❡♥ ❜✐❞❡③
❦♦❞❡t✉ ❞❛✐t❡③❦❡✱ ❡t❛ ❜✐t ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛ ❛③♣✐♠✉❧t③♦❛♥ ❞❛✲
❣♦❡♥❡t③ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉✳
❇❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❛❦ ③❡♥❜❛❦✐ ♦s♦ ♠♦❞✉❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛ ❞❛✐t❡③❦❡✱ ❡t❛✱ ❤♦r✲
t❛③✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ♠♦❞✉ ❜❛t ❤♦r✐❡✐ ❜❛❧✐♦ t①✐❦✐❛❦ ❣❡❤✐✲
t③❡❛✴❦❡♥t③❡❛ ❞❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ (01001) s♦❧✉③✐♦❛❦ 9 ③❡♥❜❛❦✐❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥
❞✉❡❧❛ ❥♦❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❛♥t③❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦r ❞✐t③❛❦❡❣✉ ✶ ③❡♥✲
❜❛❦✐❛ (00001) ❣❡❤✐t✉③ ✕10 ③❡♥❜❛❦✐❛ (01010) ❧♦rt③❡♥ ❞❛✕ ❡❞♦ ❦❡♥❞✉③
✕8 ③❡♥❜❛❦✐❛ (01000) ❧♦rt③❡♥ ❞❛✕✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦
♥❛❤✐❦♦ ❛♥t③❡r❛❦♦❛❦ ❞✐r❛❀ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❦❛s✉❛♥ ❛③❦❡♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛ ❛③❦❡♥✲
❛✉rr❡❦♦❛r❡❦✐♥ ♦r❞❡③❦❛t✉ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❜✐❣❛rr❡♥ ❦❛s✉❛♥ ❛③❦❡♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛ ❦❡♥✲
❞✉ ❞✉❣✉✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ❜❡st❡ ❦❛s✉ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❧♦❦❛❧t❛s✉♥❛ ❡③ ❞❛ ♠❛♥t❡♥✲
t③❡♥❀ (1000000) s♦❧✉③✐♦❛r✐ ✶ ❦❡♥t③❡♥ ❜❛❞✐♦❣✉✱ (0111111) ❧♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉❀
❤❛✉ ❞❛✱ ❛✉❦❡r❛t✉t❛ ③❡❣♦❡♥ ❛❧❞❛❣❛✐ ❜❛❦❛rr❛ ✕❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦❛✕ ❦❡♥❞✉ ❡t❛
❜❡st❡ ❣❛✐♥♦♥t③❡❦♦ ❣✉③t✐❛❦ s❛rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❇❡st❡ ❡r❛ ❜❛t❡❛♥ ❡s❛♥❞❛✱ ❋❙❙
♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❞❡✜♥✐③✐♦ ❤❛✉ ❡③ ❞❛ ♦s♦ ❡❣♦❦✐❛✳
❆③♣✐♠✉❧t③♦ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡✲♦♣❡r❛❞♦r❡ ♦❤✐❦♦❡♥❛ ✢✐♣ ❛❧❞❛❦❡t❛♥
♦✐♥❛rr✐t③❡❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ✵ ❜❛❞❛ ✶❡❦✐♥ ♦r❞❡③❦❛t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛ ✶ ❜❛❞❛✱ ✵r❡❦✐♥✳
❖♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦rr❡❦✐♥ ❋❙❙ ♣r♦❜❧❡♠❛♥ ❜❡t✐ ❜❡r♠❛t③❡♥ ❞❛ ❧♦❦❛❧t❛s✉♥❛✱ ✐♥✲
❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ s♦❧✉③✐♦❦ ❛❧❞❛❣❛✐ ❜❛❦❛r ❜❛t❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛
✐③❛♥❣♦ ❜❛✐t✉t❡✳ ✷✳✶ ✐r✉❞✐❛❦ ❛❞✐❜✐❞❡❛ ❣r❛✜❦♦❦✐ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉✳

❙♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ✓❞✐s✲
t❛♥t③✐❛✔ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞❛✱ ❡s♣❧✐③✐t✉❦✐ ③❡✐♥ ✐♥♣❧✐③✐t✉❦✐✳ ❊r❛ ❤♦rr❡t❛♥✱
❜✐ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❛ ❜❡st❡❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉❞❡❧❛ ❡s❛♥❣♦ ❞✉❣✉ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ ❤❛✐❡♥
❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ✜♥❦❛t✉r✐❦♦ ❦♦♣✉r✉ ❜❛t ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦❛ ❜❛❞❛✳ ❊❞♦③❡✐♥ ❜✐
s♦❧✉③✐♦✱ s ❡t❛ s′ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛✱ d(s, s′) ❢✉♥t③✐♦❛③ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ✐♥❣✉✲
r✉♥❡❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦ ♦r♦❦♦rr❛ ♦♥❞♦r❡♥❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✿

N(s; k) = {s′ ∈ S | d(s, s′) ≤ k} ✭✷✳✶✮

❇❡❦t♦r❡ ♠♦t❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❏❛rr❛✐❛♥
❛❞✐❜✐❞❡ ❤❡❞❛t✉❡♥❛❦ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✳



✸✷ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

✷✳✶ ✐r✉❞✐❛✳ ❇✐ ✐♥❣✉r✉♥❡ ❡③❜❡r❞✐♥❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●♦✐❦♦❛♥ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❡✐ ✶ ❣❡❤✐✲
t③❡♥✴❦❡♥t③❡♥ ❞✐❡❣✉ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦rt③❡❦♦✳ ❊s❦✉♠❛♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦❛♥ ✐❦✉s
❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❧♦❦❛❧t❛s✉♥❛ ❡③ ❞❛ ♠❛♥t❡♥t③❡♥✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡r❡♥ ❛rt❡❛♥ ♦s♦ ❡③❜❡r❞✐✲
♥❛❦ ❞✐r❡❧❛❦♦✳ ❇❡❤❡❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ✢✐♣ ❡r❛❣✐❦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❛✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥ s♦rt✉✲
t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❛♥t③❡r❛❦♦❛❦ ❞✐r❛✳

❇❡❦t♦r❡ ❡rr❡❛❧❛❦ ✲ ❇❡❦t♦r❡ ❡rr❡❛❧❡❦✐♥ ❞✐❤❛r❞✉❣✉♥❡❛♥ ❡✉❦❧✐❞❡❛rr❛ ❞❛ ❣❡❤✐❡♥
❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥ ❞✐st❛♥t③✐❛✳

de(s, s
′) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

(s′i − si)2

■♥❣✉r✉♥❡✲t❛♠❛✐♥❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉③✱ ③❡♥❜❛❦✐ ❡rr❡❛❧❡❦✐♥ ❞✐❤❛r❞✉❣✉♥❡③✱ ✐♥✜♥✐t✉
s♦❧✉③✐♦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥✳ ❊✉❦❧✐❞❡❛rr❛ ❞✐st❛♥t③✐❛✲
r✐❦ ❡③❛❣✉♥❡♥❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❜❛❞✐r❛ ❜❡st❡ ♠❡tr✐❦❛ ❜❛t③✉❦ ❡r❡ ❜❡❦t♦r❡ ❡rr❡❛❧❡♥
❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♥❡✉rt③❡❦♦ ✕ ▼❛♥❤❛♥tt❛♥ ❡❞♦ ❈❤❡✈②s❤❡✈ ❞✐st❛♥t③✐❛❦✱ ❜❡s✲
t❡❛❦ ❜❡st❡ ✕✳

❇❡❦t♦r❡ ❦❛t❡❣♦r✐❦♦❛❦ ❡t❛ ❜✐t❛rr❛❦ ✲ ❇❡❦t♦r❡❡t❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛❦ ❦❛✲
t❡❣♦r✐❦♦❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ❜✐ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♥❡✉rt③❡❦♦ ♠❡tr✐❦❛r✐❦ ❡③❛✲
❣✉♥❡♥❛ ❍❛♠♠✐♥❣✲❡❦ ♣r♦♣♦s❛t✉t❛❦♦❛ ❞❛✿ dh(s, s

′) =
∑n

i=1 I[si 6= s′i]✱ ♥♦♥ I
❢✉♥t③✐♦❛ ❛❞✐❡r❛③❧❡❛ ❞❡♥✱ ❡t❛ ✶ ❜❛❧✐♦❛ ❤❛rt③❡♥ ❞✉ ❜❡r❡ ❛r❣✉♠❡♥t✉❛ si 6= s′i ❡❣✐❛
❞❡♥❡❛♥✱ ❡t❛ ✵ ❜❡st❡ ❦❛s✉❛♥✳ ❍♦rt❛③✱ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥t③✐❛❦ ♣♦s✐③✐♦③ ♣♦s✐③✐♦❦♦
❞❡s❜❡r❞✐♥t❛s✉♥❛❦ ♥❡✉rt③❡♥ ❞✐t✉✳ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥t③✐❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦



✷✳✶ ❑♦♥t③❡♣t✉ ♦r♦❦♦rr❛❦ ✸✸

❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ♦❤✐❦♦❡♥❛ ✶ ❞✐st❛♥t③✐❛r❛ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❡t❛r❛ ♠✉❣❛t③❡❛ ❞❛✱
❤❛✉ ❞❛✿

Nh(s; 1) = {s′ ∈ S | dh(s, s
′) = 1} ✭✷✳✷✮

❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥ ♦s♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❛③✲
t❡rt③❡❛✳ ❆✉rr❡❦♦ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ n t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛r ❜❛t✐ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❜❛✲
❞✐♦❣✉✱ s s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❜✐③✐❧❛❣✉♥ ❦♦♣✉r✉❛ |N(s)| = n ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛✲
❦♦✐t③❛ ❛❧❞❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛ ❜❛❦❛rr❛ ❜❛✐t❛✉❦❛❣✉✳ ❇❡❦t♦r❡ ❦❛t❡❣♦r✐❦♦❡t❛♥✱ ♣♦s✐✲
③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ri ❜❛❧✐♦ ❤❛rt③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛ ❞❛❣♦❡♥❡❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛
|N(s)| =

∑n

i=1(ri − 1) ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳
❇❡st❛❧❞❡✱ ♦♥❞♦❦♦ ❡❦✉❛③✐♦❛❦ ❡❞♦③❡✐♥ ❞✐st❛♥t③✐❛t❛r❛❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦ ♦r♦✲

❦♦r ❜❛t ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉ ✕❞✐st❛♥t③✐❛ ♠❛①✐♠♦❛ ❜❡❦t♦r❡❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❞❡❧❛ ❦♦♥t✉❛♥
❤❛rt✉③✱ ❜❡t✐❡r❡✕✿

Nh(s; k) = {s′ ∈ S | dh(s, s
′) ≤ k} ✭✷✳✸✮

■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳ ▼♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦✱ ③♦r✐③❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡t❛
s♦❧✉③✐♦ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ P✐s✉❛ ❡t❛ ❜❛❧✐♦❛ ❦♦rr❡❧❛t✉r✐❦ ❡❣♦t❡❦♦✱ ❡❧❡♠❡♥t✉
❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ♣✐s✉❛ ❧♦rt③❡❦♦✱ ❤❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛r✐ ③♦r✐③❦♦ ❦♦♣✉r✉ ❜❛t ❣❡❤✐t✉❦♦ ❞✐♦❣✉✳
●❡r♦✱ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ❡❞✉❦✐❡r❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ n

2 ❡❧❡♠❡♥t✉r❡♥ ♣✐✲
s✉❛❦ ❜❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❆③❦❡♥✐❦✱ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❛ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛
❤❡r❡♥ ❜❛t❡❛♥ ❡③❛rr✐③✱ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> library(metaheuR)

> n <- 10

> rnd.value <- runif(n) * 100

> rnd.weight <- rnd.value + runif(n) * 50

> max.weight <- sum(sample(rnd.weight, size=n / 2,

+ replace=FALSE))

> knp <- knapsackProblem(weight=rnd.weight, value=rnd.value,

+ limit=max.weight)

> rnd.sol <- runif(n) < 1 / 3

❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞❛ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ✕❛③♣✐✲
♠✉❧t③♦ ❣✉③t✐❛❦✱ ❛❧❡❣✐❛✕ ❡③ ❞✐r❡❧❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦✳ ❊t❛✱ ❜❡r❛③✱ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦
❜❛t s♦rt③❡❛♥✱ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡❞♦ ♦❜❥❡❦t✉ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❤❛♥❞✐✲
t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❧♦rt③❡❛ ♣r♦❜❛❜❧❡❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❊❞♦③❡✐♥
❦❛s✉t❛♥✱ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡❡♥❡③✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣❛✉s♦❛
s♦❧✉③✐♦❛ ③✉③❡♥t③❡❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ●❡r♦✱ ✓✢✐♣✔ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ✐♥❣✉✲
r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦✳ ❖♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦rr❡❦ ❍❛♠♠✐♥❣✲❡♥ ❜❛t ❞✐st❛♥t③✐❛r❛
❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡s❧❡✐t✉❦♦ ❞✐③❦✐♦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r✐✳ ◆❛❤✐③ ❡t❛ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❜✐✲
❞❡r❛❣❛rr✐❛ ✐③❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦❛❦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡③❦❡❀ ❜❡r❛③✱ ♣❛✉s♦ ❜❛✲
❦♦✐t③❡❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ❞❡♥ ❛❧❛ ❡③ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳



✸✹ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

> rnd.sol <- knp$correct(rnd.sol)

> which(rnd.sol)

## [1] 2 9

> flip.ngh <- flipNeighborhood(base=rnd.sol, random=FALSE)

> while(hasMoreNeighbors(flip.ngh)) {

+ ngh <- nextNeighbor(flip.ngh)

+ is.valid <- ifelse(test=knp$valid(ngh),

+ yes="bideragarria",

+ no="bideraezina")

+ message("Inguruneko soluzio ", is.valid, ": ",

+ paste(which(ngh), collapse=","))

+ }

## Inguruneko soluzio bideragarria: 1,2,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,3,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,4,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,5,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,6,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,7,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,8,9

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2

## Inguruneko soluzio bideragarria: 2,9,10

●♦✐❦♦ ❦♦❞❡❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦ ❦♦✲
rr✐t③❡❦♦ ❜✐ ❢✉♥t③✐♦ ❛✉r❦✐ ❞✐t③❛❦❡❣✉✿ hasMoreNeighbors ❡t❛ nextNeighbor✳
■③❡♥❡❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉t❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ♦r❛✐♥❞✐❦ ❜✐✲
s✐t❛t✉ ❣❛❜❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r❡♥ ❜❛t ❞❛❣♦❡♥ ❡s❛t❡♥ ❞✐❣✉✱ ❡t❛✱ ❜✐❣❛rr❡♥❛❦✱ ❜✐s✐t❛t✉
❣❛❜❡❦♦ ❤✉rr❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✉✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❜❛❞❛❣♦ ❜❡st❡ ❢✉♥t③✐♦
❜❛t✱ resetNeighborhood✱ ✐♥❣✉r✉♥❡✲♦❜❥❡❦t✉❛ ❜❡rr❛❜✐❛r❛③t❡❦♦✳ ■♥❢♦r♠❛③✐♦
❣❡❤✐❛❣♦ ❧♦r ❞❡③❛❦❡③✉ ❘✲❦♦ t❡r♠✐♥❛❧❡❛♥ ?resetNeighborhood t❡❦❧❡❛t✉③✳

P❡r♠✉t❛③✐♦❛❦ ✲ P❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛❦ ♥❡✉rt③❡❦♦ ♠❡tr✐❦❛❦ ❜❛❞✐✲
r❡♥ ❛rr❡♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡✲♦♣❡r❛❞♦r❡ ❦❧❛s✐❦♦❛❦ ❡③ ❞✐t✉③t❡ ③✉③❡♥❡❛♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥✳ ❍♦✲
rr❡♥ ♦r❞❡③✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡t❛♥ ❞❡✜♥✐t✉t❛❦♦ ❡r❛❣✐❦❡t❛❦ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛✱ tr✉❦❛❦❡t❛
❡t❛ t①❡rt❛❦❡t❛ ❜❛t✐❦ ❜❛t✳

❚r✉❦❛❦❡t❛♥ ✕s✇❛♣ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛r❡♥ ❜✐ ♣♦s✐③✐♦ ❤❛rt③❡♥ ❞✐r❛
❡t❛ ❤❛✐❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ tr✉❦❛t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ 21345 ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛r❡♥ ✶✳ ❡t❛
✸✳ ♣♦s✐③✐♦❛❦ tr✉❦❛t③❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉ 31245 ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛ ❧♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❋♦r♠❛❧✲
❦✐✱ tr✉❦❛❦❡t❛✲❢✉♥t③✐♦❛✱ tr(s; i, j)✱ ❞❡✜♥✐ ❞❡③❛❦❡❣✉ ♥♦♥ s′ = tr(s; i, j) ❜❛❞❛
s′(i) = s(j)✱ s′(j) = s(i) ❡t❛ ∀k 6= i, j✱ s′(k) = s(k) ❜❡t❡❦♦ ❞❡♥✳ ❋✉♥t③✐♦
❤♦rr❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉r✐❦✱ ♦♥❞♦❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❞❡✜♥✐ ❞❡③❛❦❡❣✉✿



✷✳✶ ❑♦♥t③❡♣t✉ ♦r♦❦♦rr❛❦ ✸✺

N2opt(s) = {tr(s; i, j)| 1 ≤ i, j ≤ n, ∀i > j} ✭✷✳✹✮

■♥❣✉r✉♥❡ ❤♦♥✐ ✷✲♦♣t ❞❡r✐t③♦✱ ❜✐③✐❧❛❣✉♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❜✐ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛❦❛rr✐❦
tr✉❦❛t③❡♥ ❜❛✐t✐r❛✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❤❡❞❛ ❞❛✐t❡❦❡ tr✉❦❛❦❡t❛ ❣❡❤✐❛✲
❣♦ ❡❣✐♥❡③✳ ❆③❦❡♥✐❦✱ ❤❡❞❛t③❡❛③ ❣❛✐♥✱ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ♠✉rr✐③t✉ ❡r❡ ❡❣✐t❡♥ ❛❤❛❧
❞❛✱ tr✉❦❛❦❡t❛❦ ❡❧❦❛rr❡♥ ♦♥❞♦❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♣♦s✐③✐♦❡t❛r❛ s♦✐❧✐❦ ♠✉❣❛t✉③✳ ✷✲♦♣t
✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ tr✉❦❛❦❡t❛✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ExchangeNeighborhood ❦❧❛s❡❛❦ ✐♥✲
♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ♦♥❞♦③ ♦♥❞♦❦♦ tr✉❦❛❦❡t❡t❛r❛ ♠✉rr✐③t✉t❛❦♦ ❜❡rts✐♦❛
SwapNeighborhood ❦❧❛s❡❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✳

■♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥❡③✱ ♦♥❞♦③✲♦♥❞♦❦♦ ♣♦s✐③✐♦❡t❛♥ s♦✐❧✐❦ tr✉✲
❦❛❦❡t❛❦ ❡❣✐♥❡③ n−1 ✐♥❣✉r✉♥❡ s♦❧✉③✐♦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉❀ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ ♣♦s✐③✐♦ tr✉❦❛✲
t③❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ❜❡rr✐③✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ n(n−1) ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❍♦r✐ ❛❞✐❜✐❞❡
❤♦♥❡t❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳

> n <- 10

> rnd.sol <- randomPermutation(length=n)

>

> swp.ngh <- swapNeighborhood(base=rnd.sol)

> exchange.count <- 0

> swap.count <- 0

> while(hasMoreNeighbors(swp.ngh)) {

+ swap.count <- swap.count + 1

+ nextNeighbor(swp.ngh)

+ }

>

> ex.ngh <- exchangeNeighborhood(base=rnd.sol)

> exchange.count <- 0

> while(hasMoreNeighbors(ex.ngh)) {

+ exchange.count <- exchange.count + 1

+ nextNeighbor(ex.ngh)

+ }

>

> swap.count

## [1] 9

> exchange.count

## [1] 45

❚①❡rt❛❦❡t❛♥ ✕✐♥s❡rt ✐♥❣❡❧❡s❡③✕✱ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❛t ♣❡r♠✉t❛③✐♦t✐❦ ❛t❡r❛ ❡t❛ ❜❡st❡
♣♦s✐③✐♦ ❜❛t❡❛♥ s❛rt③❡♥ ❞✉❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ 54123 ♣❡r♠✉t❛③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t✉t❛✱ ❜✐❣❛✲
rr❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❧❛✉❣❛rr❡♥ ♣♦s✐③✐♦❛♥ t①❡rt❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❡♠❛✐t③❛ 51243 ✐③❛♥❣♦
❞❛✳ ❊r❛❣✐❦❡t❛ tx(s; i, j) ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✉❣✉ ✕i ❡❧❡♠❡♥t✉❛ j ♣♦✲
s✐③✐♦❛♥ t①❡rt❛t✉✕✱ ❡t❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛ ❤❛✉①❡ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✿

Nin(s) = {tx(s; i, j)| 1 ≤ i, j ≤ n, ∀i 6= j} ✭✷✳✺✮

❚r✉❦❛❦❡t❛♥ ❜❛❦❛rr✐❦ ❜✐ ♣♦s✐③✐♦t❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞✐r❛❀ t①❡rt❛❦❡t❛♥✱ ❜❡✲
rr✐③✱ ❜✐ ✐♥❞✐③❡❡♥ ❛rt❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♣♦s✐③✐♦ ❣✉③t✐❡t❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❍♦r✐



✸✻ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❞❡❧❛ ❡t❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐t❛s✉♥❛ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❛r❛✲
❜❡r❛❦♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❖♣❡r❛❞♦r❡ ❤❛✉ ❡r❡ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥ ❛✉r❦✐ ❞❡③❛❦❡❣✉✱
InsertNeighborhood ❦❧❛s❡❛♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦✳

❇✐ ✐♥❣✉r✉♥❡✲♦♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦r✐❡t❛③ ❣❛✐♥✱ ❜❛❞✐r❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛♥ ❜❡st❡ ③❡♥❜❛✐t ♦♣❡✲
r❛❞♦r❡✱ ✐♥❜❡rts✐♦✲❡r❛❣✐❦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦❛❦ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✳

❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ✕♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❜❡rts✐♦❛♥✱ ❜❡❤✐♥t③❛t✕ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡ ❜❛✲
t❡r❛ ♠✉❣✐t③❡❦♦✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛
❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ ❜✐③✐❧❛❣✉♥ ❜❛t❡❦ ❡❣♦♥ ❜❡❤❛r ❞✉✷✳ ■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡♥
✜t♥❡ss✲❛ t①❛rr❛❣♦❛ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞❛✱ ♦r❞✉❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ❞❡❧❛ ❡s❛♥✲
❣♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❛♠❛✐t✉ ❡❣✐♥❣♦ ❞❛✳ ❋♦r♠❛❧❦✐✱ s∗ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ❞❛✱ ❜❛❧❞✐♥
❡t❛ ♦♥❞♦❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❜❡t❡t③❡♥ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞✉✿

∀s ∈ N(s∗) f(s∗) ≤ f(s)

❆✉rr❡❦♦ ❡❦✉❛③✐♦❛ ❙ ♦s♦r❛❦♦ ❜❡t❡t③❡♥ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞❛✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦
♦s♦r❛❦♦✱ ♦r❞✉❛♥ s∗ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛ ❞❡❧❛ ❡s❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳

❉❡✜♥✐③✐♦ ❤♦r✐❡❦ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❜❡t✐ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥
❛♠❛✐t③❡♥ ❞❡❧❛ ♦♥❞♦r✐♦③t❛t③❡♥ ❞✉❣✉✳ ❍❛✉①❡ ❞❛✱ ❤❛✐♥ ③✉③❡♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛✲
r❡♥ ❡③❛✉❣❛rr✐ ✕❡t❛✱ ❛❧❞✐ ❜❡r❡❛♥✱ ❞❡s❛❜❛♥t❛✐❧❛✕ ♥❛❣✉s✐❛✳ ❆✐♥t③❛t ❤❛rt③❡❦♦❛ ❞❛
♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ ❜❡r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛❦ ✐③❛♥✱ ♥❛❤✐❦♦
s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❦ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡③❦❡❡❧❛✱ ✷✳✷ ✐r✉❞✐❛♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❡♥ ❜❡③❛❧❛✳ ■r✉❞✐ ❤♦✲
rr❡t❛♥✱ ❦❛♣✐t✉❧✉❛♥ ③❡❤❛r ♠❛✐③ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ❣r❛✜❦♦ ♠♦t❛ ❜❛t ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳
●r❛✜❦♦❛♥✱ ✜❦③✐♦③❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❜❛❦♦✐t③❛
❜✐r✐❜✐❧ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③✐t❛❀ ❜✐r✐❜✐❧❡♥ ❜❛rr✉❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ✜t♥❡ss✲❛
❞❛❣♦ ✐❞❛t③✐t❛✳ ■♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ♠❛rr❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡✲
r❛③t❡♥ ❞❛❀ ❤❛❧❛✱ ❜✐ s♦❧✉③✐♦ ❧♦t✉t❛ ❜❛❞❛✉❞❡✱ ❜❛t❛ ❜❡st❡❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉❞❡❧❛
❞✐♦❣✉ ✕❜✐③✐❧❛❣✉♥❛❦ ❞✐r❡❧❛✱ ❛❧❡❣✐❛✳

✷ ❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❥❛❦✐♥ ❜❛t❡❛♥ ❤❛rt③❡♥ ❞✉❡♥ ❜❛❧✐♦❛✱ ✐♥❣❧❡s❡③❦♦ ✜t♥❡ss ❤✐t③❛r❡✲
❦✐♥ ✐③❡♥❞❛t③❡❛ ♦❤✐❦♦❛ ❞❛✳ ❍♦rr❡❣❛t✐❦✱ ❦❛♣✐t✉❧✉❛♥ ③❡❤❛r✱ ❜✐ ❛❞✐❡r❛③♣✐❞❡❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉
❜❛❧✐♦❦✐❞❡ ❣✐s❛✳



✷✳✶ ❑♦♥t③❡♣t✉ ♦r♦❦♦rr❛❦ ✸✼

✷✳✷ ✐r✉❞✐❛✳ ❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●♦✐❦♦ ❡s❦✉♠❛❦♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥ ❜❛❞❛
❜✐❧❛❦❡t❛ ✕✭❘✶✱❈✻✮✱ ❣r✐s❡❛♥ ♥❛❜❛r♠❡♥❞✉❛ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦t✐❦✱ ❛❧❡❣✐❛✕✱ ❡t❛ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐✲
t③❡❛♥ ❛✉❦❡r❛r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❣❡③✐❡❦ ♠❛r❦❛t③❡♥ ❞✉t❡♥ ❜✐❞❡❛r✐ ❥❛rr❛✐t✉
❡t❛✱ ❜✐ ♣❛✉s♦t❛♥✱ ✭❘✷✱❈✺✮ s♦❧✉③✐♦❛♥ tr❛❜❛t✉t❛ ❣❡❧❞✐t✉❦♦ ❣❛r❛✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ♦♣t✐♠♦
❧♦❦❛❧❛ ❞❛✱ ❜❡r❡ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ t①❛rr❛❣♦❛❦ ❜❛✐t✐r❛✳ ❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❡❜❛✲
❧✉❛③✐♦❛ ✺✽✻ ❞❛✱ ♦s♦ t①❛rr❛ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛r❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉ ✕✭❘✸✱❈✷✮ s♦❧✉③✐♦❛✕✳

✷✳✷ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ✷✳✷ ✐r✉❞✐❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ❣❡③✐❡❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ✭❘✶✱❈✻✮
s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t✉t❛ ❡❣✐t❡♥ ❞✉❡♥ ❜✐❞❡❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉t❡✳ P❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥
✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❜✐ ♣❛✉s♦✲
t❛♥ tr❛❜❛t✉t❛ ❣❡❧❞✐t✉❦♦ ❞❛ ✭❘✷✱❈✺✮ s♦❧✉③✐♦❛♥❀ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡♥ ✜t♥❡ss✲❛
✺✽✻ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❜❡r❡ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ✜t♥❡ss✲❛❦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛
❞✐r❡♥❡③ ✕✶✽✶✻✱ ✽✵✻✱ ✺✾✸ ❡t❛ ✻✵✵✕✱ ❡③ ❞❛❣♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛
❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦✳ ✭❘✷✱❈✺✮ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t ❞❛✱ ❡t❛✱ ♦♣t✐♠♦
❣❧♦❜❛❧❛r❡♥ ✕✭❘✸✱❈✷✮✕ ✜t♥❡ss✲❛ ✶✺ ❞❡❧❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ♥❛❤✐❦♦ s♦❧✉③✐♦
t①❛rr❛ ❡r❡ ❜❛✐✳

❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛t③❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❡str❛t❡❣✐❛ ♣❧❛♥t❡❛t✉ ❞✐r❛ ❧✐t❡r❛t✉✲
r❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ♣✉♥t✉ ❜❛t❡❛♥ ❡❞♦ ❜❡st❡❛♥ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ♣r♦♣♦s❛t✉③✳ ❍❛✉❡✲
①❡❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✱ ❤❛✐♥ ❥✉st✉✱ ✷✳✸✳ ❛t❛❧❡❛♥ ❛③t❡r❣❛✐ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉♥❛❦✳

■❦✉s✐ ❞✉❣✉♥❡③✱ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦t❛t✐❦ ❛❜✐❛t✉t❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❜❡t✐ ♦♣t✐♠♦
❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥ ❛♠❛✐t③❡♥ ❞❛✳ ❆r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❛ ❜✐ s♦❧✉③✐♦t❛t✐❦ ❤❛s✐t❛✱ ❜✐✲
❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ s♦❧✉③✐♦ ❜❡r❞✐♥❡❛♥ ❛♠❛✐t③❡❛✳ ■③❛♥ ❡r❡✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡❦ s♦❧✉③✐♦❛❦
✓❡r❛❦❛rt③❡♥✔ ❞✐t✉③t❡✱ ③✉❧♦ ❜❡❧t③❛❦ ❜❛❧✐r❛ ❜❡③❛❧❛✳ ■❞❡✐❛ ❤♦r✐ ✓❡r❛❦❛r♣❡♥✲❛rr♦✔
✕❜❛s✐♥ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❞❡r✐t③♦♥ ❦♦♥t③❡♣t✉❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❛t③❡♥ ❞❛✳



✸✽ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

✷✳✸ ✐r✉❞✐❛✳ ■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛r❡♥ ❡❢❡❦t✉❛✳ ■r✉❞✐❛❦✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❡r❞✐♥❡✲
t✐❦ ❛❜✐❛t✉t❛ ✕✭❘✸✱❈✷✮✱ ❣r✐s❡❛♥ ♥❛❜❛r♠❡♥❞✉❛✕ ❜✐ ❡str❛t❡❣✐❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❡❣✐♥❞❛❦♦ ✐❜✐❧❜✐✲
❞❡❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐t✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡str❛t❡❣✐❛ ✜rst ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♠♦t❛❦♦❛ ❞❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱
❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉❣✉ ✕✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦✲
❧✉③✐♦❡♥ ♦r❞❡♥❛ ❣♦✐❦♦❛✱ ❡s❦✉♠❛❦♦❛✱ ❜❡❤❡❦♦❛ ❡t❛ ❡③❦❡rr❡❦♦❛ ✐③❛♥✐❦✕✳ ■r✐③♣✐❞❡ ❤♦r✐ ❡r❛✲
❜✐❧✐③ ❡❣✐♥❞❛❦♦ ✐❜✐❧❜✐❞❡❛ ✭❘✷✱❈✶✮✱ ✭❘✷✱❈✷✮✱ ✭❘✷✱❈✸✮✱ ✭❘✶✱❈✸✮ ❞❛✱ ❛③❦❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐
♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ✐③❛♥✐❦✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛ ❣✉t✐③✐❛ts✉❛ ❞❛ ✕❣r❡❡❞②✲❛✱ ❛❧❡❣✐❛✕❀ ❛✉❦❡r❛✲
t③❡♥ ❞✉❣✉♥ ❤✉rr❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ♦♥❡♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ❜❡t✐✳ ❊str❛t❡❣✐❛
❤♦r✐ ❡r❛❜✐❧✐③ ♣❛✉s♦ ❜❛❦❛r ❜❛t❡❛♥ ✭❘✹✱❈✶✮ ❛✐❧❡❣❛t③❡♥ ❣❛r❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡r❛✳

✷✳✷ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ❡r❛❦❛r♣❡♥✲❛rr♦❛ ■③❛♥ ❜✐t❡③ N ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛✱ f ❤❡❧❜✉r✉✲
❢✉♥t③✐♦❛✱ A(s; f,N) : S → S ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❡t❛ s∗ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛✲
❧❛ ✭N ✐♥❣✉r✉♥❡r❛❦♦ ❡t❛ f ❢✉♥t③✐♦r❛❦♦✮✳ s∗ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❡r❛❦❛r♣❡♥✲❛rr♦❛
{s ∈ S/A(s;N, f) = s∗} s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦❛ ❞❛✳

❊r❛❦❛r♣❡♥✲❛rr♦❛✱ ❞❡✜♥✐③✐♦❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❧❡❣❡③✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥✱ ✐♥✲
❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦❛ ❞❛✳ ❆❧❞❡ ❜❛t❡t✐❦✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❡t❛
❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❛ ❜❡❣✐ ❜✐st❛❦♦❛ ❞❛✳ ❇❡st❡t✐❦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ✐♥❣✉r✉✲
♥❡❛ ♥♦❧❛ ❛③t❡rt③❡♥ ❞❡♥ ❡t❛✱ ❜❡r❡③✐❦✐✱ ③❡r s♦❧✉③✐♦ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❡♥ ❡③❛rt③❡♥ ❞✉❀
♦♥❞♦r✐♦③✱ ❡❣✐t❡♥ ❞✉❣✉♥ ✐❜✐❧❜✐❞❡❛♥ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡✳ ✷✳✸ ✐r✉❞✐❛♥✱
❛✉❦❡r❛❦❡t❛✲❡str❛t❡❣✐❡❦ ❞✉t❡♥ ❡r❛❣✐♥❛ ✐❧✉str❛t③❡♥ ❞❛✳



✷✳✷ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ✸✾

❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛

✶ ✐♥♣✉t✿ f ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛✱ s0 ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛✱ N ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛
✷ ♦✉t♣✉t✿ s∗ s♦❧✉③✐♦ ♦♣t✐♠♦❛
✸ s∗ = s0
✹ ❞♦

✺ H = {s′ ∈ N(s∗)|f(s′) < f(s∗)}

✻ ✐❢ |H| > 0

✼ ❆✉❦❡r❛t✉ H✲♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t s′

✽ s∗ = s′

✾ ✜

✶✵ ✇❤✐❧❡ ✭|H| > 0✮

✷✳✶ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛✳ ❯♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉✲
♥❡❛♥ ✜t♥❡ss✲❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❜✐❧❛t③❡♥ ❞✉❣✉✳ ❍♦rr❡❧❛❦♦r✐❦ ❜❛❞❛❣♦✱ ✉♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❛ ♦r❞❡③❦❛t③❡♥ ❞✉❣✉❀ ❡③ ❜❛❞❛❣♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❛♠❛✐t③❡♥ ❞❛✳

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❡❞♦③❡✐♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦r❡♥ ❡rr❡♥❞✐♠❡♥❞✉❛✱ ❦♦❞❡✲
❦❡t❛r❡♥ ❡t❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛③ ❣❛✐♥✱ ❜❡st❡ ③❡♥❜❛✐t ❡❧❡♠❡♥t✉t❛♥ ❡r❡
♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❛✳ ▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ♥♦❧❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✲
❣✉♥ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❛ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛✱ ③❡r❡♥ ❛✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉♥ ♠♦✲
❞✉❛♥✱ ❤♦rr❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥ ❡❞♦ ❜❡st❡❛♥ ❛♠❛✐t✉❦♦ ❜❛✐t❛ ❜✐❧❛✲
❦❡t❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡❣✐t❡❦♦
❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❛✳ ❯♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❤❛✐♥❜❛t s♦❧✉③✐♦
✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ③❡✐♥ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉ ❤✉rr❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✐③❛t❡❦♦❄ ❆③❦❡✲
♥✐❦✱ ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡❛❦ ❡r❡ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ❢❛❦t♦r❡❛❦ ❞✐r❛✳ ❇✐❧❛❦❡t❛
❧♦❦❛❧❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t t♦♣❛t③❡♥ ❞✉❣✉♥❡❛♥ ❛♠❛✐t③❡♥ ❞❛❀ ❞❡♥❛ ❞❡❧❛✱ ❜❡st❡
❡❞♦③❡✐♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦t❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❞❡♥❜♦r❛♥ ❡❞♦t❛ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉✲
t❛❦♦ ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡❛❦ ❡r❡ ♣r♦♣♦s❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✸✳ ✷✳✶ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐③❦♦
❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳

❙❛s✐❦♦❞❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ basicLocalSearch
❢✉♥t③✐♦❛❦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡❦ ③❡♥❜❛✐t ♣❛r❛♠❡tr♦ ❞✐t✉✱ ❜❛t③✉❦
❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡❦✐♥ ③❡r✐❦✉s✐❛ ❞✉t❡♥❛❦ ❡t❛ ❜❡st❡ ❜❛t③✉❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r✐ ❡t❛ ❡①❡❦✉✲
③✐♦❛r✐ ❧♦t✉t❛ ❞❛✉❞❡♥❛❦✳ P❛❦❡t❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦❛ ❣✉③t✐❡❦ ❛♥t③❡r❛❦♦
❡❣✐t✉r❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉t❡♥❡③✱ ♣❛✉s♦③ ♣❛✉s♦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❤♦r✐❡❦✳
●❛✉③❛❦ ❤♦rr❡❧❛✱ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ❤✐r✉ ♠♦t❛t❛❦♦❛❦ ❞✐r❛✿

❼ Pr♦❜❧❡♠❛r✐ ❧♦t✉t❛❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ✲ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❣✐❞❛t③❡❦♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦ ❜❛t
❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐ evaluate ♣❛r❛♠❡tr♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ♣❛s❛t✉❦♦ ❞✐♦❣✉
❛❧❣♦r✐t♠♦❛r✐✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦❛ ♦r♦❦♦rr❛ ❞❡♥❡③✱ ❣❡rt❛ ❞❛✐t❡❦❡
♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t③✉❡t❛r❛❦♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛❣❡rt③❡❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛

✸ ■♥❢♦r♠❛③✐♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❘✲r❡♥ ❧❛❣✉♥t③❛♥ ❞✉③✉❀ ?basicLocalSearch t❡❦❧❡❛t✉ ❧❛❣✉♥t③❛ ③❛✲
❜❛❧t③❡❦♦✳



✹✵ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

♠♦t❛ ❤♦r✐❡❦✐♥ ❧❛♥ ❡❣✐♥ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛❦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❜✐❞❡✲
r❛❣❛rr✐t❛s✉♥❛ ❛③t❡rt✉ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❦♦♥♣♦♥t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ♣❛✲
r❛♠❡tr♦ ❣✐s❛ s❛rt③❡❛ ❛❤❛❧❜✐❞❡t③❡♥ ❞✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐❡❦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦
❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r✐ valid ❡t❛ correct ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥
❜✐❞❡③ ♣❛s❛t✉❦♦ ❞✐③❦✐♦❣✉✱ ❤✉rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥✳

❼ ❊①❡❦✉③✐♦✲❦♦♥tr♦❧❛ ✲ ❇❛❞❛✉❞❡ ❡①❡❦✉③✐♦❛r❡♥ ③❡♥❜❛✐t ❛❧❞❡r❞✐ ❦♦♥tr♦❧❛ ❞✐t③❛✲
❦❡❣✉♥❛❦✳ ▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r✐ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❛❦ ♠✉✲
❣❛t✉ ❞✐❡③❛③❦✐♦❦❡❣✉✱ ❞❡♥❜♦r❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❡❞♦t❛ ✐t❡✲
r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ✜♥❦❛t✉③✳ ❍♦r✐ cResource ♦❜❥❡❦t✉❡♥ cResource ♣❛r❛♠❡✲
tr♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦♥tr♦❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ❜❡rt❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡s❦✉r❛❣❛rr✐ ❞✐t✉❡♥
❜❛❧✐❛❜✐❞❡❛❦ ❞❡✜♥✐t✉③✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ basicLocalSearch ❢✉♥t③✐♦❛❦✱ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❛❦ ❣❛✉③❛t③❡♥ ❞✉❡♥ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❜✐st❛r❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛ ❡♠❛t❡♥
❞✐❣✉ verbose ♣❛r❛♠❡tr♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ t❛✉❧❛ ❜❛t❡❛♥
❣♦r❞❡ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ do.log ♣❛r❛♠❡tr♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③✳

❼ ❇✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ✲ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦ ❤✐r✉ ❣❛✉③❛ ❜❡❤❛r
❞✐t✉❣✉✿ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❞❡✜♥✐③✐♦ ❜❛t ❡t❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦
❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦③❡❞✉r❛✳ ❍✐r✉ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❤♦r✐❡❦ initial.solution✱
neighborhood ❡t❛ selector ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❜✐❞❡③ ❡③❛rr✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉✲
❣✉✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛❦ ❞❛✉❞❡♥❡❛♥✱ ❤✐r✉ ❛✉❦❡r❛ ❞✐t✉❣✉✱ ❜✐✲
❞❡r❛❡③✐♥ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♦♥❛rt③❡❛✱ ❜❛③t❡rt③❡❛ ❡❞♦ ❦♦♥♣♦♥t③❡❛✳ ❩❡✐♥ ❛✉❦❡r❛
❡r❛❜✐❧✐ non.valid ♣❛r❛♠❡tr♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✉❣✉✳

❏❛rr❛✐❛♥ basicLocalSearch ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❡t❛ ❜❡r❡ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❣✉③t✐❡♥
❡r❛❜✐❧❡r❛ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✉❣✉ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③✳ ❆❞✐❜✐❞❡r❛❦♦ ❣r❛❢♦❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛✲
t③❡✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ graphColoringProblem ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐✲
❧✐③ ❡t❛ ③♦r✐③❦♦ ❣r❛❢♦ ❜❛t ❤❛✉t❛t✉③✳ ❍♦rr❡❧❛✱ gcp ♦❜❥❡❦t✉❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥
❡❜❛❧✉❛③✐♦✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❡❦✐♥ tr❛t❛t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❣♦r❞❡❦♦
❞✐t✉✳

> library(igraph)

> n <- 25

> rnd.graph <- random.graph.game(n=n, p.or.m=0.25)

> gcp <- graphColoringProblem (graph=rnd.graph)

❖r❛✐♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r✐ ❡♠❛♥❣♦ ❞✐③❦✐♦❣✉♥ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡❛❦ ♠✉❣❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ●❡✲
❤✐❡♥❡③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ✶✵ s❡❣✉♥❞♦✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ 100n2 ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❡❞♦ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ 100n ✐t❡r❛③✐♦ ❡r❛❜✐❧✐ ❛❤❛❧❦♦ ❞✐t✉✳

> resources <- cResource(time=10, evaluations=100 * n^2,

+ iterations=100 * n)

❆③❦❡♥✐❦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡❦✐♥ ❧♦t✉r✐❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦❡✐ ❞❛❣♦❦✐❡♥❡③✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦
❣✐s❛ s♦❧✉③✐♦ tr✐❜✐❛❧❛ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ♥♦♥ ♥♦❞♦ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❦♦❧♦r❡ ❜❛t ❞✉❡♥✳ ❍♦✲
rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥t③✐❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡✲♦❜❥❡❦t✉ ❜❛t s♦rt✉❦♦
❞✉❣✉✳ ❖❜❥❡❦t✉ ❤♦rr❡❦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❛③t❡rt✉ ❡t❛ ❤❛r❡❦✐♥ ❧❛♥ ❡❣✐t❡❦♦ ❜❡❤❛rr❡③❦♦
❢✉♥t③✐♦❛❦ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✐t✉✳



✷✳✷ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ✹✶

> colors <- paste("C", 1:n, sep="")

> initial.solution <- factor (colors, levels=colors)

> h.ngh <- hammingNeighborhood(base=initial.solution)

❉❡♥❛ ♣r❡st ❞❛✉❦❛❣✉ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❛❜✐❛r❛③t❡❦♦ ✳✳✳

> args <- list()

> args$evaluate <- gcp$evaluate

> args$valid <- gcp$valid

> args$correct <- gcp$correct

> args$initial.solution <- initial.solution

> args$neighborhood <- h.ngh

> args$selector <- firstImprovementSelector

> args$non.valid <- "correct"

> args$resources <- resources

>

> bls <- do.call(basicLocalSearch, args)

## Running iteration 1. Best solution: 25

## Running iteration 2. Best solution: 24

## Running iteration 3. Best solution: 23

## Running iteration 4. Best solution: 22

## Running iteration 5. Best solution: 21

## Running iteration 6. Best solution: 20

## Running iteration 7. Best solution: 19

## Running iteration 8. Best solution: 18

## Running iteration 9. Best solution: 17

## Running iteration 10. Best solution: 16

## Running iteration 11. Best solution: 15

## Running iteration 12. Best solution: 14

## Running iteration 13. Best solution: 13

## Running iteration 14. Best solution: 12

## Running iteration 15. Best solution: 11

## Running iteration 16. Best solution: 10

## Running iteration 17. Best solution: 9

## Running iteration 18. Best solution: 8

## Running iteration 19. Best solution: 7

## Running iteration 20. Best solution: 6

> bls

## RESULTS OF THE SEARCH

## Best solution’s evaluation: 6

## Algorithm: Basic Local Search

## Resource consumption:

## Time: 3.05213379859924

## Evaluations: 6339

## Iterations: 19

## None of the resources completely consumed

## You can use functions ’getSolution’, ’getParameters’ and

## ’getProgress’ to get the list of optimal solutions,

## the list of parameters of the search and the log of

## the process, respectively
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✷✳✹ ✐r✉❞✐❛✳ ●r❛❢♦❡♥ ❦♦❧♦r❡③t❛t③❡✲♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
❡t❛ ❡❣✐♥❞❛❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ❣r❛✜❦♦ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❳ ❛r❞❛t③❛❦ ❡❜❛❧✉❛✲
③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ❨ ❛r❞❛t③❛❦ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ ✕s♦❧✉③✐♦❛❦
❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❦♦❧♦r❡ ❦♦♣✉r✉❛✱ ❛❧❡❣✐❛✕✳

> final.solution <- getSolution(bls)

> as.character(final.solution)

## [1] "C2" "C2" "C4" "C4" "C2" "C4" "C8" "C8" "C2" "C4" "C2"

## [12] "C2" "C14" "C14" "C4" "C14" "C4" "C14" "C8" "C21" "C21"

## [23] "C21" "C21" "C25" "C25"

> gcp$plot(solution=final.solution, node.size=20,

+ label.cex=1.25) + thm.bh

## NULL

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ ✕❡t❛✱ ♦r♦ ❤❛r✱ ❣❛✐♥♦♥t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦✕ ♦❜❥❡❦t✉ ❜❡r❡③✐
❜❛t ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✉t❡✱ mHResult ❦❧❛s❡❦♦❛✳ ❇❡rt❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❢✉♥t③✐♦
s♦rt❛ ❜❛t❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❧♦r ❞❛✐t❡❦❡❀ ❡st❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ optima ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❧♦rt✉t❛❦♦
s♦❧✉③✐♦ ♦♣t✐♠♦❛✭❦✮ ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✐t✉✱ ③❡rr❡♥❞❛ ❜❛t❡❛♥✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ s♦❧✉③✐♦
❜❛❦❛rr❛ ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✉❡♥❡③✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ③❡rr❡♥❞❛❦♦ ✶✳ ♣♦s✐③✐♦❛♥ ❡❣♦♥❣♦ ❞❛✳ ❙♦✲
❧✉③✐♦❛ ❣r❛✜❦♦❦✐ ❜✐st❛r❛t③❡❦♦ graphColoringProblem ❢✉♥t③✐♦❛❦ ✐t③✉❧t③❡♥
❞✉❡♥ plot ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✳ ●❛✐♥❡r❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❡r❡ ❜✐s✲
t❛r❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ plotProgress ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳ ✷✳✹ ✐r✉❞✐❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦
s♦❧✉③✐♦❛ ❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✐t✉✳

> plotProgress(bls, size=1.1) + labs(y="Evaluation") + thm.bh

❏❛rr❛✐❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ❜❡r❡❜✐③✐❦♦ ❣❛rr❛♥t③✐❛ ❞✉t❡♥ ❜✐ ❛❧❞❡r❞✐ ❧❛♥❞✉❦♦
❞✐t✉❣✉✿ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡s❧❡✐♣❡♥❛ ❡t❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡✲
t❛✳



✷✳✷ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ✹✸

❍❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛

▲❡❤❡♥ ❛✐♣❛t✉ ❜❡③❛❧❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ❛❜✐❛t✉❦♦ ❞❛ ❜❡t✐✳ ❇✐❧❛✲
❦❡t❛ ♥♦♥❞✐❦ ❤❛st❡♥ ❞❡♥ ♦s♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛✱ ❤♦rr❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧
❜❛t❡❛♥ ❡❞♦ ❜❡st❡❛♥ ❛♠❛✐t✉❦♦ ❜❛✐t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❤♦r✐ ❛r❣✐ ✐❦✉st❡♥ ❞❛
✷✳✷ ✐r✉❞✐❛♥❀ ✭❘✶✱❈✻✮ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❤❛st❡♥ ❜❛❞✉❣✉ ❜✐❧❛❦❡t❛✱ ✭❈✷✱❘✺✮ s♦❧✉③✐♦❛♥
❛♠❛✐t✉❦♦ ❞❛✳ ●❛✉③❛ ❜❡r❛ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t✐❦ ❜❡rt❛t✐❦ ✕✭❈✷✱❘✺✮✕✱
❣♦✐❛♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ✕✭❈✶✱❘✺✮✕ ❡❞♦ ❜❡r❡ ❡s❦✉✐♥❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ✕
✭❈✷✱❘✻✮✕ ❤❛st❡♥ ❜❛❞❛ ♣r♦③❡s✉❛✳ ❇❡st❡ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱
❜❡rr✐③✱ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❡r❛ ❤❡❧❞✉❦♦ ❣❛r❛✳

❍♦r✐ ✐❦✉s✐r✐❦✱ ❜✐ ❞✐r❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❤❛s✐❡r❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛
♦❤✐❦♦❡♥❛❦✿

❼ ❩♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt✉ ✲ ❩♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛♥ ❞❛❣♦❡♥
s♦❧✉③✐♦ ❜❛t✱ ❡t❛ ❤♦rt✐❦ ❤❛st❡♥ ❞❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✳ ▼❡t♦❞♦ ❤♦♥❡♥ ❛❜❛♥t❛✐❧❛ ❜❡r❡
s✐♥♣❧❡t❛s✉♥❛ ❞❛✱ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❛✱ ❡s❦✉❛r❦✐✱ ❡rr❛③❛ ✐③❛t❡♥ ❜❛✐t❛✳
Pr♦❜❧❡♠❛❦ ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❛s❦♦ ❞✐t✉❡♥ ❦❛s✉❡t❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ ♣r❡♠✐s❛ ❤♦♥❡❦ ❡③ ❞✉
❜❛❧✐♦✱ ❜❛❧✐♦③❦♦ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❛ ❛s❦♦ ③❛✐❧❞✉ ❜❛✐t❛✐t❡❦❡✳ ❍❛❧❛ ❡r❡✱
❡str❛t❡❣✐❛ ❤♦♥❡❦ ❛❧❞❡ t①❛rr❛❦ ❡r❡ ❜❛❞✐t✉❀ ❛❧❞❡ ❜❛t❡t✐❦✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
t①❛rr❛ ❜❛❞❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛ ❧✉③❡❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✱ ❡t❛✱ ❜❡st❡t✐❦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛
❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞✉❣✉♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❡♠❛✐t③❛✱ ♦r♦ ❤❛r✱ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳

❼ ❙♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❡r❛✐❦✐ ✲ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❛♥ ✐❦✉s✐ ❣❡♥✉❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛✲
❦♦✐t③❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦ ❡s♣❡③✐✜❦♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛ ❞❛✐t❡③❦❡❡❧❛✳ ❖r♦
❤❛r✱ ♠❡t♦❞♦ ❤♦r✐❡❦ ♣❛✉s♦③ ♣❛✉s♦ ❡r❛✐❦✐t③❡♥ ❞✐t✉③t❡ s♦❧✉③✐♦❛❦✱ ✉rr❛ts ❜❛✲
❦♦✐t③❡❛♥ ❛✉❦❡r❛ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉③ ✕✐♥❣❡❧❡s❡③ ♠❡t♦❞♦ ❤♦r✐❡✐ ❝♦♥s✲
tr✉❝t✐✈❡ ❣r❡❡❞② ❞❡r✐t③❡✱ ❤❛✉ ❞❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡ ❣✉t✐③✐❛ts✉❛❦ ❡❞♦
❥❛❧❡❛❦✕✳ ◆❛❤✐❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❧♦rt✉ ❛rr❡♥✱ ❡③ ❞✉t❡ ③❡rt❛♥ ♦♣t✐♠♦❛❦ ✐③❛♥✹✱
❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❤❛s✐❡r❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③✲
❦❡✳ ❊str❛t❡❣✐❛ ❤❛✉❡❦ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ❛❜✐❛t③❡❛❦ ❜❛✐♥♦ ❡♠❛✐t③❛ ❤♦❜❡❛❦
❧♦rt③❡♥ ❞✐t✉ ♥♦r♠❛❧❡❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ ✐t❡r❛③✐♦ ❣✉t①✐❛❣♦ ❜❡❤❛r ✐③❛t❡♥ ❜❛✐t✐t✉❀
❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❦✐✱ ♦r❞❡❛✱ ❣❛r❡st✐❛❣♦❛ ❞❛✳

■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛

❇❡❤✐♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♠✉❧t③♦❛ ❞❡✜♥✐t✉r✐❦ ❞✉❣✉❧❛✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ♣❛✉s♦❛ s♦✲
❧✉③✐♦ ❤♦r✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡❛ ❡③❛rt③❡❛ ❞❛✳ ▲❡❤❡♥ ❛✐♣❛t✉ ❜❡✲
③❛❧❛✱ ❜✐ ❞✐r❛✱ ♥❛❣✉s✐❦✐✱ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛❦✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡str❛t❡❣✐❛♥
✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ ❛♥❛❧✐③❛t③❡♥ ❞✐r❛ ❡t❛ ✜t♥❡ss✲❛ ❤♦❜❡t③❡♥
❞✉❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❛✳ ❍✉r❜✐❧❦❡t❛♥ ❤♦rr❡t❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❡♥ ✓♦r❞❡♥❛③✐♦❛✔ ♦s♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥
❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦r❛ ♠✉❣✐t✉❦♦ ❜❛✐❦❛r❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛❦ ✐♥❣✉r✉♥❡ ♦s♦❛

✹ ❊③ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛❦ ❡t❛ ❡③t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ ❡r❡✳



✹✹ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❛r❛❦❛t③❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ✜t♥❡ss✲❛ ❣❡❤✐❡♥ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✳ ❖r♦
❤❛r✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦ t①✐❦✐❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥ ❜✐❣❛rr❡♥ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛ ❞❛ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❡♥❛✱ ❜❛✐✲
♥❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦ ❤❛♥❞✐❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ❦♦st✉ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❛ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❜✐❞❡r❛❡③✐♥❛
❣❡rt❛ ❞❛✐t❡❦❡ ❡str❛t❡❣✐❛ ❤♦r✐✳

✷✳✸ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛✲
rr❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞✐t✉❣✉❧❛✳ ❯♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ (0, 1, 1, 0, 1) ❞❛✱ ❞❛❣♦✲
❦✐♦♥ ✜t♥❡ss✲❛ 25 ✐③❛♥✐❦✳ ■♥❣✉r✉♥❡❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ✭✷✳✷✮ ❡❦✉❛③✐♦❛♥ ❞❛❣♦❡♥
❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❤❛✉❡①❡❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✿

❼ s1 = (1, 1, 1, 0, 1)❀ f(s1) = 30
❼ s2 = (0, 0, 1, 0, 1)❀ f(s2) = 24
❼ s3 = (0, 1, 0, 0, 1)❀ f(s3) = 5
❼ s4 = (0, 1, 1, 1, 1)❀ f(s4) = 27
❼ s5 = (0, 1, 1, 0, 0)❀ f(s5) = 29

■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❜❛❧✐♦❛ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥
❛❧❞❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣♦s✐③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥ ❜❛❣❛r❛✱ s2 s♦❧✉③✐♦❛
✐③❛♥❣♦ ❞❛ ✜t♥❡ss✲❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛✱ ❜❡r❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛✲
③✐♦❛ 24 ❜❛✐t❛✳ ❆③❦❡♥ ♣♦s✐③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥ ❜❛❣❛r❛✱ ❜❡rr✐③✱ s3 s♦❧✉③✐♦❛r❡❦✐♥
❣❡❧❞✐t✉❦♦ ❣✐♥❛t❡❦❡✱ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ 5 ❜❛✐t❛✳ ❑❛s✉ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❡③❜❡r✲
❞✐♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉ ❞✉❣✉ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣❛✉s♦ ❤♦♥❡t❛♥✳ ❍♦rt❛③✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ✉rr❛✲
ts❡❛♥ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❡ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱
✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛③t❡r❦❡t❛ ♦r❞❡♥❛ ❞❡s❜❡r❞✐♥❡t❛♥ ❡❣✐♥❡③✱ ❛③❦❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✳ ■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥✱
♦r❞❡❛✱ ♦r❞❡♥❛❦ ❡③ ❞✉ ❣❛rr❛♥t③✐r✐❦✱ ❡t❛ ❜❡t✐ s♦❧✉③✐♦ ❜❡r❞✐♥❛ t♦♣❛t✉❦♦ ❞✉✲
❣✉✱ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ ❜❡r❞✐♥❦❡t❛r✐❦ ❡③ ❜❛❞❛❣♦✳

❆❞✐❜✐❞❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡❦✐♥ ③❡r✐❦✉s✐❛ ❞✉❡♥ ♦r❞❡♥❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛
✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦rt③❡❦♦✳ ❍♦rr❡♥ ♦r❞❡③✱ ❡s♣❧♦r❛③✐♦❛ ③♦r✐③ ❡r❡ ❡❣✐♥ ❞❛✐t❡✲
❦❡✳

❏❛rr❛✐❛♥ ❛③❛❧t③❡♥ ❞❡♥ ❦♦❞❡❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❛③t❡r❦❡t❛♥ ♦r❞❡♥❛❦ ❞✉❡♥ ❡r❛❣✐✲
♥❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✳ ▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ❚❙P❧✐❜ ❡rr❡♣♦s✐t♦r✐♦❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛
❜❛t ❦❛r❣❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ tsplibParser ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐✲
❧✐③✳ ❚❙P❧✐❜ ❡rr❡♣♦s✐t♦r✐♦❛♥ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ③❡♥❜❛✐t ❛❞✐❜✐❞❡ t♦♣❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳
❊r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛♥ ❇❛✈❛r✐❛❦♦ ✷✾ ❤✐r✐ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❍❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉✲
③✐♦ ❣✐s❛ ✐❞❡♥t✐t❛t❡✲♣❡r♠✉t❛③✐♦❛ ❤❛rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> url <- system.file("bays29.xml.zip", package = "metaheuR")

> cost.matrix <- tsplibParser(url)

> n <- dim(cost.matrix)[1]

> tsp.babaria <- tspProblem(cost.matrix)

> csol <- identityPermutation(n)

> csol

## An object of class "Permutation"

## Slot "permutation":

## [1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23



✷✳✷ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ✹✺

## [24] 24 25 26 27 28 29

> eval <- tsp.babaria$evaluate(csol)

> eval

## [1] 5752

Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡✜♥✐t✉ ♦st❡❛♥✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳
✷✲♦♣t ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❛✉❦❡r❛t✉ ❞✉❣✉✱ ③♦r✐③❦♦ ❡t❛ ❡③✲③♦r✐③❦♦ ❡s♣❧♦r❛③✐♦❛❦ ❤❛✉t❛t✉③✳
▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③♦r✐③❦♦ ♦r❞❡♥❛ ❜❛t❡❛♥ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐r❛✱ ❡t❛
❜✐❣❛rr❡♥❡❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦ ♦r❞❡♥❛ ③❡❤❛t③ ❜❛t✐ ❥❛rr❛✐t✉❦♦ ③❛✐♦
✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❛r❛❦❛t③❡❦♦✳

> ex.nonrandom <- exchangeNeighborhood(base=csol, random=TRUE)

> ex.random <- exchangeNeighborhood(base=csol, random=FALSE)

❇✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥
❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❤❛✉t❛t✉t❛❦♦ ❜✐ ♦r❞❡♥❛③✐♦❛❦ ❡r❛❜✐✲
❧✐③ ❡♠❛✐t③❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❧♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ■♥❣✉r✉♥❡❛ ♠♦❞✉ ❤♦rr❡t❛♥ ❛r❛❦❛t③❡✲
❦♦✱ firstImprovementSelector ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦✲
rr❡❦ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❛r❛❦❛t③❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ✜t♥❡ss✲❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥
❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✉✳

> firstImprovementSelector(neighborhood=ex.nonrandom,

+ evaluate=tsp.babaria$evaluate,

+ initial.solution=csol,

+ initial.evaluation=eval)$evaluation

## [1] 5684

> firstImprovementSelector(neighborhood=ex.random,

+ evaluate=tsp.babaria$evaluate,

+ initial.solution=csol,

+ initial.evaluation=eval)$evaluation

## [1] 5478

■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❤❛✉t❛t✉t❛❦♦ ❜✐ ♦r❞❡♥❛✲
③✐♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❡♠❛✐t③❛ ❜❡r❛ ❧♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❦❛s✉ ❣✉③t✐❡t❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦
❣✉③t✐❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❜❛✐t✐r❛✳ ■♥❣✉r✉♥❡❛ ❛③t❡rt③❡❦♦ ❡str❛t❡❣✐❛ ❤♦r✐ ♠❡t❛❤❡✉❘
♣❛❦❡t❡❦♦ greedySelector ❢✉♥t③✐♦❛❦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉✳

> greedySelector(neighborhood=ex.nonrandom,

+ evaluate=tsp.babaria$evaluate,

+ initial.solution=csol,

+ initial.evaluation=eval)$evaluation

## [1] 5034

> greedySelector(neighborhood=ex.random,

+ evaluate=tsp.babaria$evaluate,

+ initial.solution=csol,

+ initial.evaluation=eval)$evaluation



✹✻ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

## [1] 5034

■♥❣✉r✉♥❡❛❦ ❤❛♥❞✐❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ♦r❞❡♥❛❦ ♦s♦ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡✱ ❡t❛✱
❤♦rt❛③✱ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡ ❡s♣❧♦r❛③✐♦❛ ❡❣✐t❡❦♦✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ❋r❡❞
●❧♦✈❡r✲❡❦ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ♣r♦♣♦s❛t✉t❛❦♦ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s ✭❬✸✵❪✮ ❞❡❧❛❦♦❛❦
❛✐♣❛ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ●❛✐♥❡r❛✱ ♠❡t♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❡③ ❣❛✐♥✱ t❛♠❛✐♥❛ ❤❛♥❞✐❦♦ ✐♥❣✉r✉✲
♥❡❛❦ ❡r❛ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡❛♥ ③❡❤❛③❦✐ ❛③t❡rt③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡r❡ ❜❛❞❛✉❞❡❀ ❤♦r✐❡t❛❦♦
❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t ❞②♥❛s❡❛r❝❤ ✭❬✶✵❪✮ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❞❛✳

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❡♥ ❡r❛❣✐♥❛

■❦✉s✐ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧ ❛rr✉♥t ❜❛t ❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦ ❤✐r✉ ❛❧❞❡r❞✐ ❛③t❡r✲
t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛❀ ❜✐❣❛rr❡♥❛✱
❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❞✐s❡✐♥✉❛✱ ❡t❛ ❛③❦❡♥❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥
❛✉❦❡r❛❦❡t❛✳ ❆t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ❛❧❞❡r❞✐ ❤♦r✐❡♥ ❡r❛❣✐♥❛ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✉❣✉ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛✲
t❡♥ ❜✐❞❡③✳

❩❡❤❛③❦✐✱ ❛✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ❛✉r❦❡③t✉t❛❦♦ ❇❛✈❛r✐❛❦♦ ❤✐r✐❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦
❞✉❣✉✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦♥❡t❛r❛❦♦ ❜✐ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✿ ❜❛t ③♦r✐③❦♦❛
❡t❛ ❜❡st❡❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❛❦ ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✉❡♥❛✳

> rnd.sol <- randomPermutation(n)

> greedy.sol <- tspGreedy(cmatrix=cost.matrix)

> tsp.babaria$evaluate(rnd.sol)

## [1] 6360

> tsp.babaria$evaluate(greedy.sol)

## [1] 2307

■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥❡③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❛❦ ✭tspGreedy✮ ❡♠❛t❡♥ ❞✉❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦❛ ③♦r✐③❦♦❛ ❜❛✐♥♦ ❛s❦♦③ ❡r❡ ❤♦❜❡❛ ❞❛✳ ❇✐ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐❡❦ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉✲
③✐♦ ❣✐s❛ ❤❛rt✉③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❛❤❛❧ ❞✉❣✉✱ s✇❛♣ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❛❜✐✲
❧✐③✳ ●❛✐♥❡r❛✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛ ❞❡③❛❦❡❣✉
✭❣r❡❡❞②✮ ❡❞♦✱ ❜❡st❡❧❛✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✜t♥❡ss✲❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦✲
❧✉③✐♦❛ ❤❛rt✉ ✭✜rst ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭✜✮✮✳ ❍♦rr❡♥❜❡st❡③✱ ❧❛✉ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❡①❡❦✉t❛t✉❦♦
❞✐t✉❣✉✳

> eval <- tsp.babaria$evaluate

> swp.ngh.rnd <- swapNeighborhood(base=rnd.sol)

> swp.ngh.greedy <- swapNeighborhood(base=greedy.sol)

>

> args <- list()

> args$evaluate <- eval

> args$initial.solution <- rnd.sol

> args$neighborhood <- swp.ngh.rnd

> args$selector <- greedySelector



✷✳✷ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ✹✼

> args$verbose <- FALSE

>

> swap.greedy.rnd.sol <- do.call(basicLocalSearch, args)

>

> args$selector <- firstImprovementSelector

> swap.fi.rnd.sol <- do.call(basicLocalSearch, args)

>

> args$initial.solution <- greedy.sol

> swap.fi.greedy.sol <- do.call(basicLocalSearch, args)

>

> args$selector <- greedySelector

> swap.greedy.greedy.sol <- do.call(basicLocalSearch, args)

❆③t❡r ❞❡③❛❣✉♥ ③❡r✲♥♦❧❛❦♦ ❤♦❜❡❦✉♥t③❛ ❧♦rt✉ ❞✉❣✉♥ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡❦✐♥✱
③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥ ❣❛r❡♥❡❛♥✳

> init.sol.eval <- tsp.babaria$evaluate(rnd.sol)

> init.sol.eval - getEvaluation(swap.greedy.rnd.sol)

## [1] 1936

> init.sol.eval - getEvaluation(swap.fi.rnd.sol)

## [1] 1317

■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥❡③ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❜✐❞❡③✱ t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❤❛s✐❡r❛❦♦❛
❜❛✐♥♦ ❛s❦♦③ ❡r❡ ❤♦❜❡❛ ❞❛✳ ❆r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❦♦ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥
✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❤♦❜❡❦✉♥t③❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞❛✳
❍❛❧❡r❡✱ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞❛ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❡r❡ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞❡❧❛ ❦❛s✉
❤♦♥❡t❛♥✳

> rsc <- getResources(swap.greedy.rnd.sol)

> getConsumedEvaluations(rsc)

## [1] 337

> rsc <- getResources(swap.fi.rnd.sol)

> getConsumedEvaluations(rsc)

## [1] 276

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❛r❡❦✐♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
❜❛✐♥❛ ❤♦❜❡❛ ❞❡❧❛ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉✳ ❍❛❧❛ ❡r❡✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr✐ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t✉③✱
s♦❧✉③✐♦ ♦r❛✐♥❞✐❦ ❤♦❜❡❛ ❧♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ ❦❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ❤♦❜❡❦✉♥t③❛ ❤❛✐♥
❤❛♥❞✐❛ ❡③ ✐③❛♥✳

> init.sol.eval <- tsp.babaria$evaluate(greedy.sol)

> init.sol.eval - getEvaluation(swap.greedy.greedy.sol)

## [1] 56

■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ❤❛rt③❡❛❦ ❡♠❛✐t③❛ ❤♦❜❡❛❦ ❡♠❛t❡♥ ❞✐t✉
✕③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥ ❣❛r❡♥❡❛♥✱ ❜❡❤✐♥t③❛t✕✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ s❛❦♦♥❛❣♦



✹✽ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❛③t❡rt③❡♥ ❞❡❧❛❦♦✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ s❛❦♦♥❛❣♦❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❜❡st❡ ❡r❛ ❜❛t s✇❛♣ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥
♦r❞❡③ ✷✲♦♣t ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❛♥ ❞❛t③❛✳ ■③❛♥ ❡r❡✱ ❧❡❤❡♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱
✷✲♦♣t ✐♥❣✉r✉♥❡❛ s✇❛♣ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❜❛✐♥♦ ❛s❦♦③ ❡r❡ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞❛✳

> ex.ngh.rnd <- exchangeNeighborhood (base=rnd.sol)

>

> args <- list()

> args$evaluate <- eval

> args$initial.solution <- rnd.sol

> args$neighborhood <- ex.ngh.rnd

> args$selector <- greedySelector

> args$verbose <- FALSE

>

> ex.greedy.rnd.sol <- do.call(basicLocalSearch, args)

>

> tsp.babaria$evaluate(rnd.sol) - getEvaluation(ex.greedy.rnd.sol)

## [1] 3951

> getConsumedEvaluations(getResources(ex.greedy.rnd.sol))

## [1] 11775

■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❤♦❜❡❦✉♥t③❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛❦ ❤❛♥✲
❞✐❛❣♦❛❦ ❞✐r❡♥❡③✱ ❜❛✐t❛ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❡r❡✳

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦

❆✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉♥ ❧❡❣❡③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦ ♣r♦✲
③❡❞✉r❛ ❡❣♦❦✐❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❞❡s❛❜❛♥t❛✐❧❛ ❤❛♥❞✐ ❜❛t ❞✉❀ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛♥ tr❛✲
❜❛t✉t❛ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❞❛✳ ❆r❛③♦ ❤♦r✐ s❛✐❤❡st❡❦♦ ✕s♦❧✉③✐♦❡♥ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛ s✉s♣❡r✲
t③❡❦♦✱ ❛❧❡❣✐❛✕ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ ❞✐t✉❡♥ ❧❛✉ ❛❧❞❡r❞✐ ♥❛❣✉s✐❡t❛♥ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ s❛r ❞✐✲
t③❛❦❡❣✉ ❜✐❧❛❦❡t❛♥ ③❡❤❛r✿ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛♥✱ ✐♥❣✉✲
r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛♥ ❡t❛ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛♥✳ ❍✉rr❡♥❣♦
❛t❛❧❡t❛♥ ❤♦r✐❡t❛❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❡❣✐t❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦
❜❛t③✉❦ ❛✉r❦❡③t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❍❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❛

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ ❛❜✐❛t✉③ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡✲
r❛ ❤❡❧t③❡♥ ❣❛r❛❀ s♦❧✉③✐♦ ❡③❜❡r❞✐♥❡t❛t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥ ❜❛❣❛r❛✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❡③❜❡r✲
❞✐♥❡t❛r❛ ❤❡❧ ❣❛✐t❡③❦❡✳ ■❞❡✐❛ ❤♦r✐ ❞❛✱ ❤❛✐♥ ③✉③❡♥ ❡r❡✱ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐✲
t③❡❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ ✕ ▼✉❧t✐st❛rt ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤✱ ✐♥❣❧❡s❡③✕ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥
❞✉❡♥❛ ✭✷✳✷ s❛s✐❦♦❞❡❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✮✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ❣❡♥❡r❛✲
t❡❴r❛♥❞♦♠❴s♦❧✉t✐♦♥ ❡t❛ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤ ❢✉♥t③✐♦❡t❛♥ ❞❛❣♦ ♣r♦③❡❞✉r❛r❡♥ ♠❛♠✐❛✱



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✹✾

❍❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❡❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧ ♦r♦❦♦rr❛

✶ ✐♥♣✉t✿ f ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛
✷ ✐♥♣✉t✿ r❛♥❞♦♠❴s♦❧✉t✐♦♥✱ st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥ ❡t❛ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤ ❢✉♥t③✐♦❛❦
✸ ♦✉t♣✉t✿ s∗ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♣t✐♠♦❛
✹ s❂❣❡♥❡r❛t❡❴r❛♥❞♦♠❴s♦❧✉t✐♦♥

✺ ✇❤✐❧❡ ✦st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥

✻ s′ ❂ r❛♥❞♦♠❴s♦❧✉t✐♦♥

✼ s′′ ❂ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤✭s′✮

✽ ✐❢ ✭f(s′′) < f(s)✮ s = s′′

✾ ❞♦♥❡

✷✳✷ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❍❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉❡♥ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡✲
♥❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡ ♦r♦❦♦rr❛

❤❛✐❡①❡❦ ❦❛r❛❦t❡r✐③❛t✉❦♦ ❜❛✐t✉t❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t③✐❛✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛❦✱
❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ♠✐❛t③❡♥ ❞✉✳ ❇✐❣❛rr❡♥❛✱ ❛❧❞✐③✱ ❜❡r❡ ✐③❡♥❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥
❜❡③❛❧❛✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛r❡❛❣♦t③❡❛③ ❛r❞✉r❛t③❡♥ ❞❛✳

❍❛st❡❦♦✱ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❛✉❦❡r❛ ❞✐t✉❣✉✳ ❍♦r✐❡t❛❦♦ ❜❛t✱
s♦❧✉③✐♦❛❦ ✉♥✐❢♦r♠❡❦✐ ③♦r✐③ s♦rt③❡❛ ❞❛❀ ❤♦ts✱ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡
❜❡r❞✐♥❛r❡❦✐♥ ❡s♣❛③✐♦❦♦ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛✲
❧❛ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ❤❛s✐❦♦ ❞✉❣✉✳ ❯♥✐❢♦r♠❡❦✐ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ❛❜✐❛t③❡❛✱
❣❡❤✐❡♥❡t❛♥✱ ❛✉❦❡r❛ ❡rr❛③❛ ❞❛❀ ❛❧❛❜❛✐♥❛✱ ❡③ ❞❛ ♦s♦ ❡str❛t❡❣✐❛ ❛❞✐♠❡♥ts✉❛✳ ●❛✐✲
♥❡r❛✱ ♠✉rr✐③❦❡t❛ ❛s❦♦❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦ s♦rt③❡❛
③❛✐❧❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❤❛s✐❡r❛t③❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ✓♦♥❛❦✔ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦ ♣r♦③❡❞✉✲
r❛ ❜❛t ✐③❛♥❡③ ❣❡r♦✱ ❜✐ ❛r❛③♦ ❤♦r✐❡❦ s❛✐❤❡st✉ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❍❛✐♥ ❥✉①t✉✱ ❤❛✉①❡ ❞❛
❤✉rr❡♥❣♦ ❛t❛❧❡❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ■▲❙ ❡t❛ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ❡❣✐t❡♥ ❞✉t❡♥❛✳

❇✐❧❛❦❡t❛ ▲♦❦❛❧ ■t❡r❛t✉❛ ✭■▲❙✮

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❜❡rr❛❜✐❛r❛③t❡❦♦ ✉♥✐❢♦r♠❡❦✐ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡✲
❛♥✱ ■▲❙ ✕■t❡r❛t❡❞ ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ✉♥❡❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛
❤❛rt✉❦♦ ❞✉ ♦✐♥❛rr✐t③❛t✳ ■❞❡✐❛ ♦s♦ s✐♥♣❧❡❛ ❞❛❀ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦
❣❡❧❞✐t③❡♥ ❣❛r❡♥❡❛♥✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✓♣❡rt✉r❜❛t✉✔ ❡t❛ ❜❡rt❛t✐❦ ❜✐❧❛t③❡♥ ❥❛rr❛✐✲
t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❡rr✐ ❜❛t❡r❛ ❤❡❧t③❡♥ ❣❛r❡♥❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ♦♥❛rt✉❦♦
❞✉❣✉♥❡t③ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ ✷✳✸ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ■▲❙❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡ ♦r♦❦♦rr❛ ✐❦✉s
❞❛✐t❡❦❡✳

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐ ③❡❤❛③t❡❦♦ ❜✐ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❜❡rr✐ ❞❡✜♥✐t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✿

❼ P❡rt✉r❜❛③✐♦❛ ✲ ❍❛st❡❦♦✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦ ❣❡r❛t③❡❛♥✱ ❤✉r❛
♥♦❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✉❦♦ ❞❡♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞❛✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦
❣✉③t✐❛❦ ❛♥t③❡❦♦❛❦ ❞✐r❡♥❡③✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛t✐❦ ❡❞♦ ③❡❤❛③❦✐ ❤❛✐❡♥ ❡r❛❦❛r♣❡♥✲
❛rr♦❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛t③❡❦♦✱ ❛❧❞❛❦❡t❛ ♥❛❜❛r♠❡♥❛❦ ❡❣✐♥ ❜❡❤❛r ❞✐r❛ ✭✷✳✺ ✐r✉❞✐❛♥
❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t ♣r♦♣♦s❛t③❡♥ ❞❛✮✳ ❯♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✭❘✷✱❈✺✮ ✐③❛♥✐❦✱ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦



✺✵ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❇✐❧❛❦❡t❛ ▲♦❦❛❧ ■t❡r❛t✉❛ ✭■▲❙✮

✶ ✐♥♣✉t✿ f ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛
✷ ✐♥♣✉t✿ ❛❝❝❡♣t✱ ♣❡rt✉r❜✱ st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥ ❡t❛ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤ ❢✉♥t③✐♦❛❦
✸ ✐♥♣✉t✿ s0 ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
✹ ♦✉t♣✉t✿ s∗ s♦❧✉③✐♦❛
✺ s = ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤✭s0✮
✻ s∗ = s
✼ ✇❤✐❧❡ ✦st♦♣❴❝r✐t❡r✐♦♥

✽ s′ ❂ ♣❡rt✉r❜✭s✮

✾ s′′ ❂ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤✭s′✮

✶✵ ✐❢ ✭❛❝❝❡♣t✭s′′✮✮ s = s′′

✶✶ ✐❢ ✭f(s′′) < f(s∗)✮ s∗ = s′′

✶✷ ❞♦♥❡

✷✳✸ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ▲♦❦❛❧ ■t❡r❛t✉❛r❡♥ ✭■▲❙✮ s❛s✐❦♦❞❡❛

t①✐❦✐❡❣✐❛ ❡❣✐♥❣♦ ❜❛❣❡♥✉ ✕✭❘✶✱❈✺✮ s♦❧✉③✐♦r❛ ♠✉❣✐t③❡❛✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✕✱ ❜❡rr✐r♦
♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❡r❞✐♥❡❛♥ ❛♠❛✐t✉❦♦ ❧✐t③❛t❡❦❡ ❜✐❧❛❦❡t❛✳ P❡rt✉r❜❛③✐♦❛ ♥❛❤✐✲
❦♦ ❤❛♥❞✐❛ ❜❛❞❛✱ ✉♥❡❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❡r❛❦❛r♣❡♥✲❛rr♦t✐❦ ❛t❡r❛❦♦ ❣❛✲
r❛ ❡t❛✱ ❞❡✜♥✐③✐♦③✱ ❜❡st❡ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦ ❣❡❧❞✐t✉❦♦ ❣❛r❛✳
❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt③❡❦♦❛ ❞❛✱ ♦r❞❡❛✱ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦✲♣r♦③❡❞✉r❛❦ ✐t③✉❧✐t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
❡r❛❜❛t ③♦r✐③❦♦❛ ❜❛❞❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛ ♦s♦ ❤❛♥❞✐❛ ❜❛❞❛✕✱ ■▲❙ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❛ ③♦r✐③❦♦ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❜✐❧❛❦❛t✉❦♦ ❞❡❧❛✳ ❇❡r❛③✱
♣❡rt✉r❜❛③✐♦✲t❛♠❛✐♥❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛❦ ❡r❛❣✐♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣♦r✲
t❛❡r❛♥✳
P❡rt✉r❜❛③✐♦❛ ❞❡✜♥✐t③❡❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐✲
r❡♥ ♦♣❡r❛③✐♦ ♠♦t❛ ❜❡r❜❡r❛❦ ❡❞♦ ❜❡st❡ ❜❛t③✉❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❊s❛t❡ ❜❛✲
t❡r❛❦♦✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡❛♥ ✷✲♦♣t ✐♥❣✉r✉♥❡✲
♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❦✲♦♣t ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡ s♦❧✉③✐♦❛❦
♣❡rt✉r❜❛t③❡❦♦✳ P❡rt✉r❜❛③✐♦❛ tr✉❦❛❦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ t①❡rt❛❦❡t❛
❡r❡ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ k ❡❧❡♠❡♥t✉ ❤❛rt✉③ ❡t❛ ③♦r✐③❦♦ ♣♦s✐③✐♦❡t❛♥ s❛rt✉③✳
P❡rt✉r❜❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❛✉rr❡③ ✜♥❦❛ ❞❛✐t❡❦❡ ❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛♥ ③❡❤❛r ❛❧❞❛t✉
❜❛r✐❦ ♠❛♥t❡♥❞✉ ❡❞♦✱ ❜❡st❡❧❛✱ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞✐♥❛♠✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✱ ♥♦♥
♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛r❡♥ ♠❛✐❧❛ ❜✐❧❛❦❡t❛♥ ③❡❤❛r ❛❧❞❛t③❡♥ ❞❡♥✳
●❛✐♥❡r❛✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♣❡rt✉r❜❛t③❡❦♦ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❛✉rr❡r❛t✉❡t❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥
✓❤✐st♦r✐❛✔ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✱ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ③❡✐♥ ♦s❛❣❛✐ ♣❡rt✉r❜❛t✉ ❡t❛ ③❡✐♥
❡③ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❦♦✳ ❊str❛t❡❣✐❛ ❤♦r✐❡❦ ✓♠❡♠♦r✐❛✔ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉t❡✱
❡t❛ ♠❡♠♦r✐❛ ♠♦t❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡❦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦ ❡t❛ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛t③❡❦♦
❜❛❧✐♦ ❞❡③❛❦❡t❡✳

❼ ❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦ ♦♥❛rt③❡❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡❛❦ ✲ ❯♥❡❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✉ ♦♥❞♦r❡♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛✱ ♦♣t✐♠♦ ✭❜❡rr✐✮ ❜❛t s♦rt③❡❦♦✳
❍✉rr❡♥❣♦ ✐t❡r❛③✐♦❛♥✱ ❧♦rt✉t❛❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❜❡rr✐❛ ❡❞♦ ❜❡rr✐r♦ ♦♣t✐♠♦ ③❛❤❛rr❛
♣❡rt✉r❜❛t✉❦♦ ❞✉❣✉♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞❛✳ ❇✐ ♠✉t✉rr❡❦♦ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛ ♣❧❛♥t❡❛



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✺✶

✷✳✺ ✐r✉❞✐❛✳ ■▲❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❢✉♥t③✐♦♥❛♠❡♥❞✉❛✳ ●♦✐❦♦ ❡s❦✉♠❛❦♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❛❜✐❛t③❡♥
❜❛❞❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ✕✭❘✶✱❈✻✮✱ ❣r✐s❡❛♥ ♥❛❜❛r♠❡♥❞✉❛ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦t✐❦✱ ❛❧❡❣✐❛✕✱ ✭❘✷✱❈✺✮
♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡❛♥ tr❛❜❛t✉t❛ ❣❡❧❞✐t✉❦♦ ❧✐t③❛t❡❦❡ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛✳ ❊❣♦❡r❛ ❞❡s❜❧♦❦❡❛t③❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❛ ✓♣❡rt✉r❜❛t③❡♥✔ ❞✉❣✉✱ ✭❘✸✱❈✹✮ s♦❧✉③✐♦r❛ ♠✉❣✐t✉③❀ ❤♦rt✐❦ ❛❜✐❛t✉t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛
❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞✉❣✉ ❜❡rr✐r♦✱ ❦❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❡r❛ ❤❡❧❞✉ ❛rt❡✳

❞❛✐t❡❦❡✿ ❜❡t✐ ♦♣t✐♠♦ ❜❡rr✐❛ ♦♥❛rt✉✱ ❡❞♦ s♦✐❧✐❦ ✉♥❡❦♦❛ ❜❛✐♥♦ ❤♦❜❡❛ ❞❡♥❡❛♥
♦♥❛rt✉✳ ▲❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❡str❛t❡❣✐❛❦ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛ s✉s♣❡rt③❡♥ ❞✉❀ ❜✐❣❛rr❡✲
♥❛✱ ❜❡rr✐③✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦ ❡❣♦❦✐❛ ❞❛✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛ t❛rt❡❦♦ ③❡r❜❛✐t ❡r❛✲
❜✐❧t③❡❛ ❞❛✱ ♦♣t✐♠♦ ③❛❤❛rr❛r❡♥ ❡t❛ ❜❡rr✐❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥✲
t③✐❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✳ ❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ♦♣t✐♠♦❛❦ ❡r❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛♥ ♦♥❛r
❞❛✐t❡③❦❡✱ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲❡♥ ❞✐str✐❜✉③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ❣❡r♦ s✐♠♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✳

♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥✱ ■▲❙❛ iteratedLocalSearch ❢✉♥t③✐♦❛♥ ❞❛❣♦ ✐♥✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✉t❛✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❣❡❤✐❡♥❛❦ basicLocalSearch ❢✉♥✲
t③✐♦❛r❡♥ ❜❡r❜❡r❛❦ ❞✐r❛✱ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦❛ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❜❛✐t❛✳ ❆❧✲
❣♦r✐t♠♦ ❤♦rr❡t❛♥ ♦r❞❡❛✱ ❤✐r✉ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❡rr✐ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✿

❼ perturb ✲ P❛r❛♠❡tr♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♣❡rt✉r❜❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞❡♥
❢✉♥t③✐♦❛ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✐♦❣✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r✐✳ perturb ❢✉♥t③✐♦❛❦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛✲
❦❛rr❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉✱ ♣❡rt✉r❜❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❛✱ ❡t❛ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛ ❛♣❧✐❦❛t✉③
❧♦rt③❡♥ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❛ ✐t③✉❧✐❦♦ ❞✉✳

❼ accept ✲ P❛r❛♠❡tr♦ ❤❛✉ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ ♥♦✐③ ♦♥❛rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥ ❞❡✜♥✐✲
t③❡♥ ❞✉❡♥ ❢✉♥t③✐♦❛ ❞❛✳ ●✉t①✐❡♥❡③ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t ✐③❛♥ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉✱ delta✱



✺✷ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛r❡♥ ❡t❛ ③❛❤❛rr❛r❡♥ ✜t♥❡ss✲❜❛❧✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❥❛s♦❦♦
❞✉❡♥❛✳

❼ num.restarts ✲ ❖♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦ ♣❡rt✉r❜❛t✉③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ③❡♥❜❛t ❛❧❞✐t❛♥
❜❡rr❛❜✐❛r❛③✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ ❡s❛t❡♥ ❞✉❡♥ ③❡♥❜❛❦✐ ♦s♦❛ ❞❛✳

■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✱ ❚❙P❧✐❜✲❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐③✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦✲
rr❡t❛♥ ▼②❛♥♠❛rr❡❦♦ ✶✹ ❤✐r✐r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✳ Pr♦❜❧❡♠❛
❡❜❛③t❡❦♦ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ❛❜✐❛t✉❦♦ ❞✉❣✉ ❜✐❧❛❦❡t❛✳ ■♥❣✉r✉♥❡ ❣✐s❛ ✷✲♦♣t
❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ✭tr✉❦❛❦❡t❛ ♦r♦❦♦rr❛❦✱ ❡③ ❜❛❦❛rr✐❦ ♦♥❞♦③✲♦♥❞♦❦♦❛❦✮✱ ❡t❛ s♦❧✉✲
③✐♦❛❦ ♣❡rt✉r❜❛t③❡❦♦ ❡r❛❣✐❦❡t❛ ❜❡r❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ❜❛✐♥❛ ❜❡❤✐♥ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦✲
t❛♥ ❛♣❧✐❦❛t✉③❀ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t✐ ♦♣❡r❛③✐♦ ❤❛✉ ③♦r✐③ ❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦ shuffle ❢✉♥t③✐♦❛
❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

> f <- paste("http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/",

+ "comopt/software/TSPLIB95",

+ "/XML-TSPLIB/instances/burma14.xml.zip", sep="")

> burma.mat <- tsplibParser(f)

## Processing file corresponding to instance burma14: 14-Staedte in

Burma (Zaw Win)

> n <- ncol(burma.mat)

> burma.tsp <- tspProblem(burma.mat)

>

> init.sol <- randomPermutation(n)

> ngh <- exchangeNeighborhood(init.sol)

> sel <- greedySelector

❙❡❣✐❞❛♥✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦ ♦♥❛rt③❡❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡❛❦ ❞❡✜♥✐t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❑❛s✉ ❤♦♥❡✲
t❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ✵ ❜❛✐♥❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉✱ ♦♣t✐♠♦
❧♦❦❛❧ ❜❡rr✐❛ ♦♥❛rt③❡❦♦✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❡rr✐❛❦ ❛✉rr❡❦♦❛ ❜❛✐♥❛ ❤♦❜❡❛
✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉✳

> th.accpet <- thresholdAccept

> th <- 0

P❡rt✉r❜❛③✐♦ ♠❛✐❧❛ s♦❧✉③✐♦❛r✐ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✐③❦✐♦❣✉♥ tr✉❦❛❦❡t❡♥ ❦♦♣✉r✉❛r❡♥
❜✐❞❡③ ❦♦♥tr♦❧❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❇❡r❛③✱ tr✉❦❛❦❡t❛ ❦♦♣✉r✉❛❦✱ ❣✉r❡ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦ ❢✉♥✲
t③✐♦❛r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t ✐③❛♥ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉✺✳

> set.seed(1)

> perturbShuffle <- function(solution, ratio, ...) {

+ return(shuffle(permutation=solution, ratio=ratio))

+ }

❍♦♥❡❦✐♥ ❣✉③t✐❛r❡❦✐♥ ■▲❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❞❡③❛❦❡❣✉ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦ ♠❛✐❧❛
❡③❜❡r❞✐♥❡❦✐♥✿

✺ iteratedLocalSearch ❢✉♥t③✐♦❛r❡❦✐♥ ✭❡t❛ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ❜❡st❡ ❤❛✐♥❜❛t ❢✉♥t③✐♦r❡❦✐♥✮ ❛r❛✲
③♦r✐❦ ❡③ ✐③❛t❡❦♦✱ ♣❛s❛t✉t❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦... ❛r❣✉♠❡♥t✉❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉ ❣✉t①✐❡♥❡③✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛
❣❡r♦ ❜❛rr✉❛♥ ❡③ ❡r❛❜✐❧✐✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✺✸
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✷✳✻ ✐r✉❞✐❛✳ ■▲❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ✶✹ ❤✐r✐❡♥ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡❛♥✳ ❊③❦❡rr❡t✐❦
❡s❦✉✐♥❡r❛✱ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛r❡♥ r❛t✐♦❛❦ ✵✳✵✶✱ ✵✳✷✺ ❡t❛ ✶ ❞✐r❛✳

> ratio <- 0.01

>

> args <- list()

> args$evaluate <- burma.tsp$evaluate

> args$initial.solution <- init.sol

> args$neighborhood <- ngh

> args$selector <- sel

> args$perturb <- perturbShuffle

> args$ratio <- ratio

> args$accept <- th.accpet

> args$th <- th

> args$num.restarts <- r

> args$verbose <- FALSE

>

> ils.1 <- do.call(iteratedLocalSearch, args)

>

> args$ratio <- 0.25

> ils.25 <- do.call(iteratedLocalSearch, args)

>

> args$ratio <- 1

> ils.100 <- do.call(iteratedLocalSearch, args)

>

> plotProgress(result=list(ILS1=ils.1, ILS25=ils.25,

+ ILS100=ils.100)) +

+ facet_grid(. ~ Group, scales="free_x") +

+ aes(linetype=Group) + labs(y="Current Solution") +

+ thm.bh

❍✐r✉ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❤♦r✐❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛❦ ✷✳✻ ✐r✉❞✐❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❍✐r✉r❛❦ s♦❧✉✲
③✐♦ ❜❡r❞✐♥❡t✐❦ ❤❛st❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✐♥❣✉r✉❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛
❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉t❡♥❡③✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❥❛✐ts✐❡r❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❞❛ ❤✐r✉ ❣r❛✜❦♦❡t❛♥✳ ▲❡❤❡♥❡♥✲



✺✹ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❣♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ t♦♣❛t③❡♥ ❞❡♥ ♠♦♠❡♥t✉❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❤❛st❡♥ ❞✐r❛✳
❊③❦❡rr❡t✐❦ ❡s❦✉✐♥❡r❛✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❣r❛✜❦♦❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♣♦s✐③✐♦❡♥ ✪✶ tr✉❦❛t✉③
♣❡rt✉r❜❛t③❡♥ ❞✐r❛❀ ❣✉③t✐r❛ s♦❧✉③✐♦❡❦ ✶✹ ♣♦s✐③✐♦ ❞✐t✉③t❡♥❡③✱ tr✉❦❛❦❡t❛ ❜❛❦❛r
❜❛t ❡❣✐t❡♥ ❞❛✳ ❊r❞✐❦♦ ❣r❛✜❦♦❛♥ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛ ✪✷✺❡❦♦❛ ❞❛❀ ✸ tr✉❦❛❦❡t❛ ❡❣✐✲
t❡♥ ❞✐r❛✱ ❛❧❡❣✐❛✳ ❆③❦❡♥ ❣r❛✜❦♦❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ✶✹ tr✉❦❛❦❡t❛ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛ ✭♣♦s✐③✐♦❡♥
✪✶✵✵✮✳ P❡rt✉r❜❛③✐♦ t①✐❦✐ ❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉❣✉♥❡❛♥✱ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡❜❛✲
❧✉❛③✐♦❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❛♥t③❡r❛❦♦❛ ❞❛ ✭❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ❥❛✉③✐❛❦ ❡③ ❞✐r❛ ♦s♦
❛❧t✉❛❦✱ ❛❧❡❣✐❛✮❀ ③❡♥❜❛t ❡t❛ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ♦r❞✉❛♥ ❡t❛ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❤❛♥✲
❞✐❛❣♦❛ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛r❡♥ ❡t❛ ♦♣t✐♠♦❛r❡♥ ❛rt❡❛♥✳ ❆③❦❡♥ ❦❛s✉❛♥✱ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛
♦s♦ ❤❛♥❞✐❛ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛t③❡❦♦✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③♦r✐ ❤✉ts❡③
❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ❜❡③❛❧❛✳

●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❛

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦ ♦❤✐❦♦❛ ❞❛ ♠❡t♦❞♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛✳
❆✉rr❡❦♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❛♥ ✐❦✉s✐ ❣❡♥✉❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡❦ s♦❧✉③✐♦❛ ♣❛✉s♦③
♣❛✉s♦ ❡r❛✐❦✐t③❡♥ ❞✉t❡✱ ✉rr❛ts ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❛✉❦❡r❛ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ❤❛✉t❛t✉③✳
❊r❛ ❤♦rr❡t❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ s♦rt③❡♥ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛ ❤♦r✐❡❦ ❡③ ❞✉t❡ ③❡rt❛♥ ♦♣t✐♠♦❛❦
✐③❛♥✱ ❡③ ❣❧♦❜❛❧❦✐ ❡t❛ ❡③t❛ ❧♦❦❛❧❦✐ ❡r❡✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❜❡❤✐♥ s♦❧✉③✐♦❛ s♦rt✉t❛✱
❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧ ❜❛t ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡ s♦❧✉③✐♦❛ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ❜❡r❞✐♥❦❡t❛❦
❡❣♦♥ ❡③❡❛♥✱ ♠❡t♦❞♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❡❦ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❛ ❡t❛
❜❡t✐ ❜❡r❞✐♥❛ ❧♦rt③❡♥ ❞✉t❡✱ ❡t❛ ❜❡r❛③ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❜❛❦❛rr❛ ❛❤❛❧❜✐❞❡t③❡♥ ❞✉t❡✳

■❞❡✐❛ ❤♦r✐ ❛♣✉r ❜❛t ❧❛♥❞✉③✱ ♠❡t♦❞♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❛ s♦rt✉ ❜❡✲
❤❛rr❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦ ❜❛t s♦rt③❡❦♦ ❡❣♦❦✐t✉ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❊t❛✱ ♦♥❞♦r❡♥✱ ✷✳✷ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞❡♥ r❛♥❞♦♠❴s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t♦❞♦❛❦ ♠✉❧t③♦ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ③♦r✐③❦♦
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛t❡r❛❦♦ ❞✐t✉✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❤❛s✐❡r❛t③❡❦♦✳ ■❞❡✐❛ ❤♦r✐ ❞❛ ●❘❆❙P
●r❡❡❞② ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ ❙❡❛r❝❤ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❛t③❡❛♥ ❞❛✲
❣♦❡♥❛ ❬✶✹❪✳

❩♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❛✉❦❡r❛r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛✲
t✉ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ✓❤❛✉t❛❣❛✐ ③❡rr❡♥❞❛✔ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉ ✕❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❧✐st✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕
❀ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ③❡rr❡♥❞❛ ❤♦rr❡t❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ♦s❛❣❛✐❛❦ ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✐t✉ ❤❛✲
s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✺✺

✷✳✹ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛t③✐ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✳ ❖s♦
s✐♥♣❧❡❛ ❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡ ❜❛t ♦♥❞♦r❡♥❣♦❛ ❞❛✿ ❧❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱
❦❛❧❦✉❧❛t✉ ♠♦t①✐❧❛♥ s❛rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛✴♣✐s✉❛
r❛t✐♦❛✱ ❡t❛ ❣❡r♦✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ♣✐s✉✲♠✉❣❛ ❣❛✐♥❞✐❛r❛③✐ ❡③ ❞✉t❡♥ ❡❧❡✲
♠❡♥t✉❡t❛t✐❦ r❛t✐♦r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉✳
❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ✐❞❡✐❛r❛ ♠♦❞✉ ❡rr❡③❡❛♥ ❡❣♦❦✐t✉
❞❛✐t❡❦❡✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❡r❛✐❦✐✲
❦♦ ❞✉❣✉ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ r❛t✐♦r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❛✉❦❡r❛t✉
❜❡❤❛rr❡❛♥ r❛t✐♦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ❞✉t❡♥ %α s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡t✐❦ ❜❛t ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛✲
t✉③✳ ❇❡❤✐♥ s♦❧✉③✐♦❛ ❡r❛✐❦✐t❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✉❣✉ ❧♦rt✉t❛❦♦
s♦❧✉③✐♦❛ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦✳

❊❞♦③❡✐♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r✐ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦✱ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥t❡❛t③❡♥
❞✐r❡♥ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❡str❛t❡❣✐❛r❡♥ ❛♥t③❡r❛❦♦ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❜❛t
❞✐s❡✐♥❛t✉ ❡t❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❣❡❤✐❡♥❛❦
♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥t③❛t ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛✱ ❣❛✐♥❡r❛✱ ❤❛✉t❛❣❛✐❡♥
③❡rr❡♥❞❛r❡♥ ❧✉③❡❡r❛ α ♣r♦♣♦rt③✐♦ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳

❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦❛r❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❡❜❛t③✐ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ graspKnapsack ❢✉♥t③✐♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳
❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❤❛st❡❦♦✱ ③❡♥❜❛✐t ❞❛t✉ ❛t❡r❛ ❡t❛ ❛❧❞❛❣❛✐ ❜❛t③✉❦ ❤❛s✐❡r❛t③❡♥
❞✐r❛✳ ❇❡st❡❛❦ ❜❡st❡✱ ❡❧❡♠❡♥t✉r✐❦ ❣❛❜❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ✓❤✉ts❛✔s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳

graspKnapsack <- function(weight, value, limit, cl.size=0.25) {

size <- length(weight)

ratio <- value / weight

solution <- rep(FALSE, size)

finished <- FALSE

❙♦❧✉③✐♦❛ s♦rt③❡❦♦✱ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ s❛rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ♠♦t①✐❧❛♥✱ ❡t❛✱
❤♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❜❡❣✐③t❛ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✱ ♠♦t①✐❧❛ ❜❡t❡t❛ ❡③ ❞❛❣♦❡♥ ❜✐t❛rt❡❛♥
❡rr❡♣✐❦❛t✉❦♦ ❞❡♥❛✳ ❇❡❣✐③t❛r❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣❛✉s♦❛♥✱ ♠♦t①✐❧❛♥ ♦r❛✐♥❞✐❦ s❛rt✉
❣❛❜❡❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❡✐ ❛t③❡♠❛t❡♥ ❞✐❡❣✉✱ ❡t❛✱ ✉♥❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❛♥✱ ❣✉r❡ ❤❛✉t❛❣❛✐ ③❡✲
rr❡♥❞❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞✉❣✉ ✭❣♦❣♦r❛t✉ ❤❛✉t❛❣❛✐ ③❡rr❡♥✲
❞❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ✉rr❛ts ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❞✉❣✉♥ ❛✉❦❡r❛ ❦♦♣✉r✉❛r❡♥ ♣r♦♣♦rt③✐♦ ❣✐s❛
❞❡✜♥✐t✉ ❞✉❣✉❧❛✮✳

while (!finished) {

non.selected <- which(!solution)

cl.n <- max(1, round(length(non.selected) * cl.size))

❖r❛✐♥✱ r❛t✐♦❛❦ ♦r❞❡♥❛t✉ ♦♥❞♦r❡♥✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❤❛rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉
❤❛✉t❛❣❛✐ ③❡rr❡♥❞❛ ❣✐s❛✱ ❡t❛ ❤♦r✐❡t❛t✐❦ ❜❛t ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉❣✉✳

cl <- sort(ratio[non.selected], decreasing=TRUE)[1:cl.n]

selected <- sample(cl, 1)



✺✻ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❇✉❦❛t③❡❦♦✱ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ s♦❧✉③✐♦❛♥ s❛rt✉✱ ❡t❛ ❛✉rr❡r❛ ❥❛rr❛✐t✉
♠♦t①✐❧❛ ❜❡t❡r✐❦ ❡③ ❜❛❞❛❣♦✳ ▼♦t①✐❧❛ ❜❡t❡ ❡❣✐t❡♥ ❜❛❞❛✱ s❛rt✉t❛❦♦ ❛③❦❡♥❡❦♦
❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❛t❡r❛✱ ❡t❛ ❜❡❣✐③t❛ ❜✉❦❛t✉ ❡❣✐♥❣♦ ❞❛✳

aux <- solution

aux[ratio == selected] <- TRUE

if (sum(weight[aux]) < limit) {

solution <- aux

}else{

finished <- TRUE

}

}

return(solution)

}

❙♦rt✉ ❞✉❣✉♥ ❢✉♥t③✐♦❛✱ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✱ ❣✉③t✐③ ③♦r✐③❦♦❛ ❞❡♥ ❤❛s✐❡r❛✲
❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❛r❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ cl.size ♣❛r❛♠❡tr♦❛r❡❦✐♥
❥♦❧❛st✉③✳ ▲❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ③♦r✐③❦♦ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉✲
❣✉✳ ❑❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ✺✵ ❡❧❡♠❡♥t✉ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛ ❤❛✐❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ❜✐ ♠✉❧t③♦t❛♥
❜❛♥❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❊❧❡♠❡♥t✉ ❡r❞✐❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ ✵ ❡t❛ ✶✵ ❛rt❡❦♦ ③♦r✐③❦♦ ③❡♥❜❛❦✐❛❦
✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛❀ ❜❡st❡ ❡r❞✐❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ ✵ ❡t❛ ✷✺ t❛rt❡t✐❦ ③♦r✐③ ❤❛✉t❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳
❑❛s✉ ❣✉③t✐❡t❛♥ ♣✐s✉❛ ❜❛❧✐♦❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ❢❛❦t♦r❡❛ ③♦r✐③❦♦
③❡♥❜❛❦✐ ❜❛t ✐③❛♥✐❦✳ ▼✉❣❛ ❣✐s❛✱ ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ✶✵ ❡❧❡♠❡♥t✉❡♥ ♣✐s✉❛r❡♥
❜❛t✉r❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

> n <- 50

> values <- c(runif(n / 2) * 10, runif(n / 2) * 25)

> weights <- values * rnorm(n, 1, 0.05)

> limit <- sum(sample(weights, n / 5))

●❘❆❙P ❡t❛ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❡❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦
❜❡r❞✐♥❛ ❞❛✉❦❛❣✉✿ multistartLocalSearch✳ ❖r❛✐♥ ❛rt❡ ✐❦✉s✐t❛❦♦❡♥ ❛♥✲
t③❡r❛❦♦❛ ❞❛ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦r✐✱ ❜❛✐♥❛ ❛r❣✉♠❡♥t✉ ♠♦❞✉❛♥✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ♣❛s❛✲
t✉ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t ♣❛s❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐♦❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦❛❦
♣❛r❛♠❡tr♦ ❛s❦♦ ❞✐t✉❡♥❡③✱ s❛rr❡r❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ❛♥t♦❧❛t③❡❦♦ ❜❡st❡ ❡r❛ ❜❛t ❡r❛❜✐✲
❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ❦♦❞❡❛ ✐r❛❦✉rt❡rr❛③❛❣♦❛ ✐③❛t❡❦♦✳ ❩❡rr❡♥❞❛ ❜❛t❡❛♥ s❛rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱
✐③❡♥❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ❡t❛ ❣❡r♦ ❘✲r❡♥ do.call ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

> knp.problem <- knapsackProblem(weights, values , limit)

>

> args$evaluate <- knp.problem$evaluate

> args$valid <- knp.problem$valid

> args$correct <- knp.problem$correct

> args$non.valid <- "discard"

> args$verbose <- FALSE

>

> args$neighborhood <- flipNeighborhood(base=rep(FALSE, n))

> args$selector <- firstImprovementSelector

>

> args$generateSolution <- graspKnapsack

> args$num.restarts <- 10



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✺✼
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✭❜✮ ❙♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛

✷✳✼ ✐r✉❞✐❛✳ ❍❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❛♥✐③❦♦✐t③❡❦♦ ❡str❛t❡❣✐❡♥ ❦♦♥♣❛r❛❦❡t❛✱ ♠♦t①✐❧❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛
❜❛t❡❛♥✳ ❊③❦❡rr❡❦♦ ❣r❛✜❦♦❛♥ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ ❊s❦✉♠❛❦♦❛♥✱
❜❡rr✐③✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✳

> args$weight <- weights

> args$value <- values

> args$limit <- limit

❇❡❤✐♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❣✉③t✐❛❦ ❡③❛rr✐t❛✱ cl.size ♣❛r❛♠❡tr♦❛r✐ ✸ ❜❛❧✐♦ ❡s❧❡✐t✉❦♦
❞✐③❦✐♦❣✉✱ ✶✱ ✵✳✺ ❡t❛ ✵✳✶✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❦❛s✉❛♥ ❤❛✉t❛❣❛✐ ③❡rr❡♥❞❛♥ ❛✉❦❡r❛ ❣✉③t✐❛❦
❡❣♦♥❣♦ ❞✐r❡♥❡③✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③♦r✐ ❤✉ts❡③ s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉✱ ❤♦ts✱ ③♦r✐③❦♦ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛
❛♥✐③❦♦✐t③❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦✳ ❇❡st❡ ❦❛s✉❡t❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❛✉❦❡r❛ ❣✉③✲
t✐❡t❛t✐❦ ✪✺✵ ❡t❛ ✪✶✵ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉✱ ❤✉rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥✳

> rnd.ls <- do.call(multistartLocalSearch, args)

>

> args$cl.size <- 0.50

> GRASP.50 <- do.call (multistartLocalSearch, args)

>

> args$cl.size <- 0.1

> GRASP.10 <- do.call (multistartLocalSearch, args)

✷✳✼ ✐r✉❞✐❛♥ ❜✐❧❛❦❡t❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛❦ ✐❦✉s ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❊③❦❡rr❡❦♦ ❣r❛✜❦♦❛♥ ✉♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ❥❛s♦t③❡♥ ❞❛✳ ■❦✉s✐ ❞❡③❛❦❡❣✉♥❡③✱ ❜❡rr❛❜✐❛r❛t③❡ ❜❛❦♦✐✲
t③❡❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❣♦❡t❛t✐❦ ❤❛st❡♥ ❞❛ ✭❣♦r❛❣♦ ❞❛✉❞❡♥❛❦✮✳ ●❘❆❙P
❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❤♦❜❡❛❦ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❜❛✐t❛ ❧♦rt③❡♥ ❞❡♥
❡♠❛✐t③❛ ❡r❡✳ ❍♦r✐ ❛r❣✐ ✐❦✉st❡♥ ❞❛ ❡s❦✉✐♥❡❦♦ ❣r❛✜❦♦❛♥✱ ♥♦♥ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦
♦♥❡♥❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ❥❛s♦t③❡♥ ❞❡♥✳



✺✽ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❤❛✉t❛❦❡t❛

❉❡✜♥✐③✐♦③✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡♥ ✐♥❣✉r✉❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ❜❡r❛ ❜❛✐✲
♥♦ ♦❦❡rr❛❣♦❛❦ ❞✐r❛❀ ❤♦rt❛③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐❡t❛r❛ ❡r❛♠❛t❡♥ ❣❛✐t✉❡♥❡❛♥✱
❡③ ❞✉❣✉ s♦❧✉③✐♦ ❤♦❜❡r✐❦ ❛✉❦❡r❛t③❡r✐❦ ❡t❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛ tr❛❜❛t✉t❛ ❣❡❧❞✐t③❡♥
❞❛✳ ❊❣♦❡r❛ ❤♦r✐❡t❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛r✐ ❛♠❛✐❡r❛ ❡③ ❡♠❛t❡❦♦✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❡♥ ❤❛✉t❛❦❡t❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❛❧❞❛ ❣❡♥❡③❛❦❡✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦❜❡r✐❦ ❡❣♦♥ ❡③❡❛♥✱
❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❡③ ❞✉t❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❡ ♦♥❛rt✉③✳ ❊str❛t❡❣✐❛ ❤♦rr✐
❡s❦❡r✱ ♦❦❡rr❛❣♦❛❦ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t③✉❡t❛t✐❦ ♣❛s❛t✉③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛r❡♥ ❡s✲
❦✉❛❧❞❡ ❜❡rr✐❡t❛r❛ ❛✐❧❡❣❛ ❣✐♥t❡③❦❡✳

❙♦❧✉③✐♦ ✓t①❛rr❛❣♦❛❦✔ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❜✐ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❛✉❞❡✳ ▲❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦❛♥✱
✜t♥❡ss✲❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❡③ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❛♥✱ s♦rt✉t❛❦♦ ✓❣❛❧❡r❛✔ ❦♦♥✲
t✉❛♥ ❤❛rt③❡♥ ❞❛ ✭❡r❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛♥ ③❡✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛♥ ❡❣✐♥ ❞❛✐t❡❦❡✮✳ ❆❧✲
❣♦r✐t♠♦r✐❦ ❡③❛❣✉♥❡♥❛ s✉❜❡r❛❦❡t❛ ❡st♦❦❛st✐❦♦❛ ✕s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❬✷✸✱ ✸✼❪
✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ✐③❡♥❡❦♦❛ ❞❛✱ ③❡✐♥❡❦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲❜❛♥❛❦❡t❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❦♦ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✲
t③❡♥ ❞✉❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡❣✐t❡❦♦✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦rr❡t❛♥ ✐♥s♣✐r❛t✉t❛❦♦ ❜❡st❡ ❤❛✐♥✲
❜❛t ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣r♦♣♦s❛t✉ ❞✐r❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛♥✱ ❞❡♠♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✾❪ ❡t❛ t❤r❡s❤♦❧❞
❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❬✶✸✱ ✷✼❪ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦✱ ❜❡st❡❛❦ ❜❡st❡✳

❙♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❜✐❣❛rr❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛ ♠♦t❛ ●❧♦✈❡rr❡❦ ✶✾✽✻❛♥
♣r♦♣♦s❛t✉r✐❦♦ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛ ❬✶✺❪ ✕t❛❜✉ s❡❛r❝❤ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✲
t③❡♥ ❞✉❡♥❛ ❞❛✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ✜t♥❡ss✲❜❛❧✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❡③ ❞✉t❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦
❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ✐♥❣✉r✉♥❡ ♦s♦❛♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦r✐❦ ❡③ ❜❛❞❛❣♦✳ ❊str❛t❡❣✐❛ ❤♦rr❡♥ ❛rr✐s❦✉❛ ❞❛❣♦❡♥❡❦♦ ❜✐s✐t❛t✉ ❞✐t✉❣✉♥
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡rr✐r♦ ❜✐s✐t❛t③❡❛ ❞❛✳ ❍❛❧❛✱ ③✐❦❧♦❛❦ s❛✐❤❡st❡❦♦✱ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛❦ ❛③✲
❦❡♥ ❛❧❞✐❛♥ ❜✐s✐t❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ✓♠❡♠♦r✐❛✔ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✐t✉✳

❏❛rr❛✐❛♥✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡❦ ✭s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛ ❡t❛ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛✮✱
s❛❦♦♥❦✐ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❙✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛

▼❡t❛❧❡③❦♦ tr❡s♥❡♥ ❡❞♦ ♣✐❡③❡♥ s♦rr❡r❛✲♣r♦③❡s✉❛♥✱ ♠❡t❛❧❡❦ ❤❛✐♥❜❛t ♣r♦♣✐❡t❛t❡
❣❛❧ ❞✐t③❛❦❡t❡✱ ❜❡r❡♥ ❦r✐st❛❧✲❡❣✐t✉r❛♥ ❡r❛❣✐♥❞❛❦♦ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❞✐r❡❧❛ ❡t❛✳ Pr♦♣✐❡✲
t❛t❡ ❤♦r✐❡❦ ❜❡rr❡s❦✉r❛t③❡❦♦ ♠❡t❛❧✉r❣✐❛♥ ✓s✉❜❡r❛❦❡t❛✔ ♣r♦③❡s✉❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞❛❀ ♠❡t❛❧✲♣✐❡③❛ ❜❡❤❛r ❛❞✐♥❛ ❜❡r♦t③❡♥ ❞❛✱ ❣❡r♦ ❛st✐r♦✲❛st✐r♦ ❤♦③t❡♥ ✉③t❡❦♦✳
❚❡♥♣❡r❛t✉r❛ ✐❣♦t③❡❛♥ ♠❡t❛❧❛r❡♥ ❛t♦♠♦❡♥ ❡♥❡r❣✐❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱
❤❛✐❡♥ ❛rt❡❛♥ s♦rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ✐♥❞❛r ♠♦❧❡❦✉❧❛rr❛❦ ❛♣✉rt③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛❀ ♠✉❣✐t③❡❦♦
❛s❦❛t❛s✉♥ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞✉t❡✱ ❛❧❡❣✐❛✳

▼❡t❛❧❛ ♦s♦ ❛③❦❛r ❤♦③t❡♥ ❜❛❞❛ ✕t❡♥♣❧❛t③❡❛♥ ❡❣✐t❡♥ ❞❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✕
♠♦❧❡❦✉❧❛❦ ③❡✉❞❡♥ t♦❦✐❛♥ ✓✐③♦③t✉t❛✔ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❍♦rr❡❦ ♠❡t❛❧❛ ❣♦❣♦rt③❡♥
❞✉✱ ❜❛✐♥❛ ❤❛✉s❦♦rr❛❣♦❛ ❜✐❤✉rt③❡♥ ❞✉✱ ❛❧❞✐ ❜❡r❡❛♥✳ ❙✉❜❡r❛t③❡❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ♠❡t❛✲
❧❛ ♣♦❧✐❦✐✲♣♦❧✐❦✐ ❤♦③t❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ♠♦❧❡❦✉❧❡❦ ❛st✐r♦ ❣❛❧t③❡♥ ❞✉t❡ ❜❡r❡♥
❡♥❡r❣✐❛ ✕❤♦ts✱ ❛❜✐❛❞✉r❛✕✳ ❍♦③❦❡t❛✲❛❜✐❛❞✉r❛ ♠♦t❡❧❛r✐ ❡s❦❡r✱ ♠♦❧❡❦✉❧❛❦ ❜❡r❡♥
❦r✐st❛❧✲❡❣✐t✉r❛r❡♥ ✓❦♦❦❛♣❡♥ ♦♣t✐♠♦r❛✔ ❥♦❛t❡♥ ❞✐r❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ❡♥❡r❣✐❛ ♠✐♥✐♠♦❦♦
❦r✐st❛❧✲❡❣✐t✉r❛ ❜❛t s♦rt③❡♥ ❞❛✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✺✾

✶✾✽✸❛♥ ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦✲❡❦ ❬✷✸❪ ❡t❛ ❜✐ ✉rt❡ ❣❡r♦❛❣♦ ❈❡r♥②✲❦ ❬✸✼❪✱ s✉❜❡r❛❦❡✲
t❛r❡♥ ♣r♦③❡s✉❛♥ ✐♥s♣✐r❛t✉t❛✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐t✉③t❡♥❀
❑✐r♣❛tr✐❝❦✲❡❦ ❜❡r❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r✐ s✐♠♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛✱
✐③❡♥❛ ❡♠❛♥ ③✐♦♥ ❡t❛ ❤♦r✐①❡ ❞❛ ❣❛✉r ❡❣✉♥ ❤❡❞❛t✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥❛✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❢✉♥t③✐♦♥❛♠❡♥❞✉❛ s✐♥♣❧❡❛ ❞❛ ♦s♦✳ s s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ t①❛rr❛❣♦❛
❞❡♥ s′ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛ ♠✉❣✐t③❡❦♦✱ ✓❡♥❡r❣✐❛✔ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉❀ ❜❡❤❛r ❞❡♥ ❡♥❡r❣✐❛ ❜✐
s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱∆E = f(s′)−f(s)✳

❊♥❡r❣✐❛✲♠✉❣❛ ❤♦r✐ ❣❛✐♥❞✐t③❡❦♦✱ s✐st❡♠❛❦ ❡♥❡r❣✐❛ ❜❡❤❛r ❞✉✱ ❡t❛ s✐st❡♠❛r❡♥
❡♥❡r❣✐❛ ✓t❡♥♣❡r❛t✉r❛✔❦ ♥❡✉rt✉❦♦ ❞✉✳ ❇❡st❡ ❡r❛ ❜❛t❡❛♥ ❡s❛♥❞❛✱ ✉♥❡♦r♦✱ s✐st❡✲
♠❛❦ T t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉✱ ❡t❛✱ ③❡♥❜❛t ❡t❛ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❛❧t✉❛❣♦❛✱ ♦r❞✉❛♥
❡t❛ ❡rr❛③❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ❡♥❡r❣✐❛✲♠✉❣❛❦ ❣❛✐♥❞✐t③❡❛✳ ❩❡❤❛③❦✐✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦
❜❡st❡r❛ ♠✉❣✐t③❡❦♦ ❜❡❤❛r ❞❡♥ ❡♥❡r❣✐❛✲♠✉❣❛ ❣❛✐♥❞✐t③❡♥ ❞❡♥❡t③ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❦♦✱
❇♦❧t③♠❛♥♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲❜❛♥❛❦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✿

P (∆E,T ) = e−
∆E
T

❊❦✉❛③✐♦t✐❦ ♦♥❞♦r✐♦③t❛ ❞❛✐t❡❦❡❡♥❡③✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❜❛✐♥♦ ✜t♥❡ss ♦❦❡rr❛❣♦❛
❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ♦♥❛rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ t❡♥♣❡r❛t✉r❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛
❞❛✱ ❡t❛ ❡♥❡r❣✐❛ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛r❡❦✐❦♦ ❛❧❞❡r❛♥t③✐③ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛✳

❆✐♥t③❛t ❤❛rt③❡❦♦❛ ❞❛∆E < 0 ❞❡♥❡❛♥ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ✶ ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛
❞❡❧❛✳ ■③❛t❡③✱ ❡❦✉❛③✐♦❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❡♥❡r❣✐❛ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ♣♦s✐t✐❜♦❛ ❞❡♥❡❛♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞❛❀ ♥❡❣❛t✐❜♦❛ ❜❛❞❛✱ s′ s♦❧✉③✐♦❛ ❤♦❜❡❛ ❞❛ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ❜❡t✐ ♦♥❛rt③❡♥ ❞❛✳

❙✉❜❡r❛❦❡t❛r❡♥ ❣❛❦♦❛ ❤♦③t❡✲❛❜✐❛❞✉r❛♥ ❞❛t③❛✱ ❤❛✉ ❞❛✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛r❡♥ ❡❣✉✲
♥❡r❛❦❡t❛♥✳ ■③❛♥ ❡r❡✱ ❤❛s✐❡r❛♥ T ❜❛❧✐♦ ❤❛♥❞✐❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ✐❛ ❡❞♦③❡✐♥
s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛rt✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ ❡t❛ ❣❡r♦✱ ❛st✐r♦✲❛st✐r♦✱ T t①✐❦✐❛❣♦t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❣❡❧✲
❞✐t③❡❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❜❡t❡ ❛rt❡✳ ✷✳✹ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥✱ s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛r❡♥ s❛s✐❦♦✲
❞❡❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳

❙✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥ ❧❛✉ ❛❧❞❡r❞✐
❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛ ❦♦♥t✉❛♥✿

❼ ❍❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ✲ ❆❧t✉❡❣✐❛ ❜❛❞❛✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❡t❛♥ r❛♥❞♦♠
✇❛❧❦ ✭❤❛✉ ❞❛✱ ❛✉s❛③❦♦ ✐❜✐❧❜✐❞❡ ❜❛t✮ ❥❛rr❛✐t✉❦♦ ❞✉❣✉❀ ❜❛①✉❡❣✐❛ ❜❛❞❛✱ ❜❡✲
rr✐③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❜✐❤✉rt✉❦♦ ❞❛✳ ✷✳✽ ✐r✉❞✐❛♥ ❛❞✐❜✐❞❡
❜❛t ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ T = 20 ❞❡♥❡❛♥✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ ✜t♥❡ss✲❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛
t①✐❦✐❛ ✐③❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♥❛rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ t①✐❦✐❛ ❞❛❀ T = 2000 ❞❡♥❡❛♥
❡❜❛❧✉❛③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ♦s♦ ♣r♦❜❛❜❧❡❛ ❞❛ s♦❧✉✲
③✐♦❛❦ ♦♥❛rt③❡❛✳ T = 200 ❞❡♥❡❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t✐❦ ❛t❡r❛ ❣❛✐t❡③❦❡✱
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❤❛♥❞✐❛r❡❦✐♥✱ sj ❛✉❦❡r❛t✉③✱ ❜❛✐♥❛ t❛rt❡❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❤♦rr❡✲
❦✐♥ ♦s♦ s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❦ ♦♥❛rt③❡❛ ③❛✐❧❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳
❚❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❤❛s✐❡r❛t③❡❦♦ ❜✐ ❡str❛t❡❣✐❛ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛✳ ▲❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦❛
❤❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ♦s♦ ❛❧t✉❛ ❛✉❦❡r❛t③❡❛ ❞❛✳ ❉✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛r❡♥ ✐❦✉s✲
♣❡❣✐t✐❦ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❡str❛t❡❣✐❛ ❤♦♥❡❦✐♥ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ ❛s❦♦ ❧✉③❛t✉
❞❛✐t❡③❦❡✱ ❡t❛ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❦✐ ❣❛r❡st✐❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛✲
r❡♥ ❢✉♥ts❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛r❡♥ ✐t①✉r❛ ❛③t❡rt③❡❛♥ ❞❛t③❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉✲
❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ♥♦❧❛❦♦❛❦ ❞✐r❡♥ ❥❛❦✐t❡❦♦✳ ■♥❢♦r♠❛③✐♦ ❤♦r✐



✻✵ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❙✉❜❡r❛❦❡t❛ ❙✐♠✉❧❛t✉❛ ✲ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣

✶ ✐♥♣✉t✿ r❛♥❞♦♠❴♥❡✐❣❤❜♦r ♦♣❡r❛❞♦r❡❛
✷ ✐♥♣✉t✿ ✉♣❞❛t❡❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ st♦♣❴❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦
✸ ♦✉t♣✉t✿ s∗ t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛
✹ s∗ = s

✺ T = T0

✻ ✇❤✐❧❡ ✦st♦♣❴❝♦♥❞✐t✐♦♥

✼ ✇❤✐❧❡ ✦❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✽ s′ ❂ r❛♥❞♦♠❴♥❡✐❣❤❜♦r✭s✮

✾ ∆E = f(s′)− f(s)

✶✵ ✐❢ ∆E < 0

✶✶ s = s′

✶✷ ✐❢ ✭f(s) < f(s∗)✮ s∗ = s

✶✸ ✜

✶✹ ❡❧s❡

✶✺ e
−

∆E

T ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛r❡❦✐♥ s = s′

✶✻ ❞♦♥❡

✶✼ ❚ ❂ ✉♣❞❛t❡❴t❡♠♣❡r❛t✉r❡✭❚✮

✶✽ ❞♦♥❡

✷✳✹ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❙✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

♦♥❛r♣❡♥✲r❛t✐♦ ❡❞♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❡③❛❣✉♥ ❜❛t ❧♦rt③❡❦♦ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ t❡♥♣❡✲
r❛t✉r❛ ✜♥❦❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡ ❬✷✵✱ ✶❪✱ ❣♦✐✲ ❡t❛ ❜❡❤❡✲♠✉❣❡❦✐♥ ❡❣✐♥ ❞✉❣✉♥
❛♥t③❡r❛✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✻✶

✷✳✽ ✐r✉❞✐❛✳ ❙♦❧✉③✐♦❛❦ ♦♥❛rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛❦✳ ❯♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❣r✐s❡③ ♥❛✲
❜❛r♠❡♥❞✉❛ ❞❛❣♦❡♥❛ ✐③❛♥✐❦✱ ❤✐r✉ s♦❧✉③✐♦ ❞✐t✉❣✉ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥✱ si, sj ❡t❛ sk✳ ❚❛✉❧❛❦ ❤✐r✉
t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡❦✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛ ♦♥❛rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✐t✉✳
■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥❡③✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❜❛①✉❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲
t❛t❡❛ ♦s♦ ❜❛①✉❛ ❞❛❀ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ♦s♦ ❛❧t✉❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❤❛rt✉t❛
❧✐t❡❦❡❡♥❛ ♦s♦ ♣r♦❜❛❜❧❡❛ ❞❛✳

✷✳✺ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ✶✵ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❚❙P❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t ❡❜❛✲
t③✐ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✳ ❑♦st✉✲♠❛tr✐③❡❦♦ ❜❛❧✐♦r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ❜✐ ❤✐✲
r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛✕ ✼✳✷✽ ❞❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦
❣✉③t✐❡t❛♥ ✶✵ ❤✐r✐ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡♥ ❡❜❛❧✉❛✲
③✐♦❛ ♠❛tr✐③❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ✶✵ ❡❧❡♠❡♥t✉r❡♥ ❜❛t✉r❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛
❡t❛✱ fg = 7.28 ·10 = 78.2 ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦♥❡♥ ✜t♥❡ss✲❛r❡♥ ❣♦✐✲♠✉❣❛ ❜❛t
❞❛❛✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ♠❛tr✐③❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛r✐❦ t①✐❦✐❡♥❛ ✷✳✺ ✐③❛♥✐❦✱ ❜❡❤❡✲
♠✉❣❛ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✿ fb = 2.5 · 10✳
❉❡♠❛❣✉♥✱ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ✵✳✼✺
❞❡❧❛✳ ❖r❞✉❛♥✱ ❜✐ ♠✉❣❛ ❤❛✉❡❦✱ fg ❡t❛ fb✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❦❛❧✲
❦✉❧❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉✱ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ s♦❧✉③✐♦r❡♥ ❛rt❡❦♦ ✜t♥❡ss✲❡♥
❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ fg − fb ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❡❧❛ ❜❛✐t❛❦✐❣✉✿

P = 0.75 = e−
fg−fb

T0 = e−
78.2−25

T0

T0 = −
78.2− 25

ln(0.75)
= 184.93

❍❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ✶✽✺ ❜❛❧✐♦❛♥ ✜♥❦❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❜❛❞❛❦✐❣✉ ❤❛✲
s✐❡r❛❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❡t❛♥ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ✪✼✺
❡❞♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❡❧❛✳

❛ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③ ❛✐♣❛t✉t❛❦♦ ❜❛t✉r❛♥ ♠❛tr✐③❡❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❡③✐♥ ❞✐r❡❧❛ ❡rr❡✲
♣✐❦❛t✉✱ ❣♦✐✲♠✉❣❛ ❜✐r✜♥❞✉ ❞❛✐t❡❦❡ ♠❛tr✐③❡❦♦ ✶✵ ❡❧❡♠❡♥t✉r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛❦ ❜❛t✉③✳



✻✷ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ❡r❛❦✉st❡❦♦ ✷✳✷✳✷ ❛t❛❧❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉
✭❇❛✈❛r✐❛❦♦ ❤✐r✐❡♥❛✮✳

## Processing file corresponding to instance bays29: 29 cities in

Bavaria, street distances (Groetschel,Juenger,Reinelt)

●♦✐❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❡❣✐♥ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ✜t♥❡ss✲❜❛❧✐♦ ♠❛①✐♠♦ ❡t❛ ♠✐♥✐♠♦ ♣♦s✐✲
❜❧❡❛❦ ❦❛❧❦✉❧❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛ ❤❛✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❤❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉✲
r❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❦♦st✉✲♠❛tr✐③❡❛r❡♥ ❣♦✐❦♦ tr✐❛♥✲
❣❡❧✉❛♥ ③❡♥❜❛❦✐ ♠✐♥✐♠♦❛❦ ❡t❛ ♠❛①✐♠♦❛❦ ❜✐❧❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ●❛✐♥❡r❛✱
❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❡③ ❜❡③❛❧❛✱ ❦❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥✱ ❤♦③❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛ ❣❡❤✐❡❣✐ ❡③ ❧✉③❛t③❡❦♦
❤❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ♠❛①✐♠♦❛r❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛
✵✳✺❡♥ ✜♥❦❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> n <- ncol(cost.matrix)

> distances <- cost.matrix[upper.tri(cost.matrix)]

> ebal.max <- sum(sort(distances, decreasing=TRUE)[1:n])

> ebal.min <- sum(sort(distances, decreasing=FALSE)[1:n])

> probability <- 0.5

>

> init.t <- -1 * (ebal.max - ebal.min) / log(probability)

> init.t

## [1] 14760.21

❼ ❖r❡❦❛ ❧♦rt③❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ✲ ❚❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡♥ ❞❡♥ ❜❛❦♦✐✲
t③❡❛♥✱ ❜❛❧✐♦ ❤♦♥❡❦✐♥ ③❡♥❜❛✐t ✐t❡r❛③✐♦ ❡❣✐t❡♥ ❞❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦
❜❛t③✉❦ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✕ ✓♦r❡❦❛✔ ❧♦rt✉ ❛rt❡✳ ❇❡❤✐♥ ♦r❡❦❛ ❧♦rt✉r✐❦✱ t❡♥✲
♣❡r❛t✉r❛ ❜❡rr✐r♦ ❡❣✉♥❡r❛t③❡♥ ❞❛✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣❛✉s♦❛✱ ❜❡r❛③✱ ♦r❡❦❛ ❧♦rt③❡❦♦
❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ ✐t❡r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❡③❛rt③❡❛ ❞❛✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ t❛♠❛✐♥❛✲
r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦ ✐t❡r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ❜❛t ✜♥❦❛t③❡❛ ❞❛✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ρ ♣❛r❛♠❡tr♦❛
❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ✭✵ ❡t❛ ✶ t❛rt❡❛♥ ❤❛rt✉❦♦ ❞✐t✉ ❜❛❧✐♦❛❦✮✱ ❡t❛ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❜❛✲
❦♦✐t③❡❦♦ ρ|N(s)| s♦❧✉③✐♦ ❡❜❛❧✉❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❆✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ❛③❛❧❞✉ ❞✉❣✉♥
❜❡③❛❧❛✱ |N(s)|✲❦ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❜✐③✐❧❛❣✉♥ ❦♦♣✉r✉❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉✳
❇❡st❡ ❡str❛t❡❣✐❛ ❜❛t③✉❡❦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ❞❡s❜❡r✲
❞✐♥❛ ❡③❛rt③❡❛ ♣r♦♣♦s❛t③❡♥ ❞✉t❡✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐
❜❛t ♦♥❛rt③❡♥ ❞✉❣✉♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❛❧❞❛ ❞❡③❛❦❡❣✉❀ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♦♥❛r♣❡♥❛ ❤❛✐❡♥
✜t♥❡ss✲❜❛❧✐♦❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲❜❛❧✐♦ ❜❛t❡♥ ♠❡♥♣❡❦♦❛ ❞❡♥❡③✱ ❜❛✲
t③✉❡t❛♥ ❡❜❛❧✉❛t③❡♥ ❞✉❣✉♥ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♥❛rt✉❦♦ ❞✉❣✉ ❡t❛✱ ❜❡s✲
t❡t❛♥✱ ❤❛✐♥❜❛t s♦❧✉③✐♦ ♣r♦❜❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉ ❜❛t ♦♥❛rt✉ ❛rt❡✳ ❑❛s✉ ❤♦✲
rr❡t❛♥✱ ❜❡r❛③✱ ✐t❡r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❛❧❞❛❦♦rr❛ ❞❛✳

❼ ❚❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❥❛✐ts✐❡r❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ✲ ❍❛✉ ❞❛✱ ③✐✉rr❡♥✐❦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥
❡❧❡♠❡♥t✉r✐❦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❡♥❛✳ ❍❛✐♥❜❛t ❢♦r♠✉❧❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡ t❡♥♣❡r❛t✉r❛
❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦✳ ❍♦♥❛ ❤❡♠❡♥ ❜❛t③✉❦✿

✕ ▲✐♥❡❛❧❛✿ Ti = T0−iβ✱ ♥♦♥ Ti i✳ ✐t❡r❛③✐♦❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❞❡♥✳ ❊❣✉♥❡r❛❦❡t❛
♠♦t❛ ❤♦♥❡t❛♥ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❜❡t✐ ♣♦s✐t✐❜♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❡❧❛ ❦♦♥tr♦❧❛t✉ ❜❡❤❛r
❞✉❣✉✱ ❡❦✉❛③✐♦❛❦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ♥❡❣❛t✐❜♦❛❦ ✐t③✉❧ ❜❛✐t✐t③❛❦❡✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✻✸

✕ ●❡♦♠❡tr✐❦♦❛✿ Ti = αTi−1✳ α ∈ (0, 1) ❛❜✐❛❞✉r❛ ❦♦♥tr♦❧❛t③❡♥ ❞✉❡♥ ♣❛✲
r❛♠❡tr♦❛ ❞❛✱ ❡t❛ ♦❤✐❦♦❡♥❛ ✵✳✺ ❡t❛ ✵✳✾✾ t❛rt❡❦♦ ❜❛❧✐♦ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❛
❞❛✳

✕ ▲♦❣❛r✐t♠✐❦♦❛✿ Ti = T0

log(i) ✳ ❆❜✐❛❞✉r❛ ❤❛✉ ♦s♦ ♠♦t❡❧❛ ❞❛ ❡t❛✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛

♣r❛❦t✐❦❛♥ ♦s♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛ ❡③ ✐③❛♥✱ ✐♥t❡r❡s t❡♦r✐❦♦❛ ❞✉ s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐✲
♠✉❧❛t✉❛r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❦♦♥❜❡r❣❡♥t③✐❛ ❞❡♠♦str❛t✉t❛ ❜❛✐t❛❣♦ ❡❦✉❛③✐♦
❤♦♥❡❦✐♥✳

❋✉♥t③✐♦ ❤❛✉❡❦ ❣✉③t✐❛❦ ♠♦♥♦t♦♥♦❛❦ ❞✐r❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ t❡♥✲
♣❡r❛t✉r❛ ❜❡t✐ ❥❛✐st❡♥ ❞❛✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❢✉♥t③✐♦ ❡③✲
♠♦♥♦t♦♥♦❡❦ ❤♦❜❡t♦ ❢✉♥t③✐♦♥❛ ❞❡③❛❦❡t❡✳✻

❼ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛ ❣❡❧❞✐t③❡❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡❛ ✲ ❆✉rr❡❦♦ ♣✉♥t✉❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉♥ ❧❡❣❡③✱
✐t❡r❛③✐♦❛❦ ❛✉rr❡r❛ ❡❣✐♥ ❛❤❛❧❛ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ③❡r♦ ❜❛❧✐♦r❛ ❤✉r❜✐❧t③❡♥ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛✱
❦❛s✉ ❣❡❤✐❡♥❡t❛♥✱ ❡③ ❞❛ ✐♥♦✐③ ❤❡❧t③❡♥✳ ❍♦rr❡❦ ❡s❛♥ ♥❛❤✐ ❞✉ ❜❡t✐ ♦♣t✐♠♦
❧♦❦❛❧❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉❧❛✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ♦s♦ t①✐❦✐❛r❡❦✐♥
❜❛❞❛ ❡r❡✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❣❡❧❞✐t③❡❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛r❡♥ ❜❛t ❞❡✜♥✐t✉
❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳ ■r✐③♣✐❞❡ ❤❡❞❛t✉❡♥❛ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ♠✐♥✐♠♦ ❜❛t ✜♥❦❛t③❡❛ ❞❛❀
❜❡st❡❧❛✱ ❞❡♥❜♦r❛ ❡❞♦t❛ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ♠❛①✐♠♦ ❜❛t
❡r❡ ✜♥❦❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

❙✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ❡r❛❦✉st❡❦♦ ❇❛✈❛r✐❛❦♦ ❚❙P❛r❡♥ ❛❞✐❜✐✲
❞❡❛ ❧❛♥t③❡♥ ❥❛rr❛✐t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛ simulatedAnnealing ❢✉♥t③✐♦❛❦
✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡❦✱ ♦❤✐❦♦ ❛r❣✉♠❡♥t✉❡③ ❣❛✐♥✱ ❜❡st❡ ③❡♥❜❛✐t
♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❡r❡③✐ ❞✐t✉✿

❼ cooling.scheme ✲ ❚❡♥♣❡r❛t✉r❛r❡♥ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛✲❢✉♥t③✐♦❛✳ ❋✉♥t③✐♦❛❦ ✉♥❡✲
❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❥❛s♦❦♦ ❞✉ ❛r❣✉♠❡♥t✉ ❣✐s❛ ❡t❛ ❤✉rr❡♥❣♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ✐t③✉❧✐❦♦
❞✉✳

❼ initial.temperature ✲ ❍❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛✳
❼ final.temperature ✲ ❆♠❛✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛✳ ❍❛✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❣❡❧❞✐✲

t③❡❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳
❼ eq.criterion ✲ ❖r❡❦❛✲❜❛❧❞✐♥t③❛ ③❡r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦❛ ❞❡♥ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥

str✐♥❣ ♠♦t❛❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t ❞❛✳ P❛r❛♠❡tr♦ ❤♦rr❡❦ ❜✐ ❜❛❧✐♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❤❛r
❞✐t③❛❦❡✱ 'evaluations' ❡t❛ 'acceptances'✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❜❛❞❛✱ ♦r❡❦❛ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ❥❛❦✐♥ ❜❛t❡r❛ ✐r✐st❡❛♥ ❜❡t❡❦♦ ❞❛✳
❇✐❣❛rr❡♥ ❦❛s✉❛♥✱ ♦st❡r❛✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✜t♥❡ss❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❡③ ❞✉t❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦❡♥ ❦♦♣✉r✉ ✜♥❦♦ ❜❛t ♦♥❛rt③❡♥ ❞❡♥❡❛♥ ❜❡t❡❦♦ ❞❛✳

❼ eq.value ✲ eq.criterion ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ③❡❤❛③t✉❦♦ ❞✉❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❡❞♦
♦♥❛r♣❡♥ ❦♦♣✉r✉❛✳

❍❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉ ❞✉❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ❡③ ❛♠❛✐❡r❛❦♦❛✳ ❆✉❦❡r❛ ♣♦s✐✲
❜❧❡ ❜❛t ❞❛ ③♦r✐③ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt✉ ❡t❛ ❤❛✐❡♥ ✜t♥❡ss❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❡♥ ❜❡❤❡✲
♠✉❣❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❛✳

✻ ❚❡♥♣❡r❛t✉r❛ ✐❣♦t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛♥ ❣❛✐❧❡♥t③❡♥ ❞❛❀ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❥❛✐st❡❛♥✱ ❜❡rr✐③✱
❛r❡❛❣♦t③❡✲♣r♦③❡s✉❛ ✐♥❞❛rt③❡♥ ❞❛✳ ❍♦r✐ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ❢✉♥t③✐♦ ❡③✲♠♦♥♦t♦♥♦❛❦ ❞✐❜❡rts✐✜✲
❦❛③✐♦✴❛r❡❛❣♦t③❡ ♣r♦③❡s✉❡♥ ❛rt❡❦♦ ♦r❡❦❛ ❦♦♥tr♦❧❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✳



✻✹ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❊str❛t❡❣✐❛ ❤❛✉ ❣❛✉③❛t③❡❦♦ ✺✵✵ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ s♦rt✉❦♦ ❡t❛ ❡❜❛❧✉❛t✉❦♦ ❞✐✲
t✉❣✉✳ ●❡r♦✱ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ s♦❧✉③✐♦r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❜❛❧✐♦ ❛❜s♦❧✉t✉t❛♥ ❦♦♥♣✉✲
t❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❆③❦❡♥✐❦✱ ✵ ❡③ ❞✐r❡♥ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❡♥ ❛rt❡❛♥ t①✐❦✐❡♥❛ ❤❛rt✉❦♦ ❞✉❣✉
❜❡❤❡✲♠✉❣❛ ❣✐s❛✳

> rep <- 500

> rnd.eval <- sapply (1:rep,

+ FUN=function(x) {

+ rnd.perm <- randomPermutation(n)

+ return(tsp.babaria$evaluate(rnd.perm))

+ })

>

> aux <- lapply(2:rep,

+ FUN=function(i) {

+ return(cbind(i-1 , i:rep))

+ })

> pairs <- do.call(rbind, aux)

>

> diffs <- apply(pairs, MARGIN=1,

+ FUN=function(p) {

+ return(abs(rnd.eval[p[1]] - rnd.eval[p[2]]))

+ })

> min.delta <- min(subset(diffs, diffs != 0))

> min.delta

## [1] 1

❋✐t♥❡ss✲❜❛❧✐♦❡♥ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❤♦rr✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ t①✐❦✐ ❜❛t ❡s❧❡✐t✉③✱ t❡♥♣❡r❛✲
t✉r❛ ♠✐♥✐♠♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

> probability <- 0.1

> final.t <- -min.delta / log(probability)

> final.t

## [1] 0.4342945

●❛✉③❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❣✉ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ♠❛①✐♠♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦✱ ❧❡❤❡♥
❦❛❧❦✉❧❛t✉t❛❦♦ ❣♦✐✲♠✉❣❛r❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✳

> init.t

## [1] 14760.21

> max.delta <- max(diffs)

> probability <- 0.5

> init.t <- -max.delta / log(probability)

> init.t

## [1] 3794.288

■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ s✐♠✉❧❛③✐♦ ❜✐t❛rt❡③ ❦❛❧❦✉❧❛t✉t❛❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❡t❛♥ ♦✐✲
♥❛rr✐t③❡♥ ❜❛❣❛r❛✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❛s❦♦③ ❡r❡ t①✐❦✐❛❣♦❛ ❞❛✱ t❡♦r✐❦♦❦✐ ❦❛❧✲
❦✉❧❛t✉t❛❦♦ ❣♦✐✲♠✉❣❛ ❧❛❣✐♥❦❡t❛♥ ❧♦rt✉ ❞✐t✉❣✉♥ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛
❞❡❧❛❦♦✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✻✺

■♥❢♦r♠❛③✐♦ ❣✉③t✐❛r❡❦✐♥ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✉❛❦ ♣❛✉s♦③ ♣❛✉s♦ ♠✉♥t❛ ❞✐✲
t③❛❦❡❣✉✳ ■♥❣✉r✉♥❡❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦✱ ♦♥❞♦③ ♦♥❞♦❦♦ tr✉❦❛❦❡t❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✱
❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ❛❜✐❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> set.seed(90)

>

> args$evaluate <- tsp.babaria$evaluate

> args$initial.solution <- randomPermutation(n)

> args$neighborhood <- swapNeighborhood(args$initial.solution)

❍♦③❦❡t❛✲❢✉♥t③✐♦❛ s♦rt③❡❦♦ geometricCooling ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉
✕❤♦③❦❡t❛ ❣❡♦♠❡tr✐❦♦❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉❡♥❛✕✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr✐ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ❡t❛
❛♠❛✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛❦ ❡♠❛♥ ❜❡❤❛r ❞✐③❦✐♦❣✉✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ t❡♥♣❡✲
r❛t✉r❛t✐❦ ❛♠❛✐❡r❛❦♦r❛ ③❡♥❜❛t ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛ ❜❡❤❛r ❞✐r❡♥ ❡r❡ ❛❞✐❡r❛③✐ ❜❡❤❛r❦♦
❞✐♦❣✉✳

> steps <- 20

> args$cooling.scheme <- geometricCooling(init.t,

+ final.t, steps)

> args$initial.temperature <- init.t

> args$final.temperature <- final.t

❊❣✉♥❡r❛❦❡t❛✲❢✉♥t③✐♦❛r✐ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❜❛t ❡♠❛♥✐❦✱ ❤✉rr❡♥❣♦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❡♠❛♥✲
❣♦ ❞✐❣✉✳

> init.t

> next.t <- args$cooling.scheme(init.t)

> next.t

> next.t <- args$cooling.scheme(next.t)

> next.t

❖r❡❦❛✲❡❣♦❡r❛ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ❜❛t❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❦♦♥ts✐❞❡r❛✲
t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❩❡❤❛③❦✐✱ ✶✵ ❜✐❞❡r ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ✭❤✐r✐ ❦♦♣✉r✉❛✮ ✐③❛♥❣♦
❞❛✳

> args$log.frequency <- 10

> args$eq.criterion <- "evaluations"

> args$verbose <- FALSE

❆♠❛✐t③❡❦♦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ ❞✉❣✉✳

> sa <- do.call(simulatedAnnealing, args)

❇✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ✷✳✾ ✐r✉❞✐❛♥ ❞❛❣♦ ❥❛s♦t❛✳ ■r✉❞✐❛❦ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥
❡t❛ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐t✉ ✭❜❡❧t③❡③ ❡t❛ ❣♦rr✐③✱ ❤✉✲
rr❡♥❡③ ❤✉rr❡♥✮✳ ●r❛✜❦♦❛♥ ♠❛rr❛ ❜❡rt✐❦❛❧ ❜❛t ❛❣❡rt③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛✲
❛❧❞❛❦❡t❛ ❜❛t ❡❣♦♥ ❞❡❧❛ ❡s❛♥ ♥❛❤✐ ❞✉✳ ❯♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐✲
t❡❦❡ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ ❤❛s✐❡r❛♥ ♦s♦ ❛❧❞❛❦♦rr❛ ❞❡❧❛✳ ❍♦r✐ t❡♥♣❡r❛t✉r❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❛r❡♥
♦♥❞♦r✐♦③ ❞❛✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❛❧t✉❛❦ s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛
❤❛♥❞✐t③❡♥ ❜❛✐t✉✳ ❍♦③❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛r❡♥ ③❡❤❛r✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❥❛✐st❡♥ ❞❡♥ ❤❡✐♥❡❛♥✱
s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❦ ♦♥❛rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ t①✐❦✐t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ s♦❧✉③✐♦❡♥
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✷✳✾ ✐r✉❞✐❛✳ ❙✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛✲
t❡❛♥✳ ▼❛rr❛ ❥❛rr❛✐❦✐❛❦ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ❡t❡♥❛❦✱ ❜❡rr✐③✱
❛✉r❦✐t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛✳ ▼❛rr❛ ❜❡rt✐❦❛❧❡❦ t❡♥♣❡r❛t✉r❛r❡♥ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥
❞✐t✉③t❡✳

❛rt❡❦♦ ❛❧❞❛❦♦rt❛s✉♥❛ ♠✉rr✐③t❡♥✳ ❆♠❛✐❡r❛♥✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ♦s♦ t①✐❦✐❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ✐❛
❡③✐♥❡③❦♦❛ ❞❛ s♦❧✉③✐♦ ♦❦❡rr❛❣♦❛❦ ♦♥❛rt③❡❛ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❡③ ❞❛ ✐❛
❛❧❞❛t③❡♥✳

●r❛✜❦♦❛♥ ❡r❡ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♦s♦ ❛③❦❛r ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥ ❞✉❡❧❛✳ ❇✐✲
❧❛t✉ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛ ❜❛❞❛✱ ❤♦rr❡❦ ❡s❛♥ ♥❛❤✐ ❞✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♦s♦
♦♥❞♦ ❢✉♥t③✐♦♥❛t✉ ❞✉❡❧❛✳ ❆❧❞✐③✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❛③❦❛rr❡❣✐ ❥❛✐ts✐ ❜❛❞✉❣✉✱ ♣♦s✐❜❧❡
❞❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉❛ ❡③ ❞❡♥ ❧❡❦✉ ❜❛t❡❛♥ ✐♥t❡♥ts✐✜❦❛t✉
✐③❛♥❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✳ ❍♦r✐ ❡③ ❣❡rt❛t③❡❦♦✱ ❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛t③❡❦♦✱
❛③❦❡♥ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❥❛r ❞❛✐t❡❦❡✳

■❦✉s✐t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♦♥❛r♣❡♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛ ❞❛❀ ❛❧❛❜❛✐♥❛✱
s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛r❡♥ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ❡r❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛♥ ❡r❡ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛ ❞❛✐t❡✲
❦❡✳ ❍♦rr❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛ ❞❛ ❉❡❛❜r✉ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛ ❬✷✾❪ ✕❉❡♠♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕
✳ ❍❛s✐❡r❛ ❜❛t❡❛♥ ❈r❡✉t③✲❡❦ s✐♠✉❧❛③✐♦ ♠♦❧❡❦✉❧❛rr❛❦ ❡❣✐t❡❦♦ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉❡♥
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐✱ ❜❛✐♥❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❡ ❡❣♦❦✐ ❞❛✐t❡❦❡✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♦♥❛rt✉❦♦ ❞✐r❡♥❡t③ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❦♦✱ t❡♥♣❡r❛t✉r❛ ❡r❛❜✐❧✐
❜❡❤❛rr❡❛♥ ✓❞❡❛❜r✉✔ ❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛❀ ❞❡❛❜r✉ ❤♦rr❡❦ ✉♥❡♦r♦ ED ❡♥❡r❣✐❛ ❦♦✲
♣✉r✉❛ ❞❛✉❦❛✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛ ❛③t❡rt③❡r❛❦♦❛♥✱ s✉❜❛❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛♥ ❧❡❣❡③✱
∆E ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ✉♥❡ ❤♦rr❡t❛♥ ∆E > ED ❜❛❞❛✱ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♥❛rt③❡♥ ❞❛✳
●❛✐♥❡r❛✱ s✉❜❡r❛❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ∆E < 0 ❞❡♥❡❛♥ ❡r❡ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♥❛rt✉
❡❣✐t❡♥ ❞❛✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❣❛❦♦❛ ❞❡❛❜r✉❛r❡♥ ❡♥❡r❣✐❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❛♥ ❞❛t③❛❀ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t
♦♥❛rt③❡♥ ❞❡♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ❞❡❛❜r✉❛r❡♥ ❡♥❡r❣✐❛ ED +∆E ✐③❛t❡r❛ ♣❛s❛t③❡♥ ❞❛❀
❤❛✉ ❞❛✱ ✓s✐st❡♠❛r❡♥✔ ❡♥❡r❣✐❛✲❛❧❞❛❦❡t❛ ❞❡❛❜r✉❛❦ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✉✳ ❖♥❛rt✉t❛❦♦ s♦✲
❧✉③✐♦❛ ❤♦❜❡❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ❞❡❛❜r✉❛❦ ❡♥❡r❣✐❛ ✐r❛❜❛③t❡♥ ❞✉✱ ❡t❛✱ ♦❦❡rr❛❣♦❛ ❞❡♥❡❛♥✱
❜❡rr✐③✱ ❡♥❡r❣✐❛ ❣❛❧t③❡♥ ❞✉ ✕♥❛❤✐❦♦ ❡♥❡r❣✐❛ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞✉ ❜❡t✐❡r❡✕✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✻✼

❚❛❜✉✲❇✐❧❛❦❡t❛

✶ ✐♥♣✉t✿ ✐♥t❡♥s✐❢② ❡t❛ ❞✐✈❡rs✐❢② ♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦
✷ ✐♥♣✉t✿ ✐♥t❡♥s✐❢②❴❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞✐✈❡rs✐❢②❴❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t❛ st♦♣❴❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛❧❞✐♥t③❛❦
✸ ✐♥♣✉t✿ N ✐♥❣✉r✉♥❡ ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡t❛ s0 ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
✹ ♦✉t♣✉t✿ s∗ t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛
✺ s∗ = s0
✻ s = s0
✼ ❍❛s✐❡r❛t✉ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛✱ ❡♣❡ ❡r❞✐❦♦ ♠❡♠♦r✐❛ ❡t❛ ❡♣❡ ❧✉③❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛
✽ ✇❤✐❧❡ ✦st♦♣❴❝♦♥❞✐t✐♦♥

✾ ❚♦♣❛t✉ N (s)✲♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛r❣❛rr✐r✐❦ ♦♥❡♥❛ s′

✶✵ s = s′

✶✶ ❊❣✉♥❡r❛t✉ t❛❜✉ ❧✐st❛
✶✷ ✐❢ ✐♥t❡♥s✐❢②❴❝♦♥❞✐t✐♦♥

✶✸ ✐♥t❡♥s✐❢②

✶✹ ✜

✶✺ ✐❢ ❞✐✈❡rs✐❢②❴❝♦♥❞✐t✐♦♥

✶✻ ❞✐✈❡rs✐❢②

✶✼ ✜

✶✽ ❞♦♥❡

✷✳✺ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❚❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

❤♦rr❡♥ ❛❜❛♥t❛✐❧❛ s✐♥♣❧❡t❛s✉♥❛ ❞❛✱ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉③✐♦❛ ❡❜❛❧✉❛t③❡❦♦ ❜❡❤❛✲
rr✐❦ ❡③ ❜❛✐t❛❣♦✳

❚❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛

❚❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛ ✕ t❛❜✉ s❡❛r❝❤✱ ✐♥❣❧❡s❡③ ✕ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ③✐✉rr❡♥✐❦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛✲
❧❛r❡♥ ❛❧❞❛❡r❛r✐❦ ❤❡❞❛t✉❡♥❛✳ ❇❡r❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❡t❛ s✐♥♣❧❡t❛s✉♥❛ ❞❡❧❛
❡t❛✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦ ❦♦♥❜✐♥❛t♦r✐♦❛♥ ❛s❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ③❡♥❜❛✐t ♣r♦❜❧❡♠❛✲
t❛♥✱ ❡♠❛✐t③❛ ♦♥❡♥❛❦ ❡♠❛t❡♥ ❞✐t✉❡♥ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦♦❛ ❞❛✳

✶✾✼✼❛♥ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❛❧❞✐③✱ ❡t❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦
❡③ ❣❡r❛t③❡❦♦ ❜✐❧❛❦❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ♦❦❡rr❛❣♦❡t❛r❛ ❜✐❞❡r❛t③❡❦♦ ♠♦❞✉❛ ❡♠❛t❡♥ ❞✉✳
❊str❛t❡❣✐❛ ❤♦r✐ ❤✉ts❡❛♥ ❡r❛❜✐❧✐③ ❣❡r♦✱ ♣r♦③❡s✉❛ ❛♠❛✐❣❛❜❡❦♦ ③✐❦❧♦ ❜❛t❡❛♥ s❛r✲
t③❡❦♦ ❛rr✐s❦✉❛ ❞❛❣♦✱ ❡❣✐♥❞❛❦♦ ❜✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❡rr✐r♦ ❡rr❡♣✐❦❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛
❜❛✐t❛❣♦✳ ❇❡r❛③✱ ❛r❛③♦ ❤♦r✐ s❛✐❤❡st❡❦♦✱ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛❦✱ ❜✐s✐t❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥
❤✐st♦r✐❦♦❛ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✉✳

❖✐♥❛rr✐③❦♦ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧ ❣✉t✐③✐❛ts✉❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛
✓t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛✔ ❞❡✐t✉r✐❦♦ ❜✐s✐t❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♠✉❧t③♦❛ ❣♦r❞❡❦♦ ❞❛ ✉♥❡♦✲
r♦✳ ❯rr❛ts ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ t❛❜✉ ❡③ ❞✐r❡♥ ✕❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❡♥✱ ❛❧❡❣✐❛✕ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ ❛❧❛ ❡③
❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❛r✐❦✳ ❚❛❜✉ ❡③ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛❦❛rr✐❦ ❤❛rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥❡③
❛✐♥t③❛t✱ ❡③ ❞❛ ③✐❦❧♦r✐❦ s♦rt✉❦♦✳



✻✽ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ❜✐s✐t❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ③❡rr❡♥❞❛ ♠❛♥t❡♥✲
t③❡❛ ❡③ ❞❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❀ ❤♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛♥ ❜✐s✐t❛t✉t❛❦♦ ❛③❦❡♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛❦❛rr✐❦ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ❛✉✲
❦❡r❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛♥ s❛rt✉❦♦ ❞❛✱ ❡t❛ ③❡rr❡♥❞❛t✐❦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t
❛t❡r❛❦♦ ❞❛ ✕t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛❦ ❋■❋❖ ♣✐❧❛❦ ❞✐r❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ s❛rt③❡♥ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦❛
❞❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❛t❡r❛t③❡♥ ❡r❡ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✕✳ ❇✐s✐t❛t✉t❛❦♦ ❛③❦❡♥
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛❦❛rr✐❦ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✐r❡♥❡③✱ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛r✐ ❡♣❡ ❧❛❜✉rr❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛
❡r❡ ❞❡✐t③❡♥ ③❛✐♦✳

❇✐❣❛rr❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛ ♠♦t❛ ❤♦♥❡❦✐♥✱ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ k ❜❛❞❛ k t❛✲
♠❛✐♥❛❦♦ ③✐❦❧♦❛❦ ❡❦✐❞✐t❡❦♦ ❣❛✐ ✐③❛♥❣♦ ❣❛r❛✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❞❡❧❛
❡t❛✱ s♦❧✉③✐♦ ♦s♦❛❦ ♠❛♥❡✐❛t③❡❛❦ ❦♦st✉ ❤❛♥❞✐❛ ❡❦❛r ❞❡③❛❦❡✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❛✉❦❡✲
r❛ ❡❣♦❦✐❛❣♦❛❦ ❡r❡ ❛✉r❦✐ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ❧✐t❡r❛t✉r❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛tr✐❜✉t✉ ❜❛t③✉❦ s♦✐❧✐❦
❣♦r❞❡t③❡❛✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✳ ❆tr✐❜✉t✉❛❦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ③❛t✐❛❦✱ ❡③❛✉❣❛rr✐❛❦✱ ❡❞♦ s♦❧✉③✐♦❡♥
❛rt❡❦♦ ❞❡s❜❡r❞✐♥t❛s✉♥❛❦ ✐③❛♥ ♦❤✐ ❞✐r❛✳ ❍♦r✐❡❦✱ ❡❜❛③t❡♥ ❛r✐ ❣❛r❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥
♠❡♥♣❡❦♦❛❦ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❛✉❦❡r❛ ✉❣❛r✐ ♣r♦♣♦s❛ ❞❛✐t❡③❦❡✱ ❦❛s✉ ❜❛❦♦✐t③❡✲
r❛❦♦ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛ ❡r❡❞✉ ❜❛t ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉③✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✳

✷✳✻ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛✲
t❡❛♥ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛ ❜❛t ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ ✷✲♦♣t
✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❜❛❞✉✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛ ♠✉❣✐t③❡❦♦ i ❡t❛ j ♣♦✲
s✐③✐♦❛❦ tr✉❦❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❊r❛ ❤♦rr❡t❛♥✱ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛♥ tr✉❦❛t③❡♥ ❞✐t✉✲
❣✉♥ ❜✐ ♣♦s✐③✐♦❛❦ ❣♦r❞❡ ❞✐t③❛❦❡❣✉✱ ❛❧❞❡r❛♥t③✐③❦♦ tr✉❦❛❦❡t❛ t❛❜✉ ❜✐❤✉rt✉③✳
❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ 13245 ❜❛❞❛ ❡t❛ 31245 s♦❧✉③✐♦r❛ ♠✉✲
❣✐t③❡♥ ❜❛❣❛r❛✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ✉rr❛ts❡t❛♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡t❛ ❜✐❣❛rr❡♥ ♣♦s✐③✐♦❛❦
tr✉❦❛t③❡❛ ❞❡❜❡❦❛t✉❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ❜❡st❡ ✐r✐③♣✐✲
❞❡ ❜❛t③✉❦ ❡r❛❜✐❧ ❣❡♥✐t③❛❦❡✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣♦s✐③✐♦❛♥ 1❛ ❡t❛
❜✐❣❛rr❡♥❡❛♥ 3❛ ❡❣♦t❡❛ ❞❡❜❡❦❛ ❣❡♥❡③❛❦❡✳

❙♦❧✉③✐♦❡♥ ❛tr✐❜✉t✉❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥ ♠❡♠♦r✐❛ ❣✉t①✐❛❣♦ ❜❡❤❛r ❞✉✲
❣✉✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉❀ ❡❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ❦♦♥✲
t✉❛♥ ❡❞✉❦✐ ❜❡❤❛r ❞❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❤♦♥❡❦✐♥ t❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛ ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦❛❦ ❞✐r❡♥
③✐❦❧♦❛❦ ❛❣❡r ❞❛✐t❡③❦❡❡❧❛✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❞✐s❡✐♥❛t✉t❛❦♦ ❛tr✐❜✉t✉❛❦ ♦s♦ ③❡❤❛t③❛❦
✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✱ ❜✐s✐t❛t✉ ❣❛❜❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❜❛③t❡rt✉ ❡③ ❞✐t③❛❣✉♥✳ ■❧❞♦ ❤♦rr❡✲
t❛♥ ❛s♣✐r❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡r✐t③❡♥ ✐r✐③♣✐❞❡❛❦ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥
t❛❜✉ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♦♥❛rt③❡❦♦✳ ❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦✱ t❛❜✉ ❞❡♥
♠✉❣✐♠❡♥❞✉ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐③ ♦r❛✐♥ ❛rt❡ t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ t♦♣❛t③❡♥ ❜❛✲
❞✉❣✉✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦rr❡t❛r❛ ♣❛s❛t✉❦♦ ❣❛r❛✳

❚❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛❦ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✉❀ t①✐✲
❦✐❛ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞❛✱ ❡s♣❛③✐♦❦♦ ❡r❡♠✉ t①✐❦✐❡t❛♥ ③❡♥tr❛t✉❦♦ ❞❛❀ ❤❛♥❞✐❛ ❜❛❞❛✱ ❜❡✲
rr✐③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡r❡♠✉ ③❛❜❛❧❛❣♦❡t❛r❛ ❜✐❞❡r❛t✉❦♦ ❞✉ ❜✐❧❛❦❡t❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❛s❦♦
t❛❜✉ ✐③❛♥❣♦ ❜❛✐t✐r❛✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛ ③❡rr❡♥❞❛ t❛♠❛✐♥❛ ❛❧❞❛❦♦r ❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛✱
❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❦❛s✉ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❜❡❤❛rr❡t❛r❛ ❡❣♦❦✐t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✳

❚❛❜✉✲③❡rr❡♥❞❛③ ❣❛✐♥✱ ❜❡st❡❧❛❦♦ ❛✉❦❡r❛ ❦♦♥♣❧❡①✉❛❣♦❛❦ ❡r❡ ♣r♦♣♦s❛t✉ ❞✐r❛✳
❊♣❡ ♠♦t③❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❛③ ❣❛✐♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ③❡❤❛r ❥❛s♦t❛❦♦ ✐♥✲
❢♦r♠❛③✐♦❛ ❡r❡ ♦s♦ ❜❛❧✐♦ts✉❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❣✐❞❛t③❡❦♦✳ ■♥❢♦r♠❛③✐♦ ❤♦r✐



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✻✾

❡♣❡ ❡r❞✐❦♦ ❡❞♦t❛ ❡♣❡ ❧✉③❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛♥ ❣♦r❞❡ ❞❛✐t❡❦❡✳ ▲❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❦❛s✉❛♥✱
s♦❧✉③✐♦ ♦♥❡♥❡♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦ ❛s✲
♠♦❛r❡❦✐♥✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ❦❛s✉❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ♦s♦❛♥ ③❡❤❛r s♦❧✉③✐♦❡♥ ♦s❛❣❛✐❡♥
♠❛✐③t❛s✉♥❛❦ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✐t✉❣✉❀ ♠❛✐③t❛s✉♥ ❤♦r✐❡❦ ❜✐s✐t❛t✉ ❡③ ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❡♠✉❡✐
❛♥t③❡♠❛t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛t③❡❦♦✕✳

✷✳✼ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❚❙P✲r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✱ ❤✐r✐ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ ③❡r ❤✐✲
r✐t❛r❛ ♠✉❣✐t✉❦♦ ❣❛r❡♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡ t✐♣✐✲
❦♦❛♥✱ ❡r❛❜❛❦✐ ❤♦r✐ ❦♦st✉✲♠❛tr✐③❡❛r✐ ❜❡❣✐r❛t✉③ ❤❛rt③❡♥ ❞❛✱ ✉♥❡❦♦ ❤✐r✐t✐❦
❜✐s✐t❛t✉ ❣❛❜❡❦♦ ❤✐r✐❡t❛t✐❦ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛❣♦❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉③✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❡♣❡
❡r❞✐❦♦ ❡t❛ ❡♣❡ ❧✉③❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛❦ ♠❛tr✐③❡ ❦❛rr❛t✉ ❜❛t❡❛♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛ ❞✐✲
t③❛❦❡❣✉✳ ▼❛tr✐③❡ ❤♦r✐❡t❛♥✱ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉ ❜✐s✐t❛t✉t❛❦♦ ③❡♥❜❛t s♦❧✉③✐❡t❛♥
❥♦❛t❡♥ ❣❛r❡♥ i ❤✐r✐t✐❦ j ❤✐r✐r❛✳ ❊♣❡ ❡rt❛✐♥❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛♥ ❛③❦❡♥ k s♦✲
❧✉③✐♦ ♦♥❡♥❡♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✱ ❛r❡❛❣♦t③❡✲♣r♦③❡s✉❛♥
❣❡❤✐❡♥ ❡r❛❜✐❧✐ ❞✐r❡♥❛❦ ✜♥❦❛t③❡❦♦ ❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❢❛❧t❛ ❞✐r❡♥ ❧♦t✉r❡t❛♥ ③❡♥✲
tr❛t③❡❦♦✳ ❊♣❡ ❧✉③❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❜✐s✐t❛t✉ ❞✐t✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡♥
✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✳ ❊r❛ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❡s♣❧♦r❛t✉ ❣❛❜❡❦♦ ❡r❡✲
♠✉❡t❛r❛ ❡r❛♠❛♥ ♥❛❤✐ ❜❛❞✉❣✉✱ ❣✉t①✐❡♥ ❡r❛❜✐❧✐t❛❦♦ ❧♦t✉r❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ s♦✲
❧✉③✐♦❛❦ s♦r ❞✐t③❛❦❡❣✉✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛ ❜❡rt❛t✐❦ ❛❜✐❛t③❡❦♦✳

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❡♥ ✓✐t①✉r❛❛❧❞❛❦❡t❛✔

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❤♦♥❡♥ ✐♥❣✉r✉❛♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛ ♠✉✲
❣✐t③❡♥ ❣❛r❛ ❜❡t✐❀ ❤❛✉ ❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ s♦❧✉③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ♠✉❣❛t✉ ❜❛t❡t❛r❛
♠✉❣✐ ❣❛✐t❡③❦❡ s♦✐❧✐❦✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ❣r❛❢♦ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡✲
r❛③ ❞❛✐t❡❦❡✱ ♥♦♥ ❡r♣✐♥❛❦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❞✐r❡♥ ❡t❛ ❡rt③❡❦ ♠✉❣✐♠❡♥❞✉ ♣♦s✐❜❧❡❛❦
❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐t✉③t❡♥❀ ✷✳✷ ✐r✉❞✐❛❦ ❤♦rr❡❧❛❦♦ ❣r❛❢♦ ❜❛t ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉✳

❇✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛r✐ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ ❣❡❤✐t③❡♥ ❜❛❞✐♦❣✉✱
♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✓✐t①✉r❛✔ ✕❧❛♥❞s❝❛♣❡✲❛✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❞❛✉❦❛❣✉✳ Pr♦❜❧❡✲
♠❛r❡♥ ✐t①✉r❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❛ ❜❡r❡❜✐③✐❦♦❛ ❞❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t③✐❛♥✱ ❡t❛✱ ❜❡✲
r❛③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡r❛❦♦❛♥ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❞❛✳
❩❡♥t③✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❡③ ❡③✐❦✱
❧❛♥❞s❝❛♣❡❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❦♦♥❦r❡t✉❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❡r❡ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞❡❧❛✳ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲
♣r♦❜❧❡♠❡♥ ✧✐t①✉r❛r❡♥✧✐❞❡✐❛ ✐♥t✉✐③✐♦③❦♦❛ ❣❛✐❧✉rr❡③✱ ♠❡♥❞✐❦❛t❡③ ❡t❛ ❜❛✐❧❛r❛③
♦s❛t✉t❛❦♦ ♣❛✐s❛✐❛ ❜❛t❡♥ ✐❧✉str❛③✐♦❛ ❞❛✱ ♥♦♥ ❣❛✐❧✉rr❡❦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛❦ ❡rr❡♣r❡✲
s❡♥t❛t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ❡t❛ ❣❛✐❧✉rr✐❦ ❛❧t✉❡♥❛ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❛ ❞❡♥✳ ●❛✐❧✉r ❜❛t❡♥
❡r❛❦❛r♣❡♥✲❛rr♦❛ ♠❡♥❞✐ ♦s♦❛ ❞❛✱ ♦✐♥❛rr✐t✐❦ ❣❛✐❧✉rr❡r❛✳ ■♥t✉✐t✐❜♦❦✐✱ ③❡♥❜❛t ❡t❛
❣❛✐❧✉r ❣❡❤✐❛❣♦✱ ♦r❞✉❛♥ ❡t❛ ③❛✐❧❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t❡♥ ♦♣t✐♠♦ ❣❧♦❜❛✲
❧❡r❛ ❤❡❧t③❡❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t❡❦✐♥✳

❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦✐♥ ❛♠❛✐t③❡❦♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲
♣r♦③❡s✉❛♥ ③❡❤❛r✱ ❧❛♥❞s❝❛♣❡❛ ❡r❛❧❞❛t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐✲
t✉❣✉✳ ❩❡❤❛③❦✐✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛❦✱ ❱◆❙❛❦✱ ✐♥❣✉r✉♥❡



✼✵ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❱◆❉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

✶ ✐♥♣✉t✿ N = {N1, . . . ,Nk} ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛❦
✷ ✐♥♣✉t✿ s ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
✸ i = 1
✹ s∗ = s

✺ ✇❤✐❧❡ i ≤ k ❞♦

✻ ❇✐❧❛t✉ s′✱ Ni(s∗) ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛

✼ ✐❢ f(s′ < f(s∗)

✽ s∗ = s′

✾ i = 1
✶✵ ❡❧s❡

✶✶ i = i+ 1
✶✷ ✜

✶✸ ❞♦♥❡

✷✳✻ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❱◆❉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

❞❡✜♥✐③✐♦ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛t③❡❦♦✳ ❇✐❣❛rr❡✲
♥❛❦✱ ❜❡rr✐③✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ s♦rt③❡♥ ❞✐t✉ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡♥ ❦♦♣✉r✉❛ ♠✉✲
rr✐③t❡❦♦✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛

❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❣❛r❛✱ ❞❡✜♥✐③✐♦③ ❜❡✲
r❡ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ❡③ ❞❛❣♦❡❧❛❦♦✳ ❇❛✐♥❛✱
③❡r ❣❡rt❛t✉❦♦ ❧✐t③❛t❡❦❡ ✐♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛ ❛❧❞❛t✉❦♦ ❜❛❣❡♥✉❄ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐✲
s❛✱ ❞❡♠❛❣✉♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦✲
❞❡t③❡♥ ❞✐t✉❣✉❧❛✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦ ✷✲♦♣t ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉
✕❤❛✉ ❞❛✱ s✇❛♣ ❡r❛❣✐❦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛✕✳ ■③❛♥ ❜❡❞✐ 1432 s♦❧✉③✐♦❛✱
✐♥❣✉r✉♥❡ ❡t❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦♥❡t❛r❛❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ❞❡♥❛✳ ❉❡✜♥✐③✐♦③✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦✲
rr❡♥ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ ♣♦s✐③✐♦ tr✉❦❛t✉③ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♦❦❡rr❛❣♦❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✳
❆❧❛❜❛✐♥❛✱ t①❡rt❛❦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ✷✲♦♣t ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥
❡③ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❧♦r ❞✐t③❛❦❡❣✉ ✕❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❛③❦❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛r❡♥
♦st❡❛♥ t①❡rt❛t✉③ ❧♦rt③❡♥ ❞❡♥ 4321 s♦❧✉③✐♦❛✱ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✕✳ ❇❡r❛③✱ ❣❡rt❛ ❞❛✐✲
t❡❦❡ ✷✲♦♣t ✐♥❣✉r✉r❛❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ❞❡♥ ❣✉r❡ s♦❧✉③✐♦❛ t①❡rt❛❦❡t❛❦ ❞❡✜♥✐t③❡♥
❞✉❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡r❛❦♦ ♦♣t✐♠♦❛ ❡③ ✐③❛t❡❛✳

■❞❡✐❛ ❤♦r✐ ❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❉❡s❝❡♥t ✭❱◆❉✮ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞❛✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡t❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦ ❣❡r❛t③❡❛ ❡❦✐❞✐t❡❦♦✳ ✷✳✻ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❛♥ ❱◆❉❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ✐❦✉st❡♥ ❞❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❱◆❉❛♥ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦ ❜❛❦❛rr❛ ✐③❛♥
❜❡❤❛rr❡❛♥ ❤♦r✐❡♥ ♠✉❧t③♦ ❜❛t ❞❛❣♦✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ✉♥❡❦♦ s♦✲
❧✉③✐♦❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❛r❛❦❛t✉ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ■♥❣✉r✉♥❡❦♦
s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ♦❦❡rr❛❣♦❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥ ✕t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✉♥❡❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡r❛✲



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✼✶

❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❱◆❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

✶ ✐♥♣✉t✿ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛

✷ ✐♥♣✉t✿ N = {N1, . . . ,Nk} ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦❛❦
✸ ✐♥♣✉t✿ s ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛
✹ i = 1

✺ s∗ = s

✻ ✇❤✐❧❡ i ≤ k ❞♦

✼ ❆✉❦❡r❛t✉ ③♦r✐③ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t s′ ∈ Ni(s∗)

✽ s′′ =❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤✭s∗✱Ni✮

✾ ✐❢ f(s′′) < f(s∗)

✶✵ s∗ = s′′

✶✶ i = 1
✶✷ ❡❧s❡

✶✸ i = i+ 1
✶✹ ✜

✶✺ ❞♦♥❡

✷✳✼ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❱◆❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ❜❛❞❛✱ ❛❧❡❣✐❛✕ ❤✉rr❡♥❣♦ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❞❡✜♥✐③✐♦r❛ ♣❛s❛t✉❦♦ ❣❛✲
r❛❀ ❤♦rr❡❧❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❢✉♥t③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❡r❛❜✐❧✐ ❛rt❡✳ ●❛✐♥❡r❛✱ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡✲
❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐ ❜❛t❡r❛ ♣❛s❛t③❡♥ ❣❛r❡♥❡❛♥✱ ❜❡rr✐r♦ ❡r❡ ❤❛s✐❡r❛❦♦
✐♥❣✉r✉♥❡✲❞❡✜♥✐③✐♦r❛ ✐t③✉❧✐❦♦ ❣❛r❛✳

❇✐❧❛❦❡t❛ ❛♠❛✐t③❡❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦rr❡❦ ✐t③✉❧t③❡♥
❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦❛ ✐♥❣✉r✉♥❡ ❞❡✜♥✐③✐♦ ❣✉③t✐❡t❛r❛❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❱◆❉❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥ ❜❛t ❞❛✱ ♥♦♥
✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ✉♥❡❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡ ❞❡✜♥✐③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♠❛✐❡✲
r❛ ❛rt❡ ❡r❛♠❛t❡♥ ❞❡♥✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ✜t♥❡ss❛ ❤♦❜❡t③❡♥ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t t♦♣❛t✉
❛rr❡♥✱ ✉♥❡❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❞❡✜♥✐③✐♦❛ ♠❛♥t❡♥t③❡♥ ❞✉❣✉ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡r❛ ❤❡❧❞✉
❛rt❡✳ ❇❡❤✐♥ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡r❛ ❤❡❧❞✉t❛❦♦❛♥✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❞❡✜♥✐③✐♦❛
❡r❛❜✐❧t③❡r❛ ♣❛s❛t✉❦♦ ❣❛r❛✱ ❱◆❉❛♥ ❧❡❣❡③✱ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✐♥❣✉r✉♥❡ ❣✉③t✐❡✲
t❛r❛❦♦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❛ ✐③❛♥ ❛rt❡✳ ✷✳✼ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❱◆❙❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛ ❡r❛❦✉st❡♥
❞✉✳

❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❖♣t✐♠✐③❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❛s❦♦ ❞✐t✉❡♥❡❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦✲
❦❛❧❛❦ ❡③ ❞✐r❛ ♦s♦ ♠❡t♦❞♦ ❡❣♦❦✐❛❦✱ ❣❧♦❜❛❧❛ ❡③ ❞❡♥ ♦♣t✐♠♦ ❜❛t❡❛♥ tr❛❜❛t✉r✐❦
❣❡❧❞✐t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ♦s♦ ❛❧t✉❛ ❞❡❧❛❦♦✳ ▲❡✉♥t③❡✲♠❡t♦❞♦❡❦✐♥ ✕s♠♦♦t❤✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❥❛t♦rr✐③❦♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❧❞❛t✉
✕❧❡✉♥❞✉✕ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✱ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧❡♥ ❦♦♣✉r✉❛ ❣✉t①✐t③❡❦♦ ❛s♠♦③❀ ❡t❛ ❤❡❧❜✉r✉✲
❢✉♥t③✐♦ ❜❡rr✐❛ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛✳ ❇✐❧❛❦❡t❛ tr❛❜❛t✉r✐❦ ❣❡✲



✼✷ ✷ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

✷✳✶✵ ✐r✉❞✐❛✳ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❢✉♥t③✐♦♥❛♠❡♥❞✉❛✳ ■t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❤❛s✐❡✲
r❛❦♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ♠❛✐❧❛ ❜❛t❡r❛✐♥♦ ❧❡✉♥t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛✳

❖✐♥❛rr✐③❦♦ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

✶ ✐♥♣✉t✿ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✭f ✱α✮ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❧❞❛t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛
✷ ✐♥♣✉t✿ ❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤✭s✱f✮ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛

✸ ✐♥♣✉t✿ ✉♣❞❛t❡✭α✮ ❢❛❦t♦r❡❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛
✹ ✐♥♣✉t✿ s ❤❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❀ α0 ❤❛s✐❡r❛❦♦ ❢❛❦t♦r❡❛❀ f ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛
✺ s∗ = s❀ α = α0

✻ ✇❤✐❧❡ α > 1 ❞♦

✼ f ′ =s♠♦♦t❤✐♥❣✭f ❀α✮

✽ s∗ =❧♦❝❛❧❴s❡❛r❝❤✭s∗✱f ′✮

✾ α =✉♣❞❛t❡✭α✮
✶✵ ❞♦♥❡

✷✳✽ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

r❛t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥ ✕♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❜❛t❡❛♥✕✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❜❡rr✐r♦ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞❛✱
❛✉rr❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❛♥ ❜❛✐♥♦ ❣✉t①✐❛❣♦ ❧❡✉♥❞✉③✳ ❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦ ❜❡rr✐ ❤♦rr❡❦✐♥ ❡t❛
❛✉rr❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ♦♣t✐♠♦❛r❡❦✐♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛
❤♦rr❡❧❛ ♦♣t✐♠♦ ❜❡rr✐ ❜❛t ❧♦rt③❡♥ ❞❛✳

■t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛③✐♦ ❧❡✉♥t③❡✲♠❛✐❧❛ ❣❡r♦③ ❡t❛ t①✐❦✐❛❣♦❛ ❜✐❤✉rt✉③✱ ❛③❦❡♥ ✐t❡r❛✲
③✐♦❛♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❥❛t♦rr✐③❦♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦
s♦❧✉③✐♦❛ t♦♣❛t③❡❦♦✳

❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ♥♦❧❛ ❧❡✉♥❞✉ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦❛ ❞❛✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱
❦❛s✉ ❣✉③t✐❡t❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦ ❧❡✉♥t③❡✲♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t
❞❡✜♥✐t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳ P❛r❛♠❡tr♦ ❤♦r✐ ❤❛♥❞✐❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❛s❦♦
❧❡✉♥❞✉❦♦ ❞✉❣✉❀ ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ✶ ❞❡♥❡❛♥✱ ❜❡rr✐③✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡③ ❞❛ ❜❛t❡r❡
❛❧❞❛t✉❦♦✳ ❍♦r✐ ❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉③✱ ✷✳✽ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ♠❡t♦❞♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛ ❞❡✜♥✐✲
t✉t❛ ❞❛❣♦✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✳



✷✳✸ ❇✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❤❡❞❛♣❡♥❛❦ ✼✸

✷✳✽ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❚❙P❛♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❡♥ ♠❛✲
tr✐③❡❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉❣✉✳ ▼❛tr✐③❡ ❤♦rr❡t❛♥ ❡❞♦③❡✐♥ ❜✐ ❤✐r✐r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐s✲
t❛♥t③✐❛ ❞❛❣♦ ❥❛s♦t❛✳ ❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❧❡✉♥t③❡❦♦✱ ♠❛tr✐③❡❛ ❤♦r✐ ❡r❛❧❞❛
❞❛✐t❡❦❡✱ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❣✉③t✐❛❦ ❜❛t❡③ ❜❡st❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛r❛ ❤✉r❜✐❧❞✉③✱ ❛❞✐❜✐✲
❞❡③✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ♦♥❞♦❦♦ ♠❛tr✐③❡❛ ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✉❣✉❧❛✿

dij(α) =







d̄+ (dij − d̄)α ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ dij ≥ d̄

d̄− (d̄− dij)
α ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ dij < d̄

✭✷✳✻✮

♥♦♥ d̄ ❞✐st❛♥t③✐❡♥ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛ ❡t❛ dij ❥❛t♦rr✐③❦♦ ♠❛tr✐③❡❛r❡♥ ❡❧❡♠❡♥✲
t✉❛❦ ❞✐r❡♥✳ ❉✐st❛♥t③✐❛ ♠❛tr✐③❡❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✉t❛ ❜❛❞❛❣♦ ✕❞✐st❛♥t③✐❛ ❣✉③✲
t✐❛❦ ✶ ❡❞♦ t①✐❦✐❛❣♦❛❦ ❜❛❞✐r❛❛✕ α ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ♦s♦ ❤❛♥❞✐❛ ❞❡♥❡❛♥ ❞✐st❛♥✲
t③✐❛ ❣✉③t✐❛❦ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛r✐ ❤✉r❜✐❧❞✉❦♦ ③❛✐③❦✐♦✱ 0 ≤ (dij−d̄), (d̄−dij) <
1 ❜❛✐t❛✳ ▼✉t✉rr❡❦♦ ❦❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❛ tr✐❜✐❛❧❛ ❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❛❦
❜❡r❞✐♥❛❦ ❜❛✐t✐r❛✳
■t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛③✐♦ α ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ❣✉t①✐t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ✶ ❜❛❧✐♦r❛ ❤❡❧❞✉ ❛r✲
t❡✳ ●♦✐❦♦ ❡❦✉❛③✐♦❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ α = 1 ❞❡♥❡❛♥ ❞✐st❛♥t③✐❛✲
♠❛tr✐③❡❛ ❥❛t♦rr✐③❦♦❛ ❞❛✳

❛ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞❛✱ ♠❛tr✐③❡❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✉t❛ ❡r❡✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♣t✐♠♦❛ ✭❤❛✉ ❞❛✱
❜❛❧✐♦ ♠✐♥✐♠♦❛ ❞✉❡♥❛✮✱ ❡③ ❞❡❧❛ ❛❧❞❛t③❡♥✳





3
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❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

❆✉rr❡❦♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❡♥ ③❡♥❜❛✐t ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✐❦✉✲
s✐ ❞✐t✉❣✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤❛✉❡❦ ♦s♦ ♣♦rt❛❡r❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❜❛❞✉t❡ ❡③❛✉✲
❣❛rr✐ ❦♦♠✉♥ ❜❛t✿ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ③❡❤❛r✱ ✉♥❡ ♦r♦✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛r ❜❛t ❞✉✲
t❡✱ ❡t❛ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛ ♠✉❣✐t③❡♥ ❞✐r❛✳
❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❛✉❡❦ ♦s♦ ❡❣♦❦✐❛❦ ❞✐r❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛r❡♥ ❡s❦✉❛❧✲
❞❡ ③❡❤❛t③❛❦ ♠♦❞✉ ❡①❤❛✉st✐❜♦❛♥ ❛r❛❦❛t③❡❦♦ ✕❜✐❧❛❦❡t❛ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦✱ ❛❧❡❣✐❛✕
✳ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦③❡❞✉r❛ ❤♦♥❡❦ ❜❛❞✐t✉✱ ♦r❞❡❛✱ ❜❡r❡ ❡r❛❣♦③♣❡♥❛❦✱ ✐③❛♥ ❡r❡✱
❡③ ❞✐t✉ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❦♦ ❡s❦✉❛❧❞❡ ❜❛♥❛♥❞✉❛❦ ❜✐s✐t❛t③❡♥✳ ❍♦rr❡❣❛t✐❦ ❦❛s✉
❣❡❤✐❡♥❡t❛♥ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦❛ ❜✉❧t③❛t③❡❛ ❜❡❤❛rr❡③❦♦❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛✳ ❍♦✲
rr❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❞✐r❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t③✉❦ ❞✐❜❡r✲
ts✐✜❦❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ③❡♥❜❛✐t ❡str❛t❡❣✐❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ t❛❜✉✲❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥
❡♣❡✲❧✉③❡❦♦ ♠❡♠♦r✐❛✳

❑❛♣✐t✉❧✉ ❤♦♥❡t❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛rr❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛❧❞❡ ❜❛t❡✲
r❛ ✉t③✐✱ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛r✐ ❡❦✐♥❣♦ ❞✐♦❣✉✱ ❤♦r✐ ❜❛✐t❛✱ ❤❛✐♥ ❥✉st✉✱
♣♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ✜❧♦s♦✜❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡❦✱ ♣❛✉✲
s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛r ❜❛t ✐③❛♥ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦ ❜❛t❡♥ ❣❛✐♥❡❛♥
❡❣✐t❡♥ ❞✉t❡ ❧❛♥✳ ❚❡st✉✐♥❣✉r✉ ❜❛t③✉❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦ ❤♦rr✐ s♦❧✉③✐♦✲♣♦♣✉❧❛③✐♦
❞❡r✐t③♦ ❡t❛✱ ❤♦rt✐❦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❛✉❡♥ ✐③❡♥❛✳ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❡t❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ③❡❤❛r✱ s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦ ❤♦r✐ ❛❧❞❛t✉③ ❥♦❛♥❣♦ ❞❛
❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❣✐❞❛r✐t③❛♣❡❛♥✱ ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡ ❜❛t ❜❡t❡ ❛rt❡✳

❖r♦ ❤❛r✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❜✐ ♠✉❧t③♦t❛♥ ❜❛♥❛t✉ ❞✐✲
t③❛❦❡❣✉✿ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ❡t❛ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦❛❦✳
▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❦❛t❡❣♦r✐❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦✱ t❡❦♥✐❦❛ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛
❡❜♦❧✉③✐♦♥❛t③❡♥ ❞✉t❡✱ ❤♦rr❡❦ ❣❡r♦③ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ❤♦❜❡❛❦ ✐③❛♥ ❞✐t③❛♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡r✐❦
❡③❛❣✉♥❡♥❛❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ❞✐r❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ♠♦t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦✱ ❜❡rr✐③✱
③❡♥❜❛✐t ❛♥✐♠❛❧✐❛❦ ❞✉t❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❦♦❧❡❦t✐❜♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❍♦r✐ ❛❞✐❜✐❞❡✲
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r✐❦ ❡③❛❣✉♥❡♥❛ ✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞✐r❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ♠♦t❛ ❤♦♥❡❦ ✐♠✐✲
t❛t③❡♥ ❞✉ ✐♥✉rr✐❡❦ ❥❛♥❛r✐❛r❡♥ ❡t❛ ✐♥✉rr✐t❡❣✐❛r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛r✐❦ ♠♦t③❡♥❛
t♦♣❛t③❡❦♦ ❞❛r❛❜✐❧t❡♥ ♠❡❦❛♥✐s♠♦❛✳

❑❛♣✐t✉❧✉❛ ❜✐ ③❛t✐t❛♥ ❜❛♥❛t✉r✐❦ ❞❛❣♦✱ ❜❛❦♦✐t③❛ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦
❛❧❣♦r✐t♠♦ ♠♦t❛ ❜❛t✐ ❡s❦❛✐♥✐❛✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ③❛t✐❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❡♥ ❡s❦❡✲
♠❛ ♦r♦❦♦rr❛ ✐❦✉s✐ ♦♥❞♦r❡♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ❬✶✾❪ ❡t❛ ❊❉❆❦ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✮ ❬✷✹✱ ✷✻❪ ❛✉r❦❡③t✉❦♦ ❞✐r❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ③❛t✐❛♥✱ s✇❛r♠
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❬✻❪ ❛r❧♦❛♥ ♣r♦♣♦s❛t✉r✐❦♦ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❡t❛ P❛rt✐❝❧❡
❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐r❛✳

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦

✶✽✺✾✳ ✉rt❡❛♥ ❈❤❛r❧❡s ❘✳ ❉❛r✇✐♥❡❦ ❖♥ t❤❡ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝✐❡s ❜② ▼❡❛♥s ♦❢
◆❛t✉r❛❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❛✈♦✉r❡❞ ❘❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❙tr✉❣❣❧❡ ❢♦r
▲✐❢❡ ❧✐❜✉r✉❛ ❛r❣✐t❛r❛t✉ ③✉❡♥✳ ❚✐t✉❧✉❛❦ ❜❡r❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❧✐❜✉r✉
❤♦rr❡t❛♥ ❉❛r✇✐♥❡❦ ❤❛✉t❡s♣❡♥ ♥❛t✉r❛❧❛r❡♥ t❡♦r✐❛ ❛✉r❦❡③t✉ ③✉❡♥✳

❊❜♦❧✉③✐♦❛r❡♥ t❡♦r✐❛❦ ❞✐♦❡♥❡③✱ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐t✐❦ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐r❛ ③❡♥❜❛✐t ♠❡❦❛✲
♥✐s♠♦r❡♥ ❜✐❞❡③ ✕♠✉t❛③✐♦❛❦✱ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✕ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞✐r❛ ❡s♣❡✲
③✐❡❡t❛♥✳ ❆❧❞❛❦❡t❛ ❤♦r✐❡t❛❦♦ ❜❛t③✉❡✐ ❡s❦❡r ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❛❦ ❤♦❜❡t♦ ❡❣♦❦✐t③❡♥ ❞✐r❛
❤❛✐❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡r❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ❜✐③✐r✐❦ ♠❛♥t❡♥t③❡❦♦ ❡t❛✱ ❜❛t❡③ ❡r❡✱ ✉❣❛❧t③❡❦♦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ♥♦s❦✐✱ ❛❧❞❛❦❡t❛ ❜❛t③✉❦ ❦❛❧t❡❣❛✲
rr✐❛❦ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡③❦❡✱ ❜✐③✐t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛❦ ♠✉rr✐③t❡♥ ❜❛✐t✐t✉③t❡✳ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③
❛✐♣❛t✉t❛❦♦ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❤❡r❡❞❛t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❡❧❛✱ ❡③❛✉❣❛rr✐ ♦♥❛❦ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐③ ❜❡✲
❧❛✉♥❛❧❞✐ ♠❛♥t❡♥t③❡♥ ❞✐r❛❀ ❦❛❧t❡❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❡♥❡❦✱ ♦r❞❡r❛✱ ❣❛❧t③❡❦♦ ❥♦❡r❛ ✐③❛t❡♥
❞✉t❡✳ Pr♦③❡s✉ ❤♦rr❡♥ ❜✐❞❡③✱ ❡s♣❡③✐❡❛❦ ❤❛✐❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡r❛ ❣❡r♦③ ❡t❛ ❤♦❜❡t♦ ❡❣♦✲
❦✐t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✳

❍✐r✉r♦❣❡✐❦♦ ❤❛♠❛r❦❛❞❛♥✱ ✐❦❡rt③❛✐❧❡❡❦ ❉❛r✇✐♥❡♥ ❧❛♥❛ ✐♥s♣✐r❛③✐♦t③❛t ❤❛rt✉
③✉t❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦♦❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦✱ ❡t❛✱ ❣❡r♦③t✐❦✱ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦
❡❜♦❧✉t✐❜♦❛ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦ ③✐❡♥t③✐❡♥ ❛r❧♦ ❜❡r❡✐③✐❛ ❜✐❧❛❦❛t✉ ❞❛✳ ❆t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ❜✐
❛❧❣♦r✐t♠♦ ♠♦t❛ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦ ❦❧❛s✐❦♦❛❦ ❬✶✾❪ ❡t❛ ❊❉❆❦
✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✮ ❬✷✹✱ ✷✻❪✳

❉✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦ ❣✉③t✐❡❦ ✸✳✶ ✐r✉❞✐❦♦ ❡s❦❡♠❛
♦r♦❦♦rr❛ ❜❡t❡t③❡♥ ❞✉t❡✳ ❊s❦❡♠❛ ♦r♦❦♦r ❤♦rr❡t❛♥✱ ❜✐ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❞✐r❛ ❣✐❧t③❛✲
rr✐❛❦✿ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡♥ s♦r❦✉♥t③❛ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❤❛✉t❡s♣❡♥❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥
❛❜✐❛✲♣✉♥t✉❛ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛❀ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ❤❛s✐③✱ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦❛ ❜❡❣✐③t❛ ♥❛❣✉s✐❛♥ s❛rt③❡♥ ❞❛✱ ♥♦♥ ❜✐ ♣❛✉s♦ t①❛♥❞❛❦❛t③❡♥ ❞✐r❡♥✳ ▲❡❤❡✲
♥✐❦✱ ✉♥❡❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ❛❜✐❛t✉③✱ s♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦ ❜❡rr✐ ❜❛t s♦rt✉❦♦
❞❛✳ ❖♥❞♦r❡♥✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐ ❤♦r✐❡❦ ❡t❛ ✉♥❡❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❦♦♥t✉❛♥
❤❛rt✉③✱ ♥❛t✉r❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐❛r❛ ♣❛s❛t③❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❛✉❦❡✲
r❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ ❜❡rr✐ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦❛ ❜✉❦❛t✉t③❛t
❡♠❛♥❣♦ ❞❛✱ ❦♦♥❜❡r❣❡♥t③✐❛ ❡❞♦ ✐t❡r❛③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛r✐ ❧♦t✉r✐❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡ ❦♦♥❦r❡t✉
❜❛t③✉❦ ❜❡t❡t③❡♥ ❞✐r❡♥❡❛♥✳



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✼✼

✸✳✶ ✐r✉❞✐❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❡♥ ❡s❦❡♠❛ ♦r♦❦♦rr❛

❍✉rr❡♥❣♦ ❛t❛❧❡❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♦r♦❦♦r ❤♦♥❡♥ ✉rr❛ts❛❦ s❛❦♦♥❛❣♦ ❛③t❡rt✉❦♦
❞✐t✉❣✉✳ ❍❛st❡❦♦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦ ❣✉③t✐❡t❛♥ ❦♦♠✉♥❛❦ ❞✐r❡♥ ♣❛✉s♦❛❦ ❛③❛❧✲
❞✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❛✉rr❡r❛❣♦✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡③❜❡r❞✐♥❡♥ ①❡❤❡t❛s✉♥❡t❛♥ ❥❛rr✐❦♦
❞✉❣✉ ❛rr❡t❛✳

❯rr❛ts ♦r♦❦♦rr❛❦

❊s❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❛t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦ ❣✉③t✐❡❦ ❦♦♠✉♥❡❛♥ ❞✐t✉③t❡♥
✉rr❛ts❛❦ ❛③❛❧❞✉❦♦ ❞✐r❛ ❜❛♥❛♥ ❜❛♥❛♥✱ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❡♥ ❛❞✐❜✐✲
❞❡❡❦✐♥ ❧❛❣✉♥❞✉r✐❦✳

P♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛

◆❛❤✐③ ❡t❛ ❛s❦♦t❛♥ ❣❛rr❛♥t③✐ ❣✉t①✐ ❡♠❛♥✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ ❞❛ ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦❛r❡♥ ❛❜✐❛♣✉♥t✉❛ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❜❡r❛r❡♥ s♦r❦✉♥t③❛ ♦s♦ ♣❛✉s♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛
❞❛✱ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛t❡♥ ❜❛✐t✉ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❛③❦❡♥ ❡♠❛✐t③❡❛♥✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ①❡❞❡❛ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ t♦♣❛t③❡❛ ❞❡♥❡③✱ ♣❡♥ts❛ ❞❡③❛❦❡❣✉ ❤❛s✐❡r❛❦♦
♣♦♣✉❧❛③✐♦ ♦♥ ❜❛t❡❦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❡③ ♦s❛t✉t❛ ❡❣♦♥ ❜❡❤❛r ❞✉❡❧❛❀ ❛❧❛❜❛✐♥❛✱ s♦❧✉③✐♦❡♥
❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ❤❛✐❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛ ❜❡③❛✐♥ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛✳ P♦♣✉❧❛③✐♦❛ ❛♥t③❡❦♦❛❦
❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❡③ ♦s❛t✉t❛ ❜❛❞❛❣♦✱ ♦r❞✉❛♥ ❤♦rr❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ♦s♦ ③❛✐❧❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱
❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛③❦❛rr❡❣✐ ❦♦♥❜❡r❣✐t✉ ❞❡③❛❦❡ ♦♣t✐♠♦❛ ❡③ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛✳

❍♦rt❛③✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ s♦rt③❡❛♥ ❜✐ ❛❧❞❡r❞✐ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉ ❦♦♥✲
t✉❛♥✿ ❦❛❧✐t❛t❡❛ ❡t❛ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛✳ ❑❛s✉ ❣❡❤✐❡♥❡t❛♥ ③♦r✐③❦♦ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❡r❛✲
❜✐❧t③❡♥ ❞❛ ❧❡❤❡♥ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ s♦rt③❡❦♦❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡♥ ❞✐r❛



✼✽ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ ♦s❛t✉ ❛rt❡✳ ❊str❛t❡❣✐❛ ❤♦r✐ ❡r❛❜✐❧✐③ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡ ❤❛♥❞✐❦♦ ♣♦♣✉❧❛✲
③✐♦❛ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ❦❛❧✐t❛t❡❛ ❡③ ❞❛ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥❣♦✳

❩♦r✐③❦♦ ❧❛❣✐♥❦❡t❛❦ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❜❡r♠❛t✉ ♥❛❤✐
❜❛❞❛✱ ✧s❛s✐③♦r✐③❦♦✧❞❡r✐t③❡♥ ♣r♦③❡❞✉r❛❦ ❡①✐st✐t③❡♥ ❞✐r❛✳ ▼❡t♦❞♦ ❤♦r✐❡❦✱ ♣♦♣✉✲
❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ♠❛①✐♠✐③❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❍♦rr❡♥ ❛❞✐❜✐✲
❞❡ ❞❛ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦ s❡❦✉❡♥t③✐❛❧❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦♥❡❦✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥
s❛rt③❡♥ ❞✐t✉ ♣♦♣✉❧❛③✐♦r❛✱ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❛ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ ❣✉③t✐❡♥ ❞✐st❛♥t③✐❛
♠✐♥✐♠♦ ❜❛t❡r❛ ❜❛❞❛❣♦✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ♠♦❞✉❛♥✱ ❞❡♠❛❣✉♥ ✷✺ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❜❡❦t♦r❡
❜✐t❛rr❡♥ ✶✵ s♦❧✉③✐♦❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ ❜❛t s♦rt✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✳ ❉✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ❜❡r♠❛✲
t③❡❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♠✐♥✐♠♦❛❦ ✶✵ ✐③❛♥
❜❡❤❛r ❞✉❡❧❛ ❡③❛rr✐❦♦ ❞✉❣✉✳

❏❛rr❛✐❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❦♦❞❡❛❦ ❤♦rr❡❧❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ s♦rt③❡♥ ❞✐t✉✳ ▲❡❤❡♥✐❦✱
❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♥❡✉rt③❡❦♦ ❡t❛ ③♦r✐③❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❢✉♥✲
t③✐♦❛❦ ❞❡✜♥✐t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✿

> hammDistance <- function (v1, v2) {

+ d <- sum(v1 != v2)

+ return(d)

+ }

>

> createRndBinary <- function(n) {

+ return (runif(n) > 0.5)

+ }

●❡r♦✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③♦r✐③ s♦rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♠✐♥✐♠♦❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛
❜❡t❡ ❡③❡❛♥✱ ❞❡✉s❡③t❛t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✐t✉❣✉❀ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❡rr❡♣✐❦❛t✉ ❡❣✐♥❣♦ ❞❛ ♥❛❤✐
❞✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ❧♦rt✉ ❛rt❡✳

> sol.size <- 25

> pop.size <- 10

> min.distance <- 10

> population <- list(createRndBinary(sol.size))

> while (length(population) < pop.size) {

+ new.sol <- createRndBinary(sol.size)

+ distances <- lapply(population,

+ FUN=function(x) {

+ return(hammDistance (x, new.sol))

+ })

+ if (min(unlist(distances)) <= min.distance) {

+ population[[length(population) + 1]] <- new.sol

+ }

+ }

❩❡♥❜❛✐t ❦❛s✉t❛♥✱ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❤❛✉ ❡③ ❞❛ ❜❛t❡r❡ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❛✱ ③❡♥❜❛✐t ❦❛s✉t❛♥
s♦❧✉③✐♦ ❛s❦♦ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r ✐③❛t❡♥ ❜❛✐t✐r❛ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ ♦s❛t✉ ❛rt❡✳ ❊r❛❣♦③♣❡♥
❤♦rr✐ ❛✉rr❡ ❡❣✐t❡❦♦ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦ ♣❛r❛❧❡❧♦❛ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③❡♥✳ ❚❡❦♥✐❦❛ ❤♦rr❡❦
❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ③❛t✐t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✉ ❡s❦✉❛❧❞❡ ❜❛❦♦✐t③❡t✐❦ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t
❡r❛✉③✐③✳ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞❛ ❛③❦❡♥ t❡❦♥✐❦❛ ❤❛✉ ❡③✐♥ ❞❡❧❛ ❜❡t✐ ❛♣❧✐❦❛t✉✳
❇✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛ ❜✐t❛rr❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ❡③ ❞❛❣♦ ❡r❛❣♦③♣❡♥ ♥❛❜❛r♠❡♥✐❦❀ ❜✐❧❛❦❡t❛✲
❡s♣❛③✐♦❛ ♣❡r♠✉t❛③✐♦③ ♦s❛t✉r✐❦♦❛ ❞❡♥❡❛♥ ♦r❞❡❛✱ ❡s❦✉❛❧❞❡❛❦ ❜✐❧❛t③❡❛ ❡③ ❞❛ tr✐✲



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✼✾

❜✐❛❧❛✳ ❙♦❧✉③✐♦❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥❡③✱ ❛s❦♦t❛♥ ❞✐❜❡rts✐✜❦❛③✐♦✲t❡❦♥✐❦❡❦ ❦❛❧✐✲
t❛t❡ ♦♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❛ ❣❛❧❛r❛③t❡♥ ❞✉t❡✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❤❡✉✲
r✐st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛ ♦❤✐❦♦❡♥❛✳ ❊r❛ s✐♥♣❧❡ ❜❛t ❞❛ ●❘❆❙P ❛❧❣♦r✐t♠♦❡✲
t❛♥ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ♣r♦③❡❞✉r❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛✳ ❖♥❞♦✲
❦♦ ❧❡rr♦❡t❛♥ ❇❛✈❛r✐❛❦♦ ❤✐r✐❡♥ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t ✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉✳
▲❡❤❡♥✐❦✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❦❛r❣❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> url <- system.file("bays29.xml.zip", package="metaheuR")

> cost.matrix <- tsplibParser(url)

❖r❛✐♥✱ tspGreedy ❢✉♥t③✐♦❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛✱ ③♦r✐③❦♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ s♦rt③❡❦♦
❢✉♥t③✐♦ ❜❛t ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✉❣✉✳

> createRndSolution <- function(cl.size=5) {

+ tspGreedy(cmatrix=cost.matrix, cl.size=cl.size)

+ }

❆✉rr❡❦♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❡t❛♥ ❛③❛❧❞✉ ❜❡③❛❧❛✱ tspGreedy ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❚❙Pr❛❦♦ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡ ❜❛t ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉❀ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ✉♥❡❦♦ ❤✐r✐t✐❦
③❡✐♥ ❤✐r✐t❛r❛ ♠✉❣✐t✉❦♦ ❣❛r❡♥ ❡r❛❜❛❦✐t③❡♥ ❞❛✱ ❣❡rt✉❡♥ ❞❛✉❞❡♥ cl.size ❤✐r✐❡✲
t❛t✐❦ ✕✺✱ ❣✉r❡ ❦❛s✉❛♥✕ ❜❛t ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t✉③✳ ❍♦rr❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉③✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛
s♦rt③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❤❛✉ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

> pop.size <- 25

> population <- lapply(1:pop.size,

+ FUN=function(x) {

+ return(createRndSolution())

+ })

❍❛✉t❛❣❛✐❡♥ ③❡rr❡♥❞❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛r✐ ✭cl.size✮ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛r❡♥
❜❛❧✐♦❛ ❡③❛rt③❡♥ ❜❛❞✐♦❣✉✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ❛✉❦❡r❛ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ❜❛t ③♦r✐③ ❤❛rt✉✲
❦♦ ❞✉❣✉❀ ❤♦ts✱ ❣✉③t✐③ ③♦r✐③❦♦❛❦ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❆③❦❡♥ ❛✉❦❡r❛
❤♦rr❡❦✐♥✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛ ❣♦✐❦♦ ❦♦❞❡❛r❡❦✐♥ ❧♦rt✉t❛❦♦❛ ❜❛✐♥♦ ♦❦❡rr❛✲
❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✿

> rnd.population <- lapply (1:pop.size,

+ FUN=function(x) {

+ cls <- ncol(cost.matrix)

+ sol <- createRndSolution(cl.size=cls)

+ return(sol)

+ })

> tsp <- tspProblem(cost.matrix)

> eval.heur <- unlist(lapply(population, FUN=tsp$evaluate))

> eval.rnd <- unlist(lapply(rnd.population, FUN=tsp$evaluate))

❇✐ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛❦ ❜♦①♣❧♦t ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❧❞❡r❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✿

> df <- rbind(data.frame(Method="Heuristic",

+ Evaluation=eval.heur),

+ data.frame(Method="Random",

+ Evaluation=eval.rnd))



✽✵ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦
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✸✳✷ ✐r✉❞✐❛✳ ❩♦r✐③❦♦ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛r❡♥ ❡t❛ ❤❛s✐❡r❛❦❡t❛ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❦♦♥♣❛r❛❦❡✲
t❛✳ ❨ ❛r❞❛t③❛❦ ♠❡t♦❞♦ ❜❛❦♦✐t③❛r❡❦✐♥ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ✜t♥❡ss❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉✳

> ggplot(df, aes(x=Method, y=Evaluation)) +

+ geom_boxplot() + thm.bh

✸✳✷ ✐r✉❞✐❛❦ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐t✉✳ ❍❡❧❜✉r✉❛ ♠✐♥✐♠✐③❛③✐♦❛ ❞❡❧❛
❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉t❛✱ ❛r❣✐ ❡t❛ ❣❛r❜✐ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③ s♦rt✉t❛❦♦
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❤♦❜❡❛❦ ❞✐r❡❧❛✳

❙♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ♠❡t♦❞♦❛❦ ❡③ ❡③✐❦✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛❦ ❡r❡ ❜❛❞✉
❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ❛③❦❡♥ ❡♠❛✐t③❛♥✱ ❡t❛ ❤♦r✐ ❡r❡ ❡❣♦❦✐t✉ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❣❛✲
rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❞❛r❛❜✐❧t③❛♥ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ t①✐❦✐❡❣✐❛❦ ❜❛❞✐r❛✱ ❞✐✲
❜❡rts✐t❛t❡❛ ♠❛♥t❡♥t③❡❛ ♦s♦ ③❛✐❧❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐ ❣✉t①✐t❛♥
❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❦♦♥❜❡r❣✐t✉ ❡❣✐♥❣♦ ❞✉✱ ③✐✉rr❡♥✐❦ ♦♣t✐♠♦❛ ❡③ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛✳
❇❡st❛❧❞❡✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ ❤❛♥❞✐❡❣✐❛❦ ❜❛❞✐r❛✱ ❦♦♥❜❡r❣❡♥t③✐❛✲❛❜✐❛❞✉r❛ ♠♦t❡❧❛❣♦❛
✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ❦♦st✉ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❛ ❡r❡ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❜✐❧❛❦❛t✉❦♦ ❞❛
✭✸✳✺ ✐r✉❞✐❛♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❤♦♥❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t ✐❧✉str❛t③❡♥ ❞❛✮✳ ❍♦rr❡♥❜❡st❡③✱ ❡③ ❞❛❣♦
✐r✐③♣✐❞❡ ✜♥❦♦r✐❦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❡③❛rt③❡❦♦✱ ❡t❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛❦♦✐t③❡r❛❦♦
❜❛❧✐♦ ❡❣♦❦✐ ❜❛t ❜✐❧❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞❛✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ✐r✐③♣✐❞❡ ♦r♦❦♦r ❣✐s❛ ❡s❛♥ ❞❡③❛✲
❦❡❣✉ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ ❛③❦❛r ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥ ❜❛❞✉ ✕❤♦ts✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛
❛③❦❛r t①✐❦✐t③❡♥ ❜❛❞❛✕✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦❜❡❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ♠♦❞✉❛ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛
❤❛♥❞✐t③❡❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡❡❧❛✳

❍❛✉t❡s♣❡♥❛

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❤❛✉t❡s♣❡♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ s❡❣✉r❛s❦✐ ✉rr❛ts✐❦
❣❛rr❛♥t③✐s✉❡♥❛✱ ❤♦rr❡❦ ❦♦♥tr♦❧❛t③❡♥ ❜❛✐t✉ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛✳ ❖r♦❦♦✲
rr❡❛♥✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛♥ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛❦ ❤❛✉t❛t③❡❛ ❞❛ ❣❡❤✐❡♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞❡♥ ❤❛✉t❡s♣❡♥✲✐r✐③♣✐❞❡❛✿ ❤❛✉t❡s♣❡♥ ✓❡❧✐t✐st❛✔ ✡❆❧❛❜❛✐♥❛✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❛✉❦❡r❛✲
t③❡❛ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❜❛❞❛ ❡r❡✱ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ♠❛♥t❡♥t③❡❛rr❡♥✱ t❛rt❡❦❛ s♦❧✉③✐♦ ❡③
❤❛✐♥ ♦♥❛❦ s❛rt③❡❛ ❡r❡ ❦♦♠❡♥✐❣❛rr✐❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛✳ ❚❡❦♥✐❦❛ ❤♦r✐ ③✉③❡♥❡❛♥ ❛♣❧✐❦❛t✉



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✽✶

✸✳✸ ✐r✉❞✐❛✳ ❊rr✉❧❡t❛✲❤❛✉t❡s♣❡♥❛✳ ■♥❞✐❜✐❞✉♦ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❡rr✉❧❡t❛r❡♥ ③❛t✐❛ ❜❡r❡ ❡❜❛✲
❧✉❛③✐♦❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛ ❞❛✳ ❊rr✉❧❡t❛r✐ ❡r❛❣✐t❡♥ ③❛✐♦♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❜❛t
❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❛✱ ❜❡r❡ ✜t♥❡ss❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛ ❞❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛r❡❦✐♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡❛♥✱
✷✳ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❛ ❞❛ ❤❛✉t❛t✉ ❞❡♥❛✳

❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❛rr❡♥✱ ❜❛❞❛✉❞❡ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛✲♠❡t♦❞♦ ❡❣♦❦✐❛❣♦ ❜❛t③✉❦ s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❛❦
❡str❛t❡❣✐❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥❛❦✳

❊rr✉❧❡t❛✲❤❛✉t❡s♣❡♥❛✱ ✭❘♦✉❧❡tt❡ ❲❤❡❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✮ ❞❡r✐t③♦♥ ❡str❛✲
t❡❣✐❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡rr✉❧❡t❛ ❜❛t❡❛♥ ❦♦❦❛t③❡♥ ❞✐r❛❀ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❜❡r❡ ❡❜❛✲
❧✉❛③✐♦❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛ ❞❡♥ ❡rr✉❧❡t❛r❡♥ ③❛t✐ ❜❛t ❡s❧❡✐t✉❦♦ ③❛✐♦✳ ❍♦r✐ ❤♦✲
rr❡❧❛✱ ✸✳✸ ✐r✉❞✐❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❡rr✉❧❡t❛ ❥❛✉rt✐t③❡♥ ❞❡♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥
✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❜❛t ❤❛✉t❛t③❡♥ ❞❛✳ ❍❛✉t❛t✉❛ ✐③❛t❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❡rr✉❧❡t❛ ③❛t✐❛✲
r❡♥ t❛♠❛✐♥❛r❡❦✐❦♦ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦♣♦rt③✐♦♥❛❧❛
❞❛✳ ■♥❞✐❜✐❞✉♦ ❜❛t ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ❜❡❤❛r ❛❞✐♥❛
❡rr✉❧❡t❛✲❥❛✉rt✐❦❡t❛ ❡❣✐♥ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

❆③❦❡♥✐❦✱ ❡s❛♥ ❜❡❤❛rr❛ ❞❛❣♦ ✜t♥❡ss❛r❡♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡❛ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❡t❛✱ ❜❛✲
t❡③ ❡r❡✱ ✐♥st❛♥t③✐❡♥ ❛r❛❜❡r❛❦♦❛ ❞❡❧❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❡rr✉❧❡t❛ ❜❛♥❛t③❡❦♦ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❜❛❞✐✲
r❛✱ ♦s♦ ❞✐str✐❜✉③✐♦ ❡rr❛❞✐❦❛❧❛❦ ✐③❛♥ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❆r❛③♦ ❤♦r✐ ❡❦✐❞✐t❡❦♦✱ ❤❡❧❜✉r✉✲
❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ③✉③❡♥❡❛♥ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ r❛♥❦✐♥❣❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐✲
t❡❦❡✳

❇❡st❡ ❤❛✉t❡s♣❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦ ♠♦t❛ ❜❛t ❧❡❤✐❛❦❡t❛✲❤❛✉t❡s♣❡♥❛ ❞❛✳ ❊str❛t❡✲
❣✐❛ ❤♦rr❡❦✐♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❜✐ ♣❛✉s♦t❛♥ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ✉rr❛ts❡❛♥
✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❛✱ ❣✉③t✐③ ③♦r✐③ ✭❡❜❛❧✉❛③✐♦❛
❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❛r✐❦✮✳ ❖♥❞♦r❡♥✱ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❤♦rr❡t❛t✐❦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❤❛✉✲
t❛t③❡♥ ❞✉❣✉✳ ❆③♣✐♠✉❧t③♦❡♥ ❡r❛❦❡t❛ ③♦r✐ ❤✉ts❡③ ❡❣✐t❡♥ ❞❡♥❡③✱ ❤♦r✐❡t❛❦♦ ❜❛t③✉❦
♦s♦ s♦❧✉③✐♦ t①❛rr❡③ ♦s❛t✉t❛ ❡❣♦♥ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❑❛s✉ ❤♦r✐❡t❛♥✱ ♥❛❤✐③ ❡t❛ ♦♥❡♥❛ ❛✉✲
❦❡r❛t✉✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ ❜❡rr✐r❛❦♦ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❛ ❡③ ❞❛ ♦♥❛ ✐③❛♥❣♦✱ ❡t❛✱
❤♦rr❡♥❜❡st❡③✱ s♦❧✉③✐♦ ♦♥ ❡t❛ t①❛rr❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❛❤❛❧❜✐❞❡t③❡♥ ❞✉ ❤❛✉t❡s♣❡♥
♠❡t♦❞♦ ❤♦♥❡❦✳



✽✷ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

●❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡❛❦

▲❡❤❡♥ ❛♣✐❛t✉ ❜❡③❛❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❡♥ ❜❡❣✐③t❛ ♥❛❣✉s✐❛ ❛♠❛✐❣❛❜❡❛ ❞❛✱
❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❣❡❧❞✐t③❡❦♦ ✐r✐③♣✐❞❡r❡♥ ❜❛t ❡③❛rr✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❣❡❧❞✐t③❡❦♦✳
❍✉r❜✐❧❦❡t❛r✐❦ s✐♥♣❧❡❡♥❛ ✐r✐③♣✐❞❡ ❡st❛t✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛✱ ❤❛❧❛ ♥♦❧❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲
r❛❦♦ ❞❡♥❜♦r❛ ♠❛①✐♠♦❛ ❡③❛rt③❡❛✱ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛❦ ♠✉❣❛t③❡❛✱ ❡t❛❜✳

■r✐③♣✐❞❡ ❡st❛t✐❦♦❡③ ❣❛✐♥✱ ❡❜♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ♣r♦③❡s✉❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t③❡♥ ❞✐♦t❡♥ ✐r✐③✲
♣✐❞❡ ❞✐♥❛♠✐❦♦❛❦ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❇❡❧❛✉♥❛❧❞✐③ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛♥ ❞❛✉✲
❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❣❡r♦③ ❡t❛ ❤♦❜❡❛❦ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ❛❧❞✐ ❜❡r❡❛♥✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❞✐❜❡rts✐✲
t❛t❡❛ ♠✉rr✐③t❡♥ ❞❛✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛ ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡❦♦ ❥♦❡r❛ ✐③❛♥✐❦✳ ●❛✉③❛❦ ❤♦rr❡❧❛✱
♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞❛✳

❉✐❜❡rts✐t❛t❡❛ s♦❧✉③✐♦❡✐ ③❡✐♥ ❤❛✐❡♥ ✜t♥❡ss❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉③ ♥❡✉r ❞❛✐t❡❦❡✳ ❊s❛t❡
❜❛t❡r❛❦♦✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♥❡✉rt③❡r✐❦ ❜❛❞❛❣♦✱ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❡♥ ❛rt❡❦♦
❜❛t❡③ ❜❡st❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ♠✐♥✐♠♦ ❜❛t ❡③❛r ❞❡③❛❦❡❣✉ ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡ ❣✐s❛✳

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ❬✶✾❪ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❡③❛❣✉♥❡♥❛❦ ❡t❛ ❡rr❡✲
❢❡r❡♥t③✐❛t✉❡♥❛❦ ❞✐r❛✳ ◆❛t✉r❛♥ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❡♥ ❡s♣❡③✐❡❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ✐♠✐t❛t✉③✱
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡♥ ♦s❛❣❛✐❛❦ ♥❛t✉r❛❦♦ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❤♦rr❡♥ ❤❛r✐r❛ ❞❡✜♥✐t③❡♥
❞✐r❛✿

❼ ❊s♣❡③✐❡ ❜❛t❡❦♦ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❛❦ ❂ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦
❼ ■♥❞✐❜✐❞✉♦❡♥ ❡❣♦❦✐t❛s✉♥❛ ✭✜t♥❡ss❛✱ ❛❧❡❣✐❛✮ ❂ ❙♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛
❼ ❊s♣❡③✐❡❛r❡♥ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛ ❂ ❙♦❧✉③✐♦ ♠✉❧t③♦❛✴♣♦♣✉❧❛③✐♦❛
❼ ❯❣❛❧❦❡t❛ ❂ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡♥ s♦r❦✉♥t③❛

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❡str❛t❡❣✐❛❦ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥
♥❛t✉r❛❦♦ ✐♥❞✐❜✐❞✉❡♥ ✉❣❛❧❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉❦♦ ❣❛r❛✳ ❯❣❛❧❦❡t❛ ♣r♦③❡✲
s✉❛r❡♥ ①❡❞❡❛ ③❡♥❜❛✐t ✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❡♠❛♥❞❛ ✕❜✐✱ ❣❡❤✐❡♥❡t❛♥✕✱ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❜❡rr✐❛❦
s♦rt③❡❛ ❞❛✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛ ♣r♦③❡s✉ ❤♦r✐ ❜✐ ♣❛✉s♦t❛♥ ❜❛♥❛t③❡❛ ❞❛✿ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❣✉r✉✲
t③❛t③❡❛ ❡t❛ ♠✉t❛t③❡❛✳ ▲❡❤❡♥❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❣✉r❛s♦✲s♦❧✉③✐♦❡❦ ❞✐t✉③t❡♥ ❡③❛✉❣❛✲
rr✐❛❦ ✭❣❡♥❡❛❦✮ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡✐ ♣❛s❛t③❡❛ ❞❛✱ ❡s♣❡③✐❡❡♥ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛♥ ❥❛s♦t③❡♥
❞❡♥ ❜❡③❛❧❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥❛r❡♥❛✱ ❜❡rr✐③✱ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡✐✱ s❡♠❡❡✐✱ ❡③❛✉❣❛✲
rr✐ ❜❡rr✐❛❦ ❡r❛♥st❡❛ ❞❛✳ ❏❛rr❛✐❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❜✐ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦r✐❡❦
❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

●✉r✉t③❛❦❡t❛

❇✐ s♦❧✉③✐♦ ✕❡❞♦ ❣❡❤✐❛❣♦✕ ❣✉r✉t③❛t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥ ❡✉r❡♥ ♣r♦♣✐❡t❛t❡❛❦ s♦rt✉✲
t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❡✐ tr❛♥s♠✐t✐t③❡❛ ❞❛ ❤❡❧❜✉r✉❛✳ ❖♣t✐♠✐③❛③✐♦ ❛r❧♦❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❡♥
❛rt❡❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛❦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛✲♦♣❡r❛❞♦r❡✲❡♥ ✕❝r♦ss♦✈❡r✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❜✐❞❡③



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✽✸

✸✳✹ ✐r✉❞✐❛✳ ●✉r✉t③❛❦❡t❛✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ❜✐❞❡③❦♦ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡❦✐♥ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦

❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛✳ ❖♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦r✐❡❦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛r❡❦✐♥ ❞✐❤❛r❞✉t❡✱ ❡t❛✱ ❜❡✲
r❛③✱ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ③❡❤❛t③ ❜❛t ❤❛✉t❛t③❡❛♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♥♦❧❛ ❛❞✐❡r❛t③❡♥
❞✐t✉❣✉♥ ❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳

❇❛❞❛✉❞❡ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❦❧❛s✐❦♦❡❦✐♥ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡❡♥ ③❡♥❜❛✐t ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❣✉r✉t③❛✲
❦❡t❛✲♦♣❡r❛❞♦r❡✳ ❊③❛❣✉♥❡♥❛ ♣✉♥t✉ ❜❛❦❛rr❡❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ✕♦♥❡✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✲
✈❡r✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❞❡r✐t③♦♥❛ ❞❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥
❞✐t✉❣✉❧❛✳ ❇✐ s♦❧✉③✐♦✴❣✉r❛s♦✱ s1 ❡t❛ s2 ✐③❛♥✐❦✱ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦rr❡❦ ❜✐ s♦❧✉③✐♦ ❜❡✲
rr✐✴s❡♠❡ s♦rt③❡♥ ❞✐t✉ ✭✸✳✹ ✐r✉❞✐❛♥ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦r✐❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t ✐❧✉str❛t③❡♥
❞❛✮✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❧❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ③♦r✐③❦♦ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛t✱ i✱ ❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛✳
❍❛✉ ❡❣✐♥ ❛❤❛❧❛✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛ s1 s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ i ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦
❡t❛ s2 s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❣❛✐♥♦♥t③❡❦♦❛❦ ✭i+1✲t✐❦ ❛✉rr❡r❛❦♦❛❦✮ ❦♦♣✐❛t✉③ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳
❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❜✐❣❛rr❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛ s2✲t✐❦ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ i ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❡t❛ s1✲❡t✐❦
i+1 ♣♦s✐③✐♦t✐❦ ❛✉rr❡r❛❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❦♦♣✐❛t✉③ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ✸✳✹ ✐r✉❞✐❛r❡♥ ❡③✲
❦❡rr❛❧❞❡❛♥✱ ♣✉♥t✉ ❜❛❦❛rr❡❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ✭♦♥❡✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r✮ ♦♣❡r❛③✐♦❛r❡♥
❛♣❧✐❦❛③✐♦❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❡s❦✉✐♥❛❧❞❡❛♥ ♦♣❡r❛❞♦r❡
❤♦r✐ ♥♦❧❛ ♦r♦❦♦rt✉ ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✱ ♣✉♥t✉ ❜❛❦❛r ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥
❜✐✱ ❤✐r✉✱ ❡t❛❜✳ ♣✉♥t✉ ❡r❛❜✐❧✐③✳

❆③❦❡♥ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ♦r♦❦♦rr❛❣♦ ❤♦rr✐ ❦✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r ❞❡r✐t③♦ ❡t❛♠❡t❛❤❡✉❘
❧✐❜✉r✉t❡❣✐❦♦ kPointCrossover ❢✉♥t③✐♦❛♥ ❞❛❣♦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦✳ ■❦✉s ❞✐t③❛✲
❣✉♥ ❜❡r❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t③✉❦✿

> A.sol <- rep("A", 10)

> B.sol <- rep("B", 10)

> A.sol

## [1] "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A"

> B.sol
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## [1] "B" "B" "B" "B" "B" "B" "B" "B" "B" "B"

> kPointCrossover(A.sol, B.sol, 1)

## [[1]]

## [1] "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "B" "B"

##

## [[2]]

## [1] "B" "B" "B" "B" "B" "B" "B" "B" "A" "A"

> kPointCrossover(A.sol, B.sol, 5)

## [[1]]

## [1] "A" "A" "A" "B" "A" "A" "A" "B" "A" "B"

##

## [[2]]

## [1] "B" "B" "B" "A" "B" "B" "B" "A" "B" "A"

> kPointCrossover(A.sol, B.sol, 20)

## Warning in kPointCrossover(A.sol, B.sol, 20): The length of

## the vectors is 10 so at most there can be 9 cut points.

## The parameter will be updated to this limit

## [[1]]

## [1] "A" "B" "A" "B" "A" "B" "A" "B" "A" "B"

##

## [[2]]

## [1] "B" "A" "B" "A" "B" "A" "B" "A" "B" "A"

❆③❦❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ n t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❜❛t ✐③❛♥✐❦✱
❣❡❤✐❡♥❡③ n− 1 ♣✉♥t✉❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ❛♣❧✐❦❛ ❞❡③❛❦❡❣✉❀ ❡❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ ❜❛❧✐♦ ❤❛♥✲
❞✐❛❣♦ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❛❜✐s✉ ❜❛t ❡♠❛♥❣♦ ❞✉ ❡t❛ ♣✉♥t✉ ❦♦✲
♣✉r✉❛r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ❜❛❧✐♦ ♠❛①✐♠♦❛♥ ❡③❛rr✐❦♦ ❞✉✳ ❇❛❧✐♦ ♠❛①✐♠♦❛ ❛✉❦❡r❛t✉③
❣❡r♦✱ ❥❛t♦rr✐③❦♦ ❣✉r❛s♦✲s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ t❛rt❡❦❛t✉t❛ ❛❣❡rt✉❦♦ ❞✐r❛ s♦❧✉✲
③✐♦ ❜❡rr✐❡t❛♥❀ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦rr✐ ✉♥✐❢♦r♠ ❝r♦ss♦✈❡r ❞❡r✐t③♦✳

❊r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ♣✉♥t✉ ❦♦♣✉r✉❛❦ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥
♣❡r❢♦r♠❛♥t③✐❛♥✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❡❣♦❦✐t✉ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ❞❛✳

❦✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ♥❛❤✐❦♦ ♦r♦❦♦rr❛ ❞❛✱ ✐❛ ❡❞♦③❡♥ ❜❡❦t♦r❡r✐ ❛♣❧✐✲
❦❛t✉ ❛❤❛❧ ❜❛✐t③❛✐♦✳ ❍❛❧❛ ❡t❛ ❣✉③t✐③ ❡r❡✱ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❜❡st❡ ♦♣❡r❛❞♦r❡
❡s♣❡③✐✜❦♦❛❣♦ ❜❛t③✉❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❡❣♦❦✐❛❣♦❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡ ❬✶✽❪✳ ❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❡rr❡❛❧❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t✉t❛ ❜❛❞❛✉❞❡✱ ❜✐ s♦❧✉③✐♦ ❡r❛ ❛s❦♦t❛♥
❦♦♥❜✐♥❛ ❞❛✐t❡③❦❡❀ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❜❛t❡③ ❜❡st❡❦♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉③✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ♦♣❡r❛✲
❞♦r❡ ❤♦r✐ ♥♦❧❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛ ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❘✲♥✿

> meanCrossover <- function(sol1, sol2) {

+ new.solution <- (sol1 + sol2) / 2

+ return(new.solution)

+ }

>

> s1 <- runif(10)

> s2 <- runif(10)

> s1
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## [1] 0.97872844 0.49811371 0.01331584 0.25994613 0.77589308

0.01637905

## [7] 0.09574478 0.14216354 0.21112624 0.81125644

> s2

## [1] 0.03654720 0.89163741 0.48323641 0.46666453 0.98422408

0.60134555

## [7] 0.03834435 0.14149569 0.80638553 0.26668568

> meanCrossover(s1, s2)

## [1] 0.50763782 0.69487556 0.24827612 0.36330533 0.88005858

0.30886230

## [7] 0.06704457 0.14182962 0.50875588 0.53897106

❙♦❧✉③✐♦❛❦ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ❜❡t❡ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ♠✉rr✐③❦❡✲
t❛❦ ❞✐r❡❧❛ ❡t❛✱ ❦✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡③✐♥ ❞❛ ❡r❛❜✐❧✐ ❦♦❞❡❦❡t❛ ♠♦t❛ ❤♦✲
rr❡❦✐♥✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ❜✐ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❞✐t✉❣✉❧❛✱ s1 = 12345678 ❡t❛ s2 = 87654321✱
❡t❛ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ♣✉♥t✉ ❜❛t✱ i = 3✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛ ❧♦rt③❡❦♦ s1 s♦❧✉✲
③✐♦t✐❦ ❧❡❤❡♥❞❛❜✐③✐❦♦ ❤✐r✉ ♣♦s✐③✐♦❛❦ ❦♦♣✐❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉❀ ❤❛✉ ❞❛✱ 123✱ ❡t❛ ❜❡st❡❛❦
s2✲t✐❦✱ ❤♦ts✱ 54321✳ ❍♦rt❛③✱ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ s′ = 12354321 ❞❛❀ ③♦r✐t①❛rr❡③✱
❡③ ❞❛ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❜❛t✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛❦ ❣✉r✉t❛t③❡❦♦ ♦♣❡r❛❞♦r❡
❜❡r❡③✐❛❦ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳

P❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ❛✉❦❡r❛ ❛s❦♦ ✐③❛♥
❛rr❡♥ ❬✸✻❪✱ ❤❡♠❡♥ ♣✉♥t✉ ❜❛❦❛rr❡❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❦✐❞❡❛ ✐❦✉✲
s✐❦♦ ❞✉❣✉✳ P✉♥t✉ ❜❛t❡❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❤❛st❡❦♦✱ ♣✉♥t✉ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t✉✲
❦♦ ❞✉❣✉ ③♦r✐③✱ i✳ ❖♥❞♦r❡♥✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛ s♦rt③❡❦♦✱ ❣✉r❛s♦✲s♦❧✉③✐♦
❜❛t❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ i ♣♦s✐③✐♦❡t❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❦♦♣✐❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉❀ ❣❛✐♥♦♥✲
t③❡❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❜❡st❡ ❣✉r❛s♦ s♦❧✉③✐♦t✐❦ ❦♦♣✐❛t✉ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ♦r❞❡♥❛
❜❛❦❛rr✐❦ ❤❛rt✉❦♦ ❞✉❣✉ ❦♦♥t✉❛♥✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ❛✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡r❛ ✐t③✉❧✐③✱ s♦❧✉③✐♦
❜❡rr✐ ❜❛t s♦rt③❡❦♦ s1✲❡t✐❦ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ✸ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❦♦♣✐❛t✉❦♦ ❞✐t✉✲
❣✉✱ 123✱ ❡t❛ ❢❛❧t❛ ❞✐r❡♥❛❦✱ 45678✱ s2✲❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ♦r❞❡♥❛♥ ❦♦♣✐❛t✉❦♦
❞✐t✉❣✉✱ ❤♦ts✱ 87654✳ ❊♠❛✐t③❛✱ ❜❡r❛③✱ s′ = 12387654 ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❦❛s✉ ❤♦✲
♥❡t❛♥ ❜❛✐✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❜❛t✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❜✐❣❛rr❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐ ❜❛t s♦r ❞❛✐t❡❦❡
s2✲t✐❦ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❤✐r✉ ♣♦s✐③✐♦❛❦ ❦♦♣✐❛t✉③ ✭876✮ ❡t❛ ❣❛✐♥♦♥t③❡❦♦❛❦ s1✲♥ ❛❣❡r✲
t③❡♥ ❞✐r❡♥ ♦r❞❡♥❛♥ ❦♦♣✐❛t✉③ ✭12345✮❀ ❜❡st❡ s❡♠❡❛✱ ❜❡r❛③✱ 87612345 ✐③❛♥❣♦
❞❛✳ ❖♣❡r❛❞♦r❡ ❤♦rr✐ ❖r❞❡r ❝r♦ss♦✈❡r ❞❡r✐t③♦✱ ❡t❛ ♠❡t❛❤❡✉❘ ❧✐❜✉r✉t❡❣✐❛♥
orderCrossover ❢✉♥t③✐♦❛♥✶ ❞❛❣♦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦✳

> sol1 <- randomPermutation(10)

> sol2 <- identityPermutation(10)

> as.numeric(sol1)

## [1] 3 7 8 2 1 4 10 5 9 6

✶ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡t❛♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉t❛ ❞❛❣♦❡♥❛ ✷✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❞❛✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ❜✐
♣✉♥t✉ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✱ ❜✐ ♣✉♥t✉❡♥ ❛rt❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦ ③❛t✐❛
s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡t✐❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❦♦♣✐❛t✉ ♦♥❞♦r❡♥✱ ❣❛✐♥♦♥t③❡❦♦ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❜❡st❡ ❣✉r❛s♦✲s♦❧✉③✐♦❛♥
❛❣❡rt③❡♥ ❞✐r❡♥ ♦r❞❡♥❛♥ ❡③❛rt③❡♥ ❞✐r❛✳



✽✻ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

> as.numeric(sol2)

## [1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

> new.solutions <- orderCrossover(sol1, sol2)

> as.numeric(new.solutions[[1]])

## [1] 1 3 4 2 5 6 7 8 9 10

> as.numeric(new.solutions[[2]])

## [1] 3 7 8 4 2 1 10 5 9 6

▼✉t❛③✐♦❛

❊s❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ ❡❜♦❧✉③✐♦♥❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛❦
✐③❛t❡❛ ❜❡r❡❜✐③✐❦♦❛ ❞❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❜❡❤✐♥ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛r❡♥ ❜✐❞❡③
s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ ❧♦rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✱ ③♦r✐③❦♦ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❡r❛❣✐♥ ♦❤✐ ❞✐r❛ ♠✉t❛③✐♦✲
♦♣❡r❛❞♦r❡❛r❡♥ ❜✐❞❡③✳

▼✉t❛③✐♦❛r❡♥ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ■▲❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❦♦ ♣❡rt✉r❜❛③✐♦❛r❡♥ ❛♥t③❡r❛❦♦❛ ❞❛✱
❡t❛✱ ❦❛s✉ ❤❛rt❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ♦♣❡r❛❞♦r❡ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡ ♠✉t❛③✐♦❛ ❜✉r✉✲
t③❡❦♦✳ ❍❛❧❛ ♥♦❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉ ③❡♥❜❛t❡r❛✐♥♦❦♦
❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❡r❛❣✐♥❣♦ ❞✐t✉❣✉♥ s♦❧✉③✐♦❡t❛♥✳ ❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❜❛t ♠✉✲
t❛t③❡❦♦ ③♦r✐③❦♦ tr✉❦❛❦❡t❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ③❡♥❜❛t ♣♦s✐③✐♦ tr✉❦❛t✉❦♦
❞✐t✉❣✉♥ ❛❧❞❡③ ❛✉rr❡t✐❦ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳ P❛r❛♠❡tr♦ ❤♦rr✐ ♠✉t❛③✐♦❛r❡♥
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡r✐t③♦❣✉✳

▼✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡r❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛♥ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛ ❡s❦✉❛r❦✐❀ ❤❛✉ ❞❛✱
❡③ ③❛✐❡ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡✐ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥✳ ❍♦rt❛③✱ ♠✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛r✐ ❧♦t✉t❛❦♦ ❜✐✲
❣❛rr❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t ❡r❡ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✿ ♠✉t❛③✐♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛✳

▼✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❛✉❦❡r❛t③❡❛♥ ✕❡t❛ ❜❛✐t❛ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛♥ ❡r❡✕ ❤❛✐♥❜❛t ❣❛✉✲
③❛ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛ ❦♦♥t✉❛♥✳ ❍❛st❡❦♦✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐t❛s✉♥❛ ♠❛♥t❡♥✲
t③❡❛ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛❀ ❤❛✉ ❞❛✱ ♠✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦
❜❛t✐ ❛♣❧✐❦❛t✉③ ❣❡r♦✱ ❡♠❛✐t③❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❡♥ ❡s♣❛③✐♦ ♦s♦❛ ❛r❛❦❛t③❡❦♦ ❣❛✐t❛s✉♥❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r
❞✉✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ♠✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ s♦rt③❡❦♦ ❣❛✐t❛s✉♥❛ ✐③❛♥
❜❡❤❛r ❞✉✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❤❛rt✉t❛✱ ♠✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛r❡♥ ❤❛✐♥❜❛t
❛♣❧✐❦❛③✐♦r❡♥ ❜✐❞❡③ ❜❡st❡ ❡❞♦③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ s♦rt③❡❛ ♣♦s✐❜❧❡ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉✳ ❆♠❛✐✲
t③❡❦♦✱ ❧♦❦❛❧t❛s✉♥❛ ❡r❡ ♠❛♥t❡♥❞✉ ❜❡❤❛r ❞❛ ✕❤❛✉ ❞❛✱ ♠✉t❛③✐♦❛❦ ❡r❛❣✐♥❞❛❦♦
❛❧❞❛❦❡t❛❦✱ t①✐❦✐❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉✕✱ ❣✉r❛s♦❡♥❣❛♥❞✐❦ ❤❡r❡❞❛t✉t❛❦♦ ❡③❛✉❣❛rr✐❛❦
❣❛❧❞✉ ❡③ ❞❛✐t❡③❡♥✳

❍♦rr❡♥❜❡st❡③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛r❡♥ ❡s❦❡♠❛ ♦r♦❦♦rr❛ ✸✳✶ s❛s✐❦♦❞❡❛♥ ✐❦✉s
❞❛✐t❡❦❡✱ ❡t❛♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ basicGeneticAlgorithm ❢✉♥t③✐♦❛♥ ❞❛✲
❣♦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t
❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦✳ ▲❡❤❡♥✐❦✱ ③♦r✐③❦♦ ❣r❛❢♦
❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ s♦rt③❡❦♦✳



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✽✼

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦

✶ ✐♥♣✉t✿ evaluate✱ select_reproduction✱ select_replacement✱ cross✱
mutate ❡t❛ !stop_criterion ♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦

✷ ✐♥♣✉t✿ init_pop ❤❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛
✸ ✐♥♣✉t✿ mut_prob ♠✉t❛③✐♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛
✹ ♦✉t♣✉t✿ best_sol

✺ pop=init_pop

✻ ✇❤✐❧❡ stop_criterion ❞♦

✼ evaluate(pop)

✽ ind_rep = select_reproduction(pop)

✾ new_ind = reproduce(ind_rep)

✶✵ ❢♦r ❡❛❝❤ n ✐♥ new_ind ❞♦

✶✶ mut_prob ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛r❡❦✐♥ ❡❣✐♥ mutate(n)

✶✷ ❞♦♥❡

✶✸ evaluate(new_ind)

✶✹ ✐❢ new_ind ♠✉❧t③♦❛♥ best_ind ❜❛✐♥♦ ❤♦❜❡❛ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ❜❛❞❛❣♦
✶✺ ❊❣✉♥❡r❛t✉ best_sol

✶✻ ✜

✶✼ pop=select_replacement(pop,new_ind)

✶✽ ❞♦♥❡

✸✳✶ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

> library(igraph)

> n <- 50

> rnd.graph <- aging.ba.game(n=n, pa.exp=2, aging.exp=0, m=3,

+ directed=FALSE)

> gcp <- graphColoringProblem(graph=rnd.graph)

❏❛rr❛✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ③❡♥❜❛✐t ❡❧❡♠❡♥t✉ ❞❡✜♥✐t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❍❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦✲
♣✉❧❛③✐♦❛ s♦rt③❡❦♦✱ ❧❡❤❡♥✐❦✱ ❜❡r❡ t❛♠❛✐♥❛ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ P❛r❛♠❡tr♦ ❤♦✲
rr❡♥ ❣❛rr❛♥t③✐❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉t❛✱ ❜✐ ❜❛❧✐♦r❡❦✐♥ ♣r♦❜❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛❧✲
❞❡r❛t③❡❦♦✿ n ❡t❛ 10n✳ ❇❡❤✐♥ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❞❡✜♥✐t✉t❛✱ ❜❡r✲
t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ③♦r✐③ s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛❦ ❡③ ❜❛❞✐r❛✱ ③✉③❡♥❞✉❦♦
❡❣✐♥❣♦ ❞✐t✉❣✉ gcp ♦❜❥❡❦t✉❛r❡♥ correct ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳

> n.pop.small <- n

> n.pop.big <- 10 * n

> levels <- paste("C", 1:n, sep="")

> createRndSolution <- function(x) {

+ sol <- factor(paste("C", sample(1:n, size=n, replace=TRUE),

+ sep=""), levels=levels)

+ return(gcp$correct(sol))

+ }

> pop.small <- lapply(1:n.pop.small, FUN=createRndSolution)

> pop.big <- lapply(1:n.pop.big, FUN=createRndSolution)

❍❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛③ ❣❛✐♥✱ ♦♥❞♦❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❤❛✉❡❦ ❡③❛rr✐ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✿
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✭❜✮ ▲♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛

✸✳✺ ✐r✉❞✐❛✳ ❉❡✜♥✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡✲
♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t❡❛♥✱ ❜✐ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ t❛♠❛✐♥❛ ❡③❜❡r❞✐♥ ❡r❛❜✐❧✐③✳ ❊③❦❡rr❡❛♥✱ t❛♠❛✐♥❛
❤❛♥❞✐❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡❦✐♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳

❼ ❍❛✉t❡s♣❡♥✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦ ✲ ❍✉rr❡♥❣♦ ❜❡❧❛✉♥❛❧❞✐r❛ ③✉③❡♥❡❛♥ ♣❛s❛t✉❦♦ ❞✐r❡♥
s♦❧✉③✐♦❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❤❛✉t❡s♣❡♥ ❡❧✐t✐st❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ ❡r❞✐❛
❛✉❦❡r❛t✉③❀ ③❡✐♥ s♦❧✉③✐♦ ❣✉r✉t③❛t✉❦♦ ❞✐r❡♥ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦✱ ❜❡rr✐③✱ ❧❡❤✐❛❦❡t❛✲
❤❛✉t❡s♣❡♥❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

❼ ▼✉t❛③✐♦❛ ✲ ❙♦❧✉③✐♦❛❦ ♠✉t❛t③❡❦♦ factorMutation ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉✲
❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦rr❡❦ ③❡♥❜❛✐t ♣♦s✐③✐♦ ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✐t✉✱ ❡t❛ ❜❡rt❛❦♦ ❜❛✲
❧✐♦❛❦ ③♦r✐③ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞✐t✉✳ ❋✉♥t③✐♦❛❦ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t ❞✉✱ ratio✱ ❛❧❞❛t✉✲
❦♦ ❞✐r❡♥ ♣♦s✐③✐♦❡♥ r❛t✐♦❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥❛✳ ●✉r❡ ❦❛s✉❛♥ ✵✳✶ ❜❛❧✐♦❛ ❡r❛✲
❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉❀ ❛❧❡❣✐❛✱ ♣♦s✐③✐♦❡♥ ✪✶✵ ❛❧❞❛t✉❦♦ ❞❛ ♠✉t❛③✐♦❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❡✲
♥❡❛♥✳ ❙♦❧✉③✐♦❛❦ ③❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡r❡❦✐♥ ♠✉t❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ✜♥❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛
mutation.rate ♣❛r❛♠❡tr♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③✳ ●✉r❡ ❦❛s✉❛♥✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❜❛t
③❛t✐ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳

❼ ●✉r✉t③❛❦❡t❛ ✲ ❙♦❧✉③✐♦❛❦ ❣✉r✉t③❛t③❡❦♦ ❦✲♣♦✐♥t ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛❞♦r❡❛ ❡r❛❜✐✲
❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ k = 2 ✜♥❦❛t✉③✳

❼ ❇❡st❡ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t③✉❦ ✲ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛③ ❣❛✐♥✱ ❜❡s✲
t❡ ❜✐ ♣❛r❛♠❡tr♦ ✜♥❦❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✿ non.valid = ’discard’✱ ❜✐❞❡r❛❡✲
③✐♥❛❦ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❡❧❛ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦✱ ❡t❛ resources✱
❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡❛ ✜♥❦❛t③❡❦♦✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ 5n2 ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❡❣✐♥❣♦ ❞✐r❛✳

❏❛rr❛✐❛♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❤❛✉❡❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛ ❡①❡❦✉t❛t③❡❦♦ ❦♦❞❡❛
✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉✳

> args <- list()

> args$evaluate <- gcp$evaluate

> args$initial.population <- pop.small

> args$selectSubpopulation <- elitistSelection

> args$selection.ratio <- 0.5

> args$selectCross <- tournamentSelection

> args$mutate <- factorMutation

> args$ratio <- 0.1

> args$mutation.rate <- 1 / length(args$initial.population)

> args$cross <- kPointCrossover
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✸✳✻ ✐r✉❞✐❛✳ ▼✉t❛③✐♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛r❡♥ ❛③❦❡♥ ❡♠❛✐✲
t③❛♥✳ ■r✉❞✐❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❡♠❛t❡♥ ❞✉❡♥ ♠✉t❛③✐♦✲
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ✵✳✺ ✐♥❣✉r✉❛♥ ❞❛❣♦ ✭③❡❤❛③❦✐✱ ✵✳✻✮✳

> args$k <- 2

> args$non.valid <- "discard"

> args$resources <- cResource(evaluations=5 * n^2)

>

> bga.small <- do.call(basicGeneticAlgorithm, args)

>

> args$initial.population <- pop.big

> args$mutation.rate <- 1 / length(args$initial.population)

>

> bga.big <- do.call(basicGeneticAlgorithm, args)

>

> plotProgress(list("Big population"=bga.big,

+ "Small population"=bga.small), size=1.1) +

+ labs(y="Average fitness") + aes(linetype=Group) + thm.bh

✸✳✺ ✐r✉❞✐❛♥ ❜✐ ♣♦♣✉❧❛③✐♦✲t❛♠❛✐♥❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❧♦rt✉t❛❦♦ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳
P♦♣✉❧❛③✐♦❛ t①✐❦✐❛ ❞❡♥❡❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ♦s♦ ❛③❦❛r ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥ ❞✉ ✶✾ ❦♦❧♦r❡✲
❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛✳ P♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣❡❤✐❡♥❛❦ ♦s♦ ❛♥t③❡r❛❦♦❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥✱
s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❜✐❞❡ ❜❛❦❛rr❛ ♠✉t❛③✐♦❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛✱ ♣r♦③❡s✉ ❤♦r✐ ♦s♦
♠♦t❡❧❛ ❞❡♥❡③✱ ❣r❛✜❦♦❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❜❛t❡③ ❜❡st❡❦♦ ✜t♥❡ss❛ ❡③ ❞❡❧❛
❛❧❞❛t③❡♥✳

P♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞✉❣✉♥ ❤❡✐♥❡❛♥ ❦♦♥❜❡r❣❡♥t③✐❛ ♠♦t❡❧❛❣♦❛
❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛✱ ❛❧❞✐③✱ ❤♦❜❡❛✳

P♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛❦ ❡③ ❡③✐❦✱ ❜❡st❡ ❤❛✐♥❜❛t ♣❛r❛♠❡tr♦❦ ❡r❡ ❡r❛❣✐♥
❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥ ❞❡③❛❦❡t❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛♥❀ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ♠✉t❛③✐♦❛r❡♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦✲t❛♠❛✐♥❛ t①✐❦✐❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ♠✉t❛③✐♦✲
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ♣r♦❜❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛ ❜❛❦♦✐t③❛r❡❦✐♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐✲
t③❛❦ ❛❧❞❡r❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

> args$initial.population <- pop.small

> args$verbose <- FALSE



✾✵ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

> args$resources <- cResource(evaluations=n^2)

>

> testMutProb <- function (rate) {

+ args$mutation.rate <- rate

+ res <- do.call(basicGeneticAlgorithm, args)

+ return(getEvaluation(res))

+ }

>

> ratios <- seq(0,1,0.2)

> evaluations <- sapply(ratios , FUN = testMutProb)

>

> df <- data.frame("Mutation_rate"=ratios, "Fitness"=evaluations)

> ggplot(df, aes(x=Mutation_rate, y=Fitness)) +

+ geom_line() +

+ geom_point(size=3) +

+ labs(x="Mutation rate") + thm.bh

✸✳✻ ✐r✉❞✐❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ✐❦✉s ❞❛✐t❡③❦❡✳ ●r❛✜❦♦❛❦ ❛❣❡r✐❛♥ ✉③t❡♥
❞✉ ♠✉t❛③✐♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ t①✐❦✐❡❣✐❛❦ ③❡✐♥ ❤❛♥❞✐❡❣✐❛❦ ❡③❛rt③❡❛ ❦❛❧t❡❣❛rr✐❛ ❞❡✲
❧❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛r❡♥③❛t✱ ✵✳✺ ✐♥❣✉r✉❦♦❛ ✐③❛♥✐❦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡✲
♥❛✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ t①✐❦✐❛❦ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ❜❛①✉❛ ❞❛✱
❡t❛ ❜❡r❛③ ❦♦♥❜❡r❣❡♥t③✐❛ ❣♦✐③t✐❛rr❛ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❛✳ ❆❧❞✐③✱ ♠✉t❛③✐♦✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡
❤❛♥❞✐❛❦ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ ✐❛ ③♦r✐③❦♦❛❦ ❞✐r✉❞✐✱ ❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡③ ❞✉ ✐❛
❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❆✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡t❛♥ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❜❡✲
rr✐❛❦ ♥❛t✉r❛♥ ✐♥s♣✐r❛t✉t❛❦♦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛✲ ❡t❛ ♠✉t❛③✐♦✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦ ❛♣❧✐❦❛t✉③
❧♦rt③❡♥ ❞✐r❛✳ Pr♦③❡s✉ ❤♦rr❡♥ ❜✐t❛rt❡③✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❡③❛✉❣❛rr✐❛❦ ♠❛♥✲
t❡♥t③❡❛ ❡s♣❡r♦ ❞❛✳

❩❡♥❜❛✐t ✐❦❡rt③❛✐❧❡❦ ✐❞❡✐❛ ❤♦r✐ ❤❛rt✉ ❡t❛ ✐❦✉s♣✉♥t✉ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦t✐❦ ❜✐r❢♦r✲
♠✉❧❛t✉ ③✉t❡♥✳ ❍♦rr❡❧❛✱ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ❡t❛ ♠✉t❛③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ❡r❡❞✉
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✉t❡♥✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❡s❡♥t③✐❛ ❥❛s♦t③❡✲
❦♦ ❤❡❧❜✉r✉❛r❡❦✐♥✳ ❍♦r✐①❡ ❞❛ ❊❉❆ ✕❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✕
❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ✐❞❡✐❛ ♥❛❣✉s✐❛✳

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡♥ ❡t❛ ❊❉❆❡♥ ❛rt❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❜❛❦❛rr❛ ✐♥❞✐❜✐✲
❞✉♦ ❜❡rr✐❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❛✳ ●✉r✉t③❛❦❡t❛ ❡t❛ ♠✉t❛③✐♦❛
❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ❡r❡❞✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦ ❜❛t ❞♦✐t③❡♥ ❞❛ ✉♥❡❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥
❣❛✐♥❡❛♥✳ ❖♥❞♦r❡♥✱ ❡r❡❞✉❛ ❜❡❤❛r ❛❞✐♥❛ ❛❧❞✐③ ❧❛❣✐♥❞✉③ ❧♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦
❜❡rr✐❛❦✳

❊❉❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡s❡♥t③✐❛✱ ❜❡r❛③✱ ❡r❡❞✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛ ❞❛✳ ■❧❞♦ ❤♦rr❡t❛♥✱
❡r❡❞✉❛❦ s♦❧✉③✐♦✲❛❞✐❡r❛③♣✐❞❡ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❜❛t ❡s❧❡✐t✉❦♦ ❞✐♦♥❡③✱ s♦✲
❧✉③✐♦❡♥ ❦♦❞❡❦❡t❛ ❡r❡❞✉❛ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦ ♦r❞✉❛♥ ♣✉♥t✉ ❦r✐t✐❦♦❛ ❜✐❤✉rt✉❦♦ ❞❛✳

❑♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥ ❡③❜❡r❞✐♥❡❦♦ ❡r❡❞✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛❦ ❞❛r❛❜✐❧t③❛t❡♥ ❊❉❆❦
♣r♦♣♦s❛t✉ ❞✐r❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛♥✱ ❯▼❉❆ ✕❯♥✐✈❛r✐❛t❡ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❆❧❣♦✲



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✾✶

r✐t❤♠✕ ✐③❛♥✐❦ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛ s✐♥♣❧❡ ❡t❛ ❤❡❞❛t✉❡♥❛✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥
♦s❛❣❛✐❛❦ ✕❜❡❦t♦r❡ ❜❛t ❜❛❞❛✱ ❜❡r❛r❡♥ ♣♦s✐③✐♦❛❦✕ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡❛❦ ❞✐r❡❧❛ ❥♦❦♦
❞❛✱ ❡t❛ ♦s❛❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❡st✐♠❛t✉❦♦ ❞❛✳ ●❡✲
r♦✱ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❛❦ s♦rt③❡❛♥ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ♦s❛❣❛✐❛❦ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ ❧❛❣✐♥❞✉❦♦ ❞✐t✉❣✉
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❤♦r✐❡✐ ❥❛rr❛✐t✉③✳

❇❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ♠❛♥❡✐❛t③❡❦♦ UnivariateMarginals ♦❜❥❡❦t✉❛
❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❇❡r❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ✐❦✉st❡❦♦✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦ t①✐❦✐ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱
❡t❛ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❦❛❧❦✉❧❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

> population <- lapply(1:5,

+ FUN=function(x) {

+ res <- factor(sample(1:3, 10, replace=TRUE),

+ levels=1:3)

+ return(res)

+ })

❖r❛✐♥✱ univariateMarginals ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦
❦❛❧❦✉❧❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✿

> model <- univariateMarginals(data=population)

> do.call(rbind, population)

## [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

## [1,] 1 2 2 3 1 3 3 2 2 1

## [2,] 1 1 3 2 3 2 3 3 2 3

## [3,] 3 1 2 1 1 2 1 2 3 2

## [4,] 2 2 2 1 3 3 3 1 3 2

## [5,] 3 2 3 2 2 3 1 2 3 3

> model@prob.table

## [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

## 1 0.4 0.4 0.0 0.4 0.4 0.0 0.4 0.2 0.0 0.2

## 2 0.2 0.6 0.6 0.4 0.2 0.4 0.0 0.6 0.4 0.4

## 3 0.4 0.0 0.4 0.2 0.4 0.6 0.6 0.2 0.6 0.4

❙♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡❦ ✶✵ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❞✐t✉③t❡ ✭✶✵ ♣♦s✐③✐♦❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❦❛t❡❣♦r✐✲
❦♦❛❦ ❞✐r❛✮✱ ❡t❛ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ ✺ s♦❧✉③✐♦ ❞✐t✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡❞♦ ♣♦s✐③✐♦❛r✐
❡rr❡♣❛r❛t③❡♥ ❜❛❞✐♦❣✉✱ ✺ s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❜✐❛❦ ✶ ❜❛❧✐♦❛ ❞✉t❡✱ ❧❛✉❣❛rr❡✲
♥❛❦ ✷ ❜❛❧✐♦❛ ❡t❛ ❜❡st❡ ❜✐❡❦ ✸ ❜❛❧✐♦❛✳ ❍♦rt❛③✱ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ✶ ❡t❛ ✸
❜❛❧✐♦❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ✵✳✹ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ✕ 2

5 ✱ ❛❧❡❣✐❛✕✱ ❡t❛ ✷ ❜❛❧✐♦❛r❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛✲
t❡❛ ✵✳✷ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✱ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❡♥ t❛✉❧❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✳

❊st✐♠❛t✉t❛❦♦ ❡r❡❞✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✱
♣♦s✐③✐♦③ ♣♦s✐③✐♦❦♦ ❧❛❣✐♥❦❡t❛ ❡r❛❣✐♥❡③✳ Pr♦③❡s✉ ❤♦r✐ simulate ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥
❜✐❞❡③ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✳

> simulate(model, nsim=2)

## [[1]]

## [1] 3 1 2 2 1 3 3 2 2 3

## Levels: 1 2 3

##
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✸✳✼ ✐r✉❞✐❛✳ ❯▼❉❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥✲
t③✐❛ ❜❛t❡❛♥ ❛♣❧✐❦❛t✉t❛✳ ▼❛rr❛ ❥❛rr❛✐t✉❛❦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦ ✜t♥❡ss❛
❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❀ ♠❛rr❛ ❡t❡♥❡❦✱ ❜❡rr✐③✱ ❞❡s❜✐❞❡r❛❦❡t❛ ❡st❛♥❞❛rr❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉t❡✳ ■❦✉s
❞❛✐t❡❦❡❡♥❡③✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛❦ ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥ ❞✉❡♥ ❤❡✐♥❡❛♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ✜t♥❡ss❛r❡♥ ❛❧❞❛❦♦rt❛✲
s✉♥❛ ♠✉rr✐③t❡♥ ❞❛✳

## [[2]]

## [1] 2 2 2 2 3 3 3 3 3 1

## Levels: 1 2 3

❯▼❉❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ basicEda ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❡①❡✲
❦✉t❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ❡t❛✱ s❡❣✐❞❛♥✱ ❛✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❦♦ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡✲
❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❜❛❦❛rr✐❦ ❤❛✉t❡s♣❡♥✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦ ❡t❛ ❡r❡❞✉❛❦
❡st✐♠❛t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ③❡❤❛③t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉ ✕❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡❦✐♥ ❜❛t ❞❛✲
t♦③❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❡③ ❣❛✐♥✕✳

> args <- list()

> args$evaluate <- gcp$evaluate

> args$initial.population <- pop.small

> args$selectSubpopulation <- elitistSelection

> args$selection.ratio <- 0.5

> args$learn <- univariateMarginals

> args$non.valid <- "discard"

> args$resources <- cResource(evaluations = n^2)

>

> umda <- do.call(basicEda, args)

>

> plotProgress(umda, size=1.1) +

+ geom_line(aes(y=Current_sol + Current_sd), col="gray40",

+ linetype=2) +

+ geom_line(aes(y=Current_sol - Current_sd), col="gray40",

+ linetype=2) +

+ labs(y="Average fitness") + thm.bh

❇✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ✸✳✼ ✐r✉❞✐❛♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✳ ▼❛rr❛ ❡t❡♥❡❦ ♣♦♣✉❧❛✲
③✐♦❛♥ ❞❛✉❞❡♥ s♦❧✉③✐♦❡♥ ✜t♥❡ss❛r❡♥ ❞❡s❜✐❞❡r❛❦❡t❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉t❡✱ ❡t❛ ♠❛rr❛
❥❛rr❛✐❦✐❡❦✱ ♦r❞❡❛✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ✜t♥❡ss❛r❡♥ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛✳ P♦♣✉❧❛✲



✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❡❜♦❧✉t✐❜♦❛❦ ✾✸

③✐♦❛❦ ❡❜♦❧✉③✐♦♥❛t✉ ❛❤❛❧❛✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❞✐❜❡rts✐t❛t❡❛ ♠✉rr✐③t❡♥ ❞❡❧❛ ✐❦✉s
❞❡③❛❦❡❣✉ ❞❡s❜✐❞❡r❛❦❡t❛r❡♥ ♠✉rr✐③❦❡t❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉③✳ ❆♠❛✐❡r❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ ✶✶
❦♦❧♦r❡ ❞❛r❛❜✐❧t③❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t❡r❛ ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥ ❞✉✳

❇❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❡str❛t❡❣✐❛♥ ✐❛ ❡❞♦③❡✐♥ ❜❡❦t♦r❡ ❡r❛✲
❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡❀ ❛❧❛❜❛✐♥❛✱ ❜❛❧✐♦ ❡rr❡❛❧❛❦ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ③❡✐♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲❜❛♥❛❦❡t❛r❡❦✐♥ ♠♦❞❡❧❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉ ❛✉✲
rr❡③✳ ❇❡❦t♦r❡ ❥❛rr❛✐❦✐❡t❛t✐❦ ❤❛r❛t❛❣♦ ❥♦❛♥❞❛✱ s♦❧✉③✐♦❡❦ ♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ❞✐t✉③t❡✲
♥❡❛♥✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡t❛♥ ❦❛s✉✱ ❣❛✉③❛❦ ❦♦♥♣❧✐❦❛t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛✳

P♦♣✉❧❛③✐♦❛✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ♠✉❧t③♦ ❜❛t ❞❡♥❡❛♥✱ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❛ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲
❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❦❛t❡❣♦r✐❦♦❡❦✐♥ ❜❡③❛❧❛ ❡st✐♠❛t③❡❛✱ ❜❛✐♥❛✱ ♦♥❞♦r❡♥✱ ❡r❡❞✉❛ ❧❛❣✐♥t③❡♥
❞✉❣✉♥❡❛♥ ❡③ ❞✐t✉❣✉ ❤❛❧❛❜❡❤❛rr❡③ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛❦ ❧♦rt✉❦♦✱ ❜❛❧✐♦ ❡rr❡♣✐❦❛t✉❛❦
❛❣❡r ❜❛✐t❛✐t❡③❦❡✳ ❍♦♥❛ ❤❡♠❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✿

> n <- 5

> rndPop <- lapply(1:50,

+ FUN=function(x) {

+ rnd.perm <- as.numeric(randomPermutation(n))

+ res <- factor(rnd.perm, levels=1:n)

+ return(res)

+ })

> perm.umda <- univariateMarginals(rndPop)

> simulate(perm.umda)

## [[1]]

## [1] 3 2 1 4 4

## Levels: 1 2 3 4 5

❆r❛③♦ ❤♦r✐ s❛✐❤❡st❡❦♦✱ s♦❧✉③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ ❧❛❣✐♥t③❡❛♥✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛❦ ❞❛❦❛rt③❡♥
♠✉rr✐③❦❡t❛❦ ❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✳ ❍♦rr❡❧❛✱ ❧❛❣✐♥❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦
❡❧❡♠❡♥t✉❛ ③♦r✐③ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ③✉③❡♥❡❛♥ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳

> marginals <- perm.umda@prob.table

> remaining <- 1:n

> probabilities <- marginals[,1]

> new.element <- sample(remaining, size=1, prob=probabilities)

> new.solution <- new.element

❖♥❞♦r❡♥✱ ❜✐❣❛rr❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❧❛❣✐♥❞✉ ❛✉rr❡t✐❦✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣♦s✐③✐♦r❛❦♦ ❛✉✲
❦❡r❛t✉ ❞✉❣✉♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❦❡♥❞✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉ ❛✉❦❡r❛ ♣♦s✐❜❧❡❡t❛t✐❦ ❡t❛ ❜❛③t❡r✲
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❤♦rr❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❡❣✉♥❡r❛t✉ ✕❡r❛❜✐❧✐ ❞✉❣✉♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛r❡♥ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t❛t❡❛ ❦❡♥❞✉ ❡t❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✉✱ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❡♥
❜❛t✉r❛ ✶ ✐③❛♥ ❞❛❞✐♥✕✿

> id <- which(remaining %in% new.element)

> remaining <- remaining [-id]

> marginals <- marginals[-id, ]

> probabilities <- marginals[, 2]

> probabilities <- probabilities / sum(probabilities)

> new.element <- sample(remaining, size=1, prob=probabilities)

> new.solution <- c(new.solution, new.element)

❊str❛t❡❣✐❛ ❜❡r❜❡r❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞✉❣✉ ✸✳ ❡t❛ ✹✳ ❡❧❡♠❡♥t✉❛❦ ❡r❛✉③t❡❦♦✳



✾✹ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

> id <- which(remaining %in% new.element)

> remaining <- remaining [-id]

> marginals <- marginals[-id, ]

> probabilities <- marginals[, 3]

> probabilities <- probabilities / sum(probabilities)

> new.element <- sample(remaining, size=1, prob=probabilities)

> new.solution <- c(new.solution, new.element)

>

> id <- which(remaining %in% new.element)

> remaining <- remaining [-id]

> marginals <- marginals[-id, ]

> probabilities <- marginals[, 3]

> probabilities <- probabilities / sum(probabilities)

> new.element <- sample(remaining, size=1, prob=probabilities)

> new.solution <- c(new.solution, new.element)

❆♠❛✐t③❡❦♦✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛r❡♥ ❛③❦❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦✱ s♦❜❡r❛♥ ❣❡r❛t③❡♥
❞❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❛ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉ ③✉③❡♥❡❛♥✳

> id <- which(remaining %in% new.element)

> remaining <- remaining [-id]

> new.solution <- c(new.solution, remaining)

> new.solution

## [1] 4 3 5 1 2

Pr♦③❡s✉ ❤♦rr❡❦✐♥ ❜❛③t❡r✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦
❜❡t❡t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡♥ ❞✐t✉❣✉✳ ❆r❛③♦ ❜❛t ❞❛✉❦❛✱ ♦r❞❡❛✿ ❡r❡❞✉❛
❧❛❣✐♥t③❡♥ ❞✉❣✉♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❡❣✉♥❡r❛t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✐t✉❣✉ ❡t❛✱ ♦♥✲
❞♦r✐♦③✱ ❧❛❣✐♥t③❡♥ ❞✉❣✉♥❛ ❡③ ❞❛ ③❡❤❛③❦✐ ❡st✐♠❛t✉t❛❦♦ ❡r❡❞✉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❛❦
❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡♥❛✳ ❇❡st❡ ❡r❛ ❜❛t❡r❛ ❡s❛♥❞❛✱ ♣♦♣✉❧❛③✐♦t✐❦ ❛t❡r❛t❛❦♦ ❡s❡♥t③✐❛
❣❛❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❍❛❧❛❦♦r✐❦ ❡③ ❣❡rt❛t③❡❦♦✱ ♣❡r♠✉t❛③✐♦✲❡s♣❛③✐♦❡t❛♥ ❞❡✜♥✐t✉t❛❦♦
▼❛❧❧♦✇s ❡r❡❞✉❛ ❡❞♦ ❛♥t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲❜❛♥❛❦❡t❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ▼❛✲
❧❧♦✇s ❡r❡❞✉❛ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ MallowsModel ♦❜❥❡❦t✉❛❦ ✐♥♣❧❡✲
♠❡♥t❛t③❡♥ ❞✉✳

❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡

❊❜♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ♥❛t✉r❛ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❡♥ ❞✐s❡✐♥✉❛ ♦♣t✐♠✐③❛t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞❛❀ ❛❧❛❜❛✐✲
♥❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❡③ ❣❛✐♥✱ ♥❛t✉r❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❡str❛t❡❣✐❛❦ ❜❡st❡ ❤❛✐♥❜❛t
❡❣♦❡r❛t❛♥ ❡r❡ ❛❣❡r✐ ❞✐r❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❛♥✐♠❛❧✐❛ s♦③✐❛❧❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❡t❛ ❥♦❦❛❜✐❞❡❛❦
♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ✐♥s♣✐r❛③✐♦✲✐t✉rr✐ ✐③❛♥ ❞✐r❛ s❛rr✐t❛♥✳

❩❡♥❜❛✐t ❡s♣❡③✐❡t❛❦♦ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❛❦ ✕✐♥ts❡❦t✉❛❦✱ ❜❛t✐❦ ❜❛t✕ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ ❤❛r✲
t✉t❛✱ ♦s♦ ✐③❛❦✐ s✐♥♣❧❡❛❦ ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛✱ t❛❧❞❡❦❛ ❧❛♥ ❡❣✐t❡♥ ❞✉t❡♥❡❛♥✱ ❛t❛③❛ ❦♦♥✲
♣❧❡①✉❛❦ ❡r❛ ♦s♦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡❛♥ ❡❣✐t❡♥ ❞✐t✉③t❡✳ ❊s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ✐♥✉rr✐❛❦ ❡t❛
❡r❧❡❛❦ ❡❧✐❦❛❣❛✐✲✐t✉rr✐ ♦♥❡♥❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ❤❛✐❡♥ ❦❛♣❛③✐t❛t❡ ❡t❛
❡❣♦❡r❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡s♣❧♦r❛t③❡♥ ❞✉t❡♥ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦❡♥ ❦♦♣✉r✉❛ ❡❣♦❦✐✲



✸✳✷ ❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✾✺

t③❡♥ ❞✉t❡ ✐t✉rr✐ ❜❡rr✐❛❦ ❧♦rt✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦❀ ❡r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❜✐③✐t③❡❦♦ t♦❦✐ ❡❣♦❦✐❡♥❛❦
❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✳

❍♦rr❡❧❛❦♦ ❜✐③✐❞✉♥ ♠✉❧t③♦❡t❛♥ ❡r❛❜❛❦✐❛❦ ❡③ ❞✐r❛ ❡r❛ ③❡♥tr❛❧✐③❛t✉❛♥ ❤❛rt③❡♥
✕❛❧❡❣✐❛✱ ❡③ ❞❛❣♦ ❛❣✐♥t③❡♥ ❞✉❡♥ ♥❛❣✉s✐r✐❦ ✕✳ ❇❡r❛③✱ ♠❡❦❛♥✐s♠♦ s✐♥♣❧❡ ❜❛t③✉❡✐
❥❛rr❛✐t✉③ ❡t❛✱ ❜❛t❡③ ❡r❡✱ ❜❡r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❦♦♠✉♥✐❦❛③✐♦❛r✐ ❡s❦❡r✱ ❦♦❧♦♥✐❛ ❜❛t❡❦♦ ✐♥✲
❞✐❜✐❞✉♦❛❦ ❡❧❦❛rr❡❦✐♥ ❛♥t♦❧❛t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✱ ✐♥♦❧❛❦♦ ❦♦♦r❞✐♥❛③✐♦ ③❡♥tr❛❧✐③❛t✉r✐❦
❣❛❜❡✳

▼♦t❛ ❤♦rr❡t❛❦♦ ♣♦rt❛❡r❛❦ ❞✐r❛ ③❡❤❛③❦✐ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❞❡r✐t③♦♥ ❛r✲
❧♦❛r❡♥ ✐♥s♣✐r❛③✐♦✲✐t✉rr✐❛✳ ❙✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❛❧❞✐③
✶✾✽✽✳ ✉rt❡❛♥ r♦❜♦t✐❦❛ ❛r❧♦❛♥ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③✐r❡♥ ❬✺❪✱ ❜❛✐♥❛ ✉rt❡ ❣✉t①✐ ❜❛t③✉❡✲
t❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♠✉♥❞✉r❛ ❤❡❞❛t✉ ③✐r❡♥✳ ❍♦rr❡❧❛✱ ✾✵❡❦♦ ❤❛♠❛r❦❛❞❛♥ ✐♥✉rr✐✲
❦♦❧♦♥✐❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛ ✕❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ♣r♦♣♦s❛t✉ ③❡♥
❬✶✶✱ ✶✷❪✳

❍✉rr❡♥❣♦ ❜✐ ❛t❛❧❡t❛♥ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛r❧♦❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡③❛✲
❣✉♥❡♥❛❦ ❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛ ❡t❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥✉rr✐❡❦✱ ❡❧✐❦❛❣❛✐✲✐t✉rr✐ ❜❛t t♦♣❛t③❡♥ ❞✉t❡♥❡❛♥✱ ✐♥✉rr✐t❡❣✐t✐❦ ❜❡rt❛r❛ ❞❛❣♦❡♥
❜✐❞❡r✐❦ ♠♦t③❡♥❛ t♦♣❛t③❡❦♦ ❣❛✐t❛s✉♥❛ ❞✉t❡✳ ■♥✉rr✐ ❜❛❦❛r ❜❛t❡❦ ❡③✐♥ ❞✉ ❤♦✲
rr❡❧❛❦♦r✐❦ ❧♦rt✉❀ t❛❧❞❡❦❛✱ ♦r❞❡❛✱ ❦♦♠✉♥✐❦❛③✐♦✲♠❡❦❛♥✐s♠♦ s✐♥♣❧❡❡✐ ❡s❦❡r✱ ❛t❛③❛
❦♦♥♣❧❡①✉ ❤♦r✐ ❡❣✐t❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✳ ❊r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉t❡♥ ❦♦♠✉♥✐❦❛③✐♦ ♠♦t❛ ③❡❤❛r❦❛✲
❦♦❛ ❞❛✱ ✐♥✉rr✐❡❦ ❥❛r✐❛t③❡♥ ❞✉t❡♥ ♠♦❧❡❦✉❧❛ ♠♦t❛ ❜❡r❡③✐ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ❣❛✉③❛t③❡♥
❞❡♥❛✿ ❢❡r♦♠♦♥❛✳

■♥✉rr✐❡❦ t♦❦✐ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛ ♠✉❣✐t③❡❛♥ ✐❜✐❧✐ ❞✐r❡♥ ❜✐❞❡❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛✲❧♦rr❛t③
❜❛t ✉③t❡♥ ❞✉t❡✳ ■♥✉rr✐❛❦ ❜❡r❡♥ ❦♦❧♦♥✐❛✲❦✐❞❡❡❦ ✉t③✐t❛❦♦ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❧♦rr❛t③❛❦ ❞❡✲
t❡❦t❛t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❤♦rr❡t❛③ ❜❛❧✐❛t③❡♥ ❞✐r❛ ❤❛✐❡♥ ✐❜✐❧❜✐❞❡❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦✳
❍❛❧❛✱ ③❡♥❜❛t ❡t❛ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❣❡❤✐❛❣♦ ❡❣♦♥ ❜✐❞❡ ❜❛t❡❛♥✱ ♦r❞✉❛♥ ❡t❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡
❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❞❛❣♦ ❜❡rt❛t✐❦ ✐❣❛r♦t③❡♥ ❞✐r❡♥ ✐♥✉rr✐❡❦ ❜✐❞❡ ❤♦rr❡t❛t✐❦ ❥❛rr❛✐t③❡❦♦✳
❇❡st❛❧❞❡✱ ✐♥✉rr✐ ❜❛t❡❦✱ ❡❧✐❦❛❣❛✐✲✐t✉rr✐ ❜❛t t♦♣❛t③❡♥ ❞✉❡♥❡❛♥✱ ❜✐❞❡t✐❦ ✉③t❡♥
❞✉❡♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ✐t✉rr✐❛r❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❡❣♦❦✐t③❡♥ ❞✉❀ ③❡♥❜❛t
❡t❛ ❦❛❧✐t❛t❡ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛✱ ♦r❞✉❛♥ ❡t❛ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❥❛r✐❛t③❡♥ ❞✉✳
❆③❦❡♥✐❦✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❧✉rr✉♥❦♦rr❛ ❞❛✱ ❛❧❡❣✐❛✱ ❞❡♥❜♦r❛r❡❦✐♥ ❧✉rr✉♥❞✉ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✳

❆r❛✉ s✐♥♣❧❡ ❤♦r✐❡❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ✐♥✉rr✐❛❦ ❡❧✐❦❛❣❛✐✲✐t✉rr✐ ♦♥❡♥❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❣❛✐
❞✐r❛❀ ❛r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ❡❧✐❦❛❣❛✐❛r❡♥ ❡t❛ ✐♥✉rr✐t❡❣✐❛r❡♥ ❛rt❡❦♦ ❜✐❞❡r✐❦ ♠♦t③❡♥❛ ❡r❡
t♦♣❛ ❞❡③❛❦❡t❡✳ ▼❡❦❛♥✐s♠♦ ❤♦♥❡♥ ❢✉♥t③✐♦♥❛♠❡♥❞✉❛ ❤♦❜❡t♦ ✉❧❡rt③❡❦♦ ✸✳✽ ✐r✉✲
❞✐❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉❦♦ ❞✐♦❣✉✳ ❍❛s✐❡r❛♥✱ ❜✐❞❡ ♠♦t③❡♥❛ ❢❡r♦♠♦♥❛✲❧♦rr❛t③❛r❡♥ ❜✐❞❡③
♠❛r❦❛t✉r✐❦ ❞❛t♦r✳ ❇✐❞❡❛ ♠♦③t❡❛♥✱ ❡s❦✉✐♥❡❦♦ ❡t❛ ❡③❦❡rr❡❦♦ ❜✐❞❡❡t❛♥ ❡③ ❞❛❣♦
❢❡r♦♠♦♥❛r✐❦✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ✐♥✉rr✐ ❜❛t③✉❦ ❡s❦✉✐♥❡t✐❦ ❡t❛ ❜❡st❡ ❜❛t③✉❦ ❡③❦❡rr❡✲
t✐❦ ❥♦❛♥❣♦ ❞✐r❛✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❜❡r❞✐♥❛r❡❦✐♥✳ ❊③❦❡rr❡❦♦ ❜✐❞❡❛ ♠♦t③❛❣♦❛ ❞❡♥❡③✱
❞❡♥❜♦r❛ ❜❡r❞✐♥❡❛♥ ✐♥✉rr✐ ❣❡❤✐❛❣♦ ✐❣❛r♦❦♦ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❤♦rr❡♥❜❡st❡③ ❡③❦❡rr❡❦♦ ❜✐✲
❞❡❦♦ ❢❡r♦♠♦♥❛✲❧♦rr❛t③❛ ✐♥❞❛rts✉❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❉❡♥❜♦r❛ ✐❣❛r♦ ❛❤❛❧❛✱ ❞❛t♦③❡♥



✾✻ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

✸✳✽ ✐r✉❞✐❛✳ ❋❡r♦♠♦♥❛r❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛✳ ❍❛s✐❡r❛❦♦ ❡❣♦❡r❛♥ ❜✐❞❡r✐❦ ♠♦t③❡♥❛ ❢❡r♦♠♦♥❛✲
❧♦rr❛t③❛❦ ③❡❤❛③t❡♥ ❞✉✳ ❇✐❞❡❛ ♠♦③t❡♥ ❞✉❣✉♥❡❛♥✱ ✐♥✉rr✐❡❦✱ ❡s❦✉✐♥❡t✐❦ ❛❧❛ ❡③❦❡rr❡t✐❦
❥♦❛t❡❛ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉t❡✳ ❍❛s✐❡r❛♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❤♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❜❡r❞✐♥❛r❡❦✐♥ ❤❛rt✉✲
❦♦ ❞✉t❡✱ ❢❡r♦♠♦♥❛r✐❦ ❡③ ❜❛✐t❛❣♦ ❡③ ❡③❦❡rr❡❛♥ ❡t❛ ❡③ ❡s❦✉✐♥❡❛♥ ❡r❡✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ❡s❦✉✐♥❡❦♦
❜✐❞❡❛ ❧✉③❡❛❣♦❛ ❞❛ ❡t❛✱ ❡③❦❡rr❡❦♦ ❜✐❞❡❛r❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t✉t❛✱ ✐♥✉rr✐✲✢✉①✉❛ t①✐❦✐❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦
❞❛✱ ✐♥✉rr✐❡❦ ❞❡♥❜♦r❛ ❣❡❤✐❛❣♦ ❜❡❤❛r❦♦ ❜❛✐t✉t❡ ❡❧✐❦❛❞✉r❛✲✐t✉rr✐r❛ ❥♦❛♥❡t♦rr✐❛ ❡❣✐t❡❦♦✳
❆rr❛③♦✐ ❤♦rr❡❣❛t✐❦✱ ❞❡♥❜♦r❛ ✐❣❛r♦ ❛❤❛❧❛✱ ❡s❦✉✐♥❡❦♦ ❧♦rr❛t③❛ ❛❤✉❧❞✉ ❡❣✐♥❣♦ ❞❛ ❡t❛
❡③❦❡rr❡❦♦❛✱ ❜❡rr✐③✱ ✐♥❞❛rt✉✳ ❍♦rr❡❦ ❣✉③t✐❛❦ ♣✉♥t✉ ❤♦♥❡t❛r❛ ✐r✐st❡♥ ❞✐r❡♥ ✐♥✉rr✐❡♥ ❡r❛✲
❜❛❦✐❛ ❜❛❧❞✐♥t③❛t✉❦♦ ❞✉✱ ❡③❦❡rr❡❦♦ ❜✐❞❡❛ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❥♦❡r❛ ❛r❡❛❣♦t✉❦♦ ❡t❛ ❜✐ ❜✐❞❡❡♥
❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❤❛♥❞✐t✉❦♦✳ ❉❡♥❜♦r❛ ♥❛❤✐❦♦❛ ✐❣❛r♦③ ❣❡r♦ ❡s❦✉✐♥❡❦♦ ❧♦rr❛t③❛ ❣✉③t✐③
❞❡s❛❣❡rt✉❦♦ ❞❛✱ ❡t❛ ✐♥✉rr✐❡❦ ❜✐❞❡ ♠♦t③❡♥❛ ❜❛❦❛rr✐❦ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞✉t❡✳

✐♥✉rr✐❡❦ ❡③❦❡rr❡t✐❦ ❥♦❛t❡❦♦ ❥♦❡r❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✉t❡✱ ❡t❛ ❤♦rr❡❦ ❜✐❞❡ ❤♦r✐
❛r❡ ❣❡❤✐❛❣♦ ✐♥❞❛rt✉❦♦ ❞✉✳ ❊s❦✉✐♥❡❦♦ ❜✐❞❡❛♥ ❧♦rr❛t③❛ ❛♣✉r❦❛✲❛♣✉r❦❛ ❧✉rr✉♥❞✉
❡❣✐♥❣♦ ❞❛ ❡r❛❜❛t ❞❡s❛❣❡rt✉ ❛rt❡✳

▲❛❜✉r❜✐❧❞✉③✱ ✐♥✉rr✐❡❦ ❡③ ❞✐t✉③t❡ ❜✐ ❜✐❞❡❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡♥✱ ❜❛✐♥❛✱ ❤❛❧❛ ❡t❛
❣✉③t✐③ ❡r❡✱ ❛③❦❡♥❡❛♥✱ ❜✐❞❡ ♠♦t③❛ s♦✐❧✐❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❧♦rt③❡♥ ❞✉t❡✳ ❆♥t ❈♦❧♦♥②
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ❞❡r✐t③♦♥ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦❛❦ ✐♥✉rr✐❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❤♦r✐ ❤❛rt③❡♥
❞✉ ✐♥t✉✐③✐♦t③❛t✱ ❡t❛ ✐♥✉rr✐ ❛rt✐✜③✐❛❧❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥
s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐❡❦ ❡③ ❞✐r❛ ❡❞♦♥♦❧❛❦♦❛❦ ✐③❛♥❣♦❀ ✐③❛♥ ❡r❡✱ ♥❛t✉✲
r❛♥ ❜❡③❛❧❛①❡✱ ❛✉rr❡t✐❦ ✐❣❛r♦t❛❦♦ ✐♥✉rr✐❡❦ ✉t③✐t❛❦♦ ❧♦rr❛t③❡✐ ❥❛rr❛✐t✉③ s♦rt✉❦♦
❞✐r❛✳

▲♦rr❛t③❛❦ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❡r❡❞✉ ❤♦r✐❡❦ ♦♣t✐♠✐✲
③❛③✐♦✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❜✐ ❡r❛t❛♥ ❡❣✉♥❡r❛t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❆❧❞❡ ❜❛t❡✲
t✐❦✱ ✐♥✉rr✐❡❦ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛ ✕❤♦ts✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛✕
❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❛r❡❛❣♦t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ ✐t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛③✐♦ ❢❡r♦✲
♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ♠✉rr✐③t✉❦♦ ❞❛✱ ♥❛t✉r❛♥ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❡♥ ❧✉rr✉♥❦❡t❛ s✐♠✉❧❛t✉③✳
❋❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛ ③❡❤❛③t❡❦♦✱ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛r❡♥ ❛r❡❛❣♦t③❡❛ ❡t❛
♠✉rr✐③❦❡t❛ ♥♦❧❛ ❡❣✐♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳



✸✳✷ ❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✾✼

❇❡r❛③✱ ❜✐ ❣❛✉③❛ ❜❡❤❛r ❞✐r❛ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦✿ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡✲
❞✉ ❜❛t✱ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t✳ ❙♦❧✉③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❡r❛ s✐♥♣❧❡❡♥❛
♦s❛❣❛✐❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡ ❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛✳ ■❦✉s ❞❡✲
③❛❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✳

❉❡♠❛❣✉♥ ▼❛①✐♠❛❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❡t ✭▼■❙✮ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛t③✐ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✳
Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦rr❡❦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❤♦r✲
t❛③✱ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ♣♦s✐③✐♦❛❦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♦s❛❣❛✐t③❛t ❤❛r ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ P♦s✐③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛❦
❜✐ ❜❛❧✐♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❤❛r ❞✐t③❛❦❡✱ ✵ ❡❞♦ ✶✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛t s♦rt③❡❦♦✱ ✐♥✉rr✐ ❛rt✐✜③✐❛❧ ❜❛✲
❦♦✐t③❛❦✱ ❤❛st❡❦♦✱ s♦❧✉③✐♦✲❜❡❦t♦r❡❛r❡♥ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣♦s✐③✐♦❦♦ ❜❛❧✐♦❛ ✵ ❡❞♦ ✶ ❞❡♥
❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ✉♥❡❦♦ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❤❛rt✉❦♦ ❞✉ ❛✐♥✲
t③❛t✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ❡s❧❡✐t✉③ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❣❡❤✐❛❣♦ ❞✉❡♥ ❛✉❦❡r❛r✐❀ ❜❡❤✐♥
❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣♦s✐③✐♦❦♦ ❜❛❧✐♦❛ ✜♥❦❛t✉r✐❦✱ ❜✐❣❛rr❡♥ ♣♦s✐③✐♦❛r✐ ❥❛rr✐❦♦ ❞✐♦ ❛rr❡t❛✱
❡t❛✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♣❛✉s♦❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❜❛❧✐♦ ❜❛t ✭✵ ❡❞♦ ✶✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦❦✐ ❛✉❦❡r❛✲
t✉❦♦ ❞✉ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉③✳ Pr♦③❡s✉ ❜❡r❛ s♦❧✉③✐♦ ♦s♦❛ s♦rt✉ ❛rt❡
❡rr❡♣✐❦❛t✉❦♦ ❞❛✳

❆❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡t❛♥✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛ ♠❛tr✐③❡ s✐♥♣❧❡ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛
❞❛✐t❡❦❡✱ ③✉t❛❜❡ ❜❛❦♦✐t③❛❦ s♦❧✉③✐♦✲❜❡❦t♦r❡❛r❡♥ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛t ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❡❧❛✲
r✐❦✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ ♠❛tr✐③❡❛❦ ❜✐ ❡rr❡♥❦❛❞❛ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉✱ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✵ ❡t❛ ✶
❜❛❧✐♦❡❦ ❞✉t❡♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❣♦r❞❡t③❡❦♦✳

❋❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉ ❤♦♥❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ❛r❣✐t③❡❦♦✱ ▼■❙ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡✲
❛♥✱ ❛♥t③❡r❛❦♦❛ ❞❡♥ ❜❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉♦♠✐♥❛t✐♥❣
❙❡t ✭▼❉❙✮✳ ▲❛❜✉r❦✐ ❛③❛❧❞✉③✱ ❣r❛❢♦ ❜❛t ❡♠❛♥❞❛✱ ♥♦❞♦❡♥ ❛③♣✐♠✉❧t③♦ ❜❛t ♠❡♥✲
❞❡r❛t③❡ ♠✉❧t③♦❛ ❞❛ ✕❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ s❡t✱ ✐♥❣❡❧❡s❡③✕ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ ❛③♣✐♠✉❧t③♦❛♥ ❡③
❞❛✉❞❡♥ ♥♦❞♦ ❣✉③t✐❛❦✱ ❣✉t①✐❡♥❡③✱ ❛③♣✐♠✉❧t③♦❦♦ ♥♦❞♦ ❜❛t✐ ❦♦♥❡❦t❛t✉t❛ ❜❛❞❛✉✲
❞❡✳ ●r❛❢♦ ❜❛t ❡♠❛♥✐❦✱ ❦❛r❞✐♥❛❧✐t❛t❡ ♠✐♥✐♠♦❦♦ ♠❡♥❞❡r❛t③❡ ♠✉❧t③♦❛ t♦♣❛t③❡❛♥
❞❛t③❛ ▼❉❙ ♣r♦❜❧❡♠❛❦✳ ✸✳✾ ✐r✉❞✐❛♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦ ❤✐r✉ s♦❧✉③✐♦ ✐❦✉s
❞❛✐t❡③❦❡✳

▲❡❤❡♥✐❦✱ ③♦r✐③❦♦ ❣r❛❢♦ ❜❛t ❡r❛✐❦✐❦♦ ❞✉❣✉ ▼❉❙ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t
❞❡✜♥✐t③❡❦♦✳

> n <- 10

> rnd.graph <- aging.ba.game (n, 0.5, 0, 2, directed=FALSE)

> mdsp <- mdsProblem(graph=rnd.graph)

❇✐❣❛rr❡♥ ♣❛✉s♦❛♥✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦ ♠❛tr✐③❡❛ ❤❛s✐❡r❛t✉ ❜❡❤❛r
❞✉❣✉✳ ❋❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉ ♠♦t❛ ❤❛✉ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ VectorPheromone
❦❧❛s❡❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❞❛❣♦ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛ ❜❛❧✐♦ ✜♥❦♦ ❜❛t❡❦✐♥ ❤❛s✐❡r❛✲
t③❡❛ ❞❛✳ ❊r❛ ❤♦rr❡t❛♥ ♦s❛❣❛✐ ❣✉③t✐❛❦ ❜❛❧✐♦ ❜❡r❞✐♥❛ ❞✉t❡✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❛✉❦❡r❛
♣♦s✐❜❧❡ ❣✉③t✐❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ●♦❣♦r❛t✉ ❣✉r❡ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❢❡✲
r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛r❡♥ ♠❛tr✐③❡❛❦ ❜✐ ❡rr❡♥❦❛❞❛ ❞✐t✉❡❧❛✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❜✐t❛rr❛❦
❞✐r❡❧❛❦♦✳

> init.trail <- matrix (rep(1, 2*n), ncol=n)

> evaporation <- 0.1

> pheromones <- vectorPheromone(binary=TRUE,

+ initial.trail=init.trail,

+ evaporation.factor=evaporation)



✾✽ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

✭❛✮ ❙♦❧✉③✐♦ ❤❛✉ ❜✐❞❡r❛❡③✐✲
♥❛ ❞❛✱ ♠❡♥❞❡r❛t③❡ ♠✉❧t③♦❛
❡③ ❜❛✐t❛

✭❜✮ ✹ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ♠❡♥❞❡r❛✲
t③❡ ♠✉❧t③♦❛

✭❝✮ ✷ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ♠❡♥❞❡r❛✲
t③❡ ♠✉❧t③♦❛

✸✳✾ ✐r✉❞✐❛✳ ■r✉❞✐❛❦ ▼❉❙ ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦ ✸ s♦❧✉③✐♦ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✐t✉ ✕❜❡❧t③❡③ ❛❞✐❡r❛③✐t❛
❞❛✉❞❡♥ ♥♦❞♦❛❦✕✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❛ ✭❡③❦❡rr❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥❛✮ ❡③ ❞❛ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛✱ s♦❧✉③✐♦❦♦❛ ❡③
❞❡♥ ♥♦❞♦ ❜❛t ❡③ ❜❛✐t❛❣♦ ❦♦♥❡❦t❛t✉t❛ s♦❧✉③✐♦❦♦ ♥♦❞♦ ❜❛t❡❦✐♥ ❡r❡✳ ❇✐❣❛rr❡♥ s♦❧✉③✐♦❛
❜✐❞❡r❛❣❛rr✐❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ❡③ ♦♣t✐♠♦❛✳ ❆③❦❡♥ s♦❧✉③✐♦❛ ♦♣t✐♠♦❛ ❞❛✱ ❡③ ❜❛✐t❛❣♦ ✶ t❛♠❛✐♥❛❦♦
s♦❧✉③✐♦ ❜✐❞❡r❛❣❛rr✐r✐❦✳

> pheromones@trail

## [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

## [1,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

## [2,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

❆✉rr❡❦♦ ❦♦❞❡❛♥ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛ ❣✉③t✐③ ③❡❤❛③t❡❦♦✱
evaporation.factor ♣❛r❛♠❡tr♦❛ ✜♥❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛✳ P❛r❛♠❡tr♦ ❤♦r✐ ❢❡r♦✲
♠♦♥❛r❡♥ ❧✉rr✉♥❦❡t❛r❡❦✐♥ ❞❛❣♦ ❡r❧❛③✐♦♥❛t✉t❛✱ ❡t❛ ♠❛tr✐③❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦
♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ③❡♥❜❛t ♠✉rr✐③t✉❦♦ ❞✐r❡♥ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❀ ❜❛❧✐♦ ❤♦r✐ ❦♦♥t✉❛♥
✐③❛♥✐❦✱ ❧✉rr✉♥❦❡t❛ evaporate ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✳

> evaporate(pheromones)

> pheromones@trail

## [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

## [1,] 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9

## [2,] 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9 0.9

> evaporate(pheromones)

> pheromones@trail

## [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

## [1,] 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81

## [2,] 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81 0.81

❊s❛♥ ❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ✐♥✉rr✐❡❦ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛❦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦ ❡r❛✲
❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉③t❡✳ ❙♦❧✉③✐♦❛❦ buildSolution ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❧♦rt③❡♥ ❞✐r❛✳



✸✳✷ ❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✾✾

> buildSolution(pheromones, 1)

## [[1]]

## [1] TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE

■♥✉rr✐❡❦ ✐♥❣✉r✉♥❡t✐❦ ✐❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❤❡✐♥❡❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ✉③t❡♥ ❞✉t❡✱ ❡t❛✱ ❡r❛
❜❡r❡❛♥✱ ✐♥✉rr✐ ❛rt✐✜③✐❛❧❡❦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥❡❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛
❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞✉t❡❀ ❡r❡❞✉❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦ updateTrail ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳

> solution <- buildSolution(pheromones, 1)[[1]]

> eval <- mdsp$evaluate(solution)

> eval

## [1] 4

> updateTrail(object=pheromones, solution=solution, value=eval)

> pheromones@trail

## [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

## [1,] 4.81 4.81 0.81 0.81 4.81 4.81 4.81 0.81 0.81 4.81

## [2,] 0.81 0.81 4.81 4.81 0.81 0.81 0.81 4.81 4.81 0.81

■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ③✉t❛❜❡ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❡rr❡♥❦❛❞❛ ❜❛t✐ ✭✐♥✉rr✐❛❦ ❛✉❦❡✲
r❛t✉t❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥❛r✐✱ ❤❛✐♥ ③✉③❡♥✮ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥
❜❛❧✐♦❛ ❣❡❤✐t✉ ③❛✐♦✱ ✐♥✉rr✐❡❦ ✉t③✐t❛❦♦ ❧♦rr❛t③❛ ✐r✉❞✐❦❛t③❡❦♦✳

❊❧❡♠❡♥t✉ ❤♦r✐❡❦✐♥ ❣✉③t✐❡❦✐♥✱ ❆❈❖ s✐♥♣❧❡ ❜❛t s♦r ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❇❛✐♥❛ ❧❡❤❡♥✐❦
❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ▼❉❙❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❤❛♥❞✐ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳

> n <- 100

> rnd.graph <- aging.ba.game(n, 0.5, 0, 3, directed=FALSE)

> mdsp <- mdsProblem(graph=rnd.graph)

> init.trail <- matrix (rep(1, 2*n), ncol=n)

> pheromones <- vectorPheromone(binary=TRUE,

+ initial.trail=init.trail,

+ evaporation.factor=evaporation)

❖r❛✐♥✱ ✺✵✵ ✐♥✉rr✐ s✐♠✉❧❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉❀ ❜❛❦♦✐t③❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉✱ ❡t❛
❡❣✐♥❞❛❦♦ ❜✐❞❡❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ✉t③✐❦♦ ❞✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣❛✉s♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✐♥✉rr✐
❜❛t s✐♠✉❧❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❤❛r❡♥ ✐❜✐❧❜✐❞❡❛ ❛♠❛✐t③❡❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❧✉rr✉♥❞✉❛r❛③✐
❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉✳

> num.ant <- 500

> sol.evaluations <- vector()

> for (ant in 1:num.ant) {

+ solution <- mdsp$correct(buildSolution(pheromones, 1)[[1]])

+ eval <- mdsp$evaluate(solution)

+ updateTrail(pheromones, solution, eval)

+ evaporate(pheromones)

+ sol.evaluations <- c(sol.evaluations, eval)

+ }

✸✳✶✵ ✐r✉❞✐❛❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉✳ ■r✉❞✐❛♥✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ✐♥✉✲
rr✐❡❦ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ ♦s♦ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐r❡❧❛
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✸✳✶✵ ✐r✉❞✐❛✳ ❆❈❖ s✐♥♣❧❡❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ▼❉❙ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡❛♥✳

✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ s✐♠✉❧❛t✉t❛❦♦ ✐♥✉rr✐ ❦♦♣✉r✉❛ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞❡♥ ❤❡✐♥❡❛♥
❜❛r✐❛♥t③❛ ♠✉rr✐③t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❛♠❛✐❡r❛♥✱ ♣r♦③❡❞✉r❛❦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛r ❜❛t❡r❛
❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥ ❞✉✳ ❊❞♦♥♦❧❛ ❡r❡✱ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ❡③ ❞❛ ❤❛s✐❡r❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦❛❦ ❜❛✐♥♦
❤♦❜❡❛✳

P♦rt❛❡r❛ ❤♦r✐ s❛❦♦♥❛❣♦ ❛③t❡rt✉③ ❣❡r♦ ♦♥❞♦❦♦❛ ♦♥❞♦r✐♦③t❛t③❡♥ ❞❛✿ ♥❛❤✐③
❡t❛ ♥❛t✉r❛♥ ❤♦♥❡❧❛ ❣❡rt❛t✉✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❛r❡♥ ✐❦✉s♣❡❣✐t✐❦✱ ✐♥✉rr✐ ❣✉③t✐❡❦ ❢❡r♦✲
♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❛ ❡③ ❞❛ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛r✐❦ ♦♥❡♥❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❡s❦✉❛r❦✐
❜❡st❡ ❡str❛t❡❣✐❛ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞❛✳ ■♥✉rr✐❛❦ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ s✐♠✉❧❛t✉ ♦r❞❡③✱ t❛✲
♠❛✐♥❛ ③❡❤❛t③ ❜❛t❡❦♦ ✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❛ ❜❛t s♦rt③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛✱ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱
✐♥✉rr✐t❡❣✐❦♦ ✐♥✉rr✐ ❣✉③t✐❡❦ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ❜❛❦❛r ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞❛ ❢❡✲
r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦✳ ❙♦❧✉③✐♦ ❜❛❦❛r ❤♦r✐ ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ❜✐ ❡str❛t❡❣✐❛
❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡③❦❡✿

❼ ■t❡r❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉✳ ■♥✉rr✐❡❦ ✉♥❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❛♥ s♦rt✉t❛❦♦
s♦❧✉③✐♦❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ❜❛❦❛rr✐❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛
❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦✳ ❑❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❛r❛✲
❜❡r❛ ❡❣✐t❡❛ ❡③ ❞❛ ❜❡❤❛rr❡③❦♦❛✱ ❜❛❦❛rr✐❦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❜❛✐t❛
❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛♥✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ♦❤✐❦♦❛ ❞❛ ❜❛❧✐♦ ✜♥❦♦ ❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡❛✳

❼ ❇✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉ ♦s♦❛♥ t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉✳ ❍❛✐♥❜❛t ❦❛✲
s✉t❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ s♦❧✉③✐♦ ♦♥ ❜❛t❡♥ ✐♥❣✉r✉❛♥ ❛r❡❛❣♦t③❡❛ ✐♥t❡r❡s❛t✉❦♦ ③❛✐❣✉✳
❑❛s✉ ❤♦r✐❡t❛♥✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛r❡♥ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉ ♦s♦❛♥
③❡❤❛r t♦♣❛t✉ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❡❣✐♥ ❞❛✐t❡❦❡✳ ❆✉rr❡❦♦ ♣✉♥t✉❛♥
❜❡③❛❧❛✱ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛❦ ❡③ ❞✉ ③❡rt❛♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛r❡❦✐❦♦ ♣r♦✲
♣♦rt③✐♦♥❛❧❛ ✐③❛♥✳

❆❧❞❛❦❡t❛ ❤♦rr❡❦✐♥ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛ ❞❡✜♥✐ ❞❡③❛❦❡✲
❣✉ ✭✐❦✉s✐ ✸✳✷ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✮✳ basic.aco ❢✉♥t③✐♦❛❦ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❆❈❖❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥✲
t❛t③❡♥ ❞✉ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❧❡❤❡♥ s♦rt✉t❛❦♦ ▼❉❙ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧ ❞❡✲
③❛❦❡❣✉✳ ❖❤✐❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦❡③ ❣❛✐♥✱ basic.aco ③❡❤❛③t❡❦♦✱ ❛r❣✉♠❡♥t✉ ❤❛✉❡❦
❞❡✜♥✐t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✿

❼ nants ✲ ❑♦❧♦♥✐❛ ③❡♥❜❛t ✐♥✉rr✐ ❛rt✐✜③✐❛❧❡❦ ♦s❛t✉❦♦ ❞✉t❡♥✳



✸✳✷ ❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✶✵✶

■♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛

✶ ✐♥♣✉t✿ build_solution✱ evaporate✱ add_pheromone ✱
initalize_matrix ❡t❛ stop_criterion ♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦

✷ ✐♥♣✉t✿ k_size ❦♦❧♦♥✐❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛
✸ ♦✉t♣✉t✿ opt_solution

✹ pheromone_matrix ❂ initialize_matrix()

✺ ✇❤✐❧❡ ✦stop_criterion()
✻ ❢♦r i ✐♥ ✶✿k_size
✼ solution ❂ build_solution(pheromone_matrix)

✽ pheromone_matrix❂ add_pheromone(pheromone_matrix,solution)

✾ ✐❢ solution opt_solution ❜❛✐♥♦ ❤♦❜❡❛ ❞❛
✶✵ opt_solution❂solution
✶✶ ✜

✶✷ ❞♦♥❡

✶✸ pheromone_matrix ❂ evaporate(pheromone_matrix)

✶✹ ❞♦♥❡

✸✳✷ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ ■♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

❼ pheromones ✲ ❋❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛✳
❼ update.sol ✲ ◆♦❧❛ ❡❣✉♥❡r❛t✉❦♦ ❞✉❣✉♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛✳ ❍✐r✉ ❛✉❦❡r❛

❞❛✉❞❡✿ ’best.it’✱ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❡r❛❜✐✲
❧✐❀ ’best.all’✱ ❜✐❧❛❦❡t❛♥ ③❡❤❛r ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❡r❛❜✐❧✐✱ ❡❞♦
’all’✱ s♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❣✉③t✐❡t❛③ ❜❛❧✐❛t✉✳

❼ update.value ✲ ❇❛❧✐♦ ❜❛t ✜♥❦❛t③❡♥ ❜❛❞❛✱ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛ ❣✉③t✐❡t❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛✲
❜❛❧✐♦ ❤♦r✐ ❣❡❤✐t③❡♥ ③❛✐♦ ❡r❡❞✉❛r✐❀ NULL ❜❛❞❛✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞❛✳ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛❦ ♥❡❣❛t✐❜♦❛❦ ❞✐✲
r❡❧❛ ❡t❛ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❜❛❧✐♦ ♣♦s✐t✐❜♦❛❦ ❡t❛ ♥❡❣❛t✐❜♦❛❦ ❡③✐♥
❞✐r❡❧❛ ♥❛❤❛st✉ ❛r❛③♦❛❦ ❡❣♦♥ ❞❛✐t❡③❦❡❡❧❛❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛❦ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❛♥✳
❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ③❡✐♥✉❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞❛ ❢❡r♦♠♦✲
♥❛ ❡r❡❞✉❛ ❤❛s✐❡r❛t③❡r❛❦♦❛♥✳

> args <- list()

> args$evaluate <- mdsp$evaluate

> args$nants <- 5

>

> init.value <- 1

> initial.trail <- matrix(rep(init.value, 2*n), nrow=2)

> evapor <- 0.1

>

> pher <- vectorPheromone(binary=TRUE,

+ initial.trail=initial.trail,

+ evaporation.factor=evapor)

>

> args$pheromones <- pher

> args$update.sol <- "best.it"

> args$update.value <- init.value / 10
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✸✳✶✶ ✐r✉❞✐❛✳ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ▼❉❙ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡❛♥✳

> args$non.valid <- "correct"

> args$valid <- mdsp$is.valid

> args$correct <- mdsp$correct

>

> args$resources <- cResource(iterations=100)

> args$verbose <- FALSE

>

> results.aco <- do.call(basicAco, args)

> plotProgress(results.aco) + labs(y="Average evaluation") +

+ thm.bh

✸✳✶✶ ✐r✉❞✐❛❦ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ✐r✉❞✐❦❛t③❡♥ ❞✉✳ ❆❧✲
❣♦r✐t♠♦ ❤♦rr❡❦ ❧❡❤❡♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉ ❞✉❣✉♥ ❆❈❖ s✐♥♣❧❡❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❞✉❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ❜❡r❞✐♥❛ ❛③t❡rt③❡♥ ❞✉✱ ❜❛✐♥❛✱ ❛✉rr❡❦♦❛ ❡③ ❜❡③❛❧❛✱ ✐t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛✲
③✐♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❤♦❜❡t✉③ ❞♦❛✳ ●r❛✜❦♦❛♥ ❜❛t❡③ ❜❡st❡❦♦ ✜t♥❡ss❛❦ ❛❧❞❛❦✉♥t③❛ ❤❛♥✲
❞✐❛ ❞✉❡❧❛ ✐❦✉s ❞❛✐t❡❦❡✳ ❍♦r✐ ♦s♦ ❦♦❧♦♥✐❛ t①✐❦✐❛ ❡r❛❜✐❧✐ ❞✉❣✉❧❛❦♦ ❞❛ ✕✺ ✐♥✉rr✐
❜❛❦❛rr✐❦✕✳ ❇❛❧✐♦ ❤♦r✐ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❧❡✉♥❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ✕❡t❛✱
③✐✉rr❡♥✐❦✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ❤♦❜❡❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✕✱ ❜❛✐♥❛ ❡❜❛❧✉❛③✐♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❜❡❤❛r❦♦
❞✐t✉❣✉✳

❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♠❛♠✐❛❦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡r❛✐❦✉♥t③❛♥ ❞❛t③❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ s♦❧✉✲
③✐♦❡♥ ♦s❛❣❛✐❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛ ♦s♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛❀ ♦s❛❣❛✐❡❦ ❡③ ❜❛❞✉t❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✲
r❡♥ ✐③❛❡r❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt③❡♥✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛❦ ❡③ ❞✉ s♦❧✉③✐♦❡♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛
❜❡❤❛r ❜❡③❛❧❛ ❥❛s♦❦♦ ❡t❛ ③❡♥t③✉❛ ❣❛❧❞✉❦♦ ❞✉✳ ❍♦r✐ ❛❣❡r✐❛♥ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❞❛ ❥❛rr❛✐✲
❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥✳

❉❡♠❛❣✉♥ ▲❖P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐ ♥❛❤✐
❞✉❣✉❧❛✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛❦ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞✐t✉✲
❣✉♥❡③✱ ❦♦❞❡❦❡t❛ ♠♦t❛ ❤♦♥❡♥t③❛t ❡❣♦❦✐❛ ❞❡♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉ ❜❛t ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳
▲❡❤❡♥ ✐❞❡✐❛ ❣✐s❛✱ ❜❡❦t♦r❡❡❦✐♥ ❡r❛❜✐❧✐t❛❦♦ ❡r❡❞✉ ❜❡r❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ s♦❧✉✲
③✐♦❡♥ ❡r❛✐❦✉♥t③❛♥ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛❦ s♦rt③❡❦♦ ❜❡❤❛r ❞✐r❡♥ ❛❧❞❛❦❡t❛❦ ❡❣✐t❡♥ ❜❛✲
❞✐t✉❣✉ ❜❡t✐❡r❡✳ ❍❛✉ ❞❛✱ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉❛ ♠❛tr✐③❡ ❦❛rr❛t✉ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡❦♦
❞✉❣✉✳ ❇❡rt❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♣♦s✐③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ✭❡rr❡♥❦❛❞❛❦✮ ❜❛❧✐♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❜❛✲
❦♦✐t③❛r✐ ✭③✉t❛❜❡❛❦✮ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✳ ●❡r♦✱ s♦❧✉✲
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Group Position Link

✸✳✶✷ ✐r✉❞✐❛✳ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❡❜♦❧✉③✐♦❛ ▲❖P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡❛♥✳

③✐♦❛❦ ♦s❛t③❡r❛❦♦❛♥✱ ✉rr❛ts ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ❛✉rr❡t✐❦ ❛✉❦❡r❛t✉ ❣❛❜❡❦♦ ❜❛❧✐♦❡t❛t✐❦
❜❛t ❛✉r❦❡③t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ♥♦s❦✐✳
❊r❡❞✉ ❤♦rr❡❦ ❯▼❉❆ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐ ❣❡♥✉❡♥ ♠❛tr✐③❡❛r❡♥ ❛♥t③❡r❛❦♦ ❜❛t
❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉✳

❉❡♥❛ ❞❡❧❛✱ ❤❛✉ ❡③ ❞❛ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉ ♣♦s✐❜❧❡ ❜❛❦❛rr❛✳ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛♥ ✐❦✉✲
s✐ ❣❡♥✉❡♥ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡❦ ❣r❛❢♦ ♦s♦❦♦ ③✐❦❧♦ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❛rr❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐t✉③t❡❧❛✳
❍❛✉ ❞❛✱ n ♥♦❞♦❦♦ ❣r❛❢♦ ♦s♦ ❜❛t ✐③❛♥✐❦✱ ❡❞♦③❡✐♥ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❦ n ♥♦❞♦❛❦ ❜❡❤✐♥
❡t❛ s♦✐❧✐❦ ❜❡❤✐♥ ❜✐s✐t❛t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ✐❜✐❧❜✐❞❡ ❜❛t ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉✳ ❇❡r❛③✱ ♣❡r♠✉✲
t❛③✐♦❛❦ ♦s❛t③❡❦♦✱ ♥♦❞♦❛❦ ❧♦t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ❡rt③❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

■❞❡✐❛ ❤♦r✐ ❡r❛❜✐❧✐③ ❜❡st❡ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❡r❡❞✉ ❜❛t ♣❧❛♥t❡❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❊r❡❞✉ ❤♦✲
rr❡❦ ❡r❡ ♠❛tr✐③❡ ❦❛rr❛t✉ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉✱ ❜❛✐♥❛ ♠❛tr✐③❡❛r❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛③✐♦❛
✕❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ s♦❧✉③✐♦❡♥ ❡r❛✐❦✉♥t③❛✕ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ❞❛✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ♠❛tr✐③❡❛❦
❣r❛❢♦❛r❡♥ ❡rt③❛❦ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐t✉✳ ❆❧❡❣✐❛✱ ♠❛tr✐③❡❛r❡♥ (i, j) ♣♦s✐③✐♦❛♥ i ♥♦❞♦✲
t✐❦ j ♥♦❞♦r❛❦♦ ❜✐❞❡❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱
✸✹✷✶ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❛r✐ ❞❛❣♦③❦✐♦♥ ♠❛tr✐③❡❦♦ ♣♦s✐③✐♦❛❦ (3, 4); (4, 2) ❡t❛ (2, 1) ❞✐r❛
✕♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ (1, 3) ♣♦s✐③✐♦❛ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✱
❜❛✐♥❛ ❣✉❦ ❡③ ❞✉❣✉ ❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉❦♦ ❣✉r❡ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥✕✳

❇✐ ❡r❡❞✉ ❤♦r✐❡❦ PermuPosPheromone ❡t❛ PermuLinkPheromone ♦❜✲
❥❡❦t✉❡t❛♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉r✐❦ ❞❛✉❞❡✳ ❏❛rr❛✐❛♥✱ ❜✐ ❡r❡❞✉ ❤♦r✐❡❦ ▲❖P ♣r♦❜❧❡♠❛
❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛❧❞❡r❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

> n <- 100

> rnd.mat <- matrix(round(runif(n^2)*100), n)

> lop <- lopProblem(matrix=rnd.mat)

>

> args <- list()

> args$evaluate <- lop$evaluate

> args$nants <- 15

>

> init.value <- 1

> initial.trail <- matrix(rep(init.value, n^2 ), n)

> evapor <- 0.9
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>

> pher <- permuLinkPheromone(initial.trail=initial.trail,

+ evaporation.factor=evapor)

> args$pheromones <- pher

> args$update.sol <- "best.it"

> args$update.value <- init.value / 10

> args$resources <- cResource(iterations=250)

> args$verbose <- FALSE

>

> aco.links <- do.call(basicAco, args)

>

> args$pheromones <- permuPosPheromone(initial.trail, evapor)

> aco.pos <- do.call(basicAco, args)

>

> plotProgress(list("Position"=aco.pos, "Link"=aco.links)) +

+ aes(linetype=Group) + labs(y="Current solution") + thm.bh

✸✳✶✷ ✐r✉❞✐❛❦ ❡s♣❡r✐♠❡♥t✉❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉✳ ●r❛✜❦♦❛♥ ❛r❣✐ ✐❦✉s
❞❛✐t❡❦❡ ♥♦❞❡♥ ❛rt❡❦♦ ❧♦t✉r❛❦ s♦❧✉③✐♦❡♥ ♦s❛❣❛✐t③❛t ❤❛rt③❡♥ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ❜✐❧❛❦❡✲
t❛❦ ❡③ ❞✉❡❧❛ ❛✉rr❡r❛ ❡❣✐t❡♥✳ ❙♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ♦s❛❣❛✐❛❦ ♣♦s✐③✐♦❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ❜❡rr✐③✱
✐t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛③✐♦ s♦❧✉③✐♦❛ ❤♦❜❡t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞❛✳ ❍♦rr❡♥ ❛rr❛③♦✐❛ s✐♥♣❧❡❛ ❞❛✿ ▲❖P
♣r♦❜❧❡♠❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❦♦ ♦s❛❣❛✐❡♥ ♣♦s✐③✐♦ ❛❜s♦❧✉t✉❛❦ ❞✐r❛ ❛❧❞❡r❞✐ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❡✲
♥❛✱ ❡t❛ ❡③ ♦s❛❣❛✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❛✉③♦❦✐❞❡t❛s✉♥❛✳

❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❛❦♦✱ ♦r❞❡❛✱ ❡rt③❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❡♥ ❡r❡❞✉❛ ❡❣♦❦✐❛ ❞❛❀ ✐③❛♥
❡r❡✱ ③❡✐♥ ❤✐r✐t❛t✐❦ ③❡✐♥ ❤✐r✐t❛r❛ ❥♦❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉♥ ✐♥t❡r❡s❛t③❡♥ ③❛✐❣✉✳ ❏❛rr❛✐❛♥
❤♦r✐ ❢r♦❣❛t③❡❦♦ ❡s♣❡r✐♠❡♥t✉ ❜❛t ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉❀ ❡♠❛✐t③❛❦ ✸✳✶✸ ✐r✉❞✐❛♥ ❞❛✉❞❡✳

> url <- system.file("bays29.xml.zip", package="metaheuR")

> cost.matrix <- tsplibParser(url)

> n <- ncol(cost.matrix)

> tsp <- tspProblem(cmatrix=cost.matrix)

>

> args <- list()

> args$evaluate <- tsp$evaluate
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> args$nants <- 15

>

> init.value <- 1

> initial.trail <- matrix(rep(init.value, n^2 ), n)

> evapor <- 0.9

>

> pher <- permuLinkPheromone(initial.trail=initial.trail,

+ evaporation.factor=evapor)

> args$pheromones <- pher

> args$update.sol <- "best.it"

> args$update.value <- init.value / 10

> args$resources <- cResource(iterations=250)

> args$verbose <- FALSE

>

> aco.links <- do.call(basicAco, args)

>

> args$pheromones <- permuPosPheromone(initial.trail, evapor)

> aco.pos <- do.call(basicAco, args)

>

> plotProgress (list("Position"=aco.pos, "Link"=aco.links)) +

+ aes(linetype=Group) + labs(y="Current solution") + thm.bh

■❦✉s ❞❛✐t❡❦❡❡♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❚❙P❛r❡♥ ❦❛s✉❛♥ ❜✐ ❡r❡❞✉❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥❢♦r♠❛✲
③✐♦❛ ♦♥❞♦ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ ❜✐ ❦❛s✉❡t❛♥ ❛✉rr❡r❛
❡❣✐t❡♥ ❞✉✳

❖r❛✐♥ ❛rt❡ ✐❦✉s✐ ❞✐t✉❣✉♥ ❛❞✐❜✐❞❡ ❣✉③t✐❡t❛♥ ❢❡r♦♠♦♥❛❦ ❜❛❦❛rr✐❦ ❡r❛❜✐❧✐ ❞✐t✉✲
❣✉ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❦♦✳ ❖✐♥❛rr✐③❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ❤♦rr❡❧❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ♣r♦❜❧❡♠❛
③❡❤❛t③ ❜❛t ❡❜❛t③✐ ❜❡❤❛r ❞❡♥❡❛♥✱ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦❛ ❡r❡ s❛rt✉ ♦❤✐ ❞❛✱ ♣♦✲
s✐❜❧❡ ❞❡♥ ❦❛s✉❡t❛♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ❚❙Pr❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡r❛✐❦✐t③❛✐❧❡ ❣✉t✐③✐❛ts✉
t✐♣✐❦♦❛♥✱ ❤✉rr❡♥❣♦ ❤✐r✐❛ ❤❛✉t❛t③❡❦♦ ❤✐r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳
❇❡r❛③✱ ❣♦✐❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥✱ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❡r❛✐❦✐t③❡❛♥✱ ❤✐r✐ ❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛ ❥♦❛t❡❛r✐
❞❛❣♦❦✐♦♥ ❢❡r♦♠♦♥❛ ❦♦♣✉r✉❛ s♦✐❧✐❦ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ❤✐r✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐st❛♥t③✐❛
❡r❡ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛r ❞❡③❛❦❡❣✉ ♦s❛❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❞❡✜♥✐t③❡r❛❦♦❛♥✳

P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥ts❡❦t✉ s♦③✐❛❧❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ s✇❛r♠ ❛❞✐♠❡♥❛r❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡ t✐♣✐❦♦❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ❡③ ❞❛
❜❛❦❛rr❛❀ ❛♥✐♠❛❧✐❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❡t❛♥ ❡r❡ ✐♥s♣✐r❛③✐♦❛ ❜✐❧❛t✉ ✐③❛♥ ❞❛ s❛rr✐t❛♥✳ ❊s❛t❡
❜❛t❡r❛❦♦✱ t①♦r✐✲s❛❧❞❡t❛♥ ❡❤✉♥❦❛ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦ ❡r❛ s✐♥❦r♦♥✐③❛t✉❛♥ ♠✉❣✐t③❡♥ ❞✐r❛
❜❡r❡♥ ❛rt❡❛♥ t❛❧❦❛r✐❦ ❡❣✐♥ ❣❛❜❡✳ ▼✉❧t③♦ ❤♦r✐❡t❛♥ ❡③ ❞❛❣♦ t❛❧❞❡❛ ❦♦♥tr♦❧❛t③❡♥
❞✉❡♥ ✐♥❞✐❜✐❞✉♦r✐❦❀ t①♦r✐ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❜❡r❡ ✐♥❣✉r✉❛♥ ❞❛✉❞❡♥ t①♦r✐❡♥ ♣♦rt❛❡r❛
❛③t❡rt③❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ❤♦rr❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❜❡r❡❛ ❡❣♦❦✐t③❡♥ ❞✉✳ ❊r❛ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❛r❛✉ s✐♥♣❧❡
❜❛t③✉❦✷ ❜❡st❡r✐❦ ❡③ ❞✐r❛ ❜❡❤❛r s✐st❡♠❛ ♦s♦❛ ❛♥t♦❧❛t③❡❦♦✳

❆♥✐♠❛❧✐❛ t❛❧❞❡ ❤♦r✐❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ✐♥s♣✐r❛③✐♦t③❛t ❤❛rt✉t❛✱ ✶✾✾✺❡❛♥ ❑❡♥♥❡❞②
❡t❛ ❊❜❡r❤❛rt❡❦ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ♣r♦♣♦s❛t✉

✷ ❚①♦r✐ ❜❛t❡t✐❦ ❣❡rt✉❡❣✐ ❜❛♥❛❣♦✱ ✉rr✉♥❞✉ ❡❣✐t❡♥ ♥❛✐③✱ ❛❞✐❜✐❞❡③



✶✵✻ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

✸✳✶✹ ✐r✉❞✐❛✳ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ♣❛rt✐❦✉❧❡♥ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ P❛rt✐❦✉❧❛ ❜❛✲
❦♦✐t③❛❦ ❜❡r❡ ❦♦❦❛♣❡♥❛ (xi, yi) ❡t❛ ❜❡r❡ ❛❜✐❛❞✉r❛ ✭vi✮ ❞✐t✉✳

③✉t❡♥ ❬✷✷❪✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦ ♥✉♠❡r✐❦♦❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦✳✸ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ✐❞❡✐❛
s✐♥♣❧❡❛ ❞❛ ♦s♦❀ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛♥ ❜❛rr❡♥❛ ♠✉❣✐t③❡♥ ❞❡♥ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ♠✉❧t③♦ ❜❛t
❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❛✉rr❡r❛ ❡r❛♠❛t❡❦♦✳

❯♥❡ ♦r♦ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❦♦❦❛♣❡♥ ❡t❛ ❛❜✐❛❞✉r❛ ③❡❤❛t③ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉✱
✸✳✶✹ ✐r✉❞✐❛♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❡♥ ❜❡③❛❧❛✳ P❛rt✐❦✉❧❛ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ♣♦s✐③✐♦❛❦ ♣r♦❜❧❡✲
♠❛r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✉✳ ■r✉❞✐❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❜✐❧❛❦❡t❛✲❡s♣❛③✐♦❛❦ ❜✐
❛❧❞❛❣❛✐ ❜❡st❡r✐❦ ❡③ ❞✉ ✭X ❡t❛ Y ✮✱ ❡t❛ s✐st❡♠❛♥ ✺ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❞❛✉❞❡✿ P1✱ P2✱ P3✱
P4 ❡t❛ P5✳

❇✐❧❛❦❡t❛ ❣❛✉③❛t③❡❦♦✱ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❣✉③✲
t✐❡♥ ❦♦❦❛♣❡♥❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡♥ ❞❛✱ ❤❛✐❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③✳ P❛rt✐❦✉❧❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛❦
✜♥❦♦ ♠❛♥t❡♥❞✉③ ❣❡r♦✱ ❞❡♥❛❦ ✐♥✜♥✐t✉r❛ ❥♦❛♥❣♦ ❧✐r❛t❡❦❡✳ ❍♦r✐ ❡③ ❣❡rt❛t③❡❦♦✱
✐t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❡r❡ ❡❣✉♥❡r❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛❀ ❛③❦❡♥ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛ ❤♦✲
rr❡t❛♥ ❞❛t③❛✱ ❤❛✐♥ ③✉③❡♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❣❛❦♦❛✳

▲❡❤❡♥ ❛✐♣❛t✉ ❜❡③❛❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ✐♥s♣✐r❛③✐♦❛ t①♦r✐✲s❛❧❞♦❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❞❛✳
❚①♦r✐ ❜❛❦♦✐t③❛❦✱ ♥♦r❛ ♠✉❣✐t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❡♥ ❡r❛❜❛❦✐t③❡❦♦✱ ❜❡r❡ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❞❛✉✲
❞❡♥ t①♦r✐❡✐ ❡rr❡♣❛r❡t③❡♥ ❞✐❡✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❜❛t❡♥ ❛❜✐❛✲
❞✉r❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦✱ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❤♦rr❡❦ ❞✉❡♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❡③ ❡③✐❦✱ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦
♣❛rt✐❦✉❧❡❦ ❞✉t❡♥❛ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳ ❍❛✐♥ ③✉③❡♥ ❡r❡✱ i✳ ♣❛rt✐❦✉❧❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛
❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦ ♦♥❞♦❦♦ ❡❦✉❛③✐♦❛ ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛✿

vi(t) = vi(t− 1) + C1ρ1[pi − xi(t− 1)] + C2ρ2[pg − xi(t− 1)]

❊❦✉❛③✐♦ ❤♦r✐ ❤✐r✉ ♦s❛❣❛✐③ ❞❛❣♦ ♦s❛t✉t❛✿

❼ vi(t−1) ✲ i✳ ♣❛rt✐❦✉❧❛❦ ❛✉rr❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❛♥ ③❡✉❦❛♥ ❛❜✐❛❞✉r❛❀ t❡r♠✐♥♦ ❤♦♥❡❦
♣❛rt✐❦✉❧❛r❡♥ ✐♥❡rt③✐❛ ❛❞✐r❛③t❡♥ ❞✉✳

✸ ❍❛✉ ❞❛✱ ❛t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❜❡❦t♦r❡ ❡rr❡❛❧❡❦✐♥ ❞✐❤❛r❞✉✳ ❊❞♦♥♦❧❛
❡r❡✱ ❦♦♥❜✐♥❛t♦r✐❛❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❡❜❛③t❡❦♦ P❙❖ ❜❡rts✐♦❛❦ ❡r❡ ❛✉r❦✐ ❞❛✐t❡③❦❡✳



✸✳✷ ❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✶✵✼

❼ C1ρ1[pi−xi(t−1)] ✲ ❚❡r♠✐♥♦ ❤♦♥❡t❛♥ pi✲❦ i✳ ♣❛rt✐❦✉❧❛❦ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥
t♦♣❛t✉ ❞✉❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉ ✕✐♥❣❡❧❡s❡③ ♣❡rs♦♥❛❧ ❜❡st ❞❡r✐t③♦♥❛✕
✳ ❚❡r♠✐♥♦ ❤♦♥❡❦ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛r❡♥ ❛❧❞❡r❞✐ ❦♦❣♥✐t✐❜♦❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❀ ❤♦ts✱
♣❛rt✐❦✉❧❛❦ ❜❡r❛❦ ❥❛s♦t❛❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛✳ C1 ❦♦♥st❛♥t❡❛ t❡r♠✐♥♦❛r❡♥ ❡r❛❣✐✲
♥❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛ ρ1 s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ③♦r✐③❦♦ ❜❡❦t♦r❡
❜❛t ❞❛✳

❼ C2ρ2[pg −xi(t−1)] ✲ ❚❡r♠✐♥♦ ❤♦♥❡t❛♥ pg✲❦ i✳ ♣❛rt✐❦✉❧❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉❛♥ ❞❛✉✲
❞❡♥ ♣❛rt✐❦✉❧❡❦ ❜✐❧❛❦❡t❛✲♣r♦③❡s✉❛♥ t♦♣❛t✉ ❞✉t❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛❞✐❡r❛③✲
t❡♥ ❞✉ ✕✐♥❣❡❧❡s❡③ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡st ❞❡r✐t③♦♥❛✕✳ ❚❡r♠✐♥♦ ❤♦♥❡❦ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛r❡♥
❛❧❞❡r❞✐ s♦③✐❛❧❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❀ ❤♦ts✱ ❜❡st❡ ♣❛rt✐❦✉❧❡t❛t✐❦ ❥❛s♦t❛❦♦ ✐♥❢♦r♠❛✲
③✐♦❛✳ C2 ❦♦♥st❛♥t❡❛ t❡r♠✐♥♦❛r❡♥ ❡r❛❣✐♥❛ ❞❡✜♥✐t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✱ ❡t❛ ρ2
s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ③♦r✐③❦♦ ❜❡❦t♦r❡ ❜❛t ❞❛✳

❊❦✉❛③✐♦❛r❡♥ ❛③❦❡♥ t❡r♠✐♥♦❛❦ ♣❛rt✐❦✉❧❡♥ ❛rt❡❦♦ ❡❧❦❛rr❡❦✐♥t③❛ s✐♠✉❧❛t③❡♥
❞✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ♣❛rt✐❦✉❧❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡✲❡❣✐t✉r❛ ❞❡✜♥✐t✉ ❜❡❤❛r ❞❛✳ ❑❛s✉ ❤♦✲
♥❡t❛♥✱ ✐♥❣✉r✉♥❡ ❦♦♥t③❡♣t✉❛ ❡③ ❞❛ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❡❛♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥ ❜❡r❞✐♥❛✱
♣❛rt✐❦✉❧❛ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❛✉rr❡③ ❡③❛rr✐t❛❦♦❛ ❜❛✐t❛❀ ❡③ ❞✉ ♣❛rt✐❦✉❧❛r❡♥
❦♦❦❛♣❡♥❛r❡❦✐♥ ③❡r✐❦✉s✐r✐❦✱ ❛❧❡❣✐❛✳ P❛rt✐❦✉❧❛ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❣r❛❢♦ ❜❛✲
t❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③ ❞❛✐t❡❦❡✱ ♥♦♥ ❜✐ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❦♦♥❡❦t❛t✉t❛ ❞❛✉❞❡♥ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛
s♦✐❧✐❦ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛t❛ ❜❡st❡❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❜❛❞❛✉❞❡✳

▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛ ❣r❛❢♦ ♦s♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛❀ ❤♦ts✱ ❡❞♦③❡✐♥ ♣❛rt✐❦✉❧❛r❡♥
✐♥❣✉r✉♥❡❛♥ ❣❛✐♥♦♥t③❡❦♦ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❣✉③t✐❛❦ ❡❣♦♥❣♦ ❞✐r❛❀ ❤✉r❜✐❧❦❡t❛ s♦✜st✐❦❛✲
t✉❛❣♦ ❜❛t③✉❦✱ ❣r❛❢♦ ♦s♦❛ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ❜❡st❡ ③❡♥❜❛✐t t♦♣♦❧♦❣✐❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞✐t✉③t❡ ✭❡r❛③t✉♥❛❦✱ ✐③❛rr❛❦✱ t♦r♦✐❞❡❛❦✱ ❡t❛❜✳✮✳

❆❜✐❛❞✉r❡♥ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛r✐ ❞❛❣♦❦✐♦♥❡③✱ ❛✉rr❡❦♦ ❡❦✉❛③✐♦❛ ③✉③❡♥❡❛♥ ❡r❛❜✐❧✲
t③❡♥ ❜❛❞❛✱ ❛❜✐❛❞✉r❛❦ ❞✐❜❡r❣✐t③❡❦♦ ❥♦❡r❛ ✐③❛t❡♥ ❞✉❀ ❛❧❡❣✐❛✱ ❛❜✐❛❞✉r❛r❡♥ ♠♦✲
❞✉❧✉❛ ❣❡r♦ ❡t❛ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❆r❛③♦ ❤♦r✐ ❡❦✐❞✐t❡❦♦✱ ❦❛❧❦✉❧❛t✉t❛❦♦ ❛❜✐❛✲
❞✉r❛r✐ ♠✉❣❛ ❜❛t ❡③❛rt③❡❛ ♦❤✐❦♦❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛✳

❇❡❤✐♥ ✉♥❡❦♦ ✐t❡r❛③✐♦❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉t❛✱ ❛❜✐❛❞✉r❛✱ ♣❛rt✐❦✉❧❛r❡♥ ❦♦✲
❦❛♣❡♥❛ ❡❣✉♥❡r❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✿

xi(t) = xi(t− 1) + vi(t− 1)

■t❡r❛③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦ ✕❤♦ts✱ ♣♦s✐③✐♦✕ ❜❡rr✐❛❦ ❡❜❛❧✉❛t✉ ❡t❛✱
❜❡❤❛r ✐③❛♥❡③ ❣❡r♦✱ ♣❛rt✐❦✉❧❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ✭pi✮ ❡t❛ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡st ✭pg✮ ❜❛❧✐♦❛❦ ❡❣✉✲
♥❡r❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✳ ❯rr❛ts ❤♦r✐❡❦ ❣✉③t✐❛❦ ❄❄ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛♥ ❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛✳

❆❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦ basicPso ❢✉♥t③✐♦❛♥ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✉r✐❦ ❞❛❣♦✳ ❊r❛❜✐❧❡r❛ ❡r❛❦✉st❡❦♦✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦ ♥✉♠❡r✐❦♦❛♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❣✐✲
s❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❡♥ ❘♦s❡♥❜r♦❝❦ ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉❀ ♣r♦❜❧❡♠❛ s♦rt③❡❦♦✱
rosenbrockProblem ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

> n <- 10

> rsb.problem <- rosenbrockProblem(size=n)



✶✵✽ ✸ P♦♣✉❧❛③✐♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦

P❙❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛

✶ ✐♥♣✉t✿ initialize_position✱ initialize_velocity✱
update_velocity✱ evaluate ❡t❛ stop_criterion ♦♣❡r❛❞♦r❡❛❦

✷ ✐♥♣✉t✿ num_particles ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❦♦♣✉r✉❛
✸ ♦✉t♣✉t✿ opt_solution

✹ gbest = p[1]

✺ ❢♦r ❡❛❝❤ i ✐♥ 1:num_particles ❞♦

✻ p[i]=initialize_position(i)

✼ v[i]=initialize_velocity(i)

✽ pbest[i]=p[i]

✾ ✐❢ evaluate(p[i])<evaluate(gbest)

✶✵ gbest = p[i]

✶✶ ✜

✶✷ ❞♦♥❡

✶✸ ✇❤✐❧❡ ✦stop_criterion() ❞♦

✶✹ ❢♦r ❡❛❝❤ i ✐♥ particle_set

✶✺ ❞♦

✶✻ v[i] ❂ ✉♣❞❛t❡❴✈❡❧♦❝✐t②✭✐✮
✶✼ p[i] = p[i] + v[i]

✶✽ ✐❢ evaluate(p[i])<evaluate(pbest[i])

✶✾ pbest[i]❂p[i]
✷✵ ✜

✷✶ ✐❢ evaluate(p[i])<evaluate(gbest)

✷✷ gbest❂p[i]
✷✸ ✜

✷✹ ❞♦♥❡

✷✺ ❞♦♥❡

✷✻ opt_solution = gbest

✸✳✸ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✳ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ s❛s✐❦♦❞❡❛

❆❧❣♦r✐t♠♦❛ ❛♣❧✐❦❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ ♣❛rt✐❦✉❧❛ ❦♦♣✉r✉❛✱ ❤❛s✐❡r❛❦♦ ❦♦❦❛♣❡♥❛❦
❡t❛ ❛❜✐❛❞✉r❛❦✱ ❛❜✐❛❞✉r❛ ♠❛①✐♠♦❛✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❜❡st ❦♦❡✜③✐❡♥t❡❛ ❡t❛ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡st
❦♦❡✜③✐❡♥t❡❛ ❡③❛rr✐ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✿

> nparticles <- 100

> ipos <- lapply(1:nparticles,

+ FUN=function (i) {

+ return(runif(n))

+ })

> args <- list()

> args$initial.positions <- ipos

> args$initial.velocity <- 0

> args$max.velocity <- 5

> args$c.personal <- 2

> args$c.best <- 4

❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛ ❡t❛ ❜❛❧✐❛❜✐❞❡ ❦♦♥♣✉t❛③✐♦♥❛❧❛❦ ❡r❡ ✜♥❦❛t✉
❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳
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✭❜✮ ❙♦❧✉③✐♦ ♦♥❡♥❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛

✸✳✶✺ ✐r✉❞✐❛✳ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❘♦s❡♥❜r♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠❛♥

> args$evaluate <- rsb.problem$evaluate

> args$resources <- cResource(time=10)

>

> res.pso <- do.call(basicPso, args)

>

> plotProgress(res.pso, x="iterations", y="best") +

+ labs(y="Best Solution") + thm.bh

> plotProgress(res.pso, x="iterations") +

+ labs(y="Average Solution") + thm.bh

✸✳✶✺ ✐r✉❞✐❛❦ ❜✐❧❛❦❡t❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✉✳ ❊③❦❡rr❡❦♦ ❣r❛✜❦♦❛♥✱ ♣❛r✲
t✐❦✉❧❡♥ ❜❛t❡③ ❜❡st❡❦♦ ❡❜❛❧✉❛③✐♦❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✱ ✐t❡r❛③✐♦③ ✐t❡r❛③✐♦❀ ❡s❦✉❜✐❦♦❛♥✱
❜❡rr✐③✱ ❜✐❧❛❦❡t❛♥ ③❡❤❛r t♦♣❛t✉t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛r❡♥ ✜t♥❡ss❛r❡♥ ♣r♦❣r❡s✐♦❛
❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✳ ❇❡st❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡t❛♥ ❡③ ❜❡③❛❧❛✱ ♣❛rt✐❦✉❧❡♥ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❡♥
❜❛❧✐♦❡❦ ❡③ ❞✉t❡ ❦♦♥❜❡r❣✐t③❡♥❀ ❤❛❧❛ ❡t❛ ❣✉③t✐③ ❡r❡✱ ❜✐❧❛❦❡t❛❦ ❛✉rr❡r❛ ❡❣✐t❡♥
❞✉✱ ❡t❛✱ ❛③❦❡♥❡❛♥✱ ♦♣t✐♠♦t✐❦ ♦s♦ ❤✉r❜✐❧ ❣❡❧❞✐t③❡♥ ❞❛ ✕❘♦s❡♥❜r♦❝❦ ❢✉♥t③✐♦❛✲
r❡♥ ❜❛❧✐♦ ♠✐♥✐♠♦❛ ✵ ❞❛✕✳
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❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦

❡♥♣✐r✐❦♦❛

❆✉rr❡❦♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❡t❛♥ ✐❦❛s✐ ❞✉❣✉ ♣r♦❜❧❡♠❛❦ ❢♦r♠❛❧✐③❛t③❡♥ ❡t❛ ❤♦r✐❡❦ ♦♣t✐♠✐✲
③❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❡✉r✐st✐❦♦ ❡t❛ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❦♦ ❡s❛♥❣✉r❛✲
ts✉❡♥❛❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t③❡♥✳ Pr♦❜❧❡♠❛ ❡rr❡❛❧ ❜❛t❡♥ ❛✉rr❡❛♥ ❣❛✉❞❡♥❡❛♥✱ ♦r❞❡❛✱
❡③❛❣✉t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣✉③t✐❡t❛t✐❦ ③❡✐♥ ❞❛ ❡❣♦❦✐❡♥❛ ✭❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❛✮❄
◆♦❧❛ ❡❣✐♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛❄ ❑❛♣✐t✉❧✉ ❤♦♥❡♥ ①❡❞❡❛ ❣❛❧❞❡r❛ ❤♦r✐❡✐ ❡r❛♥✲
t③✉t❡❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳

◆♦ ❢r❡❡ ❧✉♥❝❤ t❡♦r❡♠❛❦ ❬✸✾❪ ❞✐♦ ❡③ ❞❛❣♦❡❧❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❛ ❣✉③t✐❛❦
❡❜❛③t❡❦♦ ♦♥❡♥❛ ❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦r✐❦✳ ❇❡st❡ ❡r❛ ❜❛t❡r❛ ❡s❛♥❞❛✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛❦♦✐✲
t③❡❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡ ❡❣♦❦✐❡♥❛✳ ❍♦rr❡③ ❣❛✐♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♣❛r❛♠❡✲
tr♦❡✐ ❡s❧❡✐t③❡♥ ❞✐③❦✐❡❣✉♥ ❜❛❧✐♦❡❦ ❡r❡ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ❞✉t❡ ❤❛✐❡♥ ♣♦rt❛❡r❛♥ ❡t❛
♦♥❞♦r✐♦③ ❡♠❛✐t③❡t❛♥✳

❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❡rr✐❛❦ ♣r♦♣♦s❛t③❡♥ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ❡❞♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❡✲
rr✐❡♥ ❛✉rr❡❛♥ ❣❛✉❞❡♥❡❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳
❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❦♦ ❜✐❞❡ ♦❤✐❦♦❡♥❡t❛❦♦ ❜❛t ❡s♣❡r✐♠❡♥✲
t❛③✐♦❛ ❞❛✳ ❖♥❞♦r❡♥❣♦ ❛t❛❧❡t❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❛r❧♦❛♥ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦✲♣r♦③❡s✉❛
♥♦❧❛ ❡❣✐t❡♥ ❞❡♥ ❛③❛❧❞✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❦♦♥t✉❛♥ ✐③❛♥ ❜❡❤❛rr❡❦♦ ✉rr❛ts❛❦ ❛③t❡rt✉✲
❦♦ ❞✐t✉❣✉✿

❼ Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ s♦rt❛ ❜❛t ❜✐❧❞✉
❼ ❑♦♥♣❛r❛③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧❞✐♥t③❛❦ ❞❡✜♥✐t✉
❼ P❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡❣✐♥
❼ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛③t❡rt✉
❼ ❑♦♥♣❛r❛③✐♦ ❣r❛✜❦♦❛ ❡❣✐♥
❼ ❆♥❛❧✐s✐ ❡st❛t✐st✐❦♦❛ ❣❛✉③❛t✉

❊s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦✲♣r♦③❡s✉❛ ❡rr❛③❛❣♦ ✉❧❡rt③❡❦♦✱ ❥❛rr❛✐❛♥ ❛③❛❧t③❡♥ ❞❡♥ ❛❞✐❜✐✲
❞❡❛r❡❦✐♥ ✐❧✉str❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ✉rr❛ts ❣✉③t✐❛❦✳

✶✶✶



✶✶✷ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

✹✳✶ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❉❡♠❛❣✉♥ ❙❛❧t③❛✐❧❡ ❇✐❞❛✐❛r✐❛r❡♥ Pr♦❜❧❡♠❛ ✭❚❙P✮ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦r✐❦ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❛ ❛✉❦❡r❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉❧❛✳ ❩❡❤❛③❦✐✱
✐♥st❛♥t③✐❛ t①✐❦✐❡♥t③❛❦♦ ✭✶✵✵ ❤✐r✐ ❜❛✐♥♦ ❣✉t①✐❛❣♦❦♦❛❦✮ ❡♠❛✐t③❛r✐❦ ♦♥❡♥❛
✐t③✉❧t③❡♥ ❞✐❣✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❛✉❦❡r❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉✳
❆❞✐t✉ ❜❛t❡❦ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛ ✭▲❙✮✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ✭●❆✮ ❡t❛
✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❡♥ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ✭❆❈❖✮ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❦♦ ❡s❛♥ ❞✐✲
❣✉✱ ❚❙P♥ ♦s♦ ❡r❛♥❣✐♥❦♦rr❛❦ ❞✐r❡❧❛ ❛r❣✉❞✐❛t✉③✳ ❆❞✐t✉❛r❡♥ ❣♦♠❡♥❞✐♦❛
❛✐♥t③❛t ❤❛rt✉t❛✱ ✸ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡t❛t✐❦ ♦♥❡♥❛ ③❡✐♥ ❞❡♥ ❡r❛❜❛❦✐t③❡♥ ❧❛✲
❣✉♥❞✉❦♦ ❞✐❣✉♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛❧❛ ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉✳

Pr♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛

❊s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦✲♣r♦③❡s✉❛♥✱ ❧❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❦♦ ❡r❛✲
❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ ❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳ ❙❛rr❡r❛♥ ❡s❛♥
❞✉❣✉♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❛❧❞❛t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♠♦t❛
❜❛t❡t✐❦ ❜❡st❡r❛❀ ❣❛✉③❛ ❜❡r❛ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❛ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t❡t✐❦
❜❡st❡r❛✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦ ♦s♦ ♦♥❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❛✉❦❡r❛
t①❛rr❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡ ◗❆P ♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦✳ ❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ✶✵✵ t❛♠❛✐♥❛❦♦
❚❙P s✐♠❡tr✐❦♦ ❜❛t ❡❜❛③t❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♦♥❡♥❛❦ ❡③ ❞✉ ③❡rt❛♥ ♦♥❡♥❛ ✐③❛♥ ✶✵✵✵
t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❚❙P ❛s✐♠❡tr✐❦♦ ❜❛t ♦♣t✐♠✐③❛t③❡❦♦✳ ❍♦rt❛③✱ ❡s♣❡r✐♠❡♥t✉❛❦ ❡❣✐♥
❛✉rr❡t✐❦✱ ③❡r ♥♦❧❛❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ ❡❜❛t③✐ ♥❛❤✐ ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❛❜❛❦✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✱ ❤❛✉
❞❛✱ ❡③❛✉❣❛rr✐ ❜❛t③✉❦ ✜♥❦❛t✉✳

❇❡❤✐♥ ❡③❛✉❣❛rr✐❛❦ ❡r❛❜❛❦✐t❛✱ ❡r❡❞✉❣❛rr✐❛ ❞❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ♠✉❧t③♦ ❜❛t ❜✐❧✲
❞✉ ❜❡❤❛r ❞❛✱ ❡❜❛t③✐ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ♠♦t❛r❡♥ ❛♥t③❡❦♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✲❛❧❡❛❦
❛✉❦❡r❛t✉③✱ ❛❤❛❧ ❞❡♥ ♥❡✉rr✐❛♥✳ Pr♦❜❧❡♠❛❦ t❡st✉✐♥❣✉r✉ ❡rr❡❛❧ ❜❛t❡❛♥ ❡❜❛t③✐
❜❡❤❛r ❜❛❞✐r❛✱ t❡st✉✐♥❣✉r✉ ❤♦rr❡t❛♥ s♦rt✉t❛❦♦ ❜❡♥❡t❛❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛
❞❛ ❡❣♦❦✐❡♥❛✳ ■♥st❛♥t③✐❛ ❡rr❡❛❧❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛r✐❦ ❡❞✉❦✐ ❡③❡❛♥✱ ❜✐ ❛✉❦❡r❛
❞❛✉❞❡✿

✶✳ ■♥st❛♥t③✐❛❦ s✐♠✉❧❛t③❡❛✳ ❆✉❦❡r❡t❛❦♦ ❜❛t✱ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❡rr❡❛❧❡♥ ❛♥t③❡r❛✲
❦♦❛❦ ❛rt✐✜③✐❛❧❦✐ s♦rt③❡❛ ❞❛✳ ❑❛s✉ ❤♦rr❡t❛♥✱ ❜❡♥❡t❛❦♦❡♥ ❛❤❛❧ ❜❡③❛✐♥ ❛♥✲
t③❡r❛❦♦❛❦ ❞✐r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ s✐♠✉❧❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✐t✉❣✉♥❡③✱ ♣r♦❜❧❡♠❛ s❛❦♦♥❦✐
❛③t❡rt✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳

✷✳ ❇❡♥❝❤♠❛r❦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥ ❛✉❦❡r❛✱ ♣✉❜❧✐❦♦❛❦ ❞✐r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❡♥
❜✐❧❞✉♠❛❦ ❡❞♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛✳ ❆✉❦❡r❛ ❤♦rr❡❦ ❛❜❛♥t❛✐❧❛❦ ❡t❛
❞❡s❛❜❛♥t❛✐❧❛❦ ❞❛✉③❦❛✳ ❆❧❞❡ ❜❛t❡t✐❦✱ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❛❦ ❛s❦♦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛ ❡t❛✱
❤♦rt❛③✱ ❜❡rt❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❡♥t③❛t ♦s♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ✭♦♣t✐♠♦❛❦✱ ❦❛s✉ ❜❛✲
t③✉❡t❛♥✮ ❡③❛❣✉t③❡♥ ❞✐r❛✳ ■❦❡r❦❡t❛✲❛r❧♦❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❡rr✐ ❜❛t❡♥ ♣♦rt❛❡r❛
❛③t❡rt③❡❛ ❞❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ t❡st✉✐♥❣✉r✉ ❡❣♦❦✐❛✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ ❜✐❧❞✉✲
♠❛ ❤♦r✐❡t❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❦❧❛s✐❦♦❡♥❛❦ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱
t❡st✉✐♥❣✉r✉ ❡rr❡❛❧❡t❛r❛❦♦ ❡③ ❞✐r❛ ♦s♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛❦ ✐③❛♥❣♦✳



✹✳✷ ❑♦♥♣❛r❛③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧❞✐♥t③❛❦ ✶✶✸

✹✳✷ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●✉r❡ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥✱ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ❤✐r✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ✕
❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛❦ ✭▲❙✮✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛❦ ✭●❆✮ ❡t❛ ✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❛ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦❛❦ ✭❆❈❖✮✕ ✶✵✵ t❛♠❛✐♥❛❦♦ ❡❞♦ ❣✉t①✐❛❣♦❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❡t❛♥ ❞✉t❡♥
♣♦rt❛❡r❛ ❛③t❡rt✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉✳ ❚❡st✉✐♥❣✉r✉ t❡♦r✐❦♦ ❜❛t❡r❛ ♠✉❣❛t✉❦♦ ❣❛r❛✱
❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❚❙Pr❛❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ ❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❚❙P❧✐❜ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡r❛
❥♦❦♦ ❞✉❣✉ ③✉③❡♥❡❛♥✳❛ ❩❡❤❛③❦✐✱ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❤❛✉❡❦ ❛✉❦❡r❛t✉ ❞✐t✉❣✉✿

❣r✷✹ ❜❛②s✷✾ ❛tt✹✽
❡✐❧✺✶ ❜❡r❧✐♥✺✷ ❜r❛③✐❧✺✽
st✼✵ ❡✐❧✼✻ r❛t✾✾

❛ http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/

■♥st❛♥t③✐❛❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❚❙P❧✐❜ ❜✐❧t❡❣✐t✐❦ ❦❛r❣❛t③❡❦♦ ♠❡t❛❤❡✉❘ ♣❛❦❡t❡❦♦
tsplibParser ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ❛✉rr❡❦♦ ❦❛♣✐t✉❧✉❡t❛♥ ❜❡③❛❧❛✿

> instances <- c("gr24.xml.zip", "bayg29.xml.zip", "att48.xml.zip",

+ "eil51.xml.zip", "berlin52.xml.zip","brazil58.xml.zip",

+ "st70.xml.zip","eil76.xml.zip","rat99.xml.zip")

>

> tsplib.problems <- lapply (instances,

+ FUN=function(x){mat <- tsplibParser(

+ paste("http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software",

+ "/TSPLIB95/XML-TSPLIB/instances/", x, sep=""))

+ return(tspProblem(mat))

+ })

❍♦rr❡♥❜❡st❡③✱ ❚❙P ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✾ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❤♦r✐❡❦ tsplib.problems

✐③❡♥❡❦♦ ③❡rr❡♥❞❛♥ ❣♦r❞❡ ❞✐t✉❣✉✱ ❣❡r♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❛♣❧✐❦❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✳

❑♦♥♣❛r❛③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧❞✐♥t③❛❦

❖♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t③✉❦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡♥ ❤❛s✐ ❜❛✐♥♦ ❧❡❤❡♥✱ ❡③✐♥❜❡st❡❦♦❛ ❞❛
③❡♥❜❛✐t ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❡③❛rt③❡❛✱ ❛❧❞❡r❛❦❡t❛ ❜✐❞❡③❦♦❛ ✐③❛♥ ❞❛❞✐♥✳

❍❛st❡❦♦✱ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t✉ ❡t❛ ❡❣♦❦✐❡✲
♥❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❧❛❣✉♥t③❡❛ ❞❛✱ ❜❛✐♥❛ ③❡r ❡s❛♥ ♥❛❤✐ ❞✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ❡❣♦❦✐❛
✐③❛t❡❛❦❄ ●❛❧❞❡r❛ ❤♦rr❡♥ ❡r❛♥t③✉♥❛ ❡③ ❞❛ ❜✐st❛❦♦❛✱ t❡st✉✐♥❣✉r✉ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥
❜❡❤❛rr❛❦ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ✐③❛t❡♥ ❜❛✐t✐r❛✳ ❉✐s❡✐♥✉✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ❡s❛t❡r❛❦♦✱ ❧♦rt✉✲
t❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛ ✭❞✐s❡✐♥✉❛✮ ❜❡❤✐♥ ❡t❛ ❜❡rr✐③ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞❛✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❞❡♥❜♦r❛
❣❡❤✐❛❣♦ ❡♠❛♥ ❞❡③❛❦❡❣✉ ♦♣t✐♠♦t✐❦ ❛❧❜❛✐t ❤✉r❜✐❧❡♥ ❞❛❣♦❡♥ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❧♦rt③❡✲
❦♦✳ ❑♦♥tr♦❧✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ❛❧❞✐③✱ ♦s♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♥❛❦ ❧♦rt③❡❛ ❜❛✐♥♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛✲
❣♦❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛ ❛❤❛❧✐❦ ❡t❛ ❞❡♥❜♦r❛ ❧❛❜✉rr❡♥❡❛♥ ❵♥❛❤✐❦♦ ♦♥❛❦✬ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦
❧♦rt③❡❛✳

●❛✐♥❡r❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡rr❡♥❞✐♠❡♥❞✉❛ ♠♦❞✉ ❜✐❞❡③❦♦❛♥ ♥❡✉rt③❡❦♦✱ ❡s♣❡r✐✲
♠❡♥t❛③✐♦❛ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦ ❣❛r❛✐❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣✉③t✐❡♥t③❛t ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡

http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/


✶✶✹ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

❜❡r❞✐♥❛ ✜♥❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞❛✳ ▼✉♥❞✉ ❡rr❡❛❧❡❦♦ ❛♣❧✐❦❛③✐♦❡t❛♥ ❞❡♥❜♦r❛ ✐③❛♥
♦❤✐ ❞❛ ✐r✐③♣✐❞❡ ❡r❛❜✐❧✐❡♥❛✳ ■r✐③♣✐❞❡ ❤♦r✐✱ ♦r❞❡❛✱ ❡r❛❜✐❧✐t❛❦♦ ♣r♦❣r❛♠❛③✐♦✲
❧❡♥❣♦❛✐❛r❡♥✱ ❤❛r❞✇❛r❡❛r❡♥ ❡t❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛③✐♦❛r❡♥ ❦❛❧✐t❛t❡❛r❡♥ ♠❡♥♣❡❦♦❛ ❞❛✳
❍♦rr❡❣❛t✐❦✱ ✐❦❡r❦❡t❛✲❛r❧♦❛♥✱ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❡❜❛❧✉❛③✐♦✲❦♦♣✉r✉ ♠❛①✐♠♦
❜❛t ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞❛ ❣❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡ ❣✐s❛✳

❆③❦❡♥✐❦✱ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧❞✐♥t③❛❦ ❣✉③t✐③ ❞❡✜♥✐t✉t❛ ❣❡r❛t③❡❦♦✱ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦❛❦ ③❡✐♥ ♠❡tr✐❦❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❦♦♥♣❛r❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❛❜❛❦✐
❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳ ❖❤✐❦♦❡♥❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ✐t③✉❧t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ ❛③❦❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ✭✜t✲
♥❡ss❛❦✮ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❛ ❞❛✳ ❇❛t③✉❡t❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ s♦❧✉③✐♦❛r❡♥ ✜t♥❡ss❛ ❣♦r❞✐♥❡❛♥
❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ❜❡st❡ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛③❦♦ ❜❛❧✐♦ ❜❛t❡❦✐❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛ ❡r❧❛t✐❜♦❛
❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞❛ ✭❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛✲❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ❞✉❣✉♥❡❛♥ ❡❞♦ s♦❧✉③✐♦ ♦♣t✐♠♦❛
❡③❛❣✉♥❛ ❞❡♥❡❛♥✱ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✮✳

❉❡♠❛❣✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛t✐ ❛♣❧✐❦❛t✉ ❞✐♦❣✉❧❛ ❡t❛ ❧♦rt✉ ❞✉❡♥
✜t♥❡ss✲❜❛❧✐♦❛ ✶✷✺ ❞❡❧❛✳ ■♥st❛♥t③✐❛ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦ ♦r❛✐♥ ❛rt❡ ❡③❛❣✉t③❡♥ ❞❡♥ s♦✲
❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ✶✸✵ ❜❛❞❛✱ ❣✉r❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t③✐❛ 130−125

130 = 0.038
❡❞♦✱ ❡❤✉♥❡❦♦t❛♥ ❥❛rr✐t❛✱ %3.8 ❞❛✳ ▼❡tr✐❦❛ ❤♦rr❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❣✉r❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦
❡③❛❣✉t③❡♥ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ %3.8 ❤♦❜❡t✉ ❞✉✳

❆✉rr❡❦♦ ♣❧❛♥t❡❛♠❡♥❞✉❛ ③✉③❡♥❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ ❦♦♥♣❛r❛t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥ ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦❛❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❛❦ ❜❛❧❞✐♥ ❜❛❞✐r❛✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ♥❛❤✐ ❛❞✐♥❛ ❛❧❞✐③ ❡①❡❦✉t❛t✉t❛ ❡r❡✱
❜❡t✐ ❡♠❛✐t③❛ ❜❡r❛ ✐t③✉❧t③❡♥ ❜❛❞✉t❡✳ ❇❛✐♥❛ ③❡r ❣❡rt❛t✉❦♦ ❞❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡st♦✲
❦❛st✐❦♦❛❦ ❜❛❞✐r❛❄ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ♠♦t❛ ❤♦r✐❡❦ ③♦r✐③❦♦ ♦s❛❣❛✐ ❜❛t ❞✉t❡✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱
❡①❡❦✉③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ❡♠❛✐t③❛ ❞❡s❜❡r❞✐♥ ❜❛t ❡♠❛♥ ❞❡③❛❦❡t❡✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡st♦❦❛st✐❦♦❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡r❛❦♦❛♥ ❤❛✐♥❜❛t ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥ ❡❣✐t❡❛ ❜❡❤❛✲
rr❡③❦♦❛ ❞❛✱ ❥❛s♦t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ❡st❛t✐st✐❦♦❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❧❛❜✉r❜✐❧❞✉③✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦
❡st♦❦❛st✐❦♦❛❦ ③❡♥❜❛t ❛❧❞✐③ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✐r❡♥ ❡r❡ ❛✉rr❡③ ❡r❛❜❛❦✐
❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✳

✹✳✸ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●❡❧❞✐t③❡✲✐r✐③♣✐❞❡❛r❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛r✐ ③❡✐♥ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥✲
❦♦♣✉r✉❛r✐ ❞❛❣♦❦✐❡♥❡③✱ ❡③ ❞❛❣♦ ❛r❛✉ ❡st❛♥❞❛rr✐❦✳ ●✉r❡ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥✱ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦❛❦ ✭▲❙✱ ●❆ ❡t❛ ❆❈❖✮ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ✶✵✵✵ ❡❜❛❧✉❛③✐♦r❡♥
♦♥❞♦r❡♥ ❣❡❧❞✐t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❡t❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦✴✐♥st❛♥t③✐❛ ❜✐❦♦t❡ ❜❛❦♦✐t③❛ ✶✵
❛❧❞✐③ ❡①❡❦✉t❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❊❜❛❧✉❛③✐♦✲♠❡tr✐❦❛ ❣✐s❛ ✜t♥❡ss ❣♦r❞✐♥❛ ❡r❛❜✐❧✐✲
❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❜❛✐t❛ ❡♠❛✐t③❛ ♦♥❡♥❛❦ ❧♦rt✉ ❞✐t✉❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡❦✐❦♦ ✜t♥❡ss
♥♦r♠❛❧✐③❛t✉❛ ❡r❡✳

P❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛

❇❡❤✐♥ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦t❛♥ ❡s❛♥ ❞✉❣✉✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥t③❛❦♦ ❛✉❦❡r❛✲
t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥ ❜❛❧✐♦❡❦ ❡r❛❣✐♥ ❤❛♥❞✐❛ ❞✉t❡❧❛ ❤❛✐❡♥ ♣♦rt❛❡r❛♥✳ ❍♦rr♥❡❜❡st❡③✱
♣❛r❛♠❡tr♦ ❡❣♦❦✐❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛✱ ❡❞♦ t✉♥✐♥❣ ✐♥❣❡❧❡s❡③✱ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛r❡♥ ❡③✐♥✲
❜❡st❡❦♦ ✉rr❛ts❛ ❞❛✳ ❊str❛t❡❣✐❛ s✐♥♣❧❡❡♥❛ ✭❣✉❦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉♥❛✮
♣❛r❛♠❡tr♦✲❜❛❧✐♦ ❜❛t③✉❦ ❡s❦✉③ ✜♥❦❛t③❡❛ ❞❛✱ ❛✉rr❡t✐❦♦ ❡③❛❣✉t③❛ ❡❞♦ ❛❞✐t✉ ❜❛✲



✹✳✸ P❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ✶✶✺

t❡♥ ✐r✐t③✐❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ③❛✐❧❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❜❛❧✐♦❡♥ ❡r❛❣✐♥❛
❛❧❞❡③ ❛✉rr❡t✐❦ ❥❛❦✐t❡❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ♠♦t❛ ❤♦r✐ ❡③ ❞❛ ♦s♦ ❡❣♦❦✐❛
❡t❛ ❡③ ❞❛ ♥♦r♠❛❧❡❛♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥✳

■③❛♥ ❡r❡✱ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❡str❛t❡❣✐❛ s♦✜st✐❦❛t✉ ❡t❛
❡❣♦❦✐❛❣♦❛❦ ❛✉r❦✐ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ❧✐t❡r❛t✉r❛♥ ❬✸✱ ✹✱ ✷✺❪✳ ❍♦r✐❡♥ ❦♦♥♣❧❡①✉t❛s✉♥❛ ❞❡❧❛
❡t❛✱ ❧✐❜✉r✉ ❤♦♥❡t❛♥ s♦✐❧✐❦ ♣❛r❡ ❜❛t ❛❞✐❜✐❞❡ ❛✐♣❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ❧❛❜✉r❦✐✳

❊str❛t❡❣✐❛r✐❦ ♦❤✐❦♦❡♥❛ ❤❛✐♥❜❛t ♣❛r❛♠❡tr♦✲❦♦♥❜✐♥❛③✐♦ ♣r♦❜❛t③❡❛ ❡t❛ ❛❧❞❡✲
r❛t③❡❛ ❞❛✳ ❑♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉❦♦ ❞✐r❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❦♦♥❜✐♥❛③✐♦ ♣♦s✐❜❧❡❛❦ ❛✉❦❡r❛t③❡✲
❦♦ ❤❛✐♥❜❛t ❡str❛t❡❣✐❛ ❡①✐st✐t③❡♥ ❞✐r❛✱ ♦❤✐❦♦❡♥❛ ✐♥❣❡❧❡s❡③ ❢✉❧❧ ❢❛❝t♦r✐❛❧ ❞❡r✐t③♦✲
♥❛ ✐③❛♥✐❦✳ P❛r❛♠❡tr♦ ❜❛❦♦✐t③❡r❛❦♦ ❛✉❦❡r❛ ③❡rr❡♥❞❛ ❜❛t ❡❣✐♥ ♦st❡❛♥✱ ♣❛r❛♠❡✲
tr♦ ❣✉③t✐❡♥ ❦♦♥❜✐♥❛③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❞✐r❛✳ ❉✐s❡✐♥✉ ❤♦rr❡❦✐♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥
❡s♣❛③✐♦❛ ♦♥❞♦ ❛r❛❦❛t③❡♥ ❞✉❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ❜❡❤❛r ❞✐r❡♥ ♣r♦❜❡♥ ❦♦♣✉r✉❛ ❡s♣♦♥❡♥✲
t③✐❛❧❦✐ ❤❛③t❡♥ ❞❛✳ ❇❡st❡ ❛✉❦❡r❛ ❜❛t ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❡❣♦❦✐t③❛♣❡♥❛ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲
♣r♦❜❧❡♠❛ ❜❛t ❜❡③❛❧❛ tr❛t❛t③❡❛ ❞❛✳ ❍❛❧❛✱ ❜❛❞❛✉❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦③❡❞✉r❛ ❜❡✲
r❡③✐❛❦ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ t✉♥✐♥❣❛ ❡❣✐t❡❦♦✳ ❍♦r✐❡t❛❦♦ ❜❛t ✐❘❛❝❡❬✷✽❪ ♣❛❦❡t❡❛♥ ❞❛❣♦
✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t✉t❛✳

▼❡t♦❞♦ s♦✜st✐❦❛t✉❛❣♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡s✲
♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦✲♣r♦③❡s✉ ♦r♦❦♦rr❛r❡♥ ❛③♣✐❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦ ❜❛t ❜❡③❛❧❛ ✐❦✉s ❞❡③❛✲
❦❡❣✉✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❛❦ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ❡③✐♥ ❞✐t✉✲
❣✉ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦ ♦r♦❦♦rr❡❛♥ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧✐✱
❤♦rr❡❦ ❡♠❛✐t③❡t❛♥ ❛❧❜♦r❛♣❡♥❛ ❡❦❛r ❜❛✐t❡③❛❦❡✳✶ ❇❡r❛③✱ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦
❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛r ❞✐r❛✱ ❜❛✐♥❛ ❛❤❛❧ ❞❡♥ ♥❡✉rr✐❛♥ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦ ♦r♦❦♦rr❡❛♥ ❡r❛❜✐✲
❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉♥❡♥ ❛♥t③❡r❛❦♦❛❦✳ ●❡❤✐❛❣♦ s❛❦♦♥❞✉ ♥❛❤✐ ❞✉❡♥ ✐r❛❦✉r❧❡❛❦ ♦♥❞♦❦♦
❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛❦♦ ❧❛♥❡t❛r❛ ❥♦ ❞❡③❛❦❡ ❬✹✱ ✷✺❪✳

✹✳✹ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●✉r❡ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ♠♦t❛ s✐♠♣❧❡❡♥❛ ❡❣✐♥❣♦ ❞✉✲
❣✉✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t③✉❦ ❡s❦✉③ ✜♥❦❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ✐♥♦❧❛❦♦ ❡s♣❡r✐✲
♠❡♥t✉ ❣❡❤✐❣❛rr✐r✐❦ ❡❣✐♥ ❣❛❜❡✳ ❍❛❧❛ ❡r❡✱ ❦♦♥t✉❛♥ ✐③❛♥ ♠❡t♦❞♦ ❤♦rr❡❦ ❡③
❞✐t✉❡❧❛ ✐♥♦❧❛③ ❡r❡ ❡♠❛✐t③❛r✐❦ ❡✜③✐❡♥t❡❡♥❛❦ ❧♦rt✉❦♦✱ ❡t❛ ❜❡r❛③✱ ✐❦❡r❦❡t❛✲
t❡st✉✐♥❣✉r✉ ❡❞♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡rr❡❛❧ ❜❛t ♦♣t✐♠✐③❛t✉ ♥❛❤✐❦♦ ❜❛❣❡♥✉✱ ❜❡st❡
❤✉r❜✐❧❦❡t❛ ❛✉rr❡r❛t✉❛❣♦ ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛r❦♦ ❣❡♥✉❦❡✳ ❊❣✐♥❞❛❦♦ ❛✉❦❡r❛❦
♦♥❞♦❦♦❛❦ ❞✐r❛✿

❼ ▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛✿

✕ ❍❛s✐❡r❛❦♦ s♦❧✉③✐♦❛✿ randomPermutation ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③
s♦rt✉t❛❦♦ ③♦r✐③❦♦ ♣❡r♠✉t❛③✐♦ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳

✕ ■♥❣✉r✉♥❡❛r❡♥ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✿ ♦♥❞♦③ ♦♥❞♦❦♦ tr✉❦❛❦❡t❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t✉t❛✲
❦♦ ✐♥❣✉r✉♥❡❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ✭SwapNeighborhood✮✳

✶ ■♥st❛♥t③✐❛ ❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❣❡r♦✱ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ❥✉st✉ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❤♦r✐❡♥t③❛t
❡❣♦❦✐❡♥❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛✳ ❇❡r❛③✱ ❧♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❜❡st❡ ❡❞♦③❡✐♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ♦r♦❦♦✲
rr❡t❛♥ ✐③❛♥❣♦ ❧✐r❛t❡❦❡❡♥ ❜❛✐♥❛ ❤♦❜❡❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐r❛ ③✐✉rr❡♥✐❦✱ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❡♥ ♦r♦❦♦rt❛s✉♥❛
♠✉rr✐③t✉❦♦ ❞❛✳



✶✶✻ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

✕ ■♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦ ♣r♦③❡❞✉r❛✿ ♣r♦③❡❞✉r❛ ❣✉t✐③✐❛✲
ts✉❛ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❜❡t✐ ✐♥❣✉r✉♥❡❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❛✉❦❡r❛✲
t③❡♥ ❞✉❡♥❛ ✭greedySelector ❦❧❛s❡❛r❡♥ ❜✐❞❡③✮✳

❼ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦❛✿

✕ ❍❛s✐❡r❛❦♦ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛✿ ③♦r✐③❦♦ ✶✵✵ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❦ ♦s❛t✉❦♦ ❞✉t❡✳
✕ ❍❛✉t❡s♣❡♥✲♦♣❡r❛❞♦r❡❛✿ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ❡❧✐t✐st❛ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✳
✕ ▼✉t❛③✐♦❛✿ s♦❧✉③✐♦❛❦ ✵✳✵✶❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛r❡❦✐♥ ♠✉t❛t✉❦♦ ❞✐r❛✱

❡t❛ swapMutation ❦❧❛s❡❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞❛ ♠✉t❛③✐♦❛ ❡❣✐t❡❦♦✱ ♣❡r✲
♠✉t❛③✐♦ ❜❛t❡❦♦ ♣♦s✐③✐♦❡♥ ✪✷✵ tr✉❦❛t✉③✳

✕ ●✉r✉t③❛❦❡t❛✿ ♣♦♣✉❧❛③✐♦❛r❡♥ ❡r❞✐❛ ❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞❛ ❧❡❤✐❛❦❡t❛ ❜✐✲
❞❡③✱ ❡t❛ ❤♦r✐❡❦ ❣✉r✉t③❛t✉❦♦ ❞✐r❛ ♣❡r♠✉t❛③✐♦❡♥t③❛t ❜❡r❡③✐❛ ❞❡♥
orderCrossover ❦❧❛s❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳ ■r❛❦✉rr✐ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ❧❛❣✉♥t③❛✲
♦rr✐❛❦ ❣✉r✉t③❛❦❡t❛ ❤♦rr❡♥ ♥♦♥❞✐❦ ♥♦r❛❦♦❛❦ ✉❧❡rt③❡❦♦✳

❼ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿

✕ ■♥✉rr✐✲❦♦♣✉r✉❛✿ ✶✵✵ ✐♥✉rr✐✳
✕ ❋❡r♦♠♦♥❛✲❡r❡❞✉❛✿ VectorPheromone ❦❧❛s❡❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱

❤❛s✐❡r❛❦♦ ❢❡r♦♠♦♥❛✲❦♦♣✉r✉❛ ❦♦♥st❛♥t❡❛ ✐③❛♥✐❦ ❡t❛ ✵✳✶❡❦♦ ❧✉✲
rr✉♥❦❡t❛ ♠❛✐❧❛ ❡③❛rr✐③✳

✕ ❋❡r♦♠♦♥❛✲❡r❡❞✉❛r❡♥ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛✿ ✐t❡r❛③✐♦❦♦ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛
❛✉❦❡r❛t✉❦♦ ❞❛ ❡t❛ ❡❣✉♥❡r❛❦❡t❛ ❣✉③t✐❡t❛♥ ✵✳✶❡❦♦ ❜❛❧✐♦ ✜♥❦♦❛ ❣❡❤✐✲
t✉❦♦ ③❛✐♦ ❢❡r♦♠♦♥❛✲❡r❡❞✉❛r✐✳

❍✐r✉ ❦❛s✉❡t❛♥✱ ❜❛❧✐❛❣❛rr✐❛❦ ❡③ ❞✐r❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦ ❜❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉
non.valid ♣❛r❛♠❡tr♦❛r✐ "discard" ❜❛❧✐♦❛ ❡♠❛♥❡③✳

❖r❛✐♥✱ ❛✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❦♦ ❡r❛❜❛❦✐ ❣✉③t✐❛❦ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ❤✐✲
r✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❦♦ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❦♦❞❡❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✉❦♦
❞✉❣✉✳ ❍❛st❡❦♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛ ❦♦❞❡t③❡♥ ❞❛✿

> num.rep <- 10

> num.evaluations <- 1000

> resources <- cResource(evaluations=num.evaluations)

> runLS <- function (problem) {

+ # Arguments to run the local search with swap neigh.

+ args <- list()

+ args$evaluate <- problem$evaluate

+ args$selector <- greedySelector

+ args$non.valid <- "discard"

+ evaluations <- vector()

+ args$do.log <- FALSE

+ args$verbose <- FALSE

+ args$resources <- resources

+ evaluations <- vector()

+ for (i in 1:num.rep) {

+ init.sol <- randomPermutation(problem$size)

+ args$initial.solution <- init.sol



✹✳✸ P❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❛✉❦❡r❛❦❡t❛ ✶✶✼

+ args$neighborhood <- swapNeighborhood(init.sol)

+ message("Running Swap LS, repetition #", i)

+ res <- do.call(basicLocalSearch, args)

+ evaluations <- c(evaluations, getEvaluation(res))

+ }

+ return(evaluations)

+ }

❊r❛ ❜❡r❡❛♥✱ ❛♥t③❡r❛❦♦ ❦♦❞❡❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥❡t✐❦♦ ❡t❛
✐♥✉rr✐✲❦♦❧♦♥✐❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦❛s✉❛♥✿

> runGA <- function (problem) {

+ n <- problem$size

+ initial.population.size <- 100

+ # Arguments to run the genetic algorithm.

+ args <- list()

+ args$evaluate <- problem$evaluate

+ args$selectSubpopulation <- elitistSelection

+ args$selection.ratio <- 0.5

+ args$selectCross <- tournamentSelection

+ args$mutate <- swapMutation

+ args$ratio <- 0.2

+ args$mutation.rate <- 1 / length(initial.population.size)

+ args$cross <- orderCrossover

+ args$non.valid <- "discard"

+ args$do.log <- FALSE

+ args$verbose <- FALSE

+ args$resources <- resources

+ evaluations <- vector()

+ for (i in 1:num.rep) {

+ initial.pop <- lapply(1:initial.population.size,

+ FUN=function(x) {

+ rnd.perm <- randomPermutation(n)

+ return(rnd.perm)

+ })

+ args$initial.population <- initial.pop

+ message("Running GA, repetition #", i)

+ res <- do.call(basicGeneticAlgorithm, args)

+ evaluations <- c(evaluations, getEvaluation(res))

+ }

+ return(evaluations)

+ }

>

> runACO <- function (problem) {

+ n <- problem$size

+ # Arguments to run the ant colony optimization.

+ args <- list()

+ args$evaluate <- problem$evaluate

+ args$nants <- 100

+ init.value <- 1

+ initial.trail <- matrix(rep(init.value, n*n), nrow=n)

+ evapor <- 0.1



✶✶✽ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

+ pher <- permuPosPheromone(initial.trail=initial.trail,

+ evaporation.factor=evapor)

+ args$pheromones <- pher

+ args$update.sol <- "best.it"

+ args$update.value <- init.value / 10

+ args$non.valid <- "discard"

+ args$do.log <- FALSE

+ args$verbose <- FALSE

+ args$resources <- resources

+ evaluations <- vector()

+ for (i in 1:num.rep) {

+ message("Running ACO, repetition #", i)

+ res <- do.call(basicAco, args)

+ evaluations <- c(evaluations, getEvaluation(res))

+ }

+ return(evaluations)

+ }

❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛③t❡rt✉

❊s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❜❡❤❛rr❡③❦♦❛❦ ❞✐r❡♥ ❛❧❞❡r❞✐❛❦ ✜♥❦❛t✉ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✱
❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣✉③t✐❛❦ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✐③❦✐♦❣✉✱ ♦♥❞♦❦♦ ❦♦❞❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③✿

> res.ls <- lapply(tsplib.problems, FUN=runLS)

> res.ga <- lapply(tsplib.problems, FUN=runGA)

> res.aco <- lapply(tsplib.problems, FUN=runACO)

❊s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦ ❡❣♦❦✐❛ ❡❣✐♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❡①❡❦✉③✐♦ ❦♦♣✉r✉❛ ♦s♦ ❤❛♥❞✐❛ ✐③❛♥✲
❣♦ ❞❛ ✭❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ × ✐♥st❛♥t③✐❛❦ × ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥❛❦✮✳ ❍♦rr❡♥❜❡st❡③✱ ❧♦rt✉t❛❦♦
❡♠❛✐t③❡t❛t✐❦ ♦♥❞♦r✐♦❛❦ ❛t❡r❛ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ ❞❛t✉ ❣♦r❞✐♥❛❦ ♣r♦③❡s❛t✉ ❡t❛ ❧❛❜✉r✲
❜✐❧❞✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❧❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥✱ ❡♠❛✐t③❛ ❣✉③t✐❛❦ ✭❜❡❤❛r
❞✉❣✉♥ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦ ❣❡❤✐❣❛rr✐❛r❡❦✐♥ ❜❛t❡r❛✮ ❞❛t❛ ❢r❛♠❡ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

❍❛st❡❦♦✱ ❜✐❧❛❦❡t❛ ❧♦❦❛❧❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❜✐❧❞✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✱ ❧❡rr♦ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ✐♥s✲
t❛♥t③✐❛ ❡t❛ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥ ❜❛t❡♥ ❞❛t✉❛❦ ❣♦r❞❡❛③✿

> instance.names <- c("gr24", "bays29", "att48", "eil51",

+ "berlin52", "brazil58", "st80",

+ "eil76", "rat99")

>

> aux.ls <- lapply(1:length(res.ls),

+ FUN=function(i){

+ r <- cbind(instance.names[i],

+ res.ls[[i]],

+ 1:length(res.ls[[i]]))

+ return(r)

+ })

> res.ls <- do.call(rbind, aux.ls)

> head(res.ls)



✹✳✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛③t❡rt✉ ✶✶✾

## [,1] [,2] [,3]

## [1,] "gr24" "3006" "1"

## [2,] "gr24" "2543" "2"

## [3,] "gr24" "2594" "3"

## [4,] "gr24" "2696" "4"

## [5,] "gr24" "2704" "5"

## [6,] "gr24" "2842" "6"

❖♥❞♦r❡♥✱ ❛♥t③❡❦♦ ♣r♦③❡s✉ ❜❛t✐ ❥❛rr❛✐t✉❦♦ ❞✐♦❣✉ ❜❡st❡ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡♠❛✐✲
t③❛❦ ❜✐❧t③❡❦♦✿

> aux.ga <- lapply(1:length(res.ga),

+ FUN=function(i){

+ r <- cbind(instance.names[i],

+ res.ga[[i]],

+ 1:length(res.ga[[i]]))

+ return(r)

+ })

> res.ga <- do.call(rbind, aux.ga)

>

> aux.aco <- lapply(1:length(res.aco),

+ FUN=function(i){

+ r <- cbind(instance.names[i],

+ res.aco[[i]],

+ 1:length(res.aco[[i]]))

+ return(r)

+ })

> res.aco <- do.call(rbind, aux.aco)

❆③❦❡♥✐❦✱ ❤✐r✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥t③❛t s♦rt✉t❛❦♦ t❛✉❧❛❦ data.frame ❜❛❦❛r ❜❛✲
t❡❛♥ ❡❧❦❛rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✿

> results.df <- rbind(data.frame(res.ls,

+ Algorithm="LS"),

+ data.frame(res.ga,

+ Algorithm="GA"),

+ data.frame(res.aco,

+ Algorithm="ACO"))

> names(results.df) <- c("Instance", "Fitness",

+ "Repetition", "Algorithm")

> head(results.df)

## Instance Fitness Repetition Algorithm

## 1 gr24 3006 1 LS

## 2 gr24 2543 2 LS

## 3 gr24 2594 3 LS

## 4 gr24 2696 4 LS

## 5 gr24 2704 5 LS

## 6 gr24 2842 6 LS

❍♦rr❡♥❜❡st❡③ ❡♠❛✐t③❛ ❣✉③t✐❛❦ ❡❣✐t✉r❛ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡ ❞✐t✉❣✉ ❡t❛ ❤♦r✐❡❦ ❛③✲
t❡rt③❡♥ ❤❛s ❣❛✐t❡③❦❡✳ ❍❛❧❡r❡✱ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉ s♦rt✉t❛❦♦ ❡❣✐t✉r❛♥



✶✷✵ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

③✉t❛❜❡ ❣✉③t✐❛❦ ❦❛t❡❣♦r✐❦♦❛❦ ❞✐r❡❧❛✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ❣✉❦✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛③t❡rt✉ ❛❤❛❧ ✐③❛✲
t❡❦♦✱ ✧❋✐t♥❡ss✧✐③❡♥❡❦♦ ③✉t❛❜❡❛ numeric ♠♦t❛❦♦❛ ✐③❛t❡❛ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✿

> aux <- as.character(results.df$Fitness)

> results.df$Fitness <- as.numeric(aux)

❊s❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❞❛t✉❛❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t③❡❛ ❡③ ❞❛ ❜❡r❡❤❛❧❛❦♦❛ ✐③❛t❡♥✱
❜❛t❡③ ❡r❡ ❡①❡❦✉③✐♦✲❦♦♣✉r✉❛ ❤❛♥❞✐❛ ❜❛❞❛✳ ❍♦r✐ ❤❛❧❛ ✐③❛♥✐❦✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ✉rr❛✲
ts❛ ❞❛t✉❛❦ ❧❛❜✉r❜✐❧t③❡❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✳ ❍❛st❡❦♦✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦
③✉t❛❜❡ ❜❛t❡❛♥ ❥❛rr✐❦♦ ❞✐t✉❣✉✿

> id.LS <- results.df$Algorithm=="LS"

> data.test <- results.df[id.LS, c(1,2)]

> names(data.test)[2] <- "LS"

> id.GA <- results.df$Algorithm=="GA"

> data.test$GA <- results.df[id.GA, 2]

> id.ACO <- results.df$Algorithm=="ACO"

> data.test$ACO <- results.df[id.ACO, 2]

> head(data.test)

## Instance LS GA ACO

## 1 gr24 3006 2229 2710

## 2 gr24 2543 2264 2346

## 3 gr24 2594 2291 2658

## 4 gr24 2696 2335 2524

## 5 gr24 2704 2222 2430

## 6 gr24 2842 2557 2663

●❛✐♥❡r❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡t❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥t③❛t✱ ✶✵ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥❡t❛♥
❧♦rt✉t❛❦♦ ❤❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❡♥ ♠❡❞✐❛♥❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ s❝♠❛♠♣ ♣❛❦❡t❡❦♦
summarizeData ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❬✾❪✿

> data.summarized <- summarizeData(data=data.test,

+ fun=median,

+ group.by="Instance")

> data.summarized

## groups LS GA ACO

## 1 gr24 2700.500 2277.500 2653.000

## 2 bays29 3586.000 3239.000 3536.000

## 3 att48 37535.500 35552.000 38598.000

## 4 eil51 1302.304 1290.575 1353.275

## 5 berlin52 23897.218 22696.687 24639.090

## 6 brazil58 98160.000 90810.500 101175.000

## 7 st80 2917.966 2923.613 3080.199

## 8 eil76 2021.326 2046.807 2160.971

## 9 rat99 7219.396 6709.807 7140.604

❚❛✉❧❛ ❤♦♥❡t❛♥ ❡rr❛③❛❣♦ ✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉ ③❡✐♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❦ ❧♦rt③❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❡♠❛✐✲
t③❛r✐❦ ♦♥❡♥❛❦ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉ ●❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦
❜❡st❡ ❜✐❡❦ ❜❛✐♥♦ ❡♠❛✐t③❛ ❤♦❜❡❛❦ ❧♦rt③❡♥ ❞✐t✉❡❧❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❣✉③t✐❡t❛♥ eil51

✐③❡♥❡❦♦❛♥ ✐③❛♥ ❡③✐❦✳



✹✳✺ ❑♦♥♣❛r❛③✐♦ ❣r❛✜❦♦❛ ✶✷✶

❑♦♥♣❛r❛③✐♦ ❣r❛✜❦♦❛

❆✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡❛♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❧❛❜✉r❜✐❧t③❡❦♦ ❡t❛ ❜✐st❛r❛t③❡❦♦ tr❡s♥❛ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐
❜❛t③✉❦ ❡③❛❣✉t✉ ❞✐t✉❣✉✿ t❛✉❧❛❦✳ ❍❛❧❛ ❡r❡✱ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛♥ ❡r❛❜✐❧✐t❛❦♦ ✐♥s✲
t❛♥t③✐❛ ❦♦♣✉r✉❛ ♦s♦ ❛❧t✉❛ ❞❡♥❡❛♥ ✭✶✵✵ ❡❞♦ ✶✵✵✵✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✮✱ ❣r❛✜❦♦❛❦ ❡❣✐t❡❛
t❛✉❧❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❜❛✐♥♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛❣♦❛ ✐③❛♥ ❞❛✐t❡❦❡✳ ●r❛✜❦♦❡❦✱ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛
❧❛❜✉r❜✐❧t③❡❦♦ ♠❛❧❣✉❧t❛s✉♥ ❤❛♥❞✐❛ ❡s❦❛✐♥t③❡♥ ❞✉t❡✱ ❡t❛✱ ❛s❦♦t❛♥✱ ❡♠❛✐t③❡♥ ❛r✲
t❡❦♦ ❡r❧❛③✐♦❡✐ ❡❞♦t❛ ♣❛tr♦✐❡✐ ❛♥t③❡♠❛t❡❦♦ ❡③✐♥❜❡st❡❦♦ tr❡s♥❛❦ ❞✐r❛✳

●r❛✜❦♦ ❜❛t ❡❣✐♥ ❛✉rr❡t✐❦✱ ❛r❣✐ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉ ③❡r ❡r❛❦✉ts✐ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥✱
❛❧❡❣✐❛✱ ③❡✐♥ ❞❡♥ ❣r❛✜❦♦❛r❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛✳ ❍♦rr❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ❣r❛✜❦♦❛r❡♥ ❤❛✐♥❜❛t
❛❧❞❡r❞✐ ✜♥❦❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞✐t✉❣✉✿ ③❡✐♥ ❞❛t✉ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉❄✱ ③❡✐♥ ♠♦t❛t❛❦♦
❣r❛✜❦♦❛ ✐③❛♥❣♦ ❞❛❄✱ ❣r❛✜❦♦ ❜❛❦❛rr❛ ❡❞♦ ❣r❛✜❦♦ ♠✉❧t③♦ ❜❛t ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉❄

❆t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥ ❣r❛✜❦♦❛❦ ❣❣♣❧♦t✷ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ❡❣✐♥❣♦ ❞✐t✉❣✉✳ P❛❦❡t❡
❤♦♥❡♥ ❛t③❡❛♥ ❞❛❣♦❡♥ ✜❧♦s♦✜❛ ♥❛❤✐❦♦ ❜❡r❡③✐❛ ❞❛✳ ❆❧❞❡ ❜❛t❡t✐❦✱ ❡r❛❦✉ts✐ ♥❛❤✐
❞✐t✉❣✉♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛❦ ❞✐t✉❣✉ ✭❡♠❛✐t③❛❦✱ ❞❡♥❜♦r❛✱ ❡t❛❜✳✮✳ ❇❡st❡t✐❦✱ ❣r❛✜❦♦ ♠♦t❛❦
❞❡✜♥✐t✉t❛ ❞❛❦❛rt③❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡st❡t✐❦♦❛❦ ❞✐t✉❣✉ ✭❦♦❦❛♣❡♥❛✱ ❦♦❧♦r❡❛❦✱ ❡t❛❜✳✮✳
●r❛✜❦♦❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❛❧❞❛❣❛✐❛❦ ❡t❛ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡st❡t✐❦♦❛❦ ✏♠❛♣❡❛t✉✑ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✱
❛❧❡❣✐❛✱ ❛✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ❛❧❞❛❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡st❡t✐❦♦ ❜❛t ❡s❧❡✐t✉✳

✹✳✺ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❣✐s❛✱ ❧❡❤❡♥ ❡❣✐♥ ❞✉❣✉♥ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦❛r❡♥
❡♠❛✐t③❛❦ ❜✐st❛r❛t③❡❦♦✱ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❤✐r✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♠❡❞✐❛✲
♥❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐t✉❡♥ ❜❛rr❛✲❣r❛✜❦♦ ❜❛t ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❑❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥✱
❜❛rr❛ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❤✐r✉ ❡③❛✉❣❛rr✐ ❡st❡t✐❦♦ ✐③❛♥❣♦ ❞✐t✉✿ ❜❛rr❛r❡♥ ❦♦❦❛♣❡♥❛
❖❳ ❛r❞❛t③❡❛♥✱ ❤❛r❡♥ ❦♦❧♦r❡❛ ❡t❛ ❛❧t✉❡r❛ ✭③❛❜❛❧❡r❛ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧ ❣❡♥❡③❛❦❡✱
❜❛✐♥❛ ❛❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡t❛♥ ✜♥❦♦ ♠❛♥t❡♥❞✉❦♦ ❞✉❣✉✮✳
❇❡r❛③✱ ❤✐r✉ ❛❧❞❛❣❛✐ ❞✐t✉❣✉ ✭✐♥st❛♥t③✐❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❡t❛ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐✲
t③❡♥ ♠❡❞✐❛♥❛✮ ❡t❛ ❤✐r✉ ❡❧❡♠❡♥t✉ ❡st❡t✐❦♦ ✭❦♦❦❛♣❡♥❛✱ ❦♦❧♦r❡❛ ❡t❛ ❛❧t✉❡✲
r❛✮ ❡t❛ ♦♥❞♦❦♦ ❡r❛♥ ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉ ✏❦♦♥❡①✐♦❛✑✿

❆❧❣♦r✐t♠♦❛✲❑♦❧♦r❡❛
■♥st❛♥t③✐❛✲❖❳ ❛r❞❛t③❡❛♥ ❦♦❦❛♣❡♥❛

❊♠❛✐t③❡♥ ♠❡❞✐❛♥❛✲❆❧t✉❡r❛

❣❣♣❧♦t✷ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❛❧❞❛❣❛✐❡♥ ❡t❛ ❡③❛✉❣❛rr✐ ❡st❡t✐❦♦❡♥ ❡s❧❡✐♣❡♥❛
♠♦❞✉ ❡s♣❧✐③✐t✉❛♥ ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❣✉ ❤♦♥❡❧❛✿

> map <- aes(x=Instance, y=Fitness, fill=Algorithm)

❇❡❤✐♥ ❤♦r✐ ❡❣✐♥❞❛✱ ❣r❛✜❦♦❛ ❜❡r❛ ✐r✉❞✐❦❛t③❡❦♦ ♦♥❞♦❦♦ ❦♦❞❡❛ ❡①❡❦✉t❛t✉
❜❡❤❛r❦♦ ❞✉❣✉✿

> ggplot(data=results.df, mapping=map) +

+ geom_bar(stat="summary", fun.y=median,

+ position="dodge", color="black") +

+ scale_fill_brewer(palette="RdGy") + thm.bh



✶✷✷ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛
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Algorithm LS GA ACO

✹✳✶ ✐r✉❞✐❛✳ ▲❙✱ ●❆ ❡t❛ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ❚❙P❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❜❛t❡③ ❜❡s✲
t❡❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦✳

❙♦rt✉t❛❦♦ ❣r❛✜❦♦❛ ✹✳✶ ✐r✉❞✐❛♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✳ ■❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉♥❡③✱ ✐♥st❛♥t③✐❡✲
t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ♦s♦ ❡③❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐r❛✳ ❆✉❦❡r❛t✉t❛❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❡♥ t❛♠❛✐✲
♥❛ ❛♥t③❡r❛❦♦❛ ✐③❛♥ ❛rr❡♥✱ ❞❛t✉❛❦ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐r❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ❧♦rt✉t❛❦♦
❡♠❛✐t③❛❦ ❡s❦❛❧❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡t❛♥ ❞❛✉❞❡❀ ❤♦ts✱ ❡③ ❞✐r❛ ③✉③❡♥❡❛♥ ❦♦♥♣❛r❛❣❛rr✐❛❦✳
■♥st❛♥t③✐❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t✉ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ♥♦r♠❛❧✐③❛✲
t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛③❦♦ ❜❛❧✐♦ ❜❛t❡❦✐❦♦✳ ❑❛s✉ ❜❛t③✉❡t❛♥ ✭❜❡♥❝❤♠❛r❦
❦❧❛s✐❦♦❡t❛♥✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✮✱ ❡③❛❣✉t③❡♥ ❞❡♥ s♦❧✉③✐♦r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❤❛rt③❡♥ ❞❛ ❡rr❡❢❡r❡♥✲
t③✐❛t③❛t ✭❜❛t③✉❡t❛♥ s♦❧✉③✐♦ ❤♦r✐ ♦♣t✐♠♦❛ ❜❡r❛ ❞❛✮✳ ❍♦rr❡❧❛❦♦ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛r✐❦
❡③ ❜❛❧❡❣♦✱ ❜❡st❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ✭♣r♦❜❧❡♠❛ ❤♦r✐ ❡❜❛③t❡❦♦ ❡③❛❣✉t③❡♥
❞❡♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦r✐❦ ♦♥❡♥❛✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✮ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛✳

✹✳✻ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❆✉rr❡❦♦ ❣r❛✜❦♦❛r❡♥ ❡t❛ ❛✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡t❛♥ ✐❦✉s✐t❛❦♦ t❛✉✲
❧❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ●❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❡r❛❣✐♥❦♦rr❡♥❛ ❞❡❧❛ ❡♠❛t❡♥ ❞✉✳ ❇❡r❛③✱ ❡rr❡✲
❢❡r❡♥t③✐❛ ❣✐s❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥ ●❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ✶✵ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥❡✲
t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛r✐❦ ♦♥❡♥❛ ❤❛rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳

❉❛t✉❛❦ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛ ❤♦rr❡❦✐❦♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t③❡❦♦✱ s❝♠❛♠♣ ♣❛❦❡t❡❛❦ ❞❛❦❛✲
rr❡♥ summarizeData ❢✉♥t③✐♦❛③ ❜❛❧✐❛t✉❦♦ ❣❛r❛ ❜❡rr✐r♦✿

> aux <-summarizeData(results.df[results.df$Algorithm=="GA", 1:2],

+ fun=min, group.by=1)

> best.results <- aux[,2]

> names(best.results) <- aux[,1]

❇❛❧✐♦❡♥ ❛t③✐♣❡♥❛ ❡rr❛③t❡❦♦✱ s♦rt✉ ❞✉❣✉♥ ❜❡❦t♦r❡❛r❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✉❡✐ ✐③❡♥❛❦
❡♠❛♥❣♦ ❞✐③❦✐❡❣✉✳ ❊t❛✱ ♦♥❞♦r❡♥✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳

> results.df.norm <- results.df

> results.df.norm$Fitness <- results.df.norm$Fitness /

+ best.results[results.df.norm$Instance]
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✹✳✷ ✐r✉❞✐❛✳ ▲❙✱ ●❆ ❡t❛ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ❚❙P❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❜❛t❡③ ❜❡s✲
t❡❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✉t❛ ♦♥❡♥❛r❡❦✐❦♦✳

❊t❛ ❣r❛✜❦♦❛ ❜❡rr✐r♦ s♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ♦r❛✐♥❣♦❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦
❡r❛❜✐❧✐③✿

> map <- aes(x=Instance, y=Fitness, fill=Algorithm)

●r❛✜❦♦ ❜❡rr✐❛ ✹✳✷ ✐r✉❞✐❛♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛✳ ❖r❛✐♥ ✐♥st❛♥t③✐❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦
❡♠❛✐t③❛❦ ❦♦♥♣❛r❛❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❛✳✷ ❆r❣✐ ✐❦✉st❡♥ ❞❛ ❡rr♦r❡r✐❦ ❤❛♥❞✐❡♥❛ brazil58
✐♥st❛♥t③✐❛♥ ❧♦rt③❡♥ ❞✉t❡❧❛ ✸ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ ●❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡♠❛✐t③❛✲
r✐❦ ♦♥❡♥❛❦ ❧♦rt③❡♥ ❞✐t✉ ♦r♦ ❤❛r✳

❖r❛✐♥ ❛rt❡✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛s✉♥❛ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐✲
t③❡♥ ♠❡❞✐❛♥❛r❡♥ ❜✐❞❡③ ♥❡✉rt✉ ❞✉❣✉✳ ❇❛t③✉❡t❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ ❥♦❡r❛ ③❡♥tr❛❧❡❦♦ ❡s✲
t❛t✐st✐❦♦❡③ ❣❛✐♥ ✭♠❡❞✐❛♥❛✱ ♠♦❞❛✱ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛✮✱ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥❡t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❡♥
s❛❦❛❜❛♥❛♣❡♥❛ ❛③t❡rt③❡❛ ❡r❡ ✐♥t❡r❡s❣❛rr✐❛ ✐③❛t❡♥ ❞❛✳ ❍♦rr❡❧❛❦♦ ❦❛s✉❡t❛♥ ♦s♦
♦❤✐❦♦❛ ❞❛ ❜♦①♣❧♦t❛❦ ❡❞♦ ❦✉t①❛✲❣r❛✜❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛✳ ●r❛✜❦♦ ❤♦r✐❡❦ ❡♠❛✐t③❡♥
✐♥❣✉r✉❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❞❡s❦r✐❜❛t③❡❦♦ ❛❤❛❧♠❡♥❛ ❞✉t❡✱ ♠❡❞✐❛♥❛✱ ❦✉❛rt✐✲
❧❛❦ ❡t❛ ♦✉t❧✐❡rr❛❦ ❡r❛❦✉st❡♥ ❜❛✐t✐③❦✐❣✉t❡✳

✹✳✼ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●✉r❡ ❞❛t✉❡♥ ❦✉t①❛✲❞✐❛❣r❛♠❛❦ ❡❣✐t❡❦♦✱ ❜❡rr✐r♦ ❡r❡ ❡s✲
t❡t✐❦♦❡♥ ❡t❛ ❛❧❞❛❣❛✐❡♥ ❛rt❡❦♦ ✏❦♦♥❡①✐♦❛✑ ❡❣✐♥ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❛✲❑♦❧♦r❡❛ ❡t❛ ❖❳ ❛r❞❛t③❡❛♥ ♣♦s✐③✐♦❛
❍❡❧❜✉r✉✲❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❡♥ ❜❛♥❛❦❡t❛✲❖❨ ❛❧❞❛❣❛✐❛♥ ❦✉t①❛r❡♥ ✐t①✉r❛

❇❡r❛③✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛❧❜♦③ ❛❧❜♦ ❛❣❡rt✉❦♦ ❞✐r❡♥ ❦♦✲
❧♦r❡t❛❦♦ ❦✉t①❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✐r❛✳ ●❛✐♥❡r❛✱ ❦❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ❣r❛✜❦♦
❜❛❦❛r ❜❛t ❡❣✐♥ ❜❡❤❛rr❡❛♥✱ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡r❛❦♦ ❣r❛✜❦♦ ❜❛t ❡❣✐♥❣♦ ❞✉✲
❣✉✳

✷ ❊♠❛✐t③❛❦ ❤♦❜❡t♦ ❜✐st❛r❛t③❡❦♦✱ ② ❛r❞❛t③❛ ❡s❦❛❧❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❦♦❛♥ ❥❛r ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ❣r❛✜❦♦❛
s♦rt③❡♥ ❞✉❡♥ ❦♦❞❡❛r✐ scale_y_log10() ❣❡❤✐t✉③✳
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✹✳✸ ✐r✉❞✐❛✳ ▲❙✱ ●❆ ❡t❛ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ❚❙P❦♦ ✐♥st❛♥t③✐❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❜❛t❡③ ❜❡s✲
t❡❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦✳

❖♥❞♦❦♦ ❦♦❞❡❛r❡❦✐♥ ❛✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❦♦ ✐r✉❞✐❛ ❡r❛✐❦✐ ❞❡③❛❦❡❣✉✿

> map <- aes(x=Algorithm, y=Fitness, fill=Algorithm)

> ggplot(data=results.df.norm, mapping=map) +

+ geom_boxplot(position="dodge") +

+ labs(y="Relative performance") +

+ scale_fill_brewer(palette="RdGy") +

+ facet_wrap(~Instance, scales = "free") + thm.bh

✹✳✸ ✐r✉❞✐❛❦ ❦♦❞❡❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛ ❥❛s♦t③❡♥ ❞✉✳ ❊s❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❦✉t①❛✲❞✐❛❣r❛♠❛❦
♦s♦ ❣r❛✜❦♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❛ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ③❡♥❜❛t❡r❛✐♥♦ s❛❦❛❜❛♥❛✲
t✉t❛ ❞❛✉❞❡♥ ❛③t❡rt③❡❦♦✳ ■r✉❞✐❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ●❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛❦ ❡♠❛✐t③❛ ♦♥❡♥❛❦
✐③❛t❡❛③ ❣❛✐♥✱ s❛❦❛❜❛♥❛♣❡♥ t①✐❦✐❛ ❞✉✳ ❆❧❞✐③✱ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❦✉t①❛❦ ♥❛❤✐❦♦



✹✳✻ ❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦ ✶✷✺

✹✳✶ t❛✉❧❛✳ ❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦ ❜❛t❡❦♦ ❜✐ ❡rr♦r❡ ♠♦t❛❦✳

H0 ❡rr❡❢✉s❛t③❡❛ H0 ❡③ ❡rr❡❢✉s❛t③❡❛

H0 ❡❣✐❛
■ ♠♦t❛❦♦ ❡rr♦r❡❛
✭♥❡❣❛t✐❜♦ ❢❛❧ts✉❛✮

❊r❛❜❛❦✐ ❡❣♦❦✐❛

H1 ❡❣✐❛ ❊r❛❜❛❦✐ ❡❣♦❦✐❛ ❡❞♦ ♣♦t❡♥t③✐❛
■■ ♠♦t❛❦♦ ❡rr♦r❡❛
✭♣♦s✐t✐❜♦ ❢❛❧ts✉❛✮

❤❛♥❞✐❛❦ ❞✐r❛✱ ❡♠❛✐t③❛❦ s❛❦❛❜❛♥❛t✉❛❣♦❛❦ ❞❛✉❞❡❧❛ ❛❞✐❡r❛③✐③ ✭③✐✉rr❡♥✐❦✱ ❡rr❡✲
♣✐❦❛♣❡♥❡t❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❦❛❧ ❞❡s❜❡r❞✐♥❡t❛r❛ ❤❡❧t③❡♥ ❞❡❧❛❦♦✮✳

❑❛♣✐t✉❧✉ ❤♦♥❡t❛♥✱ ❜❛rr❛ ❡t❛ ❦✉t①❛✲❣r❛✜❦♦❡t❛♥ ③❡♥tr❛t✉ ❣❛r❛ ❜❛❦❛rr✐❦✱ ❜❛✐✲
♥❛ ❜❛❞✐r❛ ❣r❛✜❦♦ ♠♦t❛✳ ●❛✐ ❤♦♥❡t❛♥ s❛❦♦♥t③❡❦♦✱ ❣❣♣❧♦t✷ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ❧✐❜✉r✉❛
❬✸✽❪ ❣♦♠❡♥❞❛t③❡♥ ❞✉❣✉✳

❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦

❆✉rr❡❦♦ ❛t❛❧❡t❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✐t✉❣✉♥ t❛✉❧❛ ③❡✐♥ ❣r❛✜❦♦❡❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡r❛❣✐♥❦♦rt❛✲
s✉♥❛ ✐❧✉str❛t③❡♥ ❞✉t❡✱ ❡t❛ ♦♥❞♦r✐♦❛❦ ❛t❡r❛t③❡♥ ❧❛❣✉♥t③❡♥ ❞✐❣✉t❡✳ ■❧❞♦ ❜❡r❡t✐❦✱
❜❛❞✐r❛ ❛r❧♦ ❡st❛t✐st✐❦♦❛♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❧❛❣✉♥❞✉❦♦ ❞✐❣✉t❡♥ ❜❡st❡ tr❡s♥❛
❜❛t③✉❦ ❡r❡❀ ❛✐♣❛❣❛rr✐❡♥❛❦ t❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦ ❞✐r❛✳

❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❡♥ ❤❡❧❜✉r✉❛✱ ❧❛❣✐♥ ❡❞♦ ❞❛t✉ s♦rt❛ ❜❛t ♦✐♥❛rr✐t③❛t ❤❛rt✉t❛✱
❤✐♣♦t❡s✐ ❜❛t t❡st❛t③❡❛ ❞❛❀ ❛❧❡❣✐❛✱ ❤✐♣♦t❡s✐ ❤♦r✐ ♦♥t③❛t ❤❛rt✉❦♦ ❞✉❣✉♥ ❡❞♦ ❡③
❡r❛❜❛❦✐t③❡❛✳

✹✳✶ ❞❡✜♥✐③✐♦❛✳ ❍✐♣♦t❡s✐✲❦♦♥str❛st❡ ❜❛t ❜✐ ❤✐♣♦t❡s✐❦ ♦s❛t✉❦♦ ❞✉t❡✿

H0✿ ❡③❡③t❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥ ❤✐♣♦t❡s✐❛ ❞❛ ✭❤✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧✉❛✮✳
H1✿ H0✲r❡♥ ❦♦♥tr❛❦♦ ❤✐♣♦t❡s✐❛ ❞❛ ✭❤✐♣♦t❡s✐ ❛❧t❡r♥❛t✐❜♦❛✮✳

❇✐ ❤✐♣♦t❡s✐ ❤♦r✐❡❦ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉③✱ t❡st ❡st❛t✐st✐❦♦ ❜❛t ❛♣❧✐❦❛t③❡❛♥ ❜✐ ❡rr♦✲
r❡ ♠♦t❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❛rr✐s❦✉❛ ❞❛❣♦ ✭✐❦✉s✐ ✹✳✶ t❛✉❧❛✮✱ ❡t❛✱ ❡rr♦r❡ ♠♦t❛ ❤♦r✐❡t❛t✐❦
❛❜✐❛t✉③✱ ♦♥❞♦❦♦ ❦♦♥t③❡♣t✉❛❦ ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✐r❛✿

α = ■ ♠♦t❛❦♦ ❡rr♦r❡❛r❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❡❞♦ ❛❞✐❡r❛③❣❛rr✐t❛s✉♥❛

β = ■■ ♠♦t❛❦♦ ❡rr♦r❡❛r❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛

❚❡♦r✐❛♥✱ ❤♦❜❡r❡♥❛ α ❡t❛ β t①✐❦✐❡♥❛❦ ❥❛✉❧❦✐t③❡♥ ❞✐t✉③t❡♥ t❡st❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡❛
❧✐t③❛t❡❦❡✳ ❆❧❛❜❛✐♥❛✱ ■ ❡t❛ ■■ ♠♦t❛❦♦ ❡rr♦r❡❛❦ ❦♦♥tr❛❥❛rr✐❛❦ ❞✐r❛✳ ❇❡r❛③✱ ♥♦r♠❛✲
❧❡❛♥ α ✭❡❞♦ ❛❞✐❡r❛③❣❛rr✐t❛s✉♥❛✮ ✜♥❦❛t✉ ♦❤✐ ❞❛✱ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r❡♥✱ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡♥❡❛♥✱
β ❛❤❛❧✐❦ ❡t❛ t①✐❦✐❡♥❛ ❞✉❡♥ t❡st❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞❛✳ ■③❛♥❡③✱ β ❜❛❧✐♦❛ ❜❛r✐❦ 1− β
❡❞♦ t❡st❛r❡♥ ♣♦t❡♥t③✐❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✱ ❤♦r✐ ❜❛✐t❛ H1 ❡❣✐❛ ❞❡♥❡❛♥ ❤✐♣♦t❡s✐ ♥✉❧✉❛
❡rr❡❢✉s❛t③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛✳



✶✷✻ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

❍✐♣♦t❡s✐❛❦ ❡❣✐❛③t❛t③❡❦♦ t❡st ❡st❛t✐st✐❦♦ ♠♦t❛ ✉❣❛r✐ ❡①✐st✐t③❡♥ ❞✐r❛ ❬✸✷❪✳ ❇❡✲
r❛③✱ ❞❛t✉❛❦ ✭❡♠❛✐t③❛❦✮ ❛③t❡rt③❡r❛❦♦❛♥✱ ❤❡❧❜✉r✉❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛ ❡❣♦❦✐❛ ❞❡♥ t❡st❛
❛✉❦❡r❛t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❞❛✳ ●❛✐♥❡r❛✱ t❡st ♠♦t❛ ❜❛❦♦✐t③❛❦ ❞❛t✉❡♥ ❣❛✐♥❡❦♦ ❤❛✐♥❜❛t
s✉♣♦s✐③✐♦ ❡❣✐t❡♥ ❞✐t✉✳ ❍♦r✐❡❦ ❤♦rr❡❧❛✱ ❜✐ t❡st ❢❛♠✐❧✐❛ ❜❡r❡✐③t❡♥ ❞✐r❛ ❜❡r❡③✐❦✐✿
♣❛r❛♠❡tr✐❦♦❛❦ ❡t❛ ❡③✲♣❛r❛♠❡tr✐❦♦❛❦✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦❡❦ ❞❛t✉❛❦ ✭❡♠❛✐t③❛❦✮ ❜❛♥❛✲
❦❡t❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❦♦ ❡③❛❣✉♥ ❜❛t❡t✐❦ ❞❛t♦③❡❧❛ ❥♦t③❡♥ ❞✉t❡❀ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❜❛♥❛❦❡t❛
♥♦r♠❛❧ ❜❛t❡t✐❦✳ ▼♦t❛ ❤♦rr❡t❛❦♦ t❡st✐❦ ❡③❛❣✉♥❡♥❛❦ t✲t❡st ❡❞♦ ❆◆❖❱❆ t❡st❛❦
❞✐r❛✳ ❇✐❣❛rr❡♥❡❦✱ ♦r❞❡❛✱ ❡③ ❞✉t❡ ❞❛t✉❡♥ ❜❛♥❛❦❡t❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛r✐❦
❡③❛rt③❡♥✳

●✉r❡ ❦❛s✉❛♥✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦r❡♥ ❡❞♦ ❣❡❤✐❛❣♦r❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛❧❞❡r❛t③❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐✲
❦♦ ❞✐t✉❣✉ t❡st❛❦✳ ❖r♦ ❤❛r✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦❦♦ ❡s♣❡r✐♠❡♥t✉❡t❛♥ t❡st ♣❛r❛♠❡tr✐❦♦❛❦
❛♣❧✐❦❛t③❡❦♦ ❜❡❤❛rr❡③❦♦ ❜❛❧❞✐♥t③❛❦ ♥❡❦❡③ ❜❡t❡t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❡t❛ ❤♦rr❡❣❛t✐❦ t❡st
❡③✲♣❛r❛♠❡tr✐❦♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛✱ ❞❛t✉❡♥ ❜❛♥❛❦❡t❛r❡♥ ✐♥❣✉r✉❦♦ s✉♣♦s✐③✐♦r✐❦
❡❣✐t❡♥ ❡③ ❞✉t❡❧❛❦♦✳

❩❡❤❛③❦✐✱ ❣✉r❡ ❤❡❧❜✉r✉r❛❦♦ ❡❣♦❦✐❛❦ ❞✐r❡♥ ❜✐ t❡st ❡③✲♣❛r❛♠❡tr✐❦♦ ✐❦✉s✐❦♦
❞✐t✉❣✉ ❛t❛❧ ❤♦♥❡t❛♥✿ ❲✐❧❝♦①♦♥✲❡♥ t❡st❛ ❬✼❪✱ ❜✐ ❧❛❣✐♥ ✭❡♠❛✐t③❛✮ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❦♦✱
❡t❛ ❋r✐❡❞♠❛♥✲❡♥ t❡st❛ ❬✼❪✱ ❜✐ ❧❛❣✐♥ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❛❧❞❡r❛t③❡❦♦✳

❇✐ ❡♠❛✐t③❛✲❜❡❦t♦r❡ ❛❧❞❡r❛t③❡♥

■♥st❛♥t③✐❛ ♠✉❧t③♦ ❜❛t❡♥ ❣❛✐♥❡❛♥ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✱ ❜❛✲
❦♦✐t③❡❦♦✱ ❡♠❛✐t③❛ s♦rt❛ ❜❛t ❧♦rt③❡♥ ❞✉❣✉✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❜❛✲
❞❛ ✭❛♥t③❡r❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ✐t③✉❧t③❡♥ ❜❛❞✐t✉③t❡✱ ❛❧❡❣✐❛✮✱ ❜✐ ❜❛❧✐♦ s♦rt❛ ❤♦r✐❡❦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡✲❜❛♥❛❦❡t❛ ❜❡r❞✐♥❡t✐❦ ❞❛t♦③❡❧❛ ❡s❛♥ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❍♦r✐ ❞❛✱ ❤❛✐♥ ③✉✲
③❡♥✱ ❲✐❧❝♦①♦♥✲❡♥ t❡st❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❞✉❡♥❛ ✭H0❂❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦ ♣♦rt❛❡r❛ ❜❡r✲
❞✐♥❛ ❞✉t❡✮✳

❊❣✐♥ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ❜✐ ♠♦t❛t❛❦♦❛❦ ✐③❛♥
❞❛✐t❡③❦❡✱ ❛s❦❡❛❦ ❡❞♦ ❜✐♥❛❦❛❦♦❛❦✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❦❛s✉❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t❡♥ ❡♠❛✐✲
t③❛ ❜❛❦♦✐t③❛r✐ ❜❡st❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛ ❜❛t ❡t❛ ❜❛❦❛rr❛ ❞❛❣♦❦✐♦✳ ❍♦r✐ ❣❡r✲
t❛t③❡♥ ❞❛✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❡♠❛✐t③❛❦ ♣r♦❜❧❡♠❛r❡♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❞❡s❜❡r❞✐♥❡♥ s♦❧✉③✐♦❛❦
❞✐r❡♥❡❛♥ ✭❤❛✉ ❞❛✱ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✮✳
❊♠❛✐t③❛❦ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦❛r ❜❛t❡r❛❦♦ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ③♦r✐③❦♦ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥❡t❛t✐❦
❧♦rt✉t❛❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥✱ ♦r❞❡❛✱ ❧❛❣✐♥ ❛s❦❡❛❦ ❞✐t✉❣✉❧❛ ❡s❛♥❣♦ ❞✉❣✉✱ ❜✐❡♥
❛rt❡❛♥ ❡③ ❜❛✐t❛❣♦ ❡r❧❛③✐♦r✐❦ ❡❞♦ ♣❛r❡❦❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛r✐❦✳

❇✐ ❡❣♦❡r❛ ❤♦r✐❡❦ ❲✐❧❝♦①♦♥❡♥ t❡st❛r❡❦✐♥ ❛③t❡r ❞❛✐t❡③❦❡ ✭❞❛t✉ ❡③✲♣❛r❡❦❛t✉❡♥
❦❛s✉❛♥✱ ▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡② ✐③❡♥❛ ❡♠❛t❡♥ ③❛✐♦ ❜❛t③✉❡t❛♥✮✳ ❘♥ wilcox.test

❢✉♥t③✐♦❛❦ ❜✐ t❡st ❤♦r✐❡❦ ❛♣❧✐❦❛t③❡❛ ❛❤❛❧❜✐❞❡t③❡♥ ❞✐❣✉✳ ■❦✉s ❞❡③❛❣✉♥✱ ❛❞✐❜✐❞❡
♣❛r❡ ❜❛t❡❦✐♥✱ t❡st❛ ♥♦❧❛ ❛♣❧✐❦❛t✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❜❛♥❛❦❡t❛ ✉♥✐❢♦r♠❡
❜❡r❞✐♥❛r✐ ❥❛rr❛✐t③❡♥ ❞✐♦t❡♥ ❜✐ ③♦r✐③❦♦ ❧❛❣✐♥ s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉ ✭❜❡r❛③✱ t❡st❛❦ ❞✐❢❡✲
r❡♥t③✐❛r✐❦ ❡③ ❞❛❣♦❡❧❛ ❡s❛♥ ❜❡❤❛r❦♦ ❧✐❣✉❦❡✮✱ ❡t❛ ❜✐❣❛rr❡♥❡❛♥✱ ❧❛❣✐♥❛❦ ❜❛♥❛❦❡t❛
❞❡s❜❡r❞✐♥❡t❛t✐❦ ❛t❡r❛❦♦ ❞✐t✉❣✉✿ ❜❛t ✉♥✐❢♦r♠❡❛ ❡t❛ ❜❡st❡❛ ♥♦r♠❛❧❛✳ ❇✐ ❦❛s✉❡✲



✹✳✻ ❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦ ✶✷✼

t❛♥ ❧❛❣✐♥ ❛s❦❡❛❦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡♥ ❛r✐ ❣❛r❛✱ ❡③ ❜❛✐t❛❣♦ ❤❛✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❡r❧❛③✐♦r✐❦ ❡❞♦
♣❛r❡❦❛t③❡❦♦ ❛✉❦❡r❛r✐❦✳✸

> sample.1 <- runif(30)

> sample.2 <- runif(30)

> wilcox.test(sample.1, sample.2)

##

## Wilcoxon rank sum test

##

## data: sample.1 and sample.2

## W = 421, p-value = 0.6757

## alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

> sample.3 <- rnorm(30, 1, 1)

> wilcox.test(sample.1, sample.3)

##

## Wilcoxon rank sum test

##

## data: sample.1 and sample.3

## W = 226, p-value = 0.00073

## alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

❚❡st❛❦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛r✐❦ ❞❛❣♦❡❧❛ ❞✐♦❡♥❡t③ ❥❛❦✐t❡❦♦✱ ♣✲❜❛❧✐♦❛r✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉❦♦
❞✐♦❣✉✳ H0 ❡❣✐❛③❦♦❛ ❞❡❧❛ ❥♦t❛✱ ♣✲❜❛❧✐♦❛ ③❡r❛ ❞❛✿ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❞❛t✉❛❦ ❡❞♦ ❤♦✲
r✐❡❦ ❜❛✐♥♦ ♠✉t✉rr❡❦♦❛❣♦❛❦✴❜❛❦❛♥❛❣♦❛❦ ③♦r✐③ ❧♦rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛✳ ❇❡r❛③✱
❧♦rt✉t❛❦♦ ♣✲❜❛❧✐♦❛ ✏t①✐❦✐❛✑ ✐③❛t❡❛❦✱ H0 ❡❣✐❛ ✐③❛♥✐❦✱ ❤❛❧❛❦♦ ❞❛t✉❛❦ ❧♦rt③❡❦♦
♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ t①✐❦✐❛ ❞❡❧❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐❣✉✱ ❡t❛ ❤♦rr❡❦ H0 ❡rr❡❢✉s❛t③❡r❛ ❡❞♦
❜❛③t❡rt③❡r❛ ❡r❛♠❛t❡♥ ❣❛✐t✉✳ ❆❧❞✐③✱ ♣✲❜❛❧✐♦ ✏❤❛♥❞✐❛✑ ❧♦rt③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❤✐♣♦t❡s✐
♥✉❧✉❛r❡♥ ❦♦♥tr❛❦♦ ❡❜✐❞❡♥t③✐❛r✐❦ ❡③ ❞✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ H0 ❡③✐♥ ❡rr❡❢✉s❛ ❞❛✐t❡✲
❦❡❡❧❛ ❡s❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳

❇❛✐♥❛ ♥♦❧❛ ❡r❛❜❛❦✐❦♦ ❞✉❣✉ ♣✲❜❛❧✐♦❛ ✏❤❛♥❞✐❛✑ ❛❧❛ ✏t①✐❦✐❛✑ ❞❡♥❄ ▲❡❤❡♥ ❡s❛♥
❞✉❣✉♥ ♠♦❞✉❛♥✱ ❡s❛♥❣✉r❛✲♠❛✐❧❛ ✭α ❡❞♦ H0 ❡❣✐❛ ✐③❛♥✐❦ ❜❛③t❡rt③❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲
t❛t❡❛✮✱ ❛❧❞❡③ ❛✉rr❡t✐❦ ✜♥❦❛t✉ ❜❡❤❛r ✐③❛♥ ❞✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❤♦r✐ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉
♠✉❣❛✲❜❛❧✐♦ ❣✐s❛✳ Pr❛❦t✐❦❛♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ α✲r❡♥ ❜❛❧✐♦ ♦❤✐❦♦❡♥❛❦ ✵✳✵✺ ❡t❛
✵✳✵✶ ❞✐r❛✳

❆❞✐❜✐❞❡❛♥✱ α = 0.05 ✜♥❦❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❦❛s✉❛♥
❡③✐♥ ❞✉❣✉❧❛ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛r✐❦ ❞❛❣♦❡♥✐❦ ❡s❛♥ ✭♣✲❜❛❧✐♦❛ ✵✳✻✼✻ ❞❛✮❀ ❜✐❣❛rr❡♥❡❛♥✱
❛❧❞✐③✱ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❞❛✉❞❡❧❛ ❡s❛♥ ❞❡③❛❦❡❣✉ ✭♣✲❜❛❧✐♦❛ ✵✳✵✵✵✼✸ ❞❛✮✳

✹✳✽ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❲✐❧❝♦①♦♥❡♥ t❡st❛ ❡r❛❜✐❧✐③ ❣✉r❡ ❡s♣❡r✐♠❡♥t❛③✐♦ t①✐❦✐❛♥
❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ❛③t❡r ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❛✉❦❡r❛t✉③
✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉ ❡❛✱ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ✐♥st❛♥t③✐❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱
▲❙r❡♥ ❡t❛ ●❆r❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❜❡r❞✐♥❛❦ ❞✐r❡♥✳

❆✉rr❡❦♦ t❡st❛ ♦♥❞♦❦♦ ❦♦❞❡❛r❡♥ ❜✐t❛rt❡③ ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❣✉✿

✸ ❇✐♥❛❦❛❦♦ ❞❛t✉❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❜❛❣❡♥✐t✉✱ wilcox.test ❢✉♥t③✐♦❛r✐ paired=TRUE ❛✉❦❡r❛ ❣❡❤✐✲
t✉ ❜❡❤❛r❦♦ ❣❡♥✐♦❦❡✳



✶✷✽ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

> id.LS <- results.df$Instance=="gr24" &

+ results.df$Algorithm=="LS"

> id.GA <- results.df$Instance=="gr24" &

+ results.df$Algorithm=="GA"

> sample.LS <- results.df$Fitness[id.LS]

> sample.GA <- results.df$Fitness[id.GA]

> wilcox.test(sample.LS, sample.GA)

##

## Wilcoxon rank sum test

##

## data: sample.LS and sample.GA

## W = 99, p-value = 2.165e-05

## alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

●♦✐❦♦ ❦♦❞❡❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ♣✲❜❛❧✐♦❛ t①✐❦✐❛ ❞❡❧❛ ✐❦✉st❡♥ ❞✉❣✉✳ ❇❡r❛③✱ α = 0.05
❤❛rt✉❛③✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❡③❜❡r❞✐♥❛ ❞❡❧❛ ❡s❛♥ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

✹✳✾ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❖♥❞♦r✐♦ ❤♦r✐ ✶✳ ✐♥st❛♥t③✐❛r✐ s♦✐❧✐❦ ❞❛❣♦❦✐♦✱ ❜❛✐♥❛ ❣❛✉③❛
❜❡r❛ ❡❣✐♥ ❞❡③❛❦❡❣✉ ❜❡st❡ ✽ ✐♥st❛♥t③✐❡t❛r❛❦♦✳ ❆r❡ ❣❡❤✐❛❣♦✱ ●❆ ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦❛ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛ ❣✐s❛ ❤❛rt③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡❦✐♥ ❧♦rt✉t❛❦♦
❡♠❛✐t③❛❦ ❡r❡ ❛❧❞❡r❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉✳ ❍♦rt❛③✱ ✶✻ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡❣✐♥ ❞✐t③❛❦❡❣✉
❡t❛✱ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦✱ ♣✲❜❛❧✐♦ ❜❛t ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✳

❆✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❦♦ t❡st❛❦ ❡❣✐t❡❦♦ ❣❛r❛✐❛♥ ❣♦❣♦r❛t✉✱ α✲❦ ■ ♠♦t❛❦♦ ❛❦❛ts ❜❛t
❡❣✐t❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✐❣✉❧❛✱ ❜❛✐♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡ ❤♦r✐ t❡st ❜❛❦❛r
❜❛t✐ ❞❛❣♦❦✐♦❀ ✶✻ t❡st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡ ❡❣✐t❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ③♦r✐③✱ ■ ♠♦t❛❦♦ ❛❦❛ts ❜❛t
❡❣✐t❡❛ ❡s♣❡r♦ ❞❡③❛❦❡❣✉ ✭✵✳✵✺✯✶✻❂✵✳✽ ❞❛ ❡t❛✮✳

❆r❛③♦ ❤♦r✐ s❛✐❤❡st❡❦♦✱ ❛❧❡❣✐❛✱ ■ ♠♦t❛❦♦ ❛❦❛ts ❜❛t ❡❣✐t❡❦♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t❛t❡❛
❦♦♥tr♦❧♣❡❛♥ ♠❛♥t❡♥t③❡❦♦✱ ♣♦st ❤♦❝ ✐③❡♥❡❦♦ ③✉③❡♥❦❡t❛ ❜❛t③✉❦ ❛♣❧✐❦❛t✉ ❜❡❤❛r
❞✐r❛✱ ❡s❛♥❣✉r❛✲♠❛✐❧❛♥ ❡❞♦ ♣✲❜❛❧✐♦❡♥ ❦❛❧❦✉❧✉❛♥✳ ▼❡t♦❞♦r✐❦ s✐♥♣❧❡❡♥❛ ❇♦♥❢❡✲
rr♦♥✐ ❞❛✱ ♥♦♥ ♣✲❜❛❧✐♦❛❦ ❡❣✐♥❞❛❦♦ t❡st✲❦♦♣✉r✉❛③ ❜✐❞❡r❦❛t③❡♥ ❞✐r❡♥✳ ▼❡t♦❞♦
❤♦rr❡♥ ❛r❛③♦❛ ♣♦t❡♥t③✐❛ ❞❛❀ ❤♦ts✱ ♦s♦ ③❛✐❧❛ ❞❛ H0 ❡rr❡❢✉s❛t③❡❛ ✭H1 ❡❣✐❛ ✐③❛♥✐❦
❡r❡✮ ❡t❛✱ ❜❡r❛③✱ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❡✐ ❛♥t③❡♠❛t❡❛✳ ❍♦r✐ ❞❡❧❛ ❡t❛✱ ❜❛❞✐r❛ ❜❡st❡ ♠❡t♦❞♦
s♦✜st✐❦❛t✉❛❣♦ ❜❛t③✉❦✿ ❋✐♥♥❡r✱ ❙❤❛✛❡r✱ ❍♦❧♠✱ ❡t❛❜✳

❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❡♠❛✐t③❡♥ ❛♥❛❧✐s✐ ❡st❛t✐st✐❦♦❛ ❣❛✉③❛t③❡❦♦ s❝♠❛♠♣ ♣❛❦❡t❡❛
❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉ ❬✾❪✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❧❡❤❡♥✐❦ ❡t❛ ❜❡❤✐♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❢♦r♠❛t✉ ❡❣♦❦✐❛♥
❥❛rr✐ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ③✉t❛❜❡ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜❛t✳ ❍♦r✐ ❛✉rr❡t✐❦
❡❣✐♥ ❞✉❣✉ ❥❛❞❛ ❜❡st❡ ❤❡❧❜✉r✉ ❜❛t③✉❡❦✐♥✱ ❡t❛ data.test ♦❜❥❡❦t✉❛♥ ❞✉❣✉
❣♦r❞❡t❛ ❡♠❛✐t③❛✳ ❇❡r❛③ ❜❡rr❡r❛❜✐❧✐ ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉✿

> head(data.test)

## Instance LS GA ACO

## 1 gr24 3006 2229 2710

## 2 gr24 2543 2264 2346

## 3 gr24 2594 2291 2658

## 4 gr24 2696 2335 2524

## 5 gr24 2704 2222 2430



✹✳✻ ❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦ ✶✷✾

## 6 gr24 2842 2557 2663

❖r❛✐♥ ❲✐❧❝♦①♦♥❡♥ t❡st❛ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ✐♥st❛♥t③✐❛③ ✐♥st❛♥t③✐❛✱ ▲❙ ❡t❛
❆❈❖ ❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛ ❣✐s❛ ❤❛rt✉ ❞✉❣✉♥ ●❆✲r❡♥ ❡♠❛✐t③❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t③❡❦♦❀ ♣✲
❜❛❧✐♦❛❦ ③✉③❡♥t③❡❦♦ ❋✐♥♥❡r ♠❡t♦❞♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

> a <- list()

> a$data <- data.test

> a$algorithms <- 2:4

> a$group.by <- 1

> a$test <- wilcox.test

> a$paired <- FALSE

> a$control <- "GA"

> a$correct <- "finner"

> test.results <- do.call(postHocTest, a)

> test.results$raw.pval[, -3]

## Instance LS ACO

## 1 gr24 2.165018e-05 3.247526e-04

## 2 bays29 2.089242e-03 7.252809e-04

## 3 att48 1.149624e-02 7.252809e-04

## 4 eil51 3.526814e-01 1.504687e-03

## 5 berlin52 2.089242e-03 7.577562e-05

## 6 brazil58 2.089242e-03 4.330035e-05

## 7 st80 4.812509e-01 4.330035e-05

## 8 eil76 7.393644e-01 1.082509e-05

## 9 rat99 3.886207e-03 1.082509e-05

> test.results$corrected.pval[, -3]

## Instance LS ACO

## 1 gr24 0.0001948337 0.0008348652

## 2 bays29 0.0034164865 0.0016311424

## 3 att48 0.0137795839 0.0016311424

## 4 eil51 0.3869331036 0.0027068068

## 5 berlin52 0.0034164865 0.0002273096

## 6 brazil58 0.0034164865 0.0001948368

## 7 st80 0.5008970922 0.0001948368

## 8 eil76 0.7393643508 0.0001948337

## 9 rat99 0.0049937749 0.0001948337

●♦✐❦♦ ❦♦❞❡❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❡❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ♣✲❜❛❧✐♦❛❦ ❡t❛ ③✉③❡♥❞✉t❛❦♦ ♣✲❜❛❧✐♦❛❦
✐❦✉s ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❆③❦❡♥ ❤♦r✐❡✐ ❡rr❡♣❛r❛t✉③✱ ✐❦✉s ❞❡③❛❦❡❣✉ ●❆ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❆❈❖
❛❧❣♦r✐t♠♦❛r❡❦✐♥ ❛❧❞❡r❛t③❡❛♥ ♣✲❜❛❧✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ✵✳✵✺ ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦❛❦ ❞✐r❡❧❛✳ ❍♦✲
rr❡❦ ③✐✉rt❛t③❡♥ ❞✐❣✉ ❜✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❡③❜❡r❞✐♥t❛s✉♥ ❛❞✐❡r❛③❣❛rr✐❛❦ ❞❛✉❞❡❧❛✱ ❡t❛✱
❛✉rr❡❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ❦♦♥t✉❛♥ ❤❛rt✉t❛✱ ●❆r❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❤♦❜❡❛❦ ❞✐r❡❧❛ ♦♥❞♦r✐♦③✲
t❛t✉ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❆❧❞✐③✱ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t♠♦❛ ❡t❛ ●❆ ❛❧❞❡r❛t③❡❛♥✱ ❧♦rt✉t❛❦♦ ♣✲❜❛❧✐♦❛❦
❛✉rr❡❦♦ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦❦♦❛❦ ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦❛❦ ❞✐r❛ ❡t❛ ✸ ❦❛s✉t❛♥ ✭att48✱ st80✱
eil76✮ ✵✳✵✺ ❜❛✐♥♦ ❛❧t✉❛❣♦❛❦✳ ❇❡r❛③✱ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤♦r✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❡③❜❡r❞✐♥t❛✲
s✉♥❛❦ ❜❛❞❛✉❞❡✱ ❜❛✐♥❛ ❡③ ❤❛✐♥ ♥❛❜❛r✐❛❦✳



✶✸✵ ✹ ❆❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❡♥♣✐r✐❦♦❛

❇✐ ❧❛❣✐♥ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❦♦♥♣❛r❛t③❡♥

❆t❛❧ ❤♦♥❡♥ s❛rr❡r❛♥ ❡s❛♥ ❜❡③❛❧❛✱ ❜❛❞✐r❛ ❤❛✐♥❜❛t ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲❛❧❣♦r✐t♠♦r❡♥
❡♠❛✐t③❛❦ ❛❧❞✐ ❜❡r❡❛♥ ❦♦♥♣❛r❛t③❡❦♦ ❣❛✐ ❞✐r❡♥ t❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦✳ ❚❡st ❤♦r✐❡❦
❜✐ ❢❛s❡t❛♥ ❣❛r❛t③❡♥ ❞✐r❛✿ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ♦♠♥✐❜✉s✲t❡st ❜❛t ❛♣❧✐❦❛t③❡♥ ❞❛✳ ❍♦rr❡❦✱
❛❧❣♦r✐t♠♦r❡♥ ❜❛t❡❦ ❜❡st❡❡❦✐❦♦ ♣♦rt❛❡r❛ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛ ❞✉❡♥ ❡❞♦ ❡③ t❡st❛t✉❦♦ ❞✉
✭H0❂❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣✉③t✐❡♥ ♣♦rt❛❡r❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❞❛✮✳ H0 ❡rr❡❢✉s❛t③❡❦♦ ♥❛❤✐❦♦ ❡❜✐✲
❞❡♥t③✐❛ ❜❛❞❛❣♦✱ ♦r❞✉❛♥ ❜✐♥❛❦❛❦♦ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦
③❡❤❛③❦✐ ③❡✐♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦r❡♥ ❛rt❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ✐❦✉st❡❦♦✱ ♣♦st ❤♦❝ ❞❡r✐t③❡♥ t❡st❡♥
❜✐❞❡③✳

●✉r❡ ❦❛s✉❛♥✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❛❧❞❡r❛❦❡t❛ ❡❣✐t❡❦♦ ❣❛r❛✐❛♥✱ ♥♦r♠❛❧❡❛♥ ❋r✐❡❞♠❛✲
♥❡♥ t❡st ❡③✲♣❛r❛♠❡tr✐❦♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✳ ❚❡st ❤♦rr❡❦ ❜✐♥❛❦❛❦♦ ❞❛t✉❡♥ tr❛t❛✲
♠❡♥t✉❛ ❜✐ ❧❛❣✐♥ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦t❛r❛ ❤❡❞❛t③❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ ♣❛r❡❦❛t✉t❛❦♦ ❧❛❣✐♥❛❦ ✭✸
❡❞♦ ❣❡❤✐❛❣♦✮ ❛❧❞❡r❛t③❡❦♦ ❜❛❧✐♦ ❞✐❣✉✳✹

✹✳✶✵ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●♦✐❦♦ ♠❡t♦❞♦❧♦❣✐❛ ❣✉r❡ ❡♠❛✐t③❡✐ ❛♣❧✐❦❛t✉❦♦ ❞✐❡❣✉✱
❜❛✐♥❛ ❦❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❡③❜❡r❞✐♥❡t❛♥ ❧♦rt✉t❛❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ❜❛t❡r❛
❛③t❡rt✉❦♦ ❞✐t✉❣✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ❡rr❡♣✐❦❛♣❡♥ ❣✉③t✐❡♥ ♠❡❞✐❛♥❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦
❞✐t✉❣✉✳❛ ❍❛st❡❦♦✱ ♦♠♥✐❜✉s✲t❡st ❜❛t ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉✱ ❋r✐❡❞♠❛♥❡♥ t❡st❛ ❤❛✐♥
③✉③❡♥✳ ❍♦rr❡❦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣✉③t✐❡♥ ❛rt❡❛♥ ❜❛t❡♥ ❜❛t ❡③❜❡r❞✐♥❛ ❞❡♥ ✐❦✉s✲
t❡❦♦ ❜❛❧✐♦❦♦ ❞✐❣✉✳ ❖♥❞♦r❡♥✱ ♣♦st ❤♦❝ t❡st ❜❛t ❡❣✐♥❣♦ ❞✉❣✉ ✭❙❤❛✛❡r✲❡♥
t❡st❛✮ ❡③❜❡r❞✐♥t❛s✉♥❛❦ ③❡❤❛③❦✐ ③❡✐♥❡♥ ❛rt❡❛♥ ❞❛✉❞❡♥ ✐❦✉st❡❦♦✳

❛ ❇❛t❡③ ❜❡st❡❦♦❛ ❡r❡ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✱ ❜❛✐♥❛ ❡st❛t✐st✐❦♦ ❤♦rr❡❦ ❡♠❛✐t③❛❦ ✉♥✐♠♦❞❛✲
❧❛❦ ❞✐r❡♥❡❛♥ ❞✉ ❜❛❦❛rr✐❦ ③❡♥t③✉❛✳ ❆s❦♦t❛♥✱ ♦♣t✐♠✐③❛③✐♦✲♣r♦❜❧❡♠❡t❛♥✱ ❡♠❛✐t③❡❦ ❜✐
♠♦❞❛ ❡❞♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❞✐t✉③t❡✱ ❡t❛✱ ❤♦rt❛③✱ ❜❡st❡ ❡st❛t✐st✐❦♦ ❜❛t③✉❦ ✭♠❡❞✐❛♥❛✱ ❜❛t✐❦
❜❛t✮ ❡r❛❜✐❧✐ ♦❤✐ ❞✐r❛✳

❑♦♥♣❛r❛③✐♦❛ ❡❣✐t❡❦♦✱ data.summarized t❛✉❧❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ♥♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t♠♦ ❡t❛ ✐♥st❛♥t③✐❛ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ ❧♦rt✉t❛❦♦ ✜t♥❡ss✲❜❛❧✐♦❡♥ ♠❡❞✐❛♥❛ ❞❛✉❦❛❣✉♥
❣♦r❞❡t❛✿

> head(data.summarized)

## groups LS GA ACO

## 1 gr24 2700.500 2277.500 2653.000

## 2 bays29 3586.000 3239.000 3536.000

## 3 att48 37535.500 35552.000 38598.000

## 4 eil51 1302.304 1290.575 1353.275

## 5 berlin52 23897.218 22696.687 24639.090

## 6 brazil58 98160.000 90810.500 101175.000

❖r❛✐♥✱ ❤✐r✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡t❛t✐❦ ❜❛t❡♥ ❜❛t ❡③❜❡r❞✐♥❛ ❞❡♥ ❥❛❦✐t❡❦♦ ❋r✐❡❞♠❛♥
t❡st❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

✹ ▲❛❣✐♥ ❛s❦❡❛❦ ✐③❛♥❣♦ ❜❛❣❡♥✐t✉ ❑r✉s❦❛❧ ❲❛❧❧✐s ✐③❡♥❡❦♦ t❡st❛ ❡r❛❜✐❧ ❣❡♥❡③❛❦❡✳



✹✳✻ ❚❡st ❡st❛t✐st✐❦♦❛❦ ✶✸✶

> multipleComparisonTest(data=data.summarized,

+ algorithms=2:4,

+ test="friedman")

##

## Friedman's rank sum test

##

## data: data.multipleComparisonTest

## Friedman's chi-squared = 9.5556, df = 2,

## p-value = 0.008415

❚❡st❛r❡♥ ❛r❛❜❡r❛✱ ❛❧❣♦r✐t♠♦r❡♥ ❜❛t❡♥ ❡♠❛✐t③❛❦ ❡st❛t✐st✐❦♦❦✐ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛❦
❞✐r❛ ✭♣✲❜❛❧✐♦❛ ✵✳✵✵✸✮✳ ❇❡r❛③✱ ♣♦st ❤♦❝ t❡st ❜❛t ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥
❜✐♥❛❦❛❦♦ ❦♦♥♣❛r❛③✐♦ ❣✉③t✐❛❦ ❡❣✐t❡❦♦✱ ❙❤❛✛❡r✲❡♥ t❡st❛ ❤❛✐♥ ③✉③❡♥ ❡r❡✳

> postHocTest(data=data.summarized,

+ algorithms=2:4,

+ test="friedman",

+ correct="shaffer")

## $summary

## LS GA ACO

## [1,] 19926.69 18616.28 20481.79

##

## $raw.pval

## LS GA ACO

## LS NA 0.059346439 0.238592829

## GA 0.05934644 NA 0.002183045

## ACO 0.23859283 0.002183045 NA

##

## $corrected.pval

## LS GA ACO

## LS NA 0.059346439 0.238592829

## GA 0.05934644 NA 0.006549134

## ACO 0.23859283 0.006549134 NA

❩✉③❡♥❞✉t❛❦♦ ♣✲❜❛❧✐♦❛❦ ❛③t❡rt③❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ❡s❛♥ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ❡s♣❡r♦ ❣❡♥✉❡♥
❜❡③❛❧❛✱ ●❆r❡♥ ❡t❛ ❜❡st❡ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t♠♦❡♥ ❛rt❡❦♦ ❞✐❢❡r❡♥t③✐❛❦ ❡st❛t✐st✐❦♦❦✐ ❡s❛♥✲
❣✉r❛ts✉❛❦ ❞✐r❡❧❛✳ ❆✉rr❡❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ✐❦✉s✐r✐❦✱ ♦♥❞♦r✐♦③t❛t✉ ❞❡③❛❦❡❣✉ ●❆r❡♥
❡♠❛✐t③❛❦ ❜❡st❡ ❜✐❡♥❛❦ ❜❛✐♥♦ ♦r♦ ❤❛r ❤♦❜❡❛❦ ❞✐r❡❧❛✳ ❆❧❞✐③✱ ❜❡st❡ ❜✐ ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦❡♥ ❛rt❡❛♥ ❡③ ❞❛❣♦ ❡③❜❡r❞✐♥t❛s✉♥ ❛❞✐❡r❛③❣❛rr✐r✐❦✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛✜❛

✶✳ ❆❛rts✱ ❊✳❍✳▲✳✱ ▲❛❛r❤♦✈❡♥✱ P✳❏✳▼✳ ✭❡❞s✳✮✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ◆♦r✇❡❧❧✱ ▼❆✱ ❯❙❆ ✭✶✾✽✼✮

✷✳ ❆❧ts❝❤✉❧✱ ❙✳❋✳✱ ●✐s❤✱ ❲✳✱ ▼✐❧❧❡r✱ ❲✳✱ ▼②❡rs✱ ❊✳❲✳✱ ▲✐♣♠❛♥✱ ❉✳❏✳✿ ❇❛s✐❝ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
s❡❛r❝❤ t♦♦❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣② ✷✶✺✭✸✮✱ ✹✵✸✕✹✶✵ ✭✶✾✾✵✮

✸✳ ❆♥sót❡❣✉✐✱ ❈✳✱ ❙❡❧❧♠❛♥♥✱ ▼✳✱ ❚✐❡r♥❡②✱ ❑✳✿ ❆ ❣❡♥❞❡r✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥✿ ■✳P✳ ●❡♥t ✭❡❞✳✮ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡ ♦❢
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