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PTC Passive Theorem Control, Teorema de Control Pasivo.
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Matrices y Vectores

! Vector de velocidad angular de la plataforma móvil respecto del
sistema �jo.

R
3

_! Vector de aceleración angular de la plataforma móvil respecto
del sistema �jo.

R
3

!f Vector de frecuencias naturales. R
nfi j x1

!p Vector de velocidad angular de la plataforma móvil respecto al
sistema de referencia asociado a ella misma.

R
3

!̃ Matriz antisimétrica asociada al vector !. R
3x3

_ x Vector de velocidades de las orientaciones del sistema de refe-
rencia móvil asociado a la plataforma móvil respecto del sistema
de referencia �jo.

R
3

� x Vector de aceleración de la orientación de la plataforma asociado
al sistema de referencia móvil respecto del �jo.

R
3

 x Termino de orientación del sistema de referencia móvil respecto
del sistema de referencia �jo.

R
3

� Vector de pares o fuerzas a aplicar en los accionamientos ligados
a las articulaciones activas.

R
nx1

a Vector de aceleraciones del punto P compuesto por los términos
de aceleración lineal y de orientación.

R
nGDL

Ab�1i
b Matriz de transformación homogénea rígida desde las coordena-

das Xb�1iYb�1iZb�1i al sistema de referencia XbiYbiZbi .
R
4x1

C( _q;q) Termino o matriz de Coriolis. R
nxn

D(q) Matriz de inercia del sistema, simétrica y de�nida positiva. R
nxn

D̂(q) Matriz estimada de inercia del sistema para aplicar en el lazo
feed-forward o prealimentado.

R
nxn

e Vector de errores de seguimiento de las posiciones articulares. R
nxn

E Matriz de relación entre la velocidad angular de la plataforma
móvil, !p, y las derivadas de los ángulos de Euler, _psi x .

R
3x3

Eb�1i
b Matriz de transformación asociada a la deformación del esla-

bón b con respecto a b � 1 de la cadena cinemática i bajo la
suposición de deformaciones pequeñas.

R
4x1
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_E Matriz de relación entre el vector de aceleración angular de la
plataforma móvil, _!p, y la segunda derivada de los ángulos de
Euler, � x .

R
3x3

_e Vector de errores de seguimiento de las velocidades articulares. R
nxn

g Vector de la aceleración de la gravedad. R
nx1

G(q) Término de gravedad del modelo dinámico. R
nx1

h Matriz que agrupa los componentes no lineales de fricción, gra-
vedad, Coriolis y rigidez (para el caso de los robots �exibles).

R
nxn

ĥ( _q;q) Matriz estimada que agrupa los componentes no lineales de fric-
ción, gravedad, Coriolis y rigidez (para el caso de los robots
�exibles) para aplicar en el lazo feed-forward o prealimentado.

R
nxn

Ji Link Jacobian Matrices, Jacobiana de las cadenas serie. R
nr x n

_Ji Jacobiana de Aceleración asociada a las cadenas serie. R
nr x n

Jp Jacobianas de la plataforma. R
nd x nr

_Jp Jacobiana de aceleración de la plataforma. R
nd x nr

Jqfi Jacobiana �exible de la cadena serie i . R
nd x nfi

Jqi Jacobiana articular de la cadena serie i . R
ndx [nr+nfi ]

J
y
qi Jacobiana articular pseudoinversa por la derecha de la cadena

serie i .
R
[nr+nfi ]x nd

J
z
qi Jacobiana articular pseudoinversa por la izquierda de la cadena

serie i .
R
[nr+nfi ]x nd

Jqr Jacobianas de las variables articulares rígidas. R
nr x n

_Jqr Jacobianas de aceleración asociada a las variables articulares
rígidas.

R
nr x n

Jqri Jacobiana articular rígida de la cadena serie i . R
nd x nr

_Jqri Jacobiana de aceleración asociada a las articulaciones rígidas de
la cadena serie i .

R
nd x nr

Jxi Jacobiana espacial de la cadena serie i . R
nd x n

_Jxi Jacobiana de aceleración asociada a las variables espaciales de
la cadena serie i .

R
nd x n

Mx(x) Matriz de inercia de la plataforma móvil, simétrica y positiva
de�nida.

R
nxn
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p0ib�1 Vector de posición del extremo del link anterior obtenido a partir
de la matriz de transformación T0i

b�1 asociada a las variables
�exibles de la cadena cinemática i .

R
3x1

qr Termino de posición asociado a las coordenadas cartesianas del
punto P.

R
3

q Vector de coordenadas articulares del robot, de dimensión igual
a los n grados de libertad de éste.

R
nqx1

qf Vector de variables �exibles. R
nqf x1

qr Vector de variables rígidas. R
nqr x1

qa Subconjunto de coordenadas actuadas articulares, qa 2 q. R
nqa x1

qfi Vector de variables �exibles asociada a la cadena serie i . R
nfi

qi Vector de coordenadas articulares asociadas a la cadena serie i . R
nqi

qna Vector de variables no actuadas. R
nqna

qnai Vector de variables articulares pasivas rígidas asociada a la ca-
dena serie i .

R
nqnai

r Vector de posición de�nido en coordenadas inerciales. R
3x1

R̂0i
b Matriz de rotación del eslabón b de�nido por la matriz de rota-

ción T̂0i
b asociada a las variables rígidas de la cadena cinemática

i .

R
3x1

rbi Vector de posición del eslabón b de la cadena cinemática i de-
�nido en coordenadas móviles.

R
3x1

Rp Matriz de rotación de la plataforma móvil respecto del sistema
de referencia �jo.

R
3x3

_Rp Derivada de la matriz de rotación de la plataforma móvil res-
pecto del sistema de referencia �jo.

R
3x3

T Matriz de transformación o Jacobiana que relaciona las deri-
vadas de todas las variables rígidas _qr con las de las variables
actuadas _qa.

R
nr x nqa

T0i
b�1 Matriz de transformación entre el eslabón b � 1 y el origen O

asociada a las variables �exibles de la cadena cinemática i .
R
4x1

T0i
b�1 Matriz de transformación entre el eslabón b � 1 y el origen O

asociada a las variables rígidas de la cadena cinemática i .
R
4x1

TR Matriz que relacional el vector de velocidades v y la derivada del
vector de coordenadas de salida _x.

R
6x6
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v Vector de velocidades del punto P compuesto por las derivadas
de los términos de posición Px y orientación  x .

R
nGDL

x Localización del TCP, coordenadas de salida o coordenadas de
operación (task coordinates).

R
n

_x Vector de velocidad del TCP. R
n

�x Vector de aceleraciones del TCP. R
n

XeignGDL
Vector propio nGDL. R

nGDLx1

Funciones y Símbolos

� Símbolo para denotar la primera variación, o cambio virtual, de
la variable entre corchetes.

�uk Función admisible descrito mediante el uso de los Polinomios de
Hermite de�nido en el eje local u.

�vk Función admisible descrito mediante el uso de los Polinomios de
Hermite de�nido en el eje local v .

�wk Función admisible descrito mediante el uso de los Polinomios de
Hermite de�nido en el eje local w .

 i(x) Función admisible. Función espacial de los modelos de series
distribuidas.

L Función Lagrangiana del robot.

LMP Contribución de la plataforma móvil en la función Lagrangiana
del robot.

Ls Contribución de las cadenas serie en la función Lagrangiana del
robot.

Lsi Contribución de la cadena serie i en la función Lagrangiana del
robot.

qi(t) Función temporal de amplitud de los modelos de series distribui-
das

T Energía cinética.

Tbji Contribución de cada elemento b de cada eslabón de la cadena
cinemática i en la energía cinética.

TMP Contribución de la plataforma móvil en la energía cinética.

Tsi Contribución de cada eslabón de la cadena cinemática i en la
energía cinética.
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ubji (x; t) Deformación causadas por el elemento j del eslabón b de la
cadena cinemática i en el eje local u.

V Energía potencial.

vbji (x; t) Deformación causadas por el elemento j del eslabón b de la
cadena cinemática i en el eje local v .

Vbji Contribución de cada elemento b de cada eslabón de la cadena
cinemática i en la energía potencial.

Vebji Componente de elasticidad de la energía potencial de cada ele-
mento b de cada eslabón de la cadena cinemática i .

Vgbji Componente de gravedad de la energía potencial de cada ele-
mento b de cada eslabón de la cadena cinemática i .

VMP Contribución de la plataforma móvil en la energía potencial.

Vsi Contribución de cada eslabón de la cadena cinemática i en la
energía potencial.

wbji (x; t) Deformación causadas por el elemento j del eslabón b de la
cadena cinemática i en el eje local w .

Parámetros y Variables

�nGDL
Movimiento modal nGDL.

� Ángulo Yaw o de Euler respecto del eje z del sistema de refe-
rencia �jo.

rad

_� Derivada del ángulo Yaw o de Euler respecto del eje z del sistema
de referencia �jo.

rad=s

!x Componente x de la velocidad angular de la plataforma móvil. rad=s

!y Componente y de la velocidad angular de la plataforma móvil. rad=s

!z Componente z de la velocidad angular de la plataforma móvil. rad=s

� Densidad de masa. kg3=m

� Ángulo Roll o de Euler respecto del eje x del sistema de refe-
rencia �jo.

rad

_� Derivada del ángulo Roll o de Euler respecto del eje x del sistema
de referencia �jo.

rad=s

� Ángulo Pitch o de Euler respecto del eje y del sistema de refe-
rencia �jo.

rad
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_� Derivada del ángulo Pitch o de Euler respecto del eje y del
sistema de referencia �jo.

rad=s

A Área. m2

b Identi�cador de cada eslabón.

E Módulo de elasticidad longitudinal, o módulo de Young. Pa

hb;2ji Pendiente de la �exión en el nodo común con (j � 1) y j del
eslabón b de la cadena cinemática i .

hb;2j+1i Desplazamiento de la �exión en el extremo del elemento y j del
eslabón b de la cadena cinemática i .

m

hb;2j�1i Desplazamiento de la �exión en el nodo común con (j � 1) y j
del eslabón b de la cadena cinemática i .

m

hb;2j+2i Pendiente de la �exión en el extremo del elemento y j del eslabón
b de la cadena cinemática i .

hub;2jmaxi
+1i

Desplazamientos de �exión en el sistema de referencia local u
en el nodo del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i .

m

hvb;2jmaxi
+1i

Desplazamientos de �exión en el sistema de referencia local v
en el nodo del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i .

m

hwb;2jmaxi
+1i

Desplazamientos de �exión en el sistema de referencia local w
en el nodo del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i .

m

hub;2jmaxi
+2i

Pendiente de la �exión en el sistema de referencia local u en el
nodo del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i .

hvb;2jmaxi
+2i

Pendiente de la �exión en el sistema de referencia local v en el
nodo del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i .

hwb;2jmaxi
+2i

Pendiente de la �exión en el sistema de referencia local w en el
nodo del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i .

I Segundo momento de inercia de la sección transversal de la viga. kgm2

i Identi�cador de la cadena serie, i = 1 : : : n.

Ixbji Momento de inercia asociados al eje x del elemento j del eslabón
b de la cadena cinemática i .

kgm2

Iybji Momento de inercia asociados al eje y del elemento j del eslabón
b de la cadena cinemática i .

kgm2

Izbji Momento de inercia asociados al eje z del elemento j del eslabón
b de la cadena cinemática i .

kgm2

Ic Inercia centroidal de la carga situada en la plataforma móvil. kgm2
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Ip Inercia centroidal de la plataforma móvil. kgm2

j Identi�cador del elemento que compone el eslabón b de la ca-
dena cinemática i .

K Energía cinética. J

lbj Longitud del elemento j del eslabón b de la cadena cinemática
i .

m

m Número de eslabones por cadena cinemática.

mc Masa de la carga situada en la plataforma móvil. kg

mp Masa de la plataforma móvil. kg

N Número de términos utilizados para la aproximación.

n Número de grados de libertad rígidos de un robot. En caso de ser
totalmente paralelo, el número de GDL rígidos coincide con el
número de cadenas cinemáticas que unen la base y la plataforma
móvil.

na Número de variables articulares activas de un robot.

nbi Número de elementos que componen el eslabón b de la cadena
cinemática i .

nd indica la dimensión del espacio vectorial, siendo nd = 2 si se
trabaja en el plano y nd = 3 en el espacio.

nf Número total de variables �exibles del robot.

nfi Número de variables �exibles existentes en la cadena serie i .

nq Número de variables articulares de un robot.

nr Número de restricciones rígidas a las que está sometido el robot.

nri Número de variables articulares rigidas existentes en la cadena
serie i .

qai Variable articular activa asociada a la cadena serie i . rad o m

t Tiempo, variable temporal. s

t1 Tiempo de inicio. s

t2 Tiempo �nal. s

U Energía potencial. J

u (x; t) Deformación de la viga en el punto x en el instante t. m

m



w(x; t) Desplazamiento transversal. m

Wnc Trabajo virtual realizado por las fuerzas no conservativas. J

x Distancia, variable espacial. m

n



1 Introducción

1.1. Motivación del trabajo

Desde que se comenzase a utilizar a comienzos de los 60, la robótica industrial se
ha consolidado como una piedra angular dentro de la producción industrial en masa,
ya que ha permitido reducir los tiempos de ciclo, al mismo tiempo que incrementar
la productividad y la calidad del producto �nal. Si bien es cierto que la industria
automovilística ha sido el consumidor principal de la robótica industrial, en la última
década se ha experimentado un incremento del interés en áreas tan dispares como la
industria alimentaria, farmacéutica, médica o agrícola entre otras.

Los robots industriales son mecanismos que actúan sobre el proceso de produc-
ción de forma autónoma, los cuales se caracterizan por dos atributos principales: la
multifuncionalidad y la programabilidad. Esto es, por una parte, un robot es un meca-
nismo versátil, que puede ejecutar diferentes tipos de tareas de forma autónoma. Por
otro, estas tareas se pueden ejecutar cambiando el programa del robot sin modi�car
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su hardware. Ambas características son indispensables en una industria que busca ser
�exible en su producción, lo que ha llevado al éxito de estos mecanismos.

En la misma línea, en la actualidad, debido a la globalización en la que esta
sumergida la industria, ésta demanda productos de mayor calidad y menores tiempos
de producción para mantenerse competitivos. Por lo tanto, para satisfacer dichos
requerimientos, se requiere de robots de gran precisión y rapidez. Sin embargo, en
los robots utilizados normalmente por la industria, denominados robots series (Figura
1.1a), el incremento de la velocidad implica, normalmente, una reducción de precisión.
Esto se debe a su estructura serie, ya que este tipo de robots concatenan sus diferentes
eslabones mediante articulaciones actuadas, generando una única cadena cinemática.
Estas articulaciones permiten un movimiento relativo entre los elementos que los
unen, dotando así de movilidad al conjunto del robot. Debido a esta estructura serie,
los actuadores están localizados, en la gran mayoría de los casos, en las propias
articulaciones, incrementando la inercia del sistema y reduciendo su capacidad de
aceleración. Además, la propia estructura serie de este tipo de robots hace que los
errores de posicionamiento de cada articulación sean propagados desde la base hacia
el elemento terminal, donde se encuentra el Tool Centre Point (TCP), reduciendo
así su precisión.

(a) Robot serie de 6 GDL. (b) Robot Paralelo Delta.

Figura 1.1: Robot serie (a) cortesía de KUKA Robotics Corporation y robot paralelo
(b) cortesía de ABB Flexible Automation.

Por su parte, a diferencia de los serie, los Robots de Cinemática Paralela (PKR),
Figura 1.1b, disponen de varias cadenas cinemáticas que conectan una base �ja y una
plataforma móvil, en la cual se sitúa el TCP. Esta estructura permite distribuir la carga
entre los diferentes brazos, proporcionando una mayor rigidez al conjunto del robot,
así como la compensación de errores entre los diferentes brazos. Adicionalmente, en la
mayoría de las estructuras paralelas existe la posibilidad de situar todos los actuadores
en la base �ja del mecanismo, reduciendo así la masa móvil, y por consiguiente,
favoreciendo las operaciones del robot a alta velocidad. Es por todo ello que, los PKR
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tienen un mejor rendimiento en términos de precisión, consumo energético y e�ciencia
de trabajo [42] (Tabla 1.1). Por lo tanto, cuando se requiere rapidez y alta precisión,
los Robots de Cinemática Paralela se per�lan como la mejor opción [149].

Características Robot Serie Robot Paralelo

Tipo de Manipulador: Lazo abierto. Lazo cerrado.

Elemento Terminal: Extremo del elemento. Plataforma.

Descripción Natural: Espacio Articular. Espacio Cartesiano.

Actuadores: En cada Eslabón. Normalmente en la Ba-
se Fija.

Fuerzas Inerciales: Altas. Bajas.

Rigidez: Baja. Alta.

Propiedad Principal: Destreza. Velocidad.

Calculo de la Cinemática
Directa:

Directa. Compleja.

Calculo de la Cinemática
Inversa:

Compleja. Directa.

Singularidades: Extremos del espacio
de trabajo.

Dentro del espacio de
trabajo.

Aplicaciones: Amplio rango de movi-
mientos.

Precisión, rapidez, ma-
nipulación de grandes
cargas y/o fuerzas de
interacción.

Consideraciones de Dise-
ño:

Fuerza, rigidez y robus-
tez ante fallos de preci-
sión debidas a la carga.

La estructura, el espa-
cio de trabajo, singula-
ridades e interferencias
entre eslabones.

Tabla 1.1: Diferencias entre los Manipuladores Series y los Paralelos.

Por su parte, la necesidad constante de mantenerse competitivos, ha llevado a los
fabricantes a tratar de lograr mayor productividad a un menor coste. Para ello, estos
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han tratado de disminuir la masa móvil de los robots reduciendo la sección transversal
de sus eslabones, con el objetivo de reducir los consumos energéticos y permitir el
uso de actuadores menos potentes, disminuyendo así los costes de mantenimiento y
fabricación de los robots. Sin embargo, la reducción de la sección transversal junto
con las altas aceleraciones requeridas en aplicaciones de ciclo corto, han derivado
en cierto grado de deformación elástica en los eslabones [42]. Estas deformaciones
pueden tener gran in�uencia tanto en la dinámica como en la cinemática de los robots,
pudiendo causar errores substanciales en el control de movimiento. Por lo tanto, la
suposición generalizada subyacente de que los manipuladores están compuestos por
eslabones in�nitamente rígidos, no es una consideración válida a la hora de diseñar
controladores basados en modelo para aplicaciones de alta inercia y/o con grandes
fuerzas de interacción. Es decir, para aplicaciones de alto rendimiento, como las que
se tratan en este trabajo, es necesario analizar el robot como un manipulador �exible.

La �exibilidad en la robótica: articulaciones �exibles vs eslabones �exibles
Desde el punto de vista cientí�co, un robot o manipulador �exible se de�ne como
aquel que incluye algún elemento con cierto grado de �exibilidad, siendo la �exibilidad
la propiedad mecánica de una pieza de deformarse de forma elástica debido a un
par o fuerza [69]. En la practica, la �exibilidad mecánica en los manipuladores está
presente por dos razones principales, [199]: a) El uso de elementos de transmisión
complejos que generan �exibilidad en las articulaciones (véase Figura 1.2a) o b) el
uso de materiales ligeros y diseños esbeltos que producen �exibilidad distribuida a lo
largo del eslabón (véase Figura 1.2b).

(a) (b)

Figura 1.2: Esquema de manipulador con articulaciones �exibles (a) y eslabones �e-
xibles (b).

La primera de las razones expuestas de�ne la �exibilidad en las articulaciones
de los manipuladores, considerando rígidos los eslabones que las unen [84, 224, 252].
La presencia de �exibilidad en las articulaciones en los robots industriales es común a
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la hora de utilizar elementos de transmisión/reducción del movimientos como correas
(véase en el robot SCARA, Figura 1.3a), cables, Harmonic drive, reductor cicloidal
(véase Figura 1.3b), etc. El propósito de estos componentes es tanto permitir instalar
los actuadores cerca de la base para mejorar la e�ciencia dinámica como garantizar
ratios de reducción elevados. Sin embargo, cuando estos componentes están sujetos
a fuerzas/pares, éstos elementos son intrínsecamente �exibles, ya que se exponen a
torsiones que provocan una variación entre el ángulo de salida y el ángulo de movi-
miento del actuador. Es por ello que, este tipo de �exibilidad sólo se experimenta en
aquellos actuadores rotacionales, y nunca en los prismáticos.

(a) Robot SCARA con correas de transmisión. (b) Robot de 6GDL con reductora cicloidal.

Figura 1.3: Esquema de manipuladores con articulaciones �exibles debido a correas
de transmisión (a) y reductora cicloidal (b).

A la hora de ser modelada, la desviación generada por este fenómeno, puede
concentrarse en las articulaciones del robot, limitando así la complejidad asociada a
la ecuación de movimiento. Comparando dicho modelo con su homólogo rígido, el
modelo dinámico del robot con articulaciones �exibles (y eslabones rígidos) requiere
del doble de variables generalizadas para caracterizar por completo la con�guraciones
de todos los elementos que constituyen el brazo (motores y eslabones).

La segunda de las razones, por su parte, aborda los manipuladores con �exibi-
lidad en los eslabones, considerando rígidas las uniones entre ellos [29, 103, 186].
Esta �exibilidad estudia la deformación de cada eslabón, la cual provoca variaciones
tanto en la posición como en la orientación del extremo (véase Figura 1.4). Dichas
desviaciones se deben tanto a las fuerzas y/o pares a las que está sometido cada
eslabón como a las aceleraciones sufridas.

La consideración de la �exibilidad en los eslabones hacen del modelo dinámico un
sistema distribuido cuyos movimientos están de�nidos tanto por las variables rígidas
qr (aquellas variables que monitorizan el movimiento de las articulaciones), como por
las variables �exibles qf (aquellas varibles que de�nen el movimiento elástico de los
eslabones). Los sistemas distribuidos se rigen por Ecuaciones en Derivadas Parciales
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Figura 1.4: Ejemplo de viga deformada con variación tanto en posición como en
orientación del extremo.

(PDE), las cuales, teóricamente, tienen in�nitos grados de libertad. Por lo tanto,
calcular la solución exacta del modelo �exible no es factible para aplicaciones de
control [30, 197], ya que se requerirían in�nitos sensores y/o estimadores para su
implementación. Es por ello que, es necesario discretizar el modelo basándose en los
métodos de aproximación.

Con todo ello, al igual que en el caso de los robots con articulaciones �exibles,
el modelo dinámico de un manipulador con eslabones �exibles requiere de un nú-
mero mayor de variables generalizadas en comparación con su homólogo rígido. Sin
embargo, desde el punto de vista de control, las propiedades resultantes del mode-
lo con eslabones �exibles o con articulaciones �exibles son muy diferentes. Esto se
debe, principalmente, a que las variables actuadas del controlador están limitadas a
las articulaciones activas del robot, pese a que, en el caso de los manipuladores con
eslabones �exibles, las desviaciones se dan a lo largo del eslabón. Es por ello que, el
control de manipuladores con eslabones �exibles es un problema sustancialmente más
complejo que el de la �exibilidad en las articulaciones [69].

Flexibilidad en los eslabones: ventajas e inconvenientes
A la hora de analizar la problemática de �exibilidad de los eslabones, ésta se presenta,
principalmente, en dos escenarios diferentes:

1. En Régimen Transitorio: Durante el transitorio se crean oscilaciones muy poco
amortiguadas que aumentan el tiempo de establecimiento considerablemente. A
modo de ejemplo, se estima que son necesarias varias horas para amortiguar por
debajo de 2,5cm las oscilaciones del ensamblador Shuttle Flight de la Estación
Internacional [62].

2. En Régimen Permanente: Las deformaciones producidas por las fuerzas, prin-
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cipalmente la fuerza gravitatoria, producen desviaciones en la posición y/u orien-
tación �nal del extremo del robot, generando errores permanentes en la esti-
mación del TCP.

Como consecuencia de ello, la �exibilidad se ha considerado tradicionalmente co-
mo un problema. Es por ello que sus efectos se han intentado minimizar mediante
estrategias de control. Fruto de estos trabajos se han desarrollado algunos prototi-
pos con �nes industriales. Dichos prototipos abarcan desde manipuladores de un solo
elemento [99] hasta brazos con múltiples eslabones que trabajan en el espacio tridi-
mensional [158]. Sin embargo, los trabajos experimentales se limitan, en gran medida,
a manipuladores de un solo elemento. Esto se debe a la complejidad que supone los
sistemas de múltiples eslabones, ya que se incrementan los grados de libertad y de
las interrelaciones entre los movimientos y sus deformaciones [222].

Adicionalmente, en los últimos años han surgido otros enfoques donde se aborda
la �exibilidad como una propiedad mecánica ventajosa, ya que estos robots ofrecen
varios bene�cios sobre sus homólogos rígidos. Entre los bene�cios existentes destacan:
a) una respuesta del sistema más rápida, b) un menor consumo energético, c) unos
actuadores relativamente menores para los mismo tiempos de ciclo y d) una menor
masa del sistema completo. En de�nitiva, se reduce el coste del sistema completo
[222] al mismo tiempo que se aumenta la seguridad debido a la reducción de la
masa móvil. Todas estas ventajas han impulsado a la creación de nuevas líneas de
investigación en la robótica, impensables con los robots rígidos convencionales, tales
como:

Facilitar las tareas de ensamblado: La �exibilidad del manipulador puede per-
mitir que el ensamblado de las piezas se realice de forma mucho más suave y
precisa, evitando golpear y marcar las piezas debido a pequeñas imprecisiones,
las cuales pueden ser contrarrestadas por la �exibilidad del manipulador [76].

Control de situaciones de colisión: Dentro de la robótica, una de las líneas que
más investigadores esta atrayendo en los últimos años es la cooperación entre
robot y humano. En dicha línea, es de vital importancia evitar las situaciones de
colisión. La �exibilidad permite amortiguar los efectos de la colisión e incluso
detectarla [77].

Creación de nueva sensórica: Basándose en la naturaleza, se han desarrollado
sensores donde se aprovecha la elasticidad de los elementos para detectar ob-
jetos, de la misma forma que lo hacen los insectos con las antenas o los gatos
con sus bigotes [192, 74].

Reducción de vibraciones: En aplicaciones de manipuladores móviles (robots
móviles sobre el que se instalan un manipulador), se utiliza la �exibilidad de los
eslabones para contrarrestar las oscilaciones introducidas debidas a las irregu-
laridades de la super�cie (baches, rugosidades...) o la propia tracción (inercias,
aceleraciones bruscas, etc) [123].
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Aplicaciones médicas: Bajo el mismo concepto que el anterior, la �exibilidad
de los materiales puede ser utilizada en pacientes con Parkinson o enfermedades
similares para reducir las oscilaciones producidas por la enfermedad aumentando
calidad de vida de los pacientes [136].

1.2. Objetivos de la tesis

El principal objetivo de la presente tesis doctoral es mejorar la precisión de los
robots paralelos para aplicaciones de alta capacidad dinámica incluso en presencia de
deformaciones en los eslabones. Para ello se requerirá de�nir un esquema de control
avanzado basado en modelo que permita incrementar la e�ciencia dinámica de los
robots paralelos a alta velocidad y dinámica. Evidentemente, para la de�nición de
este control basado en modelo se requerirá el cálculo del modelo dinámico del robot
de tal forma que se considere explícitamente la deformación de sus eslabones, lo
que requerirá la modi�cación de la metodología de cálculo de modelos dinámicos
en robots paralelos. Además, estas deformaciones requerirán ser medidas de forma
rápida y precisa, sin que con ello se disminuyan las capacidades dinámicas del robot.
Por último, tanto los modelos dinámicos como los estimadores desarrollados tendrán
que ser validados experimentalmente, lo que requerirá el diseño de una plataforma de
validación adecuada a las necesidades que plantean los robots paralelos.

En base a estas observaciones y con el �n de lograr el objetivo principal, se plantean
tres objetivos parciales,

Extender la metodología de cálculo del modelo dinámico de robot paralelos con
el �n de considerar las deformaciones de los eslabones. Para ello se deberá
de�nir una metodología general, la cual pueda ser utilizada independientemente
de la �exibilidad de los eslabones. Es decir, que dicha metodología podrá ser
aplicable tanto a robots con eslabones rígidos, �exibles o una combinación de
ambos.

Desarrollar un estimador de la deformación de los eslabones que permita conocer
la deformación de éstos de forma precisa y con un coste computacional mínimo.
Además, y para favorecer su implementación en la robótica industrial, el coste
económico deberá de ser reducido.

De�nir estrategias de control avanzado basadas en el anterior modelo dinámico
adecuadas a las características especí�cas de los robots paralelos teniendo en
cuenta la �exibilidad de (parte de) sus eslabones.

Estos tres objetivos conforman los tres ejes o bloques principales de la tesis y su
de�nición deriva directamente del objetivo principal.
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1.3. Estructura de la tesis

La siguiente tesis se estructura en 6 capítulos principales. En el primero de ellos,
Capítulo 2, se realiza un detallado estudio del arte donde se ponen en valor las dife-
rentes contribuciones realizadas hasta la fecha.

A partir de dicho análisis se de�nen las directrices a seguir en cada uno de los tres
capítulos siguientes. Cada uno de estos capítulos hace referencia directa a cada uno
de los objetivos de�nidos en la sección anterior. De este modo, en el primero de ellos,
Capítulo 3, se abordará el modelado dinámico de robots paralelos �exibles. A partir
del análisis de las aproximaciones más extendidas en los robots paralelos realizado en
el Capitulo 2, en este capítulo se plantea la extensión de la metodología de modelado
dinámico de robots paralelos de forma que se pueda de�nir el modelo en función de
cualquier con�guración de eslabones rígidos o �exibles. Esta metodología es validada
posteriormente tanto en simulación, mediante softwares Multibody, como mediante
prototipos reales.

El segundo de los objetivos de de�nidos, el desarrollo de un estimador para la
medición de las deformaciones de los eslabones �exibles, se aborda en el Capítulo
4. En el se analizan las diferentes alternativas existentes en la actualidad, resaltando
las bondades y de�ciencias de cada una de ellos. A partir de dicho estudio, en el
capítulo se desarrolla un estimador que mide con mínimos recursos computacionales
la deformación de los eslabones a partir del análisis modal con la medida de un
encóder rotacional. El estimador desarrollado ha sido validado tanto en simulación
como experimentalmente sobre un Robot Delta comercial.

El último de los objetivos de�nidos, el control avanzado de robots paralelos �e-
xibles basados en modelo, se abordará en el Capítulo 5. En él, a partir del análisis
de las estrategias de control aplicada tanto a mecanismos �exibles como a robots
paralelos realizado en el Capítulo 2, se de�ne una estrategia de control basada en
el Control de Par Computado (CTC) para robots �exibles. Esta estrategia avanzada
ha sido validada mediante cosimulación utilizando el software comercial MSC.Adams
de cálculo multibody, en el que es posible integrar cálculos de Nastran en elementos
�nitos.

Por último, en el capítulo �nal se resumen las conclusiones principales del trabajo
y se proponen una serie de líneas futuras de investigación.
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2 Estado del Arte

2.1. Introducción

En los últimos años se ha producido un notable incremento del interés por los
robots paralelos, tanto por parte de los fabricantes de robots como de los investiga-
dores y el entorno industrial en general. Como se ha mencionado anteriormente, su
estructura, aunque compleja, aporta, frente a los manipuladores series: a) una mayor
rigidez, b) un notable incremento de la relación carga/masa, c) la posibilidad de colo-
car los actuadores en la base del robot reduciendo así la masa móvil y d) la posibilidad
de compensar los errores de posicionamiento entre las diversas cadenas cinemáticas.

Sin embargo, a pesar de que en la robótica serie existe una amplia bibliografía
en el área del control, incluyendo numerosos libros donde se abordan las principales
aportaciones en el área, en el ámbito de la robótica paralela el control ha sido un
aspecto apenas explorado hasta hace unos años. La escasez de trabajos en el área
de control de robots paralelos tiene su origen en tres principales causas: la propia
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comunidad investigadora, que hasta hace unos años estaba compuesta en su mayoría
por investigadores del área de la mecánica, cuyos esfuerzos se centraban en la síntesis y
el análisis cinemático; la complejidad mecánica de los robots paralelos, que se traduce
en un alto coste computacional a la hora de calcular su modelo cinemático y dinámico;
y, por último, la errónea percepción de una parte de la comunidad investigadora que
considera los robots paralelos una extensión de los serie, lo que provoca, como detalla
Merlet en [148], que los controladores importados de la robótica serie no extraigan
todo el potencial de los robots paralelos.

Debido a estos tres factores, se pueden encontrar pocos trabajos donde traten
especí�camente el control de los robots paralelos. Entre los existentes, éstos se pueden
clasi�car en dos grandes grupos: aquellos con un enfoque monoarticular, en el que
cada articulación es controlada de forma independiente al resto, o, aquellas con un
enfoque multiarticular donde el robot se controla como una entidad, requiriendo para
ello de su modelo dinámico.

El conjunto de controladores monoarticulares es el más sencillo de implementar,
ya que se utilizan con leyes de control sencillas, las cuales no requieren de un mo-
delado dinámico previo. Entre ellos destaca la utilización de un control PID (Control
Proporcional Integrativo Derivativo) por cada articulación. Esta estrategia ha demos-
trado ofrecer resultados aceptables en aquellas aplicaciones en las que los requisitos
de velocidad y precisión son bajos y en las que la dinámica del propio robot no in�uya
de forma notable en el proceso [104, 130, 12].

Sin embargo, aunque sencillo, el controlador monoarticular basado en un contro-
lador PID simple no ofrece buenos resultados cuando los requisitos de las tareas a
realizar combinan precisión y velocidad, o cuando la propia dinámica del robot in�uye
notablemente en el proceso. Con el �n de mejorar la respuesta de los controladores
monoarticulares, algunos autores han propuesto modi�caciones sobre el esquema de
PID simple. Entre estas mejoras destaca la utilización del modelo de la articulación
en el lazo de prealimentación [33], la inclusión de un lazo adicional de realimentación
de la aceleración [43], la utilización de esquemas de compensación del término gra-
vitatorio para reducir errores de posicionamiento [80, 81], controles de acoplamiento
cruzado para reducir el efecto del acoplamiento entre articulaciones [207], técnicas
de control robusto [92] o la utilización de PIDs no lineales (NPID) [206]. En gene-
ral, estas aproximaciones consiguen reducir los errores respecto al PID tradicional,
mejorando la respuesta dinámica del robot.

A pesar de las mejoras propuestas en el esquema monoarticular, este tipo de es-
quemas no resulta adecuado para aquellas tareas de alto rendimiento y alta capacidad
dinámica. En estas aplicaciones, la in�uencia del movimiento del mecanismo es mu-
cho mayor debido al movimiento y a la interacción del mecanismo con el entorno, y
por lo tanto, esta debe de ser compensada dinámicamente. Para ello, se hace uso de
controladores avanzados basados en modelo, cuya implementación es más compleja
y costosa.

La implementación de estos controladores requiere, por lo tanto, de un modelo
dinámico adecuado que ha de ser calculado previamente y después integrado en la
ley de control. En la robótica paralela no existe un método sistemático de cálculo
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para éste, aunque diversos trabajos [53, 118, 26, 2, 10] puntualizan que la aproxi-
mación más e�ciente para su cálculo es la separación del robot en dos subsistemas,
la plataforma móvil, cuyo modelo se ha de de�nir en las variables de salida, y las
cadenas serie, cuyo modelo se ha de de�nir en términos de las coordenadas articula-
res. El cálculo del modelo analítico se realiza, por lo general, en base a tres grandes
formulaciones: la formulación de Newton-Euler [53, 91, 116, 118], la aproximación
Lagrangiana [128, 25] y la utilización del Principio de los Trabajos Virtuales [227]. To-
das estas aproximaciones, aunque toman diferentes caminos para calcular el modelo,
permiten llegar a la misma expresión compacta. De igual modo, toman como partida
la consideración de que los elementos que componen el robot son sólidos rígidos no
deformables.

Pese a que el rendimiento de los controladores basados en el modelo de sólido
rígido ofrecen una mejora sustancial respecto de los esquemas monoarticulares, la
consideración de elementos indeformables en el robot es una hipótesis que di�ere de
la realidad en ciertas aplicaciones de alta capacidad dinámica. Ejemplo de ello son
los robots de Pick-and-Place, cuyas altas aceleraciones y velocidades hacen que los
eslabones se deformen, reduciendo así la precisión del robot. De igual manera, este
fenómeno puede producirse igualmente en aquellas aplicaciones en las que los robots
esta sometidos a vibraciones o grandes cargas.

Sin embargo, comparándolos con el número de trabajos que abarcan el modelado
y control de robots paralelos de elementos rígidos, los trabajos que han abordado el
problema de la elasticidad en los eslabones de los manipuladores paralelos son escasos.
Esto es debido, principalmente, a la complejidad y coste computacional que conllevan
los manipuladores paralelos [66], estando los estudios de modelado �exible limitados,
prácticamente, a la robótica serie.

Los comienzos del estudio de la �exibilidad en la robótica datan de la década de
los 70-80. Estos trabajos fueron motivados por la necesidad de la NASA (Administra-
ción Nacional de la Aeronáutica y del Espacio) de construir manipuladores espaciales
más ligeros, con el objetivo de reducir los costes de lanzamiento del programa del
transbordador espacial, Space Shuttle Programme1. En ellos se enfrentaron al reto
de incluir el comportamiento elástico dentro de las ecuaciones dinámicas de los mani-
puladores, para, posteriormente, aplicarlos en controladores basados en modelo para
aplicaciones de tracking y suspensión de vibraciones.

Motivados por dicha necesidad, a lo largo de los años 80 y 90, se publicaron una
gran cantidad de trabajos donde se abordaba la problemática del modelado �exible
(aplicada a manipuladores series), a partir de los cuales se de�nieron los principales
métodos de modelado. Gran parte de las contribuciones realizadas en esta época,
se detallan en el extenso trabajo bibliográ�co realizado por Dwivedy en [66]. Por su
parte, a partir de la década de los 90, la mayoría de los trabajos presentados dentro
de la temática de los manipuladores �exibles abordaban la problemática del control

1Parte de los frutos obtenidos en dichos trabajos fueron implementados en el diseño de Cana-

darm, [85, 102, 189], un manipulador remoto de 15,3m de largo, 408kg de peso y con una capacidad

de carga de 29.500kg cuya misión era la reparación en el transbordador espacial.
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[24, 120], pero una vez más limitándose a la robótica serie.
De hecho, la revisión de la literatura cientí�ca [191, 69] indica que más del 85%

de los trabajos existentes se centra en robots de un Grado De Libertad (GDL), un
10% en los robots de dos Grados De Libertad, y, por lo tanto, muy pocos trabajos
sobre robots con tres o más GDL. La falta de trabajos de investigación es, si cabe,
más evidente a la hora de acotar la búsqueda a manipuladores paralelos �exibles, los
cuales no ha sido abordados hasta los últimos años, existiendo muy pocos trabajos,
en los que predomina el análisis de robots planares.

Esto se debe, principalmente, a que el modelado y la implementación experimen-
tal de manipuladores �exibles de un GDL es más sencillo y no requiere analizar la
con�guración de los eslabones, que es necesario en las aplicaciones multi-eslabón.
Además los manipuladores de un GDL mantienen la linealidad de las ecuaciones para
deformaciones pequeñas, sin perder por ello los conceptos principales de la �exibilidad.

Con todo ello, el objetivo de este trabajo es determinar una metodología que
permita el modelado dinámico de robots paralelos considerando sus eslabones, o al
menos parte de ellos, �exibles para posteriormente utilizar éste en técnicas de control
avanzado basadas en modelo. Para ello, este capítulo se divide en dos grandes bloques.

En el primer bloque se analizan las aproximaciones y formulaciones más intere-
santes utilizadas en el modelado dinámico de robots con eslabones �exibles, haciendo
hincapié en las características propias de los robots paralelos y las aplicaciones de alto
rendimiento, tales como:

Formulaciones de�nidas mediante matrices basadas en la energía, lo que per-
mitiría eliminar los cálculos intermedios.

Expresiones a partir de las cual se pueda deducir fácilmente el problema in-
verso/directo. Esto, permitiría obtener un modelo directo del robot que pueda
ser validado en simulación y un modelo inverso adecuado para la realización de
controladores basados en modelo.

Modelos de bajo coste computacional que permitan su implementación en con-
troladores de Tiempo Real sin perder precisión en el modelo.

En base a las conclusiones obtenidas de este análisis se podrán de�nir en capítu-
los posteriores una serie de pautas que permitan de�nir de forma natural y e�ciente
un modelo dinámico �exible automatizable para robots paralelos. Si dicho modelo es
preciso, éste podrá ser utilizado tanto para simulación, donde se analiza el comporta-
miento del robot, como para control, el cual, como se ha comentado anteriormente,
se implementa para mejorar la respuesta dinámica del mecanismo.

En el segundo de los bloques, por otro lado, se analizan las estrategias de control
más utilizadas tanto en la robótica �exible como en la robótica paralela, haciendo
principal hincapié en las características y ventajas de cada una de ellas. A partir de
dicho estudio, en los capítulos siguientes se implementará una estrategia de control
avanzada basada en el modelo donde ésta contemple los aspectos de elasticidad
mencionados.
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2.2. Modelado

El primer paso para el cálculo del modelo de un robot consiste en determinar las
ecuaciones que rigen el movimiento del mismo. Para ello, es necesario relacionar ma-
temáticamente el movimiento relativo entre los diferentes elementos que componen el
robot, de�nido por las variables articulares, con el movimiento del elemento terminal,
caracterizado por las variables de salida o de operación. Al conjunto de ecuaciones
que relaciona ambos grupos de variables se denomina modelo cinemático del robot.

Por otro lado, el movimiento del robot se consigue introduciendo actuadores en
ciertas articulaciones del robot. Estos actuadores, en general motores eléctricos o
actuadores hidráulicos/neumáticos, aplican fuerzas o pares en las articulaciones que
se propagan por la estructura, generando su movimiento. Al conjunto de ecuaciones
que relaciona el movimiento del robot con las fuerzas o pares aplicados para lograr
dicho movimiento se denomina dinámica del robot y se caracteriza matemáticamente
mediante el modelo dinámico.

Es evidente que para el cálculo de la dinámica es necesario hacer un análisis
previo de la cinemática, es decir, se requiere conocer cuales son las expresiones que
relacionan el movimiento de las diferentes partes del mecanismo para poder calcular
cual es el efecto de las fuerzas y pares aplicados por los actuadores en el robot. Esto
se debe a que la dinámica es la extensión natural de la cinemática y heredará sus
características, incluyendo su problemática. Por lo tanto, la dinámica de un sistema
no se puede resolver sin haber considerado primero su cinemática.

Sin embargo, en el ámbito de la robótica, el modelado dinámico se presenta como
uno de los aspectos más complejos, lo que ha provocado que muchos autores lo hayan
obviado. Pese a ello, el modelado dinámico se presenta como un elemento necesario
para:

Simular el comportamiento dinámico del robot.

Dimensionar correctamente la estructura mecánica y los actuadores del robot.

Implementar controladores e�caces capaces de cumplir requisitos exigentes tan-
to de velocidad como de precisión.

Por ello, el análisis y caracterización del comportamiento dinámico de un robot
es un paso necesario para todas aquellas aplicaciones robóticas que requieran de
movimientos rápidos y alta precisión.

El problema cinemático en robots �exibles
En el caso de la robótica �exible, la caracterización del comportamiento dinámico
es fundamental a la hora de abordar también la propia cinemática, ya que en estos
robots, al contrario que sus homólogos rígidos, el modelo cinemático y el modelo
dinámico están acoplados, por lo que no se entiende uno sin el otro. Este fenómeno
se aprecia de forma grá�ca en la Figura 2.1. En ella, se expone claramente como para
una con�guración de articulaciones rígidas qr dada, el Modelo Cinemático Directo,
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DKM, admite múltiples posiciones posibles del TCP (Figura 2.1a). De igual manera,
para una posición del TCP conocida, el Modelo Cinemático Inverso, IKM, admite
múltiples con�guraciones de la variables articulares q(qr ;qf ) (Figura 2.1b). Esto se
debe a que la deformación de los eslabones esta producida por pequeñas oscilaciones
que varían en el tiempo, por lo que se puede a�rmar que el problema cinemático de los
robots manipuladores con eslabones �exibles presenta, intrínsicamente, una evolución
dinámica.

q1

q2

x3

x1 x2

(a) Manipulador �exible con la misma

con�guración de articulaciones rígidas

qr (q1; q2) pero múltiples posiciones del

TCP.

q1'
q1

q1�

q2

q2�

x

q2'

(b) Manipulador �exible con la misma po-

sición y orientación del TCP pero dife-

rente con�guración de variables rígidas

qr (q1; q2).

Figura 2.1: Esquema de manipuladores con eslabones �exibles donde se aprecia que el
modelo dinámico y cinemático están acoplados ya que el problema cinemático directo
(a) y inverso (b) pueden tener diferentes soluciones.

El problema dinámico en robots �exibles
Tal y como sucede en el modelado cinemático, la respuesta dinámica puede estar
de�nida ante dos situaciones: que el movimiento del robot, su respuesta cinemáti-
ca, sea conocida e interese calcular los pares o fuerzas necesarios para lograr dicho
movimiento; o que, por el contrario, las fuerzas y pares sean conocidos e intere-
se determinar cómo se mueve el robot. La primera situación, denominada problema
dinámico inverso, se resuelve utilizando el Modelo Dinámico Inverso o IDM, mien-
tras que la segunda, denominada problema dinámico directo, se resuelve mediante el
Modelo Dinámico Directo o DDM.
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En general, el Modelo Dinámico Directo se utiliza para simular la dinámica del
robot real, dado que permite determinar el movimiento del robot a partir de entradas
de fuerza y par en sus articulaciones activas o actuadas. El Modelo Dinámico Inverso,
por su parte, tiene su principal aplicación en la realización de controladores basados en
técnicas de diseño de control avanzado (estrategia de Par Computado o Computed
Torque Control (CTC), estrategias basadas en Control Predictivo (MPC), etc), ya
que permite obtener los esfuerzos necesarios para lograr un determinado movimiento
del robot.

En la robótica rígida, el cálculo del modelo dinámico ha sido extensamente estu-
diado, existiendo formulaciones generalizadas aplicables a cualquier robot rígido, ya
sea serie o paralelo. En la literatura [228, Cap 9], [17, Cap 5] se presentan las dos
principales formulación matemáticas para de�nir el modelo. La primera se denomina
formulación de Newton-Euler y para su cálculo se consideran todos los esfuerzos
existentes en las uniones de los elementos, siendo muy e�ciente para su aplicación
en algoritmos recursivos. La segunda, por el contrario, se denomina formulación de
Lagrange,y plantea una formulación basada en el estudio energético. Usando cual-
quiera de las dos formulaciones, es posible obtener el modelo dinámico de cualquier
robot en su forma estructurada, tal que,

� = D(q) �q+ C( _q;q) _q+ G(q) (2.1)

donde,

q es el vector de coordenadas articulares del robot, de dimensión igual a los n
grados de libertad de éste.

D(q) 2 Rnxn es la matriz de inercia del sistema, simétrica y positiva de�nida.

C( _q;q) 2 Rnxn es la matriz de fuerzas de Coriolis.

G(q) 2 Rnx1 es el término de gravedad del modelo dinámico.

� es el vector de pares o fuerzas a aplicar en los accionamientos ligados a las
articulaciones activas.

En la robótica �exible, por su parte, el número de estudios en el ámbito de la diná-
mica y el control de manipuladores es mucho menor en comparación con la robótica
rígida. Pese a ello, las metodologías propuesta son, en la gran mayoría de los casos,
homólogas a la de los manipuladores rígidos.

En la robótica �exible, a la hora de evaluar los requerimientos de modelado del
sistema, independientemente de la formulación elegida, el análisis energético de de
cada uno de los componentes es de gran utilidad. Los eslabones rígidos almacenan
energía cinética debido al movimiento de sus inercias y energía potencial debido a la
posición de éstos en el campo gravitacional. Los eslabones �exibles, por su parte, no
solo almacenan energía debido a estos dos efectos, sino que la energía potencial tiene
un segundo componente, el cual es debido a la deformación (ya sea de sus eslabones
o debido a la �exibilidad en las articulaciones).
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En lo que concierna a los eslabones, estos pueden estar sujetos a esfuerzos de
�exión, torsión, cizalladura, tracción y/o compresión (véase Figura 2.2). Sin embargo,
no todos ellos tienen la misma repercusión en el balance energético. La torsión de un
eslabón, por ejemplo, almacena energía potencial elástica pero poca energía cinética,
debido al bajo momento de inercia que tienen las vigas respecto al eje longitudinal, por
lo que ésta puede ser representada de forma �dedigna mediante muelle sin masas. La
tracción y la compresión, por su parte, almacenan muy poca energía potencial debido
a la alta rigidez de compresión de los eslabones, por lo que el esfuerzo generado
por la compresión es despreciable en la mayoría de los casos. Por último, al estar
los eslabones sometidos a esfuerzos de �exión, almacenan tanto energía potencial
elástica debido a las deformaciones, como, energía cinética debido las velocidades de
deformación.

(a) Flexión. (b) Torsión. (c) Cizalladura.

(d) Traccion. (e) Compresión.

Figura 2.2: Ejemplos de los diferentes tipos de esfuerzo a los que se puede someter
un eslabón: (a) Flexión, (b) Torsión, c) Cizalladura, (d) Tracción y (e) Compresión.

Además, en función de las características mecánicas y geométricas de los esla-
bones, la aportación de cada uno de estos esfuerzos pueden ser diferente pudiendo
llegar a ser residual. Teniendo esto en cuenta, a la hora de de�nir la dinámica de cada
eslabón, se debe llegar a un compromiso entre la precisión y la sencillez del modelo,
ya que estos modelos son altamente complejos. Analizando la literatura existente, la
gran mayoría de los trabajos en este área se pueden clasi�car, principalmente, en dos
variantes de los denominadas Modelos Analíticos: la Teoría de Euler-Benoulli y la
Teoría de Timoshenko. En el siguiente capítulo se detallarán estas soluciones.

2.2.1. Modelos oscilantes continuos: Modelo Analítico

Sistemas Oscilantes Discretos y Sistemas Oscilantes Continuos
En ingeniería, se denomina oscilación a cualquier movimiento repetido de un lado a
otro en torno a una posición de equilibrio, o posición central. Sin embargo, desde el
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punto de vista matemático, los sistemas oscilantes se clasi�can en dos categorías,
en función de su naturaleza oscilante: los sistemas oscilantes discretos y los sistemas
oscilantes continuos.

Los sistemas oscilantes discretos, como el representado en la Figura 2.3a, son
los sistemas oscilantes que estan formados por cuerpos in�nitamente rígidos. Estos,
son aquellos cuerpos que no sufren deformaciones por efecto de fuerzas externas, es
decir, que están compuestos por un conjunto de partículas cuyas posiciones relativas
no varían. Estos cuerpos se modelan mediante ecuaciones del tipo Eq. (2.2), denomi-
nadas Ecuación Diferencial Ordinaria (ODE). Este tipo de ecuaciones se caracteriza
por estar de�nidas mediante una única variable t, la cual es temporal. Además, su
respuesta temporal, cuya resolución no presenta ninguna di�cultad a día de hoy por
estar ampliamente abordada en la literatura, queda completamente de�nida mediante
las condiciones iniciales del sistema.

M�x(t) + C _x(t) +Kx(t) + G = F(t) (2.2)

(a) Oscilación discreta.

Fk Fk

(b) Oscilación continua.

Figura 2.3: Ejemplos de los diferentes tipos de oscilaciones existentes: (a) oscilación
discreta, (b) oscilación continua.

Sin embargo, las estructuras físicas reales no son absolutamente rígidas ya que
éstas se deforman, en mayor o menor medida, bajo la acción de las cargas que actúan
sobre ellas. Por lo tanto, existen sistemas oscilantes cuyo comportamiento no pueden
ser aproximado al de un cuerpo in�nitamente rígido, ya que, la variación que sufren
las partículas que los forman no son despreciables. Este tipo de sistemas, entre los
que se encuentran las vibraciones o torsiones, se conocen como sistemas oscilantes
continuos. La respuesta de estos sistemas, a diferencia de los sistemas oscilantes
discretos, dependen tanto de una variable temporal t como de una variable espacial
x , la cual representa la posición del punto cuyo comportamiento se quiere representar
en el sistema. Además de estas variables, la respuesta queda completamente de�nida

19



Capítulo 2. Estado del Arte

con la introducción de las Condiciones de Contorno, BC, del sistema. Por lo tanto,
este tipo de sistemas se de�nen matemáticamente mediante Ecuaciones en Derivadas
Parciales (PDE). La resolución de este tipo de sistemas oscilantes, resulta matemá-
ticamente mucho más complejos que los sistemas discretos (los cuales son descritos
mediante ecuaciones ODE), por lo que su respuesta dinámica sigue siendo una línea
de investigación abierta entre la comunidad cientí�ca. Es en este ámbito en el que se
engloba la problemática asociada a los robots paralelos �exibles.

2.2.1.1. Principio Extendido de Hamilton

En la literatura existen diferentes métodos para obtener el modelo matemático
de los sistemas oscilantes continuos. Todos ellos enuncian la ecuación de movimiento
del sistema. Sin embargo, ninguno, a excepción del Principio Extendido de Hamilton,
de�nen, también, de forma directa las Condiciones de Contorno (BC). Éstas resultan
imprescindibles a la hora de obtener la respuesta dinámica del sistema. Es por ello que
el Principio Extendido de Hamilton se presenta como el método más completo, ya
que permite obtener de una manera sistemática, rigurosa y e�caz tanto las ecuaciones
diferenciales que describen el comportamiento dinámico de los elementos estructurales
como las condiciones de contorno que las restringen.

El Principio Extendido de Hamilton [96, 97] utiliza el concepto de desplazamien-
tos virtuales para de�nir la respuesta dinámica del sistema. La Figura 2.4 muestra
una viga en voladizo con un cambio de con�guración virtual �w(x; t). Los despla-
zamientos virtuales de la con�guración deben satisfacer todas las condiciones de
contorno. Por otro lado, el Principio de Hamilton asume que la con�guración se en-
cuentra completamente de�nida en los momentos t1 y t2. Para el caso de una viga
en voladizo con su otro extremo simplemente apoyado, véase Figure 2.4, implica que
�w(x; t1) = �w(x; t2) = 0.

lT

�!(x; t)

!(x; t)

x
x

Figura 2.4: Desplazamiento vitual de una viga voladizo.

El Principio Extendido de Hamilton se de�ne según la expresión (2.3):
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∫ t2

t1

�(K � U) dt +

∫ t2

t1

�Wnc dt = 0 (2.3)

donde,

K es la energía cinética total del sistema.

U es la energía potencial total del sistema, incluyendo la energía potencial debido
a las fuerzas conservativas externas.

Wnc es el trabajo virtual realizado por las fuerzas no conservativas, incluyendo
las fuerzas de amortiguamiento y las fuerzas no contempladas en U.

�[�] es el símbolo para denotar la primera variación, o cambio virtual, de la
variable entre corchetes.

t1; t2 son los tiempos de inicio y �n donde se pretende obtener la respuesta del
sistema.

Debido a su complejidad, a la hora de de�nir el modelo de los eslabones �exibles
de cualquier manipulador, hay que tomar ciertas consideraciones. Normalmente, se
asume que la deformación a la que están sujetos los eslabones es pequeña respecto
a los movimientos de la con�guración rígida, lo que permite utilizar la Teoría Lineal
de Elasticidad.

Teoría de Vigas
El modelado de los eslabones se puede realizar, igualmente, considerando diferentes
deformaciones (�exión, cizalladura, torsión,...). En la literatura, existen diferentes
teorías desarrolladas para el modelado de vigas y sus deformaciones, cuyos modelos
pueden ser usados para modelar los eslabones del robot. En la Tabla 2.1 se hace una
comparativa de los tipos de esfuerzo que contemplan cuatro de las diferentes teorías
existentes (la teoría de Euler-Bernoulli [219], de Rayleigh [205], de Shear [1] y la de
Timoshenko [220]).

Modelo viga Flexión Cizalladura
Inercia

rotacional

Euler-Bernoulli 3 7 7

Rayleigh 3 7 3

Shear 3 3 7

Timoshenko 3 3 3

Tabla 2.1: Comparativa de las deformaciones que contemplan las diferentes teorías
de vigas.

Pese a ser innumerables las teorías existentes, a la hora de modelar manipuladores,
el modelo analítico de éstos suelen reducirse, en la extensa mayoría de los casos, a
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dos: la teoría de viga Euler-Bernoulli [219] y la de Timoshenko [220]. Esto es debido
a que éstas se rigen por las suposiciones básicas de�nidas por la Teoría de Vigas
para la �exión simple. A partir de esta Teoria, se de�ne un sistema de coordenadas
en que el eje X es siempre tangente al eje baricéntrico de la viga, y los ejes Y y Z
coinciden con los ejes principales de inercia (véase Figura 2.5).

x
y

z

xz

!(x)

Figura 2.5: Sistema de coordenadas de las vigas según los criterios de las Teoría Lineal
de Elasticidad y su plano de �exión.

Bajo esta notación, las suposiciones básicas enunciadas por la Teoría de Vigas
para la �exión simple en el plano XZ son:

1. Hipótesis de comportamiento elástico. El material de la viga es elástico lineal,
con módulo de Young E y coe�ciente de Poisson despreciable.

2. Hipótesis de la �echa vertical. El desplazamiento vertical w de los puntos
que se encuentran sobre la sección transversal del elemento en una posición x ,
son pequeños e iguales a los desplazamientos del eje de la viga.

3. Hipótesis de la �bra neutra. Los puntos de la �bra neutra sólo sufren despla-
zamiento vertical y giro: u(x; 0) = 0.

4. Hipótesis de tensión nula. La tensión perpendicular a la �bra neutra se anula:
�zz = 0.

La combinación de las hipótesis (1)-(4) juntas de�nen la Teoría de Timoshenko.
Esta teoría considera que las sección transversal de la viga en cualquier posición x
permanece plana pero no necesariamente ortogonal al eje neutro del mismo, Figura
2.6a. Esto supone la presencia de tensiones cortantes o cizalladura en la sección de la
viga (
xz 6= 0), ya que se considera la inercia de rotación. Esta suposición es idónea
para vigas de gran canto [216]. Sin embargo, este tipo de vigas, con una baja relación
longitud/altura, tienden a ser completamente rígidas [21, 155, 30]. Por su parte, a
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medida que la relación longitud/altura aumenta, las secciones transversales tienden a
mantenerse perpendiculares (
xz � 0), minimizando los esfuerzos debido a cizalladura
(véase Figura 2.6b). Bajo esta suposición se de�ne la teoría de Euler-Bernoulli, una
teoría más simple que la de Timoshenko pero que proporciona resultados similares
ante vigas con alta relación longitud/altura.

x

!

z

'

(a) Viga deformada según la teoría de

Timoshenko.

x

!

z

'

(b) Viga deformada según la teoría de

Euler Bernoulli.

Figura 2.6: Deformación de una viga de Euler-Bernoulli (b) comparada con la de
Timoshenko (a).

Por lo tanto, y como se puede apreciar en la literatura, la gran mayoría de los tra-
bajos en robótica �exible se decanta por la teoría de Euler-Bernoulli, ya que, como el
grosor de los eslabones es mucho menor que su longitud, ofrece una respuesta �el pese
a su simplicidad. Aplicando las suposiciones de�nidas por la teoria de Euler-Bernoulli
a las ecuaciones Hamiltonianas, Eq. (2.3), se obtiene la ecuación de movimiento de
una viga, la cual se de�ne mediante la Eq. (2.4),

@2

@t2
u (x; t) +

E I

�A

@4

@t4
u (x; t) = 0 (2.4)

donde,

E es el módulo de elasticidad longitudinal, o módulo de Young.

I es el segundo momento de inercia de la sección transversal de la viga.

� es la densidad de la viga.

A es el área de la viga.

u (x; t) es la deformación de la viga en el punto x en el instante t.

Condiciones de contorno y dinámica del eslabón
Por otro lado, las condiciones de contorno son dependientes de la aplicación concreta
y pueden catalogarse en dos grupos: las condiciones geométricas y las condiciones
forzadas. Las condiciones geométricas son aquellas que describen a la geometría de
los extremos del sistema. Por lo tanto hacen referencia a la posición y la velocidad
de los extremos. Las condiciones forzadas, en cambio, hacen referencia a las fuerzas
y momentos a los que están expuestos estos extremos.
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Teniendo en cuenta que la ecuación diferencial de�nida por la teoría de Euler-
Bernoulli es de cuarto orden, Eq. (2.4), el sistema queda totalmente de�nido mediante
cuatro condiciones de contorno, una condición geométrica y una forzada por cada
extremo. En la Tabla 2.2 se presentan las condiciones de contorno más comunes en
función de su disposición, representando a w el desplazamiento vertical en el extremo
de la viga, w 0 a la pendiente de éste, M al momento al que esta sometido el extremo
y V a la fuerza de corte a la que esta sometido el extremo.

Representación del extremo
Condición de
Contorno

Extremo libre
V = 0

M = 0

Extremo empotrado
w = 0

w 0 = 0

Extremo apoyado
w = 0

M = 0

Fo

Fo

Extremo sometido V = Fo
a una Fuerza Fo M = 0

M
Mo Extremo sometido V = 0

a un Momento Mo M = �Mo

Tabla 2.2: Tabla resumen de las Condiciones de Contorno más típicas.

Una vez de�nidas las condiciones de contorno, la dinámica del eslabón queda
completamente formulada mediante el uso de Ecuaciones en Derivadas Parciales. La
resolución de las Ecuaciones en Derivadas Parciales es compleja tanto desde el punto
de vista analítico como desde el punto de vista computacional, ya que las PDE dan
como resultado modelos de in�nitos modos de vibración. Por un lado, las solucio-
nes exactas son deseables, ya que éstas proporcionan un conocimiento numérico del
sistema a partir de las frecuencias naturales y de los modos. Sin embargo, por el
otro, la solución de las Ecuaciones Diferenciales Parciales de�nen sistemas in�nito-
dimensional, cuyo uso no es factible en aplicaciones de control avanzado basado en
modelo [30, 197], ya que requiere retroalimentar un número in�nito de estados. Por
lo tanto, con el �n de utilizar el modelo en aplicaciones de control, es necesario uti-
lizar ecuaciones de movimiento de dimensión �nita, por lo que se requiere reducir el
número de modos de vibración mediante la utilización de técnicas de aproximación.
En la siguiente sección se de�nen los modelos de aproximación más utilizados en la
literatura, haciendo especial hincapié en sus ventajas e inconvenientes.

24



2.2. Modelado

2.2.2. Métodos de Aproximación

Los métodos de aproximación permiten representar sistemas de forma inexacta,
aunque su�cientemente �el como para seguir siendo útiles. En el modelado de la
robótica �exible, por ejemplo, éstos hacen uso de la discretización espacial, siendo
el Método de Parámetros Concentrados, el Método de Modos Asumidos y el
Método de Elementos Finitos los métodos más utilizados.

Estos tres métodos aproximan la dinámica de las estructuras �exibles, tales como,
los eslabones �exibles de los manipuladores paralelos, (descritas por PDE) utilizando
ecuaciones lineales, �nito-dimensionales y temporalmente continuas de movimiento
(descritas mediante ODE). Sin embargo, tanto la forma de discretizarlas como el
concepto detrás de ésta, son completamente diferentes. El Método de Parámetros
Concentrados, por ejemplo, se presenta como la aproximación más sencilla, aunque la
que peor precisión ofrece. En ella, los eslabones �exibles son discretizados en pequeños
subconjuntos rígidos, los cuales están virtualmente unidos mediante articulaciones
�exibles. El Método de Modos Asumidos (AMM) y el Método de Elementos Finitos
(FEM) son métodos matemáticamente más elaborados y de una mayor precisión.
El AMM, por ejemplo, modela la elasticidad de�niéndola mediante una serie �nita
de funciones espaciales y temporales. Es por ello que esta aproximación se presenta
como una aproximación realmente útil en aquellos problemas donde la geometría
es su�cientemente simple como para poder de�nir un conjunto global de funciones
admisibles su�cientemente precisas. Por ultimo, el FEM combina en cierta forma los
conceptos de los dos anteriores, ya que discretiza el eslabón en pequeños subconjuntos
que modela mediante un conjunto �nito de funciones espaciales y temporales. Es por
ello que este método de modelado es fácilmente aplicable a geometrías arbitrarias,
ya que, independientemente de la geometría, siempre se de�ne mediante las mismas
funciones admisibles.

Para analizar las ventajas y desventajas de cada uno de dichos métodos, estos se
analizarán en profundidad en las siguientes secciones.

2.2.2.1. Modelo de Parámetros Concentrados

Con frecuencia, cuando se modelan matemáticamente sistemas reales se utilizan
suposiciones ideales (masas puntuales, sistemas no-inerciales...), mediante las cuales
se considera que los valores que determinan las características físicas de los obje-
tos se encuentran concentrados en un punto. Estas entidades reciben el nombre de
elementos de parámetros concentrados. Su uso, pese a no ajustarse a la naturaleza
distribuida de los sistemas reales, esta ampliamente expandido por la facilidad con la
que se implementan.

Es por ello que el Método de Parámetros Concentrados es el método más sen-
cillo para obtener la solución aproximada de un sistema de Ecuaciones en Derivadas
Parciales, [147, 183]. Mediante su uso, el sistema real (sistema espacialmente distri-
buido) es modelado mediante una concatenación de elementos rígidos concentrados,
los cuales tienen un comportamiento similar al sistema que se quiere modelar.
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Para la mayoría de casos, éste es un proceso heurístico. A modo de ejemplo,
una viga en voladizo como la que se ve en la Figura 2.3b. Puede ser discretizada
mediante un número �nito de elementos (parámetros del sistema), cuyas masas están
concentradas en sus centros de gravedad (aproximación de los sólidos rígidos). Cada
uno de estos elementos se pueden interconectar entre si mediante muelles, como se
muestra en la Figura 2.7, o mediante amortiguadores, en función del movimiento
al que esté sometido el eslabón �exible. Por lo tanto, las técnicas de parámetros
concentrados recurren a la intuición física, por lo que suelen ser fáciles de entender.

m1 m2 m3 m4

k1 k2 k3 k4

Figura 2.7: Ejemplo de la representación de una viga en voladizo mediante el Modelo
de Parámetros Concentrados.

Desde una perspectiva matemática, este método reduce las PDE del sistema
(dimensión in�nita) a un conjunto de ODEs de parámetros rígidos (dimensión �nita),
cuyas soluciones son ampliamente conocidas.

En la literatura existen varios autores que utilizan esta aproximación a la hora
de modelar sus manipuladores �exibles. Entre los trabajos existentes, se encuentran
diferentes variantes, entre las que destacan: el método de parámetros concentrados
usando coe�cientes de in�uencia, y el método de Holzer. En el primero de los
métodos, la masa se modela concentrada en puntos discretos, haciendo que la matriz
de masas sea diagonal. Sin embargo, las propiedades de rigidez son consideradas
de manera "exacta" mediante los coe�cientes de in�uencia de la �exibilidad, siendo
esta una versión discretizada del problema de valores propios en forma integral. Si
bien es cierto que, al menos en teoría, este método es aplicable a cualquier tipo
de sistema, en la practica, se aplica, principalmente, para sistemas de rigidez no
uniformemente distribuida, condiciones de contorno complejas y/o para problemas
bi/tri-dimensionales.

Entre la literatura existente donde se utiliza esta variante, destacan trabajos como
el de Zhu et al. en [249], donde emplea un modelo concentrado usando coe�cientes de
in�uencia para simular el control de tracking de un manipulador de un solo elemento.
Khalil y Gautier [115], por el contrario, lo utilizan para modelar sistemas mecánicos
�exibles. Rabound et al. en [182], por su parte, estudia la estabilidad de las vigas en
voladizo muy �exibles para demostrar la existencia de múltiples soluciones de equilibrio
bajo unas condiciones de carga concretas. Mientras, Nissing en [161] estudia el uso de
un muelle junto a un amortiguador para disminuir las vibraciones en un manipulador
�exible de un elemento utilizando este método, Saravaros y Lamancusa en [188] lo
utilizan para considerar el diseño estructural óptimo para manipuladores robóticos con
composite de �bra reforzada.

Por otro lado, en el método de Holzer, tanto la masa como la rigidez se consideran
concentradas, es decir, la masa se concentra en un punto de los elementos y el resto

26



2.2. Modelado

del segmento se asume que carece de masa y que tiene una rigidez uniforme. En
esta vertiente, la computación de las frecuencias y de los modos de vibraciones se
pueden obtener de forma sistemática mediante matrices de transferencia. Si bien este
método fue desarrollado para vibraciones torsionales de ejes, a día de hoy su uso se
ha expandido tanto a vibraciones axiales como a vibraciones transversales, gracias a
la extensión del método realizada por Myklestad en [157]. Dicha extensión, pese a
parecer natural, no es trivial, siendo prueba irrefutable de ello el hecho de que tuvieran
que transcurrir más de 20 años para ser enunciada. Para ello, Myklestad propuso
una solución del problema en forma tabular, basado en ciertas fórmulas recursivas.
Thomson [217], por su parte, modi�có la expresión de forma que permitiese resolver
el problema en forma matricial, evitando así introducir el concepto de station y �eld
transfer function. Posteriormente, en [173], Pestel y Leckie aplicaron este concepto a
un gran número de problemas. Del mismo modo, Konno y Uchiyama en [124] hace uso
del método de Holzer (Myklestad) para modelar diferentes manipuladores �exibles y
comparar los resultados obtenidos con los obtenidos mediante el modelo rígido de los
mismos. Por su parte, Ding Xilun desarrolló un nuevo método basado en el método de
Holzer para el modelado de manipuladores �exibles, denominado Ding-Holzer [239].
Este método mejora alguna de las carencias existentes en el método de parámetros
concentrados de Holzer. Esta modi�cación permite modelar dinámicamente, tanto
manipuladores de un solo elemento [194] como de múltiples elementos [194, 193, 59,
194].

Pese a que el método de parámetros concentrados es una propuesta sencilla,
los resultados obtenidos mediante su aplicación demuestran que el método no es
lo su�cientemente preciso para manejar las no-linealidades y la complejidad de la
dinámica de los manipuladores robóticos �exibles [121, 115, 72], por lo que este
método no ha sido ampliamente utilizado para el modelado de este tipo de robots.

2.2.2.2. Método de Modos Asumidos

Como se ha comentado con anterioridad, los sistemas físicos reales no son concen-
trados, sino que distribuidos. Es por ello que, aquellas aproximaciones que consideran
los sistemas como tal, se les denominan Modelos de Series Distribuidas. Estos se ca-
racterizan por representar los sistemas de forma muy precisa a la vez de compleja. Sin
embargo, al contrario que el Método de Parámetros Concentrados cuya falta de rigor
matemático di�culta poder garantizar la convergencia del método [147], los modelos
basados en los métodos de series distribuidas son formulaciones que por de�nición
garantizan su convergencia.

En la literatura se pueden encontrar diferentes estrategias de Modelos de Series
Distribuidas. Sin embargo, el Método de Modos Asumidos, se presenta como el más
utilizado en aplicaciones de robot �exibles con eslabones �exibles. En este método, la
deformación de las estructuras elásticas �exibles se modelan mediante una serie �nita
de funciones espaciales y funciones temporales de amplitud que están multiplicadas
entre si [143, 145, 146, 109, 51],
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u(x; t) =

N∑
i=1

 i(x) qi(t) (2.5)

donde u(x; t) es la deformación de la viga en el punto x en el instante t,  i(x)

es la función espacial i denominada función admisible, N es el número de términos
utilizados para la aproximación y qi(t) es la función temporal de amplitud encargada
de modelar la evolución temporal de las amplitudes.

Pese a que la elección de las funciones temporales de amplitud no conlleva mayor
di�cultad, la elección de las �mejores� o más �apropiadas� funciones admisibles, no
es un problema completamente resuelto aún [30, 22]. A la hora de modelar, estas
funciones son elegidas de forma que sean un conjunto linealmente independiente que
modelen la estructura �exible completa cumpliendo, al menos, las condiciones de
contorno geométricas y siendo diferenciables, al menos, la mitad de veces que el
orden del sistema. Sin embargo, encontrar estas funciones no es un problema trivial,
siendo el gran problema del AMM. A pesar de que las mejores funciones admisibles
son generalmente los vectores característicos del sistema (no solo satisfacen todas
las condiciones de contorno, sino que también las rigurosas ecuaciones diferenciales
espaciales resultantes de la separación de variables), éstos no son siempre posibles
de obtener. Esto se debe a que se necesita resolver de forma exacta las PDE para
obtener sus vectores propios, pero, obviamente, esto resulta imposible de llevar a
cabo para estructuras complicadas, ya que, aunque se obtenga la resolución analítica
de la PDE, se requiere limitar el número de vectores propios, lo que provoca errores
aritméticos no siempre despreciables. Por lo tanto, no existe una forma estipulada
para de�nir qué conjunto de modos asumidos debe ser utilizado.

Por otro lado, los modos naturales dependen de varios parámetros del ensamblaje
del sistema robótico, tales como la inercia o la masa de la carga del sistema. Sin em-
bargo, resulta razonable suponer que la inercia de los eslabones de los manipuladores
�exibles es pequeña en comparación con la inercia de los ejes que las interconec-
tan [56], por lo que para aquellos eslabones con un ratio de inercia viga respecto
a la inercia eje pequeño, las condiciones de contorno �empotrada-libre� aproximan
la �exibilidad del extremo controlado con cierta exactitud [98, 16]. Es por ello que
normalmente se asume que el extremo más alejado a la base es �libre� de condiciones
forzadas [201, 235, 246, 214]. Por el contrario, considerar las condiciones de contorno
�masa� en dicho extremo permite tener en cuenta el momento y la fuerza de pandeo
debido a los siguientes eslabones y de la carga del manipulador [135, 162, 30, 56].
Sin embargo, esta consideración hace que en ocasiones la ecuación de frecuencia del
sistema �empotrado-masa� sea dependiente del tiempo, haciendo que la solución ten-
ga que ser obtenida mediante algoritmos de análisis numérico recursivos o mediante
tablas prede�nidas (Look-up tables) [135]. La primera de las opciones incrementa
considerablemente el coste computacional, mientras que la segunda requiere un gran
espacio de memoria para una precisión dada.

Pese a las complicaciones existentes para la de�nición de las funciones admisibles,
en la literatura se encuentran trabajos como [86], donde se utiliza el Método de
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Modos Asumidos expandido para obtener la ecuación dinámica de un manipulador
�exible. En [198], por su parte, se desarrolla el modelo no lineal de un manipulador
�exible de dos elementos mediante las ecuaciones de Lagrange asociadas al Método
de Modos Asumidos. Subudhi y Morris en [208], por su parte, presentan una técnica de
modelado dinámico de un manipulador de varios eslabones �exibles y articulaciones
�exibles combinando la formulación de Euler-Lagrange con el Método de Modos
Asumidos. Korayem et al. [95] combina la formulación Euler-Lagrange con el AMM
para obtener la ecuación de movimiento de un manipulador móvil �exible considerando
un sólo modo (una función espacial y una función temporal) por eslabón.

Por lo tanto, el Método de Modos Asumidos tiene muchas ventajas sobre otras
técnicas de aproximación, aunque también tiene grandes desventajas. Muchas de
sus limitaciones pueden ser atribuidas al hecho de que las funciones admisibles son
globales. Por su parte, el Método de Elementos Finitos, analizado en la Sección
2.2.2.3, de�ne sus funciones admisibles de forma local, lo que permite deshacerse de
estas limitaciones.

2.2.2.3. Método de Elementos Finitos

En la sección anterior se ha analizado el Método de Modos Asumidos. En ella
se describe como de�nir una función admisible global que permita modelar un esla-
bón �exible de forma precisa. Además, pese a encontrar un conjunto de funciones
admisibles, en caso de modi�car la estructura (incluso siendo aparentemente modi-
�caciones irrelevantes como aumentar la carga del robot) estas funciones necesitan
ser rede�nidas. Por lo tanto, especialmente ante estructuras de geometrías complejas
o cambiantes, se requiere de una técnica de modelado más general. Es por ello que
el Método de Elementos Finitos (FEM), se presenta como una adecuada alternativa.

Desde el punto de vista teórico, el FEM se de�ne de la misma manera que el AMM,
siendo la mayor diferencia la naturaleza de las funciones admisibles. Mientras AMM
utiliza funciones admisibles globales (de�nidas a lo largo de todo el elemento elástico),
FEM usa funciones admisibles locales (de�nidas a lo largo de cada subdominio que
compone el elemento elástico), denominadas funciones de interpolación, véase Fig.
2.8. Esta diferencia, pese a ser mínima, tiene una gran repercusión y es la razón del
éxito del Método de Elementos Finitos [222]. Por un lado, porque le permite analizar
sistemas de geometría irregular y/o sistemas con una distribución de parámetros
muy compleja y, por otro lado, porque le permite lidiar fácilmente con condiciones
no-lineales [46]. Además, debido a que los elementos en los que está dividido el
eslabón son, por lo general, pequeños, no se requieren de polinomios interpoladores
de orden superior para garantizar buenas estimaciones del movimiento. Es por ello
que pueden ser asignadas funciones de interpolación concretas para determinadas
clases de sistemas, una clara ventaja sobre el AMM donde la generación de funciones
admisibles requieren de experiencia e ingenio. Otro aspecto importante a tener en
cuenta es que todo el proceso de discretización espacial de los elementos �nitos
recae sobre un sencillo código computacional. Esto incluye la generación de la malla,
la computación de los elementos de la matriz de masas, la matriz de rigidez, el vector
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de fuerza de los nodos y el ensamblaje de todos los elementos numéricos de los nodos
en el modelo global.

1 2 3 4 5 6 7 8
n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9
� � � � � � � � �

Figura 2.8: Ejemplo de la representación de una viga en voladizo mediante el Método
de Elementos Finitos.

En el Método de Elementos Finitos, las deformaciones de los manipuladores �e-
xibles se estudian asumiendo que el movimiento del cuerpo rígido es conocido. De
forma que, posteriormente, la deformación elástica se superpone a dicho movimiento
[251, 79, 108]. Sin embargo, el uso del Método de Elementos Finitos para analizar la
�exibilidad provoca, generalmente, matrices de rigidez sobrestimadas, especialmente
en problemas complejos. A su vez, debido al gran número de ecuaciones del espacio
de estados resultantes, el coste computacional de la simulación numérica puede ser
elevado [222].

Generalmente, los investigadores utilizan la combinación de la viga Euler-Bernoulli
o viga Timoshenko con múltiples nodos y las funciones Lagrangianas para obtener el
modelo en elementos �nitos del sistema. El número de nodos puede ser escogido en
función de la condición de precisión. Sin embargo, el aumento del número de nodos
puede extender la matriz de rigidez, complicando y alargando las ecuaciones. Por
lo tanto, la selección correcta del número de nodos es de gran importancia en este
método [110, 34].

El FEM se ha utilizado ampliamente para la obtención de las ecuaciones de mo-
vimiento de los brazos robóticos elásticos. En [247], por ejemplo, se utiliza la teoría
de la viga de Timoshenko y el Método de Elementos Finitos para la obtención de las
ecuaciones dinámicas de un manipulador cooperativo planar de un grado de libertad
en coordenadas absolutas. Mahamed y Tokhi [151], por su parte, obtienen el modelo
dinámico de un manipulador �exible de un elemento mediante el Método de Elemen-
tos Finitos y posteriormente hacen el estudio de estrategias de control feedforwards
para controlar las vibraciones. Del mismo modo, el Método de Elementos Finitos es
utilizado en [245] para describir la dinámica del sistema y computar la carga máxima
de un manipulador �exible con cinemática redundante. Posteriormente, el problema
se formula para encontrar la trayectoria óptima y la carga máxima para un movimien-
to punto a punto concreto. Korayem et al. utilizan el FEM y la teoría de control
óptimo para la plani�cación de trayectorias de un manipulador �exible en [125]. En
dicho trabajo, el Método de Elementos Finitos se utiliza para obtener las ecuaciones
dinámicas del sistema, para posteriormente resolver el problema de plani�cación me-
diante el método de soluciones indirectas propio del control óptimo. El mismo autor,
en [126] presenta un análisis comparativo entre el Método de Modos Asumidos y
Método de Elementos Finitos para el modelado dinámico de manipuladores �exibles
sobre plataformas móviles. En dicho trabajo se formulan las ecuaciones dinámicas de
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un manipulador de dos elementos �exibles mediante ambos métodos comparando las
ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos a partir de las simulaciones numéri-
cas realizadas. En él, se ensalza la capacidad del FEM para trabajar con condiciones
no lineales. Sin embargo, el autor puntualiza que para resolver un sistema grande
de ecuaciones diferenciales, el Método de Elementos Finitos requiere de�nir muchas
condiciones de contorno, que pueden ser, en ciertos casos, difíciles de de�nir.

2.2.2.4. Comparativa entre el Método de Modos Asumidos y el Método de
Elementos Finitos

La gran mayoría de las referencias en robótica �exible se decantan por el Método
de Modos Asumidos o por el de Método de Elementos Finitos, siendo numerosos los
trabajos donde se aplica una de estas dos técnicas de aproximación. Sin embargo, no
son numerosos los trabajos donde se comparen las características de ambos métodos
para el modelado de manipuladores �exibles [216, 126, 23]. En este apartado se
pretende comparar los resultados de ambos métodos (ver resumen en Tabla 2.3).

Comparación del fundamento del método
En ambos métodos de aproximación la deformación �exible esta representada median-
te una combinación lineal de funciones espaciales, denominadas funciones admisibles,
y funciones temporales. En el Método de Modos Asumidos, estas funciones admisibles
son globales debido a que están de�nidas a lo largo de la dimensión completa de la
barra, generalmente, mediante funciones trigonométricas. Esto hace que el calculo
de las matrices de masa y rigidez sea más complicado. Por lo tanto, la obtención de
la solución cerrada de un manipulador �exible con geometría compleja, puede no ser
factible. Sin embargo, el hecho de que las funciones sean ortogonales simpli�ca el nú-
mero de términos de la matriz de masas y rigidez, haciendo que estas sean diagonales
[216]. Por último, debido a que las funciones admisibles son globales, la convergencia
monotónica de su solución esta garantizada [145].

Por otro lado, en el Método de Elementos Finitos las funciones admisibles son lo-
cales, es decir, están de�nidas a lo largo de un pequeño subdominio del eslabón. Éstas
son de tipo polinomial, lo que hace que sea más sencillo trabajar con ellas. Es por ello
que obtener la solución cerrada es sencillo incluso en aquellos manipuladores �exibles
con geometrías complejas [216]. Además, el Método de Elementos Finitos permite
extender el modelo en lazo cerrado [212, 107], sin que ello conlleve un gran esfuerzo.
Por su parte, las funciones admisibles suelen ser siempre las mismas, independien-
temente de la aplicación y para todos los elementos. Sin embargo, debido a que la
interpolación de las funciones admisibles no son globales, no es posible garantizar la
convergencia monotónica de su solución [145].

Comparación de las principales complejidades
En cuanto a las desventajas de cada método, en el caso del Método de Modos Asu-
midos destaca que la ecuación de frecuencia puede convertirse en dependiente del
tiempo, especialmente cuando se utiliza las condiciones de contorno de �empotrado-
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masa�. Aunque este aspecto haya sido ignorado por ciertos autores [56, 214], des-
preciar los términos dependientes del tiempo puede conllevar a funciones de modos
imprecisas y frecuencias naturales sobreestimadas [216].

En el caso del Método de Elementos Finitos para la aproximación del modelo
puede conllevar la sobrestimación de la matriz de rigidez [145]. Dicha sobrestimación
puede llegar a producir que el lazo cerrado del sistema sea inestable cuando se utiliza
una acción de control basada en modelo. Para evitar esto, en [216] se de�ne un lema
que determina la tolerancia del error máxima aceptable para garantizar la estabilidad
del lazo cerrado del sistema del manipulador original.

Número de nodos Vs número de elementos
Por otro lado, una de las grandes discusiones a la hora de aplicar cualquiera de los
métodos recae sobre el número de modos (en el caso del Método de Modos Asumidos)
o elementos (en el caso del Método de Elementos Finitos) requeridos a la hora de
aproximar el modelo dinámico. Diversos autores [98, 201, 30] han sugerido que sólo
los primeros modos son necesarios, justi�cando que 1) a mayor frecuencia menor
amplitud de los modos y 2) las frecuencias altas no pueden ser adquiridas ni por los
sensores ni por los actuadores [39] debido a sus anchos de banda. Por otro lado, en
[229] se a�rma que para manipuladores robóticos, un número pequeño de modos (dos
o tres) son su�cientes para determinar la dinámica de la �exibilidad. Además, en [178]
se demuestra como es posible obtener con una precisión aceptable los primeros m

modos vibratorios mediante un modelo de�nido por FEM de m elementos descritos
mediante funciones polinomiales de mínimo orden, por ejemplo funciones cúbicas
[145].

Comparativa de Coste Computacional
En cuanto al coste computacional se re�ere, [216] demuestra que bajo la misma
formulación de Euler-Lagrange se requiere menos operaciones matemáticas para la
obtención de la matriz de inercias mediante el Método de Elementos Finitos que
mediante el Método de Modos Asumidos. Esto se debe, principalmente, al calculo
de las matrices de transformación que de�ne la deformación de los eslabones. En el
AMM, el calculo de estas matrices de transformación se obtiene mediante la suma
de la contribución que tiene la evolución del extremo del eslabón, tanto en posición
como en orientación, para cada uno de los modos. En el FEM, por el contrario, el
desplazamiento y orientación del extremo del eslabón está de�nido, simplemente, por
los desplazamientos y rotaciones nodales del eslabón. Esta diferencia computacional
es todavía mayor cuando se considera una carga en el Método de Modos Asumidos,
ya que hay que recalcular las ecuaciones en cada iteración.

Por otro lado, el número de ecuaciones diferenciales a resolver es mayor en el
Método de Elementos Finitos. Por lo tanto, el tiempo de CPU requerido para la
simulación numérica es mayor en FEM comparándolo con AMM. Sin embargo, en
dicho trabajo a�rman que en aplicaciones de Tiempo Real, el tiempo destinado a la
simulación numérica es menor que el destinado al computo de de sumas y multiplica-
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ciones. Por lo que, siendo el número de sumas y multiplicaciones signi�cativamente
menor, el Método de Elementos Finitos es más apropiado para implementaciones en
Tiempo Real de controladores avanzados basado en modelo.

Con todo ello, se concluyen que bajo la formulación de Euler-Lagrange, el Método
de Modos Asumidos resulta más recomendable para la discretización de manipulado-
res de un eslabón de sección transversal constante. Por el contrario, el Método de
Elementos Finitos resulta más apropiado para eslabones de secciones transversales
no-uniformes y/o sistemas multieslabón, ya que resulta más sencillo de modelar y
computacionalmente más e�ciente.

Características Método de Modos Asumidos Método de Elementos Finitos

Funciones
Admisibles:

Funciones de�nidas global-
mente sobre todo el dominio.

Funciones de�nidas local-
mente sobre subdominios pe-
queños.

Funciones trigonométricas
complicadas.

Polinomios simples de bajo
orden.

Difícil de elegir (especialmen-
te en estructuras de geometría
compleja).

Siempre las mismas funcio-
nes, independientemente de la
geometría.

Orden del
Sistema:

Sistema de orden bajo (gene-
ralmente).

Sistema de orden alto.

Características
de Matrices:

M y K, generalmente, muy
acopladas.

M y K dispersa.

Generalmente poco dispersa. Las variables son coordena-
das físicas.

Aplicaciones: Útil para geometrías simples. Aplicable a cualquier tipo de
geometrías.

Cambio de
Geometría:

Se requieren un nuevo con-
junto de funciones.

Se utilizan las mismas funcio-
nes.

Tabla 2.3: Diferencia entre el Método de Modos Asumidos y el Método de Elementos
Finitos.

2.2.3. Metodologías de Modelado Flexible

A partir de todo lo anteriormente expuesto, en la literatura se pueden encontrar
diferentes propuestas para modelar los elementos �exibles. En los primeros trabajos,
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los cuales datan de la década de los 80, las propuestas presentadas estaban centradas
en la robótica serie. Sin embargo, es en la última década cuando empiezan a aparecer
propuestas para los robots paralelos �exibles. Además, la gran mayoría de ellos están
orientados a manipuladores planares (lo que implican pocos GDL y menor comple-
jidad). Muestra de ello es [176], donde presentan el análisis dinámico de un robot
paralelo planar con eslabones �exibles modelado mediante FEM. Del mismo modo,
en [111] se presenta una ecuación de movimiento completamente acoplada para un
robot 3-PRR en la que se considera la �exibilidad estructural del eslabón intermedio.

En cuanto a los manipuladores paralelos de tres dimensiones, la complejidad de
sus ecuaciones han limitado las propuestas presentadas. Pashkevich et al. en [169],
por ejemplo, presenta un método de modelado de la rigidez para los manipuladores
paralelos sobre restringidos con eslabones �exibles. Posteriormente, dicho desarrollo
es validado tanto en el robot planar 3-PRP como en el tridimensional 3-PUU. Rognant
et al., por su parte, presenta en [185] un procedimiento sistemático de modelado para
manipuladores con todos sus eslabones �exibles, basado en el Método de Elementos
Finitos, el cual es validado en un manipulador Delta.

Pese a que la gran mayoría de los trabajos presentados utilizan FEM como mé-
todo de aproximación, en [35] se presenta una metodología recursiva para el calculo
analítico del modelo dinámico basado en el Método de Modos Asumidos. En este tra-
bajo, Briot y Khalil proponen un algoritmo basado en la formulación de Newton-Euler,
la cual se valida en un robot planar. Por su parte, en [67] se utiliza la formulación
Euler-Lagrange aplicada al AMM para implementarse sobre un manipulador 3-RPR
planar con eslabones �exibles.

Pese al incremento de trabajos en el campo de la robótica paralela �exibles en los
últimos años, ninguno de los trabajos propuestos presenta un procedimiento uni�cado
donde se consideren tanto los eslabones �exibles como los rígidos. Por lo tanto, uno
de los objetivo de esta tesis es presentar una metodología que permita modelar la
dinámica de cualquier manipulador paralelo considerando tanto los eslabones �exibles
como los rígidos.

Del mismo modo, otro de los grandes objetivos de esta tesis es de�nir un contro-
lador capaz de seguir la trayectoria de�nida a la vez que reduce, o idealmente elimina,
las vibraciones debidas a la �exibilidad de los eslabones que componen el manipula-
dores. Este controlador, además, debe ser capaz de extraer toda la potencial de los
robots paralelos. Para ello, en la siguiente Sección se analiza en detalle los trabajos
presentados en torno al control de manipuladores �exibles en general y paralelos en
particular.

2.3. Control

Los robots industriales tienen como principal función actuar sobre el proceso de
producción de una u otra forma. Esto es, desde el punto de vista de la automati-
zación, los robots tienen como función el ejercer como actuador sobre un proceso
determinado, con el �n de que el proceso evolucione de cierta forma preestablecida.
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Control
de tarea

Interprete
Comandos

Control de
movimiento

Robot

Sensores
Robot

Proceso

Sensores
proceso

Control Robot

Figura 2.9: Control de robots industriales.

Por ello, a la hora de implementar un robot industrial en un proceso, el esquema
de control se presenta dividido en dos niveles (Figura 2.9). En el nivel superior, se
ejecuta el control de la tarea (bloque rosa), cuyo objetivo es lograr el cumplimiento
de una determinada tarea establecida por el usuario. Para lograr este objetivo, el nivel
superior capta información del estado del proceso mediante una serie de sensores
externos, y los combina con las restricciones impuestas al sistema, así como las
consignas deseadas para éste. Utilizando esta información, el nivel superior generará
un plan de acción que permitirá ejecutar la tarea encomendada.

Este plan de acción se compondrá de un conjunto de instrucciones de alto nivel
que de�nirán la forma en la que el robot ha de interactuar con el proceso para lograr
ejecutar la tarea asignada.

La traducción de las instrucciones de alto nivel se realiza mediante el propio
controlador del robot, situado en un nivel inferior. Este controlador presenta una
estructura jerárquica, dividida, a su vez, en dos niveles. El nivel superior del controlador
del robot (bloque rojo) se encarga de interpretar las instrucciones del plan y traducirlas
a referencias de movimiento, mientras que el nivel inferior del controlador (bloque
verde), utilizará la información obtenida por los sensores internos del robot para aplicar
una determinada estrategia de control que logre seguir dicha referencia.

Es evidente que cada nivel de control ha de realizar su tarea de forma correcta
para lograr que el proceso evolucione de forma deseada, por lo que todos los niveles
son esenciales. Sin embargo, cabe destacar que a diferencia de los controles de alto
nivel, como el control de tarea o el intérprete de comandos, la de�nición y estructura
del control de movimiento del robot depende, en gran medida, de las características
de la estructura mecánica de éste. Por ello, el ámbito de esta tesis se enfoca en este
nivel del controlador, esto es, en la de�nición de la estrategia de control adecuada
para permitir que el robot, en el ámbito de la tesis el robot paralelo �exible, se mueva
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según lo determinado por un nivel superior de control.

Adicionalmente, cabe destacar que las estrategias a implementar a nivel de control
de movimiento pueden ser varias en función del tipo de tarea que el robot vaya
a realizar. De este modo, se habla de Control de Posición, cuando las variables a
controlar están asociadas a la posición del robot; Control de Fuerza, cuando se desea
que el robot interaccione con el entorno aplicando fuerzas y pares determinados;
y Control Híbrido, en el que se combinan los dos anteriores. El contenido de esta
tesis se limita únicamente al Control en Posición, dado que las plataformas robóticas
paralelas tienen como principal campo de aplicación tareas de Pick-and-Place y tareas
de seguimiento de trayectoria. De hecho, uno de los mayores desafíos actuales en la
robótica �exible es el control de seguimiento de trayectorias del TCP, ya que se
deben compensar las deformaciones y vibraciones introducidas por la �exibilidad de
los elementos para poder satisfacer los requerimientos de precisión.

Por lo tanto, en adelante, a la hora de referirse al control de robots paralelos, ya
sea �exibles o rígidos, se estará haciendo referencia al nivel de control de movimiento
de la Figura 2.9 (bloque verde), que será implementado mediante un Control de
Posición. Para poder analizar la problemática especí�ca de este área, en este apartado
se realizará un breve análisis introductorio a las diferentes aproximaciones de control
que diversos autores han aplicado tanto a la robótica �exible en general, sección 2.3.1
como a la robótica paralela, sección 2.3.2.

2.3.1. Estrategias de control para robots �exibles

En el apartado anterior se ha descrito como el comportamiento dinámico de los
manipuladores �exibles está compuesto por la combinación de la dinámica debida
al cuerpo rígido y la dinámica debida a la �exibilidad del eslabón. Por lo tanto, las
estrategias de control de los manipuladores �exibles tienen como objetivo el control de
ambas dinámicas, es decir, satisfacer tanto la consigna de seguimiento de trayectoria
(dinámica debido al sólido rígido) como la eliminación de las vibraciones u oscilaciones
derivadas de la �exibilidad de los eslabones (dinámica debido a la �exibilidad).

Para lograr satisfacer estos objetivos en la literatura se pueden encontrar diversas
estrategias, las cuales se pueden agrupar en dos grandes categorías: las estrategias
basadas en técnicas de control pasivo y la estrategias basadas en técnicas de control
activo. Los controladores de una y otra categoría se diferencian, principalmente, por
la forma en que abordan la eliminación de las vibraciones. Mientras los controladores
englobados en la primera categoría hacen uso de las propiedades de absorción de los
materiales, los que se encuentran dentro de la segunda utilizan el principio de interfe-
rencia de ondas, es decir, generan de modo arti�cial interferencias para contrarrestar
las perturbaciones indeseadas del sistema debido a la �exibilidad de los eslabones y
así lograr reducir, o idealmente eliminar, las vibraciones del extremo del robot o TCP.

Sin embargo, dado el gran número de trabajos existentes en la literatura, espe-
cialmente de estrategias de control activo, esta división no resulta lo su�cientemente
selectiva para abordar cada tipo de controlador. Es por ello que, basándose en la
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naturaleza de cada uno de ellos, los métodos de control más utilizados han sido
clasi�cados siguiendo el esquema de la Figura 2.10.

Tipos de Controladores:

Control Pasivo.

Control Activo.

Control Feed-Forward o Prealimentado.

Control Feed-Back o Realimentado.

Control Clásico.

Control Basado en Modelo.

Control Inteligente.

Figura 2.10: Esquema de tipo de controladores.

A continuación se presentan cada uno de estos métodos, haciendo especial hin-
capié en la metodología y la perspectiva utilizada en cada uno de ellos, citando para
ello, los trabajos más representativos.

2.3.1.1. Control Pasivo

Como bien se ha dicho, los Controladores Pasivos (PTC) utiliza las propiedades
de amortiguamiento de ciertos materiales, como por ejemplo la viscoelasticidad, para
incrementar la absorción de las vibraciones debidas a la �exibilidad, ya que estos
materiales permiten modi�car parámetros físicos de los manipuladores �exibles. Su
fácil implementación hace que su uso sea simple a la vez que robusto ante cambios en
la dinámica del brazo. Sin embargo, en la literatura existente se ha demostrado que el
control pasivo, en solitario, no es su�ciente para hacer frente a las vibraciones debidas
a las deformaciones elásticas de los manipuladores �exibles [31]. Además, estudios
más recientes, [73], a�rman que este tipo de estrategias ralentizan el movimiento
de los eslabones, considerándose, en cierta medida, menos efectivos que los activos
[73]. Es por todo ello que esta técnica de control suele encontrarse combinada con
técnicas de Control Activo.

Muestra de ello es, por ejemplo, [134], donde se propone un controlador Propor-
cional Derivativo (PD) basado en el PTC para el control de un manipulador �exible de
un grado de libertad. Sin embargo, en dicho trabajo se aprecia como esta estrategia
es muy sensible a la fricción del sistema [134], siendo este su mayor inconveniente.
Para tratar de hacer frente a esta limitación, en [187] se presenta una mejora basada
en el estudio de la dinámica del brazo. En [172], por su parte, se propone un PTC
acompañado de dos lazos en cascada para el control de un manipulador �exible. El
lazo interior, compuesto por un controlador de posición, depende unicamente en la
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dinámica del motor, mientras que el lazo exterior se encarga de la eliminación de
vibraciones. Sin embargo, dicho trabajo experimenta con la alta sensibilidad a las
frecuencias bajas, lo que limita su implementación.

Pese a su simplicidad y robustez, la mayoría de los trabajos cientí�cos se han
decantado por la utilización de técnicas de control activo a la hora de enfrentarse a
las deformaciones de los manipuladores �exibles.

2.3.1.2. Control Activo

El Control Activo trata de eliminar las vibraciones modi�cando activamente las
consignas de los actuadores. De esta forma, se introducen modi�caciones en la con-
signa de movimiento de éstos, de forma que las nuevas consignas contrarrestan las
perturbaciones generadas por las deformaciones de los elementos �exibles.

Entre las diferentes estrategias existentes en la literatura actual, se puede observar
que el cálculo de dichas modi�caciones, y por consiguiente las nuevas consignas, se
realiza gracias a los datos obtenidos por: 1) la predicción de la respuesta del sistema
de�nida por el Modelo Dinámico Inverso, o 2) a partir de las medidas de los diferentes
sensores del sistema. Es por ello que, las estrategias activas pueden ser catalogadas
en función de esta característica. Por lo tanto, las estrategias de control que carecen
de datos realimentados, se denominan controladores Prealimentados (Feed-Forward
Controllers), mientras que las que se realimentan de la variable de salida se denominan
controladores realimentados o Feed-Back Controllers.

Controladores Feed-Forward
En las técnicas de Control Feed-Forward o Prealimentado aplicadas a la eliminación
de vibraciones de�nen la consigna de control considerando las propiedades físicas y
mecánicas del sistema, de forma que la respuesta de los modos de vibración domi-
nantes se reduzca o, idealmente, se elimine. Esta estrategia, por lo tanto, no requiere
del uso de ninguna realimentación sensorial para controlar las vibraciones, haciendo
de ésta una técnica más económica que aquellas estrategias realimentadas. Sin em-
bargo, los controladores Feed-Forward no son capaces de actuar ante perturbaciones,
incertidumbres del sistema o variaciones en la carga, ya que no tienen medios para
conocer el estado actual del sistema.

En la literatura, pese a no ser muchos, se pueden encontrar trabajos como [168],
donde se desarrolla un controlador Feed-Forward para minimizar las vibraciones re-
siduales de un manipulador de dos eslabones �exibles. En dicho trabajo, Park utiliza
una técnica de diseño de trayectorias donde se combinan las series de Fourier y las
funciones polinómicas. De esta forma, la trayectoria deseada es diseñada de forma
optimizada para conseguir una vibración residual mínima. En [4], por el contrario, se
utiliza un controlador prealimentado para el generador de trayectorias para un manipu-
lador �exible de dos grados de libertad bajo grandes deformaciones. En este trabajo,
la consigna de posición esta dividida en dos. Por un lado, el per�l de la consigna de
los ángulos de las articulaciones, la cual se de�ne mediante funciones de segmenta-
ción cúbica. Por el otro, el cálculo de la trayectoria ideal que minimiza las vibraciones
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en el TCP, el cual es calculado mediante técnicas de optimización por enjambre de
partículas. Otros autores, por su parte, proponen controladores Feed-Forward para
la de�nición de métodos de plani�cación de trayectorias aplicados al control de se-
guimiento de un robot �exible. Prueba de ello es [45], donde hacen uso de técnicas
basadas en las dinámicas singularmente perturbadas para gobernar un manipulador
�exible de un solo grado de libertad.

Controladores Feed-Back
La gran mayoría de los trabajos que abordan esta problemática utilizan sensores y/o
estimadores de estados para conocer la deformación en cada instante, y de esa forma,
tratar de reducir las vibraciones del sistema. Este tipo de controladores están dise-
ñados para ser robustos ante cierto grado de incertidumbre en el modelo así como
ante perturbaciones externas. Su robustez ha hecho de estas técnicas las grandes
dominadoras a lo largo de la historia de la Teoría de Control.

A continuación se analizaran los controladores Feed-Forward clasi�cándolos en
función de los tres periodos.

Estrategías de Control Clásico: En la actualidad, pese a lo antiguo de las téc-
nicas del Control Clásico, siguen siendo estrategias muy utilizadas en todo tipo de
aplicaciones industriales, gracias a sus buenos resultados a la vez que su facilidad a
la hora de ser implementados. Por lo tanto, también han sido muy utilizadas en los
manipuladores robóticos, tanto rígidos como �exibles.

Este tipo de técnicas, como se ha detallado, vienen de�nidas por la realimenta-
ción sensórica de diferentes estados del sistema. Sin embargo, no todos los autores
realimentan los mismos estados, generando así diferentes estrategias de control.

La Realimentación de Posición Positiva (PPF) y la Realimentación de Posi-
ción Negativa (NPF), por ejemplo, son estrategias de control en donde se hace uso
de la deformación de los eslabones para reducir la vibración multi-modal de las vigas
poco amortiguadas [122]. Si bien, el método de realimentación de posición positiva
es bien conocida, la versión negativa, NPF, no ha sido tan utilizada en aplicaciones
de estructuras �exibles [122]. Estas estrategias, siendo estrategias de control activo,
destacan por ser capaces de adaptarse a pequeñas variaciones o incertidumbres del
modelo [238]. A su vez, tanto PPF como NPF son metodologías efectivas a la hora
de eliminar el modo de vibración de las estructuras �exibles sin que el movimiento
de referencia se vea afectado [181]. Sin embargo, para que esta cancelación de las
vibraciones sea exitosa, es necesario conocer con exactitud la frecuencia natural del
sistema o que ésta no varie con el tiempo [181], ya que la sintonización se hace
de forma que la frecuencia del compensador sea igual o lo más cercana posible a la
frecuencia natural del sistema.

Song et al. en [203] hace uso del control PPF para la eliminación de vibraciones
de una viga de aluminio cuyo movimiento se mide mediante sensores piezoeléctricos
y medidores de desplazamiento láseres. En [195] el control por realimentación de
posición positiva se utiliza para el control de giro y vibraciones de un manipulador
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�exible de un grado de libertad. En [181], por su parte, se combina un control de
realimentación mediante un acelerómetro con un controlador PPF para eliminar las
vibraciones de un manipulador de un eslabón con la articulación y el eslabón �exibles.
En dicho trabajo, Qiu utiliza la estrategia de control para eliminar las vibraciones
producidas tanto por el par del motor como por las perturbaciones externas, tales
como las derivadas de la carga. Orszulik et al., por su parte, propone en [164] un PPF
adaptativo para la eliminación de vibraciones de un manipulador �exible de un GDL
con una pareja de sensor/actuador piezoeléctricos. Además, esta propuesta actualiza
en Tiempo Real las dos primeras frecuencias naturales de la estructura mediante el uso
de un estimador de parámetros adaptativo basado en mínimos cuadrados recursivos, lo
que permite eliminar las vibraciones del TCP sin conocer de ante mano las frecuencias
naturales del sistema.

Otros autores, en cambio, son más partidarios de realimentar la velocidad de las
deformaciones. Así, el Control por Realimentación Lineal de Velocidad (LVF)
proporciona amortiguamiento efectivo al mismo tiempo que garantizan la estabilidad
del sistema en lazo cerrado debido al efecto spillover, [211]. Sin embargo, este tipo de
controladores requieren del uso de un diferenciador, algo que no es posible en sistemas
con un ancho de banda grande. Por otro lado, el controlador por Realimentación Lineal
de Velocidad genera un esfuerzo de control muy alto sobre todas las frecuencias del
ancho de banda, reduciendo la vida útil de los actuadores [211].

En la literatura, Sun et al. lo aplica a un manipulador de un único eslabón gober-
nado por un actuador piezoelectrico. En dicho trabajo, los autores demuestran que el
controlador LVF para transductores piezoeléctricos distribuidos es, condicionalmente
estable, ya que estos sólo pueden situarse en puntos donde la curvatura del eslabón
no inter�era con la dominio del transductor. Posteriormente, Gurses et al. en [94] ex-
tendió este trabajo, combinando la estrategia de�nida en [211] con un Proporcional
Derivativo (PD) para paliar los problemas de estabilidad expuestos en [211].

Del mismo modo, existen ciertos autores que se decantan por sensorizar la ace-
leración del extremo del elemento �exible. Esta estrategia de control, denominada
Control por Realimentación de la Aceleración del Extremo (EPAF) ha sido am-
pliamente utilizada en investigaciones de las últimas dos décadas debido a la buena
tasa de reducción de vibraciones de altas frecuencias. Sin embargo, ésta no está
teniendo tanto protagonismo en las aplicaciones de robótica �exible. Esto se debe,
principalmente, a que la realimentación de alta frecuencia introduce un alto retardo en
la fase del sistema en lazo cerrado, lo que di�culta su implementación experimental.

Muestra de ello es el trabajo [180] donde Qiu et al. diseñan un sensor de acce-
leración del extremo basado en el control realimentado proporcional para una viga
en voladizo con un actuador piezoeléctrico. En dicho trabajo, el autor compara la
estrategia desarrollada con el control deslizante, concluyendo que ambos métodos
eliminan las vibraciones. Sin embargo en la experimentación, el método deslizante
ofrecía mejores tasas de eliminación. Por su parte, en [9] se presenta una viga en vo-
ladizo inteligente cuyas vibraciones forzadas son eliminadas por un controlador EPAF.
En él, An et al. demuestra que considerando las perturbaciones externas el controlador
mejora su rendimiento.
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Pese a que existen autores que se decantan por simpli�car el número de sensores,
la gran mayoría de los trabajos existentes dentro de las estrategias de Control Clásico
apuestan por realimentar tanto la posición, como la velocidad y/o la aceleración del
elemento �exible para evaluar el error respecto a la referencia deseada. Esta estra-
tegia, denominada Control Proporcional Integrativo Derivativo (PID), es la más
extendida, tanto por su simplicidad estructural como por su �abilidad y aplicabilidad
en la gran mayoría de las aplicaciones existentes [129].

En el ámbito de la robótica �exible, también ha sido una técnica ampliamente
extendida. En [129], por ejemplo, se desarrolla un PID basado en H�1 para el
control de posición del TCP en un manipulador �exible de un grado de libertad.
Sin embargo, esta estrategia requiere de un controlador H-1 de, al menos, mismo
orden que el sistema a controlar, requiriendo de una alta carga computacional lo que
di�culta su implementación en aplicaciones de Tiempo Real. Es por ello que en [129]
se presenta un controlador H-1 de orden reducido donde las frecuencias altas no
están contempladas y son tratadas como incertidumbres del sistema. Por otro lado,
en [230] se presenta un controlador PID con Realimentación Directa del Esfuerzo
(DSF) para un manipulador de un solo grado de libertad. En este trabajo, Tumari et
al. comparan los resultados obtenidos con un PID con y sin Realimentación Directa
del Esfuerzo, resaltando los resultados obtenidos con la estrategia presentada reducen
mejor el error en el régimen continuo en comparación con el algoritmo sin DSF.

Si bien la realimentación de la posición, velocidad y/o aceleración de los elementos
�exibles parecen la información más relevante a la hora de minimizar las vibraciones,
éstas no suelen ser fáciles de medir directamente. Sin embargo, se ha demostrado
que el esfuerzo al que está sometido la barra es directamente proporcional a la defor-
mación que sufre el elemento. Es por ello, que apoyados en esta propiedad mecanica,
ciertos autores han utizado el Control por Realimentación Directa del Esfuerzo
(DSF), utilizando la información del esfuerzo a lo largo de este para controlar la
deformación del eslabón. Esta estrategia de control, la cual esta basada en el uso de
galgas extensiométricas, se caracteriza por ser simple de implementar a la vez que
precisa e insensible ante cambios en la carga. Sin embargo, el hecho de utilizar galgas
como sensor de medida, hacen que sea una estrategia altamente sensible al ruido.

En los últimos años, estos trabajos se han centrado principalmente en fusionar esta
técnica con otras para mejorar las prestaciones del controlador. En [71] se propone
una estrategia de control utilizando galgas extensiométricas para gobernar un brazo
robótico �exible de un eslabón expuesto a cargas variables. El controlador presentado
consiste en dos lazos en cascada donde el lazo interno controla la dinámica del motor
mediante un controlador PD, mientras que el lazo externo controla la trayectoria
del TCP cancelando sus vibraciones gracias a las medidas de deformación obtenidas
mediante las galgas extensiométricas situadas en la base del eslabón �exible. En dicho
trabajo, Feliu et al. demuestran la robustez del controlador ante variaciones de carga,
así como ante errores de estimación de parámetros.

Otros autores emplean el Control Repetitivo (Repetitive control) tratando de
garantizar que el error de seguimiento sea cero en el régimen estacionario ante re-
ferencias periódicas, anulando, para ello, cualquier perturbación periódica existente.
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Para ello, utiliza los datos de error anteriores para modi�car las consignas futuras. Sin
embargo, aún siendo un controlador simple y fácil de sintonizar, no es capaz de adap-
tarse a las variaciones de carga del manipulador, algo imprescindible en aplicaciones
de robótica.

Green y Sasiadek presentan en [87] un controlador que combina el Control Repe-
titivo y la Lógica Borrosa para controlar un manipulador de dos eslabones �exibles, el
cual repite iterativamente la trayectoria de control hasta que los efectos de la �exibi-
lidad se cancelan. Para evitar la necesidad de repetir iterativamente las trayectorias,
en [73] se presenta un sistema de control para un único eslabón �exible basado en
Control Repetitivo pero que cancela las vibraciones después de la ejecución de cada
movimiento. El sistema presentado esta compuesto por dos subsistemas: el primero
de ellos, está sintonizado para garantizar la estabilidad y la rápida respuesta del extre-
mo. El segundo, en el cual se encuentra el control repetitivo, se encarga de cancelar
las vibraciones de alto orden en el régimen estacionario.

Del mismo modo, el Control Resonante Integral (IRC) utiliza la respuesta fre-
cuencial como herramienta para minimazar las vibraciones de los eslabones �exibles.
El IRC es esencialmente un sistema de control clásico integral con retroalimentación
positiva y pérdidas [152] cuyos polos del sistema se alejan del eje imaginario mediante
el incremento la ganancia integral. El impacto que logra sobre los primeros modos de
vibración del sistema y su relativa simplicidad de implementación en comparación con
los sistemas de control moderno, destacan como sus grandes virtudes. Sin embargo,
también presenta una buena controlabilidad sobre múltiples modos de vibración, per-
mitiendo conseguir respuestas más rápidas y una mayor estabilidad en el sistema. Para
lograr esta respuesta, el controlador debe ser sintonizado de forma que se aproxime
a un diferenciador de un ancho de banda estrecho, situado sobre la frecuencias de re-
sonancia de la estructura [140]. Es por ello que este controlador ha sido propuesto en
la última década como una alternativa sencilla, económica y e�ciente para el control
de vibraciones en sistemas �exibles. Sin embargo, la di�cultad de sintonización es el
mayor de sus handicap, ya que no existen métodos su�cientemente estandarizados.

Precisamente este último trabajo, [140], declara ser el primer trabajo donde se
implementa el controlador Resonante Integral en un manipulador �exible de un esla-
bón. En él se presenta una estrategia donde se amortiguan los modos de resonancia
mediante la realimentación del angulo de la articulación. Esta estrategia se presenta
como un algoritmo compuesto por dos lazos: el interior implementa el controlador
de resonancia donde se eliminan las vibraciones debidas a la a �exibilidad del esla-
bón. El lazo exterior, por el contrario, utiliza un controlador integral para controlar
la posición del extremo del eslabón mediante la medición de la deformación y angulo
del dicho punto. Pereira et al. en [171], por ejemplo, hace uso de las ventajas en la
metodología del control pasivo implementado en [172], el cual lo combina con un
controlador IRC logrando atenuar los problemas de estabilidad existentes. Posterior-
mente, en [170], también utilizan el Control Resonante Integral para gobernar un
manipulador �exible de un grado de libertad. Sin embargo, los autores proponen un
lazo interior para robustecer el angulo de la articulación ante la fricción, y un lazo
exterior donde, utilizando un controlador IRC, se amortiguan las vibraciones debidas
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a dinámicas no modeladas.

Otra vertiente, aunque poco extendida, es la modelar ciertos sistemas, entre ellos
los robots �exibles, mediante ecuaciones diferenciales fraccionarias con derivadas de
orden no entero. Por lo tanto, el uso de estas ecuaciones implican el uso de Controla-
dores de Orden Fraccionario (FOC): Este tipo de controladores son especialmente
atractivos ya que mejoran las propiedades de robustez gracias a que las respuestas
de frecuencia de los sistemas basados en este tipo de estrategias disfrutan de marge-
nes de fase constantes, incluso en aplicaciones con cargas variables y perturbaciones
[153].

En [153] Monje et al. implementa sobre un manipulador �exible de carga varia-
ble un controlador Derivativo de Orden Fraccionario. Dicho controlador se presenta
modi�cado para asemejarlo a la estructura de un controlador Integrador de Orden
Fraccionario. Para su implementación, los autores de�nen una estrategia basada en
tres lazos de control anidados. En el lazo interior se controla la posición del motor
mediante un PD tradicional, en el lazo intermedio se reduce el orden del sistema a un
doble integrador y por último, en el lazo externo se utiliza un controlador Derivativo
de Orden Fraccionario para desacoplar el sobrepasamiento y la variación de la carga.

Otra estrategia empleada en manipuladores �exibles que sigue la pauta de �divide
y vencerás� es la del Control mediante Doble Escala de Tiempo (TTS). Esta
estrategia divide la respuesta dinámica del sistema en dos lazos concatenados, dando
a cada uno de ellos un objetivo a controlar, por un lado el control del solido rígido,
asociado a una dinámica lenta, y por el otro el control de las oscilaciones debidas a
la �exibilidad de los eslabones, asociada a dinámicas más rápidas.

Basándose en este principio, Bascetta y Rocco en [20] presentan un controlador
de Doble Escala de Tiempo para gobernar un manipulador �exible de un grado de
libertad sensorizado con una cámara en el TCP. Para ello, el lazo rápido se encarga de
estabilizar las oscilaciones dinámicas debidas a la �exibilidad mediante el uso de galgas,
mientras que el lazo lento utiliza las imágenes obtenidas por la cámara para garantizar
que se alcanza la posición de referencia. En [240], al igual que en el trabajo anterior,
también se realiza un seguimiento de trayectoria mediante el uso de Control TTS en
una viga �exible. Sin embargo, en [240] implementan un controlador LQR para el lazo
lento y un control deslizante modi�cado para el lazo rápido. Estos controladores se
han validado tanto para entradas de tipo escalón como para tipo rampa, concluyendo
que el controlador es capaz de seguir sin oscilaciones a una referencia de tipo rampa,
y con oscilaciones mínimas en el régimen permanente para el caso de la entrada
escalón.

Controladores basados en Modelo: Después de la segunda guerra mundial se desa-
rrollaron nuevas estrategias de control, las cuales estaban fundamentadas en el cálculo
matricial, de�niendo así una nueva era, denominada la Teoría de Control Moderna.

Gracias al calculo matricial, las nuevas técnicas de control permitieron introducir
el Modelo Dinámico Inverso dentro de la ley de control, naciendo así los Controla-
dores Avanzados Basados en Modelo. Estas técnicas han resultado muy útiles en
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aquellas aplicaciones donde las diferentes entradas del sistema están dinámicamente
acopladas, como es el caso de los manipuladores robóticos.

Una de las estrategias basadas en modelo más utilizadas en la robótica es el
Control por Par Computado (CTC). Esta estrategia de control utiliza el modelo
dinámico inverso del manipulador para compensar la dinámica no lineal del sistema.
Además, esta compensación se realiza en un bucle de realimentación, lo que permite
linealizar y desacoplar la dinámica resultante. Estos atributos, pese al incremento
del coste computacional, han hecho que su uso se haya extendido a todo tipo de
manipuladores, entre lo que se encuentran aquellos con eslabones �exibles.

En [57] se estudia la estabilidad del CTC en los robots �exibles en función de la
variable de salida. Dicho estudio es aplicado en un manipulador de un solo elemento
basado en un modelo lagrangiano no lineal, del cual se concluye que: a) si la variable de
salida está de�nida por la posición articular, la dinámica asociada será asintóticamente
estable en forma local, y por consiguiente, la solución de la dinámica interna está
acotada [114, pág 219, lema 5.4] y b) si la variable de salida esta de�nida por la
posición del TCP, la estabilidad de la dinámica interna en el punto de equilibrio no
esta asegurada, pudiendo desestabilizar la dinámica interna debido a acciones de
control fuera de los limites acotados (�nite time escape phenomenon).

Por esta razón, el Control de Par Computado se ha utilizado, principalmente, pa-
ra el problema de control de seguimiento de trayectoria realimentando la posición y
velocidad angular de las articulaciones activas. Sin embargo, de esta manera las os-
cilaciones del extremo del eslabón no están directamente representadas. Para hacer
frente a este problema, una solución consiste en incluir la velocidad lineal elástica
a la ley de control anterior [201]. De esta manera se amortiguan e�cientemente las
oscilaciones del extremo del eslabón, a costa de perder precisión en el seguimiento
de trayectoria. Por otro lado, a la hora de calcular el modelo inverso se requieren
medir y/o estimar las coordenadas de elasticidad. Para ello algunos autores utilizan
galgas u observadores [15], sin embargo, la estimación de dichas coordenadas puede
resultar computacionalmente muy costosa, por ello en [55] se propone implementar
la dinámica �exible en el calculo �o�-line� asociado con la trayectoria deseada. Pos-
teriormente estos pares son comparados con la señal realimentada y a partir de dicho
error se calcula la ley de control �nal.

En esta misma línea (de utilizar las trayectorias para predi�nir el comportamiento
del manipulador), se puede hablar del Control Predictivo. Algunos investigadores
han utilizado estrategias predictivas clásicas (no óptimas) [112, 215] para el control
de vibraciones de manipuladores �exibles, mientras que otros se han decantado por
estrategias predictivas modernas basadas en la optimización [106], denominas Con-
trol Predictivo basado en Modelo (MPC) [106, 154, 190]. El MPC utiliza el modelo
del sistema para predecir su comportamiento en el futuro y, en función de este com-
portamiento, calcular la señal de control que minimiza tanto el esfuerzo de control
como el error de trayectoria. Esta estrategia de control permite, además, la inclusión
explícita de restricciones, retardos y/o no linealidades en éste proceso de minimiza-
ción [138, 213, 41], lo que lo convierte en una aproximación con un gran potencial
para su aplicación a sistemas reales, dado que considera las propias limitaciones del
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sistema.
Dado el potencial que ofrece el control predictivo, y el MPC en especial, algunos

autores han aplicado esta estrategia a los robots �exibles. Entre ellos destaca el traba-
jo de Abdolvand y Fatehi en [3]. En este trabajo se presenta un controlador predictivo
multivariable para la eliminación de las vibraciones de un manipulador �exibles con
actuador piezoelectrico. Abdolvand y Fatehi combinan el Principio de Euler Lagrange
y el Método de Elementos Finitos para de�nir la dinámica del sistema para, posterior-
mente, analizar la fuerza aplicada sobre la estructura calculando su in�uencia en el
actuador. En [14], por su parte, se propone un controlador MPC multivariable asocia-
do a un �ltro de Kalman para el control de vibraciones de un manipulador �exible de
un solo elemento. En dicho trabajo, no sólo validan los resultados obtenidos sino que
remarcan la importancia de predecir la vibración del eslabón teniendo en cuenta las no
linealidades del sistema. En [236], por el contrario, obtienen un Modelo Predictivo li-
neal simpli�cado a partir de la dinámica de un manipulador �exible. La linealización de
dicho modelo permite a los autores utilizar dicho modelo en aplicaciones de Tiempo
Real aplicadas a manipuladores �exibles de un grado de libertad.

Dentro de la literatura de la Teoría de Control existe un enfoque diferente, el cual
se basa en encontrar una ley de control que minimice la suma de los esfuerzos de
control y las desviaciones de la señal de salida de su valor deseado. Este problema se
conoce como el de Control Óptimo. Entre los controladores óptimos uno de los más
utilizados es el Regulador Lineal Cuadrático, más conocido por el acrónimo LQR.
El control LQR, es un método de control óptimo con el cual se asegura la estabilidad
de un sistema en lazo cerrado a través de ganancias de realimentación. Este método
busca minimizar una función de coste, la cual, se puede de�nir como el sumatorio de
desviaciones de los valores reales medidos respecto a los deseados; de esta manera,
lo que se pretende es encontrar aquellas ganancias del controlador que minimizan las
desviaciones no deseadas. Sin embargo, estas estrategias de control son altamente
dependientes del modelo, por lo que no son muy robustas ante errores de modelado
[140].

Pese a ello, los controladores LQR han sido utilizados satisfactoriamente para la
eliminación de vibraciones en los manipuladores �exibles. Entre los diferentes trabajos
existentes en la literatura se pueden encontrar tanto soluciones basadas en estima-
dores del tipo �ltro de Kalman [61] como soluciones donde se combinan con otras
estrategias, como, por ejemplo, con modos deslizantes [68] o con PID [5], por citar
algunos. En la misma linea, tanto en [7] como en [8], se presentan sendas compara-
tivas entre la estrategia de control LQR en combinación con PID y la estrategia de
control LQR con Control Prealimentado. En dichos trabajos, ambos controladores
híbridos han sido sintonizados para controlar las vibraciones del TCP de un manipu-
lador �exible de un solo grado de libertad. A partir de los resultados presentados por
Ahmad, se concluye que, en la eliminación de vibraciones en el TCP, la estrategia
LQR con Control Prealimentado presenta mejores resultados que la estrategia híbri-
da LQR+PID, pese a que esta última tiene una velocidad de respuesta ligeramente
inferior.

Del mismo modo, dentro de la robótica, aunque menos extendida, existe otra
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estrategia de Control Óptima muy utilizada, denominada Control de Plani�cación
Óptima de Trayectorias (OTPC). Este controlador está compuesto por un sistema
de ecuaciones diferenciales que de�nen las trayectorias de las variables de control
con el objetivo de minimizar las vibraciones debidas a la �exibilidad de los eslabones.
Es por ello que el OTPC es una estrategia realmente poderosa siempre y cuando se
de�na adecuadamente tanto la acción de medida como el modelo.

Heidari et al., por ejemplo, aplica en [100] el OTPC para el control punto a punto
de un manipulador �exible de un grado de libertad optimizando su trayectoria para
minimizar las vibraciones. Para ello, a la hora de de�nir las condiciones de optmización,
los autores hacen uso del principio de minimización de Pontryagin.

Uno de los factores más importantes a la hora de implementar controles multi-
articulares como el CTC, MPC... es la obtención del modelo dinámico. En general,
obtener un modelo dinámico preciso es una tarea compleja tanto en el proceso de
cálculo como en el de identi�cación de parámetros. En muchas ocasiones, los mode-
los se simpli�can, dejando de lado fenómenos físicos difíciles de identi�car. Esto hace
que en la práctica, el modelo dinámico que implementan las estrategias de control
presenten ciertas incertidumbres, lo que supone un decremento en la e�ciencia de los
controladores.

Las técnicas de Control Adaptativo se presentan como una solución a esta pro-
blemática. Este tipo de control permite estimar en linea los valores reales de los
parámetros dinámicos que componen el modelo del robot, pudiendo corregir valo-
res erróneamente identi�cados o identi�car aquellos que son desconocidos. Para ello
los parámetros del robot a identi�car han de estar considerados explícitamente en el
modelo, esto es, han de ser incertidumbres estructuradas.

Con el �n de realizar la adaptación de los parámetros del modelo hacia sus valores
reales, las estrategias de control adaptativo requieren el cálculo de una matriz de
regresión. Esta matriz se obtiene manipulando el modelo dinámico del robot con
el �n de obtener una expresión lineal respecto a los parámetros del sistema que
posteriormente se someterán al proceso de adaptación

Con todo ello, el Control Adaptativo ha sido ampliamente utilizado en aplicacio-
nes de robótica �exible. En [60], por ejemplo, se presenta el diseño de un control
optimo no lineal con modelo adaptativo interno para un manipulador de dos grados
de libertad. El modelo interno se sintoniza adaptándose a las perturbaciones sin per-
der por ello robustez en la estabilidad. Ma y Ghasemi-Nejhad, por su parte, proponen
una comparación en [137] entre el Control Adaptativo de Lógica Fuzzy (AFLC) y
un Control Adaptativo del Espacio Modal Independiente (IMSAC) para el control de
movimiento de un manipulador de un grado de libertad gobernado por actuadores
piezoeléctricos con zona muerta. En dicho trabajo, ambas estrategias se componen
de dos lazos de control, un lazo exterior donde se implementa un control de posición
y un lazo interior con un controlador para la eliminación de las vibraciones. A partir
de los resultados obtenidos en [137], se concluye que la estrategia basada en AFLC
reduce el efecto de la zona muerta, minimizando así el error de posición en régimen
permanente. El IMSAC, por el contrario, aumenta el amortiguamiento por diez en
los dos modos del manipulador eliminando así las vibraciones. En [209], por su parte,
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se propone un controlador adaptativo neurofuzzy para manipuladores robóticos de
dos grados de libertad, permitiendo tener una mejor sintonización de los parámetros
adaptativos. Sin embargo, esta estrategia requiere, para su uso en entrenamientos
o�ine, de datos obtenidos previamente de la relación entre la entrada y la salida del
sistema. En los mismos términos, en [177] se implementa un control adaptativo con
capacidad de aprendizaje para el control de trayectoria de un manipulador de dos gra-
dos de libertad sujeto a cargas variables, ofreciendo mejores resultados que el control
adaptativo directo no lineal o que el AFLC.

Otra de las alternativas existentes para afrontar el problema de la incertidumbre
en el modelado es la utilización del Control Robusto. Estos controladores presentan
un enfoque diferente al de los controladores adaptativos. Mientras que éstos últimos
utilizan algoritmos de adaptación que reducen paulatinamente las incertidumbres del
modelo, las técnicas de control robusto utilizan el modelo con incertidumbres y fuerzan
al sistema a cumplir ciertas especi�caciones a pesar de dichas incertidumbres.

Aprovechando esta cualidad, este controlador también ha sido ampliamente utili-
zado en la robótica �exible. En [52], por ejemplo, se presenta un controlador Robusto
para el control de manipuladores �exibles con cargas variables, parámetros de mode-
lado cambiantes e incertidumbres de modelado. Para asegurar la robustez, los autores
apuestan por un controlador H�1 cuya solución solución optima se obtiene mediante
técnicas de Algoritmos Genéticos.

Técnicas de Control Inteligente Las estrategias analizadas hasta ahora, tratan
la información desde un nivel numérico, es decir, mediante el uso de ecuaciones
matemáticas deterministas sin hacer una interpretación cognitiva de la información.
Eso hace, sin embargo, que en ciertas ocasiones se requiera la supervisión de un ser
humano. Ante este escenario, la Teoría de Control se ha aliado con las técnicas de
Inteligencia Arti�cial para de�nir una nueva generación de controladores, denominada
Control Inteligente. Este termino se utiliza para hacer referencia a un control en el
que las actividades con cierto grado de abstracción tienen especial importancia. Esto
permite a las estrategias de control resolver problemas inabordables por los métodos
anteriormente citados, ya sea por su complejidad o por el desconocimiento del proceso.

En control de manipuladores �exibles, como problema de control complejo que
es, no ha sido indiferente a la emersión de los Controladores Inteligentes. Entre las
aplicaciones más destacadas de la literatura se pueden encontrar trabajos donde se
utilizan Redes Neuronales Arti�ciales y Controladores por Lógica Fuzzy o borrosa.

Las Redes Neuronales Arti�ciales (ANN): son un modelo computacional basado
en un gran conjunto de unidades neuronales simples (neuronas arti�ciales), de forma
aproximadamente análoga al comportamiento observado en los axones de las neuronas
en los cerebros biológicos. Esto les hace ser un método relativamente rápido para
modelar sistemas y/o desarrollar controladores sin tener ningún conocimiento de la
dinámica del sistema, necesitando únicamente información de la relación entre las
entradas y las salidas del sistema, datos que se utilizan para el entrenamiento de dicha
red. Por lo tanto, las redes neuronales se presentan como una poderosa herramienta
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para de�nir sistemas dinámicos complejos o desconocidos. Sin embargo, este método
requiere de un periodo de aprendizaje que cuyos costes en términos de tiempo y
computación son muy altos.

Entre los trabajos existentes se encuentra [119], donde se aplican las Redes Neu-
ronales Arti�ciales para el control de un manipulador �exible de un grado de libertad
utilizando estrategias de dinámica inversa. Para el entrenamiento de la ANN, esta es-
trategia se nutre de las señales realimentadas del error, por lo que este se ejecuta del
mismo modo que un controlador feedforward. En [210], por el contrario, se presenta
un escenario de control híbrido en el que se utiliza un controlador neuro H�1 con
perturbación singular para el control de un manipulador con eslabones y articulaciones
�exibles. Dicha estrategia esta compuesta por una Red Neuronal Arti�cial encargada
de controlar el subsistema de dinámica lenta mientras que el control H�1 controla
el subsistema de las vibraciones. Uno de los problemas reportados en la literatura a
la hora de entrenar una ANN no lineal MIMO (Multi Entrada Multi Salida) es que
si la región de entrada es demasiado grande, el tiempo de entrenamiento se incre-
menta signi�cativamente y los resultados de entrenamiento no son lo su�cientemente
buenos. Es por ello que, De Almeida Neto et al. en [54] con�rma la posibilidad de
utilizar múltiples ANN para el control de posición del TCP de un manipulador �exibles
mejorando los resultados de entrenamiento.

Mientras las Redes Neuronales Arti�ciales son capaces de tomar decisiones a partir
del conocimiento adquirido en los entrenamientos, el Control por Lógica Fuzzy utiliza
la experiencia del ser humano para generar un razonamiento que permite la toma de
decisiones mediante la formulación de reglas. Es por ello que, tanto para de�nir las
variables de control como para formular las reglas que calcularan la ley de control en
cada instante, se requiere del conocimiento del proceso. Es por ello, esta estrategia ha
sido utilizada en diferentes aplicaciones de control de manipuladores �exibles, como
por ejemplo en [32]. Sin embargo, para evitar este problema, en numerosas ocasiones
se utiliza la Lógica Fuzzy en combinación con estrategias adaptativas, denominadas
Controlador de Lógica Borrosa Adaptativa (AFLC). Éstas, se caracterizan, o bien
por modi�car las reglas formuladas o bien por ir cambiando el controlador Fuzzy en
función de las necesidades.

En [131] por ejemplo, se propone un control basado en la Lógica Fuzzy con
capacidad de aprendizaje para el control de seguimiento y eliminación de vibraciones
en un manipulador �exible de un GDL. En este trabajo, la ley de control de la Lógica
Fuzzy con aprendizaje se alimenta del error del ciclo anterior mediante una estructura
feedforward a un controlador PD. Otros autores, por el contrario, se inclinan más por
las ventajas de la combinación de la Lógica Fuzzy con las Redes Neuronales tales como
[218] que utiliza el control neurofuzzy adaptativo para el control de manipuladores
�exibles.

El análisis de la literatura de los controladores utilizados en la robótica �exible ha
demostrado que, pese a ser numerosos los trabajos donde se aborda el control de los
manipuladores �exibles, la gran mayoría de estos están orientados a manipuladores
de un solo eslabón. Pese a ser cierto que en los manipuladores de un eslabón �exible
permiten conocer la problemática existente en el modelado y control de manipula-
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dores �exibles, los manipuladores de múltiples eslabones lidian con una complejidad
mucho mayor debida, principalmente, a tres razones: a) al movimiento de los esla-
bones debido a la �exibilidad, b) la dependencia geométrica de la dinámica y c) el
alto número de GDL del modelo. Por lo tanto, desde éste punto de vista, se pueden
diferenciar dos categorías: 1) los manipuladores de un solo eslabón, los cuales pueden
ser modelados de forma precisa mediante técnicas basadas en dinámicas lineales, y 2)
los manipuladores de múltiples eslabones, los cuales requieren modelos más precisos
donde se tienen en cuenta las no lineales que rigen sus respectivas dinámicas. Es por
ello que, por lo general, el problema de control de manipuladores �exibles de un grado
de libertad bajo deformaciones pequeñas está, para la mayoría de los casos, resuelto.
Por el contrario, en el caso general donde se lidia con manipuladores de múltiples
eslabones, su control está aún por resolver debido a su complejidad.

2.3.2. Estrategias de control para robots paralelos

Ante la falta de trabajos que aborden los manipuladores �exibles con múltiples
eslabones, y en especial manipuladores paralelos, en la presente sección se aborda
una síntesis de los antecedentes bibliográ�cos en el ámbito del control en los robots
paralelos rígidos, para, posteriormente, estudiar su posible adaptación a sus homólogos
�exibles. Sin embargo, tal y como sucede en la dinámica, el control de posición de
la robótica paralela rígida es un campo mucho menos explorado que el de la robótica
serie, donde existe una gran bibliografía, incluyendo numerosos libros que resumen las
principales aportaciones en este campo [10, 17, 50, 117, 163, 228].

En primer lugar, se debe destacar que, pese al creciente interés en la última
década, el control de la robótica paralela no se ha abordado tanto como el control de
su homologo serie. Esta escasez de trabajos en el área de control de robots paralelos,
tanto rígidos como �exibles, tiene su origen en tres principales causas o factores. El
primero de ellos está relacionado con la propia comunidad investigadora, compuesta en
su mayor parte por investigadores del área de la mecánica y el análisis de estructuras,
que, evidentemente, han abordado las áreas puramente mecánicas de la robótica,
como la cinemática, la dinámica, la síntesis y el análisis en detrimento de otras como
el control. Esta tendencia se ha reducido en los últimos años, con la introducción de
investigadores de otras disciplinas, como la automática y la electrónica, abordando
áreas como el control, menos explorada hasta la fecha.. Adicionalmente, cabe recordar
que aunque los robots paralelos son anteriores a los serie, la disciplina que los estudia
es relativamente reciente, de modo que, aunque los avances han sido notables, todavía
queda mucho por hacer en prácticamente todas las áreas.

El segundo factor está relacionado con la alta complejidad mecánica que presentan
los robots paralelos en general. Esta complejidad estructural deriva en una cinemática
compleja y, por extensión, de una dinámica compleja. Este factor conlleva, en la ma-
yoría de ocasiones, un coste computacional elevado del modelo dinámico del robot,
dado que para calcularlo, tal y como se ha visto en el sección anterior, se requiere
resolver las relaciones cinemáticas entre las diferentes variables del mecanismo. El
coste computacional del cálculo del modelo dinámico de robots paralelos ha supues-
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to un importante escollo a la hora de implementar y estudiar controles avanzados
en robótica paralela, de modo que muchos investigadores han preferido centrar sus
esfuerzos en estudiar formulaciones para el cálculo e�ciente del modelo dinámico y
cinemático, dejando de lado el ámbito de su implementación en una estrategia de
control.

Por último, el tercer factor se deriva de la errónea percepción que una parte
de la comunidad investigadora tiene respecto a los robots paralelos, considerándolos
una extensión de los serie, y trasladando las estrategias existentes para este tipo de
robots directamente a los robots paralelos sin considerar las características especí�cas
y singulares de estos mecanismos. Esto provoca que, tal y como detalla Merlet en
[148], los controladores importados de la robótica serie no permitan, en muchas
ocasiones, el obtener todo el potencial de los robots paralelos.

Debido a estos tres factores, se pueden encontrar pocos trabajos que traten espe-
cí�camente sobre el control de robots paralelos, y prácticamente ninguno que traten
sobre robots paralelos �exibles. En la mayoría de los casos, además, las estrategias
propuestas están directamente importadas de la robótica serie, pudiendo clasi�car-
las, al igual que sucede en estos últimos robots, en dos grandes grupos: aquellas
aproximaciones de control local, en el que cada articulación se controla de forma
independiente al resto, y las que presentan un enfoque multiarticular, en el que existe
un control centralizado que considera las relaciones entre todas las articulaciones. Es
más, existen numerosos trabajos que aunque aluden al término control, se enfocan en
la presentación de una determinada estructura mecánica cuyo control se implementa
mediante PIDs simples, con el único objetivo de demostrar las virtudes cinemáticas
o estructurales de dicha arquitectura.

2.3.2.1. Control Local o Monoarticular

El Control Local o Control Monoarticular es la aproximación más sencilla de con-
trol de un robot, dado que las estrategias que agrupa considerarán éste como un
conjunto de subsistemas desacoplados, asignando un lazo de control a cada una de
las articulaciones activas del robot. En robótica serie, éste tipo de control permite
que las articulaciones se puedan mover libremente independientemente del movimien-
to del resto. Este comportamiento, sin embargo, no es posible en robótica paralela,
dado que el movimiento de los elementos está limitado por las restricciones cinemá-
ticas que de�nen el mecanismo. Por lo tanto, en robótica paralela, la referencia de
posición del extremo, xd , de cualquier estrategia de control local siempre ha de tener
en cuenta la cinemática del robot, para garantizar el cumplimiento de las limitaciones
cinemáticas del mecanismo (véase la Figura 2.11 para el esquema general de un ro-
bot de n grados de libertad). Es por ello que, en algunos trabajos bibliográ�cos, esta
aproximación toma el nombre de control cinemático.

PID
Entre las técnicas de control local que se abordan en la literatura, la más sencilla es
la aplicación de un sencillo control PID por cada articulación del robot a controlar.
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Figura 2.11: Control Cinemático de Robots Paralelos de n GDL o genérico.

Este control está ampliamente extendido en la industria y su señal de control u se
calcula en base a la adición de un término proporcional (Kp, Kd , Ki) al error actual
del sistema (e), a la derivada de dicho error ( _e), es decir, su variación, y a su integral,
o el error acumulado, respectivamente:

u = Kp e +Kd _e +Ki

∫
e dt (2.6)

Debido a la sencillez de implementación de este controlador, el esquema de control
local basado en PIDs está ampliamente extendido, siendo utilizado muchas veces
como primera aproximación en el control de un robot paralelo, como es el caso de
[204] y [104], donde el principal objetivo no es el estudio del control y su rendimiento,
sino la validación y el análisis de la estructura mecánica propuesta, el Isoglide 3 y la
USP, respectivamente.

Adicionalmente, y aunque este esquema no es adecuado para aplicaciones que exi-
jan tanto velocidad como precisión, este control sí proporciona resultados aceptables
cuando la precisión no es un factor crítico. Este es el caso del control de platafor-
mas paralelas hidráulicas y neumáticas destinadas a manipular grandes cargas, entre
las que destaca la plataforma Gough-Stewart [130]. En este trabajo, Li y Salcudean
utilizan esta plataforma como simulador de movimientos, controlando cada actuador
hidráulico mediante un control proporcional simple y obteniendo errores del orden del
centímetro a la hora de transportar una carga de 140Kg.

De igual modo, en el trabajo presentado por Williams II y Joshi [237] se evalúa
el uso de actuadores neumáticos en un prototipo de robot 3-RPR. Los actuadores
son controlados mediante un control tipo PD, obteniendo errores considerados como
aceptables para los autores, aunque la magnitud de éstos no son especi�cados en el
artículo.

PD con Compensación de Gravedad
Aunque el control local basado en PID es una alternativa simple y rápida para mo-
ver cualquier tipo de robot, es evidente que su rendimiento de control es pobre en
aplicaciones de cierta velocidad y precisión, como las que se abordan en esta tesis.
La pérdida de rendimiento viene causada, en parte, por el efecto del acoplamiento
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entre articulaciones, que hace que el movimiento de cada elemento del robot provo-
que interferencias en el movimiento del resto. Por lo tanto, a la hora de diseñar el
control para una articulación i , se puede considerar que el movimiento del resto del
mecanismo es una perturbación que afecta a la salida de la articulación i a controlar.

Con el �n de reducir el efecto de esta perturbación y mejorar así el rendimiento
del controlador local, los autores han propuesto diversas alternativas, entre las que
destacan el PD con compensación de gravedad. En robots serie, es sabido que gran
parte de los errores estáticos de posicionamiento del TCP se deben a los términos
de gravedad. Con el �n de reducirlos o compensarlos, una técnica muy extendida es
la utilización de lazos locales de control basados en controladores PD a los que se
suma un término para compensar el término de gravedad G(q) del modelo dinámico
descrito en la Eq. 2.1.

+

Kp

+

Kv

+

+
Articulación i

G(s)

G(q)

qid

_qid

-

-

e

_e

u

Realimentación de posición

Realimentación de velocidad

qi

_qi

Figura 2.12: Control PD con compensación de gravedad.

De este modo, si el modelo es exacto, las fuerzas y pares debidos a la gravedad
son calculados y compensados por el término de gravedad del modelo, mientras que el
lazo de control local basado en PD se utiliza para realizar el seguimiento de trayectoria
y el rechazo de las perturbaciones debidas al resto de la dinámica del robot (Figura
2.12). Nótese que el cálculo del vector de gravedad G(q) es relativamente sencillo y
puede ser obtenido derivando la energía potencial del sistema.

Siendo una de las aproximaciones de control local más populares en robótica se-
rie, no es de extrañar que algunos autores hayan aplicado esta estrategia de control
a la robótica paralela. Yang et al. en [241], por ejemplo, lo aplican a una plataforma
Gough-Stewart electrohidráulica con el �n de mejorar el seguimiento de trayectoria y
reducir el error estático con respecto al control PID simple que se ha analizado en la
sección anterior. Los experimentos realizados con�rman que bajo las mismas condi-
ciones, el control PD con compensación de gravedad es capaz de reducir en un 50%
los errores de posicionamiento estático respecto a su homólogo sin compensación.
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La inclusión del término de compensación de gravedad calculado con la posición
actual del robot, tal y como sucede en el trabajo de Yang et al., requiere, sin embargo,
de la resolución de la cinemática directa del robot. Esto es debido a que, tal y como se
ha detallado en la sección 2.2, el vector de gravedad G(q) está de�nido, en general,
tanto en términos de las variables articulares del robot (activas y pasivas), como de
las variables de salida x . Por lo tanto, su cálculo requiere la utilización del modelo
cinemático que relaciona estas variables, cuya resolución requiere métodos iterativos.

Para evitar el sobrecoste computacional debido al cálculo del modelo cinemático
directo, una solución adoptada es la de calcular la compensación de gravedad uti-
lizando la trayectoria nominal, es decir, la de referencia, que es conocida a priori.
Esta aproximación es válida si el control está sintonizado para que los errores de
seguimiento de trayectoria sean reducidos y permite que la compensación sea calcu-
lada o�-line, reduciendo notablemente el coste computacional de la aproximación en
tiempo de ejecución.

Esta idea es recogida por Gunawardana y Ghorbel en [90] y Ghorbel et al. en
[80, 82] donde se aplica la estrategia de control PD con compensación de gravedad
precalculada en base al modelo dinámico obtenido en [81] para el robot 5R. El estudio
realizado por los autores se centra en validar el modelo dinámico obtenido mediante
la comparación de los resultados experimentales y de simulación. Por ello los autores
no ofrecen ninguna medida cuantitativa de la mejora que supone la utilización de este
esquema, dado que no se compara con ningún otro.

Otra aproximación interesante del control PD con compensación de gravedad es la
planteada por Su et al. en [207], en la que se aborda el problema de la sincronización
entre actuadores. Tal y como se ha detallado anteriormente, cuando se aplica control
de articulación independiente a un robot, el movimiento del resto de articulaciones
afecta al lazo local en forma de perturbación, generando errores. Para compensarlos,
los autores añaden al control PD de compensación de gravedad un término adicional
que penaliza los errores de sincronización. Este esquema demuestra mejorar los re-
sultados del PD con compensación de gravedad, reduciendo el error de seguimiento
máximo del orden de 0.5 a 0.3 mm.

2.3.2.2. Control Multiarticular

El control local ofrece una solución simple y rápida para aplicaciones en las que se
requiere un bajo coste computacional y baja precisión, sacri�cando así el rendimiento
de control en favor de una implementación más simple y rápida. Esta aproximación, sin
embargo, no es adecuada cuando se desea que el robot presente cierta precisión a la
hora de operar a alta velocidad, teniendo que optar por controladores más complejos.

El control multiarticular presenta un enfoque global en comparación al control
local. Esto es, mientras que en este último cada articulación se considera por separado
y el acoplamiento entre ellas se modeliza como una perturbación, las técnicas de
control multiarticular consideran el robot como un único ente, controlando todas las
articulaciones a la vez.

53



Capítulo 2. Estado del Arte

Este enfoque permite obtener mejores resultados, dado que se elimina la proble-
mática asociada al acoplamiento entre actuadores. Por ello estas estrategias resultan
idóneas para aquellas aplicaciones en las que se ha de combinar precisión y velocidad,
dado que los errores de seguimiento de trayectoria se pueden reducir notablemente
en comparación con las estrategias de control local.

Sin embargo, la mejora de rendimiento de control de los esquemas multiarticulares
es debida a la utilización del modelo dinámico del robot en el lazo de control. Esto in-
crementa notablemente el coste computacional de la estrategia de control, ya de por
si elevada; factor clave para su implementación en tiempo real. Es más, en robótica
paralela, la obtención de un modelo dinámico preciso es una tarea compleja (especial-
mente en la robótica paralela �exible), por lo que, en general, el modelo implementado
presentará errores, reduciendo la e�ciencia del controlador. Ambas problemáticas se
presentan como el mayor inconveniente que los ingenieros de control han de abordar
a la hora de implementar este tipo de control en los robots paralelos.

Al igual que sucede en el control local, muchas de las estrategias de control mul-
tiarticular propuestas en robótica paralela se basan en aquellas propuestas realizadas
anteriormente para robots serie. A continuación se presentarán algunas de las estra-
tegias más interesantes en éste área que han sido aplicadas a la robótica paralela.

Prealimentación no lineal
Una de las aproximaciones más simples que se pueden implementar utilizando el
modelo dinámico de un robot es la introducción de la dinámica inversa del robot en
un lazo de prealimentación o feedforward. Este lazo permite compensar la dinámica
del sistema (Figura 2.13), mientras que un lazo de realimentación, controlado por un
PID, corrige las desviaciones entre el modelo y la realidad, así como los efectos de
las posibles perturbaciones.
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Figura 2.13: Control de Prealimentación No Lineal.
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Tal y como se ha de�nido en la sección 2.2, la dinámica de un robot paralelo se
puede de�nir en forma compacta en términos de las variables articulares activas o
actuadas qa como,

� = D(x;q) �qa + h(x;q; _x; _q) (2.7)

donde � es el vector de fuerzas o pares a aplicar por los actuadores, D(q) es la matriz
de inercia, simétrica y positiva de�nida, y h( _q;q), agrupa los componentes no lineales
de fricción, gravedad, Coriolis y rigidez (para el caso de los robots �exibles). El modelo
está de�nido en función de las variables articulares del robot q, las coordenadas de
salida x y el subconjunto de coordenadas actuadas articulares qa 2 q.

Si se denota D̂(q) y ĥ( _q;q) a las matrices dinámicas estimadas que se implemen-
tarán en el lazo de prealimentación, la ley de control queda de�nida como,

� = D̂(xd ;qd) �qad + ĥ(xd ;qd ; _xd ; _qd) +Kp e+Kv _e (2.8)

donde e = qad � qa es el vector de errores de seguimiento de posiciones articulares y
_e = _qad � _qa el vector de errores de las velocidades articulares. El subíndice []d denota
la trayectoria deseada o de referencia de una variable o vector de variables.

Nótese que en este esquema de control la compensación de la dinámica se realiza
en base a las posiciones, velocidades y aceleraciones de referencia, de modo que
la compensación puede ser calculada a priori reduciendo signi�cativamente el coste
computacional de la estrategia de control.

Sin embargo, tal y como se demuestra en [113, Cap 12], la estabilidad de este
esquema de control se garantiza con ganancias grandes que hacen que los errores
de seguimiento sean su�cientemente pequeños. Es decir, si e y _e son muy peque-
ños, entonces las posiciones de referencia y las reales serán similares, de forma que
la mayor parte de la dinámica del robot se compensará. De no ser así, el lazo de
prealimentación no compensará correctamente la dinámica del robot (Eq. 2.7) y se
reducirá la efectividad del control. Este hecho es enfatizado por Paccot et al. en
[166], donde se añade que, en la práctica, este esquema no es aplicable a la robótica
paralela salvo en aplicaciones de baja velocidad. Por lo tanto, aunque permite un bajo
coste computacional, es difícil cumplir con las condiciones necesarias para lograr que
esta estrategia tenga un buen comportamiento a altas velocidades.

Estrategias similares a la planteada en la Figura 2.13 han sido aplicadas al control
de robots paralelos. Denkena et al., en [58] determinan que la inclusión del lazo de
prealimentación no lineal permite reducir hasta en un factor de 10 los errores máximos
de seguimiento articulares en el robot paralelo PaLiDA. Una conclusión similar es
obtenida por Zhu et al. [250], que a�rman poder obtener un error de seguimiento de
100 �m en el robot Tau utilizando esta técnica.

Una mejora de este esquema es la propuesta por Chin et al. en [44]. En este
trabajo se presenta una estrategia de control mixta que combina un esquema con
prealimentación multiarticular y un control de acoplamiento cruzado cross-coupling
que compensa las perturbaciones no compensadas por el lazo de prealimentación. Los
ensayos realizados demuestran que el esquema propuesto presenta hasta un 20% de
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reducción en el error de seguimiento de trayectoria en comparación con esquemas
monoarticulares sin prealimentación y el esquema de prealimentación multiarticular
clásico.

Control de Par Computado
El Control de Par Computado o Computed Torque Control (CTC) es una de las
estrategias de control multiarticular más utilizadas en los robots serie. Al igual que el
esquema de prealimentación no lineal, el CTC se basa en el modelo dinámico inverso
del robot para compensar la dinámica no lineal del sistema. Sin embargo, esta com-
pensación, a diferencia del esquema anterior, se realiza en un bucle de realimentación,
lo que permite, si el modelo es preciso, la linealización y desacoplo de la dinámica
resultante (Figura 2.14). Como contrapartida, sin embargo, el esquema propuesto
presenta un mayor coste computacional, dado que la compensación no puede ser
precalculada o�ine.
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Figura 2.14: Control de Par Computado (CTC).

Tal y como se ha detallado en el bloque dedicado a la dinámica, ésta toma la
forma descrita en la Eq. 2.7. En base a este modelo, es posible de�nir la ley de
control asociada al CTC [117, Sec 14.4.2] como,

� = D̂(x;q) u + ĥ(x;q; _x; _q) (2.9)

donde u = �qad +Kp e+Kv _e es la señal de control, e = qad �qa es el vector de errores
de sequimiento de las posiciones articulares, _e = _qad � _qa es el vector de errores de
las velocidades, Kp y Kv son las matrices de ganancias de posición y velocidad y D̂
y ĥ son la matriz de inercia y el vector de términos no lineales del modelo dinámico
estimado del robot.

Si se introduce la ley de control Eq. 2.9 en la ecuación dinámica del robot Eq. 2.7
se obtiene la respuesta dinámica del sistema controlado,
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D (x;q) �qa + h (x;q; _x; _q) = D̂ (x;q) u + ĥ (x;q; _x; _q) (2.10)

En el caso en el que el modelo dinámico del robot es perfecto se cumple que
D = D̂ y h = ĥ y si el robot no está en una posición singular la ecuación anterior se
reduce a,

u = �qa (2.11)

esto es, el sistema linealizado queda reducido a un sistema de n integradores dobles,
siendo n el número de grados de libertad del robot. Dado que u contiene un término
derivativo y otro proporcional, la dinámica de la planta linealizada resultante puede
ser modi�cada sintonizando adecuadamente las ganancias Kp y Kv .

Introduciendo la de�nición de u en Eq. 2.10 y operando, se obtiene la dinámica
asociada al error de seguimiento de trayectoria,

0 = �e+Kp e+Kv _e (2.12)

que es independientemente de la trayectoria y la dinámica del robot. Es más, la
ecuación Eq. 2.12 representa un sistema de segundo orden, cuya respuesta temporal
puede ser modi�cada variando las ganancias Kp y Kv . De este modo, es posible �jar
una respuesta temporal arbitraria dentro de las posibilidades del mecanismo.

Nótese, sin embargo, que en el caso general no será posible de�nir un modelo
perfecto. En ese caso, existirá una pequeña perturbación asociada a la diferencia entre
el modelo y la realidad, que el controlador PD implementado tendrá que rechazar. Si
el modelo es su�cientemente preciso, esta perturbación será mínima y el rendimiento
del controlador no se verá afectado.

Por lo tanto, en comparación con el esquema de prealimentación no lineal descrito
anteriormente, el CTC se presenta como un esquema más robusto y con mejores
prestaciones, tal y como demuestran analítica y experimentalmente Paccot et al. en
[166]. Para la realización de los experimentos se utiliza la plataforma Isoglide-4, en la
que se comparan los errores medios obtenidos a la hora de ejecutar una trayectoria de
referencia implementando un control local basado en PID, un esquema multiarticular
de prealimentación no lineal y el CTC. Los resultados muestran que el CTC reduce
el error de seguimiento de trayectoria como mínimo en un factor de 10, permitiendo
obtener errores máximos del orden de 100 �m incluso a altas velocidades.

Conclusiones similares se encuentran en diversos trabajos que comparan los es-
quemas de control local y el CTC para diversas plataformas, como es el caso de
Codourey [47] en la plataforma Delta, Yen y Lai [244] para el robotCPM y Callegari
et al. [36] para la plataforma 3-RCC. De igual modo, trabajos como el de Yang et
al. [243] demuestran experimentalmente la e�ciencia del CTC, obteniendo errores del
orden de �m en un robot 5R.

A pesar de que el CTC se presenta como una de las aproximaciones más popu-
lares en robótica, algunos autores han intentado mejorar sus capacidades mediante
diversas técnicas. Por ejemplo, en el trabajo de Yang et al. [242] se complementa el
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CTC tradicional con una red neuronal que modi�ca las ganancias del CTC de forma
adaptativa, con el �n de mejorar el seguimiento de trayectoria. La aproximación es
validada en un robot paralelo 5R, obteniendo un error de seguimiento de trayectoria
de cerca del 0.3% en el caso propuesto frente al 1% obtenido mediante un PID.
Shang y Cong [196], por otra parte, sustituyen el PD lineal que incorpora el CTC
por su variante no lineal, permitiendo reducir el error de tracking respecto al CTC
convencional en aproximadamente un 10%.

En resumen, se puede a�rmar que el CTC, siendo una de las técnicas de control
más populares en robótica serie, es una de las mejores alternativas de control para
robótica paralela, debido a su gran rendimiento en tareas que requieran alta velocidad
y precisión. Como contrapartida, sin embargo, cabe destacar el incremento en el coste
computacional que conlleva, así como la necesidad de un modelo dinámico preciso,
cuyo cálculo e identi�cación de parámetros no es una tarea trivial.

Control Predictivo
Sin embargo, otros autores han tratado de mejorar su rendimiento ayudándose para
ello del hecho de que la trayectoria deseada es conocida. Por lo tanto, estos auto-
res la han utilizado para predecir el comportamiento del robot, mediante el uso del
Control Predictivo. Según Camacho y Bordons, en [37, 38], el control predictivo es
un conjunto de métodos de control basados en modelo que permiten calcular una
señal de control óptima minimizando una función objetivo basada en la predicción del
comportamiento del sistema.

En esencia, el control predictivo utiliza el modelo del sistema para predecir su
comportamiento en el futuro y, en función de este comportamiento, calcula una señal
de control que minimiza tanto el esfuerzo de control como el error de trayectoria.
El control permite, además, la inclusión explícita de restricciones en éste proceso de
minimización, lo que lo convierte en una aproximación con un gran potencial para su
aplicación a sistemas reales, dado que considera las propias limitaciones del sistema.

Dado el potencial que ofrece el control predictivo, algunos autores han aplicado
esta estrategia a los robots paralelos. Entre ellos destacan los trabajos de Vivas y
Poignet [232, 234, 233], en los que se aplica el control predictivo funcional (PFC) al
robot paralelo H4. Para evitar trabajar con el modelo no lineal del robot, los autores
proponen linealizarlo y desacoplarlo utilizando el modelo dinámico inverso del robot
(Fig. 2.15), de forma similar a lo que se plantea en un esquema CTC. De este modo,
si el modelo es perfecto, el sistema resultante es un doble integrador. Utilizando la
realimentación de velocidad y posición, y sintonizando adecuadamente las ganancias
Kp y Kv , los autores obtienen una dinámica lineal equivalente a un sistema de segundo
orden.

Utilizando este modelo linealizado por realimentación, es posible aplicar las téc-
nicas de Control Predictivo Lineal, cuya resolución en ausencia de restricciones es
analítica. De este modo, se solventa el problema del coste computacional asociado al
control predictivo no lineal. Los autores comparan el esquema de control predictivo
con el CTC, obteniendo una reducción del 20% del error máximo [232, 234, 233].
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MPC +
IDM

�f f = D̂ �qad + ĥ

Robot
�qa = D�1(� � h)

Kp

Kv

� �
qad

Realimentación de posición

Realimentación de velocidad

qa

_qa

Figura 2.15: MPC y linealización meidante realimentación no lineal.

Duchaine y otros [65] proponen otra alternativa para reducir el coste computacio-
nal, basado en incluir explícitamente el modelo dinámico directo �q = D�1 (� � h) del
robot en la función de coste. Para evitar la utilización de algoritmos de integración
que permitan obtener la predicción de la posición q a partir del modelo del robot, se
considera que la aceleración es constante en todo el horizonte de predicción, de mo-
do que se pueden aplicar las leyes del movimiento uniformemente acelerado. De igual
manera, los autores consideran que los términos no lineales del modelo h permanecen
constantes durante el horizonte de predicción, lo que permite obtener una función de
costo que es lineal respecto de la señal de control. Por último, para que la minimi-
zación de la función de coste tenga solución analítica, se elimina la ponderación de
la señal de control. La ley de control obtenida no exige el cálculo de la inversa de la
matriz de inercia, lo que reduce sustancialmente el esfuerzo de control. La formula-
ción propuesta se aplica a un robot paralelo accionado por cable, permitiendo reducir
en 0:05 rad el error máximo de seguimiento de trayectoria respecto a un esquema de
control local basado en PID.

En resumen, se puede considerar al control predictivo como una aproximación con
un gran potencial, dado que permite obtener una señal de control óptima y, adicio-
nalmente, incluir restricciones en el propio controlador, lo que, en el caso de robots
paralelos, resulta interesante para acotar las regiones de trabajo no singulares. Sin
embargo, su mayor contrapartida es el coste computacional que conlleva su aplicación
si se considera directamente la dinámica no lineal del sistema. Este problema es, aún,
más relevante en la robótica �exible, donde su modelo dinámico es más complejo y
computacionalmente ostensiblemente más costoso

2.3.3. Conclusiones

A lo largo de este capítulo se ha tratado de presentar una visión general de la
literatura cientí�ca sobre la robótica �exible en general, abordando tanto el modela-
do dinámico como las estrategias de control de los manipuladores �exibles, haciendo
principal hincapié en los manipuladores paralelos. Para ello, este capítulo se ha dividido
en dos grandes partes: el análisis de los trabajos relacionados con el estudio dinámico
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de los manipuladores y la recopilación de los controladores presentados para la elimi-
nación de vibraciones. En la primera parte del capítulo se han abordado diferentes
conceptos a tener en cuenta a la hora de modelar los manipuladores �exibles.
Entre ellos, se ha hecho especial hincapié en la necesidad de utilizar métodos de
aproximación discretos a la hora de generar modelos dinámicos para su poste-
rior uso en controladores avanzados. De igual modo, los dos principales métodos
de aproximación, el Método de Modos Asumidos y el Método de Elementos
Finitos han sido comparados, analizando las ventajas y desventajas de ambos.
A partir de este estudio, se concluye que, para aplicaciones multieslabón altamente
acoplados como el caso de los robots paralelos �exibles, el FEM es más sencillo
de aplicar a la vez que requiere de menos coste computacional. Sin embargo, al
analizar los trabajos existentes a día de hoy, se aprecia como el número de trabajos
decrementa exponencialmente a medida que crecen los GDL, reduciéndose con-
sideramente para el caso de la robótica paralela �exible, los cuales se limitan,
en muchos casos, a la robótica planar. Además, en este estudio se ha detectado
que no existen metodologías de modelado donde se aborde la problemática de
forma independiente de la rigidez de los eslabones. Es decir, no se han encontrado
propuestas donde se de�na una única metodología global valida tanto para eslabones
rígidos como �exibles, y aplicable a robots paralelos.

En la segunda parte del capítulo, por su parte, se ha analizado los diferentes
controladores aplicados al control de posición de los manipuladores �exibles,
demostrado que, pese a ser numerosos los trabajos donde se aborda el control de los
manipuladores �exibles, la gran mayoría de estos están orientados, una vez más,
a manipuladores de un solo eslabón. La di�cultad añadida en el movimiento de los
eslabones debido a la �exibilidad, la dependencia geométrica de la dinámica y el alto
número de GDL del modelo, ha hecho que, pese a que el control de manipuladores
de un solo elemento está, en la mayoría de los casos resuelto, en el caso de los
manipuladores de múltiples eslabones, su control esté aún por resolver.

Para este ultimo caso, y analizando los trabajos expuestos (véase Tabla 2.4), se
observa como se han obtenido buenos resultados mediante técnicas basadas en
modelo, ya sea mediante el uso de controladores con Prealimentación, Feed-Forward,
o mediante controladores avanzados basados en modelo. Esto se debe a que se antoja
difícil (sino imposible en ciertas ocasiones) sintonizar los controladores de las estrate-
gias monoarticulares, debido a la complejidad de sus dinámicas altamente acopladas.
Por el contrario, las Leyes de Control que hacen uso del modelo dinámico inverso,
permiten ser computadas y generalizadas más fácilmente para el caso general
de manipuladores de múltiples eslabones. Sin embargo, el principal defecto de
este tipo de técnicas de control puede resultar su falta de robustez ante diná-
micas no modeladas o variaciones paramétricas del modelo, como podría ser los
cambios en el peso de la carga a manipular por el robot. Por esta razón, muchos tra-
bajos se han dedicado a la desarrollar Leyes de Control más robustas, ya sea mediante
la realimentación de ciertos estados sensorizados o mediante propuestas de Modelos
Prealimentados Adaptativos.

Por otro lado, debido a la falta de trabajos de control en la robótica paralela
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�exible, en la última parte de este capítulo se han analizado diferentes estrategias
de control utilizadas en la robótica paralela. Estas se han clasi�cado principalmente
en dos grandes categorías: las Estrategias de Control Locales o Monoarticulares y
las Estrategias de Control Multiarticulares. Sin embargo, mientras el Control Lo-
cal (equivalente a las estrategias �exibles basadas en la Teoría de Control Clásica)
se presenta como un solución simple y rápida para aplicaciones de bajo coste
computacional, el Control Multiarticular (equivalente a las estrategias �exibles ba-
sadas en modelo) se presenta un enfoque global, ya que permite controlar todas
las articulaciones a la vez. Este enfoque le permite obtener mejores resultados,
dado que el controlador tiene en cuenta todos los acoplamientos existentes en-
tre actuadores, resultando idóneas para el tipo de aplicaciones tratadas en esta
tesis doctoral, donde se combinan precisión, velocidad y altas inercias. Sin embargo,
estas estrategias de control tienen un incremento considerable del coste compu-
tacional, respecto de sus homólogos Monoarticulares, ya que requieren en el lazo de
control de la utilización del modelo dinámico del robot.

El elevado coste computacional del lazo de control supone, en ciertos casos, un
problema a la hora de implementar estrategias de control Multiarticulares sobre robots
paralelos rígidos. En la robótica �exible, por su parte, siendo ésta computacional-
mente más costosa, este problema se agudiza en mayor media. Es por ello que,
si bien es cierto que en la literatura rígida se pueden encontrar diversas estrategias
Multiarticuladas (el control Prealimentado no lineal, el Control de Par Computado,
Control Predictivo, etc), la aplicación experimental en Tiempo Real de muchas
de ellas sobre manipuladores �exibles puede estar muy limitado por el elevado
coste computacional.

Por lo tanto, el Control de Par Computado, se presenta como una estrategia
de control ideal para su implementación en robótica paralela �exible. Dado que
esta estrategia está consolidada como una estrategia de control donde con�uyen las
ventajas del Control Prealimentado a la hora de predecir la dinámica del robot
y la robustez del Control en Lazo Cerrado. Todo ello, sin suponer costes compu-
tacionales tan elevados como otras técnicas más complejas, tales como el Control
Predictivo. Por ello, en la presente tesis se propondrá un desarrollo basado en
este controlador, para lo que el primer paso será el obtener un modelo adecua-
do que considere la dinámica tanto rígida como �exible de los manipuladores
�exibles.
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Estrategias
de control

Controlador Ventajas y desventajas Ref.

Pasivos PTC Ventajas [172][134]
Estructura Simple. [187][75]
Robusta ante cambios en la dinámica

del eslabón.
Desventajas
Control de posición del eslabón lento.
No muy efectivo.
Sensible a la fricción de las articulacio-

nes.

Control en Feed Forward Ventajas [4][168]
Lazo abierto Económico ya que no se requieren sen-

sores.
[45]

Desventajas
No responde ante perturbaciones o va-

riaciones de la carga.
No puede ignorar las no linealidades

geométricas.

Control PPF/NPF Ventajas [238][181]
Clásico Se adapta a los cambios del sistema. [122][203]

Efectivo suprimiendo vibraciones. [195][164]
Desventajas
La frecuencia no debe variar en el tiem-

po.
Se requiere un controlador de segun-

do orden para amortiguar cada modo de
resonancia, por lo que para múltiples mo-
dos se requieren controladores de alto or-
den.
Difícil de sintonizar cuando hay que

controlar más de un modo.

LVF Ventajas [211][94]
Garantiza la estabilidad incondicional

del sistema en lazo cerrado.
[93]

Desventajas
Requiere utilizar un diferenciador.
Se requiere un alto esfuerzo de control

sobre todas las frecuencias.
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Tabla2.4 (Continuación)
Estrategias
de control

Controlador Ventajas y desventajas Ref.

EPAF Ventajas [180][9]
Buena tasa de reducción de vibracio-

nes debido a una realimentación de alta
frecuencia.
Desventajas
Retardo de fase debido al retardo en la

realimentación.

PID Ventajas [129][230]
Estructuralmente simple.
Fiable.
Aplicable ante cualquier situación.

Desventajas
No se puede adaptar a cambios de pro-

ceso y requiere resintonizarse.

DSF Ventajas [71]
Fácil de implementar.
Buena estimación de la deformación del

extremo.
Insensible a cambios en la carga.

Desventajas
Solo puede medir información local del

eslabón.
Sensible al ruidos.

Repetitivo Ventajas [87][73]
Error cero en régimen permanente del

seguimiento de trayectorias.
Rechaza perturbaciones periódicas.
Simple.
Fácil de sintonizar.
Puede cancelar vibraciones rápidamen-

te.
Solo necesita realimentación del motor

o del par.
Desventajas
No se puede adaptar a cambios de car-

ga en el robot.
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Tabla2.4 (Continuación)
Estrategias
de control

Controlador Ventajas y desventajas Ref.

IRC Ventajas [171][140]
Capaz de amortiguar vibraciones de alta

resonancia.
[168][11]
[172][170]

Posicionamiento del extremo preciso y
elimina las vibraciones.
Estructura Simple.
Capaz de conseguir amortiguar varios

modos.
Garantiza la estabilidad en lazo cerrado

incluso en presencia de dinámicas anchos
de banda no modelados.
Desventajas
La respuesta no se atenúa a altas fre-

cuencias.
La sintonización de la ganancia inte-

gral y el termino feed-through requiere
del método de prueba y error.

FOC Ventajas [153]
Respuesta robusta a variaciones de la

carga.
Elimina los efectos de las perturbacio-

nes.
En cada iteración de control pondera

todos los efectos anteriores.
Desventajas
Solo puede utilizarse con sistemas li-

neales de coe�cientes constantes.

TTS Ventajas [20][240]
Capacidad de seguir la referencia elimi-

nando las oscilaciones no deseadas.
Desventajas
Se requieren muchos sensores.
Mayor número de subsistemas de con-

trol.
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Tabla2.4 (Continuación)
Estrategias
de control

Controlador Ventajas y desventajas Ref.

Basado en CTC Ventajas [57][114]
Modelo Linealización entrada salida del sistema. [55][201]

Fácil de implementar a partir del mo-
delo.

[15]

Desventajas
Coste computacional alto.

Predictivo Ventajas [14][236]
Aborda problemas de subimpulso de los

sistemas de fase no mínima.
[150][231]
[106][112]

Se pueden de�nir restricciones, y abor-
dar sistemas con no linealidades y retar-
dos.

[215][154]
[190][138]
[213][41]

Ofrece una respuesta robusta. [3][142][139]
Desventajas
No es capaz de ofrecer una respuesta

rápida y estable.
Coste computacional alto.

LQR Ventajas [61][68]
Gracias al principio de separación, se

pueden diseñar el estimador y la reali-
mentación por separado.

[5][7][8]

Desventajas
Ley de control complicada.
No es robusto ante imprecisiones del

modelo,

OTPC Ventajas [100]
Herramienta potente para crear tra-

yectorias óptimas mediante medidores de
comportamiento.
Desventajas
Dependencia del compensador y del

control de realimentación para lidiar con
comportamientos no modelados.
El error de posicionamiento puede pro-

vocar tiempos de establecimiento largos.
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Tabla2.4 (Continuación)
Estrategias
de control

Controlador Ventajas y desventajas Ref.

Adaptativo Ventajas [133][137]
Diseñado para controlar cargas varia-

bles y perturbaciones no modeladas.
[177][60]
[209]

Desventajas
Sobresintonizacion de ganancias.

Robusto Ventajas [52]
Diseñado para controlar con cargas y

parámetros de modelado variables.
Desventajas
Para eliminar el ruido hay que conocer

éste a la hora de diseñarlo.
Ampli�cación del ruido no modelado.

Inteligente ANN Ventajas [54][119]
Método rápido de diseñar un controla-

dor sin conocer el modelo.
[83][210]

Herramienta potente para trabajar con
sistemas matemáticamente no de�nidos.
Desventajas
Necesita de entrenamiento supervisado

o�ine que es computacionalmente com-
plejo y costoso.
Pocos datos de entrenamiento, pueden

generar un modelo inexacto.

Fuzzy Ventajas [6][132]
No requiere modelos precisos. [32][131]
Fácil de diseñar e implementar. [218]
No se requiere ser especialista para di-

señar y ejecutar el controlador.
Controlador no lineal.

Desventajas
Difícil de elegir los parámetros de con-

trol debido a la falta de conocimiento del
sistema.
Puede comportarse inadecuadamente

cuando los parámetros del sistema varían
signi�cantemente e impredeciblemente.

Tabla 2.4: Controladores de manipuladores �exibles: ventajas y desventajas.
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3 Desarrollo del
Modelo

3.1. Introducción

El modelado dinámico se presenta como un paso fundamental en el desarrollo de
controladores avanzados que permitan extraer todo el potencial de los robots paralelos
�exibles, lo que engloba uno de los principales objetivos de esta tesis.

Es más, el procedimiento del cálculo del modelo dinámico es uno de los elementos
que más in�uencia tiene en el rendimiento de un algoritmo de control avanzado. Es
por ello que es necesario adecuar el cálculo del modelo a las necesidades que requerirá
el controlador a implementar. Por lo tanto, en el caso de estudio de esta tesis, esto
implica que el modelo dinámico debe de ser capaz de contemplar explícitamente la
deformación de los eslabones.

Con el �n de poder abordar el cálculo del modelo �exible, en el capítulo anterior
se ha realizado un análisis de los trabajos en este área, concluyendo que el modelo
puede ser de�nido, principalmente, mediante dos métodos de aproximación: el Méto-
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do de Modos Asumidos y el Método de Elementos Finitos. Sin embargo, ninguna de
las propuestas analizadas presenta una metodología general que considere indistinta-
mente el modelo de los eslabones rígidos, �exibles o una combinación de ambos en un
mismo eslabón. Por lo tanto, el objetivo de este capítulo es extender la metodología
de modelado existente de robots paralelos [253], de forma que los modelos calcula-
dos puedan seguir una misma metodología independientemente de si los elementos
que los componen son rígidos, �exibles o, incluso, una combinación de elementos
�exibles y rígidos en un mismo eslabón. Este modelo debe presentar las siguientes
características:

Modelo adaptable: El modelo ha de estar de�nido en función de las variables
activas y, en caso de considerar las deformaciones de los elementos, las variables
�exibles.

Modelo estructurado y paralelizable.

Obtención sistematizada del modelo.

Por lo tanto, para llevar a cabo los desarrollos de esta tarea, se requiere, en
primer lugar, seleccionar la formulación base para el cálculo del modelo. Aunque
cualquiera de las tres grandes formulaciones existentes (la formulación de Newton-
Euler, la formulación Lagrangiana y el Principio de Trabajos Virtuales) es válida para
calcular el modelo, la formulación Lagrangiana se presenta como la más adecuada para
obtener un modelo dinámico que presente las características anteriormente de�nidas.
Por una parte, permite de�nir el modelo en función de cualquier conjunto de variables.
Adicionalmente, el modelo puede ser obtenido directamente de forma estructurada.
Por último, el proceso de modelado es fácilmente sistematizable y automatizable a
partir de la de�nición de las ecuaciones energéticas del robot, pudiendo ser derivado,
de forma sencilla, utilizando programas de cálculo simbólico.

En segundo lugar, entre los dos métodos de aproximación más utilizados, tal y
como se ha concluido en el capítulo anterior, el FEM es el método que permite de�nir
un modelo �exible de forma compacta y estructurada. Además, tal y como se ha de-
mostrado en trabajos previos, el método posibilita sistematizar el modelado, haciendo
este proceso computacionalmente más e�ciente, favoreciendo así su implementación
en controladores en Tiempo Real.

Por lo tanto, en este capítulo se detalla una metodología para la obtención del
modelo dinámico de robots totalmente paralelos con eslabones tanto rígidos como
�exibles basada en la formulación Lagrangiana y el Método de Elementos Finitos.
Esta formulación permite al diseñador calcular el modelo dinámico de forma sencilla,
estructurada, compacta y automatizable en función de las variables articulares y, en
caso de haberlas, las variables �exibles.
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3.2. Fundamentos del Método

La metodología presentada en este capítulo es una extensión de la existente, la
cual permite la posibilidad de de�nir el modelo en tanto en función de las variables
rígidas como de las �exibles. Para ello, el método propuesto se basa en cuatro pilares
principales:

1. El Método de Elementos Finitos, que permite de�nir la deformación de los
elementos �exibles mediante funciones polinómicas de bajo grado.

2. La formulación Lagrangiana, que permite de�nir el modelo en función de cual-
quier conjunto de variables.

3. La separación en subsistemas, que permite el cálculo del modelo dinámico de
la forma más natural, pudiendo de�nir cada componente tanto en coordenadas
espaciales como articulares en función de su naturaleza.

4. La utilización de matrices de transformación para de�nir el modelo en diferentes
conjuntos de coordenadas, como se detalla en los trabajos de Nakamura [159],
Murray y Lovell [156] y Ghorbel et al. [80, 82, 81, 90].

Partiendo de estos cuatro pilares, es posible utilizar la formulación de Lagrange
y el FEM para que, siguiendo ciertas pautas, se pueda obtener un modelo dinámico
independientemente de si los elementos que forma el sistema son rígidos, �exibles o
una combinación de ambos en un mismo eslabón. Nótese, que este último punto no
ha sido abordado todavía, tal y como se concluye del análisis realizado en el capítulo
anterior. Por lo tanto, este punto constituye una de las aportaciones más importantes
de esta tesis.

Adicionalmente, es importante destacar que la metodología planteada tiene como
objeto de aplicación un subconjunto de los robots totalmente paralelos, los robots
totalmente paralelos, a los que pertenecen muchas de las estructuras paralelas más
populares y de mayor éxito en la literatura, tales como la plataforma Gough-Stewart
o la Delta. Adicionalmente, se considerará que las cadenas cinemáticas que unen la
base con la plataforma son estructuralmente idénticas, pudiendo variar en su parame-
trización. La razón de esta limitación no es otra que la de acotar el trabajo a realizar,
dado que la implementación de este modelo se realizará sobre un prototipo real que
pertenece a esta familia, el robot Delta.

Por último, enfatizar que la metodología propuesta no considera la fricción. El
modelado de la fricción es complejo, siendo más compleja aún su identi�cación, de
modo que, en general, no se ha considerado la fricción en los modelos dinámicos
presentados en esta tesis. En cualquier caso, de ser necesaria la inclusión de un
término de fricción, éste puede ser añadido a posteriori al modelo dinámico.
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3.3. Consideraciones Previas: Orientación y Velocidades

Angulares

Antes de proceder a la de�nición del método para el cálculo del modelo dinámico de
robots paralelos �exibles es necesario detallar primero algunos aspectos importantes
relacionados con la orientación de los robots.

Tal y como se ha detallado en el capítulo anterior, la forma más natural para
el cálculo del modelo dinámico de robots paralelos es la separación de éste en dos
subsistemas: la plataforma móvil y las cadenas serie que unen ésta a la base. De este
modo, la dinámica de la plataforma se calcula en función de las coordenadas de salida,
mientras que la dinámica del subsistema de cadenas serie se de�ne en función de las
variables articulares y, en caso de haberlas, de las variables de deformación de éstas.

Si se considera el caso de un robot no redundante, en general, éste dispondrá
como máximo de 6 grados de libertad rígidos, de modo que las coordenadas de salida
x se compondrán de un término de posición asociado a las coordenadas cartesianas
del punto Px = [x y z ]T y un término de orientación  x del sistema de referencia
móvil asociado a la plataforma móvil respecto del sistema de referencia �jo situado
en la base del robot,

x =

[
Px

 x

]
(3.1)

donde, el vector de orientación está compuesto por tres ángulos de Euler  x =

[ � � � ]T , de modo que las coordenadas de salida x se describen como,

x = [ x y z � � � ]T (3.2)

Nótese, sin embargo, que la elección de los ángulos de Euler utilizados para la
de�nición de la orientación es arbitrario. Esto es, dependiendo de la notación de
ángulos de Euler escogida, este vector, así como su derivada, será diferente. Es más,
tal como se detalla en [17] y [10], la derivada del vector de coordenadas de salida x
sólo tiene signi�cado físico para los términos de traslación, dado que la derivada de
los ángulos de Euler no es, salvo en contadas ocasiones, la velocidad angular de la
plataforma móvil !. Esto es,

 x 6= ! (3.3)

Esta puntualización no es trivial, dado que las ecuaciones de movimiento asociadas
a la rotación de sólidos rígidos se de�nen en función de la velocidad ! y aceleración
angular _! del sólido, y no respecto a las derivadas de los ángulos de Euler  x . Por lo
tanto, para poder de�nir correctamente el modelo dinámico es necesario obtener la
relación entre ambas variables.
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Relación entre la velocidad angular de la plataforma móvil y las derivadas de
los ángulos de Euler
La relación entre las derivadas de los ángulos de Euler  x = [ � � � ]T y la velocidad
angular del sistema de referencia móvil respecto del sistema de referencia �jo ! =

[ !x !y !z ]T está dada por [17]:

!̃ = _Rp R
T
p (3.4)

donde, Rp(�; �; �) es la matriz de rotación que de�ne la orientación de la plataforma
móvil del robot respecto del sistema de referencia �jo, _Rp( x ; _ x) es la derivada de
la matriz de rotación y !̃ es la matriz antisimétrica asociada al vector !,

!̃ =

 0 �!z !y
!z 0 �!x
�!y !x 0

 (3.5)

En base a la Eq. (3.4), el cálculo de la velocidad angular de la plataforma !
en función de las derivadas de los ángulos de Euler  x se puede realizar derivando
directamente la matriz de rotación, lo que puede resultar laborioso.

Por ello, otra alternativa consiste en calcular la relación entre ! y  x en base al
cálculo de la velocidad angular de la plataforma móvil respecto al sistema de referencia
asociado a ella misma !p. Dado que !p es la proyección de ! en el sistema de
referencia móvil, se cumple que,

! = Rp !p $ !̃ = Rp!̃pR
T
p (3.6)

El cálculo de !p se realiza en base a las sucesivas proyecciones que sufre el vector
de velocidades y que dependen de los ángulos de Euler escogidos. Con el �n de ilustrar
el proceso, se detalla, a continuación, el proceso de cálculo.

Supóngase que se han escogido los ángulos de Euler RPY (Roll-Pitch-Yaw). Para
obtener la orientación de cualquier vector, se plantea la siguiente secuencia: Inicial-
mente, se rota un ángulo � respecto del eje x del sistema de referencia �jo, después
se rota un ángulo � respecto del eje y del sistema de referencia �jo y, por último, se
rota � en el eje z del sistema de referencia �jo.

Con el �n de hallar !p, se ha de aplicar este razonamiento a las velocidades. Por
lo tanto, inicialmente, se aplica un giro � a velocidad _� respecto del eje x del sistema
de referencia �jo, que, en ese instante coincide con el eje u del sistema de referencia
móvil (Fig. 3.1a), de modo que la velocidad de giro en el sistema de referencia móvil

será la misma que en el sistema de referencia �jo
[
_� 0 0

]T
.

Tras realizar el primer giro (roll) se aplica un giro � (pitch) a velocidad _� en torno
al eje �jo y (Fig. 3.1b). Sin embargo, la plataforma móvil ya está girada un ángulo
en torno al eje x �jo (roll), de modo que se utilizará la matriz de rotación asociada

a este giro para proyectar el vector de velocidad de giro
[
0 _� 0

]T
en el sistema de

referencia móvil.
Por último, el sistema de referencia móvil es girado en torno al eje �jo z un ángulo

de � (yaw) a velocidad _� (Fig. 3.1c). Al igual que en el caso anterior, dado que la
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Figura 3.1: Ángulos de Euler a Roll, b Pitch y c Yaw y sus derivadas.

orientación de la plataforma en este instante depende de los ángulos de roll y pitch,
la velocidad de giro [0 0 _�]T tendrá que ser proyectada utilizando las matrices de
rotación asociadas a los dos giros anteriores para obtener la velocidad de�nida en el
sistema de referencia móvil.

De este modo, en base a este ejemplo, la velocidad angular de la plataforma
quedará de�nida,

!p =

 _�

0

0

+ RT
x

0_�
0

+ (RyRx)
T

00
_�

 =

=

1 0 � sin �

0 cos � cos � sin �

0 � sin � cos � cos �

  _�
_�

_�

 =

= E

 _�
_�

_�

 = E _ x

(3.7)

Combinando esta expresión con la Eq. (3.6), se puede calcular la relación entre
! y _ x de forma directa,

! = Rp E _ x (3.8)

De este modo, si se de�ne un vector de velocidad v tal que

v =

[
_Px

!

]
(3.9)

entonces la relación entre _x y v está dada por

v =

[
I 0

0 E

]
_x = TR _x (3.10)
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donde TR es la matriz que relaciona v, que contiene la velocidad angular de la plata-
forma móvil ! y la derivada del vector de coordenadas de salida _x. Esta relación será
de gran importancia a la hora de calcular el modelo dinámico de ciertos mecanismos,
tal y como se ilustrará en la siguiente sección.

Relación entre la aceleración angular de la plataforma móvil y las segundas
derivadas de los ángulos de Euler
La relación entre las segundas derivadas de los ángulos de Euler � x y la aceleración
angular _! de la plataforma móvil respecto del sistema de referencia �jo se obtiene
derivando las expresiones obtenidas anteriormente.

De este modo, derivando la Eq. (3.10),

a =

[
0 0

0 _E

]
_x+

[
I 0

0 E

]
�x = TR �x+ _TR _x (3.11)

donde en el caso de que E sea la del ejemplo anterior,

_E =

0 0 � _� cos �

0 � _� sin � � _� sin � sin � + _� cos � cos �

0 � _� cos � � _� cos � cos � + _� cos � cos �

 (3.12)

y a es la derivada de la velocidad v,

a = _v =

[
�Px

_!

]
(3.13)

Las Eqs. (3.10) y (3.11) relacionan las derivadas de los ángulos de Euler utilizados
para de�nir la orientación de la plataforma móvil y la velocidad y aceleración angular
de ésta. Estas relaciones son necesarias para de�nir el modelo dinámico, dado que
las ecuaciones de movimiento de la plataforma móvil se de�nen en términos de la
velocidad y aceleración angular, mientras que el modelo se de�nirá en función de las
derivadas de los ángulos de Euler. Por ello, en la siguiente sección se utilizarán estas
expresiones para de�nir correctamente el modelo.

3.4. Metodología del Modelo Dinámico

La metodología de cálculo del modelo dinámico de robots paralelos sigue unas
pautas establecidas por las propias características de estos mecanismos. De este
modo, es bien sabido que para resolver el problema dinámico de forma compacta,
han de calcularse primero las relaciones cinemáticas entre los diferentes grupos de
variables que de�nirán el modelo dinámico. Una vez obtenidas estas relaciones, se
introducirán en las ecuaciones de movimiento dinámico de cada uno de los elementos
del robot para conformar el modelo completo de éste.

Esta metodología está ampliamente extendida en la literatura, por lo tanto, el
objetivo de esta sección no es la rede�nición de la metodología, sino la extensión de
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la misma para que permita de�nir modelos teniendo en cuenta las deformaciones de
los eslabones que componen el robot.

Subsistemas del robot paralelo y sus coordenadas naturales
Supóngase un robot totalmente paralelo no redundante, es decir, que dispone de n �

6 grados de libertad rígidos e igual número de cadenas serie que unen la plataforma
móvil a la base, disponiendo de una articulación activa por cadena cinemática de
modo que na = n.

Plataforma
Movil

Cadenas
Cinemáticas

Figura 3.2: Subsistemas del Robot Paralelo.

Tal y como se ha mencionado anteriormente, la forma más natural de calcular el
modelo dinámico de los robots paralelos es la separación del mismo en dos subsiste-
mas: la plataforma móvil (en azul en la Fig. 3.2) y las cadenas serie que la unen a la
base �ja (en gris en la Fig. 3.2). El modelo de cada subsistema puede ser calculado
de forma sencilla utilizando sus coordenadas naturales. Esto es, el modelo dinámico
de la plataforma móvil se de�nirá en función de las coordenadas de salida que de�nen
la posición y orientación del elemento terminal x 2 R

n, mientras que el modelo de
las cadenas serie se calculará en función las variables articulares q 2 R

nq .
Por otra parte, es bien sabido que en los robots paralelos, a diferencia de los se-

rie, no todas las variables articulares están actuadas. Por lo tanto, para una correcta
de�nición del modelo, el conjunto de variables articulares q se divide en tres subcon-
juntos: por un lado, el conjunto de las variables articulares actuadas qa; por otro, el
asociado a las variables articulares no actuadas qna y por último, las variables �exibles
qf , las cuales se presentan debido a la deformación de los eslabones, por lo que éstas
no están presentes en aquellos robots rígidos.

La aparición de las variables �exibles en el modelo dinámico del robot incrementa
notablemente la complejidad del mismo, dado que el valor de éstas no es conocido y
su estimación no se puede abordar directamente a partir del modelo cinemático del
robot.
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Por ello, la principal aportación de este apartado es la consideración de dichas
deformaciones en el modelo dinámico, de modo que exista información acerca de su
estado y sea directamente tratada por la ley de control. Por lo tanto, en esta sección
se considera que al conjunto de variables articulares no actuadas qna se le suma
otro subconjunto igualmente pasivo pero que de�ne la deformación en los eslabones
�exibles qf .

Con el �n de facilitar la lectura de las siguientes secciones, la división de variables
y su nomenclatura se resume a continuación (Fig. 3.3),

Modelo Dinámico

Coordenadas de salida
x 2 Rn

Variables articulares
q 2 Rnq

Variables actuadas
qa 2 R

n

Variables pasivas
qs = [qna; qf ]

T

Variables no Actuadas
qna 2 R

nna

Variables �exibles
qf 2 R

nf

Figura 3.3: División de variables para el modelado dinámico de robots paralelos.

Metodología
Tras haber de�nido los diferentes conjuntos de variables a utilizar para el cálculo del
modelo dinámico del robot paralelo, se puede proceder al cálculo del mismo. Para
ello, tal y como se ha detallado anteriormente, existe una metodología preestablecida
y ampliamente aceptada que marca las pautas o pasos a seguir para el cálculo del
modelo. Esta metodología se resume en la Fig. 3.4 y se considerará una guía para el
cálculo del modelo dinámico de robots paralelos, ya sean rígidos, �exibles o estructuras
donde se combinan elementos rígidos y �exibles.

En las siguientes secciones se irán detallado, de forma genérica los diferentes pasos
que la metodología de�ne, con el �n de calcular un modelo dinámico que considere
la información de las deformaciones contenida en qf .

3.4.1. Problema Cinemático

El primer paso para poder calcular el modelo dinámico de un robot paralelo consiste
en la resolución del problema cinemático, el cual proporcionará las relaciones entre
las diferentes variables que de�nen el modelo dinámico. Estas relaciones se obtienen
mediante la manipulación y derivación de las ecuaciones de cierre del mecanismo, tal
y como se detalla en la presente sección.
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Problema Cinemático Problema Dinámico

Ecuación de
cierre

Problema de
posición

Problema de
velocidad

Problema de
Aceleración

Cálculo de
ecuaciones de
movimiento

Modelo
dinámico

Figura 3.4: División de variables para el modelado dinámico de robots paralelos.

3.4.1.1. Ecuaciones de cierre

Las ecuaciones de cierre de un mecanismo se obtienen planteando las ecuacio-
nes vectoriales asociadas a cada cadena cinemática y permiten relacionar todas las
variables cinemáticas que se utilizan para modelar el mecanismo. Estas ecuaciones,
además, modelan las restricciones que mantienen unidos los diferentes subsistemas
del mecanismo.

Nótese que debido a que el método propuesto plantea la separación del robot en
dos subsistemas (la plataforma móvil y las cadenas serie que la unen a la base), la
de�nición de las ecuaciones de cierre del robot se harán siguiendo esta misma �losofía.
Evidentemente, esto provoca que las variables articulares asociadas a los puntos de
unión entre la plataforma móvil y las cadenas serie no sean consideradas en el modelo
dinámico ni cinemático.

En un robot totalmente paralelo de n grados de libertad rígidos existirán, por lo
tanto, n cadenas cinemáticas que unen la base y la plataforma móvil. Por lo tanto, la
ecuación vectorial de cierre asociada a la cadena serie i se de�nirá en base al conjunto
de vectores que unen la posición del punto Px de la plataforma móvil al origen O a
través de la cadena serie i (Fig. 3.5), esto es,

��!
OAi +

���!
AiB1i +

����!
B1iB2i + : : :+

�������!
B(b�1)iBbi +

���!
BbiCi =

��!
OPx +

��!
PxCi ; i = 1; : : : n (3.14)

que se puede reescribir como,

���i(x; qai ; qnai ; qfi ) = 0ndx1; i = 1; : : : n (3.15)
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xy
z

0

upyp
zp

px

Ai

B1i

B2i

Ci
B3i

Figura 3.5: Ecuación de Cierre asociada a la cadena i .

donde el punto O es el origen del sistema de referencia �jo; nd indica la dimensión
del espacio vectorial, siendo nd = 2 si se trabaja en el plano y nd = 3 en el espacio,
y 0ndx1 es un vector nulo de dimensión nd .

Nótese que el primer miembro de la Eq. (3.14), la cual se representa en azul
sobre la Fig. 3.5, se de�nirá de forma natural utilizando las coordenadas articulares
asociadas a la cadena serie i , que se denotarán como qi ; mientras que el segundo
miembro, representado en verde sobre la Fig. 3.5, se puede de�nir en función de las
coordenadas de salida x.

Adicionalmente, nótese que dado que se está trabajando con robots totalmente
paralelos, por cada cadena cinemática existirá únicamente una variable articular ac-
tuada qai , siendo el resto pasivas, pudiendo ser estas estrictamente rígidas, qnai , o
�exibles, qfi . Por lo tanto, el vector de coordenadas articulares asociadas a la cadena
serie i se puede de�nir como,

qi =

 qaiqnai
qfi

 2 Rnri+nfi (3.16)

donde se cumple que nri = nd si el robot es totalmente paralelo y las cadenas ci-
nemáticas estructuralmente idénticas [149] y nfi es el número de variables �exibles
existentes en la cadena serie i .

Por lo tanto, si se consideran todas las ecuaciones vectoriales de posición asociadas
a cada una de las cadenas serie se obtiene,

���(x;q) = ���x(x) + ���q(q) = 0[nr+nf ]x1 (3.17)
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donde nr de�ne el número de restricciones rígidas a las que está sometido el sistema,
que en el caso de que el robot sea totalmente paralelo, toma el valor nr = nd � n y
nf = nfi � n de�ne el número de variables �exibles de�nido en el modelo.

Las relaciones de posición, velocidad y aceleración, y por consiguiente las Jacobia-
nas asociadas, se derivan de la manipulación matemática de esta ecuación de cierre.
Por lo tanto, su correcta de�nición es vital. Adicionalmente, es importante destacar
que, debido a la �losofía utilizada para la de�nición de las ecuaciones de cierre, los dos
conjuntos de coordenadas x y q se encuentran desacoplados, tal y como se observa
en la Eq. (3.17), lo que permitirá de�nir de forma sencilla las relaciones cinemáticas
entre ambos tipos de coordenadas.

3.4.1.2. Problema de Posición

Los problemas de posición directo e inverso pueden ser fácilmente resueltos utili-
zando las ecuaciones de cierre (3.17).

Problema de Posición Inverso o Inverse Kinematic Problem (IKP)
El IKP permite calcular el valor de las variables articulares actuadas qa en función del
valor de las coordenadas de salida x y, en caso de haberlas, las variables �exibles qf .

En general, en robótica paralela este cálculo es relativamente sencillo y no plantea
excesivas complicaciones. Nótese que una vez de�nidas las coordenadas de salida x,
los puntos Ci quedan de�nidos tal y como se muestra en la Fig. 3.5. El procedimiento
habitual para la resolución del problema cinemático inverso es la suma de restricciones
de distancia a las ecuaciones de cierre de cada cadena cinemática, de forma que la
ecuación vectorial se transforme en una ecuación escalar, tal que,

fi(x; qai ; qfi ) = 0; i = 1; : : : n (3.18)

y a partir de la cual es posible hallar el valor de la variable articular actuada asociada
a cada cadena cinemática qai en función de x y qf . Nótese que dado que cada cadena
cinemática dispone únicamente una variable articular actuada, las n ecuaciones (3.18)
están desacopladas entre ellas, siendo posible despejar qai en función de x y qfi .

Problema de Posición de las articulaciones no actuadas
Tal y como se ha detallado anteriormente, el modelo dinámico también queda de�nido
en función de las variables articulares no actuadas qna, de modo que su valor tendrá
que ser calculado en función de las coordenadas de salida x, las variables articulares
actuadas qa y las variables �exibles qf .

Las relaciones entre estas variables se extraen mediante la manipulación de las
ecuaciones de cierre asociadas a cada cadena cinemática i , Eq. (3.15). Por lo tanto,
el objetivo es el lograr una expresión que permita el cálculo de cada una de las
variables articulares no actuadas qnabi asociadas a la cadena cinemática i en función
de la variable articular actuada qai , las variables �exibles qfi y las coordenadas de
salida x,
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gi j(qa;qfi ; x; qnabi ) = 0 i = 1; : : : n; b = 1 : : : (nr � 1) (3.19)

Nótese que, al igual que sucede en la Eq. (3.18), cada ecuación (3.19) hace
referencia a una sóla articulación no actuada qnabi , lo que hace que estas ecuaciones
estén desacopladas entre sí.

Problema de Posición Directo o Direct Kinematic Problem (DKP)
El DKP posibilita calcular las coordenadas de salida x en función del valor de las
variables articulares conocidas, que en el caso rígido, son las variables articulares
activas qa y el caso �exible, tanto las variables activas como las �exibles qf .

En robótica paralela, al contrario de lo que sucede en robótica serie, el DKP es
el problema de posición que plantea mayor di�cultad [149]. En general, el DKP no
dispone de una solución analítica, salvo en casos relativamente simples y arquitecturas
diseñadas con tal �n, lo que requiere del uso de métodos iterativos como el de Newton-
Raphson (N-R).

El objetivo, en el caso genérico, es determinar, la localización del TCP conocidas
las variables activas qa y las �exibles qf . Para ello, se agrupan los dos conjuntos de
relaciones de posición de�nidos en las Eqs. (3.18) y (3.19) en un vector de funciones
F.

F =

[
[fi(x; qai ; qfi )]i=1;:::n

[gbi(qa; qfi ; x; qnabi )]i=1;:::n; b=1:::(nr�1)

]
= 0nqx1 (3.20)

que relaciona todas las coordenadas entre sí, tanto las variables articulares q como
las coordenadas de salida x.

3.4.1.3. Problema de Velocidad

Las relaciones de velocidad necesarias para el cálculo del modelo dinámico se ob-
tienen diferenciando las ecuaciones de cierre y de posición detalladas en las secciones
anteriores. Las diferentes relaciones utilizadas en la presente sección, las cuales vienen
de�nidas por la Jacobianas, se ilustran a modo de resumen en la Fig. 3.6

Jacobiana de las cadenas serie (link Jacobian matrices Ji)
Al igual que las relaciones de posición se derivan a partir de las ecuaciones de cierre
asociadas a cada una de las cadenas cinemáticas, las diferentes relaciones de velocidad
se obtienen manipulando las Jacobianas asociadas a cada cadena serie i , con i =
1; : : : n.

La Jacobiana asociada a cada cadena serie i , Jqi, relaciona la derivada de las
coordenadas de salida _x y la derivada de las variables articulares asociadas a la cadena
i , _qi = [ _qai _qnai _qfi ]

T 2 R
nri+nfi . Esta Jacobiana se obtiene derivando respecto del

tiempo la ecuación de cierre vectorial Eq. (3.15) asociada a la cadena cinemática i ,
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_x

Jqr

_qr

T

_qa

Jqa

Figura 3.6: Relación entre diferentes tipos de variables.

@���i(x;qi)

@qi
_qi +

@���i(x;qi)

@x
_x = 0

Jqi︸︷︷︸
ndx [nr+nfi ]

_qi + Jxi︸︷︷︸
ndxn

_x = 0
(3.21)

donde, debido a las características impuestas a la clase de robots objeto de estudio,
se cumple que nd = nri .

Despejando _qi , se obtiene la Jacobiana asociada a la cadena cinemática i ,

_qi = �J�1
qi
Jxi _x (3.22)

Sin embargo, como se expone en la Eq. (3.21), si la cadena cinemática i está com-
puesta por algún eslabón �exible, es decir nfi � 1, entonces la matriz Jacobiana Jqi no
es cuadrada, y por lo tanto no es invertible. Matemáticamente existe una herramienta
denominada matriz pseudoinversa o matriz inversa generalizada de Moore-Penrose,
que permite calcular la inversa por la dirección con más elementos de una matriz no
cuadrada. Es decir, matemáticamente es posible encontrar una matriz Jyqi que garan-
tice Jqi J

y
qi = I pero, sin embargo, Jyqi Jqi 6= I ya que ésta, al contrario que la matriz

inversa, no cumple la propiedad conmutativa. Por lo tanto, no es posible encontrar
una matriz pseudoinversa por la izquierda, Jzqi , que posibilite obtener una relación tal
que,

Jzqi Jqi︸ ︷︷ ︸
I[nr+nfi

]

_qi = Jzqi Jxi _x (3.23)
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Debido a esta situación, se contempla una rede�nición de la Eq. (3.21), en la
cual se dividen las variables en tres subconjuntos: las variables articulares rígidas,
_qri = [ _qai _qnai ]

T 2 R
nr ; las variables �exibles, qfi 2 R

nfi ; y las coordenadas de
salida, x, de forma que,

@���i(x;qri )

@qri
_qri +

@���i(x;qri )

@qfi
_qfi +

@���ix;qri
@x

_x = 0

Jqri︸︷︷︸
ndxnr

_qri + Jqfi︸︷︷︸
ndxnfi

_qfi + Jxi︸︷︷︸
ndxn

_x = 0
(3.24)

De esta manera, se obtiene una matriz Jacobiana rígida cuadrada, Jqri , lo que
permite despejar _qri obteniendo así la relación entre los diferentes subconjuntos de
variables.

_qri = �J�1
qri

(
Jqfi _qfi + Jxi _x

)
(3.25)

Sin embargo, esta relación carece de ciertas ventajas que disfrutan las relaciones
cinemáticas de los robots rígidos:

1. La relación entre las variables rígidas y las coordenadas de salida no es directa,
ya que existe otro subconjunto de variables (las variables �exibles).

2. Computacionalmente, se incrementa su coste al introducir una suma y una
multiplicación matricial adicional.

Por su parte, bajo la consideración de pequeñas deformaciones el movimiento
de los eslabones debido a las deformaciones de éstos es pequeño en comparación
con el movimiento debido a las variables articulares, qfi < qri . Por lo tanto, en sus
respectivas derivadas esta diferencia será mucho mayor, _qfi << _qri y �qfi << �qri , por
lo que, la Eq. (3.25) puede ser simpli�cada tal que,

_qri = �J�1
qri

(
Jqfi ���

� 0
_qfi + Jxi _x

)
� �J�1

qi
Jxi _x = Ji︸︷︷︸

nr x; n

_x (3.26)

De esta forma, la Eq. (3.24) se puede reescrir en función de la derivada de las
coordenadas de salida _x y la derivada de las variables articulares rígidas asociadas a
la cadena i , _qri = [ _qai _qnai ]

T 2 R
nr tal que,

@���i(x;qri )

@qri
_qri +

@���i(x;qri )

@x
_x = 0

Jqri︸︷︷︸
nd x nr

_qri + Jxi︸︷︷︸
nd x n

_x = 0
(3.27)
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para posteriormente despejar _qri ,

_qri = �J�1
qri
Jxi _x = Ji︸︷︷︸

nr x n

_x (3.28)

obteniendo la Jacobiana asociada a la cadena cinemática i , Ji , que relaciona el vector
de velocidades articulares de dicha cadena y la derivada de las coordenadas de salida
_x.

Jacobianas de las variables articulares Jqr
Nótese que cada �la de Ji (Eq. (3.28)) relaciona cada componente de _qri con las
derivadas de las coordenadas de salida _x, lo que permitirá extraer las diferentes �las
de las n Jacobianas Ji y calcular las Jacobianas que relacionan la velocidad de las
variables rígidas _qr con las derivadas de la localización del TCP _x.

Para ello se de�nirá [A]k como el operador �la, que extrae la �la k de una matriz
A. Aplicando este operador a las Jacobianas de las cadenas serie de�nidas en la Eq.
(3.28) se pueden calcular las Jacobianas asociadas a las variables articulares actuadas,
_qa, y no actuadas, _qna,

_qa = Jqa _x; Jqa =

[J1]1...
[Jn]1


n x n

(3.29)

_qna = Jqna _x; Jqna =



[J1]2
...

[Jn]2
...

[J1]nr
...

[Jn]nr


nna x n

(3.30)

Nótese que debido a que las variables articulares asociadas a cada cadena cine-
mática i se de�nen como _qri = [ _qai _qnai ]

T 2 R
nr , las expresiones asociadas a las

variables articulares activas siempre se extraen de la primera �la de Ji , mientras que
las correspondientes a las no actuadas se extraen de las �las posteriores.

A partir de las Jacobianas (3.29) y (3.30) es posible formular la Jacobiana que re-
laciona las derivadas de las variables rígidas _qr y la derivada del vector de coordenadas
de salida _x, conociendo la deformación, qf , tal que,

_qr = Jq _x; Jq =

[
Jqa
Jqna

]
(3.31)
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Jacobiana de la plataforma Jp
La Jacobiana de la plataforma relaciona las derivadas de las variables articulares
rígidas _qr con la derivada del vector _x. Por lo tanto, la Jacobiana de la plataforma Jp
se calcula invirtiendo Jqr , que en el caso general será una matriz rectangular,

_x = Jyqr _qr = Jp _qr (3.32)

Matriz de transformación T

La matriz de transformación T es una Jacobiana que relaciona las derivadas de todas
las variables rígidas _qr con las de las variables actuadas _qa.

Esta matriz se utilizará posteriormente para proyectar el modelo dinámico en el
espacio actuado, tal y como demostraron Nakamura [159], Murray y Lovell [156] y
Ghorbel et al. [80, 82, 81, 90].

_qr =

[
In

Jqna J
�1
qa

]
_qa = T︸︷︷︸

nqr xn

_qa (3.33)

3.4.1.4. Problema de Aceleración

Tras calcular las relaciones de velocidad, éstas serán derivadas para obtener las
ecuaciones de aceleración que relacionan las aceleraciones de las diferentes variables
que compondrán el modelo dinámico.

Jacobiana de aceleración asociada a las cadenas serie _Ji
Siguiendo el mismo procedimiento de�nido para el cálculo de Ji , las Jacobianas de
aceleración se obtiene diferenciando ambos miembros de Eq. (3.27),

Jqri︸︷︷︸
nd x nr

�qri + Jx︸︷︷︸
nd x n

�x+ _Jqri︸︷︷︸
nd x nr

_qri + _Jx︸︷︷︸
nd x n

_x = 0nd x 1 (3.34)

donde, tal y como sucedía en la sección anterior nr = nd .
Operando en la Eq. (3.34) se puede de�nir la derivada de la Jacobiana asociada

a las cadenas serie _Ji para i = 1; : : : n,

_Ji = �J�1
qri

( _Jx + _Jqri Ji) (3.35)

Nótese que la derivada de Ji también puede ser obtenida directamente diferencian-
do Eq. (3.28) aunque la expresión obtenida en la diferenciación puede ser compleja y
difícil de manejar.

Jacobianas de aceleración de las variables articulares rígidas _Jqr

Mediante un procedimiento idéntico al planteado en la Sección 3.4.1.3, las derivadas
temporales de las Eqs. (3.29) y (3.30) pueden ser calculadas.
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�qa = Jqa �x+ _Jqa _x; _Jqa =


[
_J1
]
1

...[
_Jn
]
1


n x n

(3.36)

�qna = Jqna �x+ _Jqna _x; _Jqna =



[
_J1
]
2

...[
_Jn
]
2

...[
_J1
]
nr

...[
_Jn
]
nr


nna x n

(3.37)

Combinando las Eqs. (3.36) y (3.37), se obtiene la ecuación que relaciona las
aceleraciones de todas las variables articulares �qr y la segunda derivada del vector de
localización del TCP �x,

�qr = Jqr �x+ _Jqr _x; _Jqr =

[
_Jqa
_Jqna

]
(3.38)

Jacobiana de aceleración de la plataforma _Jp
La derivada de la Jacobiana de la plataforma se obtiene despejando �x de la Eq. (3.38)

�x = Jyqr �qr � Jyqr
_Jqr J

y
qr
_qr

�x = Jp �qr + _Jp _qr
(3.39)

3.4.2. Problema Dinámico

Tras de�nir las relaciones de posición, velocidad y aceleración entre las diferentes
variables que componen el modelo del robot se puede proceder al cálculo del modelo
dinámico.

Para ello, se empleará la formulación de Lagrange, que permite la de�nición del
modelo dinámico en función de cualquier conjunto de coordenadas y evita el cálculo
de las fuerzas internas entre los elementos del mecanismo. Por ello, el primer paso
para el cálculo del modelo dinámico será la de�nición de la ecuación Lagrangiana, a
partir de la cual se podrán derivar las ecuaciones de movimiento del robot.

3.4.2.1. Función Lagrangiana

Tal y como se ha reiterado en este documento, se considerará el robot como la
unión de dos subsistemas: la plataforma móvil y las cadenas serie que la unen a la
base. Por lo tanto, se puede plantear el cálculo de la función Lagrangiana del robot,
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L, como la suma de las contribuciones de la plataforma móvil, LMP , y de las cadenas
serie, Lsi , donde i = 1; : : : n.

Nótese que, tal como se ha comentado anteriormente, la forma más natural de
calcular la dinámica de la plataforma móvil es la utilización de las coordenadas de
salida x, mientras que en el caso de las cadenas serie, las variables articulares q es la
opción más natural.

L =

n∑
i=1

m∑
b=1

Lsi (q; _q) + LMP (x; _x) = Ls(q; _q) + LMP (x; _x) (3.40)

donde m es el número de eslabones por cadena cinemática. Por su parte, cada contri-
bución a la función Lagrangiana del robot L se calcula como la resta entre la energía
cinética T y potencial V del sistema considerado,

L = T � V (3.41)

Contribución a la función Lagrangiana de la plataforma móvil LMP

En el caso general, la energía cinética TMP y potencial VMP de la plataforma móvil
es la de un sólido rígido que se mueve libremente por el espacio.

Por lo tanto, la energía cinética toma la forma,

TMP =
1

2

(
(mp +mc) _p

T
x _px + !

T (Ip + Ic)!
)

(3.42)

donde mp es la masa de la plataforma móvil e Ip su inercia centroidal; mc , Ic son la
masa y la inercia centroidal de la carga situada en el centro de masas de la plataforma
móvil; _px es la velocidad lineal del centro de masas de la plataforma móvil, donde
se considerará que está el TCP1; y ! es la velocidad angular de la plataforma en el
sistema de referencia �jo (ver Sección 3.3).

Si se de�ne v = [ _px !]
T , Eq. (3.42) se puede de�nir como,

TMP =
1

2

(
vT
[
(mp +mc)Ind 0nd x (n�nd )
0(n�nd ) x nd Ip + Ic

]
v

)
(3.43)

Nótese que la energía cinética está de�nida en términos de ! y no en función de
las derivadas de los ángulos de Euler de�nidos en _x. Esto es debido a que, tal como
se ha detallado en la Sección 3.3, las derivadas de los ángulos de Euler no tienen
signi�cado físico y, por lo tanto, no pueden ser utilizadas para de�nir la dinámica de
la plataforma directamente. Sin embargo, a la hora de plantear la trayectoria del TCP,
es mucho más cómodo el de�nir la trayectoria de la localización del TCP en x y derivar
dichas trayectorias numéricamente para obtener así las trayectorias de referencia de
velocidad. Por ello, los apartados 3.4.1.3 y 3.4.1.4 recogen las relaciones de velocidad

1Aunque en el caso general el TCP no tiene por qué estar en el centro de masas de la plataforma

del robot, en esta formulación se considerará que así es, dado que los robots objeto de estudio

cumplen esta propiedad.
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y aceleración en términos de las derivadas primera y segunda de la localización del
TCP x.

Con el �n de de�nir la Eq. (3.42) en términos de _x, se utiliza la relación (3.10)
de�nida en la Sección 3.3.

Por lo tanto, introduciendo la Eq. (3.10) en la Eq. (3.43),

TMP =
1

2
_xT TT

R

[
(mp +mc)Ind 0nd x (n�nd )
0(n�nd ) x nd Ip + Ic

]
TR _x =

1

2
_xT Mx(x)︸ ︷︷ ︸

n x n

_x (3.44)

donde Mx(x) es la matriz de inercia de la plataforma móvil, de�nida en términos de
la localización del TCP x.

La energía potencial de la plataforma no representa ningún problema, dado que
se de�ne en función de la posición del TCP px ,

VMP = (mp +mc) z g (3.45)

donde g es el Vector de la aceleración de la gravedad que coincide con la coordenada
y en los robots planares y con la coordenada z en los espaciales.

Contribución a la función Lagrangiana de las cadenas serie Ls

Debido a que se ha considerado que las cadenas serie que unen la plataforma con la
base son estructuralmente idénticas, la estructura de su energía cinética y potencial
será similar, de modo que es su�ciente con calcular la expresión general de una de
las cadenas serie y aplicarla después al resto. La energía cinética Tsi y potencial Vsi
de cada cadena serie i = 1; : : : n dependerán de la geometría particular del robot,
de la �exibilidad de los eslabones y estarán de�nidas en función de las coordenadas
articulares asociadas a cada cadena serie qi .

Para ello a lo largo de esta metodología se considera cada cadena cinemática
como un conjunto de eslabones, los cuales pueden ser tanto rígidos como �exibles.
Es por ello que previo al análisis energético de cada eslabón, se ha de de�nir el vector
de posición en función del cual se de�nirán tanto la energía cinética como la potencial
de cada elemento.

Por lo tanto, considérese que el eslabón b de la cadena cinemática i está com-
puesto por nbi elementos (j = 1 : : : jmax) de longitud lbj , cuya posición está descrita
por el vector r de�nido en el sistema de coordenadas inercial (Fig. 3.7),

r = p0ib�1 + R̂0i
b rbi (3.46)

donde rbi es el vector auxiliar de posición de�nido en el sistema de referencia móvil
y el cual se calcula en función de la naturaleza rígida o �exible del eslabón cómo se
de�nirá en la siguiente sección; p0ib�1 es el vector de posición del extremo del eslabón

anterior obtenido a partir de la matriz de transformación T0i
b�1 asociada a las variables

�exibles de la cadena cinemática i y R̂0i
b es la matriz de rotación del eslabón b de�nido
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X0
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Zb

Tb
-
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r
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Tb
-
0

Ab
b-1

{O0}

Figura 3.7: Parámetros cinematicos del eslabón i .

por la matriz de rotación T̂0i
b asociada a las variables rígidas de la cadena cinemática

i . Estas matrices de rotación se de�nen como,

T̂b
0i
=

[
R̂0i
b p̂0ib
0 1

]
= A0i

1 E
0i
1 A

1i
2 E

1i
2 : : : Ab�1i

b (3.47)

y,

Ti
0 =

[
R0i
b p0ib
0 1

]
= A0i

1 E
0i
1 A

1i
2 E

1i
2 : : : Ab�1i

b Eb�1i
b (3.48)

donde Ab�1i
b es la matriz de transformación homogénea rígida desde las coordenadas

Xb�1iYb�1iZb�1i al sistema de referencia XbiYbiZbi (Fig. 3.7) y E
b�1i
b es la matriz de

transformación asociada a la deformación del eslabón b con respecto a b � 1 de la
cadena cinemática i bajo la suposición de deformaciones pequeñas [28] (Fig. 3.8).

x

y’

y

z’

z

x’

1
2

3

hb,2jmax +2
u

hb,2jmax+2k
v

hb,2jmax+2
w

hb,2jmax+1
w

hb,2jmax+1
v

h
b,2jmax+1
u

lb2

lb1

Figura 3.8: Representación grá�ca de los parámetros de la matriz de deformación
elástica.
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Ebb�1i
=


1 �hwb;2jmaxi

+2i
hvb;2jmaxi

+2i
hub;2jmaxi

+1i

hwb;2jmaxi
+2i

1 �hub;2jmaxi
+2i

hvb;2jmaxi
+1i

�hvb;2jmaxi
+2i

hub;2jmaxi
+2i

1 hwb;2jmaxi
+1i

0 0 0 1

 (3.49)

donde hub;2jmaxi
+1i

, hvb;2jmaxi
+1i

y hwb;2jmaxi
+1i

son los desplazamientos de �exión en el nodo

del extremo (jmaxi ) de la cadena cinemática i y h
u
b;2jmaxi

+2i
, hvb;2jmaxi

+2i
y hwb;2jmaxi

+2i
son

las pendientes de la �exión en el mismo nodo.
Antes del cálculo del modelo dinámico del robot, la posición de cada elemento

de cada eslabón ha de ser completamente de�nida. Para ello, como se ha dicho
anteriormente, la posición del vector rbi es de�nida en las siguientes secciones, tanto
para eslabones rígidos como para �exibles.

(a) Vector de Posición rbi para eslabones �exibles.
Si se considera el eslabón bi �exible, el vector de desplazamiento rbi en cualquier
punto x del elemento �exible j se de�ne según el Método de Elementos Finitos
como,

rbi =



(j � 1) lbji + xbji
0

0

+

 0

vbji (x; t)

wbji (x; t)

 Si la articulación
bi es rotativa 0

0

(j � 1) lbji + xbji

+

ubji (x; t)vbji (x; t)

0

 Si la articulación
bi es prismática

(3.50)

donde ubji (x; t), vbji (x; t) y wbji (x; t) son las deformaciones causadas por el
elemento j del eslabón b de la cadena cinemática i de�nidas en el sistema de
referencia locales u, v y w , respectivamente. Nótese que estas deformaciones
dependen, no sólo de la variable temporal t, sino que también de la coordenada
espacial x , lo que hace que el sistema quede de�nido mediante una PDE, y por
lo tanto, esté de�nido por in�nitos grados de libertad. Basándose en el Método
de Elementos Finitos, estas deformaciones pueden describirse mediante el uso
de los Polinomios de Hermite �k(x), los cuales se de�nen como [144, 48],

ui j(xbji ; t) =

4∑
k=1

�uk(xbji ) h
u
b;2j�2+ki

(t)

vi j(xbji ; t) =

4∑
k=1

�vk(xbji ) h
v
b;2j�2+ki

(t)

wi j(xbji ; t) =

4∑
k=1

�wk (xbji ) h
w
b;2j�2+ki

(t)

(3.51)
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donde hb;2j�1i y hb;2ji son el desplazamiento y la pendiente de la �exión en el
nodo común con (j�1) y j del eslabón b de la cadena cinemática i , respectiva-
mente; hb;2j+1i y hb;2j+2i son el desplazamiento y la pendiente de la �exión en el
extremo del elemento j del eslabón b de la cadena cinemática i , respectivamente
y �uk , �

v
k y �wk se de�nen como,

�1(x) = 1� 3
x2

l2bji
+ 2

x3

l3bji
; �2(x) = x � 2

x2

lbji
+ 2

x3

l2bji

�3(x) = 3
x2

l2bji
� 2

x3

l3bji
; �4(x) = �

x2

lbji
+ 2

x3

l2bji

(3.52)

(b) Vector de Posición rbi para eslabones rígidos.
Los eslabones rígidos, al contrario de los �exibles, no sufren deformaciones.
Por lo tanto, la Eq. (3.50) puede simpli�carse, ya que las �exiones ubji (x; t),
vbji (x; t) y wbji (x; t) son cero. Así, el vector auxiliar de posición de�nido en el
sistema de referencia móvil rbi se rede�ne como,

rbi =



(j � 1) lbji + xbji
0

0

 Si la articulación
bi es rotativa 0

0

(j � 1) lbji + xbji

 Si la articulación
bi es prismática

(3.53)

Además, ante la falta de �exibilidad, la matriz de transformación homogénea
causada por la deformación del eslabón bi , E

b�1i
b carece de sentido, ya que los

desplazamientos y las pendientes debidas a la �exibilidad son nulas, y por tanto,
la matriz se simpli�ca hasta ser una matriz identidad I4x4.

Una vez de�nido el vector de posición rbi de cada elemento j del eslabón b de la
cadena cinemática i , y a partir de las relaciones cinemáticas de�nidas en la Sección
3.5.2.1, se procede a calcular la energía cinética T y potencial V de cada eslabón.

En los eslabones �exibles, la energía potencial Vbji de cada elemento j está com-
puesta por la combinación de la componente debido a la gravedad Vgbji y una com-
ponente debido a la elasticidad Vebji , las cuales se de�nen como,

Vbji = Vgbji + Vebji

=

∫ lbji

0

�bji Abjig
T rdx +

1

2

∫ lbji

0

[
Ebji I

x
bji

(
@2ubji
@x2

)2

+Ebji I
y
bji

(
@2vbji
@x2

)2

+

+ Ebji I
z
bji

(
@2wbji

@x2

)2
]
dxi j

(3.54)
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donde �bji es la densidad del material del elemento, Abji es la sección transversal, g
es el vector de gravedad en el sistema de coordenadas inercial, Ebji es el módulo de
Young y Ixbji , I

y
bji

y Izbji son los momentos de inercias asociados a los ejes x , y y z del
elemento j del eslabón b de la cadena cinemática i .

Por lo tanto, la energía potencial total de cada eslabón, Vsi viene de�nido por el
sumatorio de los elementos que lo componen, tal que,

Vsi =

nbi∑
j=1

Vbji (3.55)

donde nbi es el número de elementos del eslabón b de la cadena cinemática i .
La energía cinética, por su parte, se de�ne como,

Tbji =
1

2

∫ lbji

0

�bji Abji

[
@rT

@t

@r

@t

]
dxi j (3.56)

y de igual modo, la energía cinemática total de cada eslabón es,

Tsi =

nbi∑
j=1

Tbji (3.57)

3.4.2.2. Ecuaciones Diferenciales del Movimiento

Utilizando la función Lagrangiana Eq. (3.40), se procede a aplicar la formulación
de Lagrange con multiplicadores [228, Cap 10.4]. Nótese que el modelo está de�nido
en función de un total de n+ nq variables de las que sólo n son independientes entre
sí. Por ello, para resolver el sistema, se requiere la introducción de nq multiplicadores
de Lagrange �i .

Ecuaciones de movimiento asociadas a los subsistemas serie k = 1; : : : nq

d

dt

(
@Ls

@ _qk

)
�
@Ls

@qk
=

nq∑
p=1

�p
@�p(x;qi)

@qk
+ �qk (3.58)

donde �qk es el par o fuerza virtual asociado a la variable articular rígida qk
si todas las variables articulares rígidas estuvieran actuadas, qk 2 qi con
i = 1; : : : n.

Ecuaciones de movimiento asociadas a la plataforma móvil k = 1,. . . n

d

dt

(
@LMP

@ _xk

)
�
@LMP

@xk
=

nq∑
p=1

�p
@�p(x;qi)

@xk
+Qxk (3.59)

donde Qxk = Qx(k) son las fuerzas y momentos externos aplicados sobre la
plataforma móvil en el sistema de referencia asociado a la misma.
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Este sistema de ecuaciones puede reescribirse agrupando los términos para que el
primer miembro de las ecuaciones esté estructurado (Eq. (2.2)):

Da(a)�a+ Ca( _a; a) _a+Ka a+ Ga = r (3.60)

donde a es el vector de variables en las que el modelo está de�nido y r representa el
miembro de la derecha de las Eqs. (3.58) y (3.59).

Este resultado es fácil de extraer a partir de las componentes energéticas de�nidas
en términos de las coordenadas a:

La =
1

2
_aT M(a) _a�

(
G(a) a+

1

2
aTf K(a) af

)
(3.61)

donde M(a) es la matriz de masas e inercia que se requiere para la energía cinética;
G(a) es el vector de gravedad obtenido a partir de la energía potencial gravitacional
y K(a) es la matriz de rigidez que se obtiene a partir de la energia potencial elástica.

Por lo tanto, se obtiene que,

M(a) =

o∑
i=1

m∑
b=1

nbi∑
j=1

∫ lbi

0

mbi

[
@rT

@t

@r

@t

]
dxbj

M(a)�a+ _M(a) _a =
d

dt

 o∑
i=1

m∑
b=1

nbi∑
j=1

∫ lbi

0

mbi

[
@rT

@t

@r

@t

]
dxbj


K(a) =

o∑
i=1

m∑
b=1

nbi∑
j=1

∫ lbi

0

[
Ebji I

x
bji

(
@2ubji
@x2

)2

+

+Ebji I
y
bji

(
@2vbji
@x2

)2

+ Ebji I
z
bji

(
@2wbji

@x2

)2
]
dxi j

G(a) = �
@Vgbji
@a

(3.62)

de donde se deduce que D(a) = M(a) es el término de inercia, K(a) es el término de
rigidez, G(a) es el término de gravedad y C( _a; a) = _M(a) _a es el término de Coriolis.

El término de Coriolis puede reescribirse de varias formas, dado que contiene
términos cruzados entre las diferentes variables de a. Una de las formas preferidas
en el ámbito de la ingeniería de Control es aquella forma en la que se cumple que
_D � 2C es antisimétrica. Este resultado es muy útil para demostrar la convergencia
y estabilidad de ciertos algoritmos de control.

Para asegurar esta propiedad, el cálculo de la matriz de Coriolis ha de realizarse
en base a la siguiente expresión [127]

C(a; _a) =
1

2

[
_M(a) +UT

M �UM

]
(3.63)

donde,
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UM =

 _a
T 0

. . .
0 _aT


︸ ︷︷ ︸

na x(na na)

[
@M
@a1

: : : @M
@ana

]T
︸ ︷︷ ︸

(na na)x na

(3.64)

Aplicando este procedimiento a las ecuaciones de movimiento (3.58) y (3.59) se
obtiene el sistema de ecuaciones de movimiento que conforma el modelo del robot,


Dq(q)�q+ Cq( _q;q) _q+Kq q+ Gq(q) =

[
@���(x;q)

@q

]
�+ �q

Dx(x)�x+ Cx( _x; x) _x+ Gx(x) =

[
@���(x;q)

@x

]
�+Qx

(3.65)

donde � = [�i ]i=1;:::nr es el vector de multiplicadores de Lagrange y ���(x;q) es la
ecuación de cierre vectorial de�nida en Eq. (3.15).

3.4.2.3. Aplicación de las condiciones de contorno

Una vez los términos articulares se han agrupado creando las diferentes matrices,
se de�nen las condiciones de contorno de cada eslabón �exible. En este proceso
se de�nen la deformación, la pendiente, esfuerzo de corte y el momento �ector de
cada uno de los extremos de los eslabones rígidos. Por lo tanto, en función de la
con�guración del eslabón, se de�nen diferentes condiciones de contorno, tal y como se
resume en la Tabla 2.2. A modo de ejemplo, cuando un eslabón trabaja como una viga
simplemente apoyada en ambos extremos, tanto la deformación como el momento
�ector de cada extremo son cero. En el caso de la viga empotrada, sin embargo, en
el nodo empotrado la deformación y la pendiente son cero. Una vez enunciadas estas
restricciones, éstas son introducidas en el modelo mediante la modi�cación de las
matrices dinámicas del modelo.

3.4.2.4. Modelo dinámico de�nido en el espacio articular

En primer lugar se despeja el vector de multiplicadores de Lagrange � de la ecua-
ción asociada a la plataforma móvil y se sustituye la expresión obtenida en las ecua-
ciones asociadas a las cadenas serie,

�q =Dq �q+ Cq _q+Kq q+ Gq�

�

(
@���

@q

)T
[(

@���

@q

)T
]y

(Dx �x+ Cx _x+ Gx �Qx)
(3.66)

donde se puede demostrar que las derivadas parciales de las ecuaciones de restricción
���nq x; 1(x;q) = 0, de�nidas en Eq. (3.15), son iguales a la traspuesta de la Jacobiana
de restricciones del robot JC .
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Diferenciando ambos miembros de Eq. (3.15) respecto del tiempo,

@���

@x︸︷︷︸
nq x n

_x+
@���

@q︸︷︷︸
nq x nq

_q = 0 (3.67)

y despejando _x se obtiene la Jacobiana de restricciones Jc ,

_x = �

[
@�

@x

]y [
@�

@q

]
_q = Jc _q (3.68)

Demostrándose el hecho anterior,

�

(
@���

@q

)T
[(

@���

@x

)T
]y

= JTC (3.69)

Introduciendo la de�nición de la Jacobiana de restricción JC en Eq. (3.66)

�q = Dq �q+ JTC Dx �x+ Cq _q+ JTC Cx _x+Kq q+ Gq + JTC Gx � JTC Qx (3.70)

donde �q es el conjunto de fuerzas/pares virtuales asociadas a todas las coordenadas
articulares q. Esto es, si todas las variables de q tuvieran asociado un actuador,
�q indicaría el par o fuerza a aplicar por dicho actuador. Evidentemente, sólo un
subconjunto de variables de q está actuado, qa, por lo que es necesario proyectar
este modelo en el espacio actuado utilizando la matriz Jacobiana T, Eq. (3.33),
[159]. Nótese, sin embargo, que tal y como se analiza en la Sección 3.4.1.3, en
la Eq. (3.26), las Jacobianas de�nidas relacionan las variables rígidas qr 2 q y las
coordenadas espaciales x. Por lo tanto, el conjunto de fuerzas/pares asociadas a las
coordenadas activas qa sobre el espacio actuado se obtienen mediante la proyección
de las componentes rígidas,

�qa = TT [�q]1:::qr (3.71)

3.4.3. Consideraciones Adicionales

Mecanismos sin plataforma
La formulación desarrollada en los apartados previos para calcular la dinámica se aplica
a mecanismos totalmente paralelos que dispongan de plataforma, dado que se basa
en la separación de ésta del resto del mecanismo. Por ello, con el �n de aplicar el
método en el cálculo del modelo dinámico de un mecanismo que carece de plataforma,
se puede considerar ésta como una plataforma puntual de masa e inercia nula, en la
que se coloca la carga. De este modo, las ecuaciones de la plataforma describirán la
dinámica de la carga adosada en la plataforma puntual, en el caso de que ésta exista.
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Rango de de�nición del modelo
El modelo dinámico de�nido en Eq. (3.70) está de�nido únicamente cuando las ma-
trices Jacobianas utilizadas para calcularlo no son singulares, situación que se da en
posiciones en las que no existan singularidades en el DKP. Éste es un problema general
asociado a los robots paralelos. Esto implica que cuando el modelo sea implementado
en estrategias de control, se tendrá que de�nir un área libre de singularidades en el
que trabajar, denominado espacio de trabajo operacional.

3.5. Ejemplos de validación

El objetivo de esta sección es el de ilustrar mediante ejemplos prácticos la meto-
dología de modelado dinámico propuesta en la sección anterior. Para ello, y con el
�n de demostrar la validez de la aproximación propuesta, tras el cálculo del modelo
matemático de cada plataforma, éstas serán validadas tanto en simulación, mediante
el Software Multibody MSC.Adams, como de forma teórica, en el caso del Robot
She�eld, o experimental, en el caso del Robot Delta.

MSC.Adams es el software de simulación dinámica de sistemas mecánicos más uti-
lizado en la industria, el cual permite evaluar y controlar interacciones complejas entre
distintas disciplinas (análisis cinemático, dinámico, estructural, vibraciones, �exibili-
dad...) optimizando el diseño de los sistemas mecánicos, mejorando su rendimiento,
la seguridad y/o confort.

Como la mayoría de los software multibodys, MSC.Adams toma como entrada
un conjunto de cuerpos de�nidos mediante sus características físicas y dinámicas, los
cuales interactúan entre si mediante diferentes conectores y fuerzas de contacto. A
partir de ello, el software genera unas relaciones numéricas que describen la dinámica
del sistema mecánico, encontrando soluciones a cada paso de simulación.

Por lo tanto, MSC.Adams se presenta como una herramienta extremadamente
poderosa, que proporciona al usuario las características su�cientes para conocer la
respuesta dinámica de cualquier mecanismo de forma extremadamente �able, aho-
rrando costes y tiempo en el desarrollo de prototipos o controladores avanzados.

En el ámbito de esta tesis, el software MSC.Adams ha sido de gran utilidad
tanto para validar el modelo matemático, como para la correcta sintonización del
controlador presentado en el Capitulo 5.

Además de la validación en simulación, los modelos desarrollados a modo de ejem-
plo han sido validados, también, de forma experimental. En el primer caso, dado que
el Robot She�eld ha sido ampliamente utilizado en la literatura, la validación ex-
perimental se ha realizado a partir de los datos publicados en diferentes trabajos
cientí�cos. Es por ello que en el transcurso de este trabajo se denominará como va-
lidación teórica. En lo que respecta a la validación del Robot Delta, por su parte, los
datos se han obtenido experimentalmente de un prototipo comercial, el cual ha sido
modi�cado para aumentar la �exibilidad de parte de sus eslabones.
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3.5.1. Caso de estudio I: Robot She�eld

Los primeros manipuladores �exibles experimentales fueron desarrollados a princi-
pios de los años 80, los cuales se centraban, principalmente, en manipuladores de un
solo eslabón [39, 99]. Sin embargo, desde entonces, las con�guraciones presentadas
de los manipuladores de un eslabón �exible no han cambiado mucho. Muestra de
ello son dos de los primeros prototipos construidos, el manipulador She�eld de la
Universidad de She�eld en Reino Unido y el manipulador IST de la Universidad Téc-
nica de Lisboa en Portugal. Desde su construcción, muchos trabajos investigadores
han reproducido estas plataformas y las han usado como banco de pruebas en sus
publicaciones [223]. En ello ha contribuido el hecho de que tanto los sensores como
los actuadores han sufrido un rápido desarrollo en estos años, siendo más sencilla y
barata la construcción de este tipo de prototipos [221].

Para la validación de la metodología desarrollada, en primer lugar se ha reproducido
el manipulador She�eld, Fig. 3.9, ya que la simplicidad de este robot permite asentar
fácilmente los pasos de�nidos en ella. Una vez obtenido el modelo matemático, los
resultados de éste han sido validados mediante a) la comparación de éstos con los
obtenidos en las simulaciones del software comercial Multibody MSC.Adams y b)
mediante los datos resultados experimentales publicados con el mismo robot.

Figura 3.9: Foto real del Manipulador Flexible She�eld, cortesía de la Universidad de
She�eld.

El manipulador She�eld, cuyas características se resumen en la Tabla 3.1, consta
de un eslabón de aluminio (densidad de masa � = 2710Kg=m3 y modulo de Young
E = 71 109 Pa) de longitud L = 0:9m, anchura 0:019m y un espesor de 0:0032m,
el cual gira alrededor de un eje cuya inercia es de IH = 5:1924 10�11Kgm2. Dicho
giro se mide mediante un encóder cuya resolución es de 2048 pulsos por revolución.
Además del encóder, el robot dispone de un acelerómetro situado en el extremo �nal
del mecanismo, cuya sensibilidad es de 1:02mV=m s2. Todo ello, tal y como se aprecia
en la Fig. 3.9, construido de forma que el eslabón sufra deformaciones en el plano
horizontal xy y se mantenga rígido ante deformaciones verticales y torsiones.

Al tratarse de un manipulador de un solo eslabón, las relaciones cinemáticas entre
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Parámetros

Medidas del eslabón Longitud A = 0:9m Area A = 57:100 10�6m2

Aluminio E = 71 109 Pa � = 2710Kg=m3

Inercias del sistema Iyy = 5:253 10�11m4 IH = 5:8598 10�11Kgm2

Sensores 2048 pulsos/revolución 1:02 mV=m s2

Tabla 3.1: Parámetros experimentales del Robot She�eld

las diferentes variables y sus respectivas Jacobianas carecen de sentido, ya que estas
son directas. Por lo tanto, mediante este sencillo ejemplo, se validará, únicamente,
la metodología del problema dinámico (Sección 3.4.2). Para ello, y tal y como se
estipula en la metodología, en primer lugar se ha de�nido la matriz de transformación
T0

1, la cual permite transformar los movimientos de�nidos en el sistema referencia
móvil al sistema de referencia inercial. Nótese que al tratarse de un manipulador que
gira entorno al plano xy y que no sufre deformaciones en el eje z , tanto la matriz de
transformación como el resto del modelo se de�nirá unicamente entorno al plano xy .

v
3 v
5

v
7 v
n
-1

v4
v6

v8

vn

0
v2

v
1

Figura 3.10: Esquema de las variables del modelo del Robot She�eld.

Teniendo todo ello en cuenta, y basándose en la nomenclatura de la Fig. 3.10, la
matriz de transformación T0

1 se de�ne tal que,

T0
1 =

[
cos(�) �sin(�)

sin(�) cos(�)

]
(3.72)

donde � es el ángulo de giro del manipulador.

Una vez de�nida la matriz de rotación, en segundo lugar se procede al calculo del
vector de posición auxiliar, r1, el cual de�ne la posición de cada elemento diferencial
j en el sistema de referencia móvil y viene de�nido por,
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r1 =

[
(j � 1) lj

0

]
+

[
0

vj

]
(3.73)

donde vj es la deformación causada por el elemento j , la cual está de�nida por las
Eqs. (3.52) y (3.51), y lj es la longitud del elemento j .

Por lo tanto, a partir de la matriz de transformación T0
1 y del vector auxiliar r1 se

obtiene el vector de posición en el sistema de coordenadas inerciales, r, tal que,

r = T0
1 r1 =

[
cos(�) �sin(�)

sin(�) cos(�)

] [
(j � 1) lj

vj

]
(3.74)

Tras obtener el vector posición r, se procede al análisis energético de los elementos
que lo componen.

La energía cinética de cada elemento, Tj , se obtiene a partir de la integración de
ésta a lo largo de la longitud del elemento j , lj , de forma que,

Tj =
1

2

∫ lj

0

�j Aj

[
@rT

@t

@r

@t

]
dx (3.75)

la cual, tras manipularla algebraicamente se puede reescribir como,

Tj =
1

2
_qT Mj _q (3.76)

donde _q es el vector de variables [�; hv2j�1; h
v
2j h

v
2j+1 h

v
2j+u : : : h

v
2jmax+1 h

v
2jmax+u

] yMj es
la matriz de inercia del elemento j , la cual es simétrica y de�nida positiva y se de�ne
tal que,

Mj =

∫ lj

0

�j Aj

[
@r

@zj

]T
@r

@zj
dx (3.77)

Analizando la ecuación, se puede generalizar que para cada uno de los elementos
j , la matriz de inercias Mj se de�ne como,

Mj =


Mj(1; 1) Mj(1; 2) Mj(1; 3) Mj(1; 4) Mj(1; 5)

Mj(2; 1)

Pj
Mj(3; 1)

Mj(4; 1)

Mj(5; 1)

 (3.78)

donde,

Pj =
�j Aj lj

420
;


156 6 lj 54 �13 lj
6 lj 4 l2j �6 lj �4 l2j
�12 �6 lj 12 �6 lj
6 lj 2 l2j �6 lj 4 l2j

 (3.79)

y,
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Mj(1; 1) =
�j Aj l

3
j

3
(3 j2 � 3 j + 1) + �T Pj �

Mj(1; 2) = Mj(2; 1) =
�j Aj l

2
j

20
(10 j � 7)

Mj(1; 3) = Mj(3; 1) =
�j Aj l

3
j

60
(5 j � 3)

Mj(1; 4) = Mj(4; 1) =
�j Aj l

2
j

20
(10 j � 3)

Mj(1; 5) = Mj(5; 1) =
�j Aj l

3
j

30
(5 j � 2)

(3.80)

siendo � = [hv2j�1; h
v
2j h

v
2j+1 h

v
2j+u : : : h

v
2jmax+1 h

v
2jmax+u

] el subconjunto de variables �e-
xibles del sistema.

Por su parte, la energía potencial de cada elemento j , Vj , está descrita únicamente
por la componente elástica, ya que, en este caso, y debido a que el manipulador gira
en torno al plano horizontal y sin deformaciones verticales, la gravitacional es nula.
Por lo tanto, la energía potencial del manipulador se de�ne como,

Vj =
1

2

∫ l

0

Ej Iyyj

[
@2vj

@x

]2
dx (3.81)

Del mismo modo que con la energía cinética, la expresión obtenida puede ser
manipulada algebraicamente hasta obtener,

Vj =
1

2
�Tj Kj �j (3.82)

donde para cada elemento j la matriz Kj se de�ne como,

Kj(lj) =
Ej Iyyj
l3


12 6 lj �12 6 lj
6 lj 4 l2j �6 lj 2 l2j
�12 �6 lj 12 �6 lj
6 lj 2 l2j �6 lj 4 l2j

 (3.83)

Por lo tanto, el cálculo del total de la energía del eslabón (tanto cinética como
potencial) es la suma de las energías de cada elemento. Es decir,

T =

jmax∑
j=1

Tj =
1

2
_qT M _q

V =

jmax∑
j=1

Vj =
1

2
�T K�

(3.84)

de donde se obtienen las matrices M y K del sistema completo y, a partir de ellas, la
matriz de Coriolis tal y como se precisa en la Eq. (3.63).
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3.5.1.1. Validación del Manipulador She�eld

Para evaluar la �abilidad del modelo, la salida de éste se ha comparado tanto con
la obtenida mediante el modelo de simulación en MSC.Adams como con la respues-
ta del sistema teórica publicada en [221]. Para ello, el modelo matemático ha sido
desarrollado utilizando tres elementos para de�nir el eslabón �exible, ya que, tal y
como demuestra Tsujisawa en [229], la dinámica de un eslabón puede de�nirse de
forma precisa mediante un número relativamente bajo de modos (dos o tres). Ade-
más, según Przemieniecki en [178], los primeros m modos se obtienen con su�ciente
precisión mediante cualquier modelo de m elementos de�nido mediante el Método de
Elementos Finitos.

Para poder reproducir los ensayos mostrados en la literatura, tanto el modelo
matemático como el de simulación se han excitado mediante un par de entrada bang-
bang como el que se muestra en la Fig. 3.11, la cual permite al manipulador acelerar
durante el periodo de par positivo y decelerar durante el negativo hasta lograr esta-
bilizar el manipulador en una posición de reposo. A lo largo del experimento se han
medido tanto el ángulo de giro de la articulación como la posición del extremo del
eslabón ante diferentes escenarios de carga, la cual se ha variado en el rango de 0 a
0:1 kg, lo que supone una carga de hasta el 60% del peso del eslabón.

1

0 0:2 0:4 0:6 0:8 1 1:2 1:4 1:6 1:8 2 2:2 2:4 2:6 2:8 3
�0:4

�0:2

0

0:2

0:4

Tiempo [s]

�
[N

m
]

Par de entrada al sistema

Figura 3.11: Par de excitación para el Manipulador She�eld.

En primer lugar, los tres modelos a comparar; el modelo matemático presentado
en esta tesis, el modelo de simulación desarrollado en MSC.Adams y los datos del
prototipo experimental publicados en [221]; han sido expuestos a una carga de 20g

en la punta del extremo del eslabón �exible y excitados con el par de entrada de�nido
anteriormente. A partir de dicho experimento, se ha extraído, en primer lugar, la
respuesta del ángulo de giro de la articulación del manipulador.

La Fig. 3.12 muestra una comparación entre el ángulo de la articulación obtenido
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Figura 3.12: Comparativa entre la evolución del ángulo a lo largo del tiempo obtenida
mediante MSC.Adams y el modelo matemático cuando la carga en el extremo del
manipulador es mp = 20g.
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Figure 6.9 Simulated hub-angle response of the flexible manipulator (Mp = 20 g)
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Figure 6.10 Effect of payload on the steady-state value of end-point displacement
(t = 4 s)

experimental rig are carried out and the results are presented in this section. Accord-
ingly, performance of the symbolic manipulation approach is assessed by comparing
the symbolic, simulation and experimental results. The flexible manipulator used
is described in Chapter 1. In the experiments, a bang-bang input torque as shown
in Figure 6.7 was used. The hub-angle was measured and the corresponding power
spectral density was obtained. To investigate the effect of payload on the performance
of the manipulator, experiments were performed using various payloads.

Figure 6.12 shows the experimental hub-angle response of the flexible manip-
ulator without payload and with a payload of 20 g. In the former, it is noted for
the hub-angle that the steady-state level of 38◦ was reached within 1.8 s. The first
three modes of vibration were located at 11.72, 35.15 and 65.60 Hz. Furthermore,
it is noted that the hub-angle response is minimum phase as proved in the analysis

Figura 3.13: Evolución del ángulo a lo largo del tiempo obtenida a partir de los datos
experimentales publicados en [221] cuando la carga en el extremo del manipulador es
mp = 20g.
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mediante el modelo matemático propuesto y el obtenido en las simulaciones realizadas
mediante MSC.Adams. En ella, se puede apreciar que el comportamiento general en
ambos casos es similar. Sin embargo, se observa que, a comparación con el modelo
matemático, en la simulación de MSC.Adams el eslabón sufre mayores vibraciones
cuando alcanza la posición de reposo. Pese a ello, una vez transcurrido un periodo
transitorio de unos 0:5 s ambos modelos se estabilizan sobre un mismo ángulo de
giro.

Son varios los factores que contribuyen a esta ligera diferencia. Mientras el modelo
matemático se ha de�nido basándose en un modelo de orden reducido en el que sólo
los tres primeros modos son incluidos, el modelo de MSC.Adams esta descrito por
un sistema compuesto por miles de elementos in�nitesimales. Por otro lado, tanto
la torsión y el movimiento vertical, como los modos más altos no se han tenido
en cuenta a la hora de desarrollar el modelo matemático, ya que su aportación es
muy pequeña en comparación con el aumento de complejidad que constituyen. Sin
embargo, los efectos de éstos si están presentes tanto en las simulaciones de la
herramienta multibody como en los sistemas experimentales, Fig. 3.13.

En los datos del prototipo real, por su parte, pese a tener el mismo valor de estabi-
lización, en comparación con los resultados obtenidos tanto en el modelo matemático
como en las simulaciones, las vibraciones son ligeramente superiores a lo largo de to-
do el experimento. Este efecto viene dado, principalmente, por tres fenómenos. En
primer lugar, y el más relevante, debido a la �exibilidad en la articulación introducida
por la reductora utilizada. En segundo lugar, la precisión del sensor de medida. A
esta precisión contribuyen factores como la atenuación del ruido, la sensibilidad o el
período de muestreo, entre otros. Por último, las pérdidas por fricción y la dinámica
del motor, los cuales pueden llegar a afectar considerablemente en la respuesta del
sistema, y las cuales no se contabilizan en los modelos matemáticos y de simulación.
Sin embargo, en los tres casos comparados, tal y como se observa en las Fig. 3.12
y Fig. 3.13, la respuesta obtenida es muy similar siendo el ángulo de estabilización
en los tres casos 27 � (27; 66 �, 27:39 � y 27 � para los resultados de simulación en
MSC.Adams, del modelo matemático y los experimentales, respectivamente). Ade-
más, se ha de tener en cuenta que estos pequeños factores son insigni�cantes a la
hora de de�nir un modelo de control, ya que estos suelen estar limitados por los
anchos de banda de los sensores y los actuadores utilizados.

Una vez, analizada la respuesta del ángulo de giro, Tokhi y Azad analizan la
posición del extremo del manipulador en [221] a partir de los datos obtenidos por
el acelerómetro colocado en dicho lugar y bajo las mismas condiciones que en el
experimento anterior. Por lo tanto, del mismo modo que con el ángulo de giro, dichos
datos han sido reproducidos mediante los modelos matemáticos y experimentales.

En la Fig. 3.14 se puede observar comparativamente la respuesta obtenida me-
diante el modelo de simulación y el modelo matemático propuesto. Una vez más, al
igual que en el caso del ángulo, se puede apreciar un pequeño rizado en el respuesta de
las simulaciones en MSC.Adams de entorno a 0; 5s una vez el eslabón ha alcanzado
la posición �nal. Pese al rizado, el cual también está presente en los datos experi-
mentales representados en la Fig. 3.15, los tres modelos tienen una respuesta muy

101



Capítulo 3. Desarrollo del Modelo

1

0 0:2 0:4 0:6 0:8 1 1:2 1:4 1:6 1:8 2 2:2 2:4 2:6 2:8 3
0

0:1

0:2

0:3

0:4

0:5

Tiempo [s]

P
o
si
ci
ó
n
d
el

ex
tr
em

o
[m

]
Evolución de la posición del extremo �nal del robot (m

p
=20g)

Datos MSC.Adams

Datos Modelo Matemático

Figura 3.14: Comparativa entre la evolución de la posición del extremo del manipu-
lador a lo largo del tiempo obtenida mediante MSC.Adams y el modelo matemático
cuando la carga en el extremo del manipulador es mp = 20g.
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Figure 6.8 Simulated end-point displacement response of the flexible manipulator
(Mp = 20 g)

To investigate the effect of payload on the system response, steady-state values of
the system responses were monitored with various payloads. Based on the assump-
tion that the manipulator reaches the steady state after 4 s, the relations between
payload and steady state values of end-point displacement and hub-angle are shown
in Figures 6.10 and 6.11, respectively. In both cases, the output levels decrease sig-
nificantly with increasing payload. The results demonstrate that controllers that are
capable of adapting with changing system characteristics have to be developed.

6.2.5 Validation and performance analysis

To validate the developed symbolic model of the flexible manipulator for use in
simulation and control, experimental investigations using the Sheffield manipulator

Figura 3.15: Evolución de la posición del extremo del manipulador a lo largo del tiempo
obtenida a partir de los datos experimentales publicados en [221] cuando la carga en
el extremo del manipulador es mp = 20g..
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similar, estabilizándose todos ellos en un mismo valor, 0:43m (0:4389m, 0:4303m y
0:43m para los resultados de simulación en MSC.Adams, del modelo matemático y
los experimentales, respectivamente).
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Figura 3.16: Comparativa entre la evolución del ángulo de giro en función de la carga
en el extremo obtenida mediante MSC.Adams y el modelo matemático propuesto.
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using symbolic manipulation. However, with a single element in the FE method, the
symbolic approach gave the first two modes of vibration frequencies as shown in
Figure 6.5 as 14 and 47.5 Hz. More accurate results can be obtained with increasing
number of elements (Tokhi et al., 1997).

Comparison of Figures 6.9 and 6.12, for the manipulator, with a 20 g payload,
shows that a reasonably close agreement between symbolic and experimental results
in the time response was reached. It is noted from the experimental results that the
steady-state level of hub-angle response decreases with increasing payloads. For a
20 g payload, the steady-state hub-angle level reached was 31◦. Analysing the power
spectral density, it is also noted that the resonance frequencies of the system decrease
with increasing payloads. Using the symbolic approach, similar results were obtained
as shown in Figures 6.5 and 6.11. This validates the symbolic model in characterising
the dynamic behaviour of a flexible manipulator for development of suitable control

Figura 3.17: Comparativa entre la evolución del ángulo de giro en función de la carga
en el extremo obtenida a partir de los datos experimentales publicados en [221].

Para analizar el efecto de la carga sobre la respuesta del sistema, se han gra�cado
los valores de las respuestas del ángulo de giro (Fig. 3.18 y Fig. 3.19) y de la posición
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del extremo (Fig. 3.16 y Fig. 3.17) una vez alcanzado el régimen permanente (t = 5s)
bajo condiciones de diferentes cargas ([0� 0:1 kg]).
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Figura 3.18: Comparativa entre la evolución de la posición del extremo �nal en función
de la carga obtenida mediante MSC.Adams y el modelo matemático.
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Figure 6.10 Effect of payload on the steady-state value of end-point displacement
(t = 4 s)

experimental rig are carried out and the results are presented in this section. Accord-
ingly, performance of the symbolic manipulation approach is assessed by comparing
the symbolic, simulation and experimental results. The flexible manipulator used
is described in Chapter 1. In the experiments, a bang-bang input torque as shown
in Figure 6.7 was used. The hub-angle was measured and the corresponding power
spectral density was obtained. To investigate the effect of payload on the performance
of the manipulator, experiments were performed using various payloads.

Figure 6.12 shows the experimental hub-angle response of the flexible manip-
ulator without payload and with a payload of 20 g. In the former, it is noted for
the hub-angle that the steady-state level of 38◦ was reached within 1.8 s. The first
three modes of vibration were located at 11.72, 35.15 and 65.60 Hz. Furthermore,
it is noted that the hub-angle response is minimum phase as proved in the analysis

Figura 3.19: Comparativa entre la evolución de la posición del extremo �nal en función
de la carga obtenida a partir de los datos experimentales publicados en [221].

En ambos casos, se puede apreciar como a partir de los tres modelos comparados
se obtienen respuestas muy similares. Cabe destacar, que el elevado paso en el barrido
de la Fig. 3.19 hace que ésta sea notoriamente más abrupta que el resto. Sin embargo,
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se pueden apreciar que los datos obtenidos si son similares. Por su parte, en todos
ellos, se aprecia como el aumento de la carga en el eslabón genera una reducción
signi�cativa del ángulo de giro, y por consiguiente de la posición del extremo.

En base a estos resultados, es posible a�rmar que el modelo dinámico general
obtenido en esta sección para el Robot She�eld proporciona el mismo resultado
que el modelo experimental presentado por Tokhi y Azad en [221]. Por lo tanto, los
resultados mostrados permiten validar la metodología propuesta aplicada en este caso
de estudio al robot She�eld.

3.5.2. Caso de estudio II: Robot Delta

En los últimos años se ha extendido la utilización de robots paralelos para realizar
tareas especí�cas que aprovechan las ventajas topológicas que presentan estos meca-
nismos en cuanto a rigidez, velocidad, precisión y masa móvil. Una de las aplicaciones
con más éxito es la utilización de estructuras paralelas para tareas de Pick-and-Place,
permitiendo la operación de cargas de pequeño peso (generalmente inferior al kilo-
gramo), a altas velocidades. Ejemplo de esta tendencia es el robot Delta, uno de los
robots paralelos de tres grados de libertad más populares en el ámbito industrial, ya
que su estructura liviana le permite tener un rendimiento excelente en aplicaciones
con movimientos rápidos, llegando a alcanzar ciclos de hasta 300 repeticiones por
minuto.

El robot Delta está compuesto por tres cadenas cinemáticas (i = 1; 2; 3) uni-
formemente distribuidas (�1 = 0; �2 = 2�=3; �3 = 4�=3) que conectan la base �ja
con la plataforma móvil. Cada una de estas cadenas está compuesta por un eslabón
superior conectado a la base �ja mediante un actuador rotativo (qai para i = 1; 2 3)
y por un paralelogramo articulado que permite el movimiento rotativo pasivo en dos
direcciones (
i y �i), como se puede apreciar en la Fig. 3.20. Esta con�guración
limita el movimiento de la plataforma, y por lo tanto la del TCP, a un movimiento
puramente de traslación. Por lo tanto, las coordenadas de salida del vector px están
de�nidas por las variables de posición px = [x y z ]T .

Para el caso de estudio se ha utilizado el robot comercial Omron Mini Delta
CR-UGF4MINI-NR, cuyo prototipo está disponible en los laboratorios del Grupo de
investigación GCIS. El modelo de dicho robot, cuyos principales parámetros rígidos se
resumen en la Tabla 3.2, se ha implementado en el Software Multibody MSC ADAMS.

Sin embargo, los eslabones originales del robot comercial presentan una alta ri-
gidez, produciendo deformaciones no relevantes debido a la baja capacidad de carga
del robot (<1 Kg). Por lo tanto, para analizar el efecto de la deformación y poder
validar la metodología propuesta, se han reemplazado los eslabones que componen
el paralelogramo articulado por pletinas de aluminio AW5083/H111 de 0.003m de
espesor y 0.015m de anchura, cuyas características se resumen en la Tabla 3.3.

En las siguientes secciones, el modelo dinámico del robot será calculado siguiendo
la metodología detallada en la sección anterior. Para ello, tal y como se ha descrito
anteriormente, primero se resolverá el problema cinemático a partir de las ecuaciones
de lazo. De ellas, se abordarán los problemas de posición (tanto directo como inverso),
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Figura 3.20: Esquema del Robot Delta.

Longitud (m) Masa (kg) Inercia (kg m2)

Base Fija jaij = 0:100

Eslabón Superior Li 0.150 0.0365 ILixx
= 2:2781 10�6

ILiyy
= 8:7001 10�5

ILizz
= 8:6422 10�5

Eslabón Inferior li 0.400 0.1319 Ilixx = 2:0023 10�6

Iliyy = 0:0010

Ilizz = 0:0010

Plataforma Móvil jdij = 0:040 0.1278 Ipxx = 4:6225 10�5

Ipyy = 4:6225 10�5

Ipzz = 9:1472 10�5

Tabla 3.2: Parámetros rígidos del Robot Omron Mini Delta CR-UGD4MINI-NR

Longitud Anchura Espesor Modulo de Young Densidad de Masa

0:400m 0:015m 0:003m 71GPa 2740Kg=m3

Tabla 3.3: Propiedades mecánicas del aluminio de las pletinas �exibles.

velocidad y aceleración. Una vez resuelto el problema cinemático, se afrontará el
problema dinámico. En primer lugar, se de�nen las ecuaciones de movimiento a partir
de la formulación de Lagrange. Posteriormente, las ecuaciones obtenidas se agruparán
proporcionando un sistema de ecuaciones dinámicas estructurado de forma cerrada.
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3.5.2.1. Problema Cinemático

Tal y como se ha detallado en la sección anterior, el primer paso para la obtención
del modelo de cualquier robot paralelo es resolver el problema cinemático. Mediante
este problema se de�nen las relaciones entre las diferentes variables que relacionan el
modelo dinámico, las cuales se obtienen mediante la manipulación de la ecuación de
cierre.

3.5.2.2. Ecuación de cierre

Para el calculo de la ecuación de cierre, se de�ne O(x; y ; z) como el origen del
sistema de referencia �jo asociado a la plataforma �ja de forma triangular. En cada
uno de los lados de dicho triangulo y a una distancia ai de su centro O se sitúan los
puntos Ai , los cuales albergan cada una de las articulaciones activas qai . Éstas son
las encargadas de hacer girar los eslabones

ai
Li

li+δi

di

Px

Ai

Bi

Ci

li

δi

Figura 3.21: Ecuación de lazo de la cadena cinemática i .

ai + Li(q) + [li(q) + �i (q)]� di � px(x) = ���i (x;q) = 03x1 (3.85)

donde [ai ]3x1 es un vector constante que de�ne la geometría de la plataforma �ja
con respecto al sistema de referencia �jo; Li es el vector que de�ne cada uno de los
eslabones superiores en términos de las variables actuadas asociadas a cada cadena
serie qai ; �i(qfi) = [ hub;2jmaxi

+1i
hvb;2jmaxi

+1i
hwb;2jmaxi

+1i ]T es el vector que de�ne la
deformación en el extremo de los eslabones inferiores considerando que los eslabones
que componen cada paralelogramo se deforman de igual manera; [di ]3x1 es un vector
constante que de�ne la geometría de la plataforma móvil en el sistema de referencia

móvil; px =
[
x y z

]T
son las coordenadas Cartesianas de la plataforma móvil

P, en la cual se sitúa el TCP, y li es el vector que determina la posición del eslabón

inferior en términos de las articulaciones no actuadas qnai =
[

i �i

]T
(Fig. 3.20).
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ai = ai

cos(�i)sin(�i)

0

 Li = Li

cos(�i) cos(qai)sin(�i) cos(qai)

�sin(qai)

 di =

di cos(�i)di sin(�i)

0

 (3.86)

[li(q) + �i (q)] = li

cos(�i) cos(qai + 
i) cos(�i)� sin(�i) sin(�i)

sin(�i) cos(qai + 
i) cos(�i)� cos(�i) sin(�i)

�sin(qai + 
i) cos(�i)

 (3.87)

Combinando las ecuaciones de las tres cadenas cinemáticas se obtiene el sistema
de ecuaciones de restricción del mecanismo,

��� (x;qi) = [���i (x;qi)]i=1::3 = 0nx1 (3.88)

donde n = (nqr + nqf ) es el número de variables del sistema, siendo nqr = nqa +nqna =

3+6 = 9 el número de variables rígidas (actuadas y no actuadas) y nqf el número de
variables �exibles (Fig. 3.25).

3.5.2.3. Problema de Posición

Suponiendo que las variables �exibles, qf , son conocidas, el Problema Cinemático
Inverso de�ne los valores de las variables activas, qa, en términos de unas coordenadas
de salida x concretas. Por lo tanto, si la posición del TCP, x, es conocida, la posición
cartesiana de los puntos Ci = px + di puede ser directamente calculada, ya que la
plataforma móvil es considerada indeformable. De la misma manera, como la posición
de los puntos Ai es �ja, ésta también es conocida. Por lo tanto, las coordenadas
cartesianas del punto Bi pueden ser estimadas mediante el calculo de la intersección
entre la circunferencia descrita por el movimiento de Li, cuyo movimiento esta de�nido
en términos de las articulaciones actuadas qai , y la esfera de�nida por el movimiento
del paralelogramo articulado li, cuyo movimiento está de�nido por las variables no
actuadas qnai = [
i ; �i ]

T (Fig. 3.22).

(Bxi � Axi )
2 + (Byi � Ayi )

2 + (Bzi � Azi )
2 = L2i

(Bxi � Cxi )
2 + (Byi � Cyi )

2 + (Bzi � Czi )
2 = (li + �i)

2

}
(3.89)

donde los subíndices [�]x , [�]y y [�]z hacen referencia a las coordenadas cartesianas x ,
y y z , respectivamente.

Una vez estimadas las coordenadas del punto Bi , el vector li puede ser calculado
(li = Bi � Ci) y por tanto, obtener directamente las variables articulares rígidas
qi = [qa;qna]

T considerando la Eq. (3.87).
Por su parte, el Problema Cinemático Directo (DKP) permite calcular la posición

del TCP, px , en término de todas las variables conocidas (variables activas, qa, y las
variables �exibles, qf ). Para ello, una vez más, se calcula la posición de los puntos
Bi , i = 1 � � � 3 mediante la Eq. (3.90),
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Ai

Bi

Ci

Bi
'

Figura 3.22: Intersección entre circunferencia descrita por el movimiento de Li y la
esfera de�nida por el movimiento del paralelogramo articulados li para el calculo del
Problema Cinematico Inverso.

Bi = ai + Li (3.90)

Una vez calculadas las coordenadas Cartesianas del punto Bi , se calculan las
coordenadas espaciales x de�niendo el siguiente sistema de restricción de distancias,[

klik
2 � (li + �i )

2
]
i=1;2;3

= 03x1 (3.91)

el cual puede ser reformulado como (Fig. 3.23),

klik
2 �

[(
Bxi � h

u
b;2jmaxi

+1i
� dxi � pxx

)2
+

+
(
Byi � h

v
b;2jmaxi

+1i
� dyi � pxy

)2
+

+
(
Bzi � h

w
b;2jmaxi

+1i
� dzi � pxz

)2]
= 03x1

(3.92)

3.5.2.4. Problema de Velocidad

Las relaciones de velocidad que se utilizan en el desarrollo del modelo se obtienen
mediante la derivación de la ecuación de cierre del sistema, Eq. (3.85), respecto del
tiempo. A partir de esta derivada se obtiene la Jacobiana asociada a cada cadena
cinemática, Ji , que relaciona la derivada de las coordenadas espaciales, _x, y la de las
variables asociadas a cada cadena cinemática, _qi .
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px

B1

B2

d1

d1
p'x

||l1||

||l2||

Figura 3.23: Intersección de las tres esferas descritas por el movimiento de li para el
calculo del problema cinemático directo.

@���i(x;qi)

@qi
_qi +

@���i(x;qi)

@x
_x = 0

Jqi _qi + Jxi _x = 03x1

(3.93)

Como se puede observar Eq. (3.85), cada una de las ecuaciones de cierre está
de�nida por las coordenadas de salida que de�nen la posición del TCP, px ; las varia-
bles articulares rígidas, qr = [ qa 
 � ]T , y por la variable �exible que de�ne la
deformación en el nodo más lejano a la base del último elemento (jmaxi ) del eslabón
inferior (li), �. Por lo tanto, el número de las variables articulares, nr + nfi , y el nú-
mero de coordenadas de salida, n, no son las mismas, ya que nfi > 0. Es por ello que,
tal y como se ha analizado en la Sección 3.4.1.3, la Jacobiana asociada a la cadena
cinemática no es invertible. Para solventar este problema matemático, se aplica la
consideración de pequeñas deformaciones. Por lo tanto, el valor de � varía poco y,
por consiguiente, su primera y segunda derivada pueden considerarse constantes. Por
lo tanto, a la hora de de�nir el problema de velocidad, solo se consideran las varia-
bles articulares rígidas _qri , siendo las Jacobianas asociadas a cada cadena cinemática
de�nidas como,

_qri = �J�1
qri
Jxi _x = Ji _x (3.94)

Sustituyendo las expresiones de las Eqs. (3.86) y (3.87), se obtiene Jqi ,
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Jqri =

�i c(�i) c(qai + 
i)� Li c(�i) s(qai )� li c(�i) c(�i) s(qai + 
i)

�i s(�i) c(qai + 
i)� Li s(�i) s(qai )� li c(�i) s(�i) s(qai + 
i)

��i s(qai + 
i)� Li c(qai )� li c(�i) c(qai + 
i)

�i c(�i) c(qai + 
i)� li c(�i) c(�i) s(qai + 
i)

�i s(�i) c(qai + 
i)� li c(�i) s(�i) s(qai + 
i)

��i s(qai + 
i)� li c(�i) c(qai + 
i)

�li [s(�i) c(�i) c(qai + 
i) + c(�i) s(�i)]

�li [s(�i) s(�i) c(qai + 
i)� c(�i) c(�i)]

li s(�i) s(qai + 
i)


(3.95)

y Jxi ,

Jxi =

�1 0 0

0 �1 0

0 0 �1

 (3.96)

donde i = 1; 2; 3 y s(�) y c(�) son dos operadores de�nidos como sin(�) y cos(�),
respectivamente.

A partir de estas dos Jacobianas (Eq. (3.95) y Eq. (3.96)) y siguiendo las relacio-
nes de�nidas en las Secciones 3.4.1.3, se obtienen el resto de relaciones de velocidad.

3.5.2.5. Problema de aceleración

Del mismo modo que las relaciones de velocidad, las relaciones de aceleración
se pueden obtener mediante la derivada respecto del tiempo de las ecuaciones de
velocidad obtenidas en la sección anterior. Por lo tanto, derivando la Eq. (3.94).

Jqri �qri + Jxi �x+ _Jqri _qri +
_Jxi _x = 03x1 (3.97)

Reorganizando los términos de la Eq. (3.97) y considerando los términos de la
Eq. (3.94), se obtiene la derivada de la Jacobiana asociada a la cadena cinemática i,
i = 1; 2; 3, como,

_Ji = �J�1
qri

(
_Jxi + _Jqri Ji

)
(3.98)

donde _Jxi es una matriz nula de 3x3 y _Jqri se de�ne como,
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_Jqri (1; 1) =
_�i c(�i) c(qai + 
i)� _
i [�i c(�i) s(qai + 
i) + li c(�i) c(�i) c(qai + 
i)]

� _qai [�i c(�i) s(qai + 
i) + Li c(�i) c(qai ) + li c(�i) c(�i) c(qai + 
i)]

+ _�i li s(�i) c(�i) s(qai + 
i)

_Jqri (1; 2) =
_�i c(�i) c(qai + 
i)� _
i [�i c(�i) s(qai + 
i) + li c(�i) c(�i) c(qai + 
i)]

+ _qai [�i c(�i) s(qai + 
i) + li c(�i) c(�i) c(qai + 
i)]

+ _�i li s(�i) c(�i) s(qai + 
i)

_Jqri (1; 3) = _
i li s(�i) c(�i) s(qai + 
i) + _qai li s(�i) c(�i) s(qai + 
i)

+ _�i li [s(�i) s(�i)� c(�i) c(�i) c(qai + 
i)]

_Jqri (2; 1) =
_�i s(�i) c(qai + 
i)� _
i [�i s(�i) s(qai + 
i) + li c(�i) s(�i) c(qai + 
i)]

� _qai [�i s(�i) s(qai + 
i) + Li s(�i) c(qai ) + li c(�i) s(�i) c(qai + 
i)]

+ _�i li s(�i) s(�i) s(qai + 
i)

_Jqri (2; 2) =
_�i s(�i) c(qai + 
i)� _
i [�i s(�i) s(qai + 
i) + li c(�i) s(�i) c(qai + 
i)]

� _qai [�i s(�i) s(qai + 
i) + li c(�i) s(�i) c(qai + 
i)]

+ _�i li s(�i) s(�i) s(qai + 
i)

_Jqri (2; 3) = _
i li s(�i) s(�i) s(qai + 
i) + _qai li s(�i) s(�i) s(qai + 
i)

� _�i li [s(�i) c(�i) + c(�i) s(�i) c(qai + 
i)]

_Jqri (3; 1) = � _�i s(qai + 
i)� _
i [�i c(qai + 
i)� li c(�i) s(qai + 
i)]

+ _qai [��i c(qai + 
i) + Li s(qai ) + li c(�i) s(qai + 
i)]

+ _�i li s(�i) c(qai + 
i)

_Jqri (3; 2) = � _�i s(qai + 
i)� _
i [�i c(qai + 
i)� li c(�i) s(qai + 
i)]

� _qai [�i c(qai + 
i)� li c(�i) s(qai + 
i)]

+ _�i li s(�i) c(qai + 
i)

_Jqri (3; 3) = _
i li s(�i) c(qai + 
i) + _qai li s(�i) c(qai + 
i)

+ _�i li c(�i) s(qai + 
i)

(3.99)
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A partir de estas Jacobianas (Eq. (3.99), Eq. (3.95) y Eq. (3.96)) y siguiendo
las relaciones de�nidas en la Sección 3.4.1.4, se obtienen el resto de relaciones de
aceleración.

3.5.2.6. Problema Dinámico

Una vez resuelto el problema cinemático, se procede al calculo del problema di-
námico. Para ello, tal y como se ha desarrollado en el procedimiento propuesto en la
sección anterior, se ha utilizado la formulación Lagrangiana, la cual permite de�nir el
modelo dinámico en base a cualquier conjunto de variables y evitar el cálculo de las
fuerzas internas.

3.5.2.7. Análisis energético de la plataforma móvil

El manipulador Delta es un mecanismo paralelo diseñado para movimientos pura-
mente de traslación. Sin embargo, debido a la �exibilidad de los eslabones inferiores,
la plataforma móvil puede estar sujeta a rotaciones. Pese a ello, considerando la
suposición de pequeñas deformaciones, las rotaciones que sufre la plataforma son
prácticamente despreciables, y por consiguiente su velocidad angular puede ser con-
siderada cero, ! = 0.

Por lo tanto, la componente cinemática de la contribución de la plataforma móvil
se simpli�ca a,

Tmp =
1

2
(mp +mc) _p

T
x _px (3.100)

donde mp es la masa de la plataforma móvil y Ip su inercia y mc y Ic son la masa
y la inercia de la carga colocada en el centro de la plataforma, respectivamente.

Por su parte, la componente potencial de la plataforma móvil se de�ne como,

Vmp = (mp +ml)gpx (3.101)

donde g es el vector de gravedad y px es el vector de posición del TCP.

3.5.2.8. Análisis energético de la cadena cinemática

La metodología para el cálculo de las energías cinéticas y potencial de las cadenas
cinemáticas se basa en la metodología expuesta en las secciones anteriores. Para ello,
en primer lugar se ha de calcular el vector de posición r (Eq. (3.46)). Nótese, que para
el caso de estudio que se está proponiendo en esta sección, los eslabones superiores
están considerados rígidos, mientras que los inferiores están sujetos a deformaciones.
Por lo tanto, en esta sección cada eslabón será considerado por separado.

Eslabones superiores
Siendo los eslabones superiores rígidos, el vector de posición r se de�ne siguiendo la
Eq. (3.53). Para ello, en primer lugar hay que de�nir las matrices de transformación
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T0
i y T̂

0
i , las cuales se de�nen en base a los sistemas de referencia de�nidos en la Fig.

3.24.

O

βi 
x1

y1

z0≡ z1

xi2

zi2

yi2

xi4

zi3≡ zi4

yi3
xi3

yi4

qai

γi αi

y0

x0g

Figura 3.24: Calculo de la posición geometrica del punto Bi .

De esta manera, las matrices de transformación que relacionan el sistema de
referencia inercial y la base del primer eslabón de la cadena cinemática i se de�ne
como,

T̂0i
2 = T0i

2 =


c(�i) c(qai ) �s(�i) c(�i) s(qai ) ai c(�i)

s(�i) c(qai ) c(�i) s(�i) s(qai ) ai s(�i)

�s(qai ) 0 c(qai ) 0

0 0 0 1

 (3.102)

Una vez de�nidas las matrices de transformación, se puede calcular la expresión
de la energía cinética, Eq. (3.56), basándose en la de�nición del vector de posición
auxiliar rígido de�nido (Eq. 3.53),

r1i =

xi0
0

 =

Li0
0

 (3.103)

Por lo tanto, la energía cinética del eslabón superior se de�ne como,

T1i =
1

2

∫ Li

0

�A1i _r
T _r dx =

1

6
�A1i L

3
i _q2ai (3.104)
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Finalmente, se procede al cálculo de la energía potencial del eslabón superior.
Al tratarse de eslabones rígidos, la energía potencial solo contempla la componente
gravitacional, ya que la componente elastica de�nida en la Eq. (3.54) se considera
nula. Por lo que la expresión se de�ne como,

V1i =

∫ Li

0

�A1i g
T r dx = �

1

2
�A1i g L

2
i sin(qai ) (3.105)

Eslabones inferiores
Los eslabones inferiores, por su parte, se han de�nido como �exibles. Por lo tan-
to, siguiendo la metodología propuesta, en primer lugar se calculan las matrices de
transformación, tanto la rígida T 0i

4 como la �exible T̂ 0i
4 .

Sin embargo, como el eslabón anterior en la cadena cinemática, el eslabón superior,
es rígido, la matriz asociada a la deformación, E0i

4 , esta simpli�cada a una matriz de

identidad 4x4, y por consiguiente tanto T 0i
4 como T̂ 0i

4 se de�nen como (Fig. 3.7),

T̂ 0i
4 = T 0i

4 =


c�i c�i c(qai + 
i)� s�i s�i �c�i s�i c(qai + 
i)� s�i c�i

s�i c�i c(qai + 
i) + c�i s�i �s�i s�i c(qai + 
i) + c�i c�i

�c�i s(qai + 
i) c(qai + 
i)

0 0

c�i s(qai + 
i) c�i (Li c(qai ) + ai)

s�i s(qai + 
i) s�i (Li c(qai ) + ai)

c(qai + 
i) �L s(qai )

0 1


(3.106)

de donde se obtiene la matriz de rotación R̂0i
4 y el vector de la posición del punto

�nal del eslabón anterior, p0i2 , siguiendo las Eqs. (3.47) y (3.48).
Como se ha detallado anteriormente, los eslabones que componen el paralelogra-

mo articulado han sido sustituidos por pletinas de aluminio, para aumentar el efecto
de la deformación en los eslabones. Estas pletinas son mucho más largas (0:4m) y
anchas (0:015m) que altas (0.003m). Por lo tanto, las deformaciones en el eje z , es
decir w2ji (x; t) son mucho mayores (en torno a 30 veces mayores según las simula-
ciones en MSC.Adams) a las que están sometidos los ejes x e y . Por lo tanto, para
simpli�car el modelo, se asume que las deformaciones a las que están sometidos los
eslabones inferiores están limitadas al eje z , simpli�cando el vector de posición auxiliar
de�nido en la Eq. (3.50) a,

r2i =

(j � 1) l2ji + x2ji
0

0

+

 0

0

w2ji (x; t)

 (3.107)

donde w2ji (x; t) esta de�nido en la Eq. (3.52).

115



Capítulo 3. Desarrollo del Modelo

Nótese que según el Método de Elementos Finitos se requiere de�nir el número de
elementos por eslabón �exible. En este sentido, Tsujisawa sugiere en [229] que para
los robots manipuladores un número pequeño de modos (dos o tres) eran su�cientes
para representar la dinámica de los eslabones �exibles. Además, según Przemieniecki
en [178], los primeros m modos de vibración se obtienen con su�ciente precisión a
partir de un modelo FEM de m elementos. Por lo tanto, para el caso de estudio del
Robot Delta se han utilizado modelos FEM de tres elementos (j = 1::3), de�niendo
ocho GDL �exibles para cada elemento (qf = [ hw21i hw22i � � � hw28i ]T ), tal y como
se aprecia en la Fig. 3.25.

wi2

wi4

wi6

wi8

ɣi

(a) (b)

wi7

wi5

wi3

wi1

Figura 3.25: Grados de libertad �exibles: a) Distancia de la deformación y b) Pendiente
de la deformación.

Una vez de�nidas las matrices de transformación y los vectores de posición auxi-
liares, la energía potencial y cinética de los eslabones �exibles se calcula utilizando la
Eq. (3.54) y la Eq. (3.56), respectivamente.

3.5.2.9. Ecuaciones de movimiento del Robot Delta

Una vez obtenidas las expresiones de energía de cada subsistema, se puede calcular
la ecuación de movimiento asociado a cada subsistema (plataforma móvil y cadenas
cinemáticas) aplicando la Formulación de Lagrange [228].

Mq �q+ Cq _q+Kq q+ Gq =

[
@���(x;q)

@q

]T
�+ �q

Mx �x+ Cx _x+ Gx =

[
@���(x;q)

@x

]T
�+Qx

(3.108)
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donde el subíndice q hace referencia a las matrices que de�nen las ecuaciones de
movimiento de las cadenas cinemáticas y las cuales están de�nidas por las variables
articulares (tanto rígidas como �exibles); el subíndice x hace referencia a las matrices
que modelan la ecuación de movimiento de la plataforma móvil, de�nida mediante
coordenadas espaciales; � es el vector de multiplicadores de Lagrange y ���(x;q) es la
ecuación de cierre de�nida en la Eq.(3.85).

Para poder resolver el sistema de la Eq. (3.108), se tienen que de�nir las Condi-
ciones de Contorno (BC) de cada eslabón �exible. Para ello es sabido que el número
de BC necesarios para resolver la ecuación diferencial es el mismo que el orden de
ésta. Por lo tanto, como los eslabones �exibles están modelados mediante la Teo-
ría de Euler Bernoulli, la cual se de�ne mediante una ecuación diferencial de cuarto
orden, se requieren cuatro Condiciones de Contorno por cada eslabón �exible para
poder resolver la ecuación de movimiento del robot.

Según la literatura existente, se pueden aplicar diferentes BC en función de la
con�guraciones de los elementos. Las Condiciones de Contorno asociadas a vigas
simplemente apoyadas en ambos extremos, por ejemplo, se han utilizado para el con-
trol de posición del TCP de robots [13], ya que son fáciles de implementar. Las BC
asociadas a ambos extremos libres, por el contrario, se han implementado para va-
riables de movimientos rígidos [18]. Por último, otros autores, han considerado los
eslabones �exibles como vigas empotradas, demostrando que esta suposición sim-
pli�ca las medidas de las variables articulares y el cálculo de los pares requeridos
[28, 235].

Por su parte, basándose en los resultados experimentados recogidos en [98] y en
[16], si el ratio entre la inercia de la viga y el eje es muy pequeño (al menos diez
veces más pequeño), las Condiciones de Contorno asociadas a la viga empotrada
ofrecen mejores resultados que los asociados a la viga con ambos extremos libres.
Por lo tanto, para el caso de estudio analizado, se han utilizado las Condiciones de
Contorno asociadas a la viga empotrada:

La base del eslabón no sufre desplazamiento debido a la �exión: w21i (0; t) = 0.

El eslabón no sufre deformación en su base, por lo que la derivada de ésta será

cero en dicho punto:
@w21i

(0;t)

@x
= 0.

El extremo �nal del eslabón no sufre momento �ector:
@2w27i

(li ;t)

@x2 = 0.

No se ejercen fuerzas cortantes en el extremo �nal del eslabón:
@3w27i

(li ;t)

@x3 = 0.

Si las Condiciones de contorno se introducen al modelo de los eslabones �exibles,

Si w21i (0; t) = 0, entonces w211 = w212 = w213 = 0.

Si
@w21i

@x
= 0, entonces w221 = w222 = w223 = 0.
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por lo tanto, las �las y columnas asociadas a las variables wi1 = w22i = 0 de las
matrices dinámicas Mq, Cq, Kq y Gq para i = 1; 2; 3 pueden ser eliminadas.

Una vez introducidas las Condiciones de Contorno en las ecuaciones de movimien-
to, y manipulando la Eq. (3.108) se pueden obtener el modelo dinamico del robot
de forma cerrada. Por lo tanto, si se combinan ambas ecuaciones y se eliminan los
Multiplicadores de Lagrange �, se obtiene,

� = Mq �q+ Cq _q+Kq q+ Gq�

�
(
@���
@q

)T [(
@���
@x

)T ]y
(Mx �x+ Cx _x+ Gx �Qx)

(3.109)

donde la derivada parcial de la ecuación de cierre puede ser calculada según la Eq.
(3.69), reescribiendo la Eq. (3.109) como,

� = Mq �q+ Cq _q+Kq q+ Gq�

� Jyq (Mx �x+ Cx _x+ Gx �Qx)
(3.110)

3.5.2.10. Validación en Simulación

En esta sección, se analiza la precisión del modelo �exible del Robot Delta desa-
rrollado en el apartado anterior. Para ello, se ha validado el Modelo Dinámico Inverso
comparando los pares estimados en la Eq. (3.110) con los obtenidos mediante el
Software Mutibody MSC.Adams.

En dicha validación, el Robot Delta, cuyos parámetros principales están resumidos
en las Tablas 3.2 y 3.3, se ha excitado mediante frecuencias no simétricas que abarcan
todo el espectro frecuencial en el que puede trabajar el robot. Para ello, se han aplicado
movimientos sinusoidales de diferentes frecuencias a cada una de las articulaciones
actuadas, tal que,

q1 = 0:5 sin(2� !q1 t) q2 = 0:5 sin(2� !q2 t) q3 = 0:5 sin(2� !q3 t) (3.111)

donde las frecuencias vienen de�nidas por !q1 = 3 rad=s, !q2 = 0:75 3 rad=s, !q3 =
1:2 3 rad=s y t es el tiempo, el cual está de�nido entre 0 y 5s con un tiempo de
muestreo de Ts = 10�5 s.

A partir de la simulación del modelo en MSC.Adams, se obtienen tanto la posición,
velocidad y aceleración de cada una de las variables del modelo (q, _q y �q) como el
par requerido para obtener el movimiento en las articulaciones (�medido). Una vez
obtenidos todos los datos, el Modelo Dinámico Inverso desarrollado en el apartado
anterior se alimenta de ellos para estimar matemáticamente el par (�estimada), tal y
como se observa en la Fig. 3.26.

El software Multibody MSC.Adams, entre otras muchas opciones, permite senso-
rizar cualquier elemento, pudiendo obtener una gran variedad de señales, tales como
su posición, velocidad, aceleración, fuerzas soportadas, etc. Por lo tanto, aprovechan-
do que se dispone de todos los datos cinemáticos del robot, en primer lugar se han
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Modelo en
MSC.Adams

Modelo
Matemático

q

_q

�q

�medido

�estimado

Figura 3.26: Diagrama de bloques del proceso de validación del modelo dinamico del
robot Delta.

validado las relaciones de velocidad y aceleración de�nidas mediante las diferentes
Jacobianas desarrolladas en las Sección 3.5.2.1. Para ello, se han estimado diferentes
velocidades y aceleración a partir de otras conocidas para posteriormente comparar
grá�camente las estimaciones con los datos de obtenidos mediante MSC.Adams.

Validación de Jqr : Problema de velocidad inverso
En la Sección 3.4.1.3, la primera matriz de�nida es la Jacobiana de las variables
articulares, Jqr . Ésta, permite obtener las derivadas de las variables rígidas, _qr , a
partir del vector de velocidad de las coordinadas de salidas, x. Por lo tanto, a partir
de las velocidades de la plataforma móvil medidos por los sensores implementados en
MSC.Adams se han estimado las velocidades angulares de las articulaciones activas,
_qa. Una vez estimadas las velocidades angulares, éstas son comparadas en la Fig.
3.27 con las señales medidas mediante MSC.Adams.

Tal y como se puede apreciar, la estimación que se ha obtenido es altamente
precisa, ofreciendo un error máximo de 0; 0108 rad=s, 0; 0103 rad=s y 0; 0104 rad=s
para cada cadena cinemática i = 1, 2 y 3, respectivamente; lo que supone un error
máximo porcentual del 0; 0571%, 0; 0728% y 0; 0459%. Sin embargo, el error medio
baja al 0; 0169%, 0; 0248% y 0; 0129%, ya que éste está en torno a 0; 0030 rad=s

(0; 0032 rad=s, 0; 0035 rad=s y 0; 0029 rad=s, respectivamente).
Del mismo modo, y a partir de la misma Jacobiana, se pueden obtener las velo-

cidades angulares de las variables no actuadas o pasivas, _
 y _�.
En la Fig. 3.28 se puede observar como, al igual que en el caso de la velocidad

angular de las articulaciones actuadas, la velocidad de las articulaciones pasivas 
, _
,
se estima con gran precisión, siendo el error medio de 0; 0363 rad=s, 0; 0325 rad=s
y 0; 0490 rad=s, para cada cadena cinemática i = 1, 2 y 3, lo que signi�ca un
0; 2175%, 0; 2033% y un 0; 2674% de la amplitud máxima. De la misma forma, los
errores máximos están limitados a 0; 4 rad=s, lo que supone un 2% de la amplitud
de la señal.

Las últimas variables articulares (pasivas), �, también se han comparado, obte-
niendo resultados igualmente buenos como se puede apreciar en la Fig. 3.29. En ella
se puede ver como la estimación tiene un error máximo del 0; 0281%, 0; 0313% y
0; 0257% respectivamente en cada pata/cadena cinemática (0; 0038 rad=s, 0; 0048
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Figura 3.27: Comparación de la evolución de la velocidad articular de la cadena cine-
mática 1, 2 y 3 medida y estimada mediante las Jacobianas de las variables articulares.
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Figura 3.28: Comparación de la evolución de la velocidad angular de 
 medida y
estimada mediante las Jacobianas de las variables de las cadenas cinemáticas (o
patas) 1, 2 y 3, respectivamente.
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Figura 3.29: Comparación de la evolución de la velocidad angular de �i medida y
estimada mediante las Jacobianas de las variables articulares.

rad=s y 0; 0031 rad=s) y medio del 0; 0094%, 0; 0091% y 0; 0073% (0; 0013 rad=s,
0; 0014 rad=s y 0; 0009 rad=s) para cada una de las cadenas cinemáticas i = 1, 2 y
3, respectivamente.

En las Tablas 3.4 y 3.5 se exponen de forma resumida los errores entre ambos
modelos (simulado en Adams y el analítico propuesto) tanto en valor absoluto (Tabla
3.4) como en valor porcentual (Tabla 3.5). Como se puede apreciar, en todos los
casos la estimación es muy precisa siendo el error medio inferior a 0; 05 rad=s. Sin
embargo, se observa que el mayor error medio se produce a la hora de estimar la
velocidad de las variables pasivas 
, siendo éste del orden de diez veces mayor que
el error medio de estimación de las otras dos variables. Este incremento del error se
debe, principalmente, a la aproximación rígida efectuada en la Eq. (3.26).

Validación de Jp: Problema de Velocidad directo
Una vez de�nidas y validadas las Jacobianas de las variables articulares, la metodología
propuesta estipula el calculo de la Jacobiana de la plataforma, Jp. Esta Jacobiana, al
contrario que la de las variables articulares, estima la velocidad de las coordenadas de
salida, _x, a partir de la velocidad de las variables articulares actuadas, _qa.

Por lo tanto, para su validación, se han tomado las aceleraciones angulares de
las articulaciones activas y se ha procedido a estimar las velocidades lineales de la
plataforma. Siguiendo el procedimiento utilizado para la validación de las Jacobianas
de las variables articulares, en la Fig. 3.30 se puede comparar la señal estimada con
la obtenida a partir de la medición realizada en MSC.Adams.
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Cadena _qa [rad=s] _
 [rad=s] _� [rad=s]

Error Máximo
i = 1 0; 0108 0; 2568 0; 0038

i = 2 0; 0103 0; 3037 0; 0048

i = 3 0; 0104 0; 4144 0; 0031

Error Medio
i = 1 0; 0032 0; 0377 0; 0013

i = 2 0; 0035 0; 0325 0; 0014

i = 3 0; 0029 0; 0490 0; 0009

Tabla 3.4: Tabla resumen de los errores en la estimación de las velocidades de las
variables articulares.

Cadena _qa [%] _
 [%] _� [%]

Error Máximo
i = 1 0; 0571 1; 5212 0; 0281

i = 2 0; 0728 1; 9006 0; 0313

i = 3 0; 0459 2; 2615 0; 0257

Error Medio
i = 1 0; 0169 0; 2152 0; 0094

i = 2 0; 0248 0; 2033 0; 0091

i = 3 0; 0129 0; 2674 0; 0073

Tabla 3.5: Tabla resumen de los errores porcentuales respecto de la amplitud máxima
en la estimación de las velocidades de las variables articulares.

Como se puede observar, una vez más la estimación realizada es altamente pre-
cisa, con un error máximo de 0; 0008m=s, 0; 0009m=s y 0; 0015m=s (0; 0129%,
0; 0175% y 0; 0526% de la amplitud) para cada cadena cinemática i = 1, 2 y 3, res-
pectivamente. El error medio, por su parte, se reduce a 0; 0002101m=s, 0; 0002383m=s,
0; 0004417m=s, lo que signi�ca un error medio porcentual del 0; 0036%, 0; 0044%
y 0; 0155% de la amplitud.

Validación del problema de aceleración
Tras el problema de velocidad, la metodología aborda el problema de aceleración,
para el cual se derivan las Jacobianas utilizadas anteriormente. A partir de dichas
derivadas se pueden obtener nuevas matrices que relacionan las aceleraciones de las
diferentes variables. Por lo tanto, bajo el mismo procedimiento, se pueden comparar
las aceleraciones angulares de las articulaciones estimadas a partir de las aceleraciones
de la plataforma y las aceleraciones medidas mediante MSC.Adams, tal y como se
aprecia en las Fig. 3.31, 3.32 y 3.33.

Una vez más, se puede observar que en todos los casos la estimación es precisa.
En las Tablas 3.6 y 3.7 se muestran los errores máximos y medios para cada una
de las variables tanto en valor absoluto como porcentual. Comparando ambas tablas
con las Tablas 3.4 y 3.5, se puede apreciar como, si bien el error ha aumentado en
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Figura 3.30: Comparación de la evolución de la velocidad lineal del TCP medida y
estimada mediante las Jacobianas de las variables articulares.
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Figura 3.31: Comparación de la evolución de las aceleraciones articulares actuadas
medidas y las estimadas mediante las Jacobianas de las variables articulares.
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Figura 3.32: Comparación de la evolución de la aceleración articular pasiva 
 de
cada cadena cinemática del Delta medida y estimada mediante las Jacobianas de las
variables articulares.
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Figura 3.33: Comparación de la evolución de aceleración articular pasiva � de ca-
da cadena cinemática del Delta medida y estimada mediante las Jacobianas de las
variables articulares.
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la estimación de las aceleraciones, porcentualmente éste se mantiene en el mismo
orden de magnitud que en el caso de la estimación de velocidades. En el caso de
la aceleración, al igual que en el de velocidad, la estimación de la aceleración de la
variable articular 
, es entorno a un orden de magnitud mayor que el resto de variables.
Pese a ello, dicho error no deja de ser poco signi�cativo ya que éste no alcanza el
0:5% en el peor de los casos.

Cadena _qa [rad=s
2] _
 [rad=s2] _� [rad=s2]

Error Máximo
i = 1 0; 4687 3; 5791 0; 2519

i = 2 0; 4573 2; 9842 0; 1785

i = 3 0; 4391 4; 8598 0; 2194

Error Medio
i = 1 0; 1645 1; 2059 0; 0461

i = 2 0; 1653 0; 9097 0; 0456

i = 3 0; 1514 1; 9358 0; 0429

Tabla 3.6: Tabla resumen de los errores en la estimación de las aceleraciones de las
variables articulares.

Cadena _qa [%] _
 [%] _� [%]

Error Máximo
i = 1 0; 1319 1; 0769 0; 0964

i = 2 0; 2288 1; 0805 0; 0571

i = 3 0; 0858 1; 2608 0; 1008

Error Medio
i = 1 0; 0463 0; 3628 0; 0177

i = 2 0; 0827 0; 3294 0; 0146

i = 3 0; 0296 0; 5022 0; 0197

Tabla 3.7: Tabla resumen de los errores porcentuales respecto a la amplitud máxima
en la estimación de las aceleraciones de las variables articulares.

Validación de la Jacobiana de aceleración de la plataforma
Por último, y para �nalizar la validación del problema cinemático, se ha procedido a
la validación de la Jacobiana de aceleración de la plataforma. Esta Jacobiana permite
estimar las aceleraciones de la plataforma a partir de las aceleraciones de las variables
articulares activas.

En la Fig. 3.34 se puede apreciar la validez de dicha estimación, donde los errores
máximos (0; 0547m=s2, 0; 0605 y 0; 0702) no llegan al 0; 1% del la amplitud y los
errores medios se reducen al 0; 0130%, 0; 0145% y 0; 0332% de la amplitud.

Validación del modelo dinámico
Tras la validación del problema cinemático, se procede a validar el problema dinámico,
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Figura 3.34: Comparación de la evolución de la aceleración lineal del TCP medida y
estimada mediante las Jacobianas de las variables articulares.

tal y como detalla la metodología presentada. Para ello, se ha utilizado la trayectoria
descrita en la Eq. (3.111), y se aplicará diferentes cargas a la plataforma móvil del
Robot Delta.

En primer lugar, se ha de�nido un escenario en donde el robot trabaja en ausencia
de carga. Ante dicho escenario, y siguiendo el procedimiento descrito por la Fig.
3.4, se han comparado los pares estimados mediante el modelo dinámico y los pares
medidos a partir del software Multibody MSC.Adams. Para ello, ambas señales se han
gra�cado conjuntamente en la Fig. 3.35.

Tal y como se aprecia en la Fig. 3.35, el modelo desarrollado es capaz de estimar
de forma precisa la dinámica del sistema. En la Fig. 3.36, por su parte, se ha gra�cado
el error entre ambas señales. En ella se aprecia como el error máximo para cada una de
las cadenas cinemáticas i = 1, 2 y 3 es 0; 258Nm, 0; 2251Nm y 0; 2937Nm, respec-
tivamente; lo que signi�ca un error del 4; 07%, 4; 801% y 3; 772% de cada amplitud.
Sin embargo, el error medio de estimación baja en torno al 1% (0; 8197%, 1; 075% y
1; 7085%, respectivamente) del rango del par, siendo el error error cuadrático medio
(RMS) es inferior al 1; 85% (1; 706%, 1; 846% y 1; 748%, respectivamente).

En el segundo escenario de�nido, al Robot Delta se le aplica una carga en la
plataforma móvil de 2; 5Kg. Mediante esta carga, pese a ser demasiado alta para
las especi�caciones del robot comercial (< 1Kg), se pretende demostrar el rango de
validez del modelo desarrollado. Por lo tanto, de la misma manera que en el escenario
anterior, las señales de par estimado y medido se han comparado gra�camente en la
Fig. 3.37

En este caso, tal y como sucedía en el escenario anterior, se aprecia como el
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Figura 3.35: Comparación de la respuesta del par obtenida sin carga adicional a partir
del modelo matemático y el el software de simulación MSC.Adams.
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Figura 3.36: Error de estimación del par sin carga adicional mediante el modelo ma-
temático en comparación con los datos obtenidos mediante el software de simulación
MSC.Adams.
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Figura 3.37: Comparación de la respuesta del par obtenida con 2; 5 kg de carga
adicional a partir del modelo matemático y el software de simulación MSC.Adams.

comportamiento dinámico se reproduce de manera �el, con un error máximo inferior
a 0:4Nm (0:3778Nm, 0:3248Nm y 0:3923Nm, respectivamente), lo que signi�ca
un 0:7918%, 0:8671% y 0:6975% de la amplitud del par, como se observa en la
Fig. 3.38. Por su parte, comparándolo con los resultados anteriores se aprecia que el
error medio es, si cabe, menor, ya que éste es inferior al 0:12% (0:1018%, 0:1138%
y 0:1032% para las cadenas cinemáticas i = 1, 2 y 3, respectivamente). Del mismo
modo, el valor RMS del error, el cual es 0:2977%, 0:3167% y 0:3107%, respecti-
vamente, también es comparativamente menor que el obtenido en el experimento sin
carga.

En resumen, los resultados analizados concluyen que el modelo dinámico del robot
Delta, cuyas 3 cadenas cinemáticas están formadas por elementos �exibles (inferiores)
y rígidos (superiores), tiene un error por debajo del 0:4N con carga y 0:3N sin carga.
De esta forma se aprecia que el rango de validez del modelo es muy superior a los
límites de potencia de los actuadores del robot.

Validación del modelo dinámico en presencia de carga
Una vez validado el modelo dinámico se ha realizado un barrido donde se analiza la
evolución del error porcentual en función de la carga aplicada a la plataforma. Para
dicho barrido, se han adquirido los datos para cargas comprendidas entre los 0Kg y
los 2:5Kg, con un paso de 0:05kg.

Como se puede apreciar en las Fig. 3.39, 3.40 y 3.41, tanto el error máximo como
el error medio y error cuadrático medio se reducen exponencialmente. Esto se debe a
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Figura 3.38: Error de estimación del par con 2; 5kg de carga adicional mediante el
modelo matemático en comparación con los datos obtenidos mediante el software de
simulación MSC.Adams.
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Figura 3.39: Evolución del error máximo de estimación en función de la carga aplicada
a la plataforma el Robot Delta.
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Figura 3.40: Evolución del error rms de estimación en función de la carga aplicada a
la plataforma el Robot Delta.
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Figura 3.41: Evolución del error medio de estimación en función de la carga aplicada
a la plataforma el Robot Delta.
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que la estimación del par tiene un pequeño error a la hora de estimar la componente
de gravedad, el cual pierde importancia a medida que se aumenta la carga externa.

3.5.2.11. Validación experimental

Una vez validado el modelo matemático mediante su comparación con MSC.Adams,
éste ha sido validado, también, contra un prototipo real. Para ello, se han utilizado
los datos obtenidos mediante ensayos con el robot comercial Omron Mini Delta CR-
UGD4MINI-NR propiedad del Grupo de Control e Integración de Sistemas (GCIS)
de la Escuela Ingeniería de Bilbao de la Universidad del País Vasco (UPV-EHU). A
dicho robot, tal y como se ha mencionado anteriormente, se le han sustituido los
eslabones inferiores de �bra de carbono por unos de aluminio AW5083/H111 (cuyas
características han sido de�nidas en la Tabla 3.3) con la intención de enfatizar los
efectos �exibles de dichos eslabones.

A su vez, para disponer de los datos necesarios, el robot ha sido convenientemente
sensorizado de forma que los datos obtenidos pudieran ser utilizados por el modelo
matemático, y poder así validar el modelo siguiendo el esquema utilizado en la Fig.
3.26. Por lo tanto, en primer lugar, se ha utilizado la sensórica ya instalada en el
modelo comercial, mediante la cual se han obtenido los pares de entrada (�medida)
y las posiciones de las articulaciones activas (qa). Ambas señales, han sido envidas
desde el controlador del robot (NJ Controller) hasta el PC de adquisición de datos
siguiendo el protocolo Ethernet-IP. Además, a partir de la primera y segunda derivada
de la posición de las articulaciones activas, se han obtenido tanto las velocidades
como las aceleraciones de las articulaciones activas, _qa y �qa, respectivamente.

USB

Ethernet-IP

Galgas 

Pares y posiciones

articulares

Figura 3.42: Esquema del conexionado para la validación experimental del modelo
dinámico.

Por otro lado, para poder medir las deformaciones en los eslabones inferiores, se
han utilizado galgas extensiometricas. Los datos obtenidos a partir de ellas han sido
capturados en tiempo real mediante la tarjeta de adquisición de datos NI 9235. Dicha
tarjeta, haciendo uso de un cuarto de puente de Wheatstone, obtiene una variación
de impedancia a partir de la elongación de las galgas, la cual permite, tal y como
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expone [89], obtener tanto las deformaciones como sus pendientes en los diferentes
puntos medidos del eslabón.

Todos los datos adquiridos (pares, posiciones de las articulaciones, y datos de las
galgas) han sido guardados con un periodo de muestreo de 10ms para su posterior
procesamiento mediante el software de adquisición de datos NI LabVIEW. Por lo
tanto, el esquema de adquisición de datos utilizado se puede ver de forma grá�ca en
la Fig. 3.42.

Con la intención de abordar la mayor casuistica posible, se han de�nido diferen-
tes trayectorias del TCP del robot, mediante las cuales se ha validado el modelo
matemático. En primer lugar, se han de�nido movimientos a lo largo de cada una
de los tres ejes de del robot por separado (en este documento solo se analiza la
trayectoria en el eje y ya que el resto son equivalentes). Posteriormente, se han rea-
lizado movimientos más complejos en donde se han combinado traslaciones en los
tres ejes simultáneamente. Dichos movimientos aleatorios se han agrupado tanto en
trayectorias circulares (paralelos al plano xy 0 con traslación en el eje z) como en
movimientos propios de aplicaciones de pick & place. Cada uno estas trayectorias,
a su vez, se han realizado a diferentes velocidades, desde las maximas velocidades
admitidas por el robot hasta velocidades muy inferiores a las que utilizan los robots
deltas en la mayoría de aplicaciones. Validando así el modelo en todo el rango de
frecuencias.

Siendo el objetivo de este apartado la validación del modelo y no el estudio exhaus-
tivo del comportamiento del robot para cada uno de los casos de estudios planteados,
en las siguientes lineas se ha analizado un caso de cada grupo en detalle. Posterior-
mente, a la hora de extraer conclusiones se presentaran los datos obtenidos en el
resto de ensayos en forma de tabla.

Trayectoria a lo largo del eje y a alta velocidad
En el primer caso de estudio se ha comparado el comportamiento del modelo ma-
temático contra los datos experimentales obtenidos en la plataforma real ante una
trayectoria horizontal a lo largo del eje y del robot.

Para ello, mediante el controlador de posición rígido existente en el propio ro-
bot comercial, se han programado un movimiento lineal a lo largo del eje y . Dicho
desplazamiento se ha realizado con un tiempo de ciclo de 200ms.

Cabe destacar que, como se aprecia en la Fig. 3.24, el eje y del robot, a diferencia
del eje x , no esta alineada con ninguna de las cadenas cinemáticas, lo que hace que
la deformación de los eslabones �exibles no este distribuida uniformemente entre los
eslabones.

Una vez de�nida la trayectoria ha realizar, el modelo se ha validado siguiendo el
procedimiento descrito por la Fig. 3.26. En la Fig. 3.43 se han gra�cado conjunta-
mente los pares medidos en el prototipo y los estimados por el modelo dinámico a
partir de las medidas experimentales adquiridas (�qa, _qa, qa, u, _u, �u). En ella se aprecia
como el modelo matemático estima �elmente la dinámica de los pares de cada una
de las articulaciones activas.
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Figura 3.43: Comparación de la respuesta del par para una trayectoria a lo largo del
eje y obtenida a partir del modelo matemático y el prototipo real.
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Figura 3.44: Error de estimación para una trayectoria a lo largo del eje y obtenida a
partir del modelo matemático y el prototipo real.
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En la Fig. 3.44, por su parte, se muestra el error de estimación entre ambas
señales. En ella se aprecia como el error de estimación maximo de los pares no
sobrepasa los 0; 0897Nm, 0; 0247Nm y 0; 0267Nm, para cada una de las cadenas
cinemáticas i = 1, 2 y 3. Estos errores suponen un 7; 8%, 7; 05% y 2; 96% del
rango del par de cada uno de los pares de cada cadena cinemática, respectivamente.

Trayectoria circular en el plano xy mientras se desplaza en el eje z
Del mismo modo que se ha realizado con la trayectoria en el eje y , también se
ha analizado la respuesta del sistema para una trayectoria circular en el plano xy
combinada con un desplazamiento en el eje z , tal y como se aprecia en la Fig. 3.45.
Mediante este movimiento se pretende demostrar la validez del modelo en cualquier
posición dentro del espacio de trabajo del robot.
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Figura 3.45: Representación tridimensional de la trayectoria circular con desplaza-
miento vertical realizada por el prototipo real.

En la Fig. 3.46, se puede comparar grá�camente la evolución dinámica de cada
uno de los pares medidos en el prototipo, así como los estimados mediante el modelo
desarrollado. En dicha comparación se puede apreciar que en ambos casos, la dinámica
es muy similar.

En la Fig. 3.47 se analiza el error entre ambas señales. En ella que se aprecia
como el error máximo es menor a 0:0074Nm, 0:0082Nm y 0:0048Nm; lo que supone
1:23%, 0; 91% y 0; 69% del rango máximo del par, respectivamente. Errores muy
inferiores a los obtenidos en el caso de estudio anterior. Esto se debe a que esta
trayectoria es mucho menos abrupta que la analizada anteriormente.
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Figura 3.46: Comparación de la respuesta del par para una trayectoria circular con
desplazamiento vertical obtenida a partir del modelo matemático y el prototipo real.
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Figura 3.47: Error de estimación para una trayectoria circular con desplazamiento
vertical obtenida a partir del modelo matemático y el prototipo real.
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Trayectoria pick & place a velocidad rápida
Finalmente, teniendo en cuenta que una de las aplicaciones principales de los robots
paralelos, y en especial de los robots delta, es el pick & place, se ha validado el modelo
mediante una trayectoria que simule una aplicación de este tipo. Para ello se ha hecho
uso de una trayectoria (véase 3.48) mediante la cual se apilan de pequeños cubos de
madera situados en diferentes puntos de la base de trabajo. Dicha trayectoria simula
ciclos de trabajo pick & place, los cuales están compuestos por una sucesión de
movimientos, los cuales han sido programados para que tengan un tiempo de 500ms.
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Figura 3.48: Representación tridimensional de la trayectoria de pick & place realizada
por el prototipo real.

Una vez más, al igual que en los casos anteriores, se puede apreciar como la
dinámica del modelo estimado representa de forma �el la realizada por el prototipo
(Fig. 3.49). Cabe destacar, sin embargo, que se aprecian ciertos puntos falsos a lo
largo de la señal de estimación. Estos se deben a errores de integración y falsas
medidas del sistema. Estos puntos aislados, normales en las estimaciones, pueden ser
fácilmente omitidos mediante el uso de �ltros pasobajos.

Pese a ello, el error de estimación, tal y como se aprecia en la Fig. 3.49, es menor
a 0; 0250Nm, 0; 0424 y 0; 0272 siendo su valor inferior al 3; 57%, 7; 06% y 2; 72% de
la amplitud del movimiento de cada cadena cinemática i = 1, 2 y 3, respectivamente.

En base a estos resultados, es posible a�rmar que el modelo dinámico desarrollado
para la plataforma Delta �exible y sus respectivos problemas cinemáticos proporcio-
na el mismo resultado que aquellos obtenidos mediante el software de simulación
MSC.Adams y están dentro de unos errores de estimación aceptables en compara-
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Figura 3.49: Comparación de la respuesta del par para una trayectoria de pick & place
obtenida a partir del modelo matemático y el prototipo real.
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Figura 3.50: Error de estimación para una trayectoria de pick & place obtenida a
partir del modelo matemático y el prototipo real.
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ción con los obtenidos en el prototipo real.

3.6. Conclusiones

En este capítulo se ha de�nido una metodología uni�cada basada en el método de
elementos �nitos para el cálculo del modelo dinámico de los robots paralelos. Dicha
metodología se de�ne independientemente de la rigidez de los eslabones, característica
no abordada anteriormente en la literatura. Para su validación dicha metodología ha
sido aplicada a dos plataformas: el Manipulador She�eld y el robot Delta.

En la primera de ellas, se ha tratado de replicar el trabajo presentado en [221]
con el robot de un grado de libertad Manipulador She�eld. Dicho robot, tomado en
numerosos trabajos como robot de referencia a la hora de proponer nuevas estrategias
de modelado �exible, esta constituido por un eslabón �exible que roto al rededor del
único grado de libertad que dispone.

Dicho robot ha sido modelado dinámicamente siguiendo la metodología propuesta
y los resultados obtenidos han sido validados mediante el software de simulación
Multibody MSC.Adams y mediante los resultados presentado por Tokhi y Azad [221].

Los resultados demuestran que el modelo propuesto garantiza una adecuada pre-
cisión en un gran rango de cargas [0 � 0; 1kg]. Dicha precisión no solo se observa
durante el régimen permanente sino que la dinámica de los tres casos convergen tanto
en el régimen permanente como en el transitorio con errores mínimos. Mediante estos
resultados, queda validada la parte �exible de la metodología presentado.

El segundo caso de estudio, aborda el modelado de un robot Delta donde se
combinan tanto eslabones rígidos como �exibles. Para ello, a partir de los datos
mecánicos y geométricos obtenidos del prototipo comercial Robot Omron Mini Delta
CR-UGD4MINI-NR se ha abordado el problema cinemático y dinámico de su modelado
siguiendo la metodología presentada. Además, y para enfatizar la componente �exible
de los eslabones inferiores, estos han sido sustituidos por pletinas de aluminio de 3mm
de grosor.

El modelo resultante ha sido validado primero mediante simulaciones en el software
comercial MSC.Adams. A partir de los datos obtenidos del modelo desarrollado en
MSC.Adams se ha validado todo el problema cinemático, con errores medios inferiores
al 0; 4% de la sus respectivas amplitudes. Por otro lado, también ha permitido hacer
un estudio del rango de cargas en el que la metodología del modelo dinámico resultaba
valida. A partir de dicho estudio, no solo se validaba el problema dinámico sino que
se ha comprobado que éste es valido en un rango mucho mayor [0 � 2; 5kg] que el
de�nido por la limitación de par de los motores [0� 1kg].

Adicionalmente, el modelo desarrollado ha sido comparado con los datos obtenidos
en un robot Delta comercial. Para ello, se ha requerido sensorizar dicho prototipo y
realizar una interfaz que permitiese la comunicación y la adquisición de los datos en
tiempo real.

Aunque los errores obtenidos son ligeramente superiores a los obtenidos contra la
simulación estos están dentro de limites asumibles por el controlador, ya que estos
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no sobrepasan, en el peor de los casos, el 7% de error máximo. Para dicho análisis
se han utilizado diferentes trayectorias a partir de las cuales se ha comprobado que
cuanto mas abrupta es la trayectoria, mayor es el error máximo. Pese a ello, cabe
tener en cuenta que en el caso de la validación mediante prototipo real no solo se
computan los errores debidos a la metodología sino que entran en juego factores
como errores de estimación de la cinemática, errores de adquisición de datos, errores
de tolerancias, resoluciones, etc.

Por lo tanto, teniendo todo ello en cuenta, se puede dar por validado la meto-
dología presentada, la cual tiene se de�ne independientemente de la rigidez de los
eslabones, característica que no se había abordado en la literatura.
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4
Desarrolllo del
Estimador de
Variables Flexibles

4.1. Introducción

En el capítulo anterior se ha validado la metodología de modelado propuesta.
Para ello, en dicho capítulo se ha dado por hecho que la deformación en los eslabones
�exibles era conocida. Sin embargo, medir la deformación no es tarea trivial.

En la robótica rígida, la localización del TCP de los robots paralelos se determina
mediante el Modelo Cinemático Directo. Éste permite calcular la trayectoria en el
espacio operacional x(t) a partir de cualquier trayectoria articular q(t), es decir,
f(q(t)) = x(t); siendo éste un modelo imprescindible a la hora de de�nir el control
de un manipulador paralelo.

En la robótica �exible, por el contrario, la ecuación cinemática directa que rige el
movimiento de los eslabones �exibles tiene multiples soluciones, ya que la deformación
de los eslabones permite más de una posición y orientación de la garra para una
con�guración articular q dada (Fig. 2.1a)[200].
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Por lo tanto, y como se ha de�nido en el Capítulo 3, el Modelo Cinemático Directo
se de�ne en términos de las variables de movimiento rígidas qr y las variables �exibles
qf que modelan la deformación de los eslabones �exibles,

x(t) = f(qr;qf) (4.1)

Sin embargo, mientras las variables rígidas son fácilmente medibles mediante el
uso de sensores de posición en las articulaciones, la medida de las variables �exibles
no es una tarea trivial.

Es por ello que se ha tratado de medir la deformación debida a la �exibilidad
de los eslabones considerando diferentes tipos de sensores [120]. Entre ellos, uno
de los que mejores resultados ofrece es el uso de la visión arti�cial, la cual se ha
utilizado tanto para determinar la localización del TCP [63, 64, 132] como para su
calibración [225, 160]. La implementación de controladores basados en visión o visual

servoing permite controlar directamente la posición del TCP del robot sin el uso de
estimadores [49]. Sin embargo, la mayoría de los procedimientos basados en esta
técnica requieren del cálculo tanto de la Jacobiana de la imagen como de la del robot
a la hora de mapear la velocidad de la garra y las imágenes [105]. En la robótica
�exible, sin embargo, estas Jacobianas requieren de la información de las variables
�exibles [174], por lo que sigue siendo necesaria su medida [89]. Del mismo modo, la
visión arti�cial también ha sido utilizada para medir la deformación de cada uno de los
eslabones [63, 64]. Sin embargo, esta propuesta requiere de una cámara por elemento
�exible, incrementando así notablemente el coste económico total del robot. Además,
pese a la precisión de los datos obtenidos, su uso está limitado por el rango de visión
de la cámara, los efectos de la obstrucción visual, la baja frecuencia de muestreo y el
coste computacional requerido para el procesamiento de imágenes.

Para hacer frente a las limitaciones de los sistemas de visión, sensores más con-
vencionales, como los acelerómetros o las galgas extensiométricas, han sido amplia-
mente utilizadas en la literatura. Los acelerómetros, por ejemplo, se suelen colocar
en las puntas de los elementos �exibles, cuyas medidas son utilizados en el control
de vibraciones, donde se trata de estabilizar las oscilaciones del TCP debidas a la
�exibilidad [184]. Además, como la aceleración de los extremos está compuesta por
la componente de aceleración del movimiento del sólido rígido y de la componente
de las vibraciones debidas a la �exibilidad, el uso de acelerómetros permite estimar
la posición del TCP, siempre y cuando el movimiento de las articulaciones este sen-
sorizado [88]. Sin embargo, esta propuesta es altamente sensible a los ruidos, ya que
requiere de una doble integración de la señal de aceleración, llegando a acumular un
alto porcentaje de error [63].

Por otro lado, las galgas extensiométricas han sido ampliamente utilizadas para
la medida de las deformaciones locales en diferentes puntos del eslabón. Feliu et
al., por ejemplo, propone en [70] el uso de galgas extensiométricas para aplicaciones
de control situados al inicio de los eslabones �exibles de un manipulador de tres
grados de libertad �exibles. Piedboeuf en [175], por su parte, propone un algoritmo
de interpolación para determinar la posición y orientación de una viga �exible a partir
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de las medidas de un número �nito de galgas. En [89], en cambio, las medidas de
las galgas se utilizan para veri�car las relaciones cinemáticas tridimensionales de una
viga �exible sujeta tanto a pandeo como a torsión.

Por lo tanto, las galgas extensiométricas se presentan como una alternativa atrac-
tiva ya que sólo requieren del conocimiento de los parámetros geométricos del eslabón
para estimar su deformación. Sin embargo, las galgas son sensibles a las variaciones
de temperatura, al ruido [19] y a las interferencias electromagnéticas [63, 64].

Por todo ello, la medida de las deformaciones �exibles no es un problema trivial,
ni siquiera mediante el uso de sensórica adicional. Es por ello que otros autores se han
decantado por técnicas de fusión de sensores. En [248], por ejemplo, se propone el
uso de acelerómetros y encóders en combinación con un observador de perturbaciones
para compensar las no linealidades de las deformaciones. En [101], por su parte,
se decanta por el uso de un �ltro de Kalman para procesar la información de los
acelerómetros y encóders para la estimación de la cinemática directa de un robot de
6GDL. Sin embargo, pese a las mejoras introducidas en la precisión de las medidas,
las técnicas de fusión requieren de altas cargas computacionales [226], di�cultando
su implementabilidad en Tiempo Real.

Ante esta falta de soluciones prácticas para medir e implementar la información
de las deformaciones en este capítulo se presenta un estimador de variables �exibles
novedoso, basado en un sólo encóder de alta resolución y un modelo matemático
basado en el análisis modal por eslabón �exible. Esta propuesta permitirá abordar de
forma precisa de la posición y orientación del TCP de los robots paralelos �exibles.
Además, su cálculo tiene un coste computacional mínimo, aportando una ventaja
signi�cativa sobre los métodos anteriormente citados a la hora de implementarlos en
Tiempo Real.

4.2. Desarrollo Teórico del Estimador de las deformaciones de

los eslabones �exibles

4.2.1. Fundamentos del Estimador

El análisis modal es una herramienta matemática que representa los patrones
de movimiento con la que se mueven todos los Grados De Libertad de un sistema
en función de su frecuencia. Por lo tanto, el análisis modal proporciona la relación
cinemática entre cada uno de los GDL a partir de las características dinámicas del
sistema, tales como la masa, inercia, la estructura o las condiciones de contorno.
Además, el movimiento general del sistema está compuesto por una superposición de
sus modos normales, siendo todos ellos ortogonales entre sí, por lo que la excitación de
uno de los modos no afecta al resto. Por lo tanto, considerando un modo en particular
y midiendo uno de los GDL que lo componen, es posible estimar el movimiento modal
de todos los GDL q,
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q =

n∑
nGDL=1

XeignGDL
�nGDL

(4.2)

donde XeignGDL
es el vector propio nGDL y �nGDL

es el movimiento modal nGDL, [141].
Por su parte, diferentes autores [202, 98, 30] han sugerido que es su�ciente con

considerar solo los primeros modos y despreciar las frecuencias más altas, ya que los
términos de amplitud relacionadas con ellas son mucho más pequeñas en comparación
con las de los primeros modos. Además, debido a las propiedades de amortiguamiento
de los materiales, las vibraciones de las frecuencias más altas son amortiguadas más
rápidamente que las de las frecuencias más bajas [216]. Por otro lado, en las apli-
caciones de control de manipuladores �exibles, el ancho de banda de las frecuencias
de trabajo está limitada tanto por los actuadores como por la aplicación en sí. Es
por ello que, debido a la rigidez con la que se construyen los robots, normalmente la
segunda frecuencia de resonancia se encuentra fuera del ancho de banda de trabajo.
Por lo tanto, la deformación de los eslabones pueden ser estimadas considerando sólo
el modo asociado a la primera frecuencia natural del sistema. De esta forma, la Eq.
(4.2) se puede simpli�car a,

q =

n∑
nGDL=1

XeignGDL
�nGDL

� X1 �1 (4.3)

Considerando todo lo anterior, la deformación �nal del eslabón puede estimarse
mediante la medida de un único sensor apropiadamente situado y el modelo matemá-
tico obtenido mediante el análisis modal del sistema.

Sin embargo, si el análisis modal se realiza al manipulador entero, la respuesta
modal es altamente dependiente de la con�guración del robot en cada momento. Por
lo tanto, sería necesario calcular el análisis modal en cada iteración. Si el eslabón
�exible se considera como sistema independiente, en cambio, la relación que de�ne el
movimiento entre los GDL �exibles del eslabón q = qfi j se mantiene constante para
cada modo, independientemente de la posición del robot, permitiendo que el estimador
tenga un coste computacional mínimo sin perder, por ello, precisión alguna.

Considérese, por ejemplo, el ejemplo de la Fig. 4.1, donde el eslabón �exible b

está conectado a dos eslabones rígidos (a, c) mediante articulaciones rotacionales. Si
consideramos que el eslabón �exible está modelado mediante el Método de Elementos
Finitos y bajo la Teoría de Vigas de Euler-Bernoulli, se puede de�nir la variable qfs
como la pendiente de la deformación del eslabón �exible b en su extremo. Por lo que,
introduciendo un encóder de alta resolución que mida esta deformación angular e
introduciéndola en Eq. (4.3), donde �1 = qf si , se puede estimar la deformación total
del eslabón, incluyendo el desplazamiento en el extremo qfd , el cual es necesario para
calcular la estimación de la posición del TCP del robot �exible.

Este estimador ofrece diversas ventajas sobre las propuestas anteriores. En primer
lugar, las relaciones obtenidas en el análisis modal, XeignGDLij

, son constantes para

cada modo, permitiendo estimar con un bajo coste computacional las deformaciones
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a

b

c

qfsi

qfd

Figura 4.1: Esquema del eslabón �exible (b) conectado a dos eslabones rígidos (a, c)
mediante articulaciones rotacionales.

del eslabón, ya que se ha considerado cada eslabón �exible como un sistema indepen-
diente. En segundo lugar, al igual que dichas relaciones, las que de�nen sus diferentes
derivadas son igualmente constantes, de�niéndose estas mediante la Eq. (4.4). Por
último, asumiendo pequeñas deformaciones, el estimador ofrece precisión su�ciente
para las aplicaciones de control.

qfi j =
∑n

nGDL=1XeignGDLij

�nGDLij
� Xeig1i j

�1i j

_qfi j =
∑n

nGDL=1XeignGDLij

_�nGDLij
� Xeig1i j

_�1i j

�qfi j =
∑n

nGDL=1XeignGDLij

��nGDLij
� Xeig1i j

��1i j

(4.4)

Nótese que en el estimador propuesto, los modos normales de cada eslabón son
independientes a la con�guración del manipulador, y únicamente dependientes de las
propiedades mecánicas de los eslabones y la discretización realizada mediante FEM, lo
que permite calcular los vectores propios, XeignGDLij

, o�-line, reduciendo enórmemente

el tiempo de cómputo para la estimaciones de las deformaciones.

4.2.2. Análisis Modal de un Eslabón Flexible

El análisis modal necesario para de�nir el vector propio de los eslabones �exibles se
realiza a partir de las matrices de inercia

(
Mfi j

)
BC

y rigidez
(
Kfi j

)
BC

desarrolladas en el
Capítulo 3. Para ello, se utiliza una versión simpli�cada de la ecuación de movimiento
del eslabón a analizar, donde las cargas y el efecto de Coriolis son despreciados,
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(
Mfi j

)
BC

�qfi j +
(
Kfi j

)
BC

qfi j = 0 (4.5)

Para la resolución de la Eq. (4.5), se propone una solución armónica que cumpla
la estructura,

qfi j = Xeig sin(!f t) (4.6)

donde !f representa el vector de frecuencias naturales.
Esta solución armónica, no solo representa un solución numérica a la Eq. (4.5),

sino que ofrece una interpretación física. De esta manera, la solución armónica de�ne
la forma en que los GDL del eslabón se deforman y la relación entre ellos. Por lo tanto,
para un modo dado, la con�guración estructural no varia durante el movimiento,
simplemente varia su amplitud, permitiendo relacionar los efectos de la �exibilidad en
cada GDL a partir de la medida de uno de ellos. Este concepto es la base conceptual
de este estimador.

Por lo tanto, sustituyendo la Eq. (4.6) en la Eq. (4.5), se obtiene,

� !2
f

(
Mfi j

)
BC

Xeig sin(!f t) +
(
Kfi j

)
BC

Xeig sin(!f t) = 0 (4.7)

la cual puede ser simpli�cada hasta obtener,((
Kfi j

)
BC
� !2

f

(
Mfi j

)
BC

)
Xeig = 0 (4.8)

La Eq. (4.8), denominada ecuación de valores propios, es un conjunto de ecuacio-
nes algebraicas homogéneas para los componentes de los vectores propios, los cuales
forman la base del problema de valores propios. Este tipo de ecuaciones son conocidas
bajo la estructura,

(Aeig � � I)Xeig = 0 (4.9)

donde Aeig es una matriz cuadrada, � son los valores propios, I es la matriz identidad
del mismo tamaño que Aeig y Xeig es el vector propio.

En el análisis estructural de los eslabones de un robot, al igual que en muchas
otras estructuras mecánicas, el uso de las matrices generalizadas de inercia

(
Mfi j

)
BC

y de rigidez
(
Kfi j

)
BC

dan a la solución del problema de ecuaciones de valores propios
otro signi�cado físico, ya que los valores propios obtenidos se corresponden con las
frecuencias naturales de los eslabones (� = !2

f ) y los vectores propios X a la forma
modal del sistema.

Mediante la resolución de la Eq. (4.8), matemáticamente se presentan dos posibles
soluciones:

1. Si el det
((
Kfi j

)
BC
� !2

f

(
Mfi j

)
BC

)
6= 0, entonces la solución es

Xeig = 0 (4.10)

Esta es una solución trivial, la cual no aporta ninguna información desde el
punto de vista físico, ya que representa el caso de falta de movimiento.
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2. Si Xeig 6= 0, la solución del problema de valores propios se reduce a la resolución
de la ecuación,

det
((
Kfi j

)
BC
� !2

f

(
Mfi j

)
BC

)
= 0 (4.11)

siendo sólo cero el determinante de�nido en Eq. (4.11) bajo un conjunto dis-
creto de valores propios !2

fi j
. Además, a partir del valor de !2

fi j
, se puede de�nir

un vector propio Xeigi j que satisfaga la Eq. (4.8). Por lo tanto, la Eq. (4.8)
puede reescribirse como,

((
Kfi j

)
BC
� !2

fi j

(
Mfi j

)
BC

)
Xeigi j = 0 i = 1; 2; 3:::nDOFmax

(4.12)

donde el número de valores y vectores propios nDOFmax
es igual al número de

GDL discretos que tiene el eslabón. Además, el valor propio i j , !2
fi j
está rela-

cionado con la frecuencia natural i j , fi j , por la expresión

fi j =
!fi j
2�

(4.13)

Por lo tanto, mediante la resolución de la Eq. (4.12) se calcula el vector propio
Xeigi , el cual, representa la relación entre los GDL �exibles del eslabón analizado,
tal y como se ha de�nido en la Eq. (4.4). Además, como se ha mencionado en el
procedimiento propuesto del estimador cinemático (sección anterior) el cálculo de
dichos vectores propios puede realizarse o�-line, ya que las matrices de inercia y
rigidez de cada eslabón no son dependientes de la posición del robot. De esta forma,
una vez calculados los vectores propios, si se mide uno de los GDL, el resto pueden
ser directamente estimados.

Por tanto, es de resaltar la sencillez del procedimiento y la e�ciencia computacio-
nal que hace de él un procedimiento computacionalmente muy e�ciente y, como se
demostrará en la siguiente sección, preciso a la hora de estimar las deformaciones de
los eslabones �exibles.

4.3. Validación

Una vez de�nido el desarrollo del estimador, en esta sección se procede a su
validación. Para ello, se utilizarán los datos obtenidos a partir de las simulaciones
realizadas mediante el software Multibody MSC.Adams del modelo del robot Delta
descrito en el Capítulo 3, y datos obtenidos en la validación experimental con el
prototipo detallados en las Secciones 3.5.2.10 y 3.5.2.11. En ellas se somete al robot
virtual (ADAMS) a dos tipos de trayectorias diferentes: un movimiento lineal sobre
el eje z , Sección 4.3.1, y un movimiento aleatorio donde se excita un rango mayor de
frecuencias, Sección 4.3.2.
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4.3.1. Validación mediante movimiento simétrico a lo largo del eje z

4.3.1.1. Validación en simulación

Para analizar el comportamiento de los eslabones �exibles y validar el desarrollo
propuesto, en primer lugar se ha de�nido una trayectoria simétrica a lo largo del eje
vertical z . Para ello, el modelo se ha excitado mediante un movimiento sinusoidal
simétrico en sus tres articulaciones actuadas qai . Dicho movimiento se de�ne por,

qa1 = qa2 = qa3 = 0:15� 0:1 sin(6� t) (4.14)

Estimación de la deformación en el eslabón
En primer lugar, se ha analizado la capacidad de estimar la deformación de los ele-
mentos �exibles del robot a partir de las medidas de los encóders situados en la
articulación entre el eslabón �exible y el TCP, véase Fig 4.2. Basándose en la de�ni-
ción del FEM, cada eslabón �exible está compuesto por cierto número de nodos (en
el caso estudiado es de cuatro), cada uno de los cuales están compuestos por dos
GDL, el desplazamiento debido a la �exión y la pendiente de la deformación. Por lo
tanto, para analizar la precisión del estimador, se comparan las estimaciones de cada
GDL con las medidas obtenidas mediante el Software Multibody MSC.Adams. Ade-
más, como se ha expuesto anteriormente, el estimador desarrollado no solo es capaz
de estimar la posición y orientación de los GDL, sino que también sus velocidades y
aceleraciones 3.25. Por lo tanto, la precisión del estimador se analizará en posición,
velocidad y aceleración.

u8
Encoder

Figura 4.2: Representación del angulo medido y la posición del encóder rotacional.

Por lo tanto, debido a la simetría del movimiento de entrada, la respuesta de los
eslabones �exibles es similar, y por consiguiente, en este documento solo se representa
el comportamiento de las variables asociadas a la cadena cinemática i = 1, siendo las
conclusiones obtenidas directamente extensibles al resto de cadenas cinemáticas.
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En la Fig. 4.4 se comparan la evolución de las deformaciones de los diferentes
GDL del eslabón �exible de la cadena cinemática i = 1 obtenidas tanto mediante
la simulación de MSC.Adams (Medida) como mediante la estimación de los mismos
(Estimada). Como se puede apreciar en dicha �gura, los datos obtenidos a partir del
estimador presentado se ajustan de forma �el a la respuesta obtenida por el software
de simulación MSC.Adams, tanto en amplitud como en forma.

wi2

wi4

wi6

wi8

ɣi

(a) (b)

wi7

wi5

wi3

wi1

Figura 4.3: Grados de libertad de un eslabón �exible: a) Distancia de la deformación
y b) Pendiente de la deformación.

En la Fig. 4.5, por su parte, se muestra el error entre ambas señales para cada
uno de los nodos de�nidos en la Fig. 4.3. Como se ha justi�cado en el Capítulo 3,
las condiciones de contorno del modelo �viga empotrada� son las más óptimas a la
hora de de�nir los eslabones �exibles de este tipo de aplicaciones. Este modelo de�ne
que tanto la deformación como su pendiente en el primer nodo es nula. De hecho,
en la Fig. 4.4 se puede apreciar como tanto en la estimación como en la medida, la
deformación en este punto es nula. En el resto de nodos el error máximo de estimación
es del orden de micrometros, 1�m en el nodo !13, 4�m en el nodo !15 y 5�m en
el nodo !17, signi�cando un 5%, 4% y 2% del rango de movimientos simulados,
respectivamente.

Del mismo modo que se ha realizado para las deformaciones, en la Fig. 4.6 se
compara grá�camente la evolución de la pendiente en los diferentes nodos que com-
ponen el eslabón �exible. En ella, se aprecia como de nuevo, la estimación es precisa
a lo largo de toda la simulación. Cabe destacar que, tal y como se ha apuntado an-
teriormente, debido al modelo de viga elegido, la pendiente del primer nodo, !12, es
nula. Del mismo modo, se puede apreciar como las medidas obtenidas a partir de las
simulaciones de MSC.Adams también constatan esta a�rmación, ya que la pendiente
medida es inferior a 10�15m.

En la Fig. 4.7, por su parte, se muestra el error para cada una de las pendientes
de los nodos que forma el eslabón �exible de la cadena cinemática i = 1. Destacar,
que la pendiente del nodo más alejado a la base, !18, es la variable medida y a partir
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Figura 4.4: Comparativa entre la evolución de las deformaciones !11, !13, !15, !17

medida y estimada para una trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.5: Error de estimación de las deformaciones !11, !13, !15, !17 a lo largo de
la trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.6: Comparativa entre la evolución de las pendientes !12, !14, !16, !18

medida y estimada para una trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.7: Error de estimación de las pendientes !12, !14, !16, !18 a lo largo de la
trayectoria simétrica en el eje z .
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de la cual se estiman el resto de variables �exibles. Es por ello que, en el caso de la
pendiente de dicho nodo, no hay error de estimación. Por último, el máximo error de
estimación de la pendiente en los nodos dos y tres son 15�rad para ambos casos,
lo que supone un error del 3; 75% para la variable !14 y un error del 0:67% para la
variable !16.

Como se ha mencionado, el estimador cinemático propuesto no solo es capaz
de estimar la deformación y las pendientes en los diferentes nodos de los eslabones
�exibles, sino que también es capaz de estimar la velocidad y la aceleración de cada
una de ellas. Para ello, sólo se requiere la medida de la velocidad/aceleración de la
pendiente de nodo medido, _!18. Posteriormente, ésta es multiplicada por el vector
propio, X1eig para estimar el resto de velocidades/aceleraciones.

A partir de este principio, en la Fig. 4.8 se comparan los resultados obtenidos
en simulación y mediante el estimador desarrollado. En ella se puede apreciar como,
después de un transitorio de entorno 50ms, la estimación es precisa.

En la Fig. 4.9 se muestra grá�camente el error entre ambas señales, cuyo máximo,
una vez pasado el periodo transitorio, es del orden de 10�m=s. Una vez más, se puede
ver como la deformación en el primer nodo es cero, tal y como estipula el modelo
de viga empotrada. En el resto de nodos, se aprecia un error oscilante periódico cuya
amplitud es de 20�m=s en el nodo _!13, 50�m=s en el nodo _!15 y 70�m=s en el nodo
_!17 lo que supone un error máximo del 6; 65%, 2; 5% y 1; 15%, respectivamente.

En cuanto a lo que representa la pendiente de los nodos, la comparativa entre
ambas señales se muestra en la Fig. 4.10. Una vez más, se puede observar que la esti-
mación es altamente �el a la obtenida mediante el modelo simulado en MSC.Adams,
habiendo, como en el caso anterior, un primer periodo transitorio. En la Fig. 4.11,
por su parte, se puede ver la evolución del error a lo largo de la trayectoria, estando
este acotado en el orden de 100�rad=s. Como sucediera en la pendiente, debido a
que la medida a partir de la cual se estima todas las variables de velocidad es la _!18,
el error en esta variable es nulo. Del mismo modo, es conocido que la velocidad de
variación de la pendiente en el primer nodo, _!12, también es nulo. En los otros dos
nodos, _!14 y _!16, en cambio, el error máximo de estimación es de 200�rad=s, lo que
representa un 2; 5% y un 1% de la amplitud máxima de cada una de las variaciones
de las pendientes, respectivamente.

Para �nalizar de validar la estimación de las variables �exibles que componen los
eslabones inferiores, se han comparado la aceleración de cada una de las variables
estimadas, tanto las deformaciones como las pendientes estimadas con los valores
obtenidos en las simulaciones MSC.Adams.

En la Fig. 4.12, se aprecia comparativamente ambas señales para las variables de
deformación del eslabón de la cadena cinemática i = 1. De nuevo se aprecia una
estimación altamente precisa, donde el error máximo en el extremo del eslabón es
inferior a 2mm=s2, lo que signi�ca un 2; 2% de la aceleración de la deformación
máxima, mientras que en el resto de nodos, el error máximo es del 5% y 10%,
respectivamente, tal y como se observa en la Fig. 4.13.

Del mismo modo, en la Fig. 4.14 se compara la evolución de la aceleración de
la pendiente. En la Fig. 4.15, por su parte, se representan los errores de estimación.
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Figura 4.8: Comparativa entre la evolución de las velocidades de las deformaciones
!11, !13, !15, !17 medida y estimada para una trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.9: Error de estimación de las velocidades de las deformaciones !11, !13, !15,
!17 a lo largo de la trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.10: Comparativa entre la evolución de las velocidades de las pendientes !12,
!14, !16, !18 medida y estimada para una trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.11: Error de estimación de las velocidades de las pendientes !12, !14, !16,
!18 a lo largo de la trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.12: Comparativa entre la evolución de las aceleraciones de las deformaciones
!11, !13, !15, !17 medida y estimada para una trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.13: Error de estimación de las aceleraciones de las deformaciones !11, !13,
!15, !17 a lo largo de la trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.14: Comparativa entre la evolución de las aceleraciones de las pendientes
!12, !14, !16, !18 medida y estimada para una trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.15: Error de estimación de las aceleraciones de las pendientes !12, !14, !16,
!18 a lo largo de la trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.16: Comparativa entre la evolución de posición del TCP medida y estimada
a lo largo de la trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.17: Error de estimación de la posición del TCP a lo largo de la trayectoria
simétrica en el eje z .
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En ella se puede ver como el error máximo de estimación en la aceleración de las
pendientes es de 5m rad=s2, lo que signi�ca un error del 1; 6% de la aceleración
máxima en �!14 y un 1; 25% en �!16.

Estimación de la posición del TCP
En segundo lugar, se ha cuanti�cado el rendimiento del estimador cinemático a la
hora de estimar la posición del TCP. Para ello se ha resuelto el Problema Cinemático
Directo para el caso de la trayectoria simétrica en el eje z de�nida por la Eq. (4.14) y
los resultados obtenidos. Tal y como se ha expuesto en el Capítulo 3, para resolver el
Problema Cinemático Directo se utiliza la ecuación de lazo, Eq. (3.85). Ésta permite
estimar la posición del TCP en términos del ángulo de la articulación actuada y de la
deformación en el último nodo del eslabón �exible.

Por lo tanto, conociendo el ángulo y la deformación del extremo, la cual ha sido
obtenida mediante el estimador presentado en la sección anterior (Sección 4.2), y
aplicando la ecuación de cierre en cada iteración de la trayectoria simétrica en el eje
z , se puede obtener la evolución de la posición del TCP para cada uno de los tres
ejes (x , y , z). Los datos de cada uno de estos tres ejes se compara grá�camente con
los datos adquiridos en la simulación de MSC.Adams, obteniendo así la Fig. 4.16. En
ella se puede apreciar, una vez más, la precisión del estimador desarrollado.

Destacar que para un movimiento puro en el eje z , los movimientos en los otros
dos ejes, eje x e y , han de ser cero. Sin embargo, tal y como se puede apreciar en la
Fig 4.17, en la estimación realizada existe un pequeño error en ambos ejes, siendo el
error máximo de cada uno de ellos de 6�m y 10�m, respectivamente. El movimiento
en el eje z , por su parte, se observa que la estimación tiene un error máximo de 4�m,
lo que representa un error porcentual del 0:01% de la amplitud del movimiento en
dicho eje.

Por lo tanto, pese a las aproximaciones realizadas y teniendo en cuanta la simpli-
cidad del estimador y el poco coste computacional de este, la estimaciones realizadas
son altamente precisas para el caso de la trayectoria en el eje z , tal y como re�ejan
las simulaciones realizadas.

4.3.1.2. Validación experimental

Al igual que se ha realizado en la validación experimental del modelo dinámico,
el estimador desarrollado en este capítulo se ha validado haciendo uso del prototipo
descrito en la Sección 3.5.2.11. Sin embargo, para este nuevo escenario, además de la
datos utilizados en el capítulo anterior, se ha dispuesto de tres encóders rotacionales
colocados en cada una de las articulaciones de la base móvil, tal y como se representa
en la Fig. 4.2 y en la Fig. 4.18.

Mediante dichos encóders se mide el rotación de la articulación que une la base
móvil con cada uno de los paralelogramos que componen los eslabones inferiores,
�enci . En el caso de la robótica rígida, este ángulo es complementario al giro de�nido
por la variable 
i . En la robótica �exible, sin embargo, este giro viene de�nido por
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Figura 4.18: Figura en detalle de los encóders rotacionales (en negro) en la plataforma
móvil del prototipo real.

el ángulo complementario de la variable 
i y por la pendiente de la deformación en
ese punto, !i8. Por lo tanto, a partir de la medida de dicha articulación se obtiene
directamente dicha pendiente.

!i8 = �enci � 
i � � (4.15)

Los datos son adquiridos mediante una myRIO, un dispositivo embebido que dis-
pone una FPGA que garantiza la adquisición y el calculo de los datos en Tiempo
Real. Una vez calculados dichos datos estos son enviados para su almacenamiento a
un PC via USB. Con todo ello, el esquema de conexionado descrito en la Fig. 3.42
se ha modi�cado de forma que el sistema de adquisición de datos queda descrito por
la Fig. 4.19

Por lo tanto, y haciendo uso de la sensórica descrita se ha tratado de validar el
estimador cinemático en el prototipo real. Para ello, en este primer caso de estudio
se ha de�nido una trayectoria simétrica a lo largo del eje vertical z .

En dicho movimiento se han adquirido los ángulos de giro de las articulaciones
activas, qai , y los datos obtenidos de los encóders robotacionales. A partir de estos
datos, y aplicando las ecuaciones de�nidas en este capítulo, se ha estimado la de-
formación en cada nodo de los paralelogramos �exibles. Estas estimaciones se han
comparado, posteriormente, con los datos obtenidos mediante las galgas extensio-
métricas, pudiendo comparar tanto las deformaciones como las pendientes de estas
en cada nodo.
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USB

Ethernet-IP

Encoder

Pares y posiciones

articulares

Galgas USB

Figura 4.19: Esquema del conexionado para la validación experimental del estimador
cinemático.

Debido a la simetría de la señal, la respuesta de cada una de las patas i = 1,
2 y 3 es equivalente. Por lo tanto, y para no repetir las mismas conclusiones, en
este documento se comparará la respuesta en una sola pata, asumiendo que las
conclusiones que se extraigan de ella son extrapolables al resto de patas.

Con todo ello, en la Fig. 4.20 se pueden ver, de forma sobrepuesta la evolución
de la deformación en los cada uno de los nodos (véase Fig. 4.3). En ella se puede
apreciar como en el primer nodo, !i1 la deformación es siempre nula, ya que este
punto esta anclado en la articulación pasiva. Cabe destacar, que cuanto más alejado
se encuentra el nodo de la base del eslabón, !i1, mayor es la deformación a la cual
esta sometido. Por lo tanto, una vez más, este efecto rati�ca la decisión de utilizar
las condiciones de contorno propias de la viga empotrada.

Con todo ello se aprecia que que ambas señales tienen una respuesta dinámica
similar, siendo el error máximo de estimación de las deformaciones inferior al 8; 75%,
7; 83% y 6% de la amplitud máxima de cada uno de los nodos, tal y como se aprecia
en la Fig. 4.21.

De la misma forma que para las deformaciones, en la Fig. 4.22 se han representado
sobre el mismo grá�co las estimaciones y las medidas obtenidas de las pendientes de
los nodos. En este caso, y como ocurriera con el las deformaciones, la pendiente en
la base del eslabón !i1 es nula. De igual forma, y como cabía esperar, la pendiente
también se incrementa a lo largo del eslabón.

Como ocurre en el caso de las simulaciones, el error de estimación en el extremo
del eslabón, !i8, es nulo ya que es el punto a partir del cual se estiman el resto de
valores. Con ello, los errores de estimación de la pendiente en los nodos !i4 y !i6,
son 90�rad y 110�rad , respectivamente, lo que supone errores inferiores al 9% de
la amplitud.

Como se ha mencionado a lo largo de este capítulo, el método de estimación
presentado permite, no solo predecir la deformación y su pendiente, !, sino que
mediante el mismo vector característico obtener las velocidades, _! y aceleraciones,
�!, tal y como se ha demostrado en la validación de la simulación. Sin embargo, para
el caso de la validación experimental, no se ha comparado su respuesta ya que no
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Figura 4.20: Comparativa entre la evolución de las deformaciones !11, !13, !15,
!17 medida experimentalmente y estimada mediante el modelo matemático para la
trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.21: Error de estimación de las pendientes !12, !14, !16, !18 a lo largo de la
trayectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.22: Comparativa entre la evolución de las pendientes !12, !14, !16, !18

medida experimentalmente y estimada mediante el modelo matemático para la tra-
yectoria simétrica en el eje z .
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Figura 4.23: Error de estimación de las pendientes !12, !14, !16, !18 a lo largo de la
trayectoria simétrica en el eje z .
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se disponen medidas de las velocidades y aceleraciones, y se requeriría derivar ambos
señales.

Con todo ello, analizando los resultados obtenidos tanto en simulación como
mediante el prototipo real se puede dar por validado el estimador para el caso de
un movimiento simétrico en el eje z . En ellos se aprecia como en todos los casos,
el comportamiento dinámico es reproducido �elmente y que los errores máximos no
superan el 10%.

4.3.2. Validación mediante movimientos complejos

Tal y como se ha realizado para la validación del modelo dinámico, el estimador
cinemático se ha validado también mediante una trayectoria donde sus patas no
se mueven de forma simétrica. De esta forma, se puede observa la respuesta del
estimador ante cualquier trayectoria aleatoria. Para este caso, el prototipo ha sido
sometido a una trayectoria circular con desplazamiento vertical.

4.3.2.1. Validación en simulación mediante movimientos senoidales

Para analizar la validez del estimador en cualquier tipo de trayectoria, se somete
el modelo del robot Delta simulado en MSC.Adams a la trayectoria utilizada en la
validación del modelo, Sección 3.5.2.10, la cual excita un rango amplio de frecuencias
dentro del ancho de banda operacional del robot. Para ello, al igual que en la validación
del modelo, se han aplicado movimientos sinusoidales de diferentes frecuencias a las
articulaciones activas qa,

qai = 0:5 sin(2� !fi t) i = 1; 2; 3 (4.16)

donde !f1 = 3rad=s, !f2 = 0:75 3rad=s, !f3 = 1:2 �3rad=s y t es el tiempo que esta
de�nido entre 0 y 5s.

Estimación de la deformación en el eslabón
Realizando un análisis similar al realizado para la trayectoria simétrica en el eje z ,
en primer lugar se ha cuanti�cado la precisión del estimador. En este caso, y al
contrario que en la sección anterior, cada cadena cinemática se ha excitado mediante
movimientos diferentes. Sin embargo, la precisión obtenida para cada una de ellas
es muy similar, por lo que en este documento sólo se analizará el comportamiento
de una única cadena cinemática, siendo extensibles las conclusiones obtenidas de su
análisis al resto de ellas.

En la Fig. 4.24, se muestra la evolución de cada una de las variables de deforma-
ción, tanto para el estimador presentado como para el simulado mediante el software
de simulación Multibody MSC.Adams. En ella, se aprecia el cálculo del estimador es
su�cientemente preciso y sigue con una mínima diferencia (del orden 10�5, ver Fig.
4.25 del error) las medidas de simulación obtenidas.

Este error es algo mayor que el obtenido con la trayectoria simétrica en z, lo cual
resulta lógico dado el aumento de componentes en la trayectoria. Sin embargo, tal
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Figura 4.24: Comparativa entre la evolución de las deformaciones !11, !13, !15, !17

medida y estimada para una trayectoria aleatoria
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Figura 4.25: Error de estimación de las deformaciones !11, !13, !15, !17 a lo largo
de la trayectoria aleatoria.
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Figura 4.26: Comparativa entre la evolución de las pendientes !12, !14, !16, !18

medida y estimada para una trayectoria aleatoria.
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Figura 4.27: Error de estimación de las pendientes !12, !14, !16, !18 a lo largo de la
trayectoria aleatoria.
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y como se observa en la Fig. 4.25, el error máximo de cada una de las variables
de deformación (!13, !15 y !17), es de 30�m, 100�m y 100�m, respectivamente.
Estos errores representan, para cada variable un error del 15%, 10% y un 3%, de la
amplitud máxima de la deformación en cada uno de los nodos.

La evolución de la pendiente de cada uno de los nodos se puede analizar en la
Fig. 4.26, donde se comparan evolución de las pendientes estimadas con los datos de
simulación obtenidos mediante el software Multibody MSC.Adams.

Pese a que en la Fig. 4.26 se observa que la estimación realizada es precisa tanto en
dinámica como en amplitud, en la Fig. 4.27 se representan los errores de estimación de
cada una de las variables de pendiente. Del estudio de ésta se obtienen que los errores
de estimación máximos obtenidos a lo largo de la simulación son inferiores a 400�m,
tanto para la variable !14 como para la variables !16. Estos errores constituyen un
error máximo de un 13% y un 5% de la amplitud de cada una de las pendientes.
Nótese que, la pendiente en el nodo del extremo, !18, es la variable medida a partir
de la cual se obtienen el resto de estimaciones. Por lo tanto, el error en ella es cero.

Del mismo modo que en los casos de las deformaciones y sus respectivas pendien-
tes, utilizando el mismo vector propio, se puede estimar la velocidad y la aceleración
de las variaciones de éstas, tal y como se especi�ca en la Sección 4.2. Por lo tanto,
también se ha analizado la precisión de estimación de las velocidades y las acelera-
ciones de cada una de las variables �exibles.

La velocidad de la deformación estimada, por ejemplo, se ha comparado grá�ca-
mente en la Fig. 4.28. En ella, se puede apreciar que la estimación sigue la dinámica
de los datos medidos en el software de simulación.

La Fig. 4.29, por su parte, representa los errores de estimación para cada una de
las variables de velocidad de las deformaciones. En ella se puede apreciar que el error
máximo de predicción de la velocidad de deformación en el extremo del eslabón, _!17,
es de 2; 5mm=s2, un 3; 12% de la amplitud de la velocidad de deformación en dicho
nodo. Este error sube al 6; 6% (2mm=s2) y 12; 5% (0; 5mm=s2) de la amplitud para
las variables _!15 y _!13, respectivamente.

Al igual que en el caso de la velocidad de la deformación, en la Fig. 4.30 se
ha comparado de la evolución de las velocidades de la pendientes en cada uno de
los nodos, tanto mediante el modelo del estimador como mediante la medida en
simulación. En ella se puede apreciar como la predicción es incluso mejor que en el
caso de la velocidad de la deformación.

En la Fig. 4.31, se demuestra dicho a�rmación de forma grá�ca, ya que tal y como
se puede apreciar en la imagen, el error máximo en el segundo, _!14, y en el tercer
nodo, _!16, es del 6; 6% y del 5% de la amplitud de la velocidad de la pendiente en
cada una de las variables, respectivamente.

Del mismo modo, en la Fig. 4.32 se representa la comparación grá�ca de la
evolución de los datos medidos y estimados de la aceleración de la deformación en
cada uno de los nodos que componen el eslabón �exible de la cadena cinemática
i = 1.

En ella se aprecia, de nuevo, una estimación altamente precisa, donde el error
máximo en el extremo del eslabón es inferior a 0:5mm=s2, lo que signi�ca entorno a

166



4.3. Validación

1

0 0:5 1 1:5 2 2:5 3 3:5 4 4:5 5
�1:0

�0:5

0:0

0:5

1:0
�10

�6

Tiempo [s]

_!
1
1
[m

/
s]

Comparativa entre la velocidad de la deformación de GDL estimados y medidos

Medida

Estimada

0 0:5 1 1:5 2 2:5 3 3:5 4 4:5 5

�2:0

0:0

2:0

�10
�3

Tiempo [s]

_!
1
3
[m

/
s]

Medida

Estimada

0 0:5 1 1:5 2 2:5 3 3:5 4 4:5 5

�1:0

0:0

1:0

�10
�2

Tiempo [s]

_!
1
5
[m

/
s]

Medida

Estimada

0 0:5 1 1:5 2 2:5 3 3:5 4 4:5 5

�4:0
�2:0
0:0
2:0
4:0

�10
�2

Tiempo [s]

_!
1
7
[m

/
s]

Medida

Estimada

Figura 4.28: Comparativa entre la evolución de las velocidades de las deformaciones
!11, !13, !15, !17 medida y estimada para una trayectoria aleatoria.
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Figura 4.29: Error de estimación de las velocidades de las deformaciones !11, !13,
!15, !17 a lo largo de la trayectoria aleatoria.
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Figura 4.30: Comparativa entre la evolución de las velocidades de las pendientes !12,
!14, !16, !18 medida y estimada para una trayectoria aleatoria.
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Figura 4.31: Error de estimación de las velocidades de las pendientes !12, !14, !16,
!18 a lo largo de la trayectoria aleatoria.
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Figura 4.32: Comparativa entre la evolución de las aceleraciones de las deformaciones
!11, !13, !15, !17 medida y estimada para una trayectoria aleatoria.
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Figura 4.33: Error de estimación de las aceleraciones de las deformaciones !11, !13,
!15, !17 a lo largo de la trayectoria aleatoria.
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Figura 4.34: Comparativa entre la evolución de las aceleraciones de las pendientes
!12, !14, !16, !18 medida y estimada para una trayectoria aleatoria.
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Figura 4.35: Error de estimación de las aceleraciones de las pendientes !12, !14, !16,
!18 a lo largo de la trayectoria aleatoria.
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un 2; 5% de la aceleración en la deformación máxima, mientras que en el resto de
nodos el error máximo es del 6; 6% y 12; 5%, respectivamente, tal y como se observa
en la Fig. 4.33. Estos errores suponen un error absoluto máximo de 2mm=s2 tanto
para la variable �!13 como para la variable �!15.

Por último, la evolución de la aceleración de la pendiente se compara en la Fig.
4.34. En la Fig. 4.35, por su parte, se representan los errores de estimación. En ella
se puede ver como el error máximo de estimación en la aceleración de las pendientes
es de 10m rad=s, lo que signi�ca un error del 10% de la aceleración máxima en el
segundo nodo del eslabón �exible, �!14, y un 2; 5% en el tercer nodo, �!16.

Estimación de la posición del TCP
En segundo lugar, una vez validada la precisión del estimador para cada una de las
variables �exibles de los eslabones inferiores, se ha procedido a analizar la validez de
éste a la hora de calcular la posición del TCP ante la trayectoria aleatoria de�nida
anteriormente, Eq. (4.16).

Para ello se ha aplicado la solución al Problema de Posición Directo de�nido en la
Sección 3.5.2.1, mediante la cual se de�ne la posición del TCP a partir de la rotación
de las articulaciones activas, qai , y la deformación de los eslabones �exibles en el
ultimo nodo, !i7, para cada una de las cadenas cinemáticas i = 1, 2 y 3. Nótese que
mediante este procedimiento se analiza, por un lado, la precisión del estimador a la
hora de calcular la deformación de !i7 y por otro la del Problema de Posición Directo.

En la Fig. 4.36 se ha comparado la estimación obtenida a partir de la resolución
del IKP y los datos medidos a partir de los sensores implementados en el software de
simulación MSC.Adams para cada una de las coordenadas de posición, ejes xyz . En
ella se puede apreciar como ambas señales evolucionan, en los tres ejes, con dinámicas
y amplitudes muy similares.

En la Fig. 4.37, por su parte, se analiza en detalle el error cometido en la estimación
de la posición del TCP en cada uno de los ejes. En el eje x , se puede apreciar que
el error máximo es de 2mm, lo que supone un 0; 5% del desplazamiento máximo en
ese eje. Sin embargo, el valor RMS baja por debajo de los 550�m y el error medio
hasta los 363�m.

En el eje y , en cambio, el error máximo asciende ligeramente hasta los 2; 5mm,
un 0; 83% de la amplitud en dicho eje. Del mismo modo, el error RMS se situá en
los 770�m y el error medio en 540�m para toda la trayectoria analizada.

Por último, en el eje vertical z , el error absoluto se reduce hasta los 1; 2mm. Sin
embargo, debido al menor rango de movimiento en este eje, dicho error supone un
0:75% del desplazamiento máximo en el eje. Por su parte, los errores RMS y medios
para este eje son 340�m y 220�m, respectivamente.

Cálculo del par a partir de los datos del estimador
En el capítulo anterior, Capítulo 3, se analiza la precisión del modelo dinámico para la
misma trayectoria que se ha utilizado en esta sección para la validación del estimador
cinemático. Sin embargo, a la hora de calcular el modelo dinámico se han utilizado
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Figura 4.36: Comparativa entre la evolución de posición del TCP medida y estimada
a lo largo de la trayectoria aleatoria.
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Figura 4.37: Error de estimación de la posición del TCP a lo largo de la trayectoria
aleatoria.
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los datos de deformación y pendiente, !, y sus respectivas derivadas, _! y �!, obteni-
dos a partir de las medidas realizadas mediante el software de simulación Multibody
MSC.Adams. Sin embargo, tal y como se ha comentado a lo largo de este capítulo,
la medida de estas deformaciones no es trivial. Es por ello que en este capítulo se ha
desarrollado el Estimador Cinemático. Por lo tanto, en las siguientes lineas se analiza
el error de precisión del modelo dinámico cuando se hace uso del estimador.

En primer lugar, se han comparado los pares medidos mediante el software de
simulación MSC.Adams y los estimados a partir del modelo matemático cuando el
robot no está expuesto a ninguna carga. Como se aprecia en la Fig. 4.38, el modelo
matemático sigue siendo capaz de estimar �elmente la dinámica del sistema. En la
Fig. 4.39 se aprecia el error de estimación entre los pares medidos y los estimados,
siendo el máximo error de 0; 2583Nm, 0; 2253Nm y 0; 294Nm para las cadenas
cinemáticas i = 1, 2 y 3, respectivamente; lo que signi�ca un error del 4; 077%,
4; 803% y 3; 774% de cada amplitud. Además, el error medio del sistema no alcanza
el 1; 1% (0:8197%, 1; 075% y 0; 7085%, respectivamente) del rango del par y el
error RMS es inferior al 1; 8% (1:707%, 1; 846% y 1; 75%, respectivamente).

Al igual que en el análisis realizado en el capítulo anterior, en segundo lugar, se he
aplicado una carga de 2; 5Kg a la plataforma móvil del robot. Mediante esta carga,
pese a ser demasiado alta para las especi�caciones del robot comercial (< 1Kg),
se pretende demostrar el rango de validez del modelo desarrollado. Así, de la misma
manera que en el escenario anterior, ambos pares, el par medido y el estimado, se
comparan en la Fig. 4.40.

En este caso, tal y como se observa en la Fig. 4.41, el comportamiento dinámico
del modelo con carga se ha reproducido, igualmente, de manera �el, con un error
máximo inferior a 0:4Nm (0:3779Nm, 0:3246Nm y 0:3928Nm, respectivamente),
lo que signi�ca un 0:7921%, 0:8665% y 0:6984% de la amplitud del par, respec-
tivamente. Además, el error medio es si cabe menor que en el caso anteriormente
estudiado, siendo este inferior al 0:12% (0:1017%, 0:1163% y 0:1031% para las
cadenas cinemáticas i = 1, 2 y 3, respectivamente). Un efecto parecido sucede en el
valor RMS del error, el cual son 0:2979%, 0:3168% y 0:3168%, respectivamente.

Por lo tanto, como se puede apreciar en la Tabla 4.1 las diferencias entre la
precisión del modelo dinámico con las variables de deformación y pendiente medidas
directamente de los sensores de software de simulación MSC.Adams y las obtenidas
a partir de la estimación de estas mediante el desarrollo presentado en este capítulo
son inferiores al 0; 01% de la amplitud del par en todos los casos.

Con todo ello, se puede apreciar como para el caso de una trayectoria aleatoria, en
la cual se excitan un amplio rango de frecuencias, el estimador presentado es capaz
de estimar las deformaciones de los diferentes nodos de forma �el. Si bien es cierto
que los errores de estimación aumenta ligeramente en comparación con los errores
obtenidos en el movimiento vertical, estos se encuentran dentro de los limites de
precisión aceptables.

Además, estas medidas permiten, tal y como se ha comprobado, la estimación de
forma muy precisa tanto del par realizado por las articulaciones activas como de la
posición del TCP.
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Figura 4.38: Comparación de la respuesta del par obtenida sin carga adicional a partir
del modelo matemático y el el software de simulación MSC.Adams.
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Figura 4.39: Error de estimación del par sin carga adicional respecto de los datos
obtenidos mediante el software de simulación MSC.Adams.
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Figura 4.40: Comparación de la respuesta del par obtenida con 2; 5kg de carga adi-
cional a partir del modelo matemático y el el software de simulación MSC.Adams.
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Figura 4.41: Error de estimación del par con 2; 5kg de carga adicional mediante el
modelo matemático en comparación con los datos obtenidos mediante el software de
simulación MSC.Adams.
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i Carga [Kg]
Valor absoluto [Nm] Valor porcentual [%]
medido/estimado medido/estimado

1
mc = 0 0:2580 / 0:2583 4:0740 / 4:0770

mc = 2; 5 0:3778 / 0:3779 0:7918 / 0:7921

Error máximo 2
mc = 0 0:2251 / 0:2253 4:8010 / 4:8030

mc = 2; 5 0:3248 / 0:3246 0:8671 / 0:8665

3
mc = 0 0:2937 / 0:2940 3:7720 / 3:7740

mc = 2; 5 0:3923 / 0:3928 0:6975 / 0:6984

1
mc = 0 0:1081 / 0:1081 1:7060 / 1:7070

mc = 2; 5 0:1420 / 0:1421 0:2977 / 0:2979

Error rms 2
mc = 0 0:0865 / 0:0866 1:8460 / 1:8460

mc = 2; 5 0:1186 / 0:1187 0:3167 / 0:3168

3
mc = 0 0:1361 / 0:1363 1:7480 / 1:7500

mc = 2; 5 0:1747 / 0:1749 0:3107 / 0:3110

1
mc = 0 0:0519 / 0:0519 0:8197 / 0:8188

mc = 2; 5 0:0486 / 0:0485 0:1018 / 0:1017

Error medio 2
mc = 0 0:0504 / 0:0504 1:0750 / 1:0740

mc = 2; 5 0:4264 / 0:4262 0:1138 / 0:1163

3
mc = 0 0:0552 / 0:0551 0:7085 / 0:7072

mc = 2; 5 0:0581 / 0:0580 0:1032 / 0:1031

Tabla 4.1: Tabla comparativa de los pares de estimados y medidos.

4.3.2.2. Validación experimental para una trayectoria circular con
desplazamiento vertical

Como en los casos anteriores, en la Fig. 4.42 se aprecia la deformación de los
diferentes nodos de una de los eslabones �exibles, tanto la deformación estimada a
partir de la medición realizada con el encóder rotacional como la medida directamente
de las galgas extensiométricas.

En ellas se aprecia como la estimación reproduce de manera �el la deformación
de cada uno de los puntos, siendo el error máximo entre ellas inferior a 10�m, 20�m,
40�m, menos del 6; 7% 5% y 4%, respectivamente, tal y como se aprecia en la �g.
4.43. Cabe recordar, que en la base del eslabón �exible, !i1, la deformación es nula,
ya que en este punto ésta está anclada a la articulación pasiva.

De la misma forma, la estimación y medida de la pendiente de la deformación
en dichos nodos se puede comparar en la �g. 4.44. Nótese que al igual que en la
deformación, la pendiente en la base del eslabón �exible !i2 es nula. Por su parte,
cabe destacar igualmente que el error en el extremo contrario, !i8, es siempre nulo,
ya que es precisamente la medida de este la que se toma como referencia para la
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Figura 4.42: Comparativa entre la evolución de las deformaciones !11, !13, !15,
!17 medida experimentalmente y estimada mediante el modelo matemático para la
trayectoria circular con desplazamiento vertical.
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Figura 4.43: Error de estimación de las pendientes !12, !14, !16, !18 a lo largo de la
trayectoria circular con desplazamiento vertical.
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Figura 4.44: Comparativa entre la evolución de las pendientes !12, !14, !16, !18

medida experimentalmente y estimada mediante el modelo matemático para la tra-
yectoria circular con desplazamiento vertical.
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Figura 4.45: Error de estimación de las pendientes !12, !14, !16, !18 a lo largo de la
trayectoria circular con desplazamiento vertical.
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estimación del resto de nodos. Tanto este como el resto de errores de deformación
están representados de forma grá�ca en la �g. 4.45, donde sus errores máximos son
inferiores al 5 10�5 rad, el 5% y 4; 5% de sus amplitudes máximas para los nodos
!i4 y !i6 respectivamente.

De nuevo, y visto los resultados experimentales presentados, se aprecia como
el estimador presentado permite conocer la deformación de los eslabones de forma
precisa en trayectorias aleatorias como la presentada en esta sección.

4.4. Conclusiones

En este capítulo se propone un estimador nuevo para la deformación de los esla-
bones �exibles. Esta propuesta se basa en el análisis modal y el Método de Elementos
Finitos. Este estimador, el cual esta orientado a aplicaciones de control para robots pa-
ralelos, proporciona estimaciones precisas a la vez que computacionalmente efectivas
comparándolo con las propuestas existentes en la literatura. Además, cabe destacar
que la propuesta desarrollada, no solo es capaz de predecir la deformación de cada
nodo y su respectiva pendiente, sino que también sus velocidades y aceleraciones.

El estimador propuesto ha sido validado tanto en simulación como de forma ex-
perimental. Para ello, en ambos casos se ha utilizado un Robot Delta comercial al
cual se le han modi�cado los eslabones inferiores para incrementar su �exibilidad.
Para el caso de la validación en simulación, el modelo contra el que se ha validado
el estimador ha sido modelado mediante el Software Multibody MSC.Adams. Para la
validación experimental, por su parte, se ha hecho uso del prototipo comercial al cual
se le han colocado eslabones inferiores de aluminio.

En los resultados presentados se puede apreciar la alta precisión del estimador,
tanto en simulación como experimentalmente. Además, esta precisión no solo se
limita al mero hecho del calculo de la deformación sino que ha propiciado el calculo
de forma �el del par o de la posición del TCP, entre otras.

Cabe destacar que el estimador desarrollado tiene una mayor precisión en aquellos
nodos que están más cerca del extremo donde se coloca el encóder, si bien el error
absoluto es mayor en estos puntos. Esto se debe a dos factores: En primer lugar hay
que tener en cuenta que, cuanto más cerca de la medida de referencia, en este caso
el encóder, menor será el error de estimación realizado. Sin embargo, a medida que
el nodo se aleja de la base, mayor es la deformación. Por lo tanto, ante mayores
deformaciones mayores serán los errores absolutos, pese a que los errores relativos
sean menores.
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5
Control de Par
Computado

5.1. Introducción

Con el objetivo de sacar provecho del potencial teórico de los robots paralelos
se requiere implementar un controlador avanzado que permita mejorar el rendimiento
dinámico del robot cuando se requieran altas aceleraciones, velocidades y/o precisión.

Entre las numerosas técnicas detalladas en la Sección 2.2, sin duda destaca el
Control de Par Computado o CTC. Este control multiarticular permite compensar, a
partir de un modelo preciso, la dinámica no lineal del sistema, de forma que el robot
disponga de una mejor respuesta dinámica a altas aceleraciones. Sin embargo, aunque
en robótica serie con eslabones rígidos es un esquema de control muy referenciado, los
trabajos que han aplicado esta ley de control en robótica paralela rígida han tenido que
lidiar con la aparición de pares pasivos en la estructura y las di�cultades para medir la
posición del TCP. Además, mientras que en la robótica serie la posición del mecanismo
queda de�nida unicamente mediante sus variables articulares, en robótica paralela, y
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salvo excepciones, la localización del mecanismo queda de�nida mediante la posición
y orientación del TCP. Por lo tanto, ante esta problemática surge una tesitura nueva
en el ámbito del control CTC para manipuladores paralelos: implementar la ley de
control en el espacio articular o en el espacio cartesiano.

5.1.1. Control en espacio articular vs Control en espacio cartesiano

En un primer estudio, parece lógico pensar que la forma natural de de�nir las
trayectorias de referencia del robot son las coordenadas del TCP. Es más, en robótica
paralela no es posible de�nir las trayectorias de otro modo, dado que, a diferencia de
los robots serie, los actuadores no pueden moverse unos independientemente de otros,
dado que su movimiento está limitado por las restricciones mecánicas que conforman
el mecanismo.

Siguiendo el mismo razonamiento, la opción lógica, por lo tanto, es seleccionar
las variables de salida o de operación para implementar el control de robots paralelos,
dado que estas variables de�nen de forma natural el estado del robot [165]. Esta
aproximación permitiría realimentar de forma directa la salida del sistema, y el control,
además de mucho más sencillo, permitiría aprovechar todo el potencial de la robótica
paralela.

Sin embargo, en la práctica la implementación de este sistema es inviable. El
problema fundamental radica en la medición directa del TCP con su�ciente precisión,
el cual sigue siendo un problema abierto en la robótica paralela rígida. Las propuestas
para lograr este objetivo se basan principalmente en la utilización de láseres [27] y
sistemas de visión [78, 167, 179]. Ambas soluciones, aunque prácticas en ciertos casos
(por ejemplo para los mecanismos paralelos planos), presentan di�cultades a la hora
de aplicarlos al caso general. El sistema de medida por láser, por ejemplo, requiere
encapsular el robot dentro de un sistema de espejos perfectamente calibrados. Los
sistemas de visión, por su parte, están limitados por la velocidad de adquisición de las
cámaras y la velocidad de procesamiento de las imágenes. En ambos casos, además,
se requiere un ambiente limpio que no perjudique los sensores, difícil de conseguir en
ciertas situaciones en la industria. Por ello, se puede a�rmar que la medición directa
de la posición del TCP no es, en la actualidad, una alternativa viable, ni si quiera en
la robótica paralela rígida.

Ante la di�cultad técnica que supone una medición directa, la alternativa reside en
estimar la localización del TCP mediante modelos cinemáticos, con la problemática
asociada a los errores de estimación que esto implica. Estos modelos se basan en las
mediciones de las variables actuadas para predecir las variables de salida a partir de
la cinemática directa.

El enfoque, por lo tanto, es diferente al propuesto al inicio. En esta nueva situa-
ción la utilización de las variables de salida para implementar el control no parece tan
evidente, dado que sus valores son estimados mediante las mediciones de las variables
articulares. Los trabajos presentados hasta la fecha en robótica paralela rígida han
implementado este esquema tanto en el espacio de operación como el espacio arti-
cular. Sin embargo, dada la di�cultad de medir directamente la localización del TCP,
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en ambos casos se requiere la utilización de los datos de realimentación de los actua-
dores, es decir, los datos asociados a las variables articulares activas o actuadas. Por
ello, el rendimiento del CTC, de�nido en cualquiera de los dos espacios mencionados,
queda supeditado a la precisión del modelo cinemático que relaciona las diferentes
variables del robot.

En la robótica paralela �exible, por su parte, la estimación la posición del TCP es
aún más compleja, ya que la estimación del modelo cinemático requiere, a su vez, de
la estimación de las variables �exibles (Capítulo 4), un problema para nada trivial a
día de hoy. Es por ello que, tal y como se ha demostrado a lo largo de esta tesis, la
estimación y control de la posición del TCP son dos de los problemas más complejos
abordados por la robótica �exible.

Por lo tanto, en el presente capítulo se presenta un esquema de CTC modi�cado
para robots paralelos con eslabones �exibles, en el que se combina el esquema del CTC
clásico utilizado en la robótica rígida y la estimación de las deformaciones debidas a
la �exibilidad de ciertos eslabones. Para ello, en un primer lugar se ha realizado una
descripción detallada del esquema clásico para robots paralelos rígidos, para una vez
entendido introducir en él la información de las deformaciones debidas a la �exibilidad
de (parte de) los eslabones. Finalmente, el controlador propuesto se ha implementado
en simulación, para lo que se ha hecho uso del modelo dinámico de�nido en la Sección
3.5.2 de un robot Delta con ciertos elementos �exibles en los eslabones inferiores.

5.2. Control de Par Computado para Robots Flexibles

5.2.1. Control de Par Computado Clásico

Tal y como se ha introducido en la Sección 2.3.2.2, el CTC es una de las es-
trategias de control más referenciadas, que hace uso del modelo dinámico inverso
del robot para compensar y desacoplar la dinámica de éste de forma que su control
se reduzca a un problema de control lineal. Evidentemente, la utilización del modelo
dinámico del robot hace que esta estrategia sea más costosa computacionalmente
que las aproximaciones de control local, tal y como se ha analizado en dicha sección.

Tal y como se ha analizado en el apartado anterior, existen diferentes corrientes
a la hora de determinar el espacio en el que se de�ne el controlador, es decir, si
este se de�ne en el espacio de operación o el espacio articular. Sin embargo, dado
las características del controlador CTC para robots �exibles, éste sólo permite ser
de�nido en el espacio articular, por lo que a continuación se analizará esta corriente
para el caso de un robot paralelo rígido. Una vez de�nido el concepto del controlaor
CTC para robots rígidos, se detallará como ha de ser modi�cado cuando el robot a
controlar es un robot paralelo �exible.

5.2.2. CTC en el espacio articular

Cuando el CTC se de�ne en el espacio articular, las variables controladas son las
variables articulares activas del robot qa, de modo que el controlador intenta minimizar
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el error de seguimiento de trayectoria de estas. Cabe recordar que, a diferencia de
lo que sucede en robótica serie, en robótica paralela las articulaciones activas no
pueden moverse de forma independiente o libre respecto a las demás debido a las
restricciones existentes. Esto es, las referencias del CTC, en el espacio articular, han
de ser coherentes con las restricciones del mecanismo. Por ello, la plani�cación de
trayectorias se realiza en el espacio de salida y se utiliza el modelo cinemático inverso
para calcular las trayectorias de las variables articulares activas (Fig. 5.1).
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Figura 5.1: Implementación del CTC clásico en el espacio articular.

Con el �n de poder aplicar el CTC en el espacio articular, el modelo dinámico del
robot ha de estar de�nido en términos de las variables articulares activas qa. Para
ello se aplica un modelo dinámico como el presentado en [253, Sec 3.4], cuya forma
compacta se muestra a continuación,

� = D(x;q) �qa + C( _x; x; _q;q) _qa + G(x;q) (5.1)

donde x son las coordenadas del TCP y q son el conjunto de todas las variables arti-
culares del robot, compuesto por las variables articulares activas qa y las no actuadas
qna.

Nótese que el modelo está de�nido en función de tanto las variables articulares
como de las variables de salida, de modo que, para el cálculo de dicho modelo, se
requerirán las relaciones cinemáticas entre las coordenadas activas qa y el resto de
coordenadas, como son las coordenadas del TCP x y las variables articulares no
actuadas qna (Fig. 5.1).

En base a este modelo, se puede de�nir la ley de control del CTC como,

� = D̂(x̂; qa; q̂na) (�qad +Kv _e+Kp e) + Ĉ( _̂x; _qa; _̂qna; x̂; qa; q̂na) _qa + Ĝ(x̂; qa; q̂na) (5.2)
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donde qad y sus derivadas denotan la referencia de posición, velocidad y aceleración
de las variables articulares actuadas, e = qad � qa es el error de seguimiento de
posición articular, _e = _qad � _qa es el error de velocidad y Kp y Kv son las ganancias
de posición y velocidad. D̂, Ĉ y Ĝ son las matrices de inercia, Coriolis y el vector
de gravedad estimados, correspondientes al modelo del robot. x̂ es la localización
estimada del TCP y q̂na es el valor estimado de las variables articulares no actuadas.
Estas estimaciones se realizan en base al modelo cinemático y el valor de las variables
articulares actuadas qa.

Combinando la ley de control, Eq. (5.2) y la dinámica del manipulador, Eq. (5.1);
es posible de�nir el comportamiento del sistema en lazo cerrado,

D�qa + C _q+ G = D̂(�qad +Kv _e+Kp e) + Ĉ _qa + Ĝ (5.3)

de modo que, si el modelo es su�cientemente preciso, es posible calcular la dinámica
del error de seguimiento de trayectoria para las variables articulares,

�e+Kv _e+Kp e = D̂�1
[
(D� D̂) �qa + (C� Ĉ) + (G� Ĝ)

]
= �p (5.4)

donde �p modela la perturbación debida a las imprecisiones del modelo. Si el modelo
dinámico es exacto, p = 0 y se establece que el error de seguimiento de trayectoria
converge asintóticamente a cero para una correcta elección de las ganancias Kp y Kv

, y siempre que la trayectoria no sea singular.
Nótese, sin embargo, que si el modelo cinemático presenta errores, dado que se

controlan únicamente las articulaciones activas, puede suceder que aún midiendo un
error pequeño en estas últimas, el robot presente errores importantes en el posiciona-
miento del TCP. Esto es, dado que la posición real x y la estimada por el controlador x̂
di�eren, aunque el controlador crea que realmente está en una determinada posición,
este no sea el caso, presentándose un error de posicionamiento. Esta problemática se
deriva de la di�cultad en la medición directa del TCP, y resulta aún más crítica cerca
de posiciones singulares, dado que el robot puede estar cerca de una de ellas sin que
el control sea consciente de ello.

5.2.3. De�nición del Control de Par Computado para Robots Flexibles

Al comienzo de este capítulo se a�rma que el control CTC permite compensar,
a partir de un modelo preciso, la dinámica no lineal del sistema. Sin embargo, si
dicho modelo no contempla las deformaciones de los eslabones, éste no las tendrá en
cuenta a la hora de generar la ley de control, y por lo tanto no será preciso. Además,
mientras en la robótica rígida, la localización del TCP de los robots paralelos se
determina mediante el Modelo Cinemático Directo, En la robótica �exible, por el
contrario, la ecuación cinemática directa que el movimiento de los eslabones tiene
múltiples soluciones, ya que la deformación de los eslabones �exibles permite más
de una posición y orientación del TCP para una con�guración articular dada. Esto,
junto con la di�cultad de medir directamente la posición real del TCP, hace que
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no sea posible realimentar dicha posición y, por lo tanto, dichos errores tampoco son
compensados por el controlador. Con todo ello, cuando se utiliza un controlador rígido
para controlar el movimiento en el eje vertical z , éste genera una trayectoria ovalada
como la representada en la Fig. 5.2.
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Figura 5.2: Trayectoria del TCP del robot experimental a un movimiento completa-
mente vertical de 200ms de tiempo de ciclo.

Por lo tanto, los robots paralelos con eslabones �exibles requieren de un modelo
en donde se contemple dicha �exibilidad. En ese caso, para estimar la posición del
TCP, tal y como se ha de�nido en el Capítulo 3, el Modelo Cinemático Directo se
de�ne en términos de las variables de movimiento rígidas qr y las variables �exibles
qf que modela la deformación de los eslabones �exibles,

x(t) = f(qr;qf) (5.5)

Sin embargo, mientras las variables rígidas son fácilmente medibles mediante el
uso de sensores de posición en las articulaciones, la medida de las variables �exibles
no es una tarea trivial. Es por ello que en el Capítulo 4 se ha presentado un estimador
cinemático nuevo para el calculo de las variables rígidas.

Por lo tanto, con el �n de reducir los errores debidos a las deformaciones de los
eslabones �exibles, una de las soluciones planteadas es la inclusión de las variables
�exibles en la ley de control. De esta forma, es posible controlar la deformación
de estas en todo momento mediante la introducción de la deformación deseada en
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el modelo. Logicamente, ante cualquier trayectoria la deformación deseada en todo
momento es cero.

El Control de Par Computado para Robots Flexibles o CTC para Robots Flexibles
surge combinando las virtudes del CTC y el aumento de la precisión al introducir el
modelo �exible en la ley de control. De este modo, el esquema resultante (Fig. 5.3)
minimiza los errores de posicionamiento debido a las deformaciones de los eslabones,
por lo que presenta una mayor robustez ante variaciones en los parámetros del modelo.
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Figura 5.3: Implementación del CTC para Robots Flexibles.

Este esquema pretende ser una extensión o generalización del CTC clásico, per-
mitiendo de�nir el control de robots paralelos en función de un conjunto de variables
actuadas y �exibles que se denominan coordenadas de control qc . Estas coordenadas
de control están compuestas por la totalidad de las variables articulares actuadas qa
y las deformaciones en el extremo más alejado de la base de cada uno de los esla-
bones con elementos rígidos, �. Por lo tanto, el CTC para Robots Flexibles puede
ser implementado utilizando diferentes con�guraciones de �exibilidad en los eslabo-
nes. Evidentemente, esto implica que si � es un conjunto vacío, el CTC para Robots
Flexibles tendrá la misma forma que el CTC clásico, cumpliéndose que qc = qa.

qc =

[
qa
�

]
2 Rnc (5.6)

La �losofía del CTC para Robots Flexibles es la misma que la que presenta el
CTC clásico. Esto es, la ley de control se basa en la implementación de un lazo de
realimentación no lineal basado en el modelo dinámico del robot con el �n de linealizar
la dinámica del robot real. La diferencia entre el CTC clásico y el Robots Flexibles
estriba en que, en este último esquema, la ley de control no solo se calcula para las
variables actuadas, sino que también para las variables �exibles.
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Evidentemente, esto implica que el modelo dinámico utilizado para implementar
la ley de control tiene que estar de�nido en función de las variables �exibles del lazo
de realimentación, tal y como se ha detallado en la Sección 3.4.

Al contrario que el CTC clásico, el CTC para Robots Flexibles no puede ser
de�nido en el espacio cartesiano. Esto se debe a que, tal y como se ha abordado en
la Sección 3.5.2.1, la Jacobiana que de�nen la relación entre los pares de�nidos en el
espacio articular y cartesiano no es cuadrada, y por lo tanto ésta no es invertible en
ambas direcciones.

Por lo tanto, el CTC para Robots Flexibles tiene que ser de�nido en el espacio
articular. Para ello, se de�nen las variable a controlar, denominadas coordenadas
de control qc , como el grupo de todas las variables articulares actuadas qa y el
subconjunto de las variables �exibles (�).

Por lo tanto, la ley de control del CTC para Robots Flexibles se de�ne como,

� = D̂(x̂;qc ; q̂p) (Kp e+Kv Kv _e+�qcref )+Ĉ(x̂;qc ; q̂p;
_̂x _qc ; _̂qp) _qc+K̂(qc)+Ĝ(x̂;qc ; q̂p)

(5.7)
donde Kp, Kv son las ganancias de posición y velocidad; e = qcd � qc y _e = _qc
de�nen el error de posición y velocidad de las coordenadas de control; y qcd , _qcd , �qcd
de�nen las referencias de las coordenadas de control, que son calculadas a partir de
las referencias de localización del TCP (xd , _xd , �xd) en base al modelo cinemático
inverso.

5.3. Implementación en simulación del Controlador CTC para

robots Flexibles

Para la validación de la estrategia de control presentada, se ha hecho uso de la co-
simulación. La co-simulación o simulación cooperativa es una metodología aplicada
a la simulación, que permite a componentes individuales ser simulados con diferentes
herramientas ejecutándose al mismo tiempo e intercambiando información de forma
colaborativa. El ambiente en la co-simulación recibe un vector de entradas calculado
por uno de los softwares, en este caso Matlab, que interactúa con un segundo softwa-
re, SC.Adams, para generar automáticamente un vector de salida que será de nuevo
realimentado al primero de los softwares. Esta ha demostrado su efectividad al ser
aplicada satisfactoriamente en diferentes campos como: computación de alto nivel,
dinámica de multi-cuerpos, mecatrónica, química o mecánica estructural entre otros.
De estas investigaciones se han encontrado varias ventajas para la co-simulación,
como: la obtención del modelo de un prototipo más rápido, el uso y modelado en di-
versos ambientes de herramientas especializadas, el diseño colaborativo, el desarrollo
de procesos que pueden ejecutarse de forma simultánea y la disponibilidad inmediata
del nuevo modelo entre otras.

En este capitulo la co-simulación se aplicará para la implementación del controla-
dor CTC para robots �exibles desarrollado en Matlab el cual será implementado sobre
el modelo multibody del robot Delta desarrollado en MSC.Adams.
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La co-simulación entre los dos paquetes de computación MSC.Adams y MATLAB,
se hace posible gracias a una herramienta denominada ADAMS/Controls, la cual
ofrece la comunicación entre ambos programas informáticos. Ésta herramienta se
encarga de enlazar de forma simultanea el modelo �exible del robot desarrollado en
MSC.Adams y la estrategia del control CTC para robots �exibles implementada en
MATLAB, tal y como se ve en la Fig. 5.4.

Pares

Sensores

Matlab MSC.Adams

Controlador Modelo

Figura 5.4: Diagrama conceptual de la arquitectura de la co-simulación.

Una vez de�nido la arquitectura de la co-simulación, se ha de�nido una trayectoria
de referencia del TCP. Mediante esta trayectoria se ha excitado de forma simultanea
los tres ejes de movimiento, de forma que ésta sea lo más real posible. En la Fig.
5.5 se puede apreciar como se han de�nido tres puntos en el espacio artesiano, los
cuales son alcanzados mediante una trayectoria de tercer orden en un tiempo de 1,5
segundos entre cada uno de ellos.

Del mismo modo, este controlador requiere también de una referencia para las
variables �exibles a controlar. Lógicamente, la deformación ideal para cualquier tra-
yectoria es cuando ésta es nula, es decir cuando no existe deformación alguna. Por
lo tanto, la referencia del vector de variables �exibles es cero para cada una de los
eslabones �exibles del robot paralelo a controlar.

Para validar los bene�cios del CTC para Robots Flexibles respecto del CTC Clási-
co, ambos controladores han sido alimentados con la trayectoria de referencia descri-
ta. De igual forma, ambos controladores se han sintonizado experimentalmente con
los mismo parámetros, véase Tabla 5.1,

Kpr Kpf �

20 Inr 3000 Inf 0; 7

Tabla 5.1: Parametros de sintonización tanto del Controlador CTC Clásico como del
CTC para robots Flexibles.

donde,
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Figura 5.5: Trayectoria de referencia del TCP para la validación del controlador.

Kp =

[
Kpr Inr 0nr x nf
0nf x nr Kpf Inf

]
(5.8)

siendo Kp la matriz diagonal de acciones proporcionales del sistema, Kpr la matriz
diagonal de acciones proporcionales de los elementos rígidos, Kpf la matriz diagonal
de acciones proporcionales de los elementos �exibles, y � el factor de amortigua-
miento que determina la forma y la velocidad de respuesta del sistema completo
(controlador+planta).

Con todo ello, en la Fig. 5.6 se compara el error de seguimiento del TCP para
ambos casos. Como se puede apreciar, mientras el CTC para Robots �exibles elimina
cualquier vibración debida a la �exibilidad de los eslabones, el CTC Clásico no es
capaz de observar dichas perturbaciones, y por consiguiente, sufre oscilaciones que
pueden llegar a superar 1mm de amplitud. Además, en cada uno de los tres ejes de
movimiento se observa cómo error medio de seguimiento en el CTC Clásico es, como
mínimo, el doble en magnitud que en el CTC para Robots Flexibles, siendo este del
orden de 500�m, 200�m y 500�m para los ejes x , y y z , respectivamente.

5.4. Conclusiones

En la presente sección se ha analizado la problemática asociada al control de
robots paralelos con elementos �exibles, que se fundamenta en la di�cultad de medir
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Figura 5.6: Error del TCP con el CTC Clásico y el CTC para Robots Flexibles a lo
largo de la trayectoria aleatoria.

directamente las variables de salida del robot, y por consiguiente de hacer frente a las
vibraciones derivadas de las deformaciones de los eslabones. Con el �n de reducir esta
problemática, en este capítulo se ha propuesto un controlador basado en modelo que
puede ser realimentado utilizando la información de las deformaciones, lo que permite
al controlador disponer de una mejor estimación del movimiento del robot.

El controlador propuesto se ha bautizado como Control de Par Computado para
Robots Flexibles, y surge de la combinación del CTC clásico y la introducción de la
información �exible en la ley de control. De este modo, ofrece una mejor estimación
de la posición del TCP, y por consiguiente un mayor rendimiento de control en tareas
de alta velocidad y/o aplicaciones de alto rendimiento dinámico.

Con el �n de validar las cualidades de este controlador, en este capítulo se han
llevado a cabo un análisis de sensibilidad y un estudio comparativo entre las aproxi-
maciones de CTC clásico y el CTC para Robots Flexibles aplicado a un robot Delta
con sus eslabones inferiores �exibles. Este estudio se ha realizado mediante la co-
simulación del controlador en Matlab y el modelo en MSC.Adams.

Mediante el análisis realizado se ha demostrado que el CTC para Robots Fle-
xibles, a diferencia del CTC Clásico, es capaz de eliminar las vibraciones debidas a
las deformaciones de los eslabones, lo que supone una gran mejora en rendimiento.
Además, también se ha demostrado como el error medio de seguimiento se reduce
considerablemente debido a la introducción de la información �exible en el modelo.

191





6 Conclusiones y
líneas futuras

6.1. Conclusiones

Aunque anteriores a los robots serie, la utilización de los robots paralelos en
la industria es relativamente reciente. Este resurgir de las máquinas de cinemática
paralela, compuestas por varios brazos articulados que unen una plataforma móvil
a la base, está propiciado por la necesidad de especializar el trabajo de los robots.
Desde la aparición de la arquitectura Delta, los robots paralelos han ido ganando
popularidad gracias a sus características únicas en cuanto a rigidez, rapidez y precisión,
lo que los hace óptimos para aquellas aplicaciones industriales que requieran de estas
características.

Sin embargo, debido a su reciente introducción en la industria, muchas de las
diferentes áreas de la robótica paralela no han sido estudiadas en profundidad. Esto
repercute directamente en la expansión de la robótica paralela en la industria, que
visto su potencial, exige soluciones para aquellos problemas que aún hoy presentan
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este tipo de dispositivos.

Una de estas áreas es, sin duda, el estudio de las deformaciones de los eslabones
cuando éste trabajan bajo grandes exigencias dinámicas. Precedido de la robótica
serie, no son pocos los centros de investigación, universidades y empresas que trabajan
activamente en diferentes áreas de la �exibilidad en la robótica. Si bien es cierto, que
la gran mayoría de los estudios se han enfocado desde un punto de vista más mecánico
y sobre todo sobre manipuladores series, esta tesis se ha planteado el estudio de la
�exibilidad enfocándose en el desarrollo de modelos dinámicos para controladores de
posición, con el �n de poder mejor el rendimiento de control de los robots paralelos
para así posibilitar el aumento de las capacidades dinámicas de éstos.

Para lograr este objetivo, y tras el pertinente análisis literario, la tesis se ha es-
tructurado en tres grandes bloques. El primer bloque está centrado en el modelado
dinámico de este tipo de robots. En él se ha propuesto una metodología que, a di-
ferencia de las existentes hasta la fecha, aborda la información �exible de una forma
que, sin variar el procedimiento a seguir, permite tenerla en cuenta o no dentro de
cada eslabón, en función de las características intrínsecas del eslabón. Además, per-
mite, en caso de ser necesario, de dividir en un mismo eslabón, partes totalmente
rígidas con partes �exibles, sin que esto suponga ninguna variación sobre el procedi-
miento a seguir. Por último, dicha metodología permite calcular el modelo dinámico
de una forma estructurada siendo idónea para ser aplicada en controladores basados
en modelo.

En el segundo bloque se han analizado la problemática asociada al problema ci-
nemático de las estructuras �exibles. Para hacer frente a él, se ha desarrollado un
estimador cinemático que permite estimar tanto la deformación a lo largo del eslabón
como su velocidad y aceleración. Además, esta estimación se realiza mediante un solo
encóder rotación de bajo coste por eslabón �exible y con un bajo coste computacional,
lo que permite su implementación en controladores en Tiempo Real.

Por último, el tercer bloque de la tesis está centrado en el control. En él se ha ana-
lizado la problemática del control asociada a los robots paralelos �exibles, deduciendo
la necesidad de implementar controles adaptados a las particularidades de la robótica
paralela y que contemplen intrínsecamente la �exibilidad de los eslabones. Por ello,
se ha propuesto un esquema de control, denominado Control de Par Computado o
CTC para Robots Flexibles. Este controlador se presenta como una generalización
del CTC clásico, permitiendo, a diferencia de éste, considerar la información �exible
de los eslabones directamente en la ley de control. Este controlador, de�nido con el
modelo calculado en el bloque de dinámica, se caracteriza por una mayor precisión
en comparación con el CTC tradicional, ya que se eliminan los errores debido a la
deformación de los eslabones.

Cada uno de estos bloques o capítulos, aunque relacionado con el resto, dispone
de su entidad propia y, por ello, las aportaciones de este trabajo se de�nirán también
estructuradas en estas tres áreas: dinámica, estimador y control.
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6.1.1. Aportaciones en el área del modelado

La obtención del modelo dinámico es un paso fundamental para el dimensiona-
miento de los elementos del robot, el análisis de su comportamiento y la implemen-
tación de controladores avanzados. Sin embargo, debido a la variedad y complejidad
estructural que presentan los robots paralelos, su modelado cinemático y dinámico
presenta una mayor complejidad que el de los serie, haciendo imposible, en la mayoría
de los casos, la aplicación directa de los métodos de modelado de�nidos para éstos.

En el caso de la robótica �exible, por su parte, la di�cultad a la hora de de�nir
un modelo cinemático y dinámico se complica, debido que al estudio de la dinámica
acoplada de la estructura hay que sumarle, la ya de por sí complejidad del análisis de
rigidez de las estructuras.

Por ello, la mayoría de los autores de esta área se ha centrado en el cálculo del
modelo dinámico de un grado de libertad, o en ocasiones para robots series, siendo
muy pocos los autores que han propuesto metodologías de cálculo genérico para los
robots paralelos �exibles. Para este cálculo en la literatura es posible encontrar tres
aproximaciones principales: el Método de Parámetros Concentrados, el Método de
Modos Asumidos y el Método de Elementos Finitos. Cada uno de estos métodos
corresponden a enfoques diferentes, por lo que su implementación ofrecen ventajas e
inconvenientes diferentes.

El modelo dinámico calculado es utilizado para implementar técnicas de control
basadas en modelo. Es más, con el �n de asegurar un rendimiento óptimo del contro-
lador y poder extraer todo el potencial de éste, es indispensable un modelo dinámico
preciso y adaptado a las necesidades de coste computacional de los controladores.
Además, de los métodos propuestos en la literatura, ninguno aborda el estudio desde
un punto de vista general, en el que se aborde una metodología global, independien-
temente de si hay o no deformación en alguna parte de alguno de los eslabones que
componen el robot.

Por ello, la principal aportación de este bloque consiste en la de�nición de
una metodología de cálculo del modelo cinemático y dinámico que permite
obtener, a diferencia de los modelos de�nidos en la literatura, el modelo de
forma sistematizada independientemente de la �exibilidad y/o la rigidez de
cada uno de los componentes de los diferentes eslabones que componen el
robot. Por lo tanto, esta metodología se caracteriza por su generalidad y facilidad de
sistematización, permitiendo ser implementada en software para el cálculo automático
del modelo de un determinado robot.

Por lo tanto, esta metodología aporta,

una extensión de la metodología existente para la obtención de modelos
dinámicos de robots totalmente paralelos en la que permite introducir, si
así se cree conveniente, el análisis de �exibilidad en alguno de los elemen-
tos. Por lo tanto, la metodología permite de�nir el modelo en función de las
variables activas y, en caso de haberlas, de un conjunto de variables �exibles,
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de modo que las deformaciones debidas a esas elasticidades sean consideradas
en el modelo, y por lo tanto, directamente en la ley de control.

un método fácilmente sistematizable, que permite ser implementado de for-
ma sencilla en un software de cálculo simbólico y permite, a partir de la de�nición
de las ecuaciones de cierre y de la función Lagrangiana, el cálculo de todas las
matrices que componen el modelo dinámico.

La metodología para la obtención del modelo dinámico propuesta en este bloque
ha sido validada utilizando dos plataformas de diversa complejidad: el primer caso
el Robot She�eld, uno de los primeros prototipos �exibles construidos y que se ha
convertido en un referente en robótica �exible debido a su simplicidad, y en segundo
lugar, la plataforma Delta, uno de los referentes en la robótica paralela. La validez de
la aproximación se ha demostrado utilizando dos enfoques complementarios,

un enfoque basado en la simulación computacional, en la que a través del soft-
ware comercial MSC.Adams los resultados obtenidos mediante el modelo ma-
temático desarrollado han sido comparados con los obtenidos mediante éste
software Multibody.

un enfoque práctico, basado en la utilización de datos experimentales extraídos
de los prototipos a la hora de ejecutar un conjunto de trayectorias de referencia.
Para llevar a cabo este procedimiento, por un lado, en la plataforma She�eld
se han reproducido los ejemplos propuestos en los trabajos encontrados en la
búsqueda bibliográ�ca que hayan abordado el modelado dinámico. Por otro lado,
para el robot Delta se ha hecho uso de un prototipo comercial al cual se le han
sustituido los eslabones de �bra de carbono de los paralelogramos articulados
por unos mucho más �exibles de aluminio, los cuales permiten evidenciar más
las deformaciones existentes.

6.1.2. Aportaciones en el estimador cinemático

A la hora de de�nir la metodología de modelado se ha visto la necesidad de conocer
la deformación a lo largo de cada uno de los eslabones �exibles. Tras el estudio de
la literatura en la actualidad se ha comprobado que las soluciones existentes son
caras, pesadas computacionalmente y sensibles a ruidos. Es por ello que la carencia
de métodos generalizados para abordar la estimación del problema cinemático es
evidente.

Para abordar este problema, en este capítulo se ha desarrollado un estimador
cinemático para los eslabones �exibles basado en la medida de un encóder
rotacional de bajo coste y en el estudio modal del eslabón cuya cinemática se
quiera conocer. Este estimador aporta las siguientes ventajas respecto al resto de
soluciones existentes:
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un estimador de bajo coste económico, ya que los encóders son unos sensores
económicos y que dan buenas prestaciones, no son sensibles a ruidos electro-
magnéticos, o cambios de temperatura. Además la implementación del sensor
es rápida y sencilla, ya que no requiere de experiencia como puede ocurrir con
las galgas extensiometricas.

solución de bajo coste computacional. Al reducir el análisis modal única-
mente al eslabón �exible, el calculo del vector característico es independiente
de la posición en la que se encuentre, por lo que su cálculo es función de las
características mecánicas invariables; tales como rigidez, peso o dimensiones.
Por lo tanto, el cálculo del vector característico puede realizarse o�ine, lo que
reduce el cálculo de la deformación de cada punto del eslabón a una simple
multiplicación.

estimador de posición, velocidad y aceleración. Por de�nición, el vector pro-
pio, entre otras características, ofrece la relación de movimiento entre los di-
ferentes puntos del sólido a estudiar. Por lo tanto, dicha relación se mantiene
tanto en el movimiento como en cada una de sus derivadas, es decir, en posición
y aceleración. Por consiguiente, el cálculo de las velocidades y aceleraciones, al
igual que la posición se reduce a una multiplicación entre la medida obtenida
por el encóder y el valor del vector propio equivalente al punto del eslabón en
que se desea conocer la deformación.

6.1.3. Aportaciones en el área de control

La implementación de un controlador adecuado es esencial en robótica paralela,
dado que permite aprovechar el máximo potencial que ofrece el robot en aquellas
tareas para las que está diseñado. A nivel industrial, el campo de aplicación de los
robots paralelos se centra en aquellas tareas que exigen rapidez, precisión o manipu-
lación de grandes cargas. Estas características, combinándolas con la reducción de la
masa móvil, generan cierta �exibilidad en los eslabones, la cual provoca cierto grado
de imprecisión. Es por ello que, para garantizar el cumplimiento de las exigencias de
rapidez, precisión y manipulación de grandes cargas; en ocasiones se requiere el uso
de controladores que contemplen instrínsecamente la deformación de los eslabones.
Por lo tanto, debido a la naturaleza de los requerimientos de estas tareas, las mejores
estrategias de control de estos mecanismos se enmarcan dentro del control multiar-
ticular, que ofrece un comportamiento dinámico adecuado para aplicaciones de alta
velocidad y permite combinar velocidad y precisión.

Sin embargo, la mayoría de los trabajos propuestos en este área se basan en la
robótica serie, por lo que no se consideran las particularidades de los mecanismos
paralelos. Entre estas particularidades destaca el acoplamiento entre la posición y
orientación, las singularidades internas en el espacio de trabajo del robot o la presencia
de las articulaciones pasivas, cuyo movimiento, al igual que la localización del TCP,
hay que estimar utilizando modelos cinemáticos.

197



Capítulo 6. Conclusiones y líneas futuras

Con el �n de hacer frente a este problema, en este bloque de la tesis se ha
propuesto la extensión de la ley de control del CTC, la cual se ha denominado CTC
para Robots Flexibles. Esta extensión permite tener en cuenta de forma intrínseca la
deformación de los eslabones, reduciendo así los errores de precisión de la plataforma.

Por lo tanto, la gran aportación de este bloque consiste en el diseño y vali-
dación de una generalización del esquema de Control de Par Computado, de-
nominado CTC Extendido, cuya ley de control se basa en el tratamiento de la
información �exible a través del modelo dinámico propuesto en el bloque de
dinámica. Esta estrategia combina el rendimiento de los controladores basados en
modelo y la precisión que otorga la consideración de las deformaciones en la ley de
control.

En resumen, este controlador aporta,

una generalización del CTC clásico que permite la de�nición de la ley
de control en función de las variables activas y el conjunto de variables
�exibles, de modo que la deformaciones debidas a la elasticidad de los eslabones
sean consideradas directamente en la ley de control, lo que permite realizar
movimientos más precisos de todos los elementos del robot. De este modo, si
las coordenadas de control contienen únicamente las variables articulares activas
porque no se considera �exibilidad en ninguno de los eslabones, el CTC para
Robot Flexibles presenta el mismo comportamiento que el CTC Clásico.

una mayor precisión es la estimación del TCP que el CTC clásico, dado que
la información de las deformaciones de los eslabones es utilizada para realizar
mejores estimaciones de su posición.

Adicionalmente, el análisis de estabilidad revela que el CTC para Robots Fle-
xibles presenta estabilidad global cuando es implementado en el espacio de
operación, de modo que su error converge asintóticamente a cero cuando no
existen errores de modelado, al igual que sucede con el CTC clásico.

6.2. Lineas Futuras

El trabajo realizado a lo largo de esta tesis ha permitido detectar una serie de
líneas de interés para futuros trabajos de investigación,

Teniendo en cuenta que la principal problemática del control es la di�cultad de
medición de la localización del TCP, se han de estudiar diferentes alternativas
para poder obtener información �able de estas coordenadas del robot. Para ello,
además de la utilización del estimador desarrollado en esta tesis, se propone la
utilización de sensores redundantes para medir algunas de las variables pasivas,
dado que, según estudios realizados en nuestro departamento en robots pa-
ralelos rígidos, su utilización en el modelo permiten aumentar la robustez del
modelo.
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Se debe seguir investigando en la aplicación del CTC para robots �exibles con el
�n de determinar su mejor aplicación. En esta área, adicionalmente, se requerirá
un estudio de las alternativas hardware con el �n de poder implementar en
tiempo real estos controladores.

Ampliar las técnicas de control a utilizar para el control de robots paralelos
�exibles. En éste campo destaca diferentes variables existentes del CTC clásico
que han demostrado ofrecer resultados más robustos en problemas rígidos, sin
por ello aumentar el coste computacional del controlador [40].

Una de las técnicas más interesantes para este tipo de robots es el control pre-
dictivo, sin embargo este tipo de controladores son computacionalmente muy
pesados. Por lo tanto, se debe seguir investigando para reducir el coste compu-
tacional del modelado dinámico �exible con técnicas inteligentes (machine lear-
ning , redes neuronales,..). En esta área, en el Departamento de Ingeniería de
Sistemas y Automática de la UPV-EHU, se han obtenido muy buenos resulta-
dos mediante el uso de estrategias inteligentes para la reducción de los modelos
dinámicos de las estructuras rígidas. Por consiguiente, a partir de esta expe-
riencia, sería interesante trasladar dichos conocimientos a la robótica paralela
�exible.
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