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Introduccion

Este trabajo fin de grado estudia las geodésicas en superficies regulares,
sus propiedades minimizantes y la completitud de estas superficies. De esta
forma completaremos lo que nos mencionaron en la asignatura de segundo
Curvas y Superficies y lo que no llegamos a dar en la asignatura de Geometria
Global de Curvas y Superficies de tercero del Grado de Mateméticas de la
UPV/EHU.

La idea del trabajo consiste en abordar varios problemas fundamentales
en el estudio de las geodésicas de una superficie como son la existencia; las
propiedades minimizantes de la longitud de las geodésicas; la existencia de
geodésicas minimas y unicidad de las mismas (Teorema de Hopf-Rinow); y
las superficies geodésicas completas y superficies completas como espacios
métricos. También, se ilustrara la importancia de las técnicas anteriores
estudiando varias de sus aplicaciones, y, asimismo, se tratarda con detalle un
buen nimero de ejemplos y ejercicios.

Para ello vamos a empezar recordando las definiciones y teoremas basicos
que nos ensenaron en segundo. Esta teoria estd dada principalmente cuando
trabajamos con curvas de longitud de arco, por lo tanto, generalizaremos
los conceptos para cuando tengamos una parametrizacion cualquiera y nos
daremos cuenta de que la ecuaciéon general de las geodésicas coincide con
la expresion obtenida de la curvatura geodésica de la misma. Asimismo, co-
mo hemos mencionado antes, demostraremos la existencia y unicidad de las
geodésicas, y haremos un estudio més profundo sobre las geodésicas en su-
perficies de revolucién. Todo esto lo completaremos con un par de ejemplos
y ejercicios tedricos que generalizaran teoremas previamente demostrados,
como por ejemplo el Teorema de Clairaut, que se aplica a superficies de revo-
lucién, pero nosotros lo generalizaremos a las superficies de Liouville. Todos
estos ejercicios los encontraremos en el apéndice A. Ademas, incluiremos un
par de ejercicios de estas superficies como ejemplo.

En cuanto al segundo capitulo, nos centraremos en estudiar las pro-
piedades minimizantes de las geodésicas, introduciremos la definicion de la
aplicacién exponencial ya conocida, y anadiremos algunas de sus propieda-
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des. Haciendo uso de esto, definiremos nuevos conceptos como el radio de
inyectividad, circulos geodésicos, bolas geodésicas... y enunciaremos y de-
mostraremos varios teoremas y proposiciones relacionados con estos nuevos
conceptos. Veremos que en todo punto de la superficie existe un entorno
especial llamado entorno uniformemente normal, en el que todos los pun-
tos admiten una bola geodésica del mismo radio. También demostraremos
que, dados dos puntos cualesquiera de una superficie, si existe una curva de
longitud minima que los una, esa curva serda una geodésica.

Para finalizar, daremos paso al teorema de Hopf-Rinow y al estudio de
la completitud, donde definiremos este tultimo concepto desde el punto de
vista de las geodésicas, haciendo uso de la aplicaciéon exponencial. También
anadiremos la definicién de la distancia intrinseca y veremos que la topo-
logia que crea en la superficie, y la que ya estaba en ella son la misma.
Después daremos paso al teorema béasico de Hopf-Rinow, el cual nos asegura
la existencia de una curva minima que une cualesquiera dos puntos de una
superficie completa, y acabaremos con varios corolarios y proposiciones que
derivan de esta.



Capitulo 1

Teoremas y definiciones
basicas

En este capitulo daremos algunas de las definiciones y teoremas bésicos
que necesitaremos mas adelante, entre otras la existencia y unicidad de las
geodésicas. Ademads de esto, veremos el caso especifico de las superficies de
revolucién donde destacaremos el teorema de Clairaut.

A lo largo de este trabajo nos encontraremos siempre en superficies re-
gulares, por lo tanto, esta es la primera definicién que necesitaremos.

1.1. Superficies regulares

Definicién 1.1.1. Un subconjunto S C R? es una superficie regular si, para
cada p € S, existe un entorno V en R? y una aplicaciéon x : U — V N S de
un subconjunto abierto U de R? sobre VNS C R3 tal que

(i) x es diferenciable. Esto significa que si escribimos

x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U

1



2 1.1. Superficies regulares

las funciones z(u,v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas parciales conti-
nuas de todos los 6rdenes en U.

(ii) x es un homeomorfismo. Como x es continua por la condicién 1, esto
significa que x admite una inversa x~1 : VNS — U que es continua; es
decir, x~1 es la restriccién de una funcién continua F : W C R3 — R?
definida sobre un conjunto abierto W que contiene a V N S.

(iii) Condicién de regularidad. para cada ¢ € U, la diferencial dxq : R* —
R3 es inyectiva.

Definicion 1.1.2. El vector tangente a una superficie S en el punto p € S es
el vector tangente a una curva que vive en S en el punto p. El plano tangente
T,(S) a S en el punto p es el conjunto de todos los vectores tangentes a S
en el punto p.

Para entender el plano tangente 7,(.5), elegimos una parametrizacién de
la superficie S, x : U — R3?, tal que p esta en la imagen de x, es decir,
I(ug, vo) € R? tal que x(ug,vg) = p. Si la curva 7 reside en S y pasa por p
cuanto t = tg, entonces, existen dos funciones u(t) y v(t) tal que

7(t) = x(u(t), v(t))

para todos los valores de t cercanos a tg las dos funciones son diferenciables,
y u(to) = o, v(to) = vo.

Proposicién 1.1.1. Sean x : U — R? una parametrizacion de la superficie
reqular S que contiene el punto p € S, y (u,v) las coordenadas en U. El
plano tangente a S en p es el subespacio vectorial de R® creado por los
vectores X, Y Xy (Las derivadas estdn evaluadas en el punto (ug,vo) € U tal

que X(uo, vo) = p)-

Definicion 1.1.3. Dado un punto p de una superficie regular S, hay dos
vectores unitarios de R que son normales al plano tangente T},(S); se llama a
cada uno de ellos un vector unitario normal en p. Fijada una parametrizacién
x:U CR? = Senpe€ S, podemos determinar la eleccién de un vector
unitario normal en cada punto g € x(U) por la regla

Xy X Xy

N(g) = ———(a)

= q
|xy X Xy
Asi, obtenemos una aplicacién diferenciable N : x(U) — R3.

El producto interior natural de R? O S induce en cada plano tangente
T,(S) de una superficie regular S un producto interior, que se denotara
por (, )p. Si w1, wz € T,(S) C R3, entonces (wr,ws), es igual al producto
interior de wy y ws como vectores de R3. A este producto interior (que
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es una forma bilineal simétrica, es decir, (wy,wa)p, = (w2, w1)p ¥ (w1, w2)p
es lineal, separadamente, en w; y wy) corresponde una formula cuadratica
I, : T,(S) — R dada por

I(w) = (w, w), = |wf > 0, (L1)

Definicién 1.1.4. La forma cuadratica I, en T),(.S), definida por la ecuacién
(1.1), se denomina la primera forma fundamental de la superficie regular

SCcR3enpesS.

Ahora expresaremos la primera forma fundamental en la base {xy, Xy}
asociada a la parametrizaciéon x(u,v) en p. Como un vector tangente w €
T,(S) es el vector tangente de una curva parametrizada a(t) = x(u(t), v(t)),
t € (—¢,¢), con p = (0) = x(ug, vo), obtenemos

Ty = {0/(0), 0/ (0 = s + 30, 3t + x1)y
= (Xu, Xu>p(u,)2 + 2(xu, XV>pU/U, + (Xv, XV>p(U/)2
= B(u)? + 2Fuv + G(v')?,
en donde los valores de las funciones involucradas se evalian en t =0, y

E(UO7UO) == <XU7Xu>p7
F(U07U0) = <XU7XV>p7

G(“Oy UO) = <XV7 Xv>p

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {xy,Xv}
de T,(S). Si hacemos recorrer a p el entorno coordenado correspondiente

a x(u,v), obtenemos en ese entorno las funciones diferenciables FE(u,v),
F(u,v), G(u,v).

Al expresar las derivadas de los vectores x, y Xy con respecto a la base
{Xu, Xv, N}, obtenemos

Xuu = I1Xu+T% %y +eN
Xuy = [loxu + IHhxy + fN
Xyu = Félxu + Fglxv + fN
Xvv = loxu + Ixy + gN

(1.2)

k
ij?

L _ : 1 _ 1l
de 2’ en 1a2 parametrizaciéon x. Como Xuyy = Xvyu, concluimos que I'jy = I'3;
y Iig = I3

Los coeficientes I'%?., i, 4,k = 1,2, se denominan los simbolos de Christoffel

Para determinar los sinbolos de Christoffel, efectuamos el producto inte-
rior de las relaciones de (1.2) con x, y Xy, obteniendo el siguiente sistema:

{ I'YE+THE = (Xuu,Xu) = 3Eu,
I'HF 412G = (XuuXv) = F, — 3E,,
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{ F%2E + F%2F = (Xuv,Xu) = lEva

F%QF + F%QG - <XUV7XV> - gGu,

{ PLE+T3,F = (Xw,Xu) =F,—1G,,
ILF+T3,G = (Xyv,xv) = 1Gy

Vemos que los simbolos de Christoffel se pueden calcular en términos de
los coeficientes de la primera forma fundamental E, F, G y sus derivadas.
Lo cual implica que son invariantes por isometrias locales. Estos simbolos
volveran a aparecer en numerosas ocasiones.

1.2. Curvas Geodésicas

Ahora, para adentrarnos en el tema, daremos la definicién de las curvas
geodésicas, asi como algunas caracterizaciones y teoremas relacionados. Para
esto necesitamos las siguientes definiciones.

Definicion 1.2.1. Sea « : I — S una curva parametrizada en S. Un campo
vectorial w a lo largo de « es una correspondencia que asigna a cada t €
un vector

w(t) € T (S)

Decimos que w es diferenciable en tg € I si, para alguna parametrizacién
x(u,v) en a(tp), las componentes a(t), b(t) de w(t) = a&, +b&, son funciones
diferenciables respecto de ¢ en 3. Se dice que w es diferenciable en I si es
diferenciable en cada punto ¢ € I.

Definicion 1.2.2. Sea w un campo vectorial diferenciable en un conjunto
abierto U C Sy p € U. Sea v € T)(S). Consideremos una curva parametri-
zada

a:(—ee) — U,

con a(0) =py a/(0) = v, ysea w(t), t € (—¢,¢e), la restriccién del campo
vectorial w a la curva a. El campo vectorial que se obtiene proyectando orto-
gonalmente (%’)(0) sobre el plano T),(.S) se denomina la derivada covariante
en p del campo vectorial w con respecto al vector v. La derivada covariante
se denota por (%)(O) o por (D,w)(p)
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Definicion 1.2.3. Se dice que un campo vectorial w, a lo largo de una curva

parametrizada o : I — S, es paralelo si % = (0 para cada t € I.

Siendo x(u(t),v(t)) = «a(t) la expresién de a y sea
w(t) = a(u(t),v(t))xu + b(u(t), v(t))xv = a(t)xu + b(t)xy,
la expresién de w(t) en la parametrizacién x(u,v). Entonces

d
di; = a(Xuut' + Xuy?') + b(Xyutt + Xyyv') + a'xy + b'xy

donde la prima representa la derivada con respecto de t. Como % es la

componente en el plano tangente de %’j, utilizamos las expresiones en (1.2)
y suprimiendo la componente normal, obtenemos

Dw

o (a/ + T au' 4 Thyav’ + Thybu’ + Tlbv')x,

(1.3)
+ (V' + T2, au’ + a0 + T4bu' + 200" )%,

Deducimos de (1.3) que £%(0) sélo depende del vector (u/(0),v'(0)), del
punto (u(0),v(0)) y de los simbolos de Christoffel, no de la curva a. Esto
implica que la derivada covariante es un concepto de la geometria intrinseca,
es decir, que no varia por isometrias locales.

Una vez visto esto, damos paso a la definiciéon de geodésica.

Definicion 1.2.4. Se dice que una curva parametrizada no constante -y :
I — S es geodésica en t € I si el campo de sus vectores tangentes v/(t) es
paralelo a lo largo de « en t, es decir,

D~'(t)
dt

Se dice que y es una geodésica parametrizada si es geodésica para todo ¢ € 1.




6 1.3. Ecuaciones de las geodésicas

También tenemos las siguientes caracterizaciones de las geodésicas que
se deducen de las definiciones (1.2.2) y (1.2.4):

Proposicion 1.2.1. Sea o : I — S una curva de clase C* en una superficie
reqular S. Entonces,

(i) o es una geodésica si y solo si " es siempre ortogonal a la superficie,
es decir, si y solo si 0" (t) L Ty (S) para todo t € 1.

(ii) si o es una geodésica entonces esta parametrizada por un muiltiplo de
longitud de arco, es decir, ||o’|| es constante.

1.3. Ecuaciones de las geodésicas

Vamos a introducir ahora las ecuaciones de una geodésica en un entorno
coordenado. A tal efecto, sean v : I — S una curva parametrizada (por la
longitud de arco) de Sy sea x(u, v) una parametrizacién de S en un entorno
U de ~(ty), to € I. Sea J C I un intervalo abierto que contiene a ¢y tal que
v(J) C U. Sea x(u(t),v(t)), t € J, la expresion de 7 : J — S con respecto
a la parametrizaciéon x. Entonces, el campo vectorial tangente +'(t), t € J,
viene dado por

V(1) = v (H)xu + ' (t)xp.

Por tanto, el hecho de que -y sea paralelo equivale a que se satisfaga el sistema
de ecuaciones diferenciales

u’ + T (u)? + 2T {u'v’ 4 Tiy(v')? = 0,

" + T (u)? + 20u'v' + T35 (v')? = 0,
que se obtiene a partir de la ecuacién (1.3) haciendo a = v’ y b = v' e
igualando a cero los coeficientes de xy v Xy .

En otras palabras, v : I — S es una geodésica parametrizada por
el arco (o multiplo de arco) si y sélo si se satisface el sistema (1.4); a este
sistema se le conoce como las ecuaciones diferenciales de las geodésicas de S.

Observacion 1.3.1. Estas ecuaciones son vélidas cuando tenemos la curva
parametrizada por la longitud de arco, pero veremos en el ejercicio 4 del
apéndice A y observacién (1.3.4), que en caso de tener una parametrizacion
cualquiera, la ecuacién general es

(T3 (u)? + 2T, (V') + Ty (v")? + v )
— (D] (u')? + 2D (v'u) + Tp(v')? + u”

u” ) = 0.



Capitulo 1. Teoremas y definiciones bésicas 7

Corolario 1.3.1. Sea (U,x) un mapa de S, entonces una curva v = (s)
parametrizada por la longitud de arco es una curva geodésica si y solo si
cumple el siguiente sistema de ecuaciones

%«7’? XU) = <’7/7 %X’U«>7 1 5
d /.0 _ I d ( : )
ds (v, x0) = (7, dsxv>'

Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema (1.4).

Demostracion. Necesitamos demostrar que se cumplan las ecuaciones (1.5)
es equivalente a
D~
ds

Que (1.6) implica (1.5) es facil de ver, ya que %—Z, por definicién es la

0. (1.6)

proyeccién de %’ en el plano tangente 7,(5).
En cuanto a la otra implicaciéon. Por definicion
dij&}//a Xu> = <di7;7 xu) + <7:7 %Xu>
E<’Y 7X’U> = <E7 7X11> + <7 ) %XU>
Ahora si tenemos en cuenta la hipdtesis conseguimos <d%’y’ ,Xy) =0y
<%’y’ ,Xy) = 0. Lo cual implica directamente (1.6). O

Podemos expresar (1.4) mediante los coeficientes de la primera forma
fundamental:

%(Eu’ + Fv') =

L(Fu +Gv') =

(By(u')? + 2F,u'v' + G, (v')?),

(By(u)? + 2F,u'v" + G, (v)?), (1.7)

D[N —

Observacién 1.3.2. Es posible demostrar que tanto este sistema como el
sistema (1.5) son equivalentes.

Teorema 1.3.2. (Ezistencia y unicidad) Dado un punto p € S y un vector
w € Tp(S), w # 0, existe una geodésica v : I — S tal que 0 € I, v(0) = p
y 7' (0) = w. Ademds, si existe 7 : I — S otra geodésica que cumple las
mismas condiciones, entonces v y v coinciden en I N I. En particular, para
todo p € S yw € Ty(S) existe un intervalo abierto mazimal I,, C R y una
unica geodésica Yy, : Iy, — S tal que v, (0) =p y v,,(0) = w.

Demostracion. Las ecuaciones de las geodésicas vistas anteriormente son de

esta forma:
u” = flu,v,u/ 0", V" = glu,v,u' 0" (1.8)

donde f y ¢ son funciones diferenciables respecto a las cuatro variables
u,v,u’ y v'. Estd demostrado en la teoria de ecuaciones diferenciales ordi-
narias que, dadas unas constantes cualesquiera a, b, ¢ y d y un valor tg € I,
existe una solucién a las ecuaciones (1.8) tal que,

u(ty) = a,v(to) = b,u (tg) = ¢, v (tg) = d (1.9)
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y tal que u(t) y v(t) estan definidos y son diferenciables para todo [t—tg| < ¢,
donde € > 0. Ademas, el conjunto de soluciones es diferenciable respecto a
las condiciones iniciales, lo cual utilizaremos en el siguiente capitulo.

Ahora aplicamos esto a las ecuaciones de las geodésicas. Supongamos que
p reside en una curva x(u,v) de S, p = x(a,b), y que w = ¢x,, + dx,, donde
a, b, ¢ y d son escalares y las derivadas estan evaluadas en v = a, v = b.
Una curva parametrizada v(t) = x(u(t), v(t)) pasa por el punto p en t = ¢y
si y solo si u(ty) = a, v(tg) = b, y tiene el vector tangente w en ese instante
si y solo si

Xy + dx, = w =7 (tg) = v/ (to)xu + V' (t0) Xy,

esto es, u/(tp) = ¢, V'(tg) = d. por lo tanto, encontrar una curva geodésica
(de velocidad constante) v que pasa por el punto p en el momento ¢t = tg
y tiene el vector tangente w es equivalente a resolver las ecuaciones (1.8)
sujetas a las condiciones iniciales (1.9).

De aqui deducimos que 3¢ > 0 y una curva v : (—e,¢) - V C S
que es solucion de las ecuaciones (1.8) con las condiciones iniciales v(0) =
py 7 (0) = w. Ademds, si ¥ es otra geodésica que satisface las mismas
condiciones iniciales, entonces v y 4 coinciden en algtin entorno de 0. Sea
Iy el intervalo maximal contenido en I NI donde v y 4 coinciden. Si I
esta estrictamente contenido en I N I, existe un punto ¢; del extremo de
Iy que estd en I N I , vy aplicando de nuevo lo que hemos visto pero con las
condiciones iniciales y(t1) y 7/(t1), llegamos a que v y 7 coinciden en un
entorno de t1, y esto contradice a la definicién de Iy. Lo cual implica que
Iy=INnI vy que existe una Unica geodésica maximal que pasa por el punto
p y es tangente a la direccion w. O

Hemos visto en el teorema anterior que para todo p € Sy v € T)(S5)
existe una tdnica geodésica maximal o, : [, = S tal que 0,(0) = py o, (0) =
v. En el siguiente lema veremos qué o, solo depende de la direccién de v.
Lema 1.3.3. Sea S C R3 una superficie, p € S y v € T,,(S). Entonces:

(i) para todo c,t € R tenemos
oe(t) = oy(ct) (1.10)
en cuanto uno de los términos esté definido.

(ii) si oy estd definido ent € R y s € R, entonces o, estd definido en s+t
si y solo si o4 (y) estd definido en s, y en este caso

Uag(t)(s) :O'U(t—i-s) (1.11)
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Demostracion. (i) Si ¢ = 0 no hay nada que demostrar. Si ¢ # 0 empe-
zaremos demostrando que (1.10) se cumple siempre y cuando exista
oy(ct). Sea a(t) = o,(ct); esta claro que, 6(0) = p y 3'(0) = cv, por lo
tanto es suficiente demostrar que & es una geodésica. De hecho

D&’ d?5 d*z d2o d?o
H=—-—{t)—{ =), NYN =—(ct) — { *—2(ct),N YN
% 1y = L7 <dt2<>, > 2L o < %0 ), >
Do’
2 v
= ) =0
c 7 (ct)

y por tanto, quedaria demostrado.

Por otro lado, supongamos que existe o¢,(t), y sean w = cv y s = ct.
Entonces existe o4, (t) = 0y (c715), y esto es igual a 0,-1,,(s) = o,(ct),
y asi concluimos la demostracién.

(ii) Consideremos el conjunto I, —t = {s € R|s +t € I}, la curva o :
I, —t — S definida por o(s) = o,(s + t) es claramente una geodésica
con 0(0) = 0, (t) y 0’(0) = 0,(t), por tanto, o(s) = g4/ (4)(s) para todo
s € I,—t. Esto implica que o, estd definida en s+, entonces o4/ (4) estd
definida en s (esto es, I, —t C I,/ ;)), y se cample (1.11). En particular,
—t € I,—t C Iy (1), por lo tanto, 0,1 () (—t) = py U:;{,(t)(_t) =o0,(0) =
v. Utilizando el mismo argumento para (—t, o, (t)) en vez de para (¢, p),
conseguimos que Iy + ¢ C Iy; por tanto, I,y + ¢ = I, (lo cual
significa que o, estd definido en s + ¢ si y solo si g4/ ;) estd definido
en s), y (1.11) siempre se cumple.

[

Observacién 1.3.3. Cuando decimos que o, estd definida en ¢ € R significa
que existe un intervalo abierto que contiene el origen y ¢ donde o, esta
definida.

Ejemplo 1.3.1. (Esfera) Sea la esfera S C R3 con la parametrizaciéon
x(u,v) = (cos(u)sen(v), sen(u)sen(v),cos(v)). En este caso las ecuaciones
(1.4) quedarfan asf:

cos(v) s

u” +2 v =0,

sen(v)
0" 4 (— cos(v)sen(v)) (') = 0,

Es evidente que tanto los meridianos, v(t) = x(ug, vot+v1), como el ecuador
de la esfera, o(t) = x(uot + u1, 5), cumplen estas ecuaciones. Pero estas no
son las unicas geodésicas que contiene esta superficie, ya que toda circun-
ferencia principal C' es una geodésica, es decir toda curva definida por el
corte de la esfera con un plano que pasa por el centro de la esfera O es una
geodésica de S?. El vector normal en un punto p € C nos da la direccién
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de la linea que conecta p con el centro O. Como S? es una esfera, la normal
de la superficie se encuentra en la misma direccién, lo cual implica por el
apartado (i) de la proposicién (1.2.1) que nuestra afirmacién es correcta.

Figura 1.1: Esfera.

Ejemplo 1.3.2. (Plano-Cilindro) En el caso del cilindro recto, con base
circular 22 + y? = 1, estd claro que los circulos obtenidos mediante la inter-
seccién del cilindro con los planos normales al eje del mismo son geodésicas.
Esto es asi porque la normal de la superficie coincide con la normal de la
curva en todo momento.

Por otra parte, en el apartado siguiente de este capitulo veremos como
las rectas del cilindro (generatrices) también son geodésicas, por ser una
superficie de revolucion creada por la rotacién sobre el eje OZ de una recta.

Ahora comprobaremos la existencia de otras geodésicas C' sobre el cilin-
dro, para esto, consideramos la parametrizacion

x(u,v) = (cosu, senu, v)

del cilindro en un punto p € C, con x(0,0) = p. Con esta parametrizacién,
los entornos de p € C' se expresan como x(u(s),v(s)), siendo s la longitud
de arco de C. Es facil comprobar que x es una isometria local entre un
entorno U de (0,0) del plano uv en el cilindro. Sabiendo que las geodésicas
se conservan mediante isometrias locales, la curva (u(s),v(s)) debe ser una
geodésica en U que pasa por (0,0). Pero las geodésicas del plano son las
rectas. Por tanto, quitando los casos ya mencionados,

u(s) =as+c, v(s)=bs+d, a*+b*=1.
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Se deduce entonces que una curva regular es una geodésica del cilindro si
localmente es de la forma

(cos(as + ¢), sen(as + ¢), bs + d)

=

—_— e

Isometria local

Geodésicas

-1 Geodésicas

"

Figura 1.2: Isometria entre el plano y el cilindro.

por tanto es una hélice. De esta forma, quedan determinadas todas las
geodésicas de un cilindro circular recto.

Si continuamos con la analogfa del plano, observamos que las lineas, esto
es, las geodésicas del plano, estan caracterizadas como curvas regulares con
curvatura cero. Ahora, la curvatura de una curva en un plano orientado
esta dado por el valor absoluto de la derivada del campo vectorial unitario
tangente a la curva, asociado a un signo el cual denota la concavidad de la
curva con relacién a la orientacion del plano. Para considerar el signo, es
conveniente introducir la siguiente definicion.

Definicion 1.3.1. Sea w un campo diferenciable de vectores unitarios a lo
largo de una curva parametrizada « : I — S sobre una superficie orientada
S. Como w(t), t € I, es un campo vectorial unitario, (Cfi—’f) (t) es normal a

w(t) y por tanto

D
d—;“” = AN x w(t)).
El nimero real A = A(t), denotado por [2%(t)], se denomina el valor alge-

braico de la derivada covariante de w en ¢.

Obsérvese que el signo de [%(t)] depende de la orientacién de S y que

[Ze(t)] = (42, N x w).
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Vamos a definir ahora, para curvas en una superficie, un concepto analogo
al de curvatura para curvas planas.

Definicion 1.3.2. Sea C una curva regular orientada contenida en una su-
perficie orientada S, y sea y(s) una parametrizacién de C por la longitud de
arco s, en un entorno de p € S. El valor algebraico de la derivada covariante

2]

de 7/(s) en p se denomina la curvatura geodésica de C' en p; esto es,
kg = (7', N x ).

Puede comprobarse que por una parametrizacion no unitaria la expresion
quedaria de esta manera,

Otra forma de determinar si una curva cualquiera (no necesariamente
parametrizada por la longitud de arco) es una geodésica es mediante la
curvatura geodésica, esto es, una curva « es una geodésica, si y solo si su
curvatura geodésica es cero en todo su dominio.

Observacion 1.3.4. Sitenemos una curva parametrizada a(t) = x(u(t), v(t))
de la expresion de la curvatura geodésica obtenemos esta otra ecuacién,

kg =06 (1 (u)? 4+ 2T%, (v'u) + T (v)? + o)/ (1.12)
— (P11 (u)? + 2 (v'e) + Tgp(0")? + w0 = 0 '
Obsérvese que esta ecuacion es la ecuacion geodésica en el caso general. Tam-
bién es importante destacar que la curvatura geodésica se conserva mediante
isometrias locales, ya que estd en funcién de los simbolos de Christoffel.

1.4. Geodésicas en superficies de revolucion

En esta seccion utilizaremos lo que hemos visto anteriormente para analizar
las geodésicas en superficies de revolucién.
Parametrizaremos las superficies de revolucién de la manera usual

x(u,v) = (f(u) cosv, f(u)senv, g(u)),

2 2
donde asumimos que f >0y <%) + <Z—Z) = 1. Su primera forma funda-

mental es (u/)? + f(u)(v')?. Sustituyendo esto en las ecuaciones (1.7) obte-
nemos
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o= ) (o',
; o (1.13)
&) =0,

A partir de ahora consideraremos geodésicas de longitud de arco, por lo
tanto

(W) + fu)?(v)? =1. (1.14)

De aqui, deducimos lo siguiente:

Proposicion 1.4.1. Dada la superficie de revolucion

x(u,v) = (f(u) cosv, f(u)senv, g(u))
(i) Todos los meridianos son geodésicas

(ii) El paralelo w = ug es una geodésica si y solo si % =0 cuando u = uy,
es decir, ug es un punto estacionario de f.

Demostracion. En un meridiano, v = constante, por lo tanto, la segunda
ecuacién de (1.13) se cumple trivialmente. La ecuacién (1.14) indica que
u’ = =£1, por tanto, u’ es constante y se satisface la primera ecuacién de
(1.13).

geodésicas

Para (ii), ndtese que si u = wug es constante, entonces de la ecuacién
(1.14) concluimos que (v') = falo) es distinto de cero, y por lo tanto, la

primera ecuacién de (1.13) se cumple solo si d—f = 0. A la inversa, si % =0

cuando u = ug, es obvio que la prlmera ecuacién de (1.13) se cumple, y la
segunda se cumple porque (v') = uo) y f(u) = f(uo). O
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Esta claro que esta proposicion solo nos da algunas geodésicas de las
superficies de revolucion. Pero el siguiente resultado nos ayudara a entender
las geodésicas restantes.

Proposicién 1.4.2. (Teorema de Clairaut) Sea vy una curva de longitud de
arco en una superficie de revolucion S, sea p : S — R la distancia entre
los puntos de S y el eje de rotacion, y sea ¢ el dngulo que forma ~' con
los meridianos de S. Si v es una geodésica, entonces psend es constante
a lo largo de . Reciprocamente, si psen¢ es constante a lo largo de v, y
st ninguna parte de v es parte de algun paralelo de S, entonces v es una
geodésica.

En el sequndo pdrrafo de la proposicion, cuando decimos "parte de v”nos
referimos a y(J), donde J es un intervalo abierto. Las hipétesis no pueden
ser menos restrictivos; para una curva paralelo, es decir, una curva en la que
¢ = 5, pseng es claramente constante. Pero, los paralelos no son geodésicas
en general, como indica la Proposicion (1.4.1).

Demostracion. Parametrizando S como en la Proposicién (1.4.1), tenemos
p = f(u). Notemos que x,, y p~'x, son vectores unitarios tangentes a los
meridianos y paralelos, respectivamente. Como F' = (x,,%,) = 0 son per-
pendiculares. Asumimos que (t) = x(u(t),v(t)) es de longitud de arco;
entonces, tenemos

v = cos ¢x, + ptsengx,

(esta ecuacién sirve para definir el signo de ¢, que el teorema no especifica).
Por consiguiente,

Xy X7 = (p L seng)x, x x,.
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Como ' = u'x, + v'x,, esto implica
VX X Xy = (pflsen(;b)xu X Xyp-
Por lo tanto, pv’ = sen¢ y
pseng = p*v'.

Por otro lado, por hipétesis sabemos que v es una geodésica, y por consi-
guiente cumple las ecuaciones (1.13), en particular, la segunda ecuacién, de
la que se deduce que p?v’ es constante a lo largo de la geodésica, tal y como
se queria probar.

Para demostrar la otra implicacién, si psen¢ = C' es constante a lo largo
de la curva de longitud de arco v en S, esto demuestra que la segunda
ecuacién de (1.13) se cumple, y nos falta ver que la primera ecuacién de
(1.13) también se cumple. Teniendo en cuenta

, sen¢p C
v o= = —2
p p

y por ser v una curva de longitud de arco, tenemos

Diferenciando las dos partes respecto de ¢ obtenemos

LCQ ,_QCde /

2 1o _
uu p3 P 7p3 —duu
dp

/i N2
—p— = 0.
W (" = p(v)?)

Supongamos que el término dentro del paréntesis es distinto de cero en algtin
punto de la curva, en y(tyg) = x(ug, vg), entonces existe ¢ > 0 tal que para
todo t € I donde |t —tg| < €

@
du

U// —p (Ul)2 7& 0

Pero entonces v’ = 0 cuando |t — tg| < €, y por lo tanto ~ coincidirfa con el
paralelo u = ug en ese intervalo, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo

tanto, tiene que ser nulo en todo =, esto es,
dp
" N2
u’ = p—> ("),

po ()
en consecuencia se cumplen las ecuaciones (1.13) y esto implica que 7 es una
geodésica. O
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Observacién 1.4.1. Este teorema se puede generalizar a las superficies de
Liouville como hemos hecho en el ejercicio 1 del apéndice A. En este ejercicio
veremos las propiedades que cumplen las geodésicas de las superficies de
Liouville. Para complementar esto, hemos anadido dos ejercicios més como
ejemplo de estas superficies, por un lado, en el ejercicio 2 trabajamos con
Mapa u-Clairaut que son un caso particular de superficies de Liouville, y en
el ejercicio 3 damos paso al espacio hiperbélico H? que es un caso particular
del anterior.



Capitulo 2

Geodésicas como curvas
minimas

En este capitulo daremos la definicién de la aplicacién exponencial junto
con varias de sus propiedades. Y usaremos esta aplicaciéon para definir nue-
vos conceptos, tales como los entornos geodésicos, radio de inyectividad...
Ademads, demostraremos que cualquier segmento suficientemente corto de
una geodésica sera minimizante y aqui es donde haremos uso de la apli-
cacion exponencial. También veremos que si existe una curva de longitud
minima que una dos puntos, esta serd una geodésica.

2.1. Aplicacién exponencial

Definicion 2.1.1. Sea S una superficie, y p € S. Denotamos por
ep={veT,(9)|1lel,}

el conjunto de vectores tangentes v € T),(S) tal que oy, la geodésica que parte
de p con vector director v, estd definido en un entorno de [0, 1]. Entonces, la
aplicacién exponencial exp), : ¢, — S de S en p estd definido por exp,(v) =

o(1) = o2 (o).

Ejemplo 2.1.1. Uno de los ejemplos mas secillos son los planos, en estas
superficies tan conocidas las geodésicas son rectas, dado un punto p y un
vector v tenemos la geodésica o,(t) = p + tv, por lo tanto la aplicacién
exponencial serfa exp,(v) = p+v.

Otra de las superficies mas conocidas es la esfera, nosotros cogeremos la
esfera de radio 1, S%. Dado un punto p € S? y un vector tangente v € Tp,(S?)
obtenemos una base ortonormal {n(p) = p, ﬁ} de un plano que corta la
esfera y que contiene a p y el centro de la es{‘Jera. La interseccion de este
plano con la esfera definen la geodésica

v

Ve (1) = cos(t)p + Sen(t)m,

17
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que ademds, estd escrita por la longitud de arco. Por lo tanto la aplicacién
exponencial quedaria de la siguiente forma

expp(v) = e ([[ol]) = cos([[v][)p + Sen(llv\l)”%H

lloll

Podemos demostrar inmediatamente que la aplicacion exponencial cum-
ple las siguientes propiedades:
En lo que sigue hay que subrayar que donde aparece x estamos en un entorno
de R? y sus coordenadas seran x = (u,v), y en cuanto a w es un vector del
plano tanjente en coordenadas de la base {x,,X,}, esto es, w = (w1, w2).

Proposicién 2.1.1. Sea S C R? una superficie, y p € S. Entonces:
(i) €p es un entorno abierto en forma de estrella del origen en T,(S).

(ii) para todo v € T,(S) yto € R tales que o, estd definido en tgy, entonces,
erviste 0 > 0 yx : U — S una parametrizacion local centrado en
p tales que, habiendo fijado el vector wo = (dxo)~'(v), la aplicacion
(T, w,t) = 0ax,(w)(t) estd definida y es de clase C°° en U x B(wo, §) x
(to — 6,t0 +0) CR?2 x R2 x R = R®.

(iii) La aplicacion exponencial exp, : €, — S es de clase C*°.

(iv) d(expp)o = id y, en particular, exp, es un difeomorfismo entre un
entorno de O en T,(S) y un entorno de p en S.

Demostracion. Directamente el lema (1.3.3) implica que ¢, es de forma es-
trellada respecto el origen. Ahora definimos el conjunto

U={(p,v,to)lp €S, veTyS), o,estddefinidoenty € R}.

y el subconjunto W C U formado por los puntos (p, v,tg) € U para los cuales
existen un § > 0 y una parametrizacién local x : U — S centrada en p tales
que, dado wy = (dxp) ! (v) € R?, la aplicacion (z,w,t) — 0gx, (u) () de clase
C™ en el conjunto abierto U x B(wp, §) X (tg— 8,9 +9) C R2 xR xR = R5.

Esta claro que, e, = 7(UN({p}xTp(S)x{1})), donde 7 : SXxR3xR — R?
es la proyeccién en el factor central; por otra parte, W, = 7(W N ({p} x
T,(S) x {1})) es abierto en T,,(S), por definicién, y exp, es de clase C*° en
W,; por lo tanto, para demostrar (i)-(iii) es suficiente con ver que U =W .

Nétese que (p,v,0) € W para todo p € S'y v € T,(5), por el teorema
(1.3.2).

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe (pg, vg, tg) € U\ W; ya
que tg # 0, podemos asumir que £y > 0; el caso tg < 0 en andlogo.

Sea t = sup{t € R|{po} x {vo} x [0,] € W}; estd claro que, 0 < t < t.
Por otro lado, ya que (po,vo,to) € U, la geodésica o, esta definida en t;
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llamemos p = oy, (f) y & = o), (t). Teniendo en cuenta que (p,,0) € W,
existen una parametrizacién local x : U — S centrado en p,un d > 0y
un entorno W C R? de @ = (d%Xp) (0) tales que la aplicacién (z,w,t) >

Tas, (w)(t) es de clase C°° en UxW x (=6,6).

Elegimos t; < f tal que t; + 6 > i, oy (t1) € V = %(U), y o, (t1) €
d%,, (W), donde 1 = X~ (0, (t1)). Dado que {po} x {vo} % [0,1] € W, por
tanto podemos encontrar una parametrizacién local x : U — S centrado en
po, un € > 0y un entorno W C R? de wg = (dxp) ! (vg) tales que (z,w,t) —
Tdx, (w)(t) es de clase C*° en U x W x (—¢,t1 +¢); ademds, tomando U y W
maés pequenos, también podemos asumir que ogyx, () (1) € Vy Tl (w) (t1) €
%, (W) para todo (z,w) € U x W, donde 2/ = X (0, (w) (t1))-

Ahora, si (z,w) € UxW el punto o gy, () (t1) estd bien definido y depende
de manera C* en x y w. Por lo tanto, 2’ = x_,! (Tax,(w)(t1)) € U y el vector
w = (df()—l(g(’ixz(w) (t1)) € W también depende de una manera C™ en x y
w. Esto implica que para todo t € (t; — 0,t1 + 9) el punto

04/

dxg (w)

()t —t1) = oz, () (t — t1)
depende de manera C™ en x, w y t. Pero el Lema (1.3.3) (ii) implica
Tty (1) (= 1) = O, ) (B);

por tanto hemos probado que la aplicacién (x,w,t) = 0gx, (w)(t) es de clase
C>®en U x W x (—&,t; + ), y esto contradice la definicién de .

Finalmente, vamos a calcular la diferencial del exp, en el origen. Si w €
T,(S), por definicién tenemos

d(expp)o(w) = erp, o) ,

i

donde 7 es una curva en 7T,(S) con 7(0) = O y 7/(0) = w. Por ejemplo,
cogemos 7(t) = tw; por tanto, por (1.10)

d d d
dexpplo(w) = Zeappltw)| = Low(1)| = Zowt)] =w.
8 dt " o At Ty dtT
De aqui, d(expy)o = id es invertible, y la aplicacién exponencial es un

difeomorfismo entre un entorno de O en T,,(S) y un entorno de pen S. O

Observacién 2.1.1. Nétese que(1.10) implica que la geodésica que parte
desde el punto p € S puede escribirse como

oyv(t) = expp(tv)

Después de ver estas proposiciones damos paso al siguiente apartado:
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2.2. Entornos geodésicos

Definicion 2.2.1. Sipe Sy § > 0, sea
Bp(0,6) = {v € T,(5)llvll, <3}

la bola abierta con centro en el origen y radio § > 0 en el plano tangente
del punto p. La frontera de esta bola es el circulo.

9By(0,6) = {v € T(S)[|[vll, = 3}

» Llamamos radio de inyectividad inj rad(p) de S en p al mayor § > 0
para el cual exp, : B,(0,0) — S es un difeomorfismo con su imagen.
Si 0 < d <injrad(p), al conjunto Bs(p) = exp,(By(0,0)) se le llama
bola geodésica centrada en p y radio J.

= Las geodésicas que parten de p, es decir, a las curvas con forma ¢
expy(tv), se les llama geodésicas radiales.

» A las curvas que son imagenes mediante exp, de circulo centradas en
el origen de T),(S) y radio menor que injrad(p) se les llama circulos
geodésicos:

336(1)) = e:vpp(aBp(O, 5))

Por tltimo, si tenemos el conjunto Bi(p) = Bs(p) \ {p}, el campo radial
% : B (p) — R3 esta definido por

9| _ o)
orl, ~ Tl

€ Tp(S)

para todo ¢ = exp,(v) € B;(p).

En el plano, es evidente que las geodésicas radiales del origen son orto-
gonales a los circulos geodésicos centrados en el origen, y son tangentes al
campo radial en todos lados. Mas adelante comprobaremos que esto también
se cumple en el resto de las superficies.
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Bolas geodésicas Geodésicas radiales

Figura 2.1: Paraboloide con plano tangente. La exponencial envia el entorno
B,(0,9) a los entornos geodésico Bs(p).

Figura 2.2: Ejemplos de circulos geodésicos y geodésicas radiales en super-
ficies de revolucion. Observese que las geodésicas radiales son ortogonales a
los circulos geodésicos.

Lema 2.2.1. Dado un punto p € S y 0 < § < injrad(p), sea la bola
geodésica Bs(p) C S centrada en p. Entonces:

(i) Para todo q = exp,(v) € Bs(p) tenemos
0 0; 1
91 22l o, (ol =

g vl

|| ” d(expp)o(v).
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En particular, | 21| =1 y | d(czp,)u(0)]] = [].

ii) Las geodésicas radiales que parten de p, parametrizadas por la longitu
i) L dési dial ten d trizad la longitud
de arco, son tangentes al campo radial en B3 (p).

(iii) (Lema de Gauss) El campo radial es ortogonal a todo circulo geodési-
co que vive en Bj(p) y, en particular,

(d(expp)o(v), d(expp)y(w)) = (v, w) (2.1)
para todo w € T,(S5).
Demostracion. (i) La primera igualdad viene dada por
low (W] = llow, (0)] = o]l

la segunda podemos obtenerla de la diferencial de

o (8) = o (Hi”)

y cogiendo ¢t = ||v||. Por dltimo, una curva en T,,(S) que parte de v y
es tangente a v es o(t) = v + tv, por lo tanto,

=o' (1). (2.2)
t=0

d(eapp)(v) = S erpy(1+ 1))

(ii) Las geodésicas radiales parametrizadas por la longitud de arco y que
empiezan en el punto p son las curvas 7, con v € Tp,(S) tal que ||v|| = 1.
Ya que s, (t) = 70 (s), tenemos que %, (1) = s7,(s), y por (i) tenemos:

/
fen T O
ols) = Iso] — or

_ 9
(sv) or

)

Yo (s)

expp

y por tanto -, es siempre tangente a %.

(iii) Sean g € Bi(p) y v € T,(S) tal que ¢ = expp(v). Fijamos una ba-
se ortonormal {ui,us} de T,(S) tal que u; = ror- Entonces, vy, es
una geodésica radial de p a ¢ = vy, (||v|]) parametrizada por la lon-
gitud de arco, mientras que el circulo geodésico que pasa por ¢ esta

parametrizado por la curva
7(s) = expp(||v]|(cos s)ur + ||v||(sens)us).

Por lo tanto, nuestro objetivo es demostrar que 7y, (||v||) es ortogonal
a 7/(0). Para esto, consideremos la aplicacién

X:(—mm) x(=6,0) = S
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definida por
Y(s,t) = expp(t(cos s)u + t(sens)us).
Teniendo en cuenta que
||t(cos s)uy + t(sens)uz|| = |t| < 0,
la aplicacién ¥ estd bien definida y es de clase C*°. Ademds,
Yur (1) = 5(0,8) y 7(s) = X(s, [[v]])

Por tanto, tenemos que ver,

ox 0%
(55 01D, 52 0.1l ) =o.

Fijamos vs = (cos s)u; + (sens)ua, para obtener X(s,t) = 7,,(t). En
particular, todo 7, es una geodésica parametrizada por la longitud de
arco. Esto implica que Dy, = Oy ||v,, || = 1. Con esto,

;@f(s 0,2 (s ,t)> = <§t%ﬁs(t),gf(s,t)> + <%§(s ), g;s( t)>
= <D%’]s(t), gf(s,t)> + <?§(s t), g;z (s, t)>
- <(Z)(s,t),§:§;(s,t)> = %% %(s,t) 2
19

— 2 _
= 5ol W12 =0

Esto implica que <%—§(s, t), 5= (s, t)> es constante respecto de ¢, y por

tanto
ox 0% ox 0%
(501D G0 e) = (0.0, 52 0.0).

Como sabemos que

0%
Js
tenemos que %—%(O, 0) = O, y hemos acabado.
En particular, teniendo en cuenta que por (i)

(07 t) = td(expp)tul (UQ)’

Vo (J01]) = || H d(expp)v(v),

y que por la definicién de 7

7(0) = [[vlld(ezpp)o(uz),
hemos demostrado (2.1) para w = v y para w ortogonal a v. Si tenemos

en cuenta que cualquier vector de T),(.S) puede ser expresado mediante
v y un vector ortogonal a v, tenemos la afirmacién.

O]
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2.3.

Geodésicas de longitud minima

Ahora veremos la caracterizacién de las geodésicas como la curva maés corta
entre dos puntos.

Teorema 2.3.1. Sea S una superficie y p € S.

(i)

(i)

(iii)

Si0 < § <injrad(p), entonces para todo q € Bs(p) la geodésica radial
de p a q es la curva mds corta (salvo reparametrizaciones) en S que

unep yq.

Sia:[0,1] — S es la curva regular a trozos con longitud mds corta
entre dos puntosp = a(0) yq = a(1) en S, entonces a es una geodésica
(y en particular regular en todo su dominio).

Sean v : [a,b] — S wuna geodésica parametrizada por la longitud de
arco, ty € [a,b], y 0 = injrad(vy(ty)). Entonces, v es la curva mds
corta en S de y(to) a y(t1) si|to —t1| <.

Demostracion. (i) Sea gy € Bjs(p). Elegimos vy € T,(S) tal que qo =

expp(vo), y cogemos uj = ”Z—gu, con esto tenemos que v, : [0, [[vo]|] —
S es la geodésica parametrizada por la longitud de arco que une p y
qo- Tenemos que demostrar que si « : [0,1] — S es otra curva regular a

trozos parametrizada por la longitud de arco en S de p a gg entonces

L(a) > L(’Yul) = HU0H7

y la igualdad se da cuando o = 7y, .

Si o pasa més de una vez por p, podemos eliminar una parte de a y
conseguir asi una curva maés corta que vaya de p a ¢g. Por lo tanto,
podemos asumir que a(s) # p para todo s > 0.

Supongamos que la imagen de « estd contenido en Bs(p), més tarde
veremos el caso en el que la imagen de « sale de Bs(p). En este caso,
para todo s € (0,!] donde « es diferenciable existe a(s) € Ry w(s) €
T, (5)(S) ortogonal al campo radial tal que,

Notemos que, por el Lema de Gauss (2.2.1) (iii), el vector w(s) es
tangente al circulo geodésico que pasa por «a(s).

Sea r : B} (p) — R, la funcién radio geodésico, dado por

r(q) = [lezp, " (q)]].
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Como r es norma de un vector, esta claro que es de clase C*°, y los
circulo geodésicos son las curvas de nivel de r, esto es, a lo largo de un
circulo geodésico el valor de r es constante. Por lo tanto, dry(w) = 0
para todo vector w € T,(S) tangente al circulo geodésico que pasa por
q € Bj(p). Es mas, si ¢ = exp,(v) tenemos

9 <’Y/(1))
dry [ =— =dregy (v t
‘ (ar ) SN
1 d 1 d
= ——(roexpy)(tv) = ——(t||v|]) =1.

[v]| g =1 vl dt =1
Por lo tanto, obtenemos

d(roa

W09 () oo () = als).
Ahora estimaremos la longitud de a. Sea 0 = sp < ... < sp = 1
una particién de [0,!] tal que alis;_,,s;) €s regular para j = 1,..k.

Entonces,

ko s ks
L(a) = lo(s)]|ds = Vi0a(s)]? + [[w(s)|2ds

> Zk:/ la(s)|ds > ]Z:/ a(s)ds = g/ d(gza(s)ds

j=1"5j- j— 8j—1

k
= [r(als;)) = r(alsj—1))] = r(q0) = r(p) = o]l = L(yu)-

Con esto, vemos que « es como minimo de la longitud de ~,,. La
igualdad se cumple si y solo si w(s) = O y a(s) > 0 para todos. En
este caso, teniendo en cuenta que la longitud de o/ es 1, tenemos que
o = % o Esto implica que por el Lema (2.2.1) (ii), « es, al igual
que 7,,, tangente siempre al campo vectorial radial. Por tanto, 7,
y « son solucion del mismo sistema de ecuaciones ordinarias con la
misma condicién inicial (son dos geodésicas tales que a(0) = ~,,(0) y
a'(0) = v,,(0), y por el Teorema (1.3.2) tenemos que o = 7y, y asi
conseguimos lo que buscdbamos.

Por ultimo, si la imagen de « no esté contenida en B)(¢), sea t; > 0 el
primer valor para el cual « corta Sp(d). Entonces el argumento previo

demuestra que
L(a) = L(aljot,)) = 6 > [Jvoll,

y con esto acabamos.
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(ii) Si « es la curva més corta entre p y ¢, lo es también para cualesquiera
dos puntos que esten en su imagen. Si esto no fuera asi, sustituiriamos
el fragmento de « por el fragmento mas corto, y de esta manera, ob-
tendriamos una curva regular a trozos mas corta que «. Pero hemos
demostrado en (i) que localmente, las curvas minimas son geodésicas.
Teniendo en cuenta que el ser una geodésica es una propiedad local, «
tiene que ser una geodésica.

(iii) Bajo estas premisas (1) estd en la bola geodésica centrada en ~(tg)
y con radio d, y v es la geodésica radial de v(tp) a y(t1).
O

Observacién 2.3.1. No siempre tiene por qué existir una curva minima
que une dos puntos en una superficie. Por ejemplo, si cogemos S = R?\ {O}
y p € S, entonces para cualquier curva en S que una p y —p hay una
curva de menor longitud en S que una estos dos puntos. En cambio en
el siguiente capitulo veremos que si S cumple unas condiciones concretas,
entonces cualquier par de puntos de S podran unirse mediante una curva
minima, la cual serd una geodésica.

Observacién 2.3.2. Incluso cuando existe, la curva minima que une dos
puntos puede que no sea unico. Por ejemplo, dos puntos antipodales de la
esfera estdn unidas por infinitas curvas, todas con la misma longitud.

Definicion 2.3.1. El radio de inyectividad del un subconjunto C' C S de
una superficie S es el numero

inj rad(C) = inf{inj rad(q)|q € C} > 0.

Un conjunto abierto V' C S es uniformemente normal si su radio de inyecti-
vidad es positivo. En otras palabras, V' es uniformemente normal si y solo
si existe § > 0 tal que exp, es un difeomorfismo de By(O,d) con Bj(q) para
todo g€ V.

Proposicién 2.3.2. Todo punto de una superficie S C R? tiene un entorno
uniformemente normal.

Demostracion. Dado un punto p € S, la proposicién (2.1.1) (ii) proporciona
un 6 > 0 y una parametrizacion local x : U — S centrada en p tal que la
aplicacién (x,w,t) = 04x, (w)(t) es de clase C> en el subconjunto abierto
Ux B(0,0) x (1-6,1+6) C R2xR? x R = R%. En particular, la aplicacién
E : U x B(O, §) — S dado por E(z,w) = expy(y) (dx.(w)) es de clase C*°.
Ademas, como E(O,O) = p, podemos encontrar un entorno Uy C U de O
yun 0 < &; < 6 tal que E(U; x B(0,81)) € x(U). Entonces, definimos
E :U; x B(O,61) — U x U definido por

E(‘Tﬂ w) = (‘Tvxil(E(wi)));
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queremos demostrar que E es invertible en un entorno de (O, O). Es sufi-
ciente con verificar que dE(p o) es invertible. Denotemos por z = (x1,22)
las coordenadas de x, y por w = (wq,ws) las coordenadas de w. Entonces,
para j = 1,2 tenemos

9 \_d B .
dE0,0) (awj) = th(O,te]) » =7 (O, x " (expp(tojlp)) »
= (0,dx, " o d(expp)o(dilp)) = (0,dx,  (9jl,))

~(050):
81‘j

ya que por la proposicién (2.1.1) (iv) d(expp)o = id. Por otro lado, también
tenemos

0

d -1
100y (52 ) = §E05.0)| = Gilteyx (ermao ()]
— i(t . ) — i i
Cdt > t€ =0 B 8:6]"856]‘ .

Por lo tanto, dE(p o) lleva una base de R? x R? a una base de R? x R?,
es invertible, y esto implica que existe un entorno Uy C U; de O y un
0 < dp < &1 tales que Ely,xp(0,5,) € un difeomorfismo con su imagen. En
particular, esto implica que para todo x € Uy la aplicacién e, : B(O,dy) — U
dado por €, (w) = X! (expx(y) (dx,(w))) es un difeomorfismo con su imagen.

Finalmente, cogiendo un Uj suficientemente pequenio, tenemos que en-
contrar un ¢ > 0 tal que By(;)(0,e) € dx.(B(0,d)) para todo = €
Up. Sea Vy = x(Up); entonces, para todo ¢ = x(x) € V, la aplicacién
expq : Bq(O,e) — S es un difeomorfismo con su imagen, siendo exp, =
X 0, 0 (dx;)~ !, y Vo es un entorno uniformemente normal de p. O






Capitulo 3

Teorema de Hopf-Rinow

Ya hemos visto en el capitulo anterior que las curvas mas cortas entre dos
puntos de una superficie son geodésicas, y que el inverso se cumple local-
mente. En este capitulo veremos bajo qué condiciones podemos garantizar
que dados dos puntos p,q € S exista una geodésica minima que los una.

3.1. Distancia intrinseca

Proposiciéon 3.1.1. Dados dos puntos p y q € S de una superficie regular
(conexa) S, existe una curva parametrizada diferenciable a trozos que une a
p con q.

Demostracion. Ya que S es conexo y localmente conexo por caminos, existe
una curva continua « : [a,b] — S tal que a(a) = p y a(b) = ¢. Sean
t € [a,b] y I; un intervalo abierto en [a,b] que contiene a ¢, tal que a(l})
es un entorno coordenado de «(t). La unién e,y It, cubre [a,b] y, por
compacidad, existe un subrecubridor finito de esta Iy, ..., I,,. Por lo tanto, es
posible descomponer I mediante los puntos a = tg < t; < ... <t <tpy1 =0
tal que [t;,ti+1] estd contenido en algin I;, j = 1,...,n. Esto implica que
a([ti, ti + 1]) estd contenido en un entorno coordenado.

Como p = a(ty) y a(t1) estéan en el mismo entorno coordenado x(U) C S,
es posible unirlos mediante una curva diferenciable, que sera la imagen por
x de una curva diferenciable en U C R? que une x~(a(tg)) y x (a(t1)).
Siguiendo este procedimiento, unimos p = a(t;) y a(tit1), i = 0, ..., k, me-
diante una curva diferenciable. De esta forma, conseguimos una curva di-
ferenciable por trozos que une p = «af(tg) y ¢ = a(trr1), y concluimos la
demostracién de la proposicion. O

Ahora, sean p,q € S dos puntos de la superficie regular S. Denotamos
por oy, 4 la curva parametrizada diferenciable a trozos que une p con ¢ y por
L(cy,q) su longitud. Si definimos como €2, el conjunto que contiene todos

29
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los a4, sabemos por la proposicién (3.1.1) que este conjunto es diferente
del vacio. Por lo tanto, podemos dar la siguiente definicién:

Definicién 3.1.1. La distancia (intrinseca) d(p, ¢) del punto p € S al punto
q € S es el niimero

d(p,q) = inf{L(a)|o € Qpg}

donde se toma el infimo sobre todas las curvas parametrizadas y diferencia-
bles a trozos que unen p y gq.

Proposicion 3.1.2. Dado un punto p € S, siendo S una superficie reqular
(conexa), y 0 < 0 < injrad(p), sea la bola geodésica Bs(p) C S. Entonces
para todo q € S tal que q ¢ Bs(p) se cumple d(p,q) > 0.

Demostracion. Sea « : [a,b] — S una curva parametrizada regular a trozos
cualquiera que une p y ¢. Como «([a, b]) es conexo y q¢ ¢ Bs(p), existe un
punto tg € [a,b] tal que «a(tp) estd en la frontera de Bs(p). Por lo tanto,
L(a) > § para cualquier o € €24, y esto a su vez implica que

d(p,q) > 6.
O]

Proposicion 3.1.3. FEsta funcion, d, verifica las propiedades de una dis-
tancia:

(i) d(p,q) =0

(i) d(p,q) = d(g,p)-

(iii) d(p,q) =0 si y solo si p = q.

(iv) d(p,q) + d(g,r) = d(p,r).

Demostracion. (i) Esta propiedad viene dada por que el infimo de niime-
ros positivos, es positivo o cero.

(ii) Es inmediato, ya que de cada curva parametrizada
a:la,b] = S,

con afa) = p, a(b) = ¢, podemos conseguir otra curva parametrizada
a: [a,b] — S, definido por a(t) = a(a—t+b). Esté claro que a(a) = g,
a(b) =py que L(a) = L(«a).

(iii) Sean p = ¢. Entonces, si cogemos la curva constante « : [a,b] — S5,
dado por «a(t) = p, t € [a,b], tenemos L(a) = 0; por tanto, d(p,q) = 0.
Para demostrar la otra implicacién, supongamos que d(p,q) = 0y
p # q. Sea V un entorno de p en S tal que ¢ € V, y todo punto en
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V esta unido a p por una tnica geodésica. Sea Bs(p) C V la bola
geodésica centrada en p y radio § contenido en V. Por la definicién
de infimo, dado un € > 0, 0 < € < §, existe una curva parametrizada
diferenciable a trozos « : [a,b] — S que une p con ¢ y L(a) < €. Pero
por la proposicién (3.1.2) sabemos que d(p,q) > 6 > ¢, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, p = q.

(iv) Sean p,q,r € S; si a es una curva diferenciable a trozos en S de p a ¢,
y B una curva diferenciable a trozos en S de g a r, la curva a * 8 que
obtenemos cruzando primero « y después [ (con una parametrizacién
adecuada) es una curva parametrizada diferenciable a trozos que une
pyrcon L(ax )= L(a)+ L(5). Considerando el infimoen a y 3, y
teniendo en cuenta que d(p,r) es el infimo de las longitudes de todas
las curvas que unen p y r, tenemos la desigualdad triangular

d(p,r) < d(p,q) +d(q,7).

O]

Ahora veremos que la topologia inducida por la distancia d y la topologia
usual de S son la misma.

Proposicion 3.1.4. Sea S una superficie reqular con la topologia usual T,
y sea 74 la topologia inducida por la distancia intrinseca d definida anterior-
mente. Entonces, T = 74.

Demostracion. Para demostrar que 7 y 74 son la misma topologia basta con
ver que sus abiertos basicos son equivalentes, en este caso veremos que no
solo son equivalentes, sino que son iguales.

expp(Bp(O, §)) = Bs(p) = Ba(9,p)

Esté claro que cualquier punto ¢ € Bs(p) estd unido a p por una geodésica
de longitud inferior a d, lo cual implica que d(p, q¢) < ¢. Por lo tanto Bs(p) C
Bd(67 p)'

Por otra parte, sea ¢ € By(0,p), sea o la geodésica minima de p a g. Como
su longitud es a lo sumo §, podemos escribirla como o(t) = exp,(tv) con
lvll <6,y qg=expy(v) € expy(By(0,d)) = Bs(p), y asi conseguimos lo que
necesitdbamos. O

3.2. Teorema de Hopf-Rinow

Definicion 3.2.1. Se dice que una superficie regular .S es completa si para
cada punto p € S, cualquier geodésica parametrizada v : [0,e] — S de S,
que comience en p = (0), puede prolongarse a una geodésica parametrizada
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7 : R — S, definida en toda la recta real R.
En otras palabras, S es completa cuando la aplicacién exp, : Tp(S) — S
estd definida para cada v € T),(.S), y esto sucede en todos los puntos p € S.

Definicién 3.2.2. A una curva diferenciable a trozos o : [a,b] :— S en una
superficie S se le llama minima si su longitud es menos o igual a cualquier
otra curva diferenciable a trozos en S con los mismos extremos, esto es, si y
solo si L(o) = d(o(a),o(b)). La curva o es localmente minima si para todo
t € [a,b] existe € > 0 tal que o|;_. ;) es minima.

Teorema 3.2.1. (Teorema bdsico de Hopf-Rinow): Sea S una superficie
geodésicamente completa en el punto p, entonces, para un punto cualquiera
q € S, existe una geodésica minima que une p y q.

Demostracion. Sea r = d(p,q) la distancia entra los puntos p y ¢. Sea
B,(0,0) C T,(S) un disco de radio ¢, centrado en el origen O del plano
tangente T),(S) y contenido en un entorno U C T),(.S) del punto O, en el que
expy es un difeomorfismo. Sea B;(p) la bola geodésica centrada en p y radio

J.

Obsérvese que la frontera 0Bs(p) = ¥ (circulo geodésico de radio § y
centro p) es compacta pues es la imagen continua del conjunto compacto

0B,(0,5) C T,(S).

Si x € X, la funcién continua d(zx,q) alcanza el minimo en el punto xg
del conjunto compacto Y. Podemos escribir xy de la forma

xo = expp(dv), |jv|| =1, v € Ty(S)

Sea 7, la geodésica parametrizada por la longitud de arco definida por,
Y(t) = expy(tv). Como S es completa en p, 7, estd definida para cada
t € R. En particular, 7, estd definida en el intervalo [0, 7]. Si probamos que
Y (r) = ¢, entonces 7, debe ser una geodésica que une p y ¢, y esta sera
minima, ya que l(v,) = r = d(p,q). Con esto, la demostraciéon quedaria
terminada.

Definimos
A={te[0,r]ldw(t),q) =r—1t}
Estd claro que el conjunto A # () ya que 0 € A. Ademds, como 7,(§) = xg
0 € A. Observemos que si t € A, entonces

r=t+d(wt),q) > dp,vwt) +dv(t),q) >r

lo cual implica que t = d(p,7,(t)). Ahora veremos que si tp € A, entonces
[0,t0] C A. Sea t < tp y notemos que

r < d(p, ’Yv(t)) + d(%}@)? Q) < Cl(p, ’Vv(t)) + d(’Yv(t)v"Yv(tO)) + d(’Yv(tO)a Q)
<t+to—t+d(y(to),q) < to+d(w(te),q) = d(p,q) =1
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Esto implica que d(p, y(t)) + d(y(t),q) =7y t = d(p, (1)), y esto a su
vez demuestra que t € A.
Podemos decir que A es cerrado en [0, 7] ya que t — d(7,(t),q) es continuo.

Ahora demostraremos que si tg € Ay tg < r, entonces to+ 4’ € A, donde
4’ > 0 suficientemente pequeno.

Sea Bs(O) un disco del plano tangente T’ (,)(S), con centro en el ori-
gen O de este plano y contenido en entorno U’, en donde €Dy, (1) €S U
difeomorfismo. Sean By (7, (t0)) = exp., (1,)(Bs (0)) y X' = 0Bs (7 (to))- Si
2’ € ¥/, la funcién continua d(z’, ¢) alcanza su minimo en z{, € ¥'. Como en
el caso anterior tenemos que d(7yy,(to),q) = ¢’ + d(xp, q)-

Como ty € A, tenemos que d(v,(to),q) = r — to. Por lo tanto,
d(zp,q) =71 —to — &' (3.1)
Ademas, puesto que

d(p,z) > d(p, q) — d(g, z(),

obtenemos de (3.1)

d(p,x6) >r—(r—to)+8 =tog+7.

By (1. (to))

Bslp)

Obsérvese ahora que la curva que va de p a v,(tg) a través de v, y de
T(to) a z( a través de un radio geodésico de By (y,(to)) es de longitud
to + ¢0’. Como d(p,x() > to + &', esta curva, que une p y x(, tiene longitud
minima. Se deduce entonces ((2.3.1) (ii)) que es una geodésica, luego es
regular en todos sus puntos. Por lo tanto, debe coincidir con -, esto implica
que x(, = Yy (to + ¢'). Puede asi reescribirse la ecuacién (3.1)

d(y(to+0'),q) =7 — (to + ),

y con esto demostramos que tg + 6’ € A y a su vez llegamos a lo que
queriamos. ]
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Teorema 3.2.2. (Teorema de Hopf-Rinow): Sea una superficie S C R3.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S es completa (con la topologia 14);

(ii) Para todo p € S la aplicacion exponencial exp, estd definida en todo
T,(S) (Completitud geodésica);

(iii) Ewiste un punto p € S para el cual la aplicacion exponencial exp, estd
definida en todo Tp(S).

(iv) Todo subconjunto cerrado y acotado (respecto de d) de S es compacto.(Heine-
Borel)

Demostracion. (i) = (ii) Por la definicién (3.2.1), es suficiente demostrar
que para todo p € S'y v € T)(S5) la geodésica o, estd definido en todo
R. Sea
to = sup{t > 0|o, definida en [0, t]},

y asumamos por contradiccion que £y es finita. Como
d(ov(s), 0u(t)) < Llowlsy) = [[vllls — ]

para todo 0 < s < ¢ < tg, si tp C [0,t9) es creciente y tiende a t,
la secuencia {o,(tx)} es Cauchy en S con respecto a la distancia d,
y por tanto, converge a un punto g € S independientemente de la
secuencia que elijamos. Esto lleva a que o, (t9) = ¢, y conseguimos una
aplicacién continua de [0,%p] a S. Sea V un entorno uniformemente
normal de ¢, para el cual su radio de inyecividad es € > 0. Para un
k suficientemente grande tenemos |t — to| < ”g—” y ou(ty) € V. En
particular, las geodésicas radiales que empiezan en o,(t;) pueden ser
prolongadas al menos a una longitud &; ya que L(ay|y, +) = Ito —
tell|v|| < 0, la geodésica o, puede ser prolongada més alla de g, lo
cual es contradictorio. Por lo tanto, tg = +o00; de la misma forma,
podemos demostrar que o, estd definido en (—o0,0], y asi quedaria
demostrado.

(i) = (iii) Trivial.

(iii) = (iv) Es una consecuencia facil del teorema (3.2.1). Por la proposicién
(3.1.4) sabemos que

el’pp(Bp(Oa 9)) = B(;(p) = Bd((Sa D).

Ahora sabemos que toda bola cerrada B4(6, p) es compacta dado que es
la imagen de una bola cerrada en R?. Dado que cualquier subconjunto
acotado de S est4 dentro de una de estas bolas By(d, p), y sabiendo que
un cerrado dentro de un compacto es compacto, se cumple la propiedad
de Heine-Borel.
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(iv) = (i) Sea {pn} C S una sucesién de Cauchy para d. En particular,
es un subconjunto acotado de S, y para cualquier ¢ € S podemos
encontrar & > 0 tal que {p,} C By(d,p). Por hipétesis, la bola cerra-
da {p,} C B4(6,p) es compacta, por lo tanto, existe una subsucesién
{pn, } que converge a un punto p € By(6,p). Pero cuando una subsu-
cesién converge a p € S toda la sucesién de Cauchy {p,} converge al

mismo punto, y con esto queda demostrado que S es completa.
O

Observacion 3.2.1. No todas las geodésicas son minimas. Tenemos como
contraejemplo el ejercicio 5 del apéndice A

Corolario 3.2.3. Sea S una superficie completa. Entonces, para todo punto
p € S la aplicacion exponencial exp, : Tp(S) — S es sobreyectiva sobre S.

Demostracion. Sean un punto ¢ € Sy r = d(p, q), entonces g = exp,(rv),
donde v = ~/(0) es el vector tangente a una geodésica minima ~ parametri-
zada por la longitud de arco y que une p y q. O

Observacion 3.2.2. Podemos ver un ejemplo de un espacio completo en el
ejercicio 3 del apéndice A, donde demostramos que H? es completa.

Proposicién 3.2.4. Una superficie cerrada S C R? es completa. En parti-
cular, una superficie compacta es completa.

Demostracion. Sea vy : [0,€) — S una geodésica parametrizada de S, v(0) =
p € S, podemos asumir, sin pérdida de generalizacién, que esta parametriza-
da por la longitud de arco. Tenemos que demostrar que es posible extender
~v a una geodésica 7 : R — 5, definida en toda la recta real R. Obsérvese
primero que cuando ¥(tg), to € R, esta definido, entonces, por el teorema
de existencia y unicidad de las geodésicas (1.3.2), es posible extender 7 a
un entorno de tg en R. Por lo tanto, el conjunto de todos los ¢ € R donde
7 estd definido es abierto en R. Si pudiéramos demostrar que este conjunto
es cerrado en R (el cual es conexo), serfa posible definir 4 para todo R, y
habriamos concluido con la demostracion.

Asumamos que, ¥ estd definido para t < tg y veamos qué 7 esta definido
para t = tg. Consideremos la sucesion {t,} — to, tal que t,, < tg,n = 1,2, ....

Primero vamos a demostrar que la sucesién {¥(¢,)} converge en S. En
efecto, dado € > 0, existe ng tal que si n,m > ng, entonces |t, — t,n] < €.
Sea d la distancia en R?, y nétese que si p,q € S, entonces d(p,q < d(p, q).
Por tanto,

d(Y(tn); V(sm)) < d(V(tn); V(sm)) < [tn = tm| <,

donde la segunda desigualdad viene de la definicién de d y el hecho de que
|tn, — tm| es igual a la longitud de arco de la curva ¥ entre t, y t,,. Esto
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implica que {¥(¢,)} es una sucesién de Cauchy en R3; por lo tanto, converge
a un punto ¢ € R3. Como ¢ es un punto limite de {¥(t,} y S es cerrado,
q € S, lo cual prueba nuestro suposicién.

Ahora sean un entorno de ¢ W uniformemente normal y 0 < § <
inj rad(q) que le corresponde por la definicién (2.3.1). Sean (t,,), ¥(tm) €
W puntos tales que [t,, — t,,| < J, y sea 7 la unica geodésica con L(y) < 6
que une ¥((t,) con ¥(t,,). Estd claro que 7 coincide con . Como expy ) es
un difeomorfismo en By, 1(0,6) y expy,)(By,)(0,6)) D W, v extiende
7 a partir de ¢. Por lo tanto, 4 estd definido en ¢ = tg, lo cual concluye la
demostracion. O

Observacion 3.2.3. Hay superficies que son completas, pero no cerradas,
podemos ver un contraejemplo en el ejercicio 7, donde veremos una superficie
no cerrada en R? que es completa.

Proposicion 3.2.5. Las isometrias locales conservan la completitud.

Demostracion. Sea una isometria local ¢ : S — V. Supongamos que S es
completa, esto es, para todo p € S, cualquier geodésica parametrizada, que
comience en p = ~(0) puede prolongarse a una geodésica parametrizada
v : R — § definida en toda la recta real R. Hemos visto en los capitulos
anteriores que las isometrias locales conservan las geodésicas. Ahora, sea
q € ¢(S) C V, entonces existe p € S tal que ¢ = ¢(p). Por lo tanto, al
aplicar la isometria local ¢ a las geodésicas que comienzan en p y estdn
definidas en toda la recta real R obtendremos las geodésicas que comienzan
en ¢ y estan definidas en toda la recta real R. Y por el teorema de Hopf-
Rinow (3.2.2) V' es una superficie completa. O

Ejemplo 3.2.1. Un ejemplo claro son el plano y el cilindro, entre las que
es posible definir una isometria local y los dos son completos, en este caso,
es facil comprobar que el cilindro es completo ya que es una superficie ce-
rrada. Pero podemos ver otro ejemplo en el ejercicio 7 del apéndice A donde
usaremos esta proposicién para dar una superficie que no es cerrada, pero
si es completa.



Apéndice A
Ejercicios resueltos

Ejercicio 1. Superficies de Liouville. Las superficies de Liouville son
aquellas superficies para las que es posible obtener un sistema de coordena-
das locales x(u,v) tal que los coeficientes de la primera forma fundamental
se escriben

E=G=f(u)+g(v), F=0,

donde f y g son funciones diferenciables. Las superficies de Liouville gene-
ralizan las superficies de revolucién. Demuéstrese que

(i) Si @ € [0,7], es el angulo que forma una geodésica con la curva v =
vy = cte., entonces se cumple

f(u)sen?d — g(v)cos*6 = const. (A1)
(Notese que ésta es la relacion anédloga a la de Clairaut para superficies

de Liouville.)

(ii) Las geodésicas de una superficie de Liouville cumplen

/ du _ 4 / dv Ld
V) —c Vo) +e
donde ¢ y d son constantes que dependen de las condiciones iniciales.

Solucion. (i) Sea x(u,t) una parametrizacién de la superficie de Liouville.

Observemos que ——2t—— es el vector unitario tangente a la curva
fw)+g(v)
o(t) = x(u(t),vo), ademds como F' = 0, x,, ¥y X, son perpendiculares

en todos los puntos de la superficie.
Asumimos que v(t) = x(u(t),v(t)) es de longitud de arco, tenemos

(f + (W) + (v)?) =1 (A.2)
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Por consiguiente,

(7, Xu) u’ ’
cosf = Xy, Xy) = U U v
NGOET O OET0) ( ) f(u) +g(v)
<’7/7 X’U> v’ ,
senf = Xy, Xp) = U u v
VT 60 VI rgw e Trv I el)
(A.3)
Ahora como 7 es una geodésica cumple las ecuaciones (1.7),
G(f(w) + g)u') = (' (W) (W) + (')?)
#(f(u) + go)n) = %(g’(v)(( )2+ (v)?
Sabiendo que 7 es de longitud de arco, utilizando (A.2), tenemos

)

2)

(F() +gw)u) = & (70 (7))
(f(u) + g(v))v') = § (9 (v) (W))

¢'(v) y pasdndolo todo a un lado, tenemos

S S

Liberando f’(u)

Yy g
F10) = 2+ gD F@ +9Da) =0
() = 2(f () + g(v)) g (f(u) + g(v))v)) = 0

Teniendo en cuenta todo esto, para ver que se cumple (A.1), modifica-

remos la expresién haciendo uso de las ecuaciones (A.3) y las férmulas
trigonométricas.

f(u)sen?d — g(v) cos? 0 = f(u) — f(u)cos? 6 — g(v) cos 6
= f(u) = (f(u) + g(v)) cos? = f(u) — ((f(u) + g(v))(«))

Para que esto sea constante su derivada ha de ser cero
d
flujd =2(f(u) + g(v))u' 2 (f (u) + g(v)u)

=u'(f'(u) = 2(f(u) + g(v ))jt(f(U) +g(v)u))

Esta claro que como « cumple la primera ecuacién de (A.4) la derivada
que vemos arriba es cero, y por lo tanto queda demostrado este primer
apartado.

Observacién A.0.1. El reciproco seréd cierto cuando v’ # 0. Pero
veamos qué pasa en el caso de que u = constante, si esto es asi la
ecuacién (A.2) nos queda

(f(w) + g(v))(')? =1

y con esto las ecuaciones (A.4) nos quedan: f'(u) =0y ¢'(v) = 0. Por
lo tanto, para que 7 sea una geodésica en estas condiciones f y ¢ a lo
largo de ~ tienen que ser constantes.
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(i)

En el apartado anterior hemos demostrado que al ser v una geodésica
se cumple (A.1). Ahora si modificamos esta expresién de la misma
forma que anteriormente conseguimos

flu)—c _du
)+ go) e

sustituyendo esta expresién en (A.2), obtenemos

Flu) = e = (f(u) + g(0))2(u)? = ' = +

- glv)+c¢ _dv
U )t g)  dt

Ahora, haremos un cambio de variable, © = u(v) siendo v' # 0y
mediante la regla de la cadena, conseguimos

du  du dt flu)—c
— = =4 Y
dv dt dv g(v) +c

Y por ultimo ponemos a un lado lo que estd en funcién de u y en el
otro lado lo que este en funcién de v e integramos los dos lados, de
esta forma, tenemos lo que queriamos

/#:i/ﬁ”’

O

Ejercicio 2. (Mapa u-Clairaut (simetricamente Mapa v-Clairaut), es
un caso particular del ejercicio anterior) Sea la superficie parametrizada
(U,x = x(u,v)) con los coeficientes de la primera forma fundamental £ =
E(u), F=0y G =G(u).

(i)

Sea

V() = x(u(t), v(t))
una geodésica de longitud de arco. Sea también 6 = 6(t) el angulo que
forman el vector tangente T'(s) = +/(t) con el vector x,,. Probar que

VG cos 0 = cte. (A.5)
a lo largo de 7.

Para la curva anterior v(t) = x(u(t),v(t)), también se cumple lo si-
guiente:

I 4 VG2
{ w=ETEe (A.6)
v'=F

donde ¢ es una constante. Y reciprocamente, si v' # 0, cuando las
ecuaciones (A.6) se cumplen, entonces 7 es una curva geodésica.
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(i)
(iv)

(v)

Demostrar que las curvas coordenadas v(u) = x(u,vg) son geodésicas.

Demostrar que para que las curvas coordenadas v(v) = x(ug,v) sean
geodésicas tienen que cumplir

oG

%—0

a lo largo de la curva.

Demostrar que si la curva a(u) = x(u,v(u)) es una curva geodésica

entonces se Cumple
/ E

Solucion. Aunque a primera vista no es algo evidente, los mapas u-Clairaut
son superficies de Liouville. Para comprobar esto, es facil encontrar una re-
parametrizacién que haga que E = G, y(u,v) = x(h(u),v)

Por lo tanto, estas superficies cumplen las ecuaciones y propiedades mencio-
nadas en el ejercicio anterior. Las cuales usaremos en los siguientes aparta-

dos:

(i)

Como los Mapas u-Clairaut son superficies de Liouville cumplen la
ecuacién (A.1) donde 6 es el dngulo que forma la geodésica con el
vector y,. En este caso, como el angulo que nos dan es el que esta
entre la curva y el vector y, la ecuaciéon quedaria de la siguiente forma:

g(u) cos? @ = cte. = G(h(u)) cos® @ = cte = \/G(h(u)) cosf = cte.
Con esto demostramos que se cumple (A.5).

Sabiendo que
/

<’7 7Xv> — U/ G(U)
G(u)

lo sustituimos en (A.5) y obtenemos

cosf =

G(u)

Para obtener la otra ecuaciéon partimos de que v estd escrita por la
longitud de arco (u')?E + (v')?G = 1. Sustituyendo aqui la expresién
que acabamos de sacar para v’ tenemos
"2 c? na_ G=¢ / VG —c?
(W)'E=1-—==W)"=——=u =+—F—7+~—
G GE VvVGE

y por lo tanto se cumple (A.6). Para ver que el reciproco también se
cumple, es suficiente con sustituir «’ y v’ por las expresiones que hemos
conseguido, comprobando que se cumplen las ecuaciones (1.7).

Glup' =c=' =
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(iii) Supongamos que 7 estd escrita por la longitud de arco, como v' = 0
tenemos que u = iﬁ y podemos comprobar que se cumplen las
ecuaciones (1.7).

(iv) Supongamos que v estd escrita por la longitud de arco, como u = 0
tenemos que v’ = %, ahora veamos que tiene que pasar para que se
cumplan las ecuaciones (1.7). La segunda ecuacién se cumple siempre
y para la primera:

oG

0= mG(v’)?@au_o.

T 20u
(v) Supongamos, sin pérdida de generalizacién, que « estd escrita por la

longitud de arco, y suponiendo que v' # 0 (ya hemos analizado ese
caso) a cumple las ecuaciones (A.6) y por tanto tenemos

do_dvit e [G-
du dtdv G EG

Ahora si desarrollamos esto, pasamos du al otro lado e integramos
conseguimos (A.7).

O

Ejercicio 3. (Espacio hiperbélico H?) Sea H? = {(u,v) € R?|v > 0},
con la primera forma fundamental

1
E=G=—, F=0.
v
Encontrar las ecuaciones que tienen que cumplir las curvas geodésicas (es-
critas por la longitud de arco) y demostrar que las imagenes de las curvas
u=ctey

2

(u —up)? +v* = r* = cte,

son las tnicas curvas geodésicas de H2. Ver que este espacio es completo, y
en cambio si tenemos la primera forma fundamental £ = G = % y F=0no
lo es.

Solucién. Esta claro que el espacio H? es una superficie de Liouville, por lo
tanto, las geodésicas de esta superficie cumplen las ecuaciones vistas en el
ejercicio 1. En particular, sustituyendo nuestros datos en la ecuacion (A.1)
y tomando la constante como —c? tal que ¢ # 0, conseguimos

cosf

v =
C

En cambio, si ¢ = 0 tenemos que

1
7c059:0©9:z.
v 2
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De aqui conseguimos las geodésicas u = cte., que son rectas verticales en

H2.
Si ¢ # 0 sustituimos nuestros datos en la ecuacién (A.4) obtenemos

/du:i/\/ljc(wéu—uozii 1 — (ve)?
:(u—u0)2:C%(l—(uc)%:(u—uo)uz;?:CiQ.

Esta ecuacién representa las circunferencias de radio % centradas en (ug, 0).

Terminaremos esta parte demostrando que todas las geodésicas de H?
son de este tipo. Sabemos que por el teorema (1.3.2) dado un punto y un
vector, existe una tunica geodésica que pase por ese punto con ese vector
tangente.

Sea p € H? y w € T,(H?), tenemos dos posibilidades:

(i) Sea w = (0,w3), en este caso la geodésica que parte de p con vector
tangente v serd la recta vertical, una curva con u = cte.

(ii) Sea w = (wy,ws2) donde wy # 0, en este caso haciendo uso de la
geometria analitica, definimos el circulo que pasa por el punto p con
vector tangente v.

Sabiendo w obtenemos n = (wg, —w1) el vector normal que define la
recta que pasa por p = (xg,yo) y por el centro (ug,0), por tanto

(w0, Y0) + Awa, —w1) = (uo, 0).

De esta ecuacién conseguimos el radio A = fj’j—i y el centro del circulo

Uy = To + Awe = xg + yg%ﬁ, los cuales definen un circulo.

(f

Figura A.1: Geodésicas en el espacio hiperbélico H?.

Ahora, tenemos que comprobar que H? es un espacio completo. Para esto
veremos que las geodésicas se extienden infinitamente. Como hemos dicho
antes, tenemos dos tipos de geodésicas en este espacio:
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(i) Por un lado tenemos las rectas verticales, su parametrizacién por la
longitud de arco es la siguiente:

() = (uo, €”)

En este caso es evidente que « estd definido en toda la recta real R, y
por lo tanto se extiende infinitamente.

(ii) En cuanto a las otras geodésicas no es algo tan evidente, su parame-
trizaciéon mas comun es esta de aqui:

o(t) = (1 cos(t) + uo, isen(t))

C

Pero esta parametrizaciéon no estd escrita por la longitud de arco, por
lo tanto, reparametrizaremos estas curvas teniendo en cuenta que la
métrica en este espacio es g = d“%dﬁ.

Empezaremos por calcular la norma del vector tangente

1 1 1
'O = |l | —=sen(t),—=cos(t) | || =
o/ )] = 1| (~Ssen(t),~Leos(t) ) | = 1
Con esto encontraremos el cambio de coordenada
b
s(t) = /0 sen(d) = —arctanh(cos(t)) = —tanh(s) = cos(t).

Y sustituyendo esta expresién conseguimos la reparametrizacién por la lon-
gitud de arco:
1 1 1
s) = | ug — —tanh(s), ———
+(s) ( o~ Ltanh(s), Ccosh(s))
Con esto vemos que las geodésicas en este espacio se extienden infinitamente
por lo tanto es un espacio completo.

Acabaremos viendo que con la primera forma fundamental £ = G = %
y F = 0 el espacio V = {(u,v) € R?[v > 0} no es completa. Para esto
vasta ver que las rectas parametrizadas por la longitud de arco, (que son
geodésicas en este espacio) no estan definidas en toda la recta real R. Su

du?+dv?
v

expresion con la métrica g = de la siguiente forma:

1(8) = (o, (s +2)°

y esta parametrizacion no estd definida en s = —2 por lo tanto estas geodési-
cas no se extienden infinitamente. ]



44

Ejercicio 4. Sea S una superficie, C' C S una curva (subconjunto), siendo

v=7(s), s€l0,L],

su parametrizacién por la longitud de arco. Supongamos que tenemos una
parametrizacion general de C'

a=at), tela,b]

que no tiene por qué ser de longitud de arco.

(i)

(i)

,Qué es lo que tiene que cumplir la parametrizacion « para que el
subconjunto C' sea una curva geodésica? Dicho de otra forma, ;Qué
es lo que tiene que cumplir la parametrizacion «, para que la derivada
covariante de su reparametrizacién mediante la longitud de arco -y
cumpla

D~

ds 0

Entonces, ;Cémo quedaria el sistema de ecuaciones (1.4) cuando te-
nemos una parametrizacién cualquiera a(t) = x(u(t), v(t))?

Solucion. (i) La respuesta es que la derivada covariante sea paralela al

(i)

vector tangente,

Do |,

el
. Démonos cuenta de que este ultimo generaliza lo anterior en el caso
de la parametrizacién por la longitud de arco, por un lado, cumpliria

también,
D~
— 1),
pero por otro lado, como estd parametrizado por la longitud de arco,
también debe cumplirse
D+
s 1L 9/(s),

Y de estos dos conseguimos que

D’)/ —
T 0
ds ’

teniendo en cuenta que +/(s) # 0.

Como hemos visto en el apartado anterior, la curva C' parametrizada
’ ’ . . . !/

por « serd una geodésica si y solo si %—‘;Ha’ . Por lo tanto para sacar

una ecuacién que represente esto, lo primero que haremos serd calcular

/ Do’
o'y at -

o () = xu(u(t), v(t)u'(t) + xo (u(t), v())'(t)
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Y la expresion de Dd—‘z‘/ obtenemos de (1.6), nos queda
D /
- = xu(Th (W) + 20 (') + Th(0)* + u)

%y (T7 () + 205 (v') + T35 (v)* + ")
Por lo tanto, para que C sea una geodésica tiene que cumplirse
(T1y (0')? 4+ 20 o (v'') 4+ Thy(v')? + ") =
(T (u)? + 2T, (V') + T35 (0)? + 0" )

Con esto conseguimos la ecuacién equivalente a (1.4) para cuando

tengamos una parametrizacién cualquiera:
(Ph () + 205 (o)) + T3, (o)) + ") (A8)
— (P} (u)? + 2T, (V') + Ty (v))? 4+ )0 = 0. )

Esta ecuacién coincide con la ecuacién que sale de la expresién de la

curvatura geodésica (1.12).
O

Ejercicio 5. Definimos en el paraboloide
P={(z,y.2) € R’z = 2* +y°}

la curva § : R — P como §(t) = (,0,t?). Verifica que & es una geodésica.
Demuestra que 6 no es minima.

Solucion. Como J no esta parametrizada con la longitud de arco comproba-
remos que es un geodésica mediante la curvatura geodésica.

Por lo tanto, lo primero que tenemos que hacer es calcular el vector normal
N de la superficie.

Por un lado, tenemos la parametrizacién de la superficie:

x(u,v) = (u,v, u® 4 v?)
Con esto calculamos N
(1,0,2u) x (0,1,2v)  (—2u,—2v,1)
1(1,0,2u) x (0,1,20)]  vaAu2 + 402 + 1
Si escribimos la normal a lo largo de §(¢) = x(¢,0) tendriamos:

(—2t,0,1)
4241

N(u,v) = M(u,v) _

B [0 X Xy

N(t,0) =

Ahora calcularemos la primera y segunda derivada de §, ademas de la norma
de la primera.

§'(t) = (1,0,2t); [|0'(t)] = V4t2 +1
§"(t) = (0,0,2)
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Para terminar con este apartado procederemos a calcular la curvatura geodési-
ca de & y veremos que es 0 en todo R.

1

kg = (0", N x &) = ((0,0,2),(—2t,0,1) x (1,0,2t))

Hf5’H Va2 +1
1
= TH«O,O,Q), (0,4t> +1,0)) =0Vt € R

Por lo tanto, hemos demostrado que d es una geodésica. Ahora nos falta ver
que nuestra curva no es minima.

Para ver que ¢ no es minima, cogeremos los puntos 6(—3) = (—3,0,9)
y 6(3) = (3,0,9) de la superficie que estan unidos por ¢ y veremos que la
longitud de este entre estos dos puntos es mayor que si cogemos, por ejemplo,
el meridiano en el que se encuentran (o(t) = (t,v/9 — t2,9) con t € [—3, 3]).

/ 6" (¢)||dt = / VA2 + 1dt = 6\/_+arcsen(6))z19,4942

En cambio, si calculamos la longitud del arco que une (—3,0,9) y (3,0,9)
mediante o(t) tenemos:

lo'(t)] = \/1+ (w%)z

2
/Ha Ji|dt = /\/ t2> _ 37 & 942478

Y con esto concluimos el ejercicio.
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Ejercicio 6. Sea S C R? un paraboloide eliptico (superficie de revolucién),
con ecuacion

2=+ y?
Demostrar que cualquier geodésica v : R — S, que no sea meridiano y que

se dirige en la direccion donde el radio de las paralelas de S va en aumento,
se corta a si mismo infinitas veces.

Solucion. Sea gy un punto de S y sea gg el paralelo de radio pg que pasa
por go y forma un dngulo ¢ con oy.

Por el teorema de Clairaut (o el ejercicio anterior) sabemos que a lo largo
de ~v
T
pcos ¢ = cte = |c| siendo 0 < ¢ < 5
teniendo en cuenta que si ¢1 > ¢o, siendo 0 < ¢; <
concluimos que ¢ crece con p.

5, cospp < cos 2

Por lo tanto, si nos dirigimos en la direccién a las paralelas crecientes,
¢ crece. Podria suceder que en algunas superficies de revolucion  se apro-
xima asintéticamente a un meridiano. Pero veremos que esto no pasa en un
paraboloide eliptico. Es decir, la geodésica -y interseca todos los meridianos,
y esto implica que efectia infinitas vueltas alrededor del paraboloide.

Primero, observemos que la geodésica no puede ser tangente a un meri-
diano. En otro caso, deberia coincidir con el meridiano en virtud a la parte
de unicidad de (1.3.2). Como el dngulo ¢ crece con p, si y no cortase a todos
los meridianos, deberia aproximarse asintéticamente a un meridiano, por
ejemplo M.

Supongamos que es ésta la situacion y elijamos el sistema de coordenadas
locales para el paraboloide z = 22 4 y?, definido por

T =wvcosu, y = vsenu, z = v’
donde 0 < v < 400 y 0 < u < 2m, de forma que el entorno coordenado
correspondiente contenga a M cuando u = ug. Por hipdtesis u — ug cuando
¢ — oo. Por otra parte, en este sistema de coordenadas la ecuacién de la
geodésica  viene dada por (con una orientacién en la que ¢ > 0)

1+ 402
u—c/ 1/ +Udv—|—cte>c/—|—cte

1 + 40?2
2 2

ya que

> 1.
v2—¢
De la desigualdad de arriba se deduce que cuando v — oo, u crece superando

cualquier valor prefijado, lo que contradice el hecho de que 7 se aproxima
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asintéticamente a M. Por lo tanto, v interseca a todos los meridianos y con
esto completamos la demostracion. ]

Ejercicio 7. Sea o : R — R? la curva parametrizada
a(t) = ((14+e ) cost, (1 + e ")sent);

esta curva es una espiral que se aproxima asintoticamente por el exterior al
circulo unitario centrado en el origen, pero sin llegar a alcanzarlo. Denotemos
por C' = «(R) a la imagen de R por a, sea S = C x R el cilindro recto con
base C. Est4 claro que la superficie S no es cerrada en R3. Demuestra que
S es completa

Solucion. Para este ejercicio utilizaremos la proposicién (3.2.5) la cual nos
dice que la completitud se conserva por isometrias locales. Veremos que la
superficie S es isométrica al plano y como el plano es una superficie com-
pleta, quedaria demostrado que S también lo es. Empecemos por calcular
la primera forma fundamental de la superficie S, para eso necesitamos una
parametrizacién de la misma, x(u,v) = ((1 + e %) cost, (1 + e~ *)sent,v).
Y obtenemos, E = ||&/(u)||, F = 0y G = 1. Por lo tanto, si reparame-
trizamos la curva a por su longitud de arco, tendriamos que la primera
forma fundamental de S es la misma que la del plano, lo cual implica que
existe una isometria entre estas dos superficies, y por lo tanto habriamos
terminado. O



Apéndice B

Cddigo de Mathematica

Este es el c6digo que se ha utilizado para hacer varias imédgenes de geodésicas
y demés inspirados por el libro [6]. Ademds de este cédigo de Mathematica
se ha utilizado un programa llamado Inkscape para pequenas modificaciones
y aclaraciones de las figuras.

Primero definimos las derivadas parciales de la parametrizacion de una
superficie y su primera forma fundamental.

x1[superficie_] Derivative [1, 0] [superficie]
x2[superficie_] Derivative [0, 1] [superficie]
G[superficie_J[u_, v_] :=
FullSimplify[{{x1 [superficie][u, v].x1 [superficie][u, v],
x1 [superficie] [u, v].x2 [superficie] [u, v]}, {x1 [superficie] [u,

v].x2 [superficie] [u, v],
x2 [superficie] [u, v].x2 [superficie] [u, v]}}]

B.1. Para conseguir las geodésicas

Calcularemos los simbolos de Christoff y despues definiremos las funciones
que nos daran las geodésicas de la superficie deseada.

christoffGIM_J[u_, v_] :=
Module [{A},

si = Simplify[#] /. {U -> u, V -> v} &;
ee = M[U, VI[[1, 11];
ff = M[U, VI[[1, 2]1];
gg = M[U, VI[[2, 21];

Al1, 1, 1] = D[ee, V] ff - 2 D[ff, U] ff + D[ee, U]l gg;

A[2, 2, 2] = Dlgg, V] ee - 2 D[£f, V] ff + Dlgg, U] £f;
A[2, 1, 1] = -D[ee, V] ee + 2 D[ff, U] ee - D[ee, U] ff;
Al1, 2, 2] = -D[gg, V] ff + 2 D[ff, V] gg - Dlgg, Ul gg;
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Al1, 1, 2] = D[ee, V] gg - Dlgg, U] ff;

A2, 1, 2] = -D[ee, V] ff + D[gg, U] ee;

Ali_, 2, 1] = A[i, 1, 2];

gammali_, j_, k_] := A[i, j, kl/(eexgg - ££°2)/2 // si;
Flatten[Table[gammali, j, kI, {i, 1, 2}, {j, 1, 2}, {k, 1, 2}]]
1;

solvegeol[M_, {uO_, vO_}, longitud_, titaO_] :=
Module[{su, e, so, detEFG},
christoffG[M] [uls], v[sl];
detEFG := Sqrt[Det[M[ul0], v[0]111];
elj_] :=
gamma[j, 1, 1]1*u’[s]"2 + 2%gammalj, 1, 2]*u’ [s]*v’[s] +
gammalj, 2, 2]*v’[s]"2;
eqic := {u’’[s] + e[1] == 0, v’’[s] + e[2] == 0, ul0] == uoO,
v[0] == vO,
u’[0] == (Cos[titaO]/Sqrtl[ee] -
Sin[tita0]*ff/(Sqrt[eel*detEFG)) /. {U -> u0, V -> v0},
v’ [0] == (Sin[tita0]l*Sqrt[ee]/detEFG) /. {U -> u0, V -> v0}};
so := NDSolveleqic, {u, v}, {s, 0, longitud}];
Flatten[so, 1]
15

solvegeo[M_, {u0_, vO_}, longitud_, m_] :=
Module[{su, e, so, detEFG},
christoffG[M] [uls], v[sl];
detEFG := Sqrt[Det[M[u0, v01]];
el[j_] :=
gamma[j, 1, 1]1*u’[s]"2 + 2*gammal[j, 1, 2]*u’[s]*v’[s] +
gammalj, 2, 2]*v’[s]"2;
eqic := {u’’[s] + e[1] == 0, v’’[s] + e[2] == 0, ul[0] == u0,
v[0] == vO,
u’ [0] == (Cos[tital/Sqrtl[ee] -
Sin[tital*ff/(Sqrt[eel*detEFG)) /. {U -> u0, V -> v0},
v’ [0] == (Sin[tita]*Sqrt[eel/detEFG) /. {U -> u0, V -> v0}};
so := NDSolveleqic, {u, v}, {s, 0, longitud}];
Flatten[Table[so, {tita, 0, 2%Pi, 2*Pi/m}], 1]
1

enr2[u_, v_] := {u, v}
enelplanol[g_] [u0_, vO_][t_] [upO_, vpO_] :=
glu0, v0] + txupO*x1[g] [u0, v0] + txvpO*x2[g] [ud, vO];
planotangente([g_] [u0_, vO_]J[u_, v_] :=
gluo, v0] + uxx1[g] [u0, vO0] + v*x2[g] [u0, vO]
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